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RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso traz como tema central os métodos numéricos. O principal
objetivo foi estudar o método das diferencas finitas, implementado no software Octave para
resolver equagdes diferenciais ordinarias. Inicialmente sdo abordados como pré-requisitos os
sistemas de equacdes lineares e a série de Taylor. Na sequéncia, 0 método das diferengas
finitas é abordado. Por fim, sdo resolvidos dois exemplos com o auxilio do software Octave

usando dois algoritmos diferentes na resolucéo e observando o tempo gasto com cada um.

Palavras-chave: método das diferencgas finitas; métodos numéricos; octave.



ABSTRACT

This course conclusion work has numerical methods as its central theme. The main objective
was to study the finite difference method, implemented in the Octave software to solve ordinary
differential equations. Initially, systems of linear equations and the Taylor series are discussed
as prerequisites. Next, the finite difference method is discussed. Finally, two examples are
solved with the help of Octave software using two different algorithms in the resolution and

observing the time spent with each one.

Keywords: finite difference method; numerical methods; octave.
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1 INTRODUCAO

Os modelos matematicos estao presentes e sdo fundamentais nas mais diversas areas
da ciéncia como na fisica, na quimica e principalmente nas engenharias. Eles permitem retratar
e entender muitos fendbmenos complexos de forma mais precisa, como as equagdes de Newton
que retratam o movimento dos corpos, ou as equagdes que descrevem as taxas quimicas, sdo
exemplos disso.

Contudo, quando se trata da solucdo desses problemas nem sempre essa pode ser ob-
tida de maneira exata, principalmente quando se trabalha com sistemas mais complexos ou
problemas nao lineares, ou quando as solugdes analiticas ndo sio possiveis ou dificeis de se
obter. Nesses cendrios que entram os métodos numéricos, pois eles trazem solugbes aproxi-
madas por meio de algoritmos e calculos computacionais. Eles sdo utilizados para solucionar
problemas envolvendo equagdes diferenciais, integragdo numérica, sistemas de equagdes line-
ares entre outros.

Os métodos numéricos vao trabalhar com a discretizagéo dos problemas continuos. Em
seguida algoritmos sao aplicados a partir de softwares para se obter solugcdes numéricas apro-
ximadas. Apesar de serem solugbes aproximadas, sdo muito significativas devido a sua capaci-
dade de lidar com problemas complexos e, com a disponibilidade cada vez maior de computa-
dores de alta performace, permite a aplicagéo de algoritmos mais avangados e obter resultado
mais precisos.

Dentre os métodos numéricos existe o método das diferengas finitas, que € amplamente
utilizado em varias areas e, assim como outros métodos, oferece uma maneira eficaz de obter
solucbes aproximadas para problemas complexos.

Este trabalho ir4 se concentrar na aplicagdo do método das diferencgas finitas para bus-
car solugoes de equacgdes diferenciais ordindrias em diferentes cenarios, implementando-o com
o0 uso do software Octave, explorando algoritmos diferentes para resolver essas equacoes, ana-
lisando a eficiéncia de cada abordagem. Para essa analise sera levado em conta principalmente
o tempo de execugao do algoritmo para resolver o mesmo problema mas com abordagens dife-
rentes, para entender melhor as vantagens de se usar determinado algoritmo.

Assim esse trabalho se justifica pelo interesse em entender como o método das dife-
rengas finitas pode ser aplicado para resolver equacdes diferenciais ordinarias para auxiliar e
facilitar a resolucao de problemas, e quais as vantegens que essa aplicagao gera.

O obijetivo principal desse projeto é a implementacao do método das diferengas finitas
para resolver numericamente algumas equacdes diferenciais ordinarias.

Como objetivos especificos temos:

« Estudar o método das diferencas finitas.

* Implementar o método da eliminagdo gaussiana para a resolucao de sistemas de equa-

¢oOes lineares.



» Implementar o método das diferencas finitas no software GNU Octave para resolver

numericamente algumas equacoes diferenciais ordinarias.



2 PRE-REQUISITOS

2.1 Sistemas de equacoées lineares
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Esta secao esta baseada em Cunha (2000). Informacdes mais detalhadas sobre o as-

sunto podem ser obtidas em Kiithlkamp (2011) ou em livros de Algebra Linear, como por exemplo

Anton e Rorres (2012).

Os sistemas de equacdes lineares sao de extrema importancia na matematica pois uma

grande quantidade de problemas convertem-se em sistemas de equagdes lineares em sua re-

solucgao.

Um sistema de n equagdes lineares com n incognitas é representado por:

;

a11T1 + apps + - - -

2121 + Q2% + - - -

\anlxl + a0r9 + -

+ a1p Ty = bl

+ Aon Ty = b?

+ GppTy = bn

Os coeficientes das incégnitas z; formam uma matriz quadrada A com n linhas e n

colunas: _
a1 a2
Q21 A22
A=
ap1  Ap2
Definindo os vetores coluna x = [z z3

representar o sistema na forma matricial Ax = b:

a1 Q12 - Aip
Q21 Q22 --° A2p
Ap1 Gp2 - App

- z,]T eb

T

T2

T

Q1n

Q2n,

ann

b
by

bn

[b1 b

- by)T, podemos

em que n é o niUmero de equagodes do sistema, A é a matriz dos coeficientes, x é a matriz (vetor)

das incégnitas e b é a matriz (vetor) dos termos independentes.
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Exemplo. Considere o sistema Ax = b sendo

1 1
)

T+ —1

Com vistas a familiarizagdo com o Octave, para n = 5, os dados do sistema (A e b)
podem ser inseridos da seguinte forma (Listagem 1):

Listagem 1 — Inserindo os dados do sistema no Octave

n = 5;
for i=1:n
for j=1:n
A(i,j) = 1/(i+j=1);
end
b(i)=1/i;
end
A
b=~>0"

Fonte: Autoria propria (2024).

Quando este codigo é executado, obtém-se o seguinte resultado:

-1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
A = 10.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250
_0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111_

T
b = {1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000

Para resolver os sistemas de equacdes lineares, neste trabalho sera utilizado o método
de Eliminacdo de Gauss.

2.1.1 Método de Elimina¢do Gaussiana

A eliminacdo gaussiana é um método que tem como base as operacdes elementares
sobre as equacgdes (linhas) de um sistema de equacdes lineares. A solugdo do sistema Ax = b
ndo se altera se 0 submetemos a uma sequéncia de operac¢des elementares do tipo:

(7) multiplicagéo de uma equagao por uma constante ndo nula;
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(77) soma de um multiplo de uma equagéo a outra;

(7ii) troca da ordem das equagdes.

Considerando o sistema linear

1 + 23 = 0 [y : 1° equacéo
T+ 9 = 1 Iy : 22 equacao
201 + 319 + 73 = 1 I3 : 32 equacéo

seré realizada, de forma sistematica, uma sequéncia conveniente de operagdes dos tipos (i),
(1) e (7i7) com o intuito de transformar este sistema linear em um sistema triangular equivalente
(sistema com o mesmo conjunto solucéo). E importante que a eliminagéo seja feita de maneira
sistematica para elaborar algoritmos para os programas computacionais.

Primeiramente serdo zerados os coeficientes da primeira coluna que estao abaixo da
diagonal. Isso corresponde a eliminar x; das duas Ultimas equacdes, 0 mantendo apenas na
primeira. Para isso vamos subtrair, da segunda e da terceira equagdes, um multiplo adequado
da primeira equagao. Assim fica: I, = I, — [y e l; = I3 — 2l;. Quando reescrevermos o sistema

ele ficara da forma:

T + x3 = 0 lllzll
a2
i) — I3 = 1 é:lg——ll
aii
asi
31}2 — I3 = 1 g:lg——ll
aii

Para chegar a forma triangular, basta eliminar o elemento da segunda coluna que esta abaixo
da diagonal, o que corresponde a eliminacdo de z, na ultima equagao. Para isso tomamos
l§ = 1, — 3l,. Agora estamos utilizando a segunda equagdo como base para a eliminagéo.

Entdo temos um sistema triangular:

T + x3 = 0
Ty — T3 = 1
as2
— no__q/ /
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Generalizando o procedimento descrito acima, sera estabelecido o processo sistematico
de triangularizacao de um sistema com n equagdes e n incégnitas.

aix a2 aiz -+ Qip by
Q21 Q22 Q23 --* Q2n by
A= s b= ;
a1 A;2 a;3 Ain, bz
Ap1 Ap2 Ap3 - App bn

na qual cada linha I;, © = 1 : n representa uma equagao do sistema linear que queremos

triangularizar.
+ Eliminacao da primeira coluna

Supondo a;; # 0, para eliminar a incégnita x; nas n — 1 Ultimas equagdes vamos
subtrair a primeira linha multiplicada pelo fator m;; = a;1 /a1 de todas as outras linhas [;, para
1=2:n.

Dessa maneira, estamos modificando os elementos das n — 1 ultimas linhas da seguinte
forma:

2 : ,
= Qij —Maay, J=2:n

Para:=2:n, a

bZQ = bz — mﬂbl.

O indice superior 2 em a?j e b7 indica que vamos usar um segundo valor para ai; e b;.
No fim deste estagio, as matrizes A e b foram modificadas de modo que assumem a

seguinte configuragdo:

a1x1 a2 @13 0 Qip by
0 a2 a2, --- a? b2
22 23 2n 2
A — , b e
2 2 2 2
| O an2 a’n3 ann_ _bn_

+ Eliminagao da segunda coluna

Para eliminar a incégnita x5 das n — 2 ultimas equagdes repetimos o procedimento
anterior tomando, agora, a segunda linha como auxiliar no processo de eimilinagdo:
;2

P=107—mpl3, i=3:n, emque mp=-——, i=3:n
22
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Nesta etapa, estamos supondo que a2 # 0. Os coeficientes serdo modificados segundo
as relagdes
3

Para i1=3:n aij:a?j—mizagj, j=3:n

3 2 2

Continuamos eliminando os elementos que estdo abaixo da diagonal em cada coluna,
repetindo a ideia descrita acima.

No processo de eliminacdo, os elementos a1, a%z, a§3, S aij que aparecem na dia-
gonal de A sdo chamados de pivés. Se eles ndo se anulam, apos este procedimento chegamos
a forma triangularizada do sistema:

1121 + a2 + ... + A1y, = b1
2 2 _ 2

n _ n

ap, T, = b

\

Se no processo de eliminacdo um dos pivds se anular, devemos trocar as linhas
(sempre escolhendo aquelas abaixo da diagonal para ndo perder a eliminagdao anterior), de
modo que sejam escolhidos elementos ndo nulos para pivos.

Tendo a forma generalizada para a triangularizagao de sistemas de equacgdes lineares,
vamos testar o método. Continuando com o primeiro exemplo, vamos inserir o cédigo que vai
triangularizar o sistema que ja foi inserido no programa (Listagem 2). Continuaremos denotando
as matrizes A e b atualizadas na triangularizagdo por A e b para ndo guardar varias copias des-
sas matrizes, economizando espa¢o de armazenamento, principalmente no caso de sistemas
grandes.

Depois de executar este programa o resultado obtido é o seguinte:

_1.00000 0.50000 0.33333 0.25000 0.20000_
0.00000 0.08333 0.08333 0.07500 0.06667
A = 10.00000 0.00000 0.00556 0.00833 0.00952
0.00000 0.00000 0.00000 0.00036 0.00071
_0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00002_

T
b=11 0000
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Listagem 2 — Triangularizando o sistema pelo método de eliminagao de Gauss.

n =>5;
for i=1:n
for j=1:n
A(i,j) = 1/(i+j-1);
end
b(i)=1/i;
end
A
b
for k=1:n-1
for i=k+1:n
m=A(i,k)/A(k,k);
b(i)=b(i)-m-b(k);
for j=k:n
AT, j)=A(T, ])-mA(k, |);
end
end
end
A
b=b’

Fonte: Autoria propria (2024).
2.1.2 Sistemas triangulares
Quando a matriz dos coeficientes de um sistema tem todos os elementos abaixo ou

acima da diagonal principal nulos, o sistema é dito triangular.
Observando o sistema triangularizado

T + x3 = 0
T9o — X3 = 1,
Tr3 = -1

verifica-se que ele pode ser resolvido facilmente. Comecando pela terceira equacao temos que
x3 = —1. Na segunda usando o valor de x5 e isolando x5, temos que x5 = 2. Por fim na primeira
equacao, usando os valores de x5 € 3, isolamos x; e assim temos que x; = 1. Nesse caso,
a matriz dos coeficientes A € uma matriz triangular superior pois todos os alementos abaixo da
diagonal principal s&o nulos, isto €, a;; = 0 se i > j.

Agora para generalizar, considere o sistema triangular:
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/

a1 X1 + ap Ty + ... +a-1Tp-1 + T, = b
a2 Ty + ... + Qop_1 Tp—1 + G2, T, = by
Ap—1m—1Tn-1+ Qn1pTyn = by
\ ApnTy = by
Admitindo que a; # 0,7 = 1 : n, podemos determinar o valor das incégnitas
1, Xa2, -+ , T, fazendo as seguintes operacdes:
(
T = by/ann
Tp—1 = (bn—l—an—1,n$n)/an—1,n—1
L Iy = (bl — Qindp — = — Q1373 — a12$2)/a11

Assim resta solucionar o exemplo inicial agora resolvendo o sistema triangular no Octave
(Listagem 3).
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Listagem 3 — Resolucao do sistema triangularizado

n = 5;
for i=1:n
for j=1:n
A, j) = 1/(i+]-1);
end
b(i)=1/i;
end
A
b
for k=1:n-1

for i=k+1:n
m=A(i,k)/A(k,Kk);
b(i)=b(i)-m«b(k);
for j=k:n
A(i,j)=A(i,j)-mA(k,j);
end
end
end
A
b
x(n)=b(n)/A(n,n);
for k=n-1:-1:1
soma=b (k) ;
for j=k+1:n
soma=soma-A(k, j)*x(j);
end
x(k)=soma/A(k,k);
end
X=X

Fonte: Autoria propria (2024).

O resultado obtido com o programa é

T
Xx=110 0 0 0

2.1.3 Sistemas tridiagonais

Quando temos um sistema tridiagonal, os elementos nao nulos da matriz dos coefici-
entes estdo nas trés diagonais centrais. Assim, a eliminacdo em cada coluna sera de apenas
um elemento. Para esse tipo de sistema linear pode-se utilizar quatro vetores, um para a dia-

gonal principal, dois para as diagonais secundarias e um para o terno independente. Segue a




18

ilustracao do sistema:

di X by

as do Ca X2 by
Ap—1 dn—l Cpn—1 Tp—1 bn—l

a,  dy Ty by,

A representacao de matrizes tridiagonais em quatro vetores é bastante importante pois
economiza espago de armazenamento ja que nao € necessario guardar os elementos nulos.
O algoritmo da triangularizagao pode ser adaptado para sistemas tridiagonais visto que é ne-
cessario zerar apenas um elemento abaixo da diagonal principal. Isto resulta em um algoritmo
especifico para resolver sistemas tridiagonais (Listagem 4).

Como exemplo, considere o sistema

2.04 -1 0 0 T 40.8

-1 204 -1 0 T2 0.8
0 -1 204 -1 T3 0.8
0 0 -1 2.04 Ty 200.8
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Listagem 4 — Resolucao de sistema tridiagonal

b(1)=40.8;
b(n)=200.8;
for i=2:n-1

b(i)=0.8;
end

Fonte: Autoria propria (2024).
2.2 Série de Taylor
Esta secdo, baseada em Stewart, Clegg e Watson (2022), abordara de forma resumida
a série de Taylor e sua construcao.
Considerando uma fungdo f que pode ser representada por uma série de poténcias
para |z — a| < Rcom R > 0,

f(x) = co+eci(z—a)+te(r—a)+es(z—a)+---,

vamos determinar os coeficientes ¢,, em termos de f. Fazendo = = a nessa equagao, todos os

termos a partir do primeiro se anulam, resultando em

fla) = co.
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Derivando a série de poténcias (derivacao termo a termo), tem-se
fl(x) = c1+2c(x—a)+3cs(x —a)® + deg(z —a)® + -+
Fazendo x = a novamente, agora nesta Ultima equacgéo:
flla) = «a.
Derivando novamente a série termo a termo, tem-se
f'(x) = 2c5+2-3c3(x —a)+3-des(w—a)*+--- .
Novamente fazendo = = a:
f"(a)

f"(a) = 2¢ = o= 5

Fazendo uma nova derivacao termo a termo:
f"(x) = 2-3c3+2-3-dey(w—a)+3-4-5c5(x—a)’ +---.

E, novamente fazendo = = a:

f//l(a)
3

f"(a)=2-3c3=3lcg = 3=

Percebe-se que existe um padrao. Se a série continuar a ser derivada termo a termo

mais vezes e substituindo = por a obtém-se
f™Ma)=2-3-4---nc, = nle,,

ou seja,

Substituindo os coeficientes na série de poténcias tem-se
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f"(a) f"(a)

flx) = fla)+ T (x —a) + 5 (x—a)*+ 3 (x—a)®+---
) (g

que é dita série de Taylor da fungéo f centrada em a (ou em torno de a).
Exemplo. Encontrar a série de Taylor da fungéo f(z) = e” centrada em a = 0.

Solugdo: como f(x) = e, entdo f(™(z) = €. Assim, f(™(0) = ¢° = 1 para todo n. Portanto,
a série de Taylor de f centradaem 0 é

DT I

T
14+ TR

" 2 {ES
!

Assim, se e* tiver uma expansao em série de poténcias centrada em a = 0 entao

x
X I’n
e = E —.
n!
n=0

2.3 Equacoes diferenciais ordinarias

Tépico baseado em Zill (2016). Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) é uma equagao
que contém derivadas de uma fungado desconhecida que depende de apenas uma variavel.
Essas equacbes sao classificadas de acordo com a ordem e a lineariedade.

A ordem da equacao é a ordem da maior derivada que aparece na equacao. Uma equa-
cao diferencial ordinaria de ordem n pode ser escrita na forma geral

F(flf,y,y/,"' ’y(n)) =0.

Aqui F' é uma funcéo, que assume valores reais, de n + 2 variaveis: z, y, v/, --- , y", sendo
d™y
yn) = d_ Quanto a linearidade, uma equacao diferencial ordinaria de ordem n é dita linear
xm
se I for linearemy, /', - -, y(”), ou seja, quando é possivel escrever a equagao na forma

dny dn—ly

O0) g () g

oot a() 7+ ao(@)y = glo).
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Exemplos de equacdes diferenciais ordindrias lineares:

dy

1) =2 45y = e®.
()dx+y e
d*y

9) =4 _ 4y =0.
()CM Y

(3) v —y +xy =e"(2® + 1).

Nos exemplos, o primeiro € uma equacao de primeira ordem enquanto o segundo e o terceiro
sdo equacgdes de segunda ordem.

Uma fungao ¢ definida em um intervalo I que tem pelo menos n derivadas continuas
em [, as quais quando substituidas na equacao diferencial ordinaria de ordem n reduzem a
equacao a uma identidade, é uma solucdo da equacdo no intervalo. Assim, uma solucéo de
uma equagao diferencial ordinaria de ordem n no intervalo I € uma fungdo ¢ com pelo menos
n derivadas continuas que satisfaz F(xz, p(x), ¢'(x),- -+, ™ (x)) = 0 para todo = em 1.

A fungéo p(x) = 66“ — 5ee™ 2 é uma solugéo para a equacéo do exemplo 1, a fungéo
o(z) = c1€®® + cye™>® é uma solugéo para a equagdo do exemplo 2 e a fungéo y(r) = xe®
€ uma solucéo para a equacao do exemplo 3 (em qualquer intervalo I de nimeros reais). Para
ilustragéo, vamos verificar que y(z) = xe® satisfaz a equagéo vy — ' +xy = e“(22+1). Como
y'(x) = e* + ze® e y'(x) = 2¢” + xe” temos

v' =y +ay = 2¢" +xe” — (¥ + xe”) + xwe”
— e:c T 1,26:5

= e(x* +1).
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3 METODO

3.1 Método das diferencas finitas
Este capitulo foi baseado em Cunha (2000).

A incégnita de uma equagéo diferencial ordinaria é uma fungédo y(x) que esta definida
em todos os pontos do intervalo em que a equacao esta sendo resolvida. O primeiro passo para
um método que tem como finalidade a solucdo numérica de equacgdes diferenciais é discretizar
a regiao onde se procura a solugdo. Assim é definida uma malha, que é um conjunto finito de
pontos, que sdo chamados de nés da malha. Seja xy um ponto de referéncia e h um ndmero
positivo. A malha de passo h associada a x( € o conjunto de pontos

x; = xo + ih, 1=12,--- n.

As aproximagbes para y(z) serdo calculadas nos pontos da malha.

No método das diferencgas finitas, o proximo passo é a discretizagao das derivadas que
estdo na equagao diferencial. Essas derivadas sdo aproximadas por diferencas entre valores
da solucdo discretizada. Para realizar essas aproximagdes das derivadas utiliza-se a série de
Taylor. Lembrando que a série de Taylor da fungdo f centrada em a é

f'(a) f”(a)( a4 f"(a)

f(x):f(a)+T(x—a)+T:v T(m—a)?’—i-

trabalhando com uma fungao y e com z — a = h tem-se

Y@, V@, @), ¥,
!

+ 31 Al

11 2 L

yla+h) =yla) +

Trocando a por x

" " (4)
y(x + h) = y(z) + ' (x)h + yéf)fﬂ + 7 3(,"’”)h3+ y4—'($)h4+--- . (1)

Isolando o termo ¥/ (x):

. 4+ h) — 1" "
J(x) = y(z })L y(z) yQ(':v)h_ y 3(!:;;) h2
Trocando h por —h na equagao (1):
1" 1 (4)
oo —h) = yla) + o' @) (h) + LDy D g D gy
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Novamente isolando o termo 3/ (x), tem-se a seguinte equagao:

J(z) = y(e) - Z(x —h) y”2(!m)h

Subtraindo (2) de (1):

2y’”(x)

y(x+h)—ylx—h) = 2y (x)h+ T R+
Isolando /()
/ . y(l‘—I—h)—y(I—h)_ " h_2
Y@ = - v (@)

Para cada ponto da malha no interior do intervalo em que a equacao diferencial esta
definida, denota-se por y; a aproximagéo de y(x;). Assim usa-se as seguintes equagoes:

Yi+1 — Yi Yi — Yi—1

Yy () - .Y () 7 u y'(z)

2h

ditas férmulas avancada, atrasada e centrada respectivamente.
Agora seguindo as mesmas ideias, pode-se estabelecer uma expressao para o calculo
da aproximagéo da segunda derivada. Somando as equagdes (1) e (2) e depois isolando y"(x):

(x+h) =2y(x) +ylx=h) h*
T 5 ). 3)

y// (x) — y

2

Desprezando o termo ﬁy(4) (€) (que representa o erro) obtém-se a aproximagado para

a derivada de segunda ordem:

Yit1 — 2Yi + Yi1
h? '

y'(z;) =~
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4 EXEMPLOS E RESULTADOS

Neste capitulo constam dois problemas de valores de contorno (PVC) que foram resol-
vidos com o uso do método das diferencas finitas.

41 Exemplo 1

Exemplo apresentado em Cunha (2000). Aplicacao do método das diferencas finitas
para encontrar uma aproximacao para a solugao da equacao diferencial ordinaria

' —y +ry = e(a® +1), xz € (0,1),

com as condi¢cdes de contorno

Discretizando o intervalo, tomando a malha associada a h = 0.1, usando a férmula
centrada para aproximar a primeira derivada e a aproximacgao para a segunda derivada tem-se:

Yig1 — 2 + Vi1 _ Yiv1 — Vi
h? 2h

= +ZL’ZyZ = 6%(1712 + 1)

A equacao acima é uma equagao linear nas incognitas y;_1, ¥; € ¥;+1, que Sao as apro-
ximagdes para y(x) nos pontos x;_1, x; € x;11. Como z; = ih, esta equagao pode ser escrita
na forma

Yigr — 2Ui + Vi1 Y1 Y

-1 : ih(:272
hy; = 1).
72 5h + ihy; e (ih* + 1)

Multiplicando por 2h? e agrupando os termos obtém-se
(24 R)yi_1 + (208> — 4)y; + (2 — by = 2h%e™(i*h? + 1).
Nesta forma discretizada a equacao pode ser escrita para todos os pontos internos da

malha x = x;,7 = 1 : 9, obtendo-se um sistema tridiagonal com nove equag¢des nas nove
incognitas y;, 2 = 1 : 9. Escrevendo a equagao para cada valor de 7 tem-se:



i=1:2(h% =2y, + (2 — h)ys = 2" (A% + 1) — (2 + h)yo.

i=2: (24 h)y + 2213 — d)ys + (2 — h)ys = 2h%e*" (4h* + 1)

i=3:(2+4h)y2 +2(3h% — 4)yz + (2 — h)ys = 2h%e*" (9% + 1)

i=4: (24 h)ys +2(4h* — D)yy + (2 — h)ys = 2h%*"(16A* + 1)

i=5: (24 h)ys + 2(5h° — 4)ys + (2 — h)ys = 2h*e™(25h* + 1)

i=06:(2+h)ys +2(6h* — 4)ys + (2 — h)y; = 2h°e(36h* + 1)

i="T7:(24h)ys +2(7Th* — )y + (2 — h)ys = 2h%e™(49h* + 1)

i=8:(2+ h)yr +2(8h* — 4)ys + (2 — h)yy = 2h°e* (64h* + 1)

i=9:(2+h)ys + 2(9h% — 2)yy = 2h%e”(81h% + 1) — (2 — h)y1o

que resulta no sistema linear

p

a1 Y1+ a2 Y2 =b
a1 Y1 + G2 Y2 + A3 Y3 = by
a32 Y2 + 33 Y3 + a34 Ya =bs

(43 Y3 + Qa4 Y4 + Q45 Y5 = by

54 Y4 + 55 Y5 + As6 Yo =bs

aes Ys + Q66 Yo 1 Ae7 Y7 = bg

a76 Yo + Q77 Y7 + A78 Y8 =by

asr Y7 + ags Ys + agg Yo = bg

@98 Ys + Qgg Yo = by

sendo Q-1 = 2+ h, Q;; = 2ih3 — 4, A i+1 = 2—he bz = 2h2€ih(i2h2 + 1)
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Escrevendo no formato Ax = b:

ay; app O 0 0 0

az; Gy asz 0 0 0
0 az az azy 0 0O
0 0 a3 asg ags O
0 0 0 ass ass ase
0 0 0 0 ag ags
0 0 0 0 0 arp
o 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0

o o o o O

Qg7
a7

agr

0

o o o o o o

arg
ags

gy

0
0
0
0
0
0
0

gy

Q99

Y1
Yo
Y3
Ya
Ys
Ye
Y7
Ys
Yo
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Depois do sistema estar implementado, segue-se a resolucio deste pelo método de

eliminacao de Gauss.(Listagem 5).

Listagem 5 — Inserindo o exemplo 1 no Octave

a=0;
b=1;
ya=0;
yb=e;
n=9;
h=(b-a)/(n+1)
A(1,1) = 2«h"3-4;
A(1,2) = 2-h;
A(n,n-1) = 2+h;
A (n,n) = 2«n+h"3-4;
for i= 2:n-1
A(i,i-1) = 2+h;
A(i,i) = 2+i~h"3-4;
A(i,i+1) = 2-h;
b(i)=2+h"2+e”(i«h)=(i"2«h"2+1);
end
b(1) = 2-h"2+e*h«(h"2+1) - (2+h)=+ya;
b(n) = 2-h*"2xe?(n+h)*(n*2«h"2+1) - (2-h)=+yb;
A
b==>

Fonte: Autoria propria (2024).

Depois do sistema estar implementado, segue-se a resolugdo do sistema pelo método

de eliminagao de Gauss.(Listagem 6)

A solugao obtida com o programa é:

y =[0.1104 0.2441 0.4046 0.5963 0.8239 1.0928 1.4092 1.7801 2.2134]7.
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Listagem 6 — Codigo completo para resolver o exemplo 1 pelo método de Gauss
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clear

xa=0

xb=1

ya=0

yb=e

n=9

h=(xb-xa)/(n+1)

for i=1:n;
x(i)=xa+i=h;
end

A(1,1) 2+h"3-4

A(1,2) 2-h

A(n,n-1) = 2+h

A (n,n) = 2sn+h"3-4

for i= 2:n-1
A(i,i-1) = 2+h
A(i,i) = 2«i+«h"3-4
A(i,i+1) = 2-h
b(i)=2+h"2+e?(i+h)*(i"2«h"2+1)
end
b(1) = 2-h*"2xe*h«(h*2+1) - (2+h)+ya
b(n) = 2-h"2+e*(n+h)*(n*2«h"2+1) - (2-h)=*yb
A
b=b’
for k=1:n-1

for i=k+1:n
m=A(i,k)/A(k,k)
b(i) = b(i)-m«b(k)
for j=k:n

ACi,J)=A(i, j)-m-A(k, )

end

end

end

y(n)=b(n)/A(n,n)

for k=n-1:-1:1
soma=b (k)
for j=k+1:n

soma=soma-A(k, j)*y(j)

end
y(k)=soma/A(k,k)

end

y=y'

x=[xa x xb]

y=[ya y yb]

Z= X.*xe.MX

plot(x,z,x,y, =)

Fonte: Autoria propria (2024).
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O gréfico gerado pelo cédigo com as solugdes numérica e exata:

Figura 1 — Grafico exemplo 1

15} P

05§ = g

D ! sl I 1 1 il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Gerada com o programa Gnu Octave.

4.2 Exemplo 2

Exemplo apresentado em Chapra e Canale (2016). A conservagao do calor pode ser
usada para desenvolver uma equagao que descreve a temperatura em uma haste longa e fina.
Se a haste nao estiver isolada ao longo de seu comprimento e se o sistema estiver em estado
estacionario, a equacao resultante sera

d*T

wﬁ-C(Ta—T):O,

|14
sendo 1" a temperatura da barra (°C'), ¢ o coeficiente de transferéncia de calor ( QK) el,
m

a temperatura do ar em torno da haste. Para existir uma solugao dessa equacao, devem existir
condigbes de contonro adequadas. Um caso simples é quando as temperaturas nas extremi-
dades da haste sdo mantidas em valores fixos. Estas podem ser expressas matematicamente
por

TO) = T
T(L) = T.



O problema sera solucionado considerando uma haste de 10 m com ¢ = 0.01
T, = 20 °C' e as seguintes condi¢des de contorno

T(0) = 40°C
T(10) = 200°C.

Fazendo a aproximacgao por diferengas finitas para a segunda derivada:

&*T T 2T+ Ty
dr? h? '

Substituindo na equacéo diferencial:

Tiyr — 2T+ To s
h?

— (i = T,) = 0.
Agora agrupando os termos:

~T; 1 + (24 ch®)T; — Ty = ch?T,.
Considerando n = 4, para cada valor de 7 esta equacéo fica

i=1:(2+ch*)Ty — Ty = ch*20 + 40

i=2:~T +(2+ch®)Ty — Ty = ch*20

i=3:~Ty+ (2+ch?)T3 — Ty = ch*20

i=4: T3+ (24 ch®)Ty = ch?20 + 200

resultando no sistema de equagdes lineares:

;

a1 Th + arp Th =b
agy T + age Th + ags T3 = by
ass Ty + azs T5 + azq Ty = bs

ay3 T5 + agy Ty = by

30
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sendo Ai—1 = Qji+1 = —1, Qi = 2+ Ch2 e bz = Ch220 parai = 2,3, b1 = Ch220 + 40 e
by = ch?20 + 200.

Agora escrevendo na forma Ax = b:

(004 -1 o ol |ln | [ a0s8]
1204 -1 0| |T| | 08
0 —1204 —1]|7| | o8
0 0 1204 || T ] [ 2008 |

Este exemplo sera resolvido utilizando dois algoritmos diferentes, que foram abordados
no capitulo dos pré-requisitos. Primeiramente sera utilizado o algoritmo do método de elimina-
¢ao de Gauss. Inicia-se inserindo os dados no software. (Listagem 7)

Depois do sistema inserido no programa, segue-se a resolucao pelo método de elimina-
cao de Gauss. (Listagem 8)

No codigo deste exemplo foram inseridas duas ferramentas a mais. Um comando para
calcular o tempo utilizado para a resolugao do problema e uma ferramenta para gerar o gra-
fico da solucdo. A intencao dessas duas ferramentas é para fins de comparacao, pois como
serdo utilizadas duas formas diferentes, os tempos de resolul¢cao poderao ser comparados para
verificar qual € mais vantajoso.

Agora, o mesmo exemplo usando o algoritimo para sistemas tridiagonais. Primeiramente
os dados devem ser inseridos no programa. (Listagem 9)

Depois, resolvendo com o cddigo para sistemas tridiagonais (Listagem 10):

Para ambos os algoritmos o programa gerou o seguinte resultado:

y =[40.00 65.970 93.778 124.538 159.480 200.000].

E o gréfico da solugao (aproximada) obtida nos dois métodos foi (Figura 1):

O tempo de resolucdo do algorimo pelo método de eliminagdo de Gauss e o tempo de
resolucdo para o método de sistemas tridiagonais nao apresentou diferenca significativa.

O tempo de resolugao dos dois cédigos nao diferenciou muito. Quando se trabalha com
o n pequeno usando qualquer um dos codigos, a solucdo sera encontrada de maneira rapida.
Agora, vamos ver o que acontece quando o mesmo problema é resolvido com um valor mais
alto para n. Faremos com n = 200.

Com o algoritmo para sistemas tridiagonais o tempo de resolugao com n = 200 foi apro-
ximadamente 100 vezes menor que com o algoritmo para o método de eliminacao de Gauss.
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Listagem 7 — Inserindo o exemplo 2 no Octave
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clear

xa=0;

xb=10;

ya=40;

yb=200;

c=0.01;

ta=20;

n=4;

h=(xb-xa)/(n+1);

for i=1:n;
x(i)=xa+i=xh;

end

A(1,1)=2+c+h"2;

A(1,2)=-1;

A(n,n-1)=-1;

A(n,n)=2+c+h"2;

for i=2:n-1;
A(i,i-1)=-1;
A(i,i)=2+c+h"2;
A(i,i+1)=-1;
b(i)=c+h*2+ta;

end

b(1)=c+h"2«ta+ya;
b(n)=c+h*2«ta+yb;
A

b=b’

Fonte: Autoria propria (2024).

Em ambos os métodos a solucao obtida foi a mesma, gerando o seguinte grafico para a solugéao
aproximada (Figura 2).

Analisando as duas resolugoes percebe-se que a segunda se mostrou mais rapida para
determinar a solugéo do problema com n grande.



Figura 2 — Grafico exemplo 2 paran =4
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Fonte: Gerada com o programa Gnu Octave.
Figura 3 — Grafico exemplo 2 para n = 200
200
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Fonte: Gerada com o programa Gnu Octave.
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Listagem 8 — Resolucao do exemplo 2 pelo método de Gauss
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clear

tic

xa=0;

xb=10;

ya=40;

yb=200;

c=0.01;

ta=20;

n=4;

h=(xb-xa)/(n+1);

for i=1:n;
x(i)=xa+i=*h;

end

A(1,1)=2+c+h"2;

A(1,2)=-1;

A(n,n-1)=-1;

A(n,n)=2+c«h"2;

for i=2:n-1;
A(i,i=-1)=-1;
A(i,i)=2+c+h"2;
A(i,i+1)=-1;
b(i)=c+h"2xta;

end

b(1)=c+h"2+ta+ya;
b(n)=c+«h*2«ta+yb;
A
b
for k=1:n-1;
for i=k+1:n;
m=A(i ,k)/A(k,Kk);
b(i) = b(i)-msb(k);
for j=k:n;
A(i,j)=A(i,j)-mA(k,j);
end
end
end
y(n)=b(n)/A(n,n);
for k=n-1:-1:1
soma=b (k) ;
for j=k+1:n;
soma=soma-A(k,j)*y(j);
end
y(k)=soma/A(k,k);
end
x=[xa x xb]
y=[ya y yb]
toc
plot (x,y, '*")

Fonte: Autoria propria (2024).
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Listagem 9 — Inserindo o exemplo 2 no Octave para resolver pelo cddigo de sistemas tridiagonais

clear

xa=0;

xb=10;

ya=40;

yb=200;

cc=0.01;

ta=20;

n=4;

h=(xb-xa)/(n+1);

for i=1:n;
x(i)=xa+i=h;

end

for i=1:n

end

b(1)=cc+«h*2«ta+ya;
b(n)=cc«h”"2«ta+yb;
for i=2:n-1

b(i)=cc+h”2«ta;
end

o0 Qo

Fonte: Autoria propria (2024).
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Listagem 10 — Resolucao do exemplo 2 pelo cddigo para sistemas tridiagonais
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clear

tic

xa=0;

xb=10;

ya=40;

yb=200;

cc=0.01;

ta=20;

n=4;

h=(xb-xa)/(n+1);

for i=1:n;
x(i)=xa+i=h;

end

for i=1:n
d(i)=2+cc~h"2;

end

for i=1:n-1
c(i)=-1;

end

b(1)=cc+«h*2«ta+ya;

b(n)=cc«h*2«ta+yb;

for i=2:n-1
b(i)=cc+h"2xta;

end

x=[xa X xb]
y=[ya y yb]
toc
plot(x,y, =)

Fonte: Autoria propria (2024).
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5 CONCLUSAO

Este trabalho investigou o método das diferencgas finitas, um recurso amplamente usado
em uma variedade de problemas, mas que aqui foi focado na sua aplicacdo em equacées dife-
renciais ordinarias. Utilizando o software Octave como uma ferramenta para implementacao, o
estudo mostrou como resolver tais equacdes por meio desse método.

Assim, através deste estudo podemos observar como a programacio pode ser uma
grande aliada na resolugao de problemas matematicos, fornecendo solugbes precisas. A com-
paracao dos tempos de execucdo de dois algoritmos de eliminagéo permitiu identificar qual o
algoritmo mais eficaz para o problema estudado.

Por fim, este trabalho demonstrou a utilidade do método das diferencas finitas e também
a forca da programagédo como ferramenta para resolver problemas matematicos de maneira
eficiente.
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