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RESUMO

LESNIOSKI, Juliane Cristina. Modelo cosmolégico com fontes fermidnicas e fluido
relativistico no formalismo de Schutz: uma analise classica e quantica.. 2022. 106 f.
Dissertagdo (Mestrado em Nome do Curso) — Universidade Tecnolégica Federal do Parana.
Curitiba, 2022.

Neste trabalho propomos um modelo cosmolégico para o universo primordial, onde o fluido
relativistico de Schutz e o campo fermidnico assumem o "papel"de fonte para o campo gravi-
tacional. Da andlise cléssica, baseada no formalismo hamiltoniano, juntamente com o método
de Dirac para sistemas vinculados, € mostrado que os graus de liberdade do fluido podem ser
incorporados pela varidvel de tempo conforme, e a expressao para o fator de escala em fungdo
do tempo conforme € obtida. O valor esperado para para o fator de escala na andlise quantica, é
determinado pela equacdo de Wheeler-De Witt. A singularidade presente na solugdo cldssica é
evitada na solucdo quantica, a qual apresenta um valor minimo para o fator de escala, do qual o
universo comeca a se expandir, e conforme a evolug¢do do tempo ocorre a dilui¢do dos efeitos
quanticos, tendo como consequéncia em altos valores de tempo conforme, a solu¢ao cldssica
e quantica coincidirem. Finalizando nossa analise com a formulacdo de Bohm na mecanica
quantica, vemos que o potencial quantico apresenta valores elevados quando o fator de escala
tende a zero, confirmando mais uma vez, que a singularidade € evitada.

Palavras-chave: Cosmologia. Campo fermionico. Formalismo de Schutz. Mecéanica classica.
Mecanica quantica.



ABSTRACT

LESNIOSKI, Juliane Cristina. Cosmological model with fermionic sources and relativistic
fluid in Schutz’s formalism: an classical and quantum analises.. 2022. 106 p. Dissertation
(Master’s in Physics and Astronomy) — Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba,
2022.

In this work we propose a cosmological model for the eaarly universe, where the relativistic
Schutz fluid and the fermionic field take the role of the source for the gravitational field. From the
classical analysis, based on hamiltonian formalism together with Dirac’s method for constrained
systems, it is shown that the fluid degrees of freedom can be embodied by a conformal time
variable, and an expression for the scale factor as a funtion of the conformal time is obteined.
The expected value for the scale factor in quantum analysis, is determined by the Wheeler-De
Witt equations. The singularity in the classical solution can be avoided on the quantum solution,
which have a minimum value for the scale factor, from which the universe begins to expand, and
according to the evolution of time the quantum effects are diluted, resulting for hight levels of
conformal time, the quantum and classical solutions coincide. Finishing our analysis with Bohm
formulation in quantum mechanics, we can see that the quantum potential assume high values
when scale factor goes to zero, confirming again that the singularity can be avoided.

Keywords: Cosmology. Fermionic field. Schutz formalism. Classical mechanics. Quantum
mechanics.
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1 INTRODUCAO

Muitos modelos cosmoldgicos que descrevem o periodo inflaciondrio do universo, com
o principal constituinte sendo os campos fermidnicos, foram propostos nos tltimos anos, destes
podemos citar, por exemplo, Ribas et al. (2005), Ribas et al. (2007), Chimento et al. (2008),
Chimento et al. (2011), Armendariz-Picon and Greene (2003). Efeitos quanticos também podem
ser considerados em teorias cosmoldgicas como candidatos para descrever os periodos da era
de Planck e da era pré-inflaciondria, como explica por exemplo Ribas et al. (2017), Ribas et al.
(2020), Vakili (2008), Jr et al. (1998), Alvarenga et al. (2002).

Estes trabalhos tém importancia fundamental quando analisamos o periodo pé-
inflaciondrio, uma vez que estes resolvem alguns dos problemas do modelo padrdo, e também
provam que a teoria do Big Bang sempre esteve correta, visto que o modelo assume os efeitos
quantico neste periodo, e ap0s a era de Planck, voltamos a formulacio cléssica.

Neste trabalho consideramos fontes fermidnicas com potencial de auto-interagdo e
o fluido relativistico no formalismo de Schutz, como constituintes da teoria pré-inflaciondria.
Assumimos que a fisica, no nivel quantico, € controlada pelas equacdes de Wheeler-De Witt,
trabalhando com a estrutura hamiltoniana. O objetivo € investigar a relagdo entre os modelos
cosmoldgicos com dominio da mecanica quantica, e como o campo fermidnico acaba controlando
a evolugdo do universo primordial.

Trabalhando com o conceito de valor esperado para o fator de escala, a fisica classica
emerge ao fim da era de Planck, onde inicialmente as fontes fermionicas e do fluido relativistico
contribuem com a hamiltoniana com o termo de interacdo cinético. Como o universo evolui
devido a dindmica particular deste modelo, os graus de liberdade do fluido sdo absorvidos em
uma varidvel de tempo, que pode ser associada ao tempo conforme.

Este trabalho estd dividido em seis partes, sendo os trés capitulos iniciais de introduc¢ao
tedrica, e os trés diltimos, com o desenvolvimento do modelo proposto. No capitulo 2, é apresen-
tado conceitos basicos da mecanica cldssica, como o formalismo lagrangiano e hamiltoniano,
assim como o comportamento e resolugdo de sistemas vinculados. No capitulo 3, é apresentado o
principio da equivaléncia, a qual rege a relatividade geral, assim como formalismos matematicos
necessdrios para alcangar relacdes fundamentais, como o tensor de curvatura, o tensor de energia
momento e as equacgoes de Einstein, as quais também se encontram neste capitulo. No capitulo 4,

¢ apresentado o modelo cosmoldgico padrdo, e como este necessita da teoria inflaciondria. Ainda
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neste capitulo também € apresentado a métrica de Robertson-Walker, a qual sera utilizada no
modelo proposto. No capitulo 5, comegamos com uma revisdo do formalismo de Tetradas e do
fluido relativistico de Schutz, que serdo utilizados para desenvolver o modelo proposto, também
presente neste capitulo. Além disso, sdo apresentadas as solucdes cldssicas e quanticas através do
conceito de valor esperado para o fator de escala. O potencial quantico, derivado da formulagao
Bohmiana, assim como as solucdes quanticas evitam a singularidade neste periodo. Finalmente
nos capitulos 6 e 7, é apresentado, respectivamente, uma comparagao entre os resultados obtidos

do modelo, para a formulagdo cldssica e quantica, e as conclusdes finais do trabalho.
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2 MECANICA CLASSICA

2.1 CONCEITOS BASICOS

A fisica sempre fez uso da matemadtica, que por sua vez, ao longo do tempo, ambas
se desenvolveram através de diferentes mentalidades, regides e contextos histéricos. Sendo
assim neste topico serdo apresentados as defini¢des de alguns conceitos bésicos para melhor
entendimento do trabalho.

Primeiramente devemos compreender o que sdo as coordenadas generalizadas. Sdo
definidas como qualquer conjunto de nimeros que caracteriza a configuracao de um sistema,
sendo que para sistemas em movimento estes nimeros variam com o tempo e sao tratados como
variaveis algébricas. Este movimento deve ser descrito em um espaco de configuracdo, o qual
apresenta todas as possiveis posi¢cdes instantdneas de um sistema mecanico.

Alguns destes movimentos descritos no espago de configuracdes, podem ter restricoes
de natureza geométrica e cinematica, que sdo denominadas como vinculos. Estes podem ser
classificados como vinculos holdnomos, ou seja, aqueles que possuem restricio em toda a
configuracdo do sistema, ou vinculos nao-holonomos, que sdo aqueles que possuem restricao
apenas sobre as velocidades do sistema.

Em um sistema mecénico, para descrever o0 movimento de uma particula, também faze-
mos uso do conceito de graus de liberdade, que sdo apresentados como quantidades necessarias
para descrever a posi¢ao de uma particula, em outras palavras, sdo as coordenadas utilizadas

para configurar um sistema, menos o nimero de equacdes independentes de vinculos.

2.2  FORMALISMO LAGRANGIANO

Em homenagem a seu criador, Joseph-Louis Lagrange, a formulagdo de Lagrange ou
Lagrangiana, foi desenvolvida ao combinar a conservagdo do momento linear com a conservacao
de energia. Nesta formulagdo as restricdes de um sistema sdo tratadas como equagdes adicionais,
geralmente utilizando os multiplicadores de Lagrange.

Para encontrar as equacdes que descrevem um sistema mecanico, como Lemos (2007)
explica, vamos considerar este com n graus de liberdade, com as coordenadas generalizadas ¢;, e

com um parametro temporal ¢ que aponta a evolugdo da trajetéria dessa particula no espaco de
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configurag¢do. Logo temos uma fun¢@o do tipo L = L(g;, ¢;, t). Logo a a¢do deste sistema é

t2
S :/ L(qi, i, t)dt. (1)
t1
Pelo principio de Hamilton, a evolucdo de um sistema € aquela que minimiza a acdo, ou
seja,
t2
t1
desta chegamos em
oL d (0L
- — =0 ,i=12,...,n 3
aqz dt <aq2> 72 Y ) 7n? ( )

Este conjunto de equacdes € conhecido como as equacdes de Euler-Lagrange, que representa a

dindmica associada a uma lagrangiana conhecida.

2.3 FORMALISMO HAMILTONIANO

Desenvolvido no século XIX por Hamilton, o formalismo hamiltoniano é baseado na
substituicdo do conjunto de n equagdes, ou seja, as equacoes de Lagrange, por um conjunto
duplicado de equacdes, porém de primeira ordem. Esta formulagdo escolhe as varidveis p para os
momentos candnicos conjugados, € g para as posi¢oes. O procedimento adotado por Hamilton
para reduzir a ordem das equagdes de movimento, foi introduzir uma variavel adicional p:

)
04,

Di =12 ..n “4)

Onde sua garantia de resolugdo para velocidades generalizadas € explicada pelo teorema da
func¢do explicita de Spivak 1965; Protter Morrey Jr. 1985, onde a matriz hessiana é
O?L

ij — m, (5)
Esta deve possuir o detWW # 0, ou seja, ela serd ndo singular, assim podemos resolver (4) para
velocidades generalizadas, logo podemos escrever ¢; = f(q, p, t). O que nos leva a introduzimos
uma funcdo do tipo H (g, p,t), no lugar da Lagrangiana L(q, ¢, t), gerando assim a dindmica do
sistema. Esta substituicdo ocorre através de uma transformacdo de Legendre, que consiste na

mudanca entre as velocidades generalizadas e os momentos candnicos. A fun¢ido de Hamilton ou

hamiltoniana € definida como:

H(q,p,t) = dipi — L(q, 4, 1), (6)
=1
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tomando a diferencial da hamiltoniana

- " [0L oL oL
;(qzﬂrq pi) (;[3Q¢Q+8qiq]+8t ) (7
podemos fazer uma eliminacdo de termos pelas Equacdes de Lagrange
d (0L oL
— — =0 ,i=12..n 8
dt (aql> aql 72 Y ) 7n7 ( )
Que implica em
oL
)i = ) 9
Pi= B ©)
logo
- oL
dH = 1idp; — pidq;) — ——dt, 10
;(q pi — Pida;) — & (10)
e através da relacdo de dependéncia temporal
0H oL
- - _= 11
ot ot’ (1)
podemos escrever 10 da seguinte forma
“~ (OH OH OH
JH — I s+ S, ) + S, 12
;<5qu+8pip)+3t 12

Ao compararmos as equagoes 10 e 12, chegamos as equacdes de Hamilton que descre-

vem o movimento de um sistema

) ) |
qi = api pi = 04,

i=1,2,...,n. (13)

Ao contrério da formulagdo lagrangiana que utiliza um ponto no espaco de configura-
coes, a formulacdo hamiltoniana ird especificar completamente o estado do sistema mecanico no

espaco de fase.
2.4 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Como ja foi dito no tépico anterior, é possivel deduzir as equagdes de Euler-Lagrange a
partir do principio de Hamilton, assim deduzimos as equacdes de Hamilton com vinculos, os

quais sdo descritos como

> apidg; + amdt = 0. (14)

i=1
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Neste contexto vamos supor que um sistema seja descrito por n coordenadas e esteja
submetido a M vinculos diferenciais e independentes. Sendo assim, pelo principio de Hamilton,

os vinculos ainda ndo estio inclusos na lagrangiana L

/Z(aqz i () ) w0 )

Os coeficientes de d¢g; ndo sdo mais independentes, logo sua nulidade nao é mais valida.

Cada d¢; € um deslocamento virtual, pois ao executar a variagio que leva ¢; em ¢; + dg;, 0 tempo

permanece fixo. Os deslocamentos virtuais devem obedecer a

> apidg; = 0. (16)
=1

Para existir compatibilidade com os vinculos, sendo em deslocamentos virtuais dt = 0
as n variagdes 0qi, ..., 0q,, devem satisfazer as M equagdes de vinculos, de modo que apenas
(n — M) variagdes de ¢ sejam independentes entre si. Portanto estamos a procura de determinar

um extremo condicionado para o funcional S, de acordo com o cédlculo diferencial, a equacao

n 1 n M
/ Am (Z amian) dt = / t > (Z Amami> dgidt = 0, (17)
¢ i=1 t2 =1 \m=1

2 m=1
¢ uma consequéncia de 14, para os valores arbitrarios dos multiplicadores de Lagrange. Somando

aL) M )
oL _a 5" A | 6gidt = 0. (18)
/ Z ( 9qi (3(1 mz_l

Com uma numerac¢ao adequada € possivel escolher as primeiras variagdes de ¢ como

15 com 17, obtemos

sendo independentes, e as ultimas equacdes serdo aquelas escritas em fungao das primeiras
escolhidas. Também existem )/ multiplicadores de Lagrange e € possivel escolhé-los de tal

modo que o coeficientes dos M ultimos §¢'s em 18 sejam nulos, isto é,

oL
= ) =n — 1,....n.
(9qz- ((9%) E Anlm; =0, 1=n—M+1,...,n (19)

m=1

Com os multiplicadores de Lagrange determinados pela equacdo acima (19), a equagao

to M M
’ oL d (0L
_a | o ,
/t ; (a%' dt (aqé) +mz Am%) adt =0 (20)

1 =1

18 reduz-se a

que sé envolve as n— M primeiras variacdes de ¢ independentes entre si, o que implica na equacio

19 com a diferenga de que os indice 7 assume, apenas os seguintes valores: ¢ = 1,...,n — M.
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Nesta equacdo ndo estd incluso as M equagdes de vinculo, as quais podem ser escritas na forma

> i + Gy =0, m =1, M; 1)

i=1
O que completa nosso conjunto de equagdes, sendo entdo, possivel descrever o movimento do

sistema.
2.5 PARENTESES DE POISSON

Essenciais para o formalismo hamiltoniano, os parénteses de Poisson sao utilizados,
principalmente em transformacdes candnicas, classificacdo de vinculos e na descri¢do das
equacdes de movimento de Hamilton. Para determinar os parénteses de Poisson, primeiro
devemos imaginar um espago de fase definido pelos eixos coordenados (g;, p;), com as funcgdes
f(q,p) e g(q, p) presentes, conseguimos definir

= (0fdg 0f dg

para um sistema com o nimero de graus de liberdade finitos.

Os parénteses de Poisson tém as seguintes propriedades:
i Antissimétrica: {f,g} =- {g.f} ;
i1 Linearidade: {f + g, h} = {f,h} + {g,h} ;
iii Regra de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} + {fh}g;
iv Identidade de Jacobi: {f,{g,h}} + {g,{h,f}} + {h,{f,g}} =0.
Para os casos especiais que possui as variaveis ¢; € p;, escreve-se
{ai,p;} =65 e {a, a4} ={pip;j} =0, (23)

que sdao chamados de parénteses fundamentais de Poisson.

2.6 SISTEMAS HAMILTONIANOS VINCULADOS

Em sua busca por respostas ao trabalhar com teorias que abrangem campos gerais, Dirac

percebeu que ao escrever uma teoria cldssica na forma hamiltoniana, era possivel aplicar uma
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série de regras, para chegar a um primeiro passo, para entdo chegar as teorias quanticas, como
ele explica em Dirac (2001).

A quantizacdo de sistemas regulares ocorre de forma direta, primeiramente escrevemos
as equacdes de movimento de Hamilton na forma dos parénteses de Poisson, em seguida
substituimos estes pelos comutadores e operadores correspondentes, e dividimos por i. O mesmo
ndo ocorre em sistemas singulares, ou seja, quando um sistema descrito por uma Lagrangiana
sem dependéncia temporal explicita possui sua matriz hessiana (W) com detW = 0. Neste caso,
nem todos 0os momentos candnicos podem ser resolvidos, pois ndo constituem um conjunto
de equacdes independentes, logo a consequéncia dessa situacdo serd o surgimento de relagdes

funcionais entre as coordenadas e os momentos do tipo
Om(a,p) =0 ,m=12,.. M, (24)

Chamados de vinculos primdrios. Estes vinculos sdo decorrentes apenas da lagrangiana e tornam
as coordenadas e momentos mutuamente dependentes.
Neste caso os vinculos devem ser adicionados a hamiltoniana, resultando em uma

hamiltoniana modificada

M
Hp=H+ Y Aibm, (25)

m=1

que de acordo com o principio da minima ag¢do, acrescentamos os vinculos por meio dos
multiplicadores de Lagrange A,

6/t2 S v~ H =3 Aud | dt =0, (26)
t % m

1

logo as equagdes de movimento podem ser escritas na forma

“= T, + Em Am ap, ¢ P a4, Em Am 9a; 27)

com a condi¢do : ¢,, = 0.

Para usarmos a notagdo compacta dos parénteses de Poisson, devemos introduzir a
nocao de igualdade fraca, denotada pelo simbolo =. Este tipo de igualdade ndo € necessariamente
vélida em todo o espago de fase, contrariamente ao que acontece com a igualdade forte (=).

Assim a equacdo de vinculo se torna

bm(q,p) =0, (28)
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com isso podemos escrever as equacdes de movimento de uma funcdo qualquer F'(q,p) da

seguinte forma:

F={F,H}+> A\u{F, ¢u} ~{F, Hr}. (29)

Esta equacgdo deixa claro que s6 podemos utilizar as equacdes de vinculos, depois de
calcular todos os parénteses de Poisson. Se advir de a funcdo (varidvel dindmica) F(q, p) for o
vinculos entdo a igualdade fraca deve ser mantida, assim como o vinculos primdarios devem ser

preservados no tempo, o que nos leva a condi¢do de consisténcia

M
{6m: H} + > A b} = 0. (30)

Ao assumir a condicao de consisténcia, de acordo com o algoritmo de Dirac-Bergman

Aguiar (2014), temos a possibilidade de encontrar os trés casos descritos a seguir.

1. As condicdes de consisténcia sdo identicamente satisfeitas. Neste caso a dindmica contém
fungdes arbitrarias do tempo, sendo elas os multiplicadores de Lagrange e os tnicos

vinculos presentes, s30 0s primarios.

2. Os multiplicadores de Lagrange sdo identificados a partir da condi¢@o de consisténcia
A %Y Con { b, H}. 31

Neste caso a equacao de movimento para uma fungdo arbitraria F(q, p), pode ser escrita
através dos parénteses de Dirac, o qual possui propriedades anédlogas as propriedades dos
parénteses de Poisson, definido como

{F,G}p ={F,G} = Y _AF, ¢} Conrr{ .G}, (32)

sendo C),,/,,», a matriz descrita por

Cm/m// _ {¢m’a gbm’} {¢m’a gbm”} , (33)

{¢m“7 ¢m/} {¢m”7 ¢m//}

Logo a equacdo de movimento se se reduz a

F={F H}p. (34)
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3. As condig¢des de consisténcia geram vinculos secunddrios. A diferenca entre os vinculos
primdrios e secundarios, é que os primdrios originam-se da lagrangiana e da defini¢do dos
momentos, enquanto para os secunddrios € necessdrio utilizar as equagdes de movimento.
Caso existam varios vinculos secundarios, devemos repetir o procedimento criado por
Dirac para resolver a equacao 30. Este algoritmo parte da equacdo 30 e impdem a restricao
de que, as incOgnitas referentes aos multiplicadores de lagrange devem ser soltveis para

M > m, assim a solugdo geral para 30 €:

Am = Un + >0V, (35)

a=1
onde U,,, € uma solucdo particular das equagdes ndo-homogéneas e Vn(f), coma =1,..., A. Estas
sdo solugdes linearmente independentes das equacdes homogéneas, ou seja,

M

> {m o}V 0, (36)

m=1
sendo os coeficientes v, totalmente arbitrarios.

Substituindo 35 em 25 (a hamiltoniana total), chegamos a hamiltoniana final desta

teoria,
Hp=H+Y Unbpm+ > 0V bm=H +D_ vats, (37)
onde H’ tem forma
M
H=H+Y Unbu: (38)
m=1
E definindo ¢, como
M
ba =D Vil om: (39)
m=1

logo para a hamiltoniana final, as equacdes de movimento escrevem-se simplesmente
F ~ {F Hyp}. (40)

Como explicado em Junior (2016), os coeficientes v, sdo arbitrarios, de modo que a
solucdo geral das equagdes de movimento contém fungdes arbitrarias ao tempo. O estado fisico
do sistema deve ser determinado apenas pelas condi¢des iniciais do sistema, 0 que nao ocorre
quando falamos de varidveis dindmicas em tempos futuros, pois ndo podem ser encontradas

univocamente.
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2.6.1 Vinculos de primeira e segunda classe
Para Dirac a principal distingdo entre os vinculos €, entre vinculos de primeira e de
segunda classe, pois eles tém um papel fundamental para a transi¢ao a teoria quantica. Como

explica Aguiar (2014), uma funcio F(q, p) € dita de primeira classe se o seu paréntese de Poisson

com qualquer um dos vinculos é fracamente zero, ou seja,
{F, ¢y} =0 com m'=1,. M. 41)
Para estes vinculos, as equacdes de movimento sio descritas na forma

gi = {%H} e pi= {Pi,H}- (42)

Estes vinculos apresentam um significado fisico importante, uma vez que geram trans-
formagdes de calibre, que em outras palavras, sdo transformag¢des candnicas infinitesimais que
/ / ~ , . .
mudam os p's e ¢'s, mas ndo alteram o estado fisico do sistema.
De acordo comAguiar (2014), dizemos que F € de segunda classe se o seu paréntese de

Poisson com pelo menos um dos vinculos nao € fracamente zero, ou seja,

G =A{g,H}p e p;={pi,H}p; (43)

Para os vinculos secundérios, as equacdes de movimento sdo descritas de acordo com a equagio

acima.
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3 ELEMENTOS DA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

No fim do século XIX, os cientistas imaginavam que o universo fosse preenchido por um
meio continuo denominado éter, por esse motivo, acreditavam estar préximos de uma descri¢ao
completa do universo, porém problemas nesta teoria comecaram a surgir, em particular, com a
propagacdo da luz. Como descrito nos livros de Hawkin, Hawking (2016) e Hawking (2015),
a ideia da existéncia do éter foi totalmente refutada quando, em 1905, Einstein apresentou sua

teoria, chamada de teoria da relatividade especial, que considerava dois importantes postulados:

1 As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais, como ele mesmo explica
em Einstein (1997)(p 16).

“If a mass m is moving uniformly in a straight line with respect to a

co-ordinate system K, then it will also be moving uniformly and in a

straight line relative to a second co-ordinate system K provided that the
latter is executing a uniform translatory motion with respect to K.”.

i1 A velocidade da luz, no vacuo tem valor constante e igual a 3.103m /s,para todos os
referenciais inerciais. Além disso, nada pode se mover mais rdpido que a velocidade da

luz.

Seguindo seus estudos, ao divagar sobre as semelhancas entre corpos em queda livre
presentes em um campo gravitacional e corpos sendo acelerados, Einstein percebeu uma incom-
patibilidade em sua teoria, pois, ele possuia apenas uma relacdo entre massa e energia e nao entre
massa e peso, ja que considerando a fisica Newtoniana, uma variagdo nas massas ou na distancia
entre dois corpos produz uma alteracdo instantinea na intensidade da forga gravitacional entre
eles.

A partir de seu pensamento: “se um homem cai livremente, ndo sente o proprio peso”,
ele percebe uma relacdo estreita entre a aceleracdo e um campo gravitacional. Alguém dentro de
uma caixa fechada, ndo saberia dizer se esta estaria em repouso em um campo gravitacional, ou se
esta estava sendo acelerada por um foguete no espaco livre, assim sistemas acelerados e sistemas
sujeitos a campos gravitacionais sdo fisicamente equivalentes. Mais tarde essa concep¢ao passou
a ser chamada de Principio da equivaléncia. Assim, em 1915, Einstein apresentou suas novas
hipéteses, chamando de teoria da Relatividade geral. Neste trabalho ele apresenta uma nova

teoria da gravitacdo, embasada no principio da equivaléncia, principio da covaridncia geral
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e na teoria dos espagos curvos, desenvolvida anteriormente por George Friedrich Riemann,
Einstein encara o espaco e o tempo como entidades unificadas, e aquilo que concebemos como
forca gravitacional seria uma consequéncia da curvatura do espaco-tempo devida a presenca de

matéria-energia, como ¢ explicado em Matsas (2005) e Peduzzi (2015).
3.1 DERIVADAS COVARIANTES

Para que uma mesma equacgdo seja valida em todos os sistemas de coordenadas e
referenciais inerciais, devemos escrever estd na forma tensorial. As equacdes contém derivadas
que precisam ser definidas em variedades ndo euclidianas, pois para construir as derivadas
necessdrias devemos fazer a diferenga entre vetores em um mesmo ponto no espaco, o que nao é
um problema para o espaco Euclidiano, ja que podemos transportar o vetor paralelamente a ele
mesmo até o ponto em questdo, e assim realizar a operacdo desejada. J4 nas variedades curvas,
este transporte € afetado, isto €, as componentes sdo modificadas.

Ao buscar uma relagdo matemadtica para a ideia acima, de acordo com Weinberg (1972),
Blau (2011) e Custédio (2019), devemos impor que a derivada de um tensor se transforme como
um tensor.

Seja o vetor

ox®

Ve =Ag VY = 55V (44)

do qual podemos obter um tensor de segunda ordem
ove 9z~ Ox" 8 92" 9z VP
orv  0x'P0x'0 Oxv dzv Ox'P Ox'?

(45)

Note que o segundo termo da soma define corretamente a lei de transformac¢ao de um
tensor de ordem 2, mas o primeiro termo da soma nao estd de acordo com a nossa defini¢ao.
Nestas circunstancias, vamos redefinir a derivada de maneira a obter a lei de transformacao
correta.

Com a finalidade de retificar a defini¢ao de derivadas em variedades nao euclidianas,
vamos olhar para a lei de transformagao da conexao afim.

A conexao afim é definida como

ozt 9*¢x
r, = ————; 4
Yo 9> 0xPoxr (46)
Considerando a passagem de x para x’, z(z')
ozt 0x 0 [ 0™ Oz
Tt — 4
v 9xr 06 O (83:’9 8:1:”) “7)
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fazendo a regra do produto e a transformacao necessdria, temos

L Ozt o (9% QaPox®  9Er 9%\ 48)
Bv " gy 9ge \ xdz'e OB dxv Oz’ OxvdxB )
Novamente fazendo a regra do produto, chegamos em
. Ot 9P o . Oxt ., 0%a’ 49)

By ™ 9 9B ozv * oz 0 dxv B’
Trocando o indice pertinente, finalmente temos a lei de transformagdo da conexao afim

oxt dx'P Ox'"? Iy ozt 0%x

= —. 50
Bv 9xlv 0xB Qv 9P * ox' Qzvdxh (50)
Podemos notar, a partir da equagdo acima, que a conexao afim nao € um tensor.
50 no sistema onde z — 2/, é escrita como
e _ oz Ozr Ox? L Ozt 9Py 51)
Bv 0xy 0B Oz % Oy O OB’
donde
o' O%ar . 0™ Oxf 02° (52)
oxY dxOz'® P Qv Ox'B Dav 9P
note que
ox'™ Oz
= oM. 53
ox7 dx™ v (53)
Derivando esta equacdo em relacdo a 2'%, temos
0%z’ 0x° Ox7  Ox'" O*x
x x? Ox n x A 0. (54)
0xY0x° 0x'* Oz’ OxY Jx'vOx'*
Finalmente
oz’ 9%z _ 0%z 9z° Oz 55)

dx7 Oz Ox* 0x10x7 Ox'* dxv
Substituindo a equacio acima no lado direito da lei de transformagdo da conexdo afim

(50), ja trocado x por z’ e reescrito na forma

2.0 o Yy , m P 0
_89& ox 83:: u_ax dzf 0x° . (56)
0x"0x° Ox'P Oz Bv v 9B Qv 0P
Multiplicando por %”T',f, temos
92t 0x'P Ox® Oz B ox'8 o Oxm ox'® dxr Ox? , 57)
Ox70z° Oxk Ox'8 dx  Oxk BV dxy Oxk Ox'B dxv P
Trocando os indices através das relagdes 53, temos
0
9%z Oz B ox'8 o 0™ 0z’ (58)

+ =— + ,
ox"0xk Ox'v Oxk v 9xy dxv 9k
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sendo a sua correspondente em x — ' é

02zt Ox o0z oz* 0x'?
== ls Loy 59
ox" ozt Oxv Ok BY + ox Oxv - 9k (39)

Substituindo esta expressao em %, adequando os indices, temos
x> g , or° 92 Oz
P P e A T, + —— T ) v’ 60
0x'80x"? Oxv (ax’ﬁ ov T ox'" OxV 95) ’ (60)
assim,

« o 0 o « 0

Ve Dut 0a0x" 02\ O 020 i Ly 61)

oxv 08 dxv Ox'® OB v Pxr Qv 9P
reorganizando 0s termos, temos
ove Ox® 0x'? [0z
+ Fa VO' —
oxV v oz’ Oxv \ 0x'P

S VAT ) . (62)

Podemos perceber que a soma acima € um termo tensorial. Logo basta redefinir nossa

derivada como
ove
ox”

chamada de derivada covariante. De modo andlogo, a derivada para um vetor covariante € um

+I5, Ve =V, Ve, (63)

tensor misto de segunda ordem, respectivamente,

oV,
ViVa= 22 —ThVs (64)
c
v, T" =0,TH +T4,T¢ —1° TV (65)

3.2 PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

Em sua teoria da Relatividade Geral, Einstein, abarca situacdes em que observadores
“caem” livremente em campos gravitacionais. Para ele um observado confinado em uma sala
fechada, ndo notard nenhuma diferenca em seus experimentos, caso esta sala estivesse solta
livremente no espago, ou caindo livremente em um campo gravitacional.

Segundo Weinberg (1972) (p. 67) * the Principal of the Equivalence of Gravitation and
Inertia tells us how an arbitrary physical system responds to an external gravitational field.”. Este
principio se fundamenta na equivaléncia entre a massa inercial e a gravitacional, o que seria uma
consequéncia da impossibilidade de detec¢do de um campo gravitacional homogéneo estatico e
externo a esta sala caindo, pois todo o sistema (a sala, o material de estudo e os observadores)

sentiriam uma mesma aceleracgao.
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Podemos provar as afirmac¢des acima, considerando M como a massa da terra, sendo
seu raio e m a massa de uma particula de teste. Podemos calcular o médulo da forca gravitacional

entre os corpos da seguinte forma

M
F=Ggor (66)
r
Mas pela segunda Lei de Newton, esta mesma particula fica sujeita a uma forca dada por
F =ma, (67)

onde F' é o médulo da for¢a que atua na particula, e m’ é a massa inercial da particula de teste.
Note que existe uma diferenca entre m e m'. Enquanto m € fruto de da intera¢do de um campo
gravitacional, ou seja, € uma massa gravitacional, m’ é a massa inercial, associada a dificuldade
de mudang¢a no movimento deste corpo.

Igualando 66 e 67 temos
m GM

. —— = constante. (68)
m r

a =

Percebemos que 7 = constante, o que se verifica experimentalmente. Gragas a esta
igualdade, em toda situag¢do presente em um campo gravitacional arbitrério, é possivel escolher
um sistema de coordenadas inercial local, que em uma regido suficientemente pequena as leis da

natureza terdo a mesma forma, de um sistema de coordenadas cartesiano acelerado.

3.3 FORCAS GRAVITACIONAIS

Utilizando a técnica matemadtica de andlise de tensores, vamos demonstrar uma aplicacao
do principio da equivaléncia, considerando uma particula se movendo livremente sob influéncias
de forgas gravitacionais, onde, de acordo com o principio da equivaléncia, consideramos um
sistema de coordenadas £ localmente inercial. Nestas condi¢des percebemos que a equagdo de

movimento desta particula é escrita na forma

d2§a
 _ 6
=0, (69)
com
Ar? = 1)0pd*de”, (70)

2 L. L, . . .
sendo dr? = dc% o tempo proprio que é medido no referencial da particula.
Supomos agora, outro sistema de coordenadas z*, que pode ser o sistema de coordenadas

cartesianas do laboratério, ou este pode estar acelerando o sistema. O sistema de coordenadas £*
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) (26
dr \ Ozt dr )’

que através da regra do produto chegamos em

%> datdx” 6™ dPxt

0=
Oxrox? dt dr * Oxt dr?’
Multiplicando 72 por g%:, temos
0— x|y datda¥
dr? Wodr dr’

onde Ffw ¢ a conexdo afim, definida por

o e
m Qg QO
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(71)

(72)

(73)

(74)

A conexao afim € uma relacdo linear entre espacgos tangentes de dois pontos préximos,

sendo assim assim este pode ser utilizado para comparar vetores em diferentes pontos de um

espago curvo. Portanto podemos interpretar a equagao 73, como sendo a lei de forca para uma

particula caindo livremente em um campo gravitacional.

Nestas condicdes, podemos demonstrar que g , além de determinar um intervalo de

tempo proprio entre 2 eventos com uma separacao infinitesimal, também € um potencial gravita-

cional. Para isso escrevemos o tensor métrico na forma

_ 0 og”

1 = i v

Diferenciando 75 em relagdo a z, temos

g 076> 9E° %38 d%¢P .
9rr  0x 0k 0z P T Gam ox oy 1P

Podemos fazer uma substitui¢c@o reescrevendo a equagdo 74 na forma

o o
Oxtdx” oz’
assim chegamos em
Oy _ pp D07, OE° O

x> M Oge o 1 N i O 1
Da definicao do tensor métrico, encontramos

0,
a;A = Fiugpv + I8, 900

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)
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Esta € a relacdo entre o tensor métrico e a conexao afim.
Elegendo agora, um sistema de coordenadas localmente inercial, em um ponto especifico

X, chamado de £% (), neste as equagdes 75 e 77 se tornam, respectivamente

0% () 08
Gur(X) = ( %’; ) %; (f)naﬁ> , (80)
=X
c
D o 3%
(axuaxll>x:X B FMV(X) (%) =X . (81)

Diferenciando a equagio 80 em relagdo a X*, temos

gy (X) _ (02@%(@ 0% (x) O (x) DPEx () ) S S

DX OX 0zt oxr P T T omm 9xX ov 1P 0220k 0z 1P dun drr o 1
(82)

Para reescrever o termo entre parénteses com x = X, devemos interpretar o principio
da equivaléncia, como Weinberg (1972) apresenta (p. 74) “the locally inertial coordinates £ ()
that we construct at a given point X can be chosen so that the first derivatives of the metric
tensor vanish at X'. Logo escolhendo outro ponto: X’ no sistema de coordenadas £% (), temos

0 seguinte tensor métrico

e (@) 0e (@)
250 = (G e "“ﬁl_xf ®9

Segundo o principio da equivaléncia esta quantidade € estaciondria em X’ quando
X" = X, logo podemos introduzir um novo sistema de coordenadas x*. Neste o tensor métrico

se torna

S B, T S(x 5 (2
o (X = (0@«( ) 9 %) ) (asx< ) DEx( >> e

ozt oz oz oxv

Diferenciando 84 em relagdo a X, e assumindo que X’ = X pois g5 (X') é estaciondria, temos

99w(X) _ X(X)( 0 [35}(96) 3535((96)]) s (326}(93) Ox(z) | Oex(x) 32&(%)) |

oxr e ox> | Ozt Oz Oz dxr  Oxv oxv 0z ox?
(85)
e utilizando 80 e 81, fazemos as devidas substitui¢des e chegamos em
99, (X)
o = Du(X)gp(X) + T, (X) g, (X)), (86)

que € exatamente a equagdo 79.
Com a equagdo 79 iremos fazer uma soma e uma subtracdo intercalando a ordem dos

indices, da seguinte forma

8g;w + agvu B 89#)\

o T o~ aar = LIk TN 9+ T+ T, 06 =10, 000 = Tgi = 2901, (87)
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Multiplicando este resultado por ¢““, a qual é definida como a inversa de g,,, sendo possivel

obter a relacao
9" g = 7, (88)
finalmente chegamos ao simbolo de Christoffel

1 39 v ag}\y ag A
FO’ _ Vo H _ H . 89
M T 99 ox? + oxt  Ox¥ (89)

Com esta podemos escrever a equacao de movimento para particulas caindo livremente,
com o intervalo de tempo préprio dr sendo conservado

&P \ dzt dx”
~ dr? Wodr dr’

0 (90)

Uma consequéncia importante, vinda da relagdo 89, € o fato de que a aceleragao de
particulas que estdo sujeitas a campos gravitacionais, ndo é mais obtido pelo conceito de forga,
usado anteriormente, agora percebemos que esta ocorre devido a deformagdo na geometria de

Minkowski.
3.4 RELA(;OES FUNDAMENTAIS

Neste topico apresento algumas equacdes importantes para construir as equagoes de
Einstein, como afirma Weinberg (1972). Estas estdo fundamentadas na aplicacdo de derivadas
covariantes, que por sua vez expressam as leis fisicas na forma tensorial, e definidas em variedades
ndo euclidianas, possibilitando seu uso em todos os sistemas de coordenadas e referenciais.

Ao transportar um vetor em um espago-tempo curvo de uma certa métrica, observamos
que a dire¢do, o médulo e o sentido deste € afetada. Matematicamente escrevemos este fendmeno
como

V..V, ]V, =V, V,V, =V, V, V.. o1

Inserindo a defini¢do de derivada covariante em termos da conexao afim, como mostra

Blau (2011) p.138, chegamos em

[V, Vo] Va = 0u(VVa) = T, (VoVa) = A (Vo Vo) = 0,(VuVa) +T7,,(VoVa) + T05(V,uVe);
92)

Agrupando termos semelhantes e desenvolvendo as derivadas covariante, temos

[Vua vu] Vi= (9H((9,,V,\ _Fly)/\vp) _FZA(&/% _Fﬁavp) —8,,((%‘/,\ _FZ/\VP) +F19/>\(auv9 _FZHVp)v
(93)
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fazendo a regra do produto, e em seguida deixando V, em evidéncia, chegamos em

14

[V Vo] Vi = ((’LI’Z/\ — 0\ + F,ev\rﬁe - Fg)fﬁ&) Vo, (94)
onde definimos o tensor de Riemann como
Vi, Vo[ VA = RS,V 95)

com

Ry 8VFZ,\ — 0,17, + Ffmrﬁa - Fi,\r,pw- (96)

v =
Basta apenas uma destas componentes ser diferente de zero, para afirmar que o espago
em questao possui curvatura.

Podemos construir outro tensor de Riemann, fazendo uma contragdo em 96, assim

RP

Avp

— R =Ry (97)

App

Chamado de tensor de Ricci, € simétrico e de segunda ordem. A partir dele podemos calcular um

escalar, fazendo outra contracdo, conhecido como escalar de curvatura, dado por
R=g¢"R, =R, (98)

Outra Equagdo importante, que usaremos no decorrer do trabalho € a identidade de

Bianchi, uma identidade geométrica do tipo
V?]R)\MV’{I + ka)\unV + vuRkukn = 0. (99)

Multiplicando esta equacdo pelo tensor métrico g™, que por sua vez fard o trabalho de

levantar indices do tensor de Riemann, logo ficamos com o seguinte resultado

VRl + ViR, + VR, = 0. (100)

pny pkn —

De acordo com as propriedade dos tensor de Riemann e de Ricci, podemos notar que

vk = Lk, (101)
Ry, = =Ry = =By, (102)

Assim 100 se torna
VR — ViR, + VVRan = 0; (103)
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Multiplicando esta por g"*, e desenvolvendo o levantamento e contracdes entre indices, chegamos

em

V,R— ViRl — V, R/ =0. (104)

Considerando k£ = p e = u, e escrevendo o operador nabla de uma forma diferente,

temos
57‘7‘VMR — VMRZ — VmuRﬁ‘] = 0; (105)
Colocando V,, em evidéncia, temos

V("R — 2R = 0; (106)

Multiplicando esta por —% 9> NOsso resultado €

1
Vi (Ryn — §9V77R) =0. (107)
Onde a quadrivergéncia nula é, exatamente o tensor de Einstein
1
Gy = Ry — 59,,,75’. (108)

Este expressa a curvatura de uma variedade de Riemann, e tem um papel fundamental

nas equagdes de Einstein.

3.5 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

O tensor energia-momento, em sua estrutura matematica descreve o fluxo de energia e
momento de um campo. Somos capazes de deduzir este partindo da densidade de Lagrangiana,
via teorema de Noether, isto significa que, estamos supondo que este campo € invariante sob
transformacdes de Lorentz, logo o teorema nos fornece uma quantidade conservada, o tensor
energia-momento 7,,,.

Suas componentes possuem a seguinte interpretacao:

Tho = densidade de energia.
T;; = tensor pressdo do constituinte.

T;o = densidade de fluxo de momento e energia.

A conservacdo do tensor energia-momento €

0, T"" = 0. (109)
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Podemos generalizar a equacdo acima para o espaco-tempo curvo, substituindo a

derivada ordindria pela derivada covariante
V,.T" = 0; (110)

Nesta equacao a troca de energia-momento com o campo gravitacional € levado em conta.
O tensor energia-momento para um fluido perfeito pode ser obtido, primeiramente

vamos considerar um referencial local £, onde as componentes sdo
T =p, T"=T"=0, TY=—pn’, (111)

sendo 7/ o tensor métrico de Minkowski.
Para encontrar o tensor em um sistema de coordenadas arbitrdrio z*, aplicamos a

seguinte regra de transformacdo geral de coordenadas

e %ax” ’aﬁ; (112)
o> O¢P
Abrindo esta em soma, e substituindo o valor das componentes, presente em 111, temos
" Ox Ot O
e OOy O (113)
00 9¢Y o0& O&I
como
g = @%naﬁ = %81‘1/7700 Z.ja_x‘l‘ﬁx”‘; (114)
0> &P €Y g0 o€t &
Multiplicando por pela pressao p, temos
oxt 0x” Ozt OxY
W =p—_—— Y 115
Colocando esta igualdade em 113, e agrupando termos semelhantes, chegamos em
oxt Ox¥
T = — — pg"”. 116
(p+p) 96 o0 P9 (116)

Para descobrir qual € o significado destas componentes, vamos analisar a quadrive-
locidade, U* quadrivelocidade como um vetor que representa as mudancas de posicao de um

particula no tempo proprio, para o referencial local

_dxt OxtdE @dgo Ozt dE

G o dr 08 dr | oddr

i

(117)

com
et B
dr

0, (118)
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que representa um gas em repouso no referencial local.

Para o termo

s’  edt
= T 119
dr  dr’ (119)
Pois pela métrica de Minkowski
& =ct (120)
e
dt dt
Cd— -2 . (121)
Todt(1-5)
chegamos em
de®
= — 122
ar ¢ (122)
Logo a quadrivelocidade se torna
Oxt
Substituindo em 113, resulta no tensor energia-momento para um fluido perfeito
1
™ =(p+p)ZU"U" — pg", (124)

onde p e p sdo fungdes das coordenadas espaco-temporais que representam, respectiva-

mente, a pressdo e a densidade do fluido.

3.6 EQUACOES DE EINSTEIN

As equagdes de campo de Einstein ndo foram deduzidas, elas foram construidas a partir
de argumentos plausiveis, tendo-se o cuidado de no limite de campos fracos, estarem de acordo
com a teoria newtoniana da gravitacao.

A relatividade geral é fundamentada na premissa de que o campo gravitacional € uma
consequéncia da geometria ndo Euclidiana do espago-tempo. Esta premissa estd consolidada no
principio da equivaléncia, onde como consequéncia as particulas presentes no campo seguem

trajetorias geodésicas descritas por 90, que no limite do campo fraco, as particulas se movem de

forma lenta o suficiente para ignorar o termo Z—f respeitando j—j, assim podemos escrever
Aot dt\’
0= 72 + T e (125)

Como o campo € estaciondrio, todas as derivadas de g,,, em relacdo ao tempo desapare-

cem. De 89 chegamos em
1 ., 0900
Iy = —=g"' ——. 126
00 29 v (126)
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Como estamos trabalhando com um campo fraco, podemos adotar um sistema de

coordenadas cartesianas aproximadas, do tipo
Gop = Nap + hap, |hagl << 1. idgual a wuma perturbao; (127)

Substituindo esta em 126, temos

1 _z0h 1=
o _ 2 apPlt00 -~
I'Go = 277 908 2Vh00, (128)
que em 125 se torna
Pr 1 dt\’ =
ar_ (A gy 129
dr? 2 (dT) Voo, (129)
com
d*t dt
pr i 0, ou seja, P constante. (130)
Dividindo a equacdo 129 por (j—j)z, temos a solugio
o R
Tz EVhOO’ (131)

que corresponde a segunda lei de newton, pois

i=-Vo, (132)

GM
i

sendo ¢ o potencial gravitacional ¢ = —

Comparando 129 com 132, temos
hoo = —2¢ + constante. (133)

Como ja mencionado acima, no limite de campos fracos, a equagdo de movimento ??
corresponde a segunda lei de Newton.

A segunda premissa nos diz como as fontes curvam o espaco tempo, devem nos conduzir
a equacdo de Poisson no limite de campo fraco é V2¢ ~ p.

As equagdes que governam a dindmica do espaco-tempo devido a um contetdo de

matéria-energia, sdo as equagdes de campo de Einstein, que veem de 133, e logo se tornam
1
goo = 2¢ + const. — ¢ = 5 900; (134)

Assim

1
V2§g00 = 47 Gp. (135)
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Como precisamos de uma equagao tensorial, trocamos a densidade de energia pelo

tensor energia-momento e multiplicando por 2, temos

B 8nGT,

2 )

8rG

2

G k, (136)

sendo

C Cc

onde G, € o tensor de Einstein.

Como precisamos de algo que descreva a curvatura, podemos escrever 135 como
R, = 8nGT,,, (137)

com

0,1, =0, 0,R, #0; (138)

Mas escrevendo de forma diferente, temos

1
v,1,, =0, V,R, = §V,Lg,ﬂ,R, (139)

e fazendo
1
Vi (RW — ng,R) =0, (140)

podemos escrever a igualdade

1
R, — §gw,R = kT, (141)
Como V,G*” = 0 podemos introduzir um termo linear com g,,,,

R, — %g,wR — Agu = kT (142)

Chegamos a Equacao de Einstein, onde A é chamado de constante cosmoldgica, in-

troduzida por Einstein nas equacdes de campo, que segundo Hawking (2016) “deformava o

espaco-tempo no sentido oposto, de modo que os corpos 0s corpos se afastarem uns dos outros.

O efeito repulsivo da constante cosmoldgica poderia contrabalancear o efeito atrativo da matéria,
permitindo assim uma solucdo estdtica para o universo.

Pode-se mostrar que no limite do campo fraco esta se reduz a equagdo de poisson, assim

teremos 10 equagdes diferenciais de segunda ordem, ndo lineares e acopladas para determinar as

componentes da métrica g,,,,.
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4 COSMOLOGIA

Sendo uma das ci€ncias mais antigas, segundo Hawking (2015), a astronomia era
contemplada e praticada pelos povos pré-histéricos, deixando suas marcas com o passar do
tempo. Uma das evidéncias mais famosa € o circulo de Stonehenge, situado na Inglaterra, o
qual demarcava o solsticio e equindcio, revelando ser um auténtico observatorio astrondomico.
As primeiras tentativas registradas de estudar a terra, o sol, a lua e as estrelas, iniciam-se no
século VI a.C., com base na filosofia natural, tendo como pioneiros, os gregos. Os mesmos
ja apresentavam argumentos plausiveis de que a terra era uma esfera redonda, e através de
argumentos geométricos, tentavam determinar a posi¢do dos astros, uma escala para o universo e
sua composicao.

A historia seguiu com altos e baixos, alcangando uma grande evolu¢do com a teoria
heliocéntrica de Copérnico, defendida e provada por Galileu Galilei, através de observacdes
das orbitas dos satélites de Jupiter, e por Johannes Kepler, que matematicamente modificou a
teoria, sugerindo que os planetas orbitavam o sol de forma eliptica. Mais tarde estas ideias foram
comprovadas com a lei da gravitagcdo universal, descrita por Isaac Newton.

Até o inicio do século XX, muitas questdes foram levantadas sobre a Orbita e atragdo
dos planetas, assim como a crenca de que o universo sempre existird em um estado inalterado
e finito. A primeira foi respondida, segundo Hawking (2016), apds a publicacdo da teoria da
relatividade, que conseguia solucionar todos os impasses da fisica Newtoniana, e descrever com
maior precisdo a Orbita dos planetas. Relacionada ao segundo questionamento, a descoberta
feita por Edwin Hubble trouxe a visdo moderna do universo. Em 1924 ele provou que nossa
galdxia ndo era a Unica, mas que havia muitas outras, com uma vasta regido de espaco vazio entre
elas, ao buscar um valor para suas distancias através da luminosidade de estrelas especificas,
Hubble notou desvios nos comprimentos de onda dessa luz emitida, fazendo com que parecesse
mais avermelhada ou azulada. Apds suscitar uma analogia entre o efeito Doppler e as ondas
eletromagnéticas visiveis, concluiu que quando a galdxia se aproximava era possivel ver um
desvio para o azul, ja que a distancia entre as cristas da onda emitida era menor, do mesmo
modo, uma galdxia que se afastava apresentava um desvio para o vermelho, pois 0 comprimento
das ondas que recebemos serd mais longo. Na época imaginava-se que as galdxias se moviam
de modo alheatério, porém apds inimeras observagdes, constatou-se que a maioria estava se

afastando de nos, a surpresa ainda maior veio com a publicacdo de seu trabalho, evidenciando
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que a magnitude do desvio para o vermelho das galdxias ndo era aleatério, mas sim diretamente
proporcional a distancia que estd galdxias esta de n6s.A descoberta de que o universo estd em
expansdo foi uma das grandes revolugdes intelectuais do século XX.

Nosso conhecimento e tecnologia cresceu exponencialmente desde entdo, assim apren-
demos a detectar, medir e analisar fluxos de radiacao invisivel que chega até nés do espaco,
como por exemplo a deteccdo de micro-ondas, ondas que possuem comprimento de onda de
cerca de um centimetro. Como afirma Chaisson and McMillan (2014) e Neto (), Arno Pezias e
Robert Wilson, manipulavam um detector de micro-ondas muito sensivel, quando perceberam
que o detector captava mais ruido do que deveria, foi uma surpresa ao perceber que o excesso de
ruido era o mesmo em qualquer direcdo, hora ou época do ano, que o detector fosse apontado,
provando que essa radiacdo vem de algum lugar além do sistema solar, até da galdxia. Na mesma
época, Bob Dicke e Jim Peebles também estudavam as micro-ondas. Baseados em uma sugestao
feita por um ex-aluno de Alexander Friedmann, George Gamow, de que o universo primitivo
portava uma temperatura alta o suficiente para os fotons ionizarem os d&tomos de hidrogénio,
porém a densidade de energia, assim como a temperatura do universo caia com a expansao do
mesmo, logo os fétons ndo mais possuiam energia suficiente para ionizar os 4&tomos, assim os
fotons, agora desacoplados da matéria passaram a viajar livremente. Dicke e Peebles acreditavam
que era possivel ver estes fétons primitivos, porém com a expansdo do universo, o desvio para o
vermelho seria tdo grande que este chegaria até nés como radiacdo de micro-ondas. Provada esta
teoria, hoje chamamos estas micro-ondas detectadas de radiacdo césmica de fundo.

A deteccdo da radiagdo cdsmica, mostra que o universo € altamente homogéneo e
isotrépico, exceto em pequenas flutuagdes, sendo assim uma evidéncia clara da existéncia de
um inicio, o Big Bang, quando toda a matéria do universo estava concentrada em um s6 ponto.
Como a distancia entre os objetos deve ter sido zero, a densidade e curvatura do espaco tempo
deveriam ser infinitas, o que cria uma singularidade, ja que pela teoria da relatividade isso ndo
seria possivel, no entanto estes efeitos podem desaparecer se levarmos em consideracdo os efeitos

quanticos.

4.1 A METRICA DE ROBERTSON-WALKER E A MEDIDA DE DISTANCIA

Quando estudamos objetos que estdo muito longe de nds, em distancias cosmologicas, a
aparéncia destes pode sofrer algumas alteracdes devido a curvatura do espaco-tempo, realizando

pequenos desvios na luz ao viajar por este meio até chegar a Terra. Xiaochun (2010) esclarece
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que estas propriedades do universo sdo descritas pela teoria da relatividade geral de Einstein,
onde sua métrica descreve a geometria do espaco-tempo.
como explicado em Pettini (2018), num espaco 3-D, mensuramos a distancia ao longo

de uma curva entre dois pontos usando a férmula diferencial para distancias
(dl)* = (dx)* + (dy)* + (dz)*; (143)

Integrando esta, encontramos a distancia total

B B
Al = / Vi — / P+ dy? + 2. (144)
A A

Similarmente, o intervalo ao longo de uma curva que conecta dois eventos no espaco
tempo, sem a presenca de massa, nds usamos a métrica para o espago tempo plano, descrita
como

(ds)? = (cdt)® — (dx)* — (dy)* — (dz)*. (145)

A integral da equagdo acima nos da o intervalo total ao longo da linha de mundo

B B
e [ Vi [ o
A A

Pela defini¢do a distancia determinada entre dois eventos A e B, que ocorrem simultaneamente
(ta = tp) e adistancia prépria

AL = V—As2. (147)

Procuramos uma métrica que descreva o espaco-tempo de um universo homogéneo e
isotropico. Dito isso, comecamos analisando a superficie de uma esfera, onde a curvatura é dada

por K = % sendo que sua expressao genérica para uma curvatura no espago 2-D é

K= 3 qm 2P —C

7D=0 D3 7 (148)

sendo D = raio, conforme a figura 1 nos mostra.
A distancia entre dois pontos na superficie de uma esfera, em coordenadas polares €

dada por
di? = (dD)* + r*d¢* = R*d0* + r*d¢?; (149)

Conforme a figura 2 nos mostra.
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Figura 1 - Curvatura do espaco tempo.

a—l

C>2wD
Zero curvature Positive curvature Negative curvature
(a) (b) (©)

Fonte: Trodden and Carroll (2004).

Figura 2 — Disténcia entre dois pontos na superficie de uma esfera, em coordena-
das polares.

Fonte: Trodden and Carroll (2004).

Mas r = Rsenf, entdo dr = Rcosfdf, entdo

Rdo — dr _ Rdr _ dr ; (150)
cosd  \/R2 — 2 \/1 )
R2
Substituindo esta em 147, temos
2
i = dr 1 r2de?, (151)
=&

que generalizando os termos para a curvatura /', a superficie de duas dimensoes se torna

d 2
dI? = (ﬁ) +r2de?, (152)
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Esta equacdo pode ser expandida para o espaco 3-D, trocando as coordenadas polares
para coordenadas esféricas, assim chegamos em
dr 2
di* = (—) + (rdf)? + (rsenfde)?, (153)
Vi—ke
onde r agora € a coordenada radial. Esta equacdo nos mostra os efeitos da curvatura das 3
dimensoes.

Para chegar a métrica, devemos incluir o tempo, mas devido as invariincias espaciais
associadas a isotropia e homogeneidade do universo, ndo existe razdo para este passar de forma
diferente em locais diferentes, logo o termo deve ser cdt, chamado de tempo cosmolédgico € o
tempo proprio da particula, este deve ser o mesmo para todas as demais particulas. Sendo assim,

chegamos a métrica

dr
ioke

A métrica deve ser escrita nas chamadas coordenadas comdveis, pois a expansdo do universo

2
ds* = (cdt)? — ( ) — (rdf)* — (rsenfde)*. (154)

afeta todas as suas propriedades geométricas.
Como a distincia prépria na forma diferencial igual & 147, com dt = 0, podemos trocar

a coordenada radial pela coordenada comovel, através da relacio
r(t) = a(t)z. (155)

Como a expansdo também afeta a curvatura do espaco-tempo, devemos definir

K
K(t) = 20 (156)

sendo £ uma constante dependente do tempo.

Substituindo 155 e 156 em 154, chegamos a métrica

dx

ds® = Adt? — a®(t (—
®) [ V1 — Ka?

2
) — (zdf)* — (xsen9d¢)2] , (157)

que usualmente € escrita como

dr?

2 2 342 2
dS —Cdt —a(t) |:1——f(7"2

—r(dh* — sen29d¢2)} , (158)

onde a(t) é o fator de escala e K é a constante de curvatura, indica as seguintes situacoes

1 K=0, o setor espacial € plano;
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ii K>0, o setor espacial € esférico ou fechado;

11 K<O0, o setor espacial é hiperbdlico ou aberto.

Como Weinberg (1972) afirma, o sistema comdvel é definido pelo conjunto de pontos
(x%,t), sendo x' as coordenadas espaciais fixas e ¢, o tempo préprio. Um tnico conjunto de
pontos acompanha o movimento coletivo do sistema de particulas, isto se deve ao fato de que as
particulas ndo alteram suas coordenadas, estas sofrem uma reescala no decorrer da expansao, a
qual € exercida através da evolugdo do fator de escala.

Neste contexto devemos tomar algumas precaucdes ao medir a distancia entre dois
pontos, pois neste universo a distincia percorrida por um féton nao é simplesmente cAt, ja que
o espago-tempo se expandiu durante a propagacdo desta luz. Portanto, para que seja possivel
estimar de forma correta esta distancia, definimos inicialmente a separacdo espacial entre dois
pontos no universo, fazendo dt = 0 na métrica de Robertson — Walker. Como a direcdo do nosso
referencial é arbitrario, podemos considerar, sem perdas, que df = d¢ = 0 e também K = 0,

assim
[ = / a(t)dr = a(t)r. (159)
0
A distancia fisica, também conhecida como horizonte de particula, € a distancia radial

percorrida pelo féton, assim

d = a(t) /0?“ dr = a(t) /Ot %; (160)

Podemos encontrar a lei de Hubble derivando 159 com relag¢do ao tempo, assim
v =ar, (161)

onde o ponto significa a derivada em relacio ao tempo.

Mas como r = é temos
a
v=-Il, logo v=HI, (162)
a

onde a constante de Hubble é identificada como

=2 (163)
a

Outra consequéncia importante do universo em expansao, ¢ o redshift cosmolégico, o

desvio sofrido pelos comprimentos de onda de objetos observados por Hubble, que ocorre devido
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a expansao do fluido césmico, ja que os objetos possuem coordenadas fixas. Para encontrarmos
uma relacdo entre o redshift e o fator de escala, como (RIBAS, 2008) nos mostra, devemos
considerar a frente de onda emitida no instante ¢, € na posi¢do ., detectado no instante t = 0 e
na origem (r = (), uma segunda frente emitida na mesma coordenada, no instante ¢, + At., e

detectada na mesma coordenada anterior, no instante ¢y, + Aty, assim podemos escrever para a

te+Ate 0
/ cdt / dr (164)
te CL(t) Te

to+Atg 0
/ et / dr; (165)
to a(t) Te

Igualando as duas equagdes, fazemos

te+Ate to+Atg
/ cdt / cdt (166)
e a(t) Ji a(t)

Como os instantes entre a emissdo e a detecgdo At, e Aty, sdo muito pequenos, a

€missao e recepgao

expansdo neste intervalo € praticamente constante, portanto

cAt,  cAt

at) ~ al) (on

Como At, e Aty é o intervalo entre emissdo e deteccdo de duas frentes de onda, que

sdo os periodos da onda emitida e detectada, respectivamente, com isso podemos escrever

Ae alte)
Ve ; (168)
)\0 a(t0>
Da definicao usual de redshift, temos
)\O - )\e a(te)
== ¢ = -1 169
z Y ou =z alto) (169)

As equagdes acima nos mostram que, quanto mais distante um objeto se encontra de
nosso referencial, mais para o passado estamos observando-o, consequentemente maior serd o
redshift do objeto observado. Desta forma podemos relacionar o redshift com a distancia que o

objeto se encontra de nosso referencial, através da equacao

1
= - 170
=7 (170)

Outra forma de realizar medi¢Ges astrondmicas € a partir da defini¢do da distancia de

luminosidade de um objeto observado, em outras palavras, medimos a quantidade de radiacao
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recebida de um objeto distante. Assumindo que a intensidade luminosa decresce com o quadrado

| P
dl = | —, (171)
dmp

sendo P a poténcia total emitida e p € a poténcia por unidade de drea recebida, dada por

da distincia, temos

P

T Ard®(1 + 2)2 (172)

p

A distancia fisica do objeto ao ponto de observacao, também chamada de distancia
prépria, d = a(t)r, medida no instante de observagao (d = agry), levando estas consideragdes

em conta e substituindo 172 em 171, temos

dl = agro(1 + 2); (173)

o cdt o
- _ dr, 174
/oa<t> / ’ (7

e por convengdo fazemos a seguinte mudanga de varidveis, sendo a(z(t))

Para calcular r(, fazemos

da dadz
ot 175
dt  dzdt’ (175)
Assim da equagdo 170, temos
1 1 a(t)
dt = ————dz = ——+dz, (176)
a(t) (1 +2)? H
calculando 7 e substituindo em 173, temos
* dz
dl = ¢(1 ) 177
R TE o

Outra grandeza utilizada em astronomia, € devido a observacgdes feitas, sendo esta a
diferenca entre a magnitude aparente m e a magnitude absoluta M, ou seja, g = m — M, que

desenvolvendo chegamos a equagao

110 = 25 + 5logodl. (178)

4.2 MODELO COSMOLOGICO PADRAO

Segundo Weinberg (1972) e Blau (2011), a geometria do espaco-tempo aceito atual-

mente, € construida a partir das equacgdes de Einstein, o tensor energia-momento para um fluido
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perfeito com sua equagdo de balanco correspondente, e as equacdes de estado dos constituintes
da matéria. Para este capitulo usaremos 87G =c=k = h = 1.

As equagdes de campo de Einstein produzem uma distribui¢do de massa e energia,
cuja equagdo representante é 136, onde o tensor energia momento determina a curvatura do
espaco-tempo, dado uma quantidade de matéria-energia, como € descrito no tensor de Einstein,
equacgao 108. Agora faremos uso da métrica de Robertson-Walker, descrita em 158, e através da

equacdo 89 encontraremos as seguintes componentes ndo nulas da conexao afim

aa 9

Y, = T2 IS, = aar?, IS, = aar’sen®d), (179)
1 1 1 a
Loy :F02:F03:E; (180)
N TN v SRA Ry Ao Tl = —r(1 — K7?)sen 181
1= 5 92 = —7( %), 33 = —7( r)sen”0, (181)
1—-Kr
2 2 3 3 1
I =1 =15 =1y = 7 (182)
I3, = T3, = cotgb), I3, = —senfcosh. (183)

Utilizando estes valores da conexao afim, mediante as equagdes 96 e 98, calculamos os

valores ndo nulos para o tensor de Ricci

a ad + 2a* + 2K
hd - _ 184
ROO 3017 Rll 1 KT2 ) ( )

Rys = (ai + 2% + 2K)r®,  Rsz = —(ai + 2% + 2K)r*sen?0. (185)

E por fim de R = g"” R,,;, encontramos o escalar de curvatura

i a\’> K
—+(=) +5
a a a

Nesta etapa devemos encontrar encontrar a matriz do tensor métrico de energia-

R=6 (186)

momento. Utilizando sua forma dada pela equagdo 124, consideramos em coordenadas comoéveis
temos a quadrivelocidade sendo U* = (1,0,0,0), pois: U* = dz'/dr =0, e U°=dz°/dr =
1.
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Com a normalizagido U*U, = 1, a matriz do tensor energia-momento se torna

p 0 0 0
0 —p 0 0
" = (187)
0 0 —p 0
00 0 —p

Fazendo uso da equagdo 142, considerando 7} g,, =1,

s encontraremos um COIljlll’ltO

de 4 equagdes para os tensores :Tqg, 111, ThoeTss.
Destes obtemos as equagdes de Einstein
a\> p K A
() =555 (159
Esta também € conhecida como equacio de Friedmann, sendo proveniente da compo-
nente temporal de 142.
Das outras trés componentes espaciais, encontramos a mesma equacdo linearmente

independente

i a\? K
2—+<J +=—A=—p, (189)
a a a

substituindo a parte temporal na parte espacial, chegamos a equagdo da aceleragcao
a 1
-—=—= 3p —2A). 190
- =—glp+3p =24 (190)
Com a equacao de balanc¢o do tensor energia momento
Vv, T" =0, (191)

temos a equacdo de fluido

p+ap+mg:o. (192)

Podemos notar que esta equacdo nao € independente, pois ela também pode ser en-
contrada substituindo a equag@o da acelerac¢do (190) na derivada a equagdo 189 em relacdo ao
tempo.

Finalmente para determinarmos a evolug¢ao temporal do universo, precisamos especificar
a equagdo de estado de seus constituintes, logo assumimos a equagao barotrépica de estado
p = wp, Sendo a constante w o que caracteriza o constituinte.

Assim obtemos a solugdo geral de 192 considerando a normalizacdo ag = 1, como
condicdo inicial, temos

p(t) = poa ), (193)
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Sendo py a densidade de energia inicial do constituinte.

Os casos mais comuns estudados atualmente sdo

i Radiacdo com w = %;
ii Matéria baridnica ou matéria diluida com w = 0;
iii Energia escura com w = —1.

Podemos obter a equacdo de evolucgdo para as densidades de energia e pressao para cada

constituinte, substituindo os valores de w em 193

i Para a Radiacdo paa™;

11 Para a Matéria baridnica ou matéria diluida com poza_g;

iii Para a Energia escura com p = constante.

Podemos identificar a energia do vdcuo como a constante cosmoldgica pois passando a
mesma para o lado direito da equacdo 142, temos

1
Ryy = 50wl = (T + Tp); (194)

Comparando com o tensor de energia —momento do fluido perfeito (124), temos que
pan = —pa = A (195)

Agora podemos determinar a evolucao temporal do fator de escala (a(t)), substituindo as
relacdes obtidas em i, ii e iii, na equag@o de Friedmann (188). Ao realizar esta operacdo supomos
que inicialmente a constante cosmoldgica € nula, pois a principio no modelo padrao ndo existe
razao para supormos a sua existéncia, e levando-se em conta que no inicio do universo, quando o

fator de escala € pequeno, temos que

: (196)

-\ 2
a p

substituindo os valores de p nesta equacao, temos que
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i Para a Radiacdo aot'/?;
ii Para a Matéria baridnica ou matéria diluida com aat?/3;

iii Para a Energia escura com aae’V?/3,

Para as eras da matéria e radiagdo, quando ¢ — 0, temos que a(t) — 0, e consequen-
temente temos uma singularidade nas densidades de energia (p — o0), a qual é conhecida
como Big Bang. Como a matematica da cosmologia cldssica, que inclui a relatividade geral e as
equacdes de Friedmann, ndo consegue prosseguir com nimeros infinitos, a propria teoria previu a
existéncia de um ponto onde ela deixaria de ser vdlida, os teoremas da singularidade indicam que
o campo gravitacional se torna tao forte que os efeitos quanticos passam a ser levados em conta.
Neste modelo a densidade, temperatura e curvatura do espago-tempo teriam sido infinitas, e
conforme este se expandiu, resfriou-se, o que estd de acordo com acordo com todas as evidéncias
observacionais, como a radia¢ao césmica de fundo e a abundancia de elementos leves no universo

atual, como o hélio.
43 PARAMETROS COSMOLOGICOS
4.3.1 Parametro de densidade

Como vimos, o universo se expandiu até o momento em que comegou a desacelerar,
e hoje mantém uma expansao continua, isso devido ao fato de uma densidade estar presente
no espago-tempo. Esta também determina a curvatura do universo. Iremos definir p. como a
densidade critica, ou seja, um valor para que a curvatura do universo seja plana.

Para que isso seja possivel, consideramos uma galdxia a uma distancia r de nds, se

afastando com uma velocidade v = Hr, desta podemos escrever

v=f=_, (198)
T

v="2r (199)
a

Exatamente a lei de Hubble, o que nos informa o quao rdpido o universo estd se

expandindo.
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Entao

2%y (200)
T a

Podemos escrever a equagdo de Friedmann (188) como

87G Kc?
gz "G, B (201)
0 3 a?

onde para K = 0 e ap = 1, Logo nossa densidade critica se torna

3m?
Pe = 8tG’

(202)

Neste ponto restabelecemos as unidades para estimar a densidade critica e identi-
ficando o valor atual da constante de Hubble, concluimos que a densidade € da ordem de
pe = 107 kgm=3.

Definimos agora o parametro de densidade 2 de cada constituinte, como sendo

=2 (203)
Pec
onde ¢ indica os diversos constituintes.
A partir das informacdes, temos
P = Protals Pe = 3H?, sendo H = g; (204)
a

Substituiremos 204 na equagido de Friedmann (188), com A = 0, assim

Q2(Vpotar — 1) = K, com Qo = 222 (205)

C

Com esta relagdo € possivel concluir que se K = 0 entdo pirar = pe, 0 que indica
um universo plano. Se K < 0 entdo prar < pe, 0 que indica um universo fechado. Se K > 0
entdo pPioral > Pe, 0 que indica um universo aberto. Todos estes formatos de universo estdao

representados na figura 3.

4.3.2 Parametro de desaceleracio

Utilizada para avaliar a taxa de expansdo do universo, o parametro de desaceleracdo é
uma quantidade definida como

g=—— (206)
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Figura 3 — Trés possibilidades de curvatura do espaco tempo.

Closed Open Flat

Fonte: Schneider (2006).

Definimos esta com um sinal negativo pois assim € possivel encontrar uma quantidade
q positiva, ji que esperava-se que o universo seguiria sua evolucdo com uma taxa ¢ decrescente,
em outras palavras, o universo deveria estar em processo de desaceleracido em sua expansao.

Para encontrar seu valor estimado em fungdo da pressio e densidade, multiplicaremos a

equagdo 206 por a/a, resultando em

qg=—- S (207)

Precisamente, a primeira fracio resultante € o inverso da equacdo de Friedmann (188),
e a segunda fracdo resultante é a equacio da aceleracio (190). iremos substituir estas em 207,

nos resultando
1 3p

2 2p

(208)

onde p € a pressao total e p a densidade de energia total dos constituintes.
44 PROBLEMAS COM O MODELO PADRAO E SOLUCAO INFLACIONARIA

Embora o modelo cosmoldgico padrio tenha fornecido uma série de previsoes
corretas sobre o universo, com o decorrer de observagdes e estudos mais aprofundados, como
podemos encontrar em Linde (1990), surgiram alguns questionamentos que nao conseguem ser

respondidos ou resolvidos através deste modelo. Podemos citar:



i

il

11

Y

4.4.1

50

O problema do horizonte, cujo fato observado € de que a radiacdo césmica de fundo €
altamente homogénea e isotrdpica, o que nao pode ser explicado pelo modelo padrio, ja
que no inicio do universo ocorreu um desacoplamento entre matéria e radiagdo, o que
gerou uma separacdo angular na esfera celeste, portanto, regides separadas por 1 ndo
tinham contato casual, sendo assim estas regides nao poderiam evoluir desenvolvendo esta

homogeneidade.

O problema da planura, cujo problema se desenrola ao observar que o parametro de
densidade estd muito préximo de seu valor critico, {2;,; = 1, sendo sua geometria
aproximadamente plana. Esta solu¢cdo indica um equilibrio instavel, pois esta é uma
solucdo particular da equacdo de Friedmann, ja que o parametro de densidade € uma
fungdo do tempo, no inicio do universo este valor de €2 pode assumir um valor pouco
maior que a unidade, resultando em um crescimento do mesmo, chegando a universo
aberto, mas se o valor de () assumir um valor pouco menor que a unidade, este tende a

decrescer mais, resultando em um universo fechado. Sendo assim, o resultado de 2 ~ 1 é

obtido através de um ajuste de precisdo no parametro de Hubble.

O problema dos monopolos magnéticos, os quais surgiram apds uma quebra de simetria
que ocorreu em 1073°s apds a origem do Big Bang, porém a densidade daquela época

diluida pela expansao do universo, hoje chegaria a um colapso.

O problema da coincidéncia, consiste no fato de que existe uma coincidéncia aproximada
entre a densidade de energia do vacuo e a densidade de matéria no Universo atual. Mas
nem sempre foi assim, no universo primordial a densidade de energia de vacuo era
desprezivel, em comparacdo com a densidade de matéria,mas com a expansdo do universo,

o balanco relativo entre estas variou rapidamente.

Solucgdo inflaciondria

O modelo do universo inflaciondrio foi proposto por Alan Guth em 1981, com o

intuito de solucionar os problemas apresentados pelo modelo cosmolégico padrdo. O periodo
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inflaciondrio ocorre em um curto intervalo de tempo apés a era de Planck (¢ ~ i/mc?), onde
assumimos que as equagdes da relatividade geral sdo vélidas. Neste periodo o universo sofre
uma violenta expansdo acelerada, e para explicar a causa desta expansdo, podemos atribuir este
papel a constante cosmoldgica ou na drea da cosmologia, ao campo escalar .

Ao atribuimos a expansao a constante cosmoldgica, podemos fazer uma anélise na
equacdo 190, onde se 2A > p + 3p, entdo o universo se expande em um regime acelerado.
Com isso podemos encontrar a solucdo para a equacdo de Friedmann, assumindo que no inicio
o universo é dominado pela energia do vacuo, ou seja, a densidade de energia da matéria é
desprezivel, assim o fator de escala cresce rapidamente, logo podemos desprezar o termo K /a?,

presente na equagdo 188, assim chegamos a solu¢do conhecida como De Sitter.
a(t) ~ e/ (209)

Esta equacdo descreve um universo que se expande de forma acelerada para sempre, o
que nao condiz com o modelo cosmoldgico realista, consequentemente sao utilizados alguns
mecanismos para encerrar a era inflaciondria. Para isto sdo utilizados propriedades e caracteristi-
cas dos campos escalares, com um potencial conveniente garantindo a duragdo correta da da era
inflaciondria.

Partindo de um campo escalar ndo massivo ¢ em um espago tempo curvo, cujo apresenta
a seguinte acao

5= [ VEatta(0,00 ~ V(o) 210)

Para 0 nosso caso o potencial V' (¢) deve ser do tipo exponencial V' (¢) ~ ¢?, assim, ndo podendo
ser identificado como um termo de massa, como explica Guth and Steinhardt (1984), Albrecht et
al. (1982) e Linde (1990).
Variando a a¢do descrita acima, em relagdo a ¢, chegamos a equacdo de movimento
para o campo escalar
b3+ 211)
dp
onde consideramos a métrica de Robertson-Walker, que por descrever um universo homogéneo e

isotrépico, nos garante que este campo € uma funcao unicamente do tempo.

Variando a a¢do em relagdo a g,,,,, chegamos ao tensor energia-momento para 0 campo

T = 9906 ~ gu5006'6 ~ V(6). @12)
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A partir desta equacdo, vamos calcular as componentes diagonais do tensor de energia-
momento, fazendo

Tig" =T (213)

Encontramos os termos de pressdo e densidade de um fluido perfeito em um referencial comével,

com

p—§&+vw> (214)

1.
p=50"+V(9); (215)

Utilizando-se da conservacdo do tensor energia momento (191), temos a equagdo de balango

para a densidade de energia do campo
p+3H(p+p) =0. (216)

Note que ao substituir as equagdes 214 e 215 em 216, encontramos a equagdo de
movimento do campo escalar (211).

Na cosmologia, o responsdvel pelo regime inflaciondrio é o campo escalar, que quando
quantizado ¢ denominado inflaton. Neste modelo € visivel a aceleragc@o positiva ao desprezar a
constante cosmoldgica da equagao 190, se p = —p, sendo pelas equacdes 214 e 215, possivel
perceber que a condicdo € alcancada desde que o termo cinético possa ser desprezado em relacio
ao termo potencial. Esta condicdo em que a variacdo temporal do campo escalar € lenta, é
conhecida como aproximacao “slow-roll”.

Esta condigdo € satisfeita caso o potencial verifique a seguinte propriedade

__dv/ds _

< 1. 217
v (217)

Para verificar esta relagdo basta derivar a constante de Hubble, chegando a
A
H=--— (—) , (218)
que para um regime acelerado impomos

. ,

H+H=—->>0; (219)
a
Dividindo por H? e rearranjando os termos, temos

H
1- 220
<< 1; (220)
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Por desprezar o termo cinético, V' (¢) >> (;32, entdo dV/d¢ >> (5, assim a equagdo de Friedmann

(188) e a equacdo para o inflaton (211) tornam-se respectivamente

1
H* = 3V(9) (221)
e
. av
3Hp = ——. 222
) o (222)
Derivando 221 em relagdo ao tempo, chegamos em
A%
H=—— 22
6H do’ (223)

substituindo 221, 222 e 223 em 220 obtemos a condi¢do 217.

Quando esta condicao (217) ¢ satisfeita ao potencial variar lentamente, logo o termo
cinético se mantém desprezivel, enquanto o inflaton evolui temporalmente a partir de um estado
de falso vacuo, onde seu valor esperado € nulo, para um estado minimo de potencial.

A principio o universo é dominado pelo inflaton, que inicialmente se encontrava no
estado de falso vacuo, onde p = —p = —V}, entdo o inflaton sofre uma transi¢do de fase,
atingindo o estado de vicuo verdadeiro quando € ~ 1, encerrando a fase inflaciondria. A
expansdo acelerada resfria o universo, e ao atingir o minimo potencial, o termo cinético deixa
de ser desprezivel, e inflaton sofre oscilagdes amortecidas, devido ao termo de amortecimento
presente na equacao 211, deste modo, perdendo energia e aquecendo o universo, sendo deste

ponto em diante, o modelo padrio, a descri¢ao correta para 0 universo.

4.4.2 Solucgdo para os principais problemas do modelo padrado

Como explicado em Ribas (2008) e Guth (1981), podemos resolver os problemas com
o modelo padrdo através da solucdo inflaciondria. Para resolver o problema da planura vamos
reescrever a equacao 205 na forma

K]

Q-1 =

(224)

Através desta podemos perceber que devido a inflagdo, o fator de escala cresce a uma
taxa muito grande, sendo assim |2 — 1| tende rapidamente a zero, fazendo com que 2 — 0.
Para resolver o problema do horizonte utilizamos do espago-tempo definido pela métrica

de Robertson-Walker com K=0 , assim a distancia que a luz percorre desde o inicio do universo
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até um tempo ¢ é dada por

t d /
d = alt) /O ;(—;); (225)

Esta equacgdo define as regides que podem estar casualmente em contato. Sabemos que para a

luz ds = 0, assim a métrica de Robertson-Walker se torna 0 = dt? — a?(t)dr?, logo a equagdo

acima (225) se torna
d= a(t)/ dr. (226)
0

Com esta relagdo vemos que regides que pensavamos estarem desconectadas casual-
mente, na verdade entravam em contato casual no inicio do universo, mas devido a expansao
acelerada do universo, estas ultrapassaram seu horizonte, pois estas esticaram com a mesma,
devido ao crescimento exponencial do fator de escala a(t).

O problema dos monopolos magnéticos uma vez que estes tenham sido produzidos antes
do periodo de inflacdo, desse modo durante a expansao acelerada a densidade dos monopolos cai
exponencialmente, levando a niveis indetectdveis.

Por fim, a solucdo para o problema da coincidéncia também estd na expansdo, de forma
que esta proporcionou rapidamente o balanco relativo entre as densidades de energia presentes
no periodo citado.

Acreditava-se que o universo atual seria dominado pela matéria diluida com pressao nula,
porém no atual modelo, mais de um quarto de sua constitui¢do é dominado por um constituinte
que ndo interage com a radia¢do, chamada de energia escura, podendo ser equacionada como um
fluido perfeito de pressdo nula, assim, sua introdu¢ao no modelo padrao ndo apresenta grandes
dificuldades, sendo descrita, em um dos modelos, pela constante cosmoldgica, e em outro por
um campo escalar.

De acordo com as medidas de flutuacao de temperaturas presentes na radiacdo césmica
de fundo, o pardmetro de densidade total do universo assume valor {2;,:,; ~ 1, sendo que a
soma da matéria baridnica, radiacdo e matéria escura ndo passam de aproximadamente 0,3, o
que indica que a densidade de energia escura estd por volta de 0,7, além disso, estudos recentes
também indicam que o universo passou de um regime desacelerado para um regime acelerado
em z ~ 0,46, com o parametro de desaceleragdo do universo hoje igual a ¢ < —0,4.

Uma hipétese levantada recentemente, consegue abranger tanto a aceleracdo da expan-
sdo presente no atual universo, como a do inicio do universo. Ela descreve o universo primordial
com a dindmica de campos fermidnicos, sendo os férmions, particulas elementares. Em um

universo primordial, o férmion produz a rdpida expansao que dura até que a densidade de energia



55

da matéria ultrapasse a do férmion, neste momento o férmion atua como inflaton, entao o periodo
de aceleracao termina e, uma nova fase dominada pela matéria surge. Depois, novamente o
campo fermidnico volta a dominar, resultando em uma nova fase acelerada, neste caso o férmion
faz o papel da energia escura, assim neste modelo, é dispensavel o uso da constante cosmoldgica

e de campos escalares.
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5 MODELOS COSMOLOGICOS COM FONTES FERMIONICAS

Um dos tépicos fundamentais da cosmologia, € a procura por constituintes que possam
ser responsdveis pelo periodo de expansdo, como ja vimos, esta funcao foi atrelada a constante
cosmoldgica e a ideia de campos escalares, porém ambas apresentam falhas, como a necessidade
de ajustes para entdo, a teoria concordar com a observagdo, ou entdo, a presenca da singularidade
inicial. para solucionar estes problemas, uma possibilidade eficiente que vem sendo estudada
recentemente, é considerar fontes fermionicas que descrevem o periodo de expansao acelerada
no inicio do universo. Inicialmente proposto por Ribas et al. (2005), seu diferencial € que, esta
formulacao pode ser testada quando efeitos quénticos sdo considerados.

De modo geral, as fontes fermi6nicas sdo descritas por um campo fermidnico, o qual
descreve particulas cujo spin é relevante em seu estudo, ou seja, s = 1/2. Este é um exemplo de
um campo espinorial cujas caracteristicas principais estdo em sua representacao, a qual é um
vetor coluna com quatro componentes, € como obedecem a equacdo de Dirac.

Neste trabalho consideramos fontes fermidnicas com potencial de auto-interacdo e
o fluido relativistico no formalismo de Schutz, como constituintes da teoria pré-inflacionaria.
Assumimos que a fisica, no nivel quéntico, é controlada pelas equacdes de Wheeler-De Witt,
trabalhando com a estrutura hamiltoniana. O objetivo € investigar a relacdo entre os modelos
cosmoldgicos com dominio da mecanica quantica, e como o campo fermidnico acaba controlando
a evolugdo do universo primordial.

Neste trabalho, adotamos o conveng¢do para a métrica (+, -, -, -) € as unidades naturais

c=h=81G =1.

5.1 O FORMALISMO DAS TETRADAS

A inclusdo dos férmions na relatividade geral, ndo pode ser feita de forma imediata
com as representagdes tensoriais usuais do grupo de transformacoes gerais de coordenadas em
qualquer dimensao, uma vez que deve existir uma conexao entre a relatividade geral e a equacdo
de Dirac, para que os campos cldssicos possam ser escrito em um espaco-tempo curvo. Para
realizarmos esta inclusao, utilizaremos o método de tetradas, a qual possui uma relagdo entre
o espaco tempo descrito por um sistema geral de coordenadas e o espaco de Minkowski local,

definido a cada ponto P. Segundo Kaku (1993), no espago de Minkowski as representacdes
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espinoriais sdo conhecidas de modo que a introdugdo de campos fermidnicos pode ser feita
naturalmente através da relacdo com as coordenadas gerais.

A tetrada é representada pelo simbolo eZ, onde os indices latinos, ou seja, a, b, c. ..,
indicam o espago plano tangente de Minkowski, definido localmente a cada ponto do espago
curvo. Estes indices seguem a métrica % e 1,;, podendo mudar de covariante para contrava-
riante conforme a necessidade. Ja os indices gregos, ou seja, /i, v, . . ., indicam o sistema de
coordenadas geral definido no espaco curvo, sendo que estes indices seguem a métrica g"” € g,
podendo mudar de covariante para contravariante, conforme a necessidade. Ambos os indices
assumem valores de 0 a 3. Esta tetrada € um coeficiente de transformacdo, o qual faz a transi¢ao
entre o espaco local e o espaco curvo.

Veremos agora, como esta transformacao acontece, de acordo com nada (a). Suponha
que e, sejam vetores que formam uma base local do espago de Minkowski, e que ¢, seja uma
base associada ao sistema geral de coordenadas, ambas em um ponto P. Suponha também que a

transformacao entres estas bases (e, € e,,) sejam inversiveis. Assim podemos escrever

€u = €,€q (227)

Ca = €4Cu; (228)

onde e/ representa a transformago inversa a e);.

Se as bases satisfazem eqe, = 145 € €46, = g, t€MOS que

ety = g = eZegnab = €,Cav (229)
e
€a€p = Nap = egezglw = €ff€ub- (230)
As relacdes acima (229 e 230) apresentam as seguinte propriedades
erell = ob (231)
e
ee, = 0. (232)

Em consequéncia disso, toda a dlgebra que obedece a métrica g, pode ser obtida de
forma equivalente por meio das tetradas ej;,. Assim as tetradas permitem uma mudanca de base,

trocando um indice pelo outro.
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Outra grandeza importante que deve ser definida € a expressdo para a derivada covariante

de um vetor e para a conexao afim, que na defini¢do padrao tem forma
Vv,V =9,V +TE VT, (233)

em que as componentes destes vetores (V# e V) se relacionam com o campo das
tetradas por

VH = elVe (234)

Ve =e, VI (235)
A derivada covariante de um vetor que possui termos latinos € escrita na forma
V V=0,V + b Ve, (236)

onde o termo w?, é chamado de conexio de spin.
Assim podemos relacionar a derivada covariante de um vetor no sistema de coordenadas

gerais, com a derivada covariante de um vetor no sistema local, através das tetradas
— pa M b.
V., VE =ele,V, V7 (237)

Substituindo esta equacdo no lado esquerdo da relagdo 233, com o lado direito mantido fixo,
temos

L'V, Vi = 9,VF +TH VT, (238)
Substituindo as relagdes 235 e 236 na equagio acima, temos
eLe (0, VP + Wl Ve) =9,V + TH VT (239)
Fazendo a distributiva, chegamos em
elet 0, (P VT) + eteleS VAW, = 0, VI +TH VT, (240)
Utilizando a regra de Leibniz, temos
O VI +VT(eld, el +ellecwl) =0, V* +TH VT, (241)

Comparando os dois membros desta igualdade, deduzimos a expressao para a conexao afim

T cv)

I = etld, el + efecu? ; (242)
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Multiplicando ambos os lados desta equacdo pelo produto das tetradas eZer, temos
wg, = € ey, — eqoed; (243)

Por fim, multiplicamos ambos os lados desta equagio por 1'%, assim chegando a expressio para
a conexao de spin

wil = ete™ T, — e ,el. (244)

A conexdo de spin, como representada acima, € antisimétrica, logo podemos facilmente
verificar que w® + wl® = 0.

Segundo Yepez (2011), e de acordo com as identidades 229 e 230, devemos escolher as
tetradas que satisfazem

Vel =0 (245)

VTeMb =0; (246)

Denominada compatibilidade da métrica, essa escolhe corresponde a propriedade de metricidade
da derivada covariante. Assim

Vg = 0. (247)

A relacdo entre as matrizes de Dirac no espaco local e no espago descrito pelas coorde-
nadas gerais satisfaz a relacdo usual de anti-comutagdo da dlgebra de Clifford. Utilizando 4dlgebra

das matrizes de Dirac no espago de Minkowski, [y, v°] = 21, provamos a seguir

[",7"] = eirtepy” + egnleln” = 20" elel = 29" (248)

a

Substituindo a derivada parcial pela derivada covariante na prescricdo usual da acido de Di-
rac, chegamos a sua generalizagcdo covariante, a qual € invariante por transformacdo geral de

coordenadas, e tem forma

S=i / d'a/=gp(iy"'V,, — m)y, (249)

onde a derivada covariante para a representagao espinorial € definida por

7

Vb = 0, + §wzbaabw, (250)

sendo seu conjugado

_ _ 3 _
Vb =0 — §wgb¢aab, (251)
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em que
Oas = 1/2[a, ). (252)

Note a semelhanga entre esta equagdo e 236, que de fato € a defini¢cdo da derivada
covariante para uma representacao vetorial.
Em seguida iremos obter a relag@o entre as derivadas covariantes e o tensor de curvatura.

Primeiramente calculamos o comutador entre as derivadas covariantes, partindo de
V., V¥ =V, (V) -V, (V,¥); (253)
Inserimos a definicdo da derivada covariante (250 e 251), e chegamos em

1
(VuVi ¥ = =2 R 7w ; (254)

Esta expressdo € o tensor de curvatura escrito em termos das derivadas da conexdo de spin, sendo
ab ab ab ac, b ac, b
R}, = 0wy’ — Ouwyy + wifw,, — wyw,.. (255)

Podemos ter uma relacdo direta com o tensor de Riemann, escrita na forma

1
V.V, ¥ = —ZRWPUW’W’W”W" =2R. (256)

Como Kaku (1993) nos mostra, é possivel introduzir localmente representagdes espino-
riais associadas ao grupo de transformacgdo geral de coordenadas, e utiliza-las em um espacgo

tempo curvo através das tetradas.
5.2 O FLUIDO DE SCHUTZ

No modelo proposto por Jr (1970) e Jr (1971), um fluido perfeito € composto por barions,
ja que estes podem sofrer transformacao, sendo que a verdadeira massa do grupo de barions
pode ndo ser conservada, mas o numero de barions N é conservado. Portanto, nds definimos a
massa conservada restante como uma simples matéria que possui /N barions, com mg N, sendo
my a massa do &tomo de hidrogénio em seu estado fundamental.

A diferenca entre a massa-energia total M e a massa restante my N é chamada de
energia interna U, em outros termos podemos escrever U = M — myN. Nesta relagdo esta
inclusa a diferenca entre my N, a verdadeira massa restante dos atuais bdrions e dtomos, a
energia dos pares de elétron-pésitron, de mésons, de fétons, vindos de um movimento térmico, e

o ponto zero do “movimento” do gas-fermi.
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Apontamos para pgy a densidade do resto de massa, assim definimos

U
mHN’

u =

(257)

como a energia interna especifica, ambos os pardmetros, py € u, foram medidos momentane-

amente em um local inercial do fluido. Assim a densidade de massa-energia € definida como

- 258
P= (258)

em que V se refere ao volume ocupado pelo fluido. Se a densidade de massa-energia inicial for

mHN
£o % ) ( )

Da definicdo de energia interna 257, temos que
p=po(l+u). (260)

Assim, Schutz afirma existir uma equacdo de estado para a forma p = p(po, u).

De acordo com Fermi (1936), p. 91, a expressdo para estes dois parametros, p e p, €
suficiente para qualquer componente do fluido. A aplicabilidade destes resultados para um fluido
baridnico, depende em partes, de como as equacdes para estes dois parametros irdo caracterizar
o fluido. Um exemplo importante se refere a uma quantidade de calor sendo absorvida por
unidade de massa restante (0¢), em um processo quase estatico do fluido, que pela primeira lei
da termodinamica pode ser definido como

0q = du + pd (i> : (261)
Po

Devido as equacdes de estado para os dois parametros citados, e de acordo com o teo-
rema de Pfaff, presente no anexo A, existem funcdes para a entropia especifica (5) e temperatura
(T'), do tipo S(po,u) e T'(po, u). Assim podemos escrever

du + pd (p_10> =TdS = dgq; (262)

Se definirmos a massa especifica inercial como

Ghu )N 3 (263)

£o Po

Reescrevendo a equacdo 262 na forma

1
du — —dp =T4dS, (264)
Po
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que ocasionalmente podemos usar esta equacao na forma
dp = podu — poT'dS. (265)

Deste modo, claramente podemos expressar py € u como funcdes de p e S, assim a
equagdo de estado é uma fung¢@o do tipo p = p(u, S).

A partir de agora precisaremos considerar as convencdes adotadas Schutz em seu estudo.
Ele utiliza as unidades geométricas, como c=G=1. Os indices gregos vao de 0 a 3 e os indices
em latim vao de 1 a 3. A métrica tem uma assinatura positiva, portanto os intervalos de tempo

sdo negativos, nds definimos o tempo préprio (7) como
dr? = ds* = Gudxtdz”, (266)

consequentemente dr € real e positivo para uma particula se movendo no espaco tempo.
Além da equacgdo de estado, citada acima, a teoria relativistica para o fluido perfeito

também necessita do tensor energia-momento, definido como
" = (p+ p)U"U" + pg"” = pouU"U” + pg", (267)

sendo U" a quadrivelocidade. Devemos lembrar de sua defini¢do, seja a quadrivelocidade
UV =daz¥/dr.

Em um quadro comoével localmente inercial, a matriz de 7" é diagonal e possui os
valores (p, p, p, p). Devido ao fluido perfeito, o tensor stress-energia néo apresenta viscosidade
em termos de transporte-energia. A conservacdo do nimero de barions, € reescrita em termos da

densidade de massa restante pg, assim
V. (poU") = 0; (268)
Normalizando a quadrivelocidade, temos
U'u, = —1; (269)
Assim a derivada covariante nos fornece a equagao
Uu'v,U, = 0. (270)

As equagdes que determinam a dinamica do fluido sdo expressas na forma conservativa,

sendo o tensor stress-energia uma divergéncia livre

Vv, T" = 0. (271)
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Estas 4 equacdes s@o complementadas pelas equacdes 268 e 269, assim determinam o
movimento do fluido, que possui uma equagao de estado conhecida. O significado fisico para as
4 equagoes vindas da derivada covariante 271, fica clara quando separamos suas componentes

entre, paralelo e perpendicular, para a quadrivelocidade. A equagdo paralelaa U é
UV, " =0, (272)
que pode ser reduzida pelas equacdes 268 e 270, a
U"0,p — poU”0, 1 = 0. (273)
Pela equacio 265, a relagdo acima se torna
poTU”0,S =0, (274)

portanto, o movimento do fluido perfeito conserva a entropia por barions.

Devido a 6q = T'dS, estd confirmado que nenhuma onda de calor se propaga, dentro ou
fora, de qualquer elemento de um fluido perfeito durante o movimento.

E possivel construir outras 3 equagdes de movimento independentes e perpendiculares

a U, usando a projecao do tensor
P =467 +UU,. (275)
A equacdo é
PIV, T =0; (276)

Utilizando as equagdes 268, 269 e 270, podemos reduzir isso para

DU,
Dr’

—PY0,p = upoV,UsU" = ppy (277)

que em um estado localmente comével, P, escolhe o gradiente espacial p. Se V' € instantanea-

mente zero, a parte espacial de U, da equacdo 277 se torna

dv
~Vp = (p+p)d—t- (278)

Esta relagdo se refere a familiar lei da forga, justificando chamar (p + p) de massa
inercial por volume.

A equacgdo 278 descreve a resposta dos elementos do fluido em relagdo ao gradiente
da pressdo, e as equacdes 268 e 274 necessitam da conservagdo do nimero de barions e uma

quantidade de entropia contida nos elementos do fluido.
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Introduzindo a representacao de uma velocidade-potencial para a quadrivelocidade de
um fluido perfeito na relatividade geral, permite uma nova representacdo hidrodinamica, na qual
as proprias velocidades potenciais possuem equacio de movimento de primeira ordem, nesta as
mudancas na quadrivelocidade em relag@o ao tempo sdo expressos em termos de Euler-Lagrange,
que muda com o potencial. As velocidades potenciais ndo sdo algo novo para a hidrodinamica
Newtoniana, mas possuem uma limitagao em seu uso.

Sabemos que o movimento rotacional € derivado de um unico potencial, V = V¢, mas
em 1859, Clebsch (1994) mostrou que qualquer movimento newtoniano pode ser representado
por 3 potenciais

V =V¢+aVp. (279)

Esta representacdo possui uma desvantagem, os potenciais («, Se¢) ndo apresentam
interpretacdo fisica individualmente, ou seja, ndo existem equacdes de movimento para eles. Em
contrapartida a representacdo da velocidade-potencial newtoniana, foi introduzida por Selinger
e Whitham em 1968 , como mostra Sieniutycz and Berry (1993), para evitar as dificuldades
comentadas anteriormente. Usando cinco potenciais, dois a mais do que o necessdrio, Selinger
e Whitham foram capazes de fornecer a cada potencial uma equagdo de evolucao e uma inter-
pretacdo fisica independente. Sendo um dos potenciais, a entropia, por exemplo, o outro € um
potencial de temperatura de Van Dantzing. Esta representacdo é uma generalizacdo relativistica
do trabalho de Selinger e Whitham.

As 6 velocidades potenciais - aqui Schutz considera uma a mais, em relagdo ao caso
Newtoniano, pois hd 4 componentes de velocidade ao invés de 3 - todas t€ém equagdes de evolucao
que determinam como elas variam em relacio ao tempo. Estas equacdes constituem uma forma
alternativa das usuais equagdes da hidrodinamica, pois sdo baseadas na divergéncia do tensor
energia-momento,ao invés de simplesmente um complemento.

Selinger e Whitam derivaram suas equacdes do principio variacional. Aqui Schutz
generaliza este principio para incluir os efeitos da relatividade geral. Para fazer isso, as equacdes
de evolucdo para a velocidade-potencial sdo colocadas em uma base firme a parte do principio
variacional, dando uma rigorosa prova da hidrodinamica.

A “versdo velocidade-potencial” da hidrodindmica por contraste, presta-se a mais
natural interpretacdo de Euler-Lagrange. Ela interpreta a quadrivelocidade como um campo
vetorial no espago tempo. Como tal, pode ser representado em termos do campo escalar e de

seus gradientes. Enquanto a particula se move pelo espaco, as grandezas escalares em um dado
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ponto do espaco, simplesmente mudam seus valores com o tempo.
De acordo com o teorema de Pfaff’s, presente no apéndice B, 4 potenciais sao suficientes

para descrever a quadrivelocidade
U, =A0,B+ Co,D. (280)

Enquanto estes 4 potenciais sdo garantidos de existir, eles ndo podem ser fisicamente
uteis. Agora Schutz introduz a representacdo com 6 potenciais, que possuem uma importante

interpretacdo fisica. A representagdo é
1
U, =—(0,¢+ ad, B+ 60,S). (281)
L

Os potenciais 4 e S sdo apenas a massa inercial especifica e a entropia especifica, como
ja definido. As equacdes de evolucdo desta equacgdo, assim como a prova da equivaléncia entre
as equagdes da versdo padrio e as equacdes da versao que introduz a velocidade-potencial se

encontram em A.

53 COSMOLOGIA QUANTICA COM FONTES FERMIONICAS E O FLUIDO DE
SCHUTZ

Para chegar a uma expressao para a pressdo, e a acao de nosso fluido, iremos considerar
os formalismos apresentados acima, e com base em Ribas et al. (2017), iremos reescrever a
relacdo 260 na forma

u=" _1. (282)

Po
Substituindo 282 em 262, chegamos a reacao

d (ﬁ . 1) +pd (i) — TdS. (283)
Po Po

Assumimos que a pressao do fluido é dada pela equacao barotrépica de estado p = wp,
onde w € o coeficiente barotrépico, o qual assumimos como constante. Substituindo esta relagdao
em 283, encontramos a igualdade

P P _ )
—d [ln (—> — wln(po)} =TdS; (284)
Po Po

Em que, por comparag¢do identificamos as relacdes de temperatura e entropia respectivamente

T=2" (285)

Po
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1%

0
Eliminando o logaritmo neperiano de 286, e considerando a pressao do fluido p = wp,

como ja mostrado anteriormente, chegamos a relagdo
p= wesp(l)+w. (287)

Para eliminar py desta relacdo, utilizaremos a entalpia especifica como Schutz apresenta,
dada pela equacao 263, e nesta também iremos substituir a pressao do fluido por p = wp,

chegamos a relacdo

po = §(1+u>; (288)
Substituindo esta relagdo em 287, chegamos em
1 14w
i = e’ (—; w) ; (289)
Usando
p1+w — w1+wp1=w’ (290)
logo
e p1+w
P = m; (291)

Substituindo em 289, e realizando a 4lgebra necessdria, alcangamos a relagao

14w

_ —S/w K ¥ 202
p=uwe (—w—l—1> : (292)

a qual iremos analisar utilizando a métrica de Robertson-Walker. A dindmica relativistica de um
fluido perfeito, acoplado a um campo gravitacional, segundo Schutz, € descrito pela relagdo 281,
que por sua vez, ¢ uma fun¢io ndo possui rotacdo na métrica adotada, deste modo o termo «ad, 3

se torna nulo. Devido a isto a relac@o 281 serd reescrita na forma
1
U, =—(0,¢+00,5), (293)
L
sendo a sua forma contravariante
v vo 1
U" = g"7—(0y¢ + 00,5). (294)
L
Considerando a normalizag¢do da quadrivelocidade U"U,, = 1, temos

1 =g (0,0 + 00,5)(0,¢ + 00,.5). (295)
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Como na métrica de Robertson-Walker, os campo e potenciais sdo descrito como

funcdes que dependem unicamente do tempo, temos
1=+ 68 (296)

Substituindo esta relacdo em 292, finalmente chegamos a expressao final para descrever a pressao

do fluido perfeito de nosso modelo

14w

p:w€S/w <¢+6’S> “ . (297)

w—+1

A acdo para nosso modelo assume a forma
R 1, - - -
s= [dav=g [5 WV — (VD) = @) —p| . (298)

onde 9 e 1) = 1)1+ representam, respectivamente, o campo fermidnico e o campo adjunto, os
quais sdo adjacentes e hermitianos. Neste modelo consideramos as matrizes de Dirac-Pauli,
generalizadas, ou seja, s@o descritas no espago tempo curvo da seguinte forma: v* — I'* = et~?,
onde e/ € um tetrada que carrega informacgdes sobre o campo gravitacional. Estas matrizes

generalizam a 4lgebra de Clifford, como mostrado a seguir:

[, T"] = 2g" (299)
c
1 a b
Tab = 5[7 Y] = 20ap (300)

onde o, sdo os geradores da representacdo spinorial do grupo de Lorentz, definido por 252
Para preservar a invariancia por transformacdes locais, substituimos as derivadas ordi-
ndrias da teoria de campos correspondente, pelas derivadas covariantes 250 e 251, sendo o termo
wzb determinado a partir da defini¢do do termo da conexdo afim (242), temos a relagdo 244.
Para chegar as defini¢des de nosso modelo iremos desenvolver o termo i/ 2wzbaab
presente nas derivadas covariantes. Para que isto seja possivel € necessario realizar um ajuste nos

indices da relagdo 244, assim temos

ab _ _a biTw b a.
wy =epe Ty —e0,el; (301)

Apds o ajuste, substituimos esta, e a equagéo 300 na relacdo i/ 2wfjbaab, com a dlgebra adequada,

e aplicando o método de tetradas, chegamos em

7
ab _
—wu Ogh =

5 (LAY, — Nl Ty — Yl 0es + 1ape™’0,es) ; (302)

1
4



68
Utilizando as relacdes I'), = g5, 1'% € 7, = eg,1'?, temos
7 1 1
§wgbaab =1 (90, T°T T, — €gal°T?0e5) — 1 (mavese™ Ty — nae 0,3 ; (303)

Colocando os semelhantes em evidéncia, temos

7; a 1 v a 1 a
§wubaab =1 (gg,,l“w\ — egaaue/\) r‘r* — Z”abwub' (304)
Como 7w’ = w’, = 0 pois é antissimétrico, assim nos resta
1 14 a
7 (90T — €0a0,e5) rr. (305)

Escrevendo o termo como ey, = gg, €., temos

(90705 — govel0pes) TOT; (306)

|

Deixando os termos semelhantes em evidéncia, definimos

1
Q= — 900 (% — eld,es) TT. (307)

Deste modo as derivadas covariantes, 250 e 251, se tornam

V) = 0up = Qb (308)

Vb = 0,10 + Q. (309)

Um ponto importante a se considerar em nosso modelo, é que o campo fermidnico possui
um potencial de auto interagio, o qual é uma funcdo de 1»¢). Aqui consideramos V' = A(¢1))",
em que A controla a intensidade desta contribui¢c@o e n é constante.

Para escolhermos a base das tetradas, seguimos a métrica de Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker, temos que

Guw = TlabERey; (310)

Assumindo que os indices, latinos assumem os valores a = b = 0,1,2,3 e os indices gregos
assumem os valores ¢ = v = 0,1,2,3. Realizando os cdlculos necessdrios, encontramos 0s

valores ndo nulos

el = ot (311)

(312)
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sendo a o fator de escala vindo da métrica. Com estes valores podemos encontrar as matrizes de

Dirac generalizadas. Através da equagao
' =el~". (313)

Assumindo que o indice, latino assume os valores a = 0,1,2,3 e o indice grego assume

os valores i = 0,1,2,3. Realizando os cdlculos necessarios, encontramos os valores nao nulos

% =4" (314)
€
. 1 .
I ==+ (315)
a

Para encontrar a conexd@o de spin generalizada, iremos utilizar os termos nio nulos para
a conexao afim, segundo a métrica de Robertson-Walker plana (K=0), que sao as relacdes 179 e

180, ajustadas para nosso propdsito se tornam

Y = aa; (316)
1Y, = aa; (317)
Fg3 = aa; (318)
Tl =12, =13, = g (319)

Utilizando a relacdo 307, assumindo os valores para o indice ;1 = 0,1,2,3, e realizando

os calculos necessarios chegamos as relagdes generalizadas

Q=0 (320)

Q =~y (321)
5.3.1 Analise Classica

Supondo que o fluido ndo tenha nenhum grau de liberdade rotacional, e reconhecendo
que o campo depende apenas do tempo, € possivel construir uma Lagrangiana para o modelo.
Quando o tensor de curvatura (186), o campo fermidnico e a pressao do fluido (297) sdo

incorporadas a acdo 298, a Lagrangiana toma a seguinte forma
. L1+t
»+0S

322
w+1 (322)

L= 8ai® — ia® (" — ") + A ()" + a¥e e
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Em nossa andlise cldssica iremos trabalhar com o formalismo hamiltoniano, portanto

inicialmente encontramos 0os momentos conjugados

L
I1, = 8_ = 6aa; (323)
oa
oL a’i -
I, = — = ——" 324
Y= ol 5 V7 (324)
oL 3
My = = = 29", (325)
oy 2
oL b+ 65|
My, =— =a% 5" ot ; (326)
0¢ w+1
1
oL b+ 05 |~
Mg = — = fa’e™5/ o+ = 0TI, (327)
oS w+1
Para montar a funcdo Hamiltoniana, seguimos a relagdo 6, assim temos
H = Tloa + Tyt + M0 + Ty + TS — L; (328)

Substituindo os resultados encontrados dos momentos conjugados, € a Lagrangiana, temos

. . % . ) 1+%
9.2 N30T N0 [ : 3,-S/w ¢+05 — g3 e Sw ¢_+ 05
H = 3aa”— X a” ()" +[p+6S] |a’e ( o1 a’we ] . (329)

Tomando a igualdade 326, temos que

()
Substituindo esta relacdo em 329, temos
H= % — e’ ()" + BS;‘};+w; (331)
Esta pode ser simplificada, utilizando as seguintes transformagdes candnicas
n = —Ilge 511, “ (332)
e
I, = ST, (333)

n ]
Substituindo 333 em 331, chegamos a versao final da Hamiltoniana cldssica do sistema
3

. Ha —3w 3(.7, n
H = 2t a1, = Aa®(dy)". (334)
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Nesta relacao, o primeiro termo se refere inteiramente a gravidade, enquanto que os
dois ultimos, correspondem a troca de energia do fluido e do campo fermidnico com o campo
gravitacional a(t). Esta densidade de Hamiltoniana controla a dindmica cldssica, e também o
ponto inicial para a andlise da mecanica Quantica, que serd discutida na préxima secao.

Notamos que este sistema possui vinculos, originados da definicio de momento, em
outros termos das equacoes 324 e 325. Para identifica-los, utilizamos o método de Dirac para
sistemas vinculados, discutido anteriormente (2), e através dos paréntesis de Poisson (22),

identificamos os seguintes vinculos

Ty =1, + %a%yo ~ 0 (335)
c
T, =TI; — %a3701/1 ~0, (336)

onde o termo ~ 0 significa que a expressdo € fracamente igual a zero. Para obter as equacdes de
movimento, devemos substituir os parénteses de Poisson pelos parénteses de Dirac (32), assim

para cada momento associado, temos

a={a,H}* ={a,H} — {a,T\}C ;' {To,H}; (337)

11, = {[,,H}* = {[l,,H} — {11, }C; {T.H}: (338)
Y ={¢.H} = {.H} - (Y T}C T HY; (339)

¥ ={,H} = {$,H} - {0, }CHTHY; (340)

I, = {I, H}" = {Il;, H} — {11, 11} C, {To. H); (341)
Iy = {1, 0} = {1, H} — {I1;, 11 }C,,) { Ty, H }; (342)
n={nH}" ={nH} - {nT}C,{ToH}; (343)

11, = {IL,,,H}* = {IL,,H} — {I1,, T, }C,;'{T5,H}. (344)

Onde a matriz Cy, é

. — {1, 1} {13} (345)

{1, Th} {1y, T2}

que construida através de 331, se torna

0 ia3~°
Cip = (346)
—iady? 0
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Sendo a sua inversa

el
Col = 0w (347)
12 .0
i’
a3

Assim as equagdes de movimento se tornam

a = %; (348)
. H?z —3w—1 2 T\
T, = 5% + 3wa™ T, = 3a*A(d0)"; (349)
) 3 _
§ = =220 — nid ()" s (350)
6 = =50+ nid(y)" (351)
My = %a3$7° + @’ nA(y)" (352)
I = —5a%) %% + a*nA ()"~ (353)
0=a"; (354)
11, = 0. (355)

Perceba que as equacdes 352 e 353 levam as mesmas equacdes 350 e 351, ou seja,
levam as equagdes de Dirac.
Derivando a relacdo 348 e substituindo em 349, Encontramos a equacao de aceleracdo

para o sistema

i 1|fa\* wII, N 256
=72 |\a) ~ e A N

A dependéncia bilinear do fator de escala escalar (1)1)) pode ser obtida a partir das
equacdes 350 e 351. Primeiramente igualamos a relacao 350 a zero, e em seguida multiplicamos

esta por 1/, chegando o seguinte resultado
R O N (Tl 21,7, 0
VY + 551?1/1 + inA(Y)" Yy Y = 0. (357)

Em seguida, igualamos a relacdo 351 a zero, e em seguida multiplicamos esta por v,

chegando o seguinte resultado
" 3a 5 : To\n—17_0
Yip + §a¢¢ — inA(YY)" Py Y = 0; (358)

Somando as relagdes 357 e 358, temos

Db+ i) + %d‘zw —0; (359)
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Como
d , - d , - —d
= (W) = = ()Y + 9= (¥); (360)
Substituindo esta relacdo em 359 e integrando o mesmo, encontramos
- C
(Wy) = =, (361)

que substituindo em 356, temos

i 1|[/a\® wI, c\"
az—élﬂﬂ —;mm7+A($)

A qual é uma equacao diferencial para o fator de escala como funcao do tempo. Agora

(362)

podemos escrever esta relacdo em termos do tempo conforme, para isso, fazemos a seguinte

troca de variaveis
. da dadn ,

a—a—d—na—aﬁ; (363)
Substituindo a relagao 354, temos
i= 2 (364)
Analogamente temos
jo & _ Swa® (365)

abw qbwt1 ’

Substituindo estes resultados (364 e 365) em 362 e considerando K = wll,, e D = A\C™/2,

temos
1a k D
g6 ) s g e =0 (366)
Supondo a seguinte solugao:
a = cn. (367)
Substituindo 367 em 366, chegamos as relagdes:
2
w=1-—— (368)
3a
e
2
n=2—_—, (369)
B1e"

como deduzido no apéndice C.
Para cada valor adotado para w teremos seus correspondentes para n e «.. Neste trabalho
investigaremos dois cendrios relativisticos, assumindo os seguintes valores: w = 1/3 e w =

~1/3.
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Analisando o primeiro caso, onde w = 1/3, encontramos os pardmetros o = 1 e
n = 4/3. Para que a equacdo 367 seja solugdo de 366, utilizamos estes pardmetros, como

mostrado no apéndice D, encontrando a seguinte relagdo para a contante

1 1/2
~(s=m) o
que substituido na lei de poténcia 367 temos
1 1/2
a = (m) 7. (371)
Ja para o segundo caso, onde w = —1/3, encontramos os seguintes valores para os

parAmetros & = 1/2 e n = 2/3. de forma anéloga ao caso anterior, encontramos a seguinte

relacdo para a constante

c=[8(K — D)%, (372)

que substituido na lei de poténcia 367 temos
a = [8(K — D)|V4n!/2. (373)

Como € possivel perceber, quando o tempo € levado a um valor nulo, ou seja, n = 0 o
fator de escala a, também apresenta valor nulo, e como a pressio e a densidade sdo inversamente
proporcionais ao fator de escala, neste instante uma singularidade € apresentada. Estes resultados

serdo comparados com os obtidos na andlise quantica, que sera realizada no préximo tépico.
5.3.2 Analise Quantica
5.3.2.1 A Equacgado de Weeler-De Witt

Os fundamentos da cosmologia quantica foram explorados e publicados no final dos
anos 60 por DeWitt (1967). Ele compreendeu que o universo primordial, em sua configuracao,
poderia ser descrito utilizando a teoria quantica, pois neste periodo, todo o universo foi formado
pela rdpida expansio de uma mindscula regido I < Mp' ~ 10733¢m. Os efeitos quanticos
desempenharam um papel fundamental durante estes eventos primordiais, sendo a principal
ferramenta de estudos a formulacdo da equacdo de Weeler-DeWitt para a funciao de onda do
universo W(h;;, ¢), onde h;; representa as trés dimensdes espaciais da métrica, e ¢ o campo
de matéria. Para a funcio de onda em um estado estaciondrio, dado por 0¥ /0t = 0. Esta

formulagdo descreve o comportamento da quantidade ¥ em um chamado superespaco, o qual
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ndo é o mesmo usado para escrever teorias supersimétricas. Nossos estudos irdo se concentrar
em uma abordagem simplificada, como explica Guth (1981), em que apenas uma uma parte do
superespaco é considerado, conhecido como minisuperespago, nos dando uma descri¢do de um
universo homogéneo de Friedmann, no qual o fator de escala do universo a assumiu o papel de
todas as quantidades h;;.

Com esse contexto nds iremos encontrar uma fun¢ao de onda para o universo, da qual
podemos calcular valores esperados para as observdveis do modelo. Seguindo as aproximagdes
do minisuperespago, comecamos com a Hamiltoniana do sistema, montada anteriormente 334.
Para passar da Mecanica Cléssica para a Mecanica Quantica, toda observavel estd associada a um
operador do tipo Hermitiano, o qual possui autovalores reais, € transformado em um operador e

como todo operador atua em estados ou fun¢des de onda, temos

A

A (an) =0, (374)

sendo o operador hamiltoniano H atuando sobre a funcdo de onda ¥ (a,n), onde 7 é associado
ao tempo conforme.
Seguindo a prescri¢do usual da Mecanica Quantica, e adotando ¢ = h = 871G = 1,

escrevemos as outras observdveis presentes na hamiltoniana em operadores

a—a, (375)
2 L0 0
Ha — Ha = —Zha = —Z% (376)
€
. 0
I, — 11, = ~ig (377)

Substituindo estes no operador hamiltoniano, chegamos a equacao de evolugio para a

func¢do de onda
02 ¢3! AC™W ov
— — =1—. 378
da? 12 @3- an (378)

Para resolver esta equagdo nés escrevemos V(a,n) = ®(a)T'(n), e utilizando o método
de separagdo de varidveis, temos

AT P01 A idl
da? 12a a3V | T dn’

(379)
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a qual é igual a uma constante de separagio £, assim de 379, chegamos a solucéo de 7'(7)
T = Ae 'Fn, (380)

Para encontrarmos uma solug@o para o primeiro termo de 379, € necessario fazer a
seguinte mudanga de varidvel ® = /a(a), assim realizando os célculos necessérios, chegamos
em

d 1
a’— +a—+¢& <_Z +24Da573" + 12Ea3w+3) =0. (381)
a a

Esta equacdo ndo tem uma solugdo geral, portanto neste ponto iremos definir valores de

w € n, assim encontramos as seguintes solugdes:

Paraw = 1/3en = 4/3, temos

sen(2a+/6D + 3E) cos(2a\/6D + 3E)
+ By .
Vva Vva
Como ® = /a&(a), entdo {(a) = ®(a)/+/a, assim temos

£(a) = By (382)

®(a) = Bysen(2av6D + 3E) + Bycos(2avV6D + 3E), (383)

onde B; e B sdo constantes de integracdo. Combinando as solu¢des 380 e 383, chegamos a

seguinte funcdo de onda
U(a,n) = Ae """ Bysen(2aV6D + 3E) + Bycos(2av/6D + 3E)). (384)

A func¢@o de onda V(a,n) deve respeitar a condi¢do de contorno W(0,7) = 0.
A equacdo 384 precisa ser vilida para qualquer 7, isso implica que B, = 0, logo esta
relacdo se torna

U(a,n) = Ae "B sen(2aV/6D + 3E); (385)

Considerando a superposi¢do de E, integramos a relacao 385, temos
U= /00 e V6DH3E) =i B, sen(2av/6D + 3E)dE; (386)
0
Fazendo uma mudanca de varidvel, onde r = 6D + 3, assim temos
U = /OO e_r(”m/s)e%”DBlsen(\/M)dr; (387)
0
Utilizando a integral tabelada

00 14/ —m/4b
/ e " sen(v/mzx)dr = —%; (388)
0

2 b3/2
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Temos o seguinte resultado

2

. 1 Vrda2e T3
§ = 2nbpg S VTRUETT (389)
2 (y +in/3)*?

Fazendo a normalizacdo

< U >= / YUl =1, (390)
0

1—3w

sendo o termo a incluido para garantir que o operador hamiltoniano seja hermitiano. Como

deduzido em E, encontramos o seguinte valor para a constante

B = 2 (1)3/2, 391)

~ oA g
que substituido na fun¢do de onda, temos

4 9 3/4 aﬁ 2iDn _—a?
— s Vet y+in/3 392
o (7) CERTYE EA (592)

Para encontrar o valor esperado, fazemos
< VUla|V >=<a >= / aV*Vda. (393)
0

De forma andloga, ajustamos os exponencial de tal forma que possamos combiné-los,

assim chegamos ao seguinte valor esperado

91/2 1 ) n? 1/2

De maneira semelhante iremos encontrar o valor esperado para o fator de escala para os

valores w = —1/3 e n = 2/3. Utilizando a relagdo genérica 381, temos
d*¢ d¢ 1
P2 ta—r> —= + (24D + 12E)a" | = 0. 395
ada2+ada+§< 4+( +12E)a (395)
Fazendo uma mudanca de varidvel onde 7% = 24D + 12F, a relacdo 395 se torna
d*¢ d§ 1
2 4,2 _
CLW—FCL%—Fg(GT _Z__L>_07 (396)
sendo a solugdo para esta
L 5 L 5
(a) = BiJiya ;e + BaY1/4 U (397)

sendo Jy /4 € Yy /4 fungdes de Bessel, respectivamente de primeira e segunda espécie.
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Como By = 0 pois a funcdo de Bessel de segunda espécie € nula na origem, e assumindo

que &(a) = ®(a)/+/a, entdo a relagdo 397 se torna

ra®
CI)(G) = B1\/a<]1/4 <7> ) (398)

Considerando a mudanca de varidvel feita, a fung¢do de onda se torna

2
U(a,n) = e—mr2/12€2inDBl\/aJ1/4 (%) : (399)
Considerando a superposi¢ao de onda, temos
* ra® 02 119 2D
U = / A(r)BivaJ (7) e~ 12620 gy (400)
0

Escolhe-se A(r) = e~/ assim podemos utilizar a integral tabelada

00 v 2
/ /e ] (Bx)dx = @fﬁefx; (401)
0

Chegamos ao resultado

_ Bivadi(a/ )t T —(a?/4)°
"o 2(y + i77/12)]5/4 {4(7 + 2'77/12)} ' (402)

Fazendo a normalizacdo
<V >= / a' TEUTr =1, (403)
0

encontramos o seguinte valor da constante 3

8~5/AT(3/4)
By =/ — (404)

Substituindo o valor encontrado para a constante (404) na funcdo de onda (402), e

fazendo o célculo do valor esperado através da relacao
< V|V >=<a >= / A U*Wda; (405)

0

Chegamos ao resultado

121/4/31'(3/4
<a>= —M(MMQ + )4 (406)

3 VAT
Em ambas as solucdes, 394 e 406, podemos perceber que quando o valor de 7 se torna

muito alto, a soluc@o coincide com o caso classico, e quando o valor de 7 se torna nulo, a

singularidade € eliminada.
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5.3.2.2 Formula¢dao de Bohm na Mecanica Quantica e o Potencial Quantico

Na formulacdo de Bohm-deBroglie, explicado por DeWitt (1967), Muniz et al. (2019)
e Manoel et al. (2011), admite-se a existéncia tanto da particula como ponto material, quanto
da onda representada por W. A onda guia o movimento da particula, ou seja, trata-se de uma
onda piloto, assumindo um universo simples e deterministico, diferente da interpretacdo de
Copenhague, ou ainda da interpretacdo de muitos mundos. Nesta teoria o estado do universo
evolui suavemente através do tempo, e mais uma vez diferente da interpretacao de Copenhague,
ndo h4 colapso da fun¢do de onda quando media¢Ges ocorrem, entretanto assume-se a existéncia
de um grande ndmero de varidveis ocultas, as quais nunca poderdo ser diretamente mensuradas.

Considerando a equagdo de Schroedinger em uma dimensao

2 92

zhaa—\f = —;—m% + V', (407)

Escrevendo W na forma polar, temos
U = R(x,t)e @/, (408)

Fazendo as derivadas presentes na equagao de Schroedinger, temos

OV _ OR ;s n iReiS/ha_S

ot ot h ot (%09)

€

. . LN\ 2 2 .
h Ox h Ox?
410)

02 0?2 h Ox Ox Ox Ox h

Deixando em func¢do de ¥, temos

ov VYIOR i _0S
o Rot R ot 1

922 RO:2  nRovor

Assim a equacdo de Schroedinger fica

- (o U= (412)

2V¥  WOR 2iVOROS i\% /05\? i 928
— W
h 0x?

U OoR a8 h2
LUOR L 0S K
e TV om

Raldiil _ - (22 voZ2
R8x2+hR8x8x h? \ Ox +

2 . 2 . 2
Vo‘R 20WO0ROS W [0S 1 0°S LV @413)
h Ox?

Esta equacdo pode ser separada em parte imagindria e parte real, assim, respectivamente, temos

[ROR h OROS h 9°S S R 19*R 1 [0S\*
R T R e

"Rt Tomozor " 2moa? oz
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A parte real € a equacao de Hamilton-Jacobi com um termo adicional, que se refere ao

potencial da teoria. Da parte real, consideramos apenas o termo

R* 1 0°R
- o 415
2m R 02’ 413
o qual corresponde ao Potencial Quantico, sendo a equacdo de movimento dada por
oS
II=—. (416)
Ox

O Potencial Quantico representa uma fun¢do no espago de configuragdo da mecanica
Bohmiana que é determinada por sua propria fun¢do de onda. Os efeitos quanticos sdo gerados
por este novo potencial ndo local, o qual também evita a singularidade. Para os modelos que
o utilizam, a fonte de curvatura sdo fluidos de radiagdo ou um campo escalar livre, o que se
assemelha a nosso modelo, tornando vélida sua inclusdo na pesquisa.

Tendo em vista as teorias apresentadas acima, iremos desenvolvé-las para 0 nosso
modelo. Inicialmente apenas a formulacdo de Bohm, e posteriormente iremos desenvolver o
Potencial Quantico.

Relembrando que a fun¢do de onda para os valores w = 1/3 e n = 4/3, é descrita
pela equacao 389. Para que este seja escrito na forma polar, ou seja, na forma da relagdo 408,
precisamos fazer com que a parte imaginaria do denominador da exponencial ndo esteja mais
presente. Assim faremos uma multiplicacdo, assim como em 489, nos fornecendo a relagao

e?mP By/4ra? cxp [—a27 + azin/?)]

2(y +1in/3)3/2 Y2+ 12/9

(417)

Separando as exponenciais com apenas termos imagindrios, € com apenas termos reais,
assim como o a dedugdo acima (414), e realizando outros cédlculos necessdrios, como mostrado

em F, chegamos a seguinte equa¢do de movimento

2
I, = 95 - L/?” (418)
da  ~v2+n%/9
e lembrando de 323, temos a igualdade
2an/3 :
———— = baag; 419
V24 n?/9 @
Aplicando a mesma relagcdo de 363, temos
2n/3 6d
n/3__ Gda (420)

VP9 ady



81

Finalmente aplicando a separacdo de varidveis e integrando, chegamos em
a=c\/v+ —, (421)

a qual coincide com 394, sendo c a varidvel oculta da teoria.

De forma andloga encontramos um resultado semelhante quando assumimos w = —1/3
e n = 2/3. Relembrando do pacote de ondas 402, o qual devemos separar as exponenciais em
imagindria e real, como mostrado em G. Analogamente ao caso anterior, iremos escrever o termo

~ + in/12 na forma polar, assim a fung¢éo de onda se torna

By/a [ a* 1/4 1 —9a’ty 3a*n 5
=" (— i(onD+—— 21 Ty
25/4 ( 2 > (2 + 2 iaapE P Taa 1o | P P\ T a1 1))
(422)
que nos levando a seguinte equacao de movimento
12a3
m =99 12am (423)
Oa  4(144~2 + n?)
E lembrando de 323, temos a igualdade
12an
= 6aa; 424
A(1day? 4oy (29
Aplicando a mesma relagao de 363, temos
3a’n yda (425)
—— =6a"—.
14442 4+ n? dn
Finalmente aplicando a separacdo de varidveis e integrando, chegamos em
a = c(144~* + n*)Y4, (426)

A qual coincide com 406, sendo c a varidvel oculta da teoria.

Iremos testar também, a formulac@o do Potencial Quantico e comparar aos resultados
anteriores. Como anteriormente, o primeiro caso a ser analisado, serd com a escolha dos valores
de w =1/3 en = 4/3, assim a equagdo de evolugdo para a fungdo de onda, dada pela relacio
378, se torna

1 0°0 0¥ 2D

- I _ Ty =0: 427
12a da?  a On a ’ 427

Multiplicando ambos os lados por —a, temos

1020 OV
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De acordo com a formulacdo de Bohm, iremos escrever a funcdo W como mostra a
relacdo 408, seguindo a mesma, é necessario adequar as derivadas parciais obtidas para o tempo
e espacgo, que respectivamente sdo 411 e 412, em nossas varidveis de tempo e espago, que

respectivamente sdo 7 e a, transformando as relagdes mencionadas em

oV _10R 0S

— = —— —U 42
on  ROn * Z877 (429)
© 2
0 1 0°R 2i 0ROS oS 0S8
Substituindo as relacdes acima (429 e 430) em 428, temos
1 |10*°R 20SOR 0°S [dS\* _[10R 0S

Ajustando sinais e simplificando termos, temos apenas a parte real para analisarmos

95\ 2 a8 1 R
(%> + 120_77 + (_EW — 240) =0, (432)

em que o Potencial Quantico é dado por

1 0°R

Como na formulagdo de Bohm, separamos a fun¢do de onda em parte real e imagindria,
como mostra a relagdo 498. Para facilitar nosso estudo, iremos realizar alguns ajustes na parte

real da fun¢do de onda, escrevendo assim

Ba —a?y
R = 2o | e 2o | (434)
(v* +n?/9) 7+ 17/9
sendo a constante 5B dada por
4 /y\3/2
B= s (}> V7. 435)

Assim obtendo a derivada necessdria, e realizando as simplificagcdes, chegamos ao

seguinte potencial Quantico

Q:_

17 —6 342
{ i @ } (436)

- +
a |y +n?/9 (V¥ +n?/9)?
sendo a a ideia de valor esperado, cujo valor na formulacdo de Bohm € dado por 421, temos

6y 1 4y2C?
= — — . 4
= C TR ) (437
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Analogamente, podemos encontrar o Potencial Quantico para o caso em que escolhemos
os valores w = —1/3 en = 2/3, sendo a fungio de onda com a parte real e a imagindria separada,
dada pela equacdo 503. Desta a parte real ja ajustada para nosso calculo é

Ba 1 —9qaty
R = — , 438
23/2 (14472 + n2)5/86xp {14472 T ,72] (438)

sendo a constante 33, igual a 404. Obtendo a derivada necessdria, e realizando as simplificacdes,

chegamos ao seguinte potencial Quantico

B 180a?y 1296a5+2
14492 + 2 (14492 4 n2)2”

Q (439)

em que a traz a ideia de valor esperado, cujo valor na formulacdo de Bohm é dado por 426,

temos
180C?y — 1286C6~?

(14472 + 9?)1/2

Através destas duas relacdes, 437 e 440, percebemos que em 1 = 0 o potencial possui

Q= (440)

uma intensidade maxima, impedindo que o universo atinja a = 0, e a medida que o tempo evolui

a decai, e o caso cldssico assume o papel da evolugdo do mesmo.
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6 COMPARACAO ENTRE A FORMULACAO CLASSICA E A FORMULACAO QUAN-
TICA

Comecamos nossa andlise discutindo a evolugdo do fator de escala para os casos
classicos. Como discutido no capitulo anterior (5.3.1), inicialmente temos a evolucdo para o caso
onde w = 1/3. Através da equacdo 371, obtemos a figura 4, que descreve a evolugfo para o fator
de escala (a) em funcdo do tempo conforme (7). Nesta figura percebemos claramente o momento

em a singularidade ocorre,emn = 0 e a = 0.

Figura 4 — Evolucao do fator de escala para a solucéo classica com a escolha de
w=1/3.

200

— aln)

150

125

0.75

00 02 04 06 08 10
n

Fonte: Autoria prépria.

Seguindo nossa analise, a evolucdo para o fator de escala em fun¢do do tempo conforme,
com a escolha de w = —1/3, regida pela equagdo 373, nos fornece a figura 5. Nesta também é
clara a presenca da singularidadeemn =0e a = 0.

As singularidades nos casos classicos nao dependem das propriedades das fontes
escolhidas para a expansd@o, mas s@o inerentes as propriedades dos modelos clissicos. Este é o
conhecido da singularidade inicial. Nos casos que envolvem os efeitos quanticos, percebemos
que esta singularidade ¢ evitada devido ao Efeito Bouncing, explicada por Pinto-Neto (2021).
Nestes modelos o universo precede uma fase de contraco, atingindo um valor minimo de raio, o
que ocorre em 7 = 0, e entdo volta a se expandir. Neste momento em que o universo apresenta
um raio minimo, ocorre devido ao potencial quantico, o qual gera uma forca repulsiva neste
ponto, impedindo a passagem pela origem.

Vejamos o primeiro caso da solugdo quintica, cujo w = 1/3, regido pela equagio 394,
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Figura 5 — Evolucao do fator de escala para a solucéo clissica com a escolha de
w=-1/3.

200

— aln)

175

Fonte: Autoria prépria.

nos fornece a figura 6.

Figura 6 — Evolucéo do fator de escala para a solucio quintica com a escolha de
w=1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

O segundo caso, cujo w = —1/3, regido pela equagio 406, esta representado na figura

Nos proximos grificos vemos a evolucao do potencial quantico, que é descrito como
uma funcdo do tempo conforme 7. Para o caso em que w = 1/3, regido pela equagao 437, nos
fornece a figura 8, e para o caso em que w = —1/3, regido pela equacdo 440, nos fornece a figura
9. Note que em ambos o0s casos o potencial quintico tem seu valor maximo em 1 = 0 gerando

uma for¢a de repulsdo que impede a passagem pela origem, como ja mencionado acima.
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Figura 7 — Evolucéo do fator de escala para a solucio quintica com a escolha de
w=-1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 8 — Evolucio do potencial quéntico com a escolhade w = 1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

Nas figuras 6 e 7, apresentamos a evolucdo para o valor esperado do fator de escala
< a >, para os casos w = 1/3 e paraw = —1/3 respectivamente. Destaca-se nestas curvas o fato
de o universo apresentar uma fase anterior a expansao, ou seja, uma fase de contracao a partir
da qual ele contrai até um valor minimo de < a >, ndo atingindo o valor < a >= (), evitando
assim a singularidade. Notamos que para o caso w = 1/3 o valor minimo para o valor esperado
do fator de escala é menor que o caso em que w = —1/3. Esse fato pode ser compreendido
quando utilizamos a formulagdo de Bohm para a mecanica quantica. Nesta formulac¢dao obtemos o
comportamento do potencial quantico, para o caso w = 1/3 e paraw = —1/3, representados nas

figuras 8 e 9 respectivamente. Percebe-se que o caso w = 1/3 o potencial quantico possui uma
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Figura 9 — Evolucéo do potencial quéntico com a escolha de w = —1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

menor amplitude em relagdo ao caso w = —1/3, acarretando assim um menor efeito repulsivo
nas proximidades da origem implicando em um raio minimo menor para < a >, em relacdo ao
casow = —1/3.

Nas figuras 10 e 11, comparamos o fator de escala a cldssico com o caso quantico
< a >, paraos casos w = 1/3 ew = —1/3, respectivamente. Percebemos, a partir destas figuras,
que apds o decaimento do potencial quantico, os efeitos quanticos sdo diluidos, e as solugdes

cldssicas e quanticas coincidem.

Figura 10 — Evolucio do fator de escala para a solucdes classica e quintica com a
escolhade w=1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

Atente-se ao fato de que as formulagdes, cldssicas e quanticas, coincidem em um 7

que o valor do respectivo potencial quintico volta a ser nulo. Para o caso em que w = 1/3, as
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Figura 11 — Evolucio do fator de escala para a solucoes classica e quéintica com a
escolhade w = —1/3.
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Fonte: Autoria prépria.

formulagdes coincidem em um 7 > 0,6, onde seu respectivo potencial quintico apresenta valor
nulo. E por fim, para o caso em que w = —1/3, as formulagdes coincidem em um 7 > 0,4, onde

seu respectivo potencial quintico, também apresenta valor nulo.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho desenvolvemos um modelo para a fase pré inflaciondria do universo, onde
o campo fermidnico com potencial de auto interagdo e o fluido relativistico no formalismo de
Schutz fazia o papel da for¢a do campo gravitacional. Para a andlise cldssica o formalismo hamil-
toniano € aplicado a acdo, e como apresentado os graus de liberdade do fluido sdo corporificados
ao tempo conforme. Além disso, a expressdo cldssica para o fator de escala em funcio do tempo
conforme, foi determinada e analisada graficamente. Para a aproximacdo quantica, utilizamos a
equacao de Wheeler-DeWitt , assim como o potencial quantico. A ideia de valor esperado para
o fator de escala foi obtida, e condiz com as solucdes encontradas para o potencial quantico.
Enquanto a solugdo cldssica para o fator de escala apresenta uma singularidade conhecida a
medida que 7 se aproxima do valor nulo, na solu¢do quantica vimos que o valor esperado para o
fator de escala é precedido de uma fase de contracdo, chegando a um valor minimo, ocasionado
pelo efeito Bouncing, onde o universo comeca a se expandir. Nesta mesma fase, a formulagdo do
potencial quantico, apresenta um valor maximo, gerando uma forca de repulsdo que impede a
passagem pela origem. Ao compararmos ambas as solucdes, cldssica e quantica, na medida que

o universo evolui, os efeitos quanticos sdo diluidos e ambas as solugdes coincidem.
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APENDICE A - O FLUIDO DE SCHUTZ

As equacdes de evolucdo para a representacao de 281 sdo:

Vu(poU") = 0; (441)
vo,s =92 _ o, (442)
dr
U a0 = 99 o, (443)
dr
d
U"0,8 = 45 _ 0; (444)
dr
d
dr
U"0,0 = “_ T. (446)
dr

Das equacdes 281, 442, 444 e 445, segue o resultado
u'v, = —1. (447)

Nao ha uma equacgdo para . A evolugdo pode ser calculada das equagdes 441, 442 e da
equacao de estado.

A prova da equivaléncia entre as equacdes da versao padrdo e as equagdes da versdao
que introduz a velocidade-potencial serd apresentada utilizando o teorema a seguir. Este é
estabelecido para mostrar como as equagdes de cada versao implicam as das outras. O teorema
deve ser considerado como uma identidade algébrica, logo as equagdes sdo assumidas diferentes
daquelas explicitamente mostradas no teorema.

Seja U a quadrivelocidade como uma componente de um fluido. Definindo o tensor 77
com as componentes

T7 = popU, U + poy. (448)

Definindo as funcdes escalares ¢ e 0 pelas equagdes diferenciais

@ __, (449)
dr

(&
aw _ (450)
dr

Definindo a entropia pela equagao

1
TdS = dp — —dp. (451)
Po
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Exigindo uma conservacdo de entropia e barions durante o movimento do fluido, temos

dsS
— = 452
dr 0 (452)
e
V. (poU") = 0. (453)

Nao € imposto qualquer outra equacdo de movimento, portanto a relacdo apresentada a

seguir € uma identidade.
Lu(uU, — 8,6 — 00,5) = %VUT;’, (454)
onde Ly denota a derivada de Lie em relagdo a U.
Schutz aponta que este teorema € verdadeira mesmo se V,717 # 0. Quando 77 é
definido pela equacdo 448, este ndo € o tensor stress-energia completo para o fluido.
A prova deste teorema vem de uma simples derivada de Lie, cujas propriedades podem

ser encontradas em muitas referéncias, como por exemplo em Yano (2020). Note que as definicdes

451 e 452 levam a
1
LU(NUIJ - al/¢ - 981/5) = UUVU(MUU) + p_az/p; (455)
0
Analogamente, aplicando a equacgao 453 na divergéncia de 448, chegamos em

1 1
—V,17 =U°’V,(uU,) + —0,p. (456)
Po Po

A prova da equivaléncia entre as duas versdes serd apresentada de duas maneiras, a

primeira delas mostra como a versao das equagdes contendo a velocidade-potencial implica na

versao padrao. Para isso, voltamos a representacdo de U com a velocidade-potencial, 281 que

nos leva a
pU, — 0,¢ — 00,5 = ad,B; (457)
Consequentemente, temos
Lu(pU, = 8y — 60,5) = Lu(ad,B) = 0, (458)
onde a dltima igualdade segue de
Z—i = % = 0; (459)

Assim o teorema nos da

V,T7 =0, (460)
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a qual € a versdo padrao das equagdes de movimento.

A segunda maneira de apresentar a prova entre as versdes, mostra como as equagdes
da versdo padrdo implica nas equacdes que contém a velocidade-potencial. J4 pontuamos 3
equacgoes

dep dodS
o= i =T =0 (461)

Assim, € necessario apenas mostrar a representacio da versao contendo a velocidade-

potencial para U é

1
U, = ;((%gb + ad, B+ 60,S). (462)
Relembrando das duas equagdes de evolugdo
do
— =0 463
dr (463)
e
d
dp =0. (464)
dr

Do teorema mencionado e da equacdo de movimento da versdo padrdo, temos
V,T) =0, (465)
que juntamente com o teorema, implicam em
Ly(pU, — 8,6 — 69,5) = 0; (466)

Isto nos leva a um segundo teorema: seja uma fungdo de o, 5 e y

:U’UV - V¢ - 88115 = aauﬂ + au’Y (467)
€
da dB  dy
o 46

Para provar esta, nds definimos
Wr/ = ,UUV v Cb - 901/57 (469)

sendo W, ortogonal e Lie-dragged a U” (que € a derivada de Lie em U"” igual a zero), expresso
em coordenadas comdveis (7, 3/ de tal modo que U” = d¢), isso significa que Wy = 0, dyW,; = 0.

Do teorema de Pfaff, para N=3, temos

Widy' = adB + dv, (470)
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com «, 3 e v fungdes apenas de y'. Consequentemente as equacdes 467 e 468 sdo validas em
qualquer sistema de coordenadas. Note que ¢ € definido apenas pela diferencial dp/dr = —p,
entdo qualquer func¢do que nao depende de 7 pode ser combinada com ¢ sem mudar qualquer
resultado, como a fungao ~, o qual pode ser “absorvido” por ¢ através do segundo teorema,

assim a representacdo da velocidade potencial é
(uU,02"), — (pU,02" ) = (0¢)o + (065), — (6.5)o. 471)

Deste modo finalizamos a demonstracdo de como as versdes padrao e velocidade-

potencial sdo equivalentes.
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APENDICE B - TEOREMA DE PAFF

Ocasionalmente tivemos que utilizar o teorema de Pfaff neste trabalho. Uma aplicacdo

deste teorema, familiar aos conceitos da fisica, € o critério de integrabilidade na forma “Pfaffiana”

N
> filah)da' (472)
=1

; Este critério € relacionado a segunda lei da termodindmica e conduz a defini¢do de entropia e
temperatura, para as muitas componentes de um sistema, no entanto, o teorema de Pfaff € muito
mais geral que a segunda lei da termodinamica. O teorema diz que se f;(z*) sdo N fungdes de

N varidveis independentes ¥, entdo existem fungdes A, (z*), B, (z*) e C(x*), de tal modo que

N/2
Zfldx —ZA dB,, Se N for par (473)
e
(N-1)/2
Zfzdx =dC + Z A.dB,, Se N for impar (474)

, consequentemente temos respectivamente
N/2 (N-1)/2
oC 0B,
ZA a i ou fz == % + Z AQW (475)
a=1
O numero de func¢des permanece inalterado, mas o nimero de diferenciais € cortado
essencialmente pela metade. O teorema de Pfaff define um limite superior minimo no nimero de

diferenciais requeridas, pode-se precisar de um nimero inferior, mas nunca um nimero superior.

Este limite superior minimo, depende apenas do nimero de varidveis independentes, por exemplo,

se a; (") e B;i(x*) sdo 2N fungdes, comi = 1,..., N de n < N varidveis independentes, entdo
n P 1
zm@ S50 @s)
=1 k=1

A expressao
N

o
' Oxk

i=1

477)

, sdo n fungdes de n varidveis. Se, por exemplo, n for par, entdo obtemos

n/2

N
D adB = Agdp, (478)
=1 o=1
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Para N = 2, a equagdo A2 apresenta um aspecto familiar, onde toda forma diferencial

com duas varidveis possui um fator de integragao.
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APENDICE C - DEDUCAO DE 482 E 483

Substituindo 367 em 366, temos

1 K D
a—2 2 a—2
COé(CK B 1>77 -5 (6(&) - 1) - C—3w+2n—3wa+2a + C3n—6w—1n3na—6wa—a

5 = 0. (479)

Para que esta relagdo seja resolvida, impomos que os expoentes de 7 tenham a seguinte

relacdo de igualdade

3wa — 2 =a — 2 (480)
e
—3dna + bwa +a =a — 2. (481)
Assim teremos o fator comum 1% 2.Das relagdes 480 e 481, chegamos as relagdes
2
w=1—— (482)
B1e"
e
2
n=2-——. (483)
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APENDICE D - DEDUCAO DA CONSTANTE 486

Voltando a relagdo 479, ja com o fator comum 7®~2 substituido. Quando este é colocado

em evidéncia, temos

o 1 K D
" |eala —1) = §ca2(6w —1) - —3w+2 + Bn—bw—1| 0; (484)
Substituindo as relacdes 482 e 483, temos
3 5 -2
——ca+ca+c o (D—-K)=0. (485)

2

Desta poderemos encontrar o valor da constante ¢ da lei de poténcia, basta substituir os

valores de w, o e n, assim para w = 1/3 chegamos a relagio

1 1/2
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APENDICE E - DEDUCAO DA CONSTANTE 492

Fazendo a normalizacdo
(487)

< U >= / TPl = 1,
0

incluido para garantir que o operador hamiltoniano seja hermitiano. Assim

sendo o termo a3
,1 da’r 2
evtin/3ev=in/3dq = 1. (488)

temos
o
B2-
1 2 2/0)3/2
/0 4 (> +n7/9)%
Precisamos alterar as exponenciais de forma que seja possivel somé-las, assim fazemos

as seguintes multiplicacdes
) _ i 2 a2n/3
exp | —— (v f) = exp { @yt n/ } (489)
o+ (=) 2+ 02/9
e .
_ 2 +m n2a 2 3
eap | —— ( f) — exp { X n/ ] (490)
(r=%) (v +7%) LA
Encontramos o seguinte resultado
B? V18
1 ﬁ 93/2(72 + 772/9)3/2 =1; (491)
(72 +7?/9)%/2 1296~%/2
(492)

Isolando a constante By, obtemos o seguinte resultado
4 /y\3/2
Bi=s5m(2)
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APENDICE F - DEDUCAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO 500

Partindo de:

02D BA/Im a2 [azﬂ/ + a??ﬁ?,‘r/3] . (493)

20y + in/3)32 P | T e /9

Separando as exponenciais com apenas termos imagindrios, € com apenas termos reais,

temos
BvV4ma? —a?y a%in/3
= - ex exp | 2inD + ————| . 494
v e ) < (20D + g o
Iremos escrever o termo 7 + 47/3 na forma polar. De acordo com a figura
Imaginério 4
U
Bl Y ¢
|
ﬁ; R;I'
Fonte: Autoria prépria.
Chegamos as seguintes relacdes
senf = L (495)
e
cos) = — 1 (496)
EESOE
Assim temos
I - 3
v+ ?3ﬂ =72+ 7;2/96“9, sendo 0 = m"ctg%; 497)
v

Substituindo este resultado em 494, e agrupando os termos semelhantes, temos

BvV4ma? —a’y a’in/3 3
v = oxp | ———— | cap i | 2nD + ———— — =0 | |, 498
272 + /oyt {“/2 + TJ2/9] o [? ( s 2 H ' 9

onde a funcio S é
a’n/3 3
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Assim a equacdo de movimento € dada por

08 2an/3

M= =
da 2+ 12/9

(500)
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APENDICE G - DEDUCAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO 505

De forma andloga encontramos um resultado semelhante quando assumimos w = —1/3
e n = 2/3. Relembrando do pacote de ondas 402, o qual devemos separar as exponenciais em
imagindria e real, da seguinte forma

_ Bva(/2)'* - { —36a*y
[2(y +in/12)]5/4 4(144~2 + 1?)

3ia’n
11442 + 1)

] exp {%nD + (501)
Analogamente ao caso anterior, iremos escrever o termo -y + i7/12 na forma polar

+ ——¢¥, (502)

Assim a fun¢do de onda se torna

Bya (a\"* 1 —9aty 3a’n 5
UV=——1|— |\ 2nD + ———F—— — =0
25/ ( 2 ) (72 + /14y P {14472 +?72} o [Z ( A ) d )} ’
(503)
sendo a funcdo S
3a’n 5
S=2nD + ——F——— — 0. 504
TSR R S (504)
Logo a equacdo de movimento € dada por
S 12a®
I, = — = a7 (505)

T Ba A4 42
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