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RESUMO

MADRUGA, Alisson L. M., STOCCO, Luis, F. B., MALNARCIC, Nicolas F.. FILTRO
DE PARTICULAS APLICADO AO RASTREAMENTO E PREVISAO DE EPIDEMIAS.
75f. Trabalho de Conclusdo de Curso - Engenharia de Controle e Automacdo, Universidade

Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba 2020.

Um dos objetivos da filtragem estocdstica € obter estimativas confidveis o mais proximo possivel
dos valores exatos. Devido a essa caracteristica, buscou-se aplicar métodos de filtragem
estocdstica ao problema de previsdao e rastreamento de epidemias. Na literatura, trés tipos
de modelos que representam dindmicas populacionais diferentes durante epidemias podem
ser encontrados: modelo SIS (Suscetiveis Infectados Suscetiveis), modelo SIR (Suscetiveis
Infectados Recuperados) e modelo SEIR (Suscetiveis Expostos Infectados Recuperados). Esses
modelos sdo ndo lineares, motivando a aplica¢do de filtros estocdsticos ndo lineares para a
obtencdo das estimativas. O foco desse trabalho € a aplicacdo do Filtro de Particulas aos
modelos SIS, SIR e SEIR. Para efeito de comparacdao de desempenho, o Filtro de Kalman
Estendido também foi estudado. Ambos os filtros estocésticos foram implementados através do
software MATLAB, o qual também foi utilizado para gerar os dados dos modelos. Os dados dos
modelos foram gerados de duas formas diferentes: (i) a partir do préprio modelo matemético,
denominado GS (Geragdo Sintética); e (ii) através do algoritmo aberto MOSES (do inglés,
MATLAB-Based Open-Source Stochastic Epidemic Simulator). Para efeito de comparagao,
obteve-se o desempenho dos filtros implementados com base no RMSE (do inglés, Root Mean
Squared Error) das estimativas em relacio aos valores exatos/simulados. Os resultados obtidos
ficaram, em 4 das 5 simulag¢des, dentro do que era esperado, com o FP apresentando menos erro
que o FKE.

Palavras-chave: Epidemia, Modelos ndo lineares, Modelo SIS, Modelo SIR, Modelo SEIR,

Filtragem Estocastica, Filtro de Kalman Estendido, Filtro de Particulas.



ABSTRACT

MADRUGA, Alisson L. M., STOCCO, Luis, F. B., MALNARCIC, Nicolas F.. PARTICLE
FILTERS APPLIED TO TRACKING AND PREDICTION OF EPIDEMICS. 75p. Engenharia

de Controle e Automacao, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba 2020.

One of stochastic filtering objectives is to obtain more reliable and trustworthy data. Due to
that characteristic, it was decided to apply some of the most well-known stochastic filtering
methods to predicting and tracking epidemics. Through literature, three different models
that represent populational dynamics in epidemics were obtained. The models are: SIS
(Susceptible Infected Susceptible) model, SIR (Susceptible Infected Recovered) model and
SEIR (Susceptible Exposed Infected Recovered) model. In all these cases, white noise was
added to the data set in order to simulate a real measurement sample. Since the models are
all non-linear, all the stochastic filters applied to the models are non-linear as well. This work
is focused on the application of the Particle Filter to the aforementioned models. However,
for matters of comparison, the Extended Kalman Filter was also implemented. Both filters
were implemented using MATLAB software. The data obtained from the models was also
generated in MATLAB, but through two different methods. The first method was with the
data being generated based on the model itself, which was named Synthetic Generation. The
second method was through a code written in MATLAB called MOSES (MATLAB-Based
Open-Source Stochastic Epidemic Simulator), which was obtained from literature. Finally,
so that all of the results that were obtained could be compared, the RMSE (Root Mean Squared
Error) of each data set obtained through the stochastic filtering process. The results were within
what was expected, with the Particle Filter outperforming de Extended Kalman Filter 4 out of

5 times.

Keywords: Epidemic, Non-linear models, SIS model, SIR model, SEIR model, Stochastic
filtering, Extended Kalman Filter, Particle Filter.
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1 INTRODUCAO

1.1 TEMA

Epidemias sdo capazes de afetar a sociedade e os individuos que a compde de diversas
maneiras. A forma como as epidemias afetam os individuos varia desde uma forma direta,
como doencas capazes de assolar milhares de pessoas, até de formas indiretas, como pragas
que afetam plantagdes e, consequentemente, a alimentacdo e a economia de uma comunidade
(YORINORI et al., 2005). A pandemia do Coronavirus evidencia esse impacto que uma
epidemia de nivel global tem no dia a dia de todos (WHO, 2020). Ser capaz de rastrear e prever
efetivamente o progresso destas epidemias pode ajudar, por exemplo, as autoridades de saide
publica a monitorar, planejar e intervir de forma mais eficiente, com o objetivo de controla-las

(CAZELLES; CHAU, 1997).

Para tornar possivel a previsao e o rastreamento dessas epidemias, € necessario definir
um modelo matematico capaz de representar adequadamente o seu comportamento. De maneira
geral, a modelagem matematica que melhor descreve a dindmica de uma epidemia possui
caracteristicas no lineares | (OGATA; YANG, 2002).

Nos modelos matematicos ndo lineares que representam comportamentos epidémicos,
considera-se a existéncia de perturbacdes ou ruidos, os quais estao relacionados as mudangas do
ambiente e a dindmica entre individuos de uma comunidade (VLADAR; PEN, 2007). Este tipo
de modelo que leva em consideracdo os ruidos aleatdrios nas suas equacdes dinamicas e/ou de
observacodes € chamado de modelo estocastico. Nesse modelo, os ruidos sdo representados
por varidveis aleatérias que dependem do tempo, definidas como processos estocdsticos
(BHATTACHARYA; WAYMIRE, 2009).

A “contamina¢do” dos modelos pelos ruidos prejudicam a obtengdo de informacoes
precisas sobre o sistema, tornando-se necessério o uso de ferramentas matematicas que lidem

adequadamente com estes sistemas ruidosos. Estas ferramentas sao os filtros estocasticos. No

'Um modelo é classificado como ndo linear se o principio de superposi¢io nio se aplicar a ele
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caso de modelos lineares, os métodos de filtragem estocdstica utilizam a equacao de observagdo
e da dindmica do sistema, além de um ganho determinado pela matriz de covariancia do erro
de estimativa. Ja nos modelos ndo lineares existem diversos filtros estocasticos, dentre eles
aquele que utiliza a linearizacdo do modelo e obtém a estimativa de estado e o que realiza uma
estimativa de distribui¢do condicional do sinal. Filtrar um determinado processo estocdstico
consiste em remover ou diminuir a interferéncia de ruidos indesejados, tais quais inexatidoes
advindas de distirbios na fonte de medi¢dao e das incertezas do modelo matematico sendo
utilizado (BUCY; JOSEPH, 2005).

O filtro estocdstico mais comumente utilizado para tratar modelos mateméticos
lineares (discretos e discretizados), estes representados em espagos de estado, € o Filtro de
Kalman (FK). Este filtro € capaz de estimar grandezas do sistema modelado com o objetivo de
obter estimativas mais préximas possiveis dos valores exatos?, com base em calculos de valores
esperados e matrizes de covariancias, ambos condicionados as medidas (KALMAN, 1960). Na
literatura existem diversos filtros estocdsticos, cada um com sua aplicabilidade. Para situacoes
em que o sistema € descrito por modelos nao lineares hd o Filtro de Kalman Estendido (FKE)
(BAR-SHALOM et al., 2004), o Filtro de Kalman Unscented (FKU), o Filtro IMM (do inglés,
Interacting Multiple Model) (LI; JILKOV, 2005) e o Filtro de Particulas (FP).

Com o aumento da complexidade dos modelos ndo lineares e de ruidos com
distribui¢des diferentes da gaussiana, demanda-se um método de filtragem estocdstica que
possa lidar com esse tipo de situagdo. O filtro que atende a estes requisitos € o FP, o qual
opera com o processamento de N particulas a cada instante de tempo k. Como o nimero
de particulas costuma ser elevado, € necessdrio uma alta capacidade de processamento, que
¢ possivel com os computadores atuais. Em esséncia, o FP opera com um grupo de dados
amostrados aleatoriamente. Esses valores amostrados, sdo propagados ao longo do tempo
para obter a distribui¢do de probabilidade a posteriori do estado em cada instante de tempo.
Assim, a cada particula, atribui-se um peso por importancia em relacdo a sua distribuicdo de
probabilidade a posteriori (GORDON et al., 2004).

O uso do FP para tratar de modelos estocdsticos ndo lineares € comum em diversas
areas, por exemplo, na geolocalizacio (GUSTAFSSON, 2010), no rastreamento de multidoes
(FREITAS et al., 2016), em tratamento de dados econémicos (ARGUETA, 2013), entre outros.

Filtros estocésticos ja foram usados para monitoramento de doencas como a malaria
na india (BHADRA et al., 2011), sindrome respiratéria aguda grave ou SARS (do inglés,
Severe Acute Respiratory Syndrome) na China (ANDERSON et al., 2004) e AIDS/HIV (do

2Sem a presenca de ruido.
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inglés, Acquired Immunodeficiency Syndrome/Human Immunodeficiency Virus) nos anos 1990
(CAZELLES; CHAU, 1997). A implementacdo do estudo de previsdo e rastreamento de
epidemias faz-se muito relevante, principalmente em um pais como o Brasil que sofre de surtos
constantes de epidemias como dengue, zika e chikungunya, por exemplo (VALLE et al., 2016)

e também da pandemia do Coronavirus (WHO, 2020).

1.1.1 Delimitacdao do Tema

A partir da modelagem matematica de epidemias, é possivel descrever a evolucao do
ndmero de pessoas impactadas por uma doenga de uma determinada populacdo e em uma certa
janela de tempo. Os modelos abordados no trabalho sdo SIS (do inglés, Susceptible Infected
Susceptible), SIR (do inglés, Susceptible Infected Recovered) e SEIR (do inglés Susceptible
Exposed Infected Recovered), sendo que este dltimo tem maior destaque, pois descreve o
comportamento de doencas mais complexas e que ainda ndo possuem cura, como € 0 caso

do HIV e do Coronavirus (LACERDA, 2020).

Uma vez definido os possiveis modelos matematicos, € possivel fazer andlises
qualitativas e quantitativas sobre as estimativas resultantes do FP, inclusive comparando-o com
o outros filtros estocdsticos da literatura, como o FKE. A aplicacio do FP ao modelo de
epidemia é adequada, pois fornece uma estimativa do estado da epidemia, envolvendo diversos
parametros, como o numero de pessoas suscetiveis, infectadas e recuperadas, por exemplo
(SKVORTSOV; RISTIC, 2012).

1.2 PROBLEMAS E PREMISSAS

Uma das dificuldades encontradas € modelar, da melhor maneira possivel, as dindmicas
populacionais em caso de uma epidemia (ANDERSON et al., 2004). O modelo a ser escolhido
deve ser complexo o suficiente para representar o comportamento de disseminagcdo de uma
epidemia de acordo com as interacdes sociais da populacdo, mas simples ao ponto de possibilitar
a aquisi¢ao de novos dados, conforme estes se tornam disponiveis, € uma estimagao fiel nos
estdgios iniciais da simulacdo, quando poucos parametros estdo disponiveis ou nem se quer sao

conhecidos.

O modelo a ser escolhido deve levar em conta trés fatores importantes: o pico de
amplitude da epidemia, o instante em que isso ocorre € a duracdo total da epidemia. Outros
dados derivados podem ser obtidos através de aproximagdes desses trés parametros principais
(SKVORTSOV; RISTIC, 2012).
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Para a implementagdo do cédigo computacional, deve-se levar em conta que o FP
demanda um processamento de um nimero elevado de particulas a cada instante do tempo
da recursdo. Mesmo com a tecnologia computacional disponivel atualmente, dependendo de
como o cddigo for elaborado, ird requerer uma demanda razodvel de processamento. Dessa
forma, ha a necessidade da elaboragdo de um c6digo computacionalmente sucinto e eficiente,
tentando otimizar o processamento, tornando a resposta do codigo rapida (ARULAMPALAM
et al., 2002). Como auxilio para a implementacdo do cédigo diversas referéncias da literatura
poderdo ajudar na implementagao, como TULSYAN et al., SPEEKENBRINK e CARPENTER

et al..

1.3 OBIJETIVOS

1.3.1 Objetivo Geral

Implementar computacionalmente o FP em MATLAB, de tal forma a prever e rastrear
a quantidade de individuos suscetiveis, expostos, infectados e recuperados em uma epidemia

modelada matematicamente de forma ndo-linear.

1.3.2  Objetivos Especificos

Os objetivos especificos para este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) estdao

listados nos itens a seguir:

e Realizar a revisdo bibliografica e o estudo sobre filtros estocdsticos, modelagem
matematica em espago de estados e discretizacdo de sistemas representados em espaco

de estados;

e Pesquisar outros modelos matematicos que possam definir o comportamento dindmico de

uma epidemia;

e Modelar matematicamente epidemias capazes de reproduzir dados simulados verossimeis

para possibilitar a aplicacdo de filtros estocasticos;
e Implementar o FKE e o FP em MATLAB;

e Utilizar os filtros estocasticos implementados com os modelos de epidemia;
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e Comparar o desempenho do FP implementado com os outros filtros estocdsticos
implementados, e fazer uma andlise comparativa dos resultados de forma qualitativa e

quantitativa.

1.4 JUSTIFICATIVA

Nem sempre uma populacdo infectada busca os médicos quando se depara com os
sintomas da doenca contraida. Muitas vezes os sintomas nem se manifestam em certas
pessoas, mas nem por isso deixa de ser infecciosa, vide os casos de Coronavirus em criangas
e adolescentes (WHO, 2020). Ocasionalmente, os dados disponiveis ndo representam a real
escala que uma epidemia tem ou pode vir a ter devido a uma serie de fatores. Uma ferramenta
que seja capaz de, a partir de um conjunto de dados, prever e rastrear o progresso de uma

epidemia, torna-se relevante para as autoridades de saude (J EGAT et al., 2008).

Como epidemias muitas vezes comportam-se de maneira nao linear de disseminagdo
(SKVORTSOV et al., 2007), € recomendada a aplicacdo de uma ferramenta adequada como a

filtragem estocdstica.

Utilizando um modelo SIS, mais simples, ou variacdes mais complexas como
as que podem ser feitas no MOSES, torna-se possivel a analise de epidemias em vdrias
situacOes hipotéticas. Além disso, € possivel executar esses modelos em computadores com
especificagdes acessiveis hoje em dia sob o ponto de vista de processamento. (SKVORTSOV
et al., 2007).

1.5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Os primeiros passos tiveram como objetivo a fundamentagdo tedrica da modelagem
matematica de modelos ndo lineares, de processos estocdsticos e filtros estocdsticos, que

ocorreu praticamente durante todo o processo de desenvolvimento do TCC.

Com base em referéncias encontradas na literatura especializada e nos modelos
matematicos que foram utilizados, o FP foi implementado computacionalmente. Além disso,
o FP desenvolvido teve seus resultados analisados a partir de variagdes de parametros do filtro
e dos modelos (SKVORTSOV; RISTIC, 2012). Analogamente ao FP foi implementado FKE
com a finalidade de comparar os erros de suas estimativas. O software a ser utilizado para

implementacgdo e andlise de resultados sera o MATLAB.
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Uma vez que os modelos foram gerados e os filtros foram aplicados, os resultados
obtidos foram comparados, visando a confirmar se o FP realmente tem um desempenho melhor
que o FKE. Essa anélise comparativa foi feita em cima dos valores de erro obtido dos processos

de filtragem.

1.6 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho segue com mais quatro capitulos.

e No segundo capitulo, sdo apresentados os possiveis modelos matemdticos de epidemias e

sdo escolhidos dentre eles um a ser utilizado;

e O terceiro capitulo aborda os filtros estocdsticos, sendo o FP o principal a ser tratado no

presente trabalho;

e No quarto capitulo s@o apresentadas as implementacdes e simulacoes em MATLAB e os

resultados obtidos da aplicacdo do FP e os outros filtros estocdsticos da literatura;

e Por fim, no quinto capitulo, € discutido a conclusdo do tema, ponderando-se acerca dos

resultados obtidos e comparando-os.
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2 MODELOS EPIDEMICOS

2.1 MODELOS MATEMATICOS

Modelos matematicos s@o uma das pecas fundamentais para realizar a andlise de um
sistema e sao usados para verificar saidas do sistema de acordo com diferentes entradas e
outros fatores, como perturbagdes e ruidos. Dessa forma, € possivel analisar as propriedades
dindmicas do sistema ou até mesmo controld-lo. Estes modelos sdo classificados de acordo com
os sistemas que eles modelam, podendo ser lineares ou ndo lineares, variantes ou invariantes no

tempo, continuos ou discretos.

Modelos em espaco de estados, discretos ou continuos, t€m como principal vantagem o
fato de que algumas variaveis podem estar diretamente relacionadas com o sistema de varidveis
medidas. Este tipo de representacdo de modelos € a utilizada para a aplicagdo de filtros

estocasticos.

2.1.1 Modelos Lineares

Os modelos lineares sdo a representacgio para sistemas cuja estrutura inerente € linear
por natureza e em que o sistema obedece aos principios da superposi¢ao. Esse principio afirma
que para todo sistema linear, a resposta obtida na saida de um sistema, causada por uma ou mais
entradas, é equivalente a soma das respostas causadas por cada entrada individualmente. Na
area de Controle e Automacgdo, modelos desenvolvidos para descrever processos em linhas de
produgdo foram aplicados com sucesso na industria. Em comunicacao e eletronica, os modelos
lineares sdo rotineiramente usados na anélise e projeto de circuitos, sistemas de comunicagio e
teoria de filtros (BILLINGS, 2013).

Um exemplo de sistema linear estatico € uma equagdo de reta com coeficiente linear

nulo. Para uma entrada x, gera-se uma saida y, de acordo com a (1):

y=3x. (D)
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Se x; =3, entdo y; = 9; se xp = 2, entdo y, = 6. Considerando um terceiro valor x3 = x| + x2,
a saida y3 deve ser igual a soma y; +y,. De fato, y3 satisfaz a soma y; + y, para a entrada

X3 = X1+ x2.

2.1.2 Modelos Nao Lineares

Apesar dos modelos lineares serem utilizados para a simplificacdo de estudo e anélise
de sistemas, a grande maioria dos sistemas do mundo real possuem comportamentos nao
lineares, como no ambiente industrial. Ao contrario do modelo linear, um modelo é classificado
como nao linear se o principio de superposicdo apresentado na Secao 2.1.1 ndo se aplicar a ele.
Assim, para um sistema nao linear, ndo se pode obter a resposta a duas entradas simultaneas
considerando as entradas individualmente e somando os resultados (OGATA; YANG, 2002).

Um exemplo de sistema nao-linear € a equagdo que segue:

y=x 4V, )

2.1.3 Modelos Dinamicos

O modelo dinamico é composto por um conjunto de equacdes diferenciais, podendo
ser lineares ou ndo lineares. Os sistemas ndo lineares costumam representar mais fielmente a
dindmica de sistemas reais. Normalmente, sio modelos mais complexos que os lineares, em

que a resposta nao € proporcional a entrada do sistema.

Os sistemas dinamicos sdo importantes em todos os ramos da Ciéncia, devido a sua

capacidade de modelar fendmenos naturais de grande complexidade (CIPOLLI, 2012).

Para um exemplo de sistema dindmico linear, pode-se citar a EDO (Equacgado

Diferencial Ordindria) na equacgdo (3):

(1) +y(1) + Ku(r) = 0, 3)

na qual 7 e K sdo constantes invariantes no tempo.

2.1.4 Modelos de Espaco de estados

Os modelos representados em espacgo de estados podem ser classificados como a forma

mais genérica de representacdo de sistemas dindmicos. Uma das vantagens desse tipo de
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representacdo € o fato das varidveis de estado poderem representar varidveis fisicas no sistema
em estudo (AGUIRRE, 2015).

Na equacdo (4), tem-se a representacdo em espago de estados de um modelo linear

continuo:
X = Ax+ Bu,
“4)
y = Cx+ Du,
nas quais A € a matriz de estado, B a matriz de entrada do sistema, C a matriz de saidae D a

matriz de transmisséo direta’.

Para o caso de uma representacdo em espago de estados discreto, tem-se as equacoes
em (5):

X1 = Gxg + Huy,
)
v = Cx + Duy,
em que, de forma similar ao conjunto de equagdes (4), G € a matriz de estado discreta, H €

a matriz de entrada discreta, C € a matriz de saida discreta e D a matriz de transmissao direta

discreta do sistema.

2.1.5 Modelos Estocasticos

Até o momento foram tratados modelos classificados como deterministicos. Um
modelo deterministico € aquele que € representado de forma precisa e exata por meio de uma
formula ou equacao matemdtica ou um conjunto de equacdes. Isso permite assumir que o que
acontece no sistema € perfeitamente conhecido e que isso estd especificado sem erros e sem
aleatoriedade nas férmulas, tornando possivel avaliar diretamente as férmulas para qualquer

ponto do tempo.

Um outro tipo de classificacdo de modelo € o estocdstico, em que os estados que
descrevem o modelo t€m comportamentos aleatorios. Partindo do principio de que os
valores iniciais s@o conhecidos, encontram-se probabilidades do sistema estar definido em
diferentes estados futuros possiveis. Além disso, se o processo for executado vdrias vezes,
nao serdo obtidos resultados idénticos. Execucdes diferentes de um processo estocdstico sao

frequentemente chamados de realizagdes do processo (PARZEN, 1999).

Os modelos estocdsticos sdo muitas vezes mais realistas quando comparados a

IEfeito da entrada diretamente na saida.
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modelos deterministicos, por exemplo, em um caso de uma fila de supermercado. Em um
modelo deterministico, apenas um numero exato de clientes entram, ou saem, dessa fila num
determinado intervalo de tempo. J4 num modelo estocéstico, o nimero de clientes que entram
na fila e saem dela varia com o tempo de forma ndo exata. Existe uma incerteza em relagao a
esse numero, sendo necessario utilizar a probabilidade desse evento ocorrer. Por esse motivo, €
uma representacdo mais fiel da dindmica real de uma fila de supermercado. Essa probabilidade

pode estar relacionada a fatores como dia do més, dia da semana e hordrio, entre outros.

Considerando-se um experimento aleatério dentro do espago amostral S e as
respectivas probabilidades desses eventos, além de seus resultados especificados como {; a
cada resultado de experimento, € atribuida uma fun¢do do tempo de acordo com a seguinte
representagao:

X(t,8) teIR, (6)

em que X € um experimento aleatdrio, ¢t € o tempo e IR é o conjunto dos nimeros reais.
O grifico da funcdo de X(¢,{) por ¢, Figura 1, para diferentes {, é chamado realiza¢ao do
processo estocdstico continuo. Quando € criada uma familia ou conjunto de varidveis aleatdrias
indexadas pelos parametros ¢ € IR, classifica-se esse conjunto como processo aleatério ou

estocastico, representado por X;.

Para o processo estocdstico discreto no tempo, substitui-se o indice ¢ € IR por n € IN.
Nesse caso, a familia de varidveis aleatorias discretas no tempo € representada como X,, (LEON-
GARCIA, 2008).

Um modelo realista para o comportamento dindmico de um sistema normalmente leva
em consideracdo uma estimativa inicial imperfeita e uma evolucao previsivel com um distirbio

que interfere nessa evolugdo. Esse disturbio é chamado de ruido aleatdrio ou estocdstico.

O modelo de medicdo para o sistema é obtido de tal maneira que apenas alguns
componentes, ou uma combinagdo deles, sdo observados. Além disso, essas observacoes
também sdo consideradas imprecisas, devido a presenga do ruido, que modela matematicamente

tal imprecisao (BAR-SHALOM et al., 2004).

O modelo de evolugdo desse sistema representado no espaco de estados € descrito na
equacao (7):
X1 = f () + wi,

(7N
vk = & (xXx) +vi,

em que x; € o estado, y; é a medida do estado atual, f(x;) é uma fungdo linear ou ndo linear do
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Figura 1: Varias realizacoes de um processo aleatério.

XL
] I \./\-/ I3
X(t. &)
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Fonte: (LEON-GARCIA, 2008).

estado atual, g(x;) € uma funcdo que descreve a medi¢@o do sistema, wy € o ruido do processo

e v € o ruido da medicao.

Os modelos estocdsticos podem representar o comportamento de diversos sistemas
sofisticados, como o de epidemias, os quais t€ém sido desenvolvidos e estudados na literatura
(BOLDOG et al., 2020). Eles incorporam fatores como o numero de contatos que uma pessoa
infectada tem com pessoas ndo infectadas, as chances de que a doenga seja transmitida durante
um desses contatos, entre outros. Esses modelos ajudam a entender os fatores que determinam
se uma epidemia ocorrerd e afetard uma grande propor¢ao da populagdo ou se € mais provavel
que afete apenas algumas pessoas e depois desapareca. Além disso, os modelos também
podem ser usados para medir efeitos de intervengdes, como quanto uma epidemia é afetada

pela vacinacdo da populagdo.

2.2 MODELOS MATEMATICOS DE EPIDEMIAS

Os modelos matemaéticos de epidemias normalmente sdao baseados nos modelos SIS
ou SIR. Em ambos os modelos, a populacdo parte da etapa “Suscetivel” e passa para a etapa
“Infectado”. Porém, no modelo SIS, o individuo retorna a etapa “Suscetivel” quando sai

da etapa “Infectado”. No modelo SIR, o individuo passa para a etapa “Recuperado”. Este
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ultimo seria um modelo fiel para doencas que o individuo dificilmente contrai duas vezes, como
catapora e sarampo, por exemplo. J4 na tltima etapa, no modelo SIS, o individuo retorna a etapa
suscetivel. Essa € uma representacdo vélida nos casos de doengas que podem ser contraidas

mais de uma vez. Um exemplo seriam doencgas transmitidas sexualmente, como o herpes.

Ambos os modelos podem ser estendidos incluindo novas etapas, como é o caso
do modelo SEQIJR2 (do inglés, Susceptible, Exposed, Quarantined, Infected, Isolated and
Recovered), que considera as etapas “Suscetivel”, “Exposto”, “Em Quarentena”, “Infectado”,
“Isolado” e “Recuperado”. Os seguintes desenvolvimentos matemadticos baseiam-se no

apresentado em (ALLEN, 2008).

2.2.1 Modelo SIS

Em um modelo SIS, um individuo “Suscetivel” pode se tornar “Infectado” e infeccioso
apos contato com um individuo infectado, mas ndo desenvolve imunidade. Além de ndo existir
transmissao vertical, significando que a doenga ndo € transmitida hereditariamente, todos os
individuos nascem suscetiveis, nao existindo morte relacionada a doenga. O diagrama da Figura
2 representa a dindmica do modelo SIS, em que S representa os individuos “Suscetiveis” e I os

individuos “Infectados”.

Figura 2: Diagrama de estados do modelo SIS. Linhas sélidas representam trocas de estado, linhas
pontilhadas apontando para dentro dos compartimentos representam nascimentos e as linhas
pontilhadas apontando para fora dos compartimentos representam mortes.

.............
L
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1

a 5 [
v v

Fonte: Adaptado de (ALLEN, 2008).

De forma geral, as equagdes diferenciais que regem o modelo SIS, que € um modelo

matematico ndo linear, sao:

2A letra “J” é usada para que a letra “I” ndo seja repetida no acrénimo, evitando confusdes.
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i) = B s~ -+ i) ®)
N(t)=S@)+1(1),

sendo que S(¢) e I(t) € Ne B > 0 € a taxa de contato entre individuos da populacdo, y >0 é a
taxa de recuperagdo, b > 0 ¢ a taxa de natalidade e N(¢) é o total da populacdo. As condi¢des

iniciais satisfazem as seguintes relacoes:

S(0)>0, I(0)>0 e S(0)+I(0)=N(0). 9)

Assumindo que a populagdo, representada por N(t), seja constante, para que a taxa de
natalidade seja igual a de mortalidade, tem-se que N(z) = 0. Como declarado em Hethcote
(1976), as dinamicas do modelo sdo regidas pelo nimero basico de reproducdo Zjy. Esse

nimero é definido da seguinte maneira:

Hy = ——. (10)

A fragdo 1/(b+ v) é a durag@o do periodo de infec¢ao, ajustada para o nimero de
mortes. Portanto, o modelo representado pelas equacdes em (8) pode ser resumido de acordo

com o Teorema 1:

Teorema 1. Considerando que S(7) e () sdo solugdes para as equacdes diferenciais

em (8), as seguintes implicagdes sdao verdadeiras.

i) Se %y < 1, entdo tli_>m (S(¢),1(t)) = (N,0) (equilibrio livre de doenga),
(11)

N 1
ii) Se %o > 1,ent€10tli_>r£1°(S(t),I(t)) = (%7N (1 — %)> (equilibrio endémico).

sendo “equilibrio livre de doenca” o estado em que o sistema tende a erradicacdao da doenga, e

o “equilibrio endémico” € quando a doenga nao € erradicada.

2.2.1.1 Discretizacdo do modelo SIS

Para a utilizacdo das equagdes diferenciais que descrevem o modelo SIS nos filtros
estocasticos € necessdria realizar a discretizacdo do sistema. A discretizacdo € efetuada

utilizando o Método das Diferencas Finitas (MDF) forward-difference (BURDEN; FAIRES,
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2008). A equacao resultante da discretizacao € obtida em (12):

dx Ax  Xpy1—xx

NP 12
dt — At -1 (12)

em que Ar € o tempo de amostragem. Utilizando a equagdo (12), foi obtida uma discretizagcao

do conjunto de equagdes (8), resultando no conjunto de equagdes (13):

(

Sk+1 =Sk + A1 (—%Sklk +(b+ }’)Ik)

B (13)
ley1 = I+ At (NSka —(b+ Y)Ik>

L N=S8,+1I

Esse modelo discretizado poderd ser utilizado nas equacdes dos filtros estocésticos.

2.2.2 Modelo SIR

No modelo SIR, os individuos desenvolvem imunidade a doenga, portanto nao voltam
para a etapa “Suscetivel”, mas, sim, passam para a etapa ‘“Recuperado”. O diagrama da Figura
3 ilustra a relagdo entre etapas nesse modelo, em que S representa os individuos “Suscetiveis”,

I os individuos “Infectados” e R representa os individuos “Recuperados”.

Figura 3: Diagrama dos estados do modelo SIR. Linhas solidas representam trocas de estado,
linhas pontilhadas apontando para dentro dos compartimentos representam nascimentos e as
linhas pontilhadas apontando para fora dos compartimentos representam mortes.
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Fonte: Adaptado de (ALLEN, 2008).



26

De forma semelhante, as equacdes diferenciais que regem o modelo SIR sao:

S(t) = —]%S(t)l(t) +b(I(t) +R(1)),

I(t) = SS(0)1(t) — (b+p)(1), (14)

R(1) = yI(1) — bR(1),
N(t)=S(t)+1(t)+R(z).

As condig¢des iniciais satisfazem as seguintes relacoes:

S(0)>0, I(0)>0, R(0)>0 e S(0)+I(0)+R(0)=N(0). (15)

Assumindo que a populacdo, representada por N, seja constante, para que a taxa de
natalidade seja igual a de mortalidade, tem-se que N(¢) = 0. O ndmero basico de reprodugdo
em (8) e a taxa de natalidade b também regem a dindmica do modelo em (14). Dessa forma, o

modelo pode ser resumido de acordo com o Teorema 2:

Teorema 2. Sejam S(z), I(¢) e R(t) solu¢des para o modelo em (14).
i) Se #y < 1, entdo lh_)m I(t) =0 (equilibrio livre de doenga),

ii) Se Zy > 1, entdo
limy o0 (S(2),1(2),R(2)) = (%, bbTNy (1 - ﬂ%o) ,% (1 - L%())) (equilibrio endémico),

iii) Assumindo b = 0. Se L@o$ > 1, entdo existe um aumento inicial no

S0
niimero de casos de infec¢do I(t) (epidémico), mas se 5?0@ <1, entdo I(t) % > 1

diminui monotonicamente a zero (equilibrio livre de doenga).
(16)
A quantidade %S(0)/N é chamada de nimero inicial de reposi¢do. Ao longo do
tempo, essa quantidade passa a ser chamada de numero de reposi¢do e representada por
HoS(t)/N. Essa quantidade representa o nimero de infec¢des secunddrias, que é o ndimero de
pessoas que um unico individuo infectado pode infectar, produzidas por um individuo infectado.
Se esse nimero for menor que 1, a doenca ird desaparecer da populagdo. Porém, se for maior

que 1, a populacdo ird vivenciar uma epidemia.

2.2.2.1 Discretizacao do modelo SIR

Da mesma forma que o modelo SIS, a discretizacio do modelo SIR € realizada

utilizando a equacdo (12), resultando no conjunto de equacdes (17):
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Sk+1 =Sk + At (—%Sklk +b(I; +Rk))

Lyy = I+ At (%Sklk - (b+7)1k> (17)
Ri1 = Ry + At (I — bRy)
N =S+ I, +Ry.

\

Esse conjunto de equacdes ja pode ser usado como base para os filtros estocdsticos.

2.2.3 Modelo DTMC SIS

Para o funcionamento do MOSES (do inglés, MATLAB-Based Open-Source Stochastic
Epidemic Simulator), um dos meios de geracdo utilizado nesse TCC, deve ser realizada mais
uma etapa de equacionamento, descrita nesta se¢do e na 2.2.4. Esse equacionamento, porém,
ndo tem impacto direto no processo de filtragem estocastica. Essa etapa adicional descreve
apenas o método matematico em que o MOSES se baseia. No processo de filtragem estocdstica

serdo usadas apenas as medidas finais geradas pelo MOSES.

O desenvolvimento dos modelos SIR e SIS se da a partir do método Cadeia de Markov

a Tempo Discreto (DTMC, do inglés Discrete Time Markov Chain).

Considera-se que &(k), J(k) e 9R(k) sejam processos estocdsticos discretos
relacionados ao ndmero de individuos suscetiveis, infectados e imunes num determinado tempo
t. Num modelo epidémico DTMC, k € {0, Ak,2Ak, ...}, que representa miltiplos dos intervalos
de periodo de amostragem do modelo Af, e as varidveis aleatdrias discretas pertencem ao
conjunto &(k),J(k),R(k) € {0,1,2,...,N}.

Em um modelo epidémico SIS, s6 existe uma varidvel aleatdria discreta, J(k), visto
que &(k) = N(k) —J(k), em que N(k) é constante, ou seja, N(k) = N. O processo estocastico

J(k) tem uma fun¢@o massa de probabilidade dada em (18):

pi(t) =P{J(k) =i}, (18)
parai=0, 1, 2, ..., N, sabendo que
N
Y pi(r) =1, (19)
i=0

sendo p(t) = [po(t) pi1(t) ... pn(t)]T o vetor de probabilidade associado a J(k). O
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processo estocdstico J(k) possui a propriedade markoviana se a igualdade abaixo é satisfeita.

P{3(k+Ar)[3(0),3(A1),...,3(k)} = P{3(k + Ar)|3(k)}. (20)

A propriedade markoviana significa que o processo, avaliado num tempo k + At,
depende apenas do processo na etapa de tempo anterior k. Para completar a formulagdo
do modelo epidémico DTMC SIS, é necessdrio estabelecer a relacdo entre 0s processos

estocdsticos J(k) e J(k + At). A probabilidade de transicao de etapa é

pjilk+At,t) =P{JI(k+Ar) = j|I(k) = i}. (21)

Além disso, assume-se que o nimero de transi¢des efetuadas num passo de tempo At

seja de, no méximo, apenas uma.

As probabilidades de transi¢do para o modelo epidémico DTMC satisfazem as

equacoes em (22):

(N
WAI, ]: l+ l,
(b+7y)iAt, j=i—1,
l— |—————=+(b+y)i|At, j=i,
N
0, caso contrario,

\

sendo Bi(N —i)At/N a probabilidade de uma nova infec¢do, (b+ y)iAt a probabilidade de morte
ou recuperagdo e 1 — [Bi(N —i)/N + (b+ y)i]At a probabilidade de ndo haver troca de estado.

Simplificando a notag@o, a probabilidade de transi¢do para uma nova infec¢ao é
representada por b(i)At e a probabilidade de morte ou recuperacéo por d(i)At. Entdo, a equagdo

(22) passa a ser escrita como:

b(i)At, j=i+]1,
d(i)At, j=i—1,
pji(Ar) = g o o (23)
L [b(i) +d(i)Ar, j=i,
L O, jAi+1,ii—1.

Aplicando a propriedade de Markov e as propriedades de transi¢do anteriores, as

probabilidades p;(k + Ar) podem ser descritas em termos das probabilidades num tempo ¢. No
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tempo k + At, tem-se:

pilk+At) = pi1(k)b(i — 1)At + piy 1 (k)d(i+ 1)At + pi(¢) (1 = [b(i) +d(i)]Ar), (24)

parai=1,2,...,N, sendo b(i) = Bi(N—i)/N e d(i) = (b+Y)i.

A matriz de transi¢do P(Ar) é formada quando os estados sdo ordenados de 0 a N.
Nela, o elemento (i, j) é a probabilidade de transicdo do estado i ao estado j, sendo 0 <i< Ne

0<j<N.

1 d(1)Ar 0 0 0
0 1—(b+d)(1)Ar d(2)Ar 0 0
0 b(1)Ar 1—(b+d)(2)At 0 0
0 0 b(2)At 0 0
P(At) = : .
d(N —1)At 0
1—(b+d)(N—1)At  d(N)At
i b(N —1)At 1 —d(N)At

(25)

sendo que (b+d)(i) = [b(i) +d(i)]. Com isso, o processo estocdstico para 0 modelo DTMC
SIS estd completamente formulado em (ALLEN, 2008).

2.2.4 Modelo DTMC SIR

Como no modelo anterior, temos que S(k), J(k) e 2R(k) sdo processos estocasticos
discretos para o ndmero de individuos “Suscetiveis”’, “Infectados” e “Recuperados” num
determinado tempo k. Esse processo possui dois processos estocdsticos independentes, S (k)
e J(k) e o processo estocastico R(k) = N(k) — S (k) — I(k), com N(k) = N. O par de processos
S(k), J(k) tem uma probabilidade conjunta dada por:

Psi) (k) = P{& (k) = 5,3(k) = i}. (26)

Esse processo possui as propriedades markovianas. Novamente, considera-se para o

modelo DTMC SIR que, no maximo, uma troca de estado ocorra por intervalo de tempo Az. As



30

probabilidades de transicao sio descritas por

P(sthi+)), (i) (A1) = P{(AG, AT) = P(k, j)| (S (k), T (k)) = (s,0), 27)

sendo AG = S(k+Ar) — S(t) e AT =T (k+ Ar) — J(¢). Entao,

( s .

£ (k.j) = (—1,1)

Yilt, (k,j)=(0,—1)

bilt, k,j)=(1,-1

Ploiiiv)) (s,) (A1) = l (k)= 1, -1) (28)

’ o b(N_S_i)Atv (k,]):(l,())

1= L5 it b(N—s)Ar, (k) = (0,0)

0, caso contrario.

\

Como, nesse caso, as etapas sao ordenadas em pares, a matriz de transi¢cdo € mais
complexa para esse modelo do que para o modelo SIS. Portanto, aplicando a propriedade de
Markov, a equagdo a diferencas satisfeita pela probabilidade p; ;) (t 4+ Ar) pode ser expressa em
termos de probabilidades de transicao, como representado em (29):

B .. :
Ps,i)(k+At) =pe 11y (k)ﬁ (i =1)(s+ )AL + p(s i1y (k) y(i+ 1)Ar
+ Ps—1,i01)(K)b(i+ )AL + p(s 1y (k)B(N — s+ 1 —i)Ar (29)

#p1a00) (1= [Biss by o).

Existem ainda outros métodos que podem ser aplicados a esses modelos, como a
Cadeia de Markov Tempo Continuo (CTMC, do inglés Continuous Time Markov Chain) e
Equacao Diferencial Estocéstica (SDE, do inglés Stochastic Differential Equation) (ALLEN,
2008).

Sob o ponto de vista da filtragem estocéstica, os elementos relevantes sao as medidas
finais obtidas através do MOSES e os modelos inicialmente representados nas Secdes 2.2.1 e

2.2.2 pelas equacoes (8) e (14), respectivamente discretizadas em (13) e (17).

2.2.5 Varia¢des de modelos

Os modelos epidémicos podem ser utilizados para representar diferentes doencas,
como a Hepatite B (KHAN et al., 2019). A partir desses modelos, porém, pode-se desenvolver

variacoes que se adéquem melhor a um determinado comportamento epidémico e represente-
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os com uma fidelidade maior. E o caso, por exemplo, do modelo de Djordjevic et al. (2018)
para representar o comportamento da transmissao do HIV (do inglés, Human Immunodeficiency
Virus).

Nesse modelo, ndo € considerada a etapa “Recuperado”. Isso se deve ao fato de,
mesmo nao tendo uma cura definitiva atualmente, o individuo que possui o HIV pode manter
o virus sob controle sem nunca desenvolver a AIDS (do ingl€s, Acquired Immunodeficiency
Syndrome). Em vez da etapa ‘“Recuperado”, utilizam-se as etapas “Cronico”, representado
pela letra C, e “AIDS”, representado pela letra A. Na etapa “Cronico”, o individuo j estd sob
tratamento e com carga viral baixa, apresentando poucos ou nenhum sintoma da AIDS. J4 na

etapa “AIDS”, o individuo apresenta os sintomas da doenca.

Outro exemplo de doenga que pode ser melhor representada por uma variacdo dos
modelos SIR e SIS € a dengue. O espalhamento dessa doenca se d4 através do mosquito Aedes
aegypti, e o virus pode ser encubado tanto no mosquito quanto no ser humano (MURAD et al.,
2018).

Mais recentemente o modelo SEIR foi utilizado para descrever o comportamento do
Coronavirus na populagdo. Tal modelo € interessante para representar uma doenca como a
Covid-19, pois conta com a etapa “Exposto”, que inclui os individuos que foram contaminados
com o virus, mas ainda ndo apresentaram sintomas proprios. Essa dindmica é muito semelhante
a fase assintomatica da Covid-19 (BOLDOG et al., 2020).

2.2.6  Modelo SEIR

No modelo SEIR, assim como no modelo SIR, os individuos desenvolvem imunidade
a doenca, passando para a etapa ‘“Recuperado”. No entanto, esse modelo também relaciona
o numero de individuos que estdo infectados, mas ainda ndo demonstram sintomas. Essas

caracteristicas sdo observadas em doencas com um periodo de incubag¢do longo.

Este atraso entre a contaminagdo e a etapa de “Infectado” pode ser incorporado ao
modelo SIR adicionando uma populagdo latente, classificada como etapa “Exposto”, sendo
assim, uma etapa intermedidria entre “Suscetivel” e “Infectado”. O modelo em questdo é

bastante utilizado nas pesquisas de comportamento de epidemia (LACERDA, 2020).
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Figura 4: Diagrama dos estados do modelo SEIR. Linhas solidas representam trocas de estado,
linhas pontilhadas apontando para dentro dos compartimentos representam nascimentos e as
linhas pontilhadas apontando para fora dos compartimentos representam mortes.

|

S " FE ™ 1 [ " R

I
'
Fonte: Adaptado de (FANG et al., 2019).

As equacdes diferenciais que regem o modelo SEIR sao:

S(t) = —al(t)S(r)

E(t)=al(t)S(t) — BE(¢)

I(t)=BE(t)—yI(r) (30)
R(t) = yi(1)

N(t)=S8(t)+E(t)+1(1)+R(1).

As condigdes iniciais satisfazem as seguintes relacoes:

S(0)>0, E0)>0 1(0)>0, R0)>0 e S(0)+E(0)+1(0)+R(0)=N(0), (31)

em que E (1) representa a etapa “ Exposto” e a é o periodo médio de incubac¢do. Uma vez que a
laténcia ou tempo de reacdo atrasa o inicio do periodo infeccioso do individuo, a disseminagao
de um individuo infectado ocorrerd mais tarde em comparacdo ao modelo SIR, que ndo tem
laténcia. Portanto, um periodo de laténcia mais longo resultard em um crescimento inicial mais

lento do surto epidémico.

Ap6s o rdpido crescimento inicial, a epidemia esgota a populagdo suscetivel.

Eventualmente, o virus nao consegue encontrar pessoas suscetiveis o suficientes e, entiao, morre

(FOUNDATION, 2020).
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As notacoes Si, Ex, Iy, Ry sdo funcdes discretizadas no tempo.

(Skﬂzsk—(l—lg—o) (%)Slk

u (P
Eri1 =Ep+ (1 — 1—00> (N) Siliy — oEy,

ley1 = QB — vy

(32)

Rit1 =Yk
N=8+Ei+ 1 +Ry.

Neste conjunto de equacdes em (32), u representa a taxa de isolamento da populagcao
de individuos® e « é a taxa de incubagio, que indica o nimero de individuos latentes que sdo

infectados.

2.2.7 Modelo MOSES para MATLAB

Para o objetivo de aplicacdo, um dos modelos mais interessantes ¢ 0 MOSES. O cédigo
open source, disponibilizado por Varol (2016), utiliza o modelo SEQIJR citado anteriormente
para simulacdo de epidemias. Esse modelo pode ser simplificado ao zerar alguns parametros,
podendo ser transformdo num modelo mais simples, como os modelos SIR ou SIS, por exemplo.
Além disso, a variagdo de diversos valores alteram o comportamento da simulagdo, permitindo

modelar epidemias com diversos comportamentos diferentes.

O modelo MOSES, representado pelo fluxograma da Figura 5, € inicialmente
constituido por quatro ‘“superetapas”, sendo elas: ‘“Suscetivel”, “Exposto”, “Infectado” e
“Imunizado”. Dentro dessas “superetapas”, existem etapas, que se relacionam através de

algumas taxas.

Dentro da “superetapa” ‘“Suscetivel”, existem as etapas “Suscetivel” e “Vacinado”.
Um individuo passa da etapa “Suscetivel” para vacinado de acordo com a taxa de vacinagdo
(vr) determinada. Uma vez na etapa “Vacinado”, o individuo passa, de acordo com a taxa
de imunizacdo de vacina (vir) e , para a etapa de “Imunizado por vacina” ou retorna a
etapa “Suscetivel”. A etapa “Imunizado por vacina”, juntamente com as etapas “Imunizado

Maternalmente” e “Imunizado por Recuperacio”, fazem parte da “superetapa” “Imunizado”.

O individuo que pertence a etapa “Suscetivel” pode também transitar para as

“superetapas” “Exposto” ou “Infectado”, de acordo com as respectivas taxas de exposi¢ao (€.xp)

3Quando u = 100, o isolamento compreende toda a populacio.
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e infeccdo (Bj,r). E importante notar que, para que seja modelada uma epidemia com ou sem
periodo de exposicao, uma dessas taxas deve ser zerada no inicio da simulag@o. A “superetapa”
“Exposto” possui as etapas “Exposto” e “Em Quarentena”, ji a “superetapa” “Infectado” possui

as etapas “Infectado” e “Isolado”.

A taxa de quarentena (&g,,) rege quantos individuos passam da etapa “Exposto” a
etapa “Em Quarentena”. Dessa forma, individuos que permanecem na etapa “Exposto”, apOs
um numero determinado de interagdes, passam a etapa “Infectado”. Por sua vez, aqueles que
foram a etapa de “Em Quarentena” passam para a etapa “Isolado”. Parte desses individuos
infectados passam para a etapa “Isolado”, de acordo com a taxa de isolamento (€&;,). ApOs
determinado nimero de iteragcdes, o individuo da “superetapa” “Infectado” passa para um de
trés etapas: “Imunizado por Recuperacao”, “Suscetivel” ou “Morto”. A taxa de imunizado por

recuperacao (%) € a taxa de mortalidade por infeccao (¥,,,) regem essas transigoes.

Individuos das etapas “Infectado”, “Isolado”, “Em Quarentena” ou “Exposto” podem
infectar um individuo da etapa “Suscetivel”, porém nao com a mesma intensidade. Um
individuo da etapa “Infectado” tem muito mais chance de infectar alguém “Suscetivel”. Tendo
1sso em vista, 0 modelo MOSES pesa as taxas de transmissao utilizando coeficientes de redugao

para as etapas “Isolado”, “Em Quarentena” e “Exposto”.

Vale ressaltar que esse modelo considera, além da populacio inicial, taxa de natalidade
(br) e taxa de mortalidade natural (dr). O individuo ao nascer serd da etapa ‘“Imunizado” ou,
de acordo com a taxa de imunizacdo materna (mir), da etapa “Imunizado Maternalmente”. Da
mesma forma, a taxa de mortalidade simula a morte de individuos em qualquer “superetapa”,
porém, a taxa de mortalidade natural da “superetapa” “Infectado” € acrescida da taxa de

mortalidade por infec¢ao (VAROL, 2016).

No programa MOSES, as seguintes abreviagdes tem os respectivos significados: br
¢ a taxa de nascimento anual, dr é a taxa de mortalidade anual, vr é a taxa de vacinagdo
didria, vir é a taxa de imunizagdo de vacinagdo, mir é a taxa de imunizagdo materna, 3., ¢
a constante de transmissdo de “Exposto” para “Suscetivel”, B,y € a constante de transmissao
de “Suscetivel” para “Infectado”, gr € a taxa de quarentena didria, ir € a taxa de isolacdo didria,
€.xp € a taxa de transmissdo de “Exposto” comparado a “Infectado”, €,,, € a taxa de transmissao
de “Em Quarentena” comparado a “Infectado”, &5, € a taxa de transmissdo de em “Isolado”
comparado a “Infectado”, ¥, € a taxa de mortalidade de “Infectado”™, ¥, € a taxa de transi¢cao
de “Infectado” para “Recuperado por Imunizagao”, z.x, € o periodo de exposi¢do em dias, ;1 €

o periodo de infecc¢do em dias, t,,- é 0 periodo de imunizacao por vacinagdao em dias.
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Figura 5: Diagrama de estados mostrando as transicoes entre diferentes etapas e “superetapas”
e variaveis de relacao no simulador MOSES. Linhas tracejadas indicam transicoes entre etapas
iguais.
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Fonte: Adaptado de (VAROL, 2016).

2.3 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo foram definidas algumas classificagdes de modelos matematicos,
passando pelos modelo lineares, ndo lineares, dinamicos, espaco de estados e, por fim,

estocasticos. Estes combinam ruidos estocdsticos ao modelo de espaco de estados.

Ap0s as defini¢des de modelos matematicos, tem-se as aplicacoes ligadas a modelagem
de epidemias com as demonstracoes matematicas dos modelos SIS e SIR, bem como as suas
discretizagdes, chegando no modelo MOSES. Por meio de ajustes em seus parametros, €

possivel representar os modelos SIS, SIR, SEIR e até mesmo o modelo SEQIJR.

A partir das definigdes dos modelos matemdticos e a aplicacdo nos modelos de
epidemias, torna-se possivel simular os mais diversos tipos de epidemias com comportamentos
variados. E possivel simular desde uma gripe que infecta intermitentemente o individuo, o
comportamento da AIDS, que acompanha o individuo afetado até o fim de sua vida ou até uma

doenca que possui um periodo de incubag¢ao como a Covid-19 (WHO, 2020).
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3  FILTROS ESTOCASTICOS

3.1 FILTRO DE KALMAN

O Filtro de Kalman (FK) possui contribuicdes importantes na histéria da tecnologia.
Um dos primeiros casos de utiliza¢cdo do FK foi na resolu¢do do problema de estimagao de
trajetorias das naves do Projeto Apollo. O FK acabou sendo incorporado no computador
de navegacdao da nave, colaborando para que a missdo de levar o homem a Lua fosse
um sucesso (MCGEE; SCHIMIDT, 1985). O FK também foi aplicado em sistemas de
navegacdo de submarinos e nos sistemas de navegacido de misseis de cruzeiro como o BGM-
109 Tomahawk e o AGM-86 ALCM das forcas armadas americanas. Era também utilizado
na navegacdo dos Onibus Espaciais da NASA (do inglés, National Aeronautics and Space
Administration) e estd presente no controle de atitude da Estacdo Espacial Internacional
(GAYLOR DAVID; LIGHTSEY, 2003).

O FK estima os estados de um sistema dinamico linear discreto ou discretizado no
dominio do tempo a partir de uma série de medigdes ruidosas (KALMAN, 1960). O FK € um
estimador recursivo, ou seja, a estimativa do estado no instante de tempo anterior e a medi¢ao

atual s@o utilizados para calcular a estimativa do estado atual.

3.1.1 Modelo dindmico linear

A modelagem dindmica estocdstica € uma proposta de andlise e previsao de séries
do ponto de vista estocdstico. O modelo dinamico linear hibrido, que envolve parcelas
deterministicas e estocdsticas, assume que o estado atual no tempo k € obtido através do estado

anterior em k — 1 de acordo com a equagao (33):

X = Fe_1Xp—1 + Br_1up—1 +wi—1, (33)

em que F; € a matriz dindmica, x; € IR" € o vetor de estados, By € IR" é a matriz das entradas de
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controle, aplicado no vetor de entrada de controle u; € wy € o ruido do processo, cuja distribuigao

¢ gaussiana multivariada de média nula e matriz de covariincia Q, ou seja, wi ~ 4 (0, Ox).

Além de se basear no modelo dindmico linear, o FK também precisa saber como € o
modelo de medi¢des do sistema. Quanto ao modelo de medi¢do no tempo k, medida z; do vetor

de estados x; possui a seguinte relagao:

2k = Hixy + v, (34)

sendo que H; € a matriz de observagdo, e v; € IR" € o ruido da observagao, assumido como
sendo uma distribui¢do gaussiana multivariada de média nula e matriz de covariancia Ry, ou
seja, v ~ A (0, Ry).

O FK tem a sua estrutura baseada em duas etapas distintas: predi¢cdo e atualizacdo. A
fase de predicao usa a estimativa do vetor de estados do passo anterior para obter uma previsao
do vetor de estados no tempo atual. Esta predicdo € chamada de predicao a priori, pois ainda
nao inclui a informacao vinda da medic¢ao do estado atual. Na fase de atualizacdo, a predi¢ao
a priori é atualizada para refinar a estimativa do estado. A estimativa refinada é chamada de

estimativa a posteriori.

3.1.2  Predi¢ao

Como citado na Sec¢do 3.1, a predi¢do utiliza a estimativa do vetor de estados do passo
anterior para obter a previsdao do vetor de estado no tempo atual. Sendo assim, tem-se que a

predicdo do estado é dada por:
Kk—1 = Fe—1 X1 jk—1 + Br—1utx—1, (35)

em que £y, | representa a previsdo do estado e £; 1|, a estimativa do estado no instante k — 1.

O indicativo de incerteza é dada pela matriz de covariancia do erro de previsao, dada
por:

Pyi—1 = Fe 1P B+ Qs (36)

sendo que P, € a matriz de covariancia do erro de estimativa no instante k — 1.
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3.1.3 Atualizacdo

Para a etapa de atualizacdo do estado, segue-se com a inovacdo, a qual expressa a
diferenca entre o vetor de estados e o vetor de estados previsto, dada por:
Zp = X — Xpfp—1- 37

Calcula-se, entdo, a matriz de covariancia da inovagdo, a qual é dada por

Sk - HkPk|k71H]I +Rk (38)

Para ajustar a diferenca do vetor de estado predito para o vetor de estados atualizado é

utilizado o ganho 6timo de Kalman, descrito pela seguinte equacao:

K = Py HI S (39)

Depois de encontrada a inovacdo e o ganho 6timo de Kalman, através das equacoes
(37) e (39), respectivamente, faz-se a atualizacdo do vetor de estados obtendo como resultado o
vetor de estados estimado £y

Kk = Kpje—1 + KiZg- (40)

Analogamente ao estado estimado, com a obten¢do do ganho 6timo de Kalman, é

possivel obter a matriz de covariincia do erro de estimativa:

Py = (I — KiHy) Pejge—1,5 (41)

sendo / uma matriz identidade com dimensdes adequadas.
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3.1.4 Pseudocddigo para o FK

Dados de entrada: x;, z;, Or € R,

Parai=1 até N faca
Fase de predicao:
Calcule a predi¢ao do estado:
Ke—1 = Fe—1 X 1je—1 + Br—1utx—1
Calcule a matriz de covariancia do erro de previsao:
Pek—1 = Fi1 P11 B + Ok
Fase de atualizacdo:
Calcule a inovagdo: Zx = xx — fgjk—1
Calcule a matriz de covariancia da inovagdo: Sy = HyFy k_lHkT + Ry
Calcule o ganho de Kalman: K; = Py k_lHkT S,:l
Calcule a estimativa do estado: £ = £x—1 + KiZx
Calcule a matriz de covariancia do erro de estimativa: P = (I — KiHy) Peg—1

Fim Para

3.2 FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO

O FK ¢é um filtro estocdstico 6timo sob as hipéteses de linearidade dos modelos
matematicos e de distribui¢do gaussiana no ruidos de processo e de observagdes. Na natureza,
boa parte dos sistemas costumam ser modelados por equacdes ndo lineares e, portanto, foram
necessdrias adaptagdes nas equacdes de filtragem para aplicar esse método de filtragem a
sistemas nao lineares. A maior parte deste trabalho foi realizada em uma instalacdo de testes e
centro de pesquisas da NASA (MCELHOE, 1966). Surgiu, entdo, o FKE, que utiliza expansoes

via série de Taylor para linearizar um modelo sobre um ponto de operagao.

Para a aplicacdo do FKE, faz-se necessaria a linearizacdo do modelo em espacgo de
estados. Para obter a predigdo do vetor estados Xy ;_1, 0 vetor de estados x;, da equagdo (41), ¢
expandido em série de Taylor e, por sua vez, sdo calculadas as jacobianas do modelo dindmico
e do modelo de medidas. Uma vez que as fun¢des s@o linearizadas, a mecanica de propagacao
do valor previsto € equivalente a do FK (WAN; MERWE, 2000).
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3.2.1 Predi¢do

A formulacao basica do FKE é dada pelas seguintes equacgdes de estado e de medidas:

Xk = fi—1 (Xe—1) +wi—1, @)

2 = hy (xg) +vi.

A funcdo ndo linear f; pode ser usada para calcular o estado previsto a partir da
estimativa anterior e, da mesma forma, a fun¢do ndo-linear /; pode ser usada para calcular

a medida prevista a partir do estado previsto.

O estado previsto € determinado por:

-1 = i1 Fr—1jx—1)s (43)

Ap6s ser atualizado, £y, € obtido pela avaliagdo da fung@o fi no vetor de estados

estimado no instante anterior.

A matriz de covariancia do erro de previsao € expressa por:

Pt = Fr1Pe_tjj—1:F_ + Qi1 (44)

sendo que .7} | € a jacobiana calculada em £;_;;_; dada por:

of
T = [a—fl] ; 45
X X1 =E— 11
o qual f; e x; sdo expressos por:
fi X1
f=1f613=|x (46)

Jn- Xn
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3.2.2 Atualizacao

A matriz de covariancia da inovacao € obtida por

S = A Pp1 ]+ Re, (47

em que 775, € a matriz jacobiana da fungdo /4, calculada em :

dh;
Sy = { 5 } : (48)
Y d et
o0 qual A; e x; sdo obtidos por:
_ " : _ N -
h=| h |, %= x (49)
hy,. Xy

A partir das equagdes (43), (44) e (47), torna-se possivel obter o ganho do filtro de
Kalman, definido por:
K= P11, (50)

A estimativa de estado é composta assim como a equacdo (37), sendo que a Unica

diferenca € no calculo da inovacao (z; — hy (£k| 1))

Bk = Sepe—1 + Kilzx — hic(Rge—1)]- (51)

Por fim, o indicativo de incerteza da matriz de covariancia do erro de estimativa é
expressa por
Py = Pej—1 — KiSkK7 (52)
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3.2.3 Pseudocddigo para o FKE

Dados de entrada: x;, z;, Or € R,

Parai=1 até N faca
Fase de predicao:
Calcule o estado previsto: Ly = fi—1(Xx—1k—1)
Calcule a matriz de covariancia do erro de previsao:
Pek—1 = Fr1 P11 74 + Ok
Fase de atualizacao:
Calcule a matriz de covariancia da inovagdo: Sy = % By k176 + Ry,
Calcule o ganho de Kalman: K; = Py k17608,
Calcule a estimativa do estado: Sy = £xx—1 + Kilzk — M (Fepe—1)]
Calcule a matriz de covariancia do erro de estimativa:
Py = Pee—1 — KiSkKy

Fim Para

3.3 FILTRO DE PARTICULAS

O Filtro de Particulas (FP) surgiu como uma aproximag¢ao numérica para o problema
de filtragem bayesiana ndo linear nos anos 90 e desde entdo, tornou-se entdo popular. O FP é
uma abordagem probabilistica geral para estimar recursivamente uma a Fun¢do Densidade de
Probabilidade (FDP) desconhecida ao longo do tempo usando medi¢des ruidosas e um modelo
matematico definido (GUSTAFSSON, 2010). O FP € capaz de fornecer uma aproximagao
numérica aos problemas nao lineares de filtragem estocdstica utilizando um método de sele¢ao
adaptativa capaz de determinar automaticamente os pontos relevantes do conjunto de medidas
de um sistema (GUSTAFSSON, 2010).

O FP foi utilizado, com sucesso, em diversas areas do conhecimento como no
aprendizado de maquina ou machine learning, utilizando rob6s com inteligéncia artificial
para mapear e posicionar-se, em tempo real, num determinado ambiente (MONTEMERLO
et al., 2002) e rastreamento de multiplos objetos em videos (ISARD; BLAKE, 1998). Mais
recentemente, os FP tem sido usado como modelo de cogni¢io humana, como a forma que
humanos aprendem a categorizar objetos (SANBORN et al., 2010), como detectam e fazem
previsdes de mudancas de padroes (BROWN; STEY VERS, 2009) e como tomam decisdes (Y1
et al., 2009).
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3.3.1 Integragdo de Monte Carlo

Os FP sao baseados na Amostragem Sequencial por Importancia (ASI), que consiste
em representar FDP a posteriori a partir de um conjunto de amostras aleatérias, associadas a

certos pesos denominados pesos por importancia (DOUCET et al., 2001).

O fundamento por trds do FP € a integracdo de Monte Carlo, que torna possivel a

criacao das amostras distribuidas. A integral multidimensional é representada por:

= / F0)m(x)dx, (53)

e a média das amostras f (xi) € obtida através da aproximacdo da integral em (53). A equacao
(53) pode ser interpretada como o valor esperado de f(x), sendo 7(x) a FDP de x. Dessa forma,

a equacdo (53) pode ser aproximada pela média amostral, dada por:

Iv=y Y f (). (54)

No contexto da estimacdo bayesiana, normalmente ndo € possivel aplicar, de forma
eficiente, a amostragem para a distribui¢do a posteriori, representada por 7(x). A fungdo de
distribui¢cdo a posteriori € uma combinacdo da distribui¢do a priori e da FDP, que informa quais
sdo as informacdes contidas nos dados observados. Para contornar o problema, uma possivel
solugdo € utilizar o método de amostragem por importancia ao invés da funcao de distribuicao
a posteriori. A Amostragem por importancia € um método geral de integracdo de Monte Carlo

para realizar a filtragem ndo linear.

Idealmente, deve-se gerar amostras através da FDP a posteriori m(x), porém, devido
aos problemas citados anteriormente, as amostras devem ser geradas a partir de uma FDP ¢(x),
similar a 7(x). Esta FDP ¢(x) é conhecida como densidade por importincia, pode ser expressa

pela seguinte inferéncia:

m(x) >0=-¢g(x) >0 paratodox e R"™. (55)

Sendo assim, por meio desta relacdo, a integral de Monte Carlo na equacao (53) pode

ser reescrita da seguinte forma:

_ _ 7 (x)
I—/f(x)ﬂ:(x)dx—/f(x)mq(x)dx. (56)
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A estimativa da integral / por Monte Carlo € computada ao gerar N > 1 amostras

independentes, distribuidas de acordo com ¢(x) formando a soma ponderada Iy:

Iy = zlv Y S (@) (), (57)

W (x) = mx) (58)

Prova: Continuando o processo, a integral de Monte Carlo deve ser estimada
considerando a fungdo 7’ (x) = c¢7(x), com ¢ desconhecido. Dessa forma tem-se que a estimativa

I da integral de Monte Carlo é:

i= / £ (x)dx.

Multiplicando e dividindo por g(x), tem-se [ f(x) 7;,((;)) q(x)dx,

. . 1 _n A () 1 ©N H T(x)
pode-se aproximar ento por ~ Lict f(x) o = CvEimf (x) R

Portanto:

i = CIN.
Como o fator de normalizagdo da FDP 7(x) é desconhecido, é necessério executar uma
normalizacdo dos pesos por importancia. Sem perda de generalidade, considera-se f(x) = 1.

Dessa forma, tem-se que:

I:/lﬂ'(x)dx%lil
N4

7' (xf)

q(x')

i)‘

m(x
q(x')

I

1 N
—)1
VL
1=
Lembrando-que 7(x) é uma FDP, ou seja, satisfaz a seguinte igualdade:
/ w(x)dx=1,

tem-se que:
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Dessa forma, dividindo / por ¢, € possivel normalizar tal valor:

i NZ L/ > 5 NZ 1f<x’>”(;‘f X F0))
N= o)

'x .

‘1

Por fim, chega-se no seguinte valor de Iy:

N
Iy = Zf (Xl
i=1

no qual a normaliza¢cdo dos pesos por importancia é dado por:

Mw(x)

3.3.2 Amostragem Sequencial Por Importancia

O método de ASI é um método computacional que consiste na implementacdo
recursiva do filtro bayesiano pela simulacdes de Monte Carlo, representando FDP a posteriori
requerida por meio de amostras aleatdrias com associagdo de pesos, estimada com base nessas

mesmas amostras € pesos.

Quando o numero de amostras torna-se muito elevado, essa caracteriza¢io torna-se
uma representacdo equivalente da FDP a posteriori e o filtro de ASI se aproxima do estimador
6timo bayesiano (GORDON et al., 2004).

Antes do desenvolvimento das equagdes referentes ao algoritmo do filtro, é necessario
definir algumas varidveis e representagdes. Primeiramente, tem-se X; = {x;,j = 0,...,k}
representando todos os estados x; até€ o tempo k. O conjunto de FDPs a posteriori no tempo k €
representada como p(Xy|Z) e sua FDP marginal € p(x;|Z;); {X},wi}Y | representa as medidas
aleatérias caracterizadas pela densidade de probabilidade conjunta a posteriori p(Xi|Z;). Os
pesos sdo normalizados de modo que a soma desses pesos € unitaria. Entdo, a FDP a posteriori

no tempo k pode ser aproximada da seguinte forma:

P (Xi|Zy) ~ Z wid (X —X[), (59)

em que O € a fung@o delta de Dirac.
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Os pesos normalizados w}; sdo escolhidos usando o principio da amostragem por
importancia. Além disso, se as amostras X; forem adquiridas através da FDP ¢(X;|Z), a

seguinte proporcionalidade € vélida:

i P (X,i\Zk)

oc > KT 60
e (Xl ©0

Para o tempo k — 1 temos as amostras se aproximando de p (X;_1|Zx_1). ApOs
a aquisicdo de medida z; no tempo k, deseja-se aproximar p(X;|Z;) do novo conjunto de

amostras. Se a FDP for escolhida para fatorar de modo que a igualdade:

q (Xi|Z) = q (k| Xe—1,Z1) ¢ (Xi—1|Zk—1) (61)

¢ valida, entdo € possivel obter as amostras X,ﬁ ~ q(Xi|Zy), aumentando cada uma das amostras
X,i_l ~ q(Xx—1|Zx—1) com o novo estado x}; ~ q(x¢|Xp—1,Zy). Para obter a equagdo de
atualiza¢@o dos pesos por importancia, a FDP p (X;|Z;) é expressa em termos de p (X 1]|Zx_1),

P (zk|xe) e p (xe|xe—1):

p (zilxi) p (elxx—1)
P (2l|Zi—1)

p(Xk|Zy) = P (Xi—1|Zk—1), (62)

sendo assim possivel chegar-se na equagao de atualiza¢dao do peso por importancia em (63):

W oc p (Zk|xfc) p (x};|x};71)
D (X z)

(63)

Além disso, através da propriedade markoviana, a densidade por importancia depende
apenas da amostra x;_; e da medida z;. Nesta situacdo, € necessdrio armazenar apenas x}'c,
tornando possivel o descarte de X; _; e do histérico de observacdo Z; . Sendo assim, a

densidade a posteriori filtrada p (x;|Z;) é aproximada pelo trem de impulsos:

N . .
P (xx|Zy) =~ Zw}cﬁ (xk —x}c) i (64)
i=1

Assim, a filtragem via ASI consiste na propagacao recursiva dos pesos por importancia

w;, € dos estados x; conforme cada medig@o € recebida sequencialmente.
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3.3.3 Problema da Degeneracao

A degeneracao do algoritmo do FP € inevitdvel e ocorre na etapa de ASI, como provado
pelo teorema de Kong-Liu-Wong (KONG et al., 1994). Na prética isso significa que, apds a
evolucdo dinamica das particulas em um ciclo, todas as particulas, com exce¢do de uma, terdo

0s respectivos pesos por importancia nulos.

Para limitar o efeito dessa degeneracdo deve ser escolhida uma fun¢do que minimiza a
variancia dos pesos por importancia (DOUCET et al., 2000). Um bom indicador da degeneragao

de um algoritmo é o tamanho efetivo da amostra Ne rf> dado por:

Nepp=——— . (65)
Zévzl (ch)z

Da equagdo (65), obtém-se diretamente duas condi¢des:
(1) Se os pesos forem uniformes, isto &, w}; = 1/N, entdo Neff =N.
(ii) Se j € {1,...,N} de modo que wi =1, e wi = 0 para todo i # j, entdo N,y = 1.

Portanto, quando N,y assume um valor baixo, hd um indicio de uma degeneracdo

severa e, quando N,y assume um valor elevado, o algoritmo do FP apresenta uma baixa
degeneracdo (GORDON et al., 2004).

3.3.4 Reamostragem Sequencial Por Importancia

O processo de reamostragem deve ser considerado quando ocorre quando uma
degeneragdo significativa no algoritmo do FP. A reamostragem tem o objetivo de eliminar
amostras de baixa importancias e multiplica amostras de alta importancias. Isso envolve
ix N

mapeamento de pesos uniformes {x{,w!}: {xi,1/N}. As novas amostras {x;"}¥ | sdo geradas

a partir de reamostragem de uma representagio discreta aproximada de p(xi|Z;) dado por

N . .
D (x| Zy) = Z w0 (xk —x}c) , (66)
i=1

sendo que P {xjc* =X } = wy e 0s novos pesos das particulas sdo uniformes. A sele¢io xi* = x]

¢ baseada na soma acumulada ilustrada na Figura 6.

Na Figura 6, u;, que € uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0,1], € mapeado

no indice j; a particula correspondente x,jc tem uma chance maior de ser selecionada devido ao
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seu alto valor w,];, representado pela altura do degrau do gréafico da soma acumulada. Ou seja,

essa amostra serd replicada, devido a sua alta importancia, ao passo que outras amostras menos

significativas serdo descartadas.

Figura 6: Representacao dos sorteios e associaciao com a soma acumulada.

1.%1 e

Fonte: (GORDON et al., 2004).

Uma representacio grafica de um FP de N=10 amostras que utiliza como fun¢do de
importancia g (xk]x};_l ,zk) =p (xk|x;'<_1) € ilustrado na Figura 7. Inicialmente, no topo, tem-se
um valor aleatério com peso uniforme {xf{,N -1 }, que aproxima a FDP p (xk|Z,’;71). Entdo, é
computado, para cada particula, seu peso de importancia a partir do recebimento da medida z;.
O resultado ¢ o par {xj,wi}, que gera uma aproximac@o de p (x¢|Z;). Se uma degeneragdo
significativa ocorrer, a etapa de reamostragem é executada, em que as particulas de maior
importancia sdo selecionadas para obter a medida de pesos uniformes {x*, N~'} que, por sua
vez, aproxima p(xi|Z;). A dltima etapa é a predigdo, que introduz a variedade advinda do ruido

do processo e resulta no par {xi_ |, N~'}, que aproxima p (x¢1]Z).

Figura 7: Um ciclo de um Filtro de Particulas.

{x;.N“'} o o (¢}

Pl x,)

Oe—n o=

:
A

Fonte: (GORDON et al., 2004).
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Apesar de reduzir os efeitos de degeneracdo, esse processo pode gerar algumas
complicagdes praticas. Devido as caracteristicas da reamostragem, as particulas de alta

importancia sdo estatisticamente escolhidas mais vezes. Isso gera uma perda de diversidade
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de amostras, j4 que as mesmas amostras irdo conter muitas particulas repetidas. Esse problema
¢ conhecido como empobrecimento de amostra, sendo mais grave em casos em que o ruido do
processo € baixo em relagdo ao sinal. Isso faz com que todas as particulas se aproximem de um

mesmo ponto em poucas iteragoes.

De forma geral, a precisdo de qualquer estimativa de uma funcdo de distribuicao s6
pode ser reduzida como resultado de reamostragem. Portanto, a média e a covariancia das

amostras devem ser calculadas antes do processo de reamostragem (GORDON et al., 2004).

3.3.5 Pseudocddigo para o FP

. S i
Dados de entrada: {x;  ,wi  }ez

Parai=1 até N faca
Sortear X, com base na distribuigdo por importancia: x}'{. ~ q(xk|xk —1,z;)
zk|x'k) p(x |X] .
p(zk| : ){’( k‘ k_]>w’k— 1
Q(Xk|xk717Zk)

Avalie os pesos por importancia: W}; =
Fim Para
Calcule o peso total: § = Zﬁvzl W};
Parai=1 até N faca

Normalizar os pesos: w = wt /S

Fim Para

3.4 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo foram apresentados o FK, o FKE e o FP. Como exemplo de filtro
para aplicacOes em modelos lineares ha, o FK, o qual é capaz de estimar grandezas do sistema
modelado com o objetivo de obter estimativas o mais préximo possivel dos valores exatos (sem
ruido). Isso € obtido através calculos de valores esperados e matrizes de covariancias, ambos

condicionados as medidas.

Para modelos matematicos nao lineares uma das escolhas € o FKE que, através
de linearizacdes por séries de Taylor, torna possivel utilizar as equagdes do FK, ainda que

adaptadas.

Por fim, o FP consegue tratar os modelos matemdticos ndo lineares através das
amostras de particulas e seus respectivos pesos por importancia. Isso torna possivel a sua
aplicagdo em qualquer sistema com medidas ruidosas, apresentando distribuicdes gaussianas

ou nao.
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4 SIMULACOES E RESULTADOS

Para implementar computacionalmente o processo de filtragem estocastica, foi
necessdrio, inicialmente, descrever os modelos que regem as dinamicas de epidemias e gerar
as medidas relacionadas ao nimero de individuos numa populagdo. Isso foi possivel através
dos equacionamentos dos modelos SIS, SIR e SEIR, descritos nas Sec¢oes 2.2.1, 2.2.2 € 2.2.6
respectivamente, e a geracao dos dados populacionais equivalentes utilizando dois métodos
distintos, o MOSES e a GS (Geracao Sintética). Além disso, foi necessario “contaminar’ esses
dados com ruidos aleatorios, criando, assim, as medidas simuladas para serem aplicadas aos
filtros estocasticos. Para a GS, os dados foram gerados a partir do préprio modelo, ou seja, o

modelo que descreve a dinamica do sistema € exatamente o mesmo utilizado nos filtros.

Para adquirir os resultados, realizaram-se simulagdes no MOSES para obter as medidas
referentes aos modelos SIS e SIR. Geraram-se as medidas no MOSES e, em seguida, adicionou-
se ruido aleatdrio a esses valores para simular medidas imprecisas. Com a geracdo sintética de
dados foi possivel utilizar os modelos descritos anteriormente, aplicando o ruido aos valores
da mesma forma que a geracdo pelo MOSES. Por fim, essas medidas ruidosas passaram pelos

filtros FKE e um FP, ambos implementados em MATLAB.

4.1 SIMULACAO DO MODELO MOSES

Nesta secdo serdo apresentadas duas simulacdes realizadas no MATLAB utilizando
o modelo MOSES. O cenério 1 baseia-se no modelo SIS e o cendrio 2 baseia-se no modelo
SIR. Os dados gerados foram representados por graficos que permitem uma andlise visual
da dinamica do modelo, sendo possivel observar a evolucao da epidemia por um nimero pré-
definido de individuos ao longo dos dias. A simulag¢do foi efetuada realizando uma amostragem

por hora durante 100 dias. Os parametros utilizados na simulagdo encontram-se na Tabela 2.



Tabela 1: Tabela de parametros das simulacdes.

Parametro Cenario 1 | Cenario 2
Taxa de nascimento anual br 0 0
Taxa de mortalidade anual dr 0 0
Taxa de vacinacao didria vr 0 0,05
Taxa de imunizag@o de vacinacio vir 0 0,9
Taxa de imunizag¢do materna mir 0 0
Constante de transmissdo de Exposto
) 0 0
para Suscetivel By,
Taxa de quarentena didria gr 0 0
Constante de transmissao de Suscetivel
0,3 0,6
para Infectado 3,
Taxa de isolacdo diaria ir 0 0
Taxa de transmissao de Exposto
0 0
comparado a Infectado &,
Taxa de transmissao de Em Quarentena
0 0
comparado a Infectado €,
Taxa de transmissao de Isolado
0 0
comparado a Infectado &,
Taxa de mortalidade dos Infectados ¥, 0 0
Taxa de transi¢ao de Infectado para Recuperado 0 05
por Imunizacgao Yin ’
Periodo de exposi¢do em dias 7.y, 0 0
Periodo de infec¢do em dias 7, 5 4
Periodo de imunizacao por vacinagdo 6 3
em dias t,q¢
Populagio inicial Suscetiveis 9930 9910
Populagdo inicial Expostos 0 0
Populagdo inicial Infectados 70 70
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Fonte: Adaptado de (VAROL, 2016).

No cendrio 1 foi realizada a simulagdo apenas com individuos suscetiveis a uma
certa doenca com constante de transmissdo de suscetivel para infectado de 0,3 (30% de
probabilidade). Com isso, € possivel observar, na Figura 8, que a populacdo inicial de 10000

individuos, apds o 30° dia, desenvolveu uma certa resisténcia a doenga.
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Figura 8: Grifico do resultado do cenario 1.
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Fonte: Autoria propria.

No cendrio 2 foi acrescentado um novo parametro que ¢é significativo considerando
uma epidemia: o parametro de vacinagcdo. Considerando este parametro, surgem os individuos
imunizados. A taxa de imunizacdo por vacinagdo € de 90%, ou seja, apOs a imunizacao
este individuo ndo contrai novamente a doencga, reduzindo a probabilidade de morte pela
infeccdo para 0%. Este parametro, gerou ao fim do periodo, uma populacao 100% imunizada,

erradicando a epidemia, vide Figura 9.

Ainda no cendrio 2, é possivel notar que de acordo com o parametro t,,., tempo para
a imunizagao por vacinacao, ocorre a reducao total do nimero de infectados e a imunizagao de

toda a populacdo restante que ndo foi morta pela infec¢ao.

Figura 9: Grifico do resultado do cenario 2.
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Fonte: Autoria propria.
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4.2 APLICACAO DO FKE — MODELO DE EPIDEMIA SIS E DADOS DO MODELO
MOSES

De acordo com o que foi descrito na Secao 3.2 sobre o FKE, implementou-se, em

MATLAB, o algoritmo do filtro estocéstico, baseado nas equagdes (42)—(52).

Na aplicacdo do filtro FKE com modelo SIS, na Secdo 2.2.1, utilizou-se o conjunto
de equacdes em (13). Este conjunto descreve um modelo deterministico exato da populagdo,
nao possuindo erros que poderiam ser originados, por exemplo, de sistemas de medicdes reais.
Por este motivo, foi necessario “contaminar” os estados com ruidos aleatdrios, com distribui¢ao
gaussiana de média nula e variancia conhecida, para que fosse possivel a utilizagao do filtro

estocastico.

Os parametros utilizados para chegar ao resultado mostrado na Figura 10, com um

maior detalhamento na Figura 11, foram os seguintes:

20 0 100 O . 9930 99 0
Q - ) R= 5 X0|0 = ) P0|0 = ’ (67)
0 20 0 100 70 0 50

em que Q representa a matriz de covariancia do ruido do processo, R representa a matriz
covariancia do ruido da observagdo (definidas empiricamente), £o)o € Fyjo as condi¢es iniciais
de estado e a matriz de covariancia do erro de estimativa, respectivamente. Além disso, o
parametro b, que representa a taxa de natalidade, € nulo de maneira que nao haja variagdes no

numero total de individuos da populagao.

Aumentando os valores da matriz Q, observou-se que o FKE tende a perder confianca
no modelo dindmico, aproximando-se, portanto, das medidas. Para corrigir este problema,
ajustou-se um valor de equilibrio entre os pardmetros 3 € ¥ do modelo dindmico e os valores da
matriz Q. A matriz de covariancia do ruido de observagao R € preenchida com as variancias das
medidas em sua diagonal principal. Por fim, os valores escolhidos para as condi¢des iniciais
Xoj0 © Pojo foram préximos a entrada no modelo MOSES, porém foi possivel observar que estes
valores ndo tiveram tanta influéncia no comportamento do FKE, visto que a corre¢do do filtro

ocorre rapidamente, evitando a propagac¢ao do erro.

O modelo MOSES foi utilizado para a geracao dos valores de medidas. Dessa forma,
as medidas “contaminadas” foram geradas através dos dados exatos do cenério 1, conforme os
parametros na Tabela 2. O ruido, que contaminou os valores reais para a simulagdo das medidas,

segue a distribuicdo gaussiana v ~ .47(0,10).
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Figura 10: Grafico da aplicacdo do FKE ao modelo SIS (Cenario 1).
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Fonte: Autoria propria.

O erro foi calculado pelo valor absoluto da diferenca entre os valores reais e os valores
filtrados. Observa-se na Figura 12 que o erro € elevado na etapa de transi¢do do grafico,
que pode ser observada na Figura 10, entre as iteragdes 1 e 750. Fica evidente nas Figura
11 o distanciamento entre os valores medidos e os valores estimados pelo FKE durante a
transicdo. Essa € a regido em que a dindmica populacional é mais ativa, ou seja, existe um
volume consideraveis de transi¢Oes entre etapas a cada iteracdo. Quando a curva atinge algo
semelhante a uma espécie de regime permanente, o erro de “regime permanente” diminui. Essa
etapa representa o periodo em que a epidemia entra em equilibrio entre o ndmero de individuos

suscetiveis e infectados, ou seja, as transi¢oes de etapas sao minimas ou nulas.



55

Figura 11: Zoom nas etapas de transicio da aplicacio do FKE ao modelo SIS (Cenario 1) dos
nimeros de individuos de cada populacio.
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Fonte: Autoria propria.

Figura 12: RMSE, erro absoluto e médio do FKE em relacao aos valores reais.
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4.3 APLICACAO DO FP — MODELO DE EPIDEMIA SIS E OS DADOS DO MODELO
MOSES

Com o FP, foram utilizadas as equagdes (53)—(66), descritas na Sec¢do 3.3 sobre FP.
O modelo SIS utilizado foi o mesmo utilizado na Secdo 4.2 para a aplicagdo do FKE. Assim
como na Secdo anterior, o0 modelo MOSES foi utilizado para gerar os dados simulados. De
forma semelhante, o ruido gaussiano adicionado para “contaminar” os dados segue a mesma

distribui¢do da secao anterior.

Novamente, os filtros apresentaram comportamentos esperados, com o FP tendo um
desempenho melhor do que o FKE. Em relacdao ao FKE, verifica-se que o FP demonstrou um
comportamento melhor através de todo o processo de filtragem, nao apresentando um aumento
do RMSE nas regides de transicdo. Essa diferenca pode ser percebida quando compara-se as

Figuras 12 e 15 ou as Figuras 11 e 14.

Tabela 2: Tabela do erro em nimero de individuos do modelo SIS gerado pelo MOSES.
Filtro | RMSE Suscetivel | RMSE Infectado
FKE 32,2056 30,533
FP 15,5277 16,6222
Fonte: Autoria propria.

A Tabela 2 mostra o RMSE da quantidade de individuos em cada etapa. Nela, observa-
se que o erro do FKE é aproximadamente o dobro do FP. O comportamento do filtro pode ser

visto na Figura 13.

Figura 13: Grafico da aplicacao do FP ao modelo SIS (Cenario 1).

N. de individuos suscetiveis

Fonte: Autoria propria.
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Figura 14: Zoom nas etapas de transicio da aplicacdo do FP ao modelo SIS (Cenario 1) dos
nimeros de individuos de cada populacio.
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Figura 15: RMSE, erro absoluto e médio do FP em relacio aos valores reais.
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4.4 APLICACAO DO FKE — MODELO DE EPIDEMIA SIR E OS DADOS DO MODELO
MOSES

De maneira similar ao modelo SIS, aplicou-se ao modelo SIR ao FKE. Para esse

modelo, utilizou-se o conjunto de equacdes em (17). Assim como para o modelo SIS, o conjunto

de medidas para essa aplicagdo também recebeu a adi¢do de ruido gaussiano. Os parametros

inseridos no FKE foram os seguintes:

0=

25 0 O
0 25 0|, R=
0 0 25

100 0 O 9930

0 100 O |, fgo=1| 70 |, Pyo=

0 0 100

0

9 0 0

0 50 0. (68)
0 0 0

Os parametros foram ajustados para sintonizar o FKE e gerar o melhor comportamento

possivel das estimativas, minimizando os erros, visto que, como citado anteriormente, para o

modelo SIS, existe uma diferenca entre 0 modelo utilizado para gerar as medidas e o modelo

dindmico utilizado na filtragem.

N. de individuos suscetiveis

N. de individuos infectados

N. de individuos recuperados

Os graficos com as estimativas encontram-se nas Figuras 16 e 17.
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Figura 16: Grafico da aplicacao do FKE ao modelo SIR (Cenario 2).
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O erro da estimativa do modelo SIR, assim como para o modelo SIS, foi calculado

a partir da diferenca absoluta entre os valores reais e os valores estimados. No grafico da

Figura 17, pode-se observar que, de forma semelhante ao modelo SIS, o erro € maior na regido

de maior mudang¢a no numero de individuos de cada estado. E possivel verificar a diferenca
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entre os valores medidos e os valores filtrados nas Figuras 17 e 18. Vale ressaltar que esse
comportamento, obtido na filtragem de ambos os modelos, € esperado: como o filtro opera
através de predicdes e atualizagdes, valores com pouca variagdo em amplitude e em sequéncia

sdo mais facilmente filtrados do que valores com uma grande variagao.

A diferenca principal em relacdo a filtragem dos modelos SIS e SIR € a grandeza dos
valores. Na etapa de transicdo, a filtragem considerando o modelo SIR apresentou um erro
maior do que a filtragem considerando o modelo SIS. J4 com a populacio estabilizada, o erro

da filtragem com o modelo SIR foi menor do que a filtragem com o modelo SIS nessa etapa.

Os valores de erro foram os menores observados até o0 momento, dada a aplicacio do
modelo MOSES ao FKE. Isso se deu, pois dos modelo gerados pelo MOSES, o modelo SIS ¢
0 mais préximo do modelo dindmico que alimenta os filtros, sendo assim como o modelo SIR
gerado pelo MOSES € o que mais se difere dos que alimentam os filtros, gerando os maiores

€Iros.

Figura 17: Zoom nas etapas de transicao da aplicacio do FKE ao modelo SIR (Cenario 2) dos
nimeros de individuos de cada populacao.
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Figura 18: RMSE, erro absoluto e médio do FKE em relacao aos valores reais.
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4.5 APLICACAO DO FP — MODELO DE EPIDEMIA SIR E OS DADOS DO MODELO
MOSES

O resultado esperado para esse processo de filtragem era novamente de uma
performance superior do FP. Porém, diferentemente dos outros casos, o FKE apresentou um
melhor resultado do que o FP. O desempenho do FKE foi, aproximadamente, duas vezes melhor

do que o desempenho do FP, como € mostrado na Tabela 3.

Tabela 3: Tabela do erro em niimero de individuos do modelo SIR gerado pelo MOSES.
Filtro | RMSE Suscetivel | RMSE Infectado | RMSE Recuperado

FKE 86,0907 22,8112 78,6137
FP 151,4758 57,3257 174,5098
Fonte: Autoria propria.

Observa-se na Figura 19 e com mais detalhes nas areas de transi¢do na Figura
20 que houve um grande distanciamento entre os valores filtrados e os valores reais nesta
regido. Esse comportamento ndo ocorreu com tanta intensidade no modelo SIS, filtrado pelo
FP. Comparando as Figuras 18 e 21 verifica-se que, principalmente nas etapas suscetivel e
recuperado, que a amplitude do erro nas regides de transi¢do € significativamente maior para a

filtragem com o FP do que com a filtragem pelo FKE.
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Apesar do resultado ser inesperado, ndo € incorreto. Devido a escolha feita para o valor

dos parametros, pode-se acabar ndo chegando em sua melhor performance.

Figura 20: Zoom nas etapas de transicao da aplicacio do FP
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Figura 21: RMSE, erro absoluto e médio do FP em relacao aos valores reais.
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4.6 ANALISE FKE E FP ATRAVES DA GS DE DADOS SIMPLES

A geragdo de dados de forma sintética € realizada com base no do préprio modelo
matematico em (13), (17) e (32). Espera-se que para esse tipo de geraciao de dados, haja um bom
desempenho de ambos os filtros, pois 0 equacionamento que € utilizado para gerar o conjunto
de dados € conhecido em sua totalidade pelo filtro, diferentemente dos dados gerados pelo
MOSES.

Observa-se, na Figura 22, a simula¢gdo de um cendrio com modelo SIS. Esses valores,
como comentado anteriormente, foram gerados a partir do proprio modelo, utilizando as
equagoes (13), (17) e (32). Os dados gerados representam a dinamica populacional real de

um grupo de 10000 individuos.
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Figura 22: Grafico do modelo SIS.
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Esse modelo foi entdo submetido a dois tipos diferentes de filtragem estocéstica
estudados neste trabalho: o FKE e o FP. Os graficos das estimativas obtidas pelos dois filtros

encontram-se nas Figuras 23 e 24, respectivamente.

Visualmente, ambos os métodos de filtragem apresentam o mesmo desempenho.
Ambos 0s métodos de filtragem apresentaram um bom desempenho, ao analisar os RMSE de
ambos, verifica-se na Tabela 4 que o FP apresenta um desempenho superior ao do FKE. Vale
notar que o RMSE foi calculado através dos erros calculados da diferenca entre o valor exato e

o filtrado a cada instante da simulagdo.

Tabela 4: Tabela do erro em niimero de individuos do modelo SIS gerado sinteticamente.
Filtro | RMSE Suscetivel | RMSE Infectado
FKE 53,997 54,346
FP 8,680 9,338
Fonte: Autoria propria.

Seguindo com o que era previsto, o FP apresentou um desempenho superior ao do
FKE, obtendo um RMSE aproximadamente 6 vezes menor para ambas as etapas de individuos
do modelo SIS.
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Figura 24: Grafico da aplicaciao do FP ao modelo SIS.
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Em seguida, realizou-se a simulagdo de um modelo SIR. O resultado dessa simulagcao

pode ser observado na Figura 25. Assim como no modelo anterior, os dados também foram

gerados com base no proprio modelo. Neste novo cendrio, também foi utilizada uma populagao

de 10000 para a simulagao.
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Figura 25: Grafico do modelo SIR.
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Assim como no modelo SIS, ambos os filtros apresentaram pouco erro, apresentando

uma leve variacdo, perceptivel apenas nos momentos de mudangas mais bruscas que acontecem

entre a primeira e a centésima iteracao, como representado nos gréficos das Figuras 26 e 27.

Como esperado o valor do RMSE do FP, por ser um filtro melhor, foi menor do

que o RMSE do FKE, como exposto na Tabela 5. Comparativamente ao modelo SIS, o FKE

performou melhor e o FP apresentou desempenho semelhante.

Tabela 5: Tabela do erro em niimero de individuos do modelo SIR gerado sinteticamente.

Filtro | RMSE Suscetivel | RMSE Infectado | RMSE Recuperado
FKE 39,744 12,538 38,521
FP 9,572 8,924 9,355

Fonte: Autoria propria.
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Figura 26: Grafico da aplicacdo do FKE ao modelo SIR.
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Por fim, realizou-se a filtragem do modelo SEIR. Devido ao maior niumero de etapas e
maior exigéncia de processamento, o nimero total de individuos da populagdo para esse modelo

foi reduzido de 10000 para 4000, como pode ser visto na Figura 28.

Figura 28: Grafico do modelo SEIR.
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Novamente, os filtros apresentaram bom desempenho, evidenciado nas Figuras 29 e 30
e apresentado na Tabela 6. Para a etapa de individuos recuperados os valores do RMSE foram
muito parecidos entre os métodos de filtragem. J4 para as outras etapas os valores foram de

grandeza semelhantes aos obtidos com o modelo SIR.

Tabela 6: Tabela do erro em niimero de individuos do modelo SEIR gerado sinteticamente.
Filtro | RMSE Suscetivel | RMSE Exposto | RMSE Infectado | RMSE Recuperado

FKE 16,166 14,328 27,486 9,629
FP 9,236 9,410 6,645 6,645
Fonte: Autoria propria.

No grafico apresentado na Figura 28 os individuos infectados (representados pela cor verde) estdo sobrepostos
pelos individuos recuperados (representados pela cor magenta).
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Figura 29: Grafico da aplicacio do FKE ao modelo SEIR.
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Figura 30: Grafico da aplicacio do FP ao modelo SEIR.
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47 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo, foram realizadas as implementacoes em MATLAB dos filtros FKE e
FP com os modelos epidemiolégicos SIS e SIR utilizando os dados gerados pelo MOSES, além

da implementacao da geracdo de dados sintética que tornou possivel a utilizacdo do modelo
SEIR.

Para a geracdo das medig¢des, utilizou-se os dados gerados pelo MOSES com a adi¢do
de um ruido gaussiano para simular as medidas efetuadas em cada modelo epidémico e os
dados gerados pelo préprio modelo. Da mesma forma, foi adicionado o mesmo tipo de ruido

aos valores criados pela geragao sintética de dados.

Obtidas as medic¢des, implementou-se o FKE e o FP e aplicou-se nos modelos SIS, SIR
e SEIR discretizados. A aplicacao do filtro nos dados gerados externamente foi mais trabalhosa,
visto que 0 MOSES possui mais parametros para descrever as epidemias que os modelos SIS
e SIR. As medidas resultantes destoaram levemente dos valores reais, sendo 173,402 o maior

valor de RMSE dentro de uma populacao de 10000 individuos.



70

5 CONCLUSOES

Foram estudados modelos matematicos que representassem a dindmica populacional
que seriam aplicados os métodos de filtragem estocdstica. Os modelos que mais se adequaram a
proposta foram os modelos SIS e SIR. Esses sdo modelos simples o suficiente para representar,
de forma genérica, boa parte das dinamicas infecciosas existentes. Por esse motivo, tais modelos
sdo largamente utilizados no universo de estudos epidemioldgicos. No decorrer da elaboracao
do trabalho, com o surgimento da COVID-19, incorporou-se também ao trabalho a andlise do

modelo SEIR, que descreve uma dindmica semelhante a pandemia do coronavirus.

Utilizou-se duas formas de geracdo de dados a partir dos modelos definidos nesse
trabalho. A primeira forma recebeu o nome de GS de dados. Nela, os dados sdo gerados com
base no modelo matemético e o ruido é adicionado ao conjunto de dados para ser utilizado
como medidas. A geracdo de dados dessa forma torna o erro menor pelo motivo de que o filtro
estocdstico estd utilizando um modelo que descreve perfeitamente o sistema a partir do qual

foram obtidas as medidas.

A segunda forma de geracao é feita pelo MOSES. O MOSES € um software open-
source de geracdo de modelos epidémicos, com ele € possivel gerar modelos simples, como
o SIS e o SIR, mas também criar modelos mais complexos adicionando etapas, como a etapa
“Quarentenado” e diferentes transi¢des entre estas e as demais etapas. Os filtros estocasticos
apresentam um rendimento abaixo do esperado quando aplicados aos modelos gerados pelo
MOSES. Encontrou-se dificuldades na integracdo do mesmo com os filtros, visto que os dados

eram gerados sem depender do modelo.

Dois filtros estocasticos foram escolhidos para serem aplicados nos modelos gerados.
O primeiro deles foi o FKE e depois o FP, filtro estocdstico mais geral. Como jé era esperado,
o FP demonstrou um desempenho superior ao do FKE em 75% das simula¢des. O tnico caso
em que o FP apresentou um desempenho inferior ao FKE foi na filtragem com o modelo SIR
baseado na geracdo externa de medidas pelo MOSES. Em relagdo aos diferentes modelos, de

forma geral, o FP apresentou desempenho semelhante, independentemente do modelo utilizado
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quando utilizando, dados gerados sinteticamente. Quando os dados eram gerados externamente

através do MOSES, o desempenho se tornou irregular.

Tendo em vista a atualidade do assunto tratado neste TCC, enfatiza-se a importancia e
a necessidade dos dados durante essas situacdes como a que se vive hoje, na época em que esta
sendo escrito este TCC. A informacgdo e o conhecimento sdo as ferramentas mais poderosas
no combate, ndo s6 do Coronavirus, mas de todas as possiveis pandemias subsequentes que
poderdo surgir futuramente no mundo. Dessa forma, esse trabalho pode ser continuado por
outros alunos e pesquisadores de forma a especificar cada vez mais os diferentes tipos de
modelos para que represente, de forma fiel, cada variante de epidemia que possa surgir.
Além disso, esses modelos podem levar em consideragdo nao s6 as peculiaridades do agente
infeciosos, mas também o efeito que diferentes politicas sanitdrias publicas e comportamentos

sociais tem no desenrolar de uma epidemia.
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