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RESUMO 

 

LUGARINI DE SOUZA, Alan. Arquiteturas de Redes de Microcanais para 
Resfriamento de Chips Eletrônicos. 2016. 133 f. Dissertação - Programa de Pós-
Graduação em Engenharia Mecânica e de Materiais, Universidade Tecnológica 
Federal do Paraná. Curitiba, 2016. 

 

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento e análise de arquiteturas de 

dissipadores de calor por redes de microcanais. As configurações em forma de redes 

são caracterizadas geometricamente por múltiplas ramificações no escoamento e 

variação nas escalas de comprimento e diâmetro hidráulico através de cada nível de 

ramificação. O momento tecnológico atual tem permitido a fabricação e a 

experimentação de redes de microcanais, todavia, verificou-se que as arquiteturas 

investigadas experimentalmente nos últimos anos têm parâmetros geométricos 

constantes através de seus níveis de ramificações, o que se denomina fractal. Neste 

trabalho utiliza-se a teoria constructal para projetar arquiteturas de redes com 

geometria variável e até três níveis de ramificação. Algumas hipóteses comumente 

empregadas no desenvolvimento de geometrias constructais em macroescala, como 

por exemplo, escoamento completamente desenvolvido e resistência térmica parede-

fluido desprezível, são reconsideradas por se tratar de uma aplicação de microescala. 

Além disso, a geração de arquitetura é feita para um microchip de tamanho e razão 

de aspecto definidos. Como resultado, foi verificado que as redes constructais 

permitem uma redução significativa na queda de pressão em relação à redes fractais 

com mesmos níveis de ramificação. Foi demonstrado que a rede bifurcada com razão 

de diâmetros segundo a lei de Hess-Murray não é apropriada para dissipação de calor 

em dispositivos miniaturizados. Curvas de resistência térmica versus potência de 

bombeamento são mostradas para evidenciar a notória superioridade das redes 

constructais em relação às fractais. 

 

 

Palavras-chave: resfriamento de eletrônicos, micro dissipador de calor, rede 

constructal, teoria constructal, fractais. 



 
 

ABSTRACT 

 

LUGARINI DE SOUZA, Alan. Microchannel Net Architectures for Electronics 
Cooling. 2016. 133 f. Dissertação - Programa de Pós-Graduação em Engenharia 
Mecânica e de Materiais, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Curitiba, 
2016. 

 

The present work introduces microchannel nets architectures development and 

analysis for heat dissipation purposes. The net configurations are geometrically 

characterized by multiple flow ramifications and changes in length and hydraulic 

diameter scales through each ramification level. The current technological state has 

allowed manufacturing and experimentation of microchannel nets, however, it was 

found that architectures investigated experimentally in the past years have constant 

geometric parameters through their ramification levels, which is denominated fractal. 

In this study constructal theory is used to design net architectures with variable 

geometric parameters and up to three ramification levels. Some hypothesis commonly 

employed in macro scale analysis, for instance, fully developed flow and negligible 

wall-fluid thermal resistance, are reconsidered in order to comply with micro scale 

applications. Moreover, the architectures design is elaborated for a chip with fixed size 

and shape. As a result, It was verified that constructal nets allow a significant pressure 

drop decrease with respect to fractal nets with same ramification levels. It was 

demonstrated that the bifurcated net with diameter ratio according to Hess-Murray law 

is not appropriated for heat dissipation in miniaturized devices. Thermal resistance 

versus pumping power curves are shown in order to evidence the notorious superiority 

of constructal nets compared to fractal. 

 

 

 

 

Keywords: electronics cooling, micro heatsink, constructal nets, constructal theory, 

fractals. 
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1 INTRODUÇÃO 
 

 Em Julho de 1968 o Doutor Gordon Moore co-fundou a Intel Corporation 

começando com a produção de memórias de semicondutores. Pouco tempo depois, 

em 1971, a Intel produziu o primeiro microprocessador, graças a avanços 

tecnológicos que permitiam que mais transistores pudessem ser embarcados em um 

chip. Em uma observação feita em 1965, o Doutor Moore descreveu como o número 

de transistores por polegada quadrada em circuitos integrados dobrava a cada ano. 

Assim é chamada a popular “lei de Moore”. Em 1975 ele atualizou a previsão, 

profetizando que o número passaria a dobrar a cada 24 meses. 

 
Figura 1.1. Contagem de transistores em microprocessadores de 1971 a 2011. (Fonte: Wgsimon. 

Transistor Count and Moore's Law. Wikimedia Commons). 

 

 Atualmente o passo é um pouco diferente, a densidade dobra a cada 18 meses, 

aproximadamente. A Figura 1.1 mostra a contagem de transistores de alguns 

microprocessadores comerciais no período entre 1971 e 2011. Tamanha precisão 
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chega a parecer realmente profética, mas a "lei de Moore” é na verdade uma 

motivação comercial. Fabricantes de chips como a Intel precisam lançar novos 

processadores para corresponder aos avanços em software e experiência de uso. A 

miniaturização é uma batalha econômica sobre o mercado de dispositivos eletrônicos 

portáteis (mercado de mais de um trilhão de dólares). 

 Do ponto de vista do engenheiro térmico, uma maior densidade de circuitos 

eletrônicos implica em uma maior taxa de geração de calor. A miniaturização 

impulsionou o desenvolvimento dos dissipadores de calor por microcanais. Este 

dispositivo consiste em um chip com dutos micrométricos para a passagem de um 

fluido de resfriamento, acoplado em um chip de circuitos integrados, conforme ilustra 

a Figura 1.2, que foi adaptada do manual dos processadores CORETM i7-5960X e i7-

59xx da Intel® (Intel Corporation, 2014). A superfície disponível para remoção de calor 

(IHS) é conectada com o dissipador através de uma membrana (TIM) que tem a 

função de proporcionar um bom contato térmico. Segundo dados do fabricante, esta 

família de microprocessadores dissipa aproximadamente 140 W em condições 

normais de utilização. A superfície disponível para remoção de calor tem 14,88 cm2, 

o que significa um fluxo de calor médio de 9,4 W/cm2. Todavia, existem relatos na 

literatura de demandas de até 100 W/cm2 em circuitos integrados (Kadam e Kumar, 

2014). 

 

 
Figura 1.2. Esquema da montagem de dissipador de calor sobre um processador (Intel Corporation, 

2014). 

 



23 
 

As vantagens do modo de resfriamento por convecção em microcanais são o 

alto coeficiente de transferência de calor ou coeficiente de película (h) e a elevada 

razão entre área exposta à convecção e o volume de fluido. Conforme será visto nos 

capítulos seguintes, o escoamento de líquidos e transferência de calor em 

microcanais podem ser tratados pela mecânica do contínuo, o que significa que o 

número de Nusselt, em função do diâmetro hidráulico, tem o mesmo valor em 

microcanais, minicanais e canais convencionais. O número de Nusselt (Nu) está 

relacionado com o coeficiente de película (h) segundo: 

 h

f

hD
Nu

k
   (1) 

onde Dh é o diâmetro hidráulico e kf é a condutividade térmica do fluido. Tem-se, 

portanto que a baixa ordem de grandeza de Dh faz com que h atinja valores elevados. 

A Tabela 1.1 apresenta um comparativo dos coeficientes de película obtidos por 

diversos modos.  

 

Tabela 1.1. Valores aproximados do coeficiente de película para alguns modos de resfriamento. 
Modo h [W/(m2K)] 

Convecção livre, ar 5 – 25 

Convecção forçada, ar 10 – 500 

Convecção forçada, água 100 – 15.000 

Ebulição em piscina, água 2.500 – 35.000 

Ebulição em escoamento, água 5.000 – 100.000 

    FONTE: Phillips (1987). 

 

Valores de h na ordem de 104 são comuns em convecção forçada monofásica 

em microcanais, o que significa uma concorrência direta com os métodos envolvendo 

ebulição. Apesar da convecção bifásica apresentar maiores taxas de remoção de 

calor, os fenômenos com ebulição geram alguns efeitos indesejados como ruído e 

vibrações. Por este motivo ainda existe grande interesse na convecção sem ebulição. 

Alguns métodos de intensificação da transferência de calor podem fazer com que o 

coeficiente de convecção em escoamentos monofásicos atinja a ordem de 105, como 

o uso de aletas alternadas em Steinke e Kandlikar (2006a), que chegou a ultrapassar 

500.000 W/m2K. 
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1.1 Problema 
 

É interessante notar na Figura 1.2 que o dissipador ilustrado tem configuração 

de canais paralelos. Neste tipo de configuração o escoamento entra em cada um dos 

canais (através do plano da página) e segue em uma trajetória reta até percorrer toda 

a extensão do dissipador. Os métodos envolvendo canais paralelos, com ou sem 

aletas, são os mais usados atualmente devido à sua relativa facilidade de fabricação. 

Esta configuração apresenta ao menos dois problemas: alta diferença de temperatura 

na direção do escoamento e alta potência de bombeamento necessária para manter 

determinado nível de remoção de calor. Para amenizar estas dificuldades, as redes 

de microcanais apresentam-se como uma alternativa viável.  

 

Figura 1.3. Rede fractal de microcanais construída em disco de aço inox (Pence, 2010). 

 

Redes de microcanais são uma configuração que contém dutos de diferentes 

diâmetros e comprimentos, conectados através de ramificações. A Figura 1.3 mostra 

uma rede de microcanais construída em uma plaqueta de aço inoxidável. O fluido de 

resfriamento entra pelo centro do disco e percorre o caminho da rede até atingir a 

periferia. Os níveis de ramificação são as diferentes instâncias onde ocorrem 
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ramificação, por exemplo, na Figura 1.3 o escoamento é bifurcado cinco vezes, 

portanto são cinco níveis de ramificação. 

Neste trabalho será feita uma distinção entre as redes com e sem auto 

semelhança. As redes com parâmetros geométricos iguais em todos os níveis de 

ramificação i serão chamadas de redes fractais. Os parâmetros geométricos são a 

razão entre diâmetros Di+1/Di, a razão entre comprimentos Li+1/Li e a quantidade de 

ramificações ni. As redes onde estas variáveis geométricas são independentes em 

cada nível de ramificação serão chamadas de constructais. 

Este tipo de configuração vem sendo investigado desde o início dos anos 2000 

e diversos resultados apontam maior uniformidade térmica ao longo da área do chip 

e maior coeficiente de desempenho COP (razão entre o calor removido e a potência 

de bombeamento). É notório o interesse recente pela realização de experimentos com 

redes de microcanais. A Tabela 1.2 mostra uma relação das arquiteturas de 

dissipadores de calor por redes de microcanais utilizadas em experimentos recentes. 

Percebe-se que as redes fractais bifurcadas predominam nos experimentos 

realizados. 

 

Tabela 1.2. Arquiteturas utilizadas nos experimentos com redes de microcanais encontrados na 
revisão bibliográfica. 

Referência 
Níveis de 

Ramificação 
Fractal vs. 
Constructal 

Quantidade de 
ramificações 

Wang et. al., 2013 6 fractal 2 

Zhang et. al., 2013 2 fractal 2 

Yu et. al., 2012 2 fractal 2 

Hart e Da Silva, 2011 3 fractal 2 

Calame et. al., 2009 3 constructal >2 

Haller et. al., 2009 3 fractal 2 

 

Significativos avanços foram alcançados com redes fractais de microcanais 

para remoção de calor. O momento é oportuno, portanto, para avaliar os benefícios 

de uma rede constructal de microcanais, a qual deve apresentar desempenho ainda 

maior, pois possui alguns graus de liberdade a mais do que a rede fractal. A teoria 

constructal foi introduzida por Adrian Bejan no final da década de 90, e fornece um 

método determinístico para obter arquiteturas que minimizam a resistência global aos 
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fluxos que atravessam um sistema térmico sujeito a restrições globais. Existem 

diversos trabalhos disponíveis na literatura a respeito de redes constructais 

elaboradas em macroescala. Ao considerar sistemas em microescala, algumas 

hipóteses comumente empregadas devem ser revistas. Além disso, deve-se 

considerar a situação onde a razão de aspecto da superfície de remoção de calor de 

um microprocessador (IHS) é definida pelo fabricante, obrigando o desenvolvimento 

da rede de microcanais a contar com esta restrição. 

 

 

Figura 1.4. Ilustração do tipo de arquitetura investigada no presente trabalho. 

 

1.2 Objetivos 
   

Neste trabalho é desenvolvido um modelo matemático para predizer as quedas 

de pressão e temperatura em redes constructais de microcanais e assim avaliar o 

desempenho energético das redes constructais em relação às fractais. O micro 

dissipador de silício contendo a rede tem dimensões fixadas em 1 cm × 1 cm na 

superfície de remoção de calor, e 0,2 mm de espessura. Os segmentos de 

microcanais são retos e todas as ramificações ocorrem em um ângulo de 90º, 

conforme se pode observar na Figura 1.4. A profundidade dos microcanais é 

constante em cada nível de ramificação, para facilitar uma eventual comparação 

experimental. Na base do dissipador é aplicado um fluxo de calor constante e as 

demais superfícies são isoladas. A restrição global de volume de dutos constante 

deve ser obedecida. O fluido de refrigeração é água em regime de escoamento 

monofásico. Correlações para fator de atrito e número de Nusselt são obtidas para 
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canais com seção transversal retangular, e as quedas de pressão e temperatura são 

calculadas através de uma rotina numérica. A avaliação do desempenho energético 

das arquiteturas é realizada através das curvas de resistência térmica versus potência 

de bombeamento (Bejan e Lorente, 2008, p.250). 

 

1.3 Conteúdo do Trabalho 
 

 O presente trabalho está dividido em seis capítulos, incluindo o de introdução. 

O Capítulo 2 traz a revisão bibliográfica realizada para situar o presente trabalho em 

relação ao estado da arte. A revisão é dividida em duas partes: redes fractais e redes 

constructais. No capítulo 3 é apresentada uma formulação teórica a respeito dos 

fenômenos de transporte em microcanais. Os efeitos de desenvolvimento térmico e 

hidrodinâmico em seção transversal retangular são considerados para a 

determinação de correlações para fator de atrito e número de Nusselt. No Capítulo 4 

é descrita a metodologia de solução das quedas de pressão e temperatura em uma 

rede de microcanais seguindo as regras de construção estabelecidas em trabalhos 

prévios sobre a teoria constructal. No Capítulo 5 são apresentados os resultados e as 

discussões sobre o desempenho de diferentes arquiteturas. Os benefícios das redes 

constructais em relação às fractais são demonstrados quantitativamente. Finalmente, 

as conclusões são expostas no Capítulo 6. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 

 O desenvolvimento de dissipadores de calor por microcanais foi iniciado com 

um grande foco na configuração de canais paralelos, devido a sua maior facilidade 

de fabricação. Neste tipo de configuração o calor gerado pelos chips semicondutores 

resulta em um aumento de temperatura na direção axial.  

Esta não uniformidade de temperatura é indesejável por ao menos duas razões. Em 

primeiro lugar, os gradientes térmicos podem afetar adversamente o desempenho 

dos dispositivos eletrônicos. Além disso, elevadas diferenças de temperatura podem 

produzir tensões térmicas nos chips, devido a diferenças no coeficiente de expansão 

térmica, e prejudicar a confiabilidade destes dispositivos. Também deve-se ressaltar 

que a alta potência de bombeamento necessária para manter determinada taxa de 

remoção de calor é outro problema relevante na configuração por canais paralelos. 

 Uma forma promissora de aumentar o desempenho e a uniformidade térmica 

dos dissipadores de calor por microcanais é a configuração por redes. Numa rede de 

microcanais um canal de diâmetro hidráulico Dh,i pode se ramificar em vários canais 

de diâmetro Dh,i+1. As variações nas dimensões características dos canais e suas 

direções podem ser arranjadas de forma a aumentar a uniformidade térmica do chip. 

A forma de ramificação mais simples é a bifurcação, onde cada canal gera dois 

afluentes. A rede de microcanais pode se ramificar N vezes, onde N indica o nível de 

ramificação. 

 Os dois principais tipos de redes são as fractais (West et. al., 1997) e as 

constructais (Bejan, 1996). Nas redes fractais a razão entre diâmetros Dh,i/Dh,i+1, a 

razão entre comprimento dos canais Li/Li+1 e a quantidade de ramificações em cada 

nível são constantes. O conceito é derivado da teoria matemática de fractais 

(Mandelbrot, 1982) onde uma geometria fundamental é identificada repetidas vezes 

em menor escala conforme se aumenta a resolução (zoom in). Na rede fractal o nível 

de ramificação N é resultado de um truncamento arbitrário, ou seja, a dimensão final 

Dh,N é determinada quando não se pode mais aumentar a resolução. 

Por outro lado, nas redes constructais as regras de escala não são constantes 

através de cada nível de ramificação. Nas primeiras publicações a respeito de redes 

constructais, uma geometria fundamental, chamada volume elementar, era 
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identificada/construída, e o primeiro nível de ramificação resultava de uma montagem 

de volumes elementares. O segundo nível de ramificação resultava de uma 

montagem de primeiros níveis e assim por diante, em uma sequência de construção 

da menor escala para a maior (zoom out). As otimizações realizadas em cada nível 

de ramificação tinham o objetivo de minimizar as resistências globais aos fluxos que 

atravessam o sistema. Atualmente o conceito de configurações constructais significa 

proporcionar mais graus de liberdade às arquiteturas, para assim se obter melhor 

desempenho. 

 

 

Figura 2.1. Ilustração de rede fractal e constructal construídas para uma cobrir uma mesma área, 

evidenciando que a quantidade de ramificações em cada nível é constante na rede fractal. 

 

A Figura 2.1 exibe uma ilustração das geometrias fractal e constructal, segundo 

a quantidade de ramificações em cada nível. A configuração fractal exemplificada 

apresenta quatro ramificações, enquanto que a constructal possui diferentes 

quantidades de ramificações em cada nível. Caso a quantidade de ramificações em 

cada rede fosse a mesma, o aspecto visual das duas poderia ser muito parecido. Uma 

importante diferença entre os dois tipos é a forma como se definem as razões 

fractal constructal
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Dh,i/Dh,i+1 e Li/Li+1. A rede fractal tem a vantagem de fornecer uma relação simples 

para estas razões, tornando soluções analíticas e processos de otimização 

computacional muito mais rápidos. A rede constructal, porém, fornece um espectro 

maior de formas devido ao aumento dos graus de liberdade, e deve, portanto, 

proporcionar a rede com o melhor desempenho. 

Na sequência deste capítulo será realizada uma revisão do estado da arte em 

relação aos dissipadores de calor por redes de microcanais. Na primeira parte uma 

revisão bibliográfica sobre dissipadores de calor por redes fractais é realizada para 

evidenciar os avanços e descobertas na área, nos campos analítico, numérico e 

experimental. Em seguida a teoria constructal é brevemente explicada, ressaltando-

se as contribuições na área de interesse e as hipóteses que devem ser relaxadas no 

estudo dos microcanais.  

 

2.1 Dissipadores de Calor por Redes Fractais 
 

2.1.1 Investigações Analíticas 
 

 As redes fractais oferecem uma grande vantagem na modelagem analítica, 

pois as relações geométricas entre níveis de ramificação (regras de escala) são 

constantes. Aproveitando-se deste fato, diversas investigações analíticas foram 

realizadas a partir do início dos anos 2000. Pence (2002) utilizou um modelo analítico-

numérico unidimensional para calcular ΔT e ΔP em cada segmento reto, considerando 

reinicialização do desenvolvimento térmico e hidrodinâmico após cada bifurcação. 

Uma rede fractal de microcanais foi projetada para um chip circular. O aspecto visual 

desta rede é semelhante ao mostrado na Figura 1.3. A profundidade dos canais foi 

mantida constante para colaborar com uma possível validação experimental posterior. 

Os resultados obtidos foram animadores: a rede fractal gerou 60% menor queda de 

pressão e 30 ºC menor temperatura máxima do que uma configuração de canais 

paralelos com a mesma área superficial. Além disso, um mesmo coeficiente de 

desempenho (COP = calor removido/potência de bombeamento) foi obtido para uma rede 

fractal com área superficial 50% menor, em comparação com canais paralelos. 
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Chen e Cheng (2002) modelaram uma rede fractal retangular de microcanais 

considerando escoamento completamente desenvolvido em cada segmento reto. O 

nível total de ramificações N e a dimensão fractal para a razão de comprimentos γ 

(Li+1/Li = 2-1/γ) foram as variáveis investigadas. A Figura 2.2 mostra quatro 

configurações com γ = 2 e diferentes N. Obviamente a área superficial aumenta com 

N, mas isto também gera um maior comprimento total de canais ( kL ), o que 

aumenta a queda de pressão, para uma vazão constante. 

 

Figura 2.2. Redes fractais retangulares com diferentes níveis de ramificação (Chen e Cheng, 2002). 

 

 Os resultados de Chen e Cheng (2002), que consideraram Nu constante em 

todos os níveis de ramificação, mostraram um aumento da taxa de remoção de calor 

com N, devido ao aumento da área superficial. Mantendo a taxa de remoção de calor 

constante, o efeito do aumento em N foi diminuir a queda de pressão, através da 

menor demanda de vazão volumétrica do fluido de refrigeração. A eficiência do 

dissipador de calor por redes fractais (COP) foi maior do que a de um dissipador por 

canais paralelos com mesma área superficial. 

 Ghodoossi (2005) repetiu o modelo de Chen e Cheng (2002) com apenas uma 

alteração: empregando diversas correlações para fator de atrito e número de Nusselt. 
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Os resultados indicaram superioridade energética da rede fractal (em relação à 

configuração por canais paralelos) somente para condições muito restritas. Deve-se 

observar, entretanto, que quando o autor usou correlações para escala macro e 

escoamento laminar, as quais também se aplicam à escala micro, o desempenho da 

rede fractal foi seguramente superior a configuração por canais paralelos. 

 Uma rede fractal de microcanais foi otimizada por Escher et. al. (2009) para 

comparação com canais paralelos. Os modelos analíticos unidimensionais de 

desenvolvimento simultâneo de Muzychka e Yovanovich (1998, 2004) foram 

adotados. Para uma vazão constante, a configuração por canais paralelos alcançou 

desempenho cinco vezes maior do que a rede fractal, o que resultou em uma área 

superficial de 28 cm2 contra 2,1 cm2 da rede fractal. Foi concluído que a comparação 

entre diferentes configurações não faz sentido com áreas superficiais diferentes. 

 Processos de otimização de redes fractais de microcanais para remoção de 

calor continuaram a ser investigados. Um dos principais trabalhos neste tema é o de 

Heymann et. al., (2010) que utilizou o modelo matemático de Pence (2002) para 

otimizar a geometria de uma rede em chip circular, com restrições de fluxo de calor 

aplicado ( q ), temperatura máxima do chip e raio do disco. O método da máxima 

descida (steepest descent) gerou resultados dentro de 10% do ótimo global, enquanto 

que o método de algoritmo genético não apresentou bom desempenho. Conforme se 

aumentou q , a otimização resultou em maior nível total de ramificação (N) e mais 

ramos primários, ou seja, maior complexidade da rede. Uma alternativa aos 

processos de otimização foi sugerida por Pence (2010), que observou que as razões 

de diâmetro e comprimento dos canais são fortemente restringidas por aspectos de 

fabricação. Sendo assim, um simples método geométrico foi desenvolvido levando 

em conta tais restrições geométricas de fabricação. O simples método analítico gerou 

redes fractais com desempenho próximo à uma rede otimizada, com desvio máximo 

de apenas 11%. 

 Uma importante validação experimental dos métodos matemáticos 

unidimensionais foi obtida em Zhang et. al., (2013a). Os autores utilizaram as 

correlações de desenvolvimento simultâneo (térmico e hidrodinâmico) para f e Nu de 

Phillips (1987). Usando microcanais retangulares com razões de aspecto de 1, 0,5 e 

0,333, os autores demonstraram que as correlações predizem muito bem os dados 
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experimentais em uma ampla faixa de Re, sugerindo que os efeitos tridimensionais 

(vórtices e escoamento secundário) têm efeito minoritário. Ainda no mesmo trabalho, 

os autores mostraram que a hipótese de escoamento completamente desenvolvido é 

inadequada para redes de microcanais, pois a extensão do desenvolvimento 

hidráulico ocupou porção significativa dos dutos. Por mais que o comprimento total 

dos dutos seja mantido constante, as múltiplas ramificações fazem com que o 

comprimento dos segmentos sejam bastante encurtados. 

 

2.1.2 Investigações Numéricas 
 

 Após o surgimento dos primeiros resultados analíticos, investigações 

numéricas começaram a ser realizadas a respeito das redes fractais em microcanais. 

Seen e Poulikakos (2004) usaram dinâmica dos fluidos computacional para simular a 

aplicação de uma rede fractal de microcanais para remoção de calor em células de 

combustível. Somente a fase fluida foi simulada, com uma condição de contorno de 

fluxo de calor constante nas direções axial e perimetral. O COP da rede fractal foi 

superior ao da configuração em serpentina com mesma área superficial. Além disso, 

a temperatura máxima (Tmax) foi reduzida. Os mecanismos de escoamento secundário 

e vórtices foram identificados, mas não foram analisados. 

 Wang et. al. (2006) simularam uma rede fractal com segmentos de curva em 

90º. Os resultados indicaram superioridade da rede fractal em relação a canais 

paralelos e serpentina, com mesma área superficial. O aumento no número de canais 

e níveis de ramificação diminuiu Tmax. Os autores notaram que a configuração por 

redes de microcanais pode reduzir os riscos de bloqueio (entupimento). Hong et. al. 

(2007) simularam as fases líquida e sólida de um chip dissipador de calor por rede 

fractal. Um fluxo de calor constante foi aplicado em uma das faces do substrato. A 

relação pressão × vazão volumétrica obtida foi levemente não linear devido aos 

efeitos de bifurcação e desenvolvimento do escoamento. Uma modificação foi 

realizada estendendo o último nível de bifurcação com uma serpentina. Um aumento 

de área de 150% foi obtido, o que diminuiu Tmax de 330,9 K para 324,8 K. No mesmo 

trabalho os autores questionaram a restrição de volume de dutos constante, 

empregada em alguns processos de otimização de dissipadores de calor. 
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 Xu et. al. (2009) resolveram numericamente uma rede fractal para chip circular 

com e sem loops (circuito fechado), sujeita a um fluxo de calor constante aplicado na 

base do substrato. A presença dos loops diminuiu os danos nos casos de bloqueio, 

mas não alterou significativamente o desempenho do dissipador em condições 

normais de operação. 

 Os efeitos da esbeltez de uma rede fractal e suas relações com ângulo de 

bifurcação e número de Reynolds foram estudados numericamente por Ghaedamini 

et. al. (2011). A grandeza esbeltez, definida como a razão entre a escala de 

comprimento externa e a escala de comprimento interna, refere-se à influência 

relativa dos efeitos locais de queda de pressão e temperatura nas conexões. Índices 

de esbeltez (Sv) iguais a 8, 16 e 24 foram investigados. No caso Sv = 8 (menos esbellto) 

a variação máxima encontrada nas distribuições de vazão mássica foi de 40%. 

Aumentando Sv para 16 e 24, a variação máxima caiu para 5% e 3%, respectivamente. 

As variações máximas encontradas nas distribuições da temperatura média para os 

índices de esbeltez 8, 16 e 24 foram 5%, 2% e 0,5%, respectivamente. De modo geral 

observou-se que maior uniformidade térmica e hidrodinâmica é obtida com maior Sv 

e menor Re. O ângulo de bifurcação de 180º foi recomendado para uso em 

configurações com alta esbeltez, devido ao fato de cobrir uma área retangular e gerar 

menores perdas locais. 

 Zhang et. al. (2015) utilizaram um procedimento numérico para investigar os 

mecanismos de escoamento secundário e vórtices em redes fractais. O modelo 

numérico usado foi previamente validado experimentalmente. Estes mecanismos 

tridimensionais, que iniciam nas conexões em “T” ou curvas em “L”, misturam o fluido 

de baixa velocidade próximo às paredes com um fluido de maior velocidade, 

causando um aumento no atrito viscoso que é refletido em uma maior queda de 

pressão. Enquanto isso, energia térmica adicional é transportada por convecção entre 

a parede do microcanal e a parte central do fluido. Portanto, apesar da queda de 

pressão aumentar, a taxa de remoção de calor também aumenta devido aos mesmos 

mecanismos de transporte, o que acaba resultando em um maior COP. Foi observado 

que aumentando Re ou a razão de aspecto da seção transversal retangular, a queda 

de pressão relativa devido a tais fenômenos aumenta. 
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2.1.3 Investigações Experimentais 
 

 Devido a dificuldades econômicas e tecnológicas, as investigações 

experimentais de dissipadores de calor por redes de microcanais ainda andam em 

passos lentos. Em consequência disto, o nível total de ramificações é bastante 

limitado na maioria dos trabalhos. Haller et. al. (2009) fabricaram microcanais com 

curvas e conexões em “T” em um wafer de silício tampado com uma camada de 

Pyrex. Em seu experimento, os autores constataram que os vórtices gerados nas 

curvas e conexões intensificam a transferência de calor e a queda de pressão, tendo 

um saldo positivo quanto ao desempenho (COP). 

 

Figura 2.3. Rede fractal de minicanais (100 × 138 mm) fabricada por Chen et. al. (2010). As duas 

placas se sobrepõem para fechar o circuito, o que é chamado de wafer. 

 

 Chen et. al. (2010) realizaram uma comparação numérica entre rede fractal de 

microcanais e serpentina com mesma área superficial, seguido de um experimento 

com redes de minicanais. A rede foi usinada em placas de alumínio. Uma plaqueta 

inferior é unida a uma superior com a mesma arquitetura, e os últimos segmentos de 

cada rede são conectados verticalmente, conforme mostra a Figura 2.3. Os autores 

observaram que o COP da rede fractal é o dobro da serpentina. Além do mais, uma 

maior uniformidade térmica foi obtida, com 40% menor gradiente térmico. O modelo 

numérico implementado apresentou ótimo ajuste com os dados experimentais. 
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 Hart e da Silva (2011) usaram litografia macia para fabricar redes fractais de 

microcanais em camadas de polidimetilsiloxano (PDMS). O COP foi medido em redes 

com 0 a 3 níveis de ramificação, todas com mesma área superficial, ou seja, a 

complexidade da configuração foi a variável investigada. Observou-se aumento do 

COP com a complexidade geométrica. Verificou-se também que o COP diminui com 

menores pressões de operação. Outra contribuição importante deste trabalho é a 

validação experimental das correlações de Muzychka e Yovanovich (1998, 2004) com 

a consideração de reinício do desenvolvimento após cada ramificação, para regimes 

de desenvolvimento simultâneo. 

 Uma investigação numérica e experimental da remoção de calor por uma rede 

fractal com dois níveis de ramificação foi realizada por Yu et. al. (2012). A queda de 

pressão e a taxa de calor removido foram medidas para diversos valores do número 

de Reynolds (Re) dentro do regime laminar e três razões de aspecto (α) dos canais 

retangulares. O ajuste entre os resultados numéricos e experimentais foi excelente. 

Observou-se que o COP aumenta com a diminuição de α, mas a razão entre o COP 

da rede fractal e o de canais paralelos é diretamente proporcional a α. Para Re > 800, 

o COP foi praticamente independente da razão de aspecto. 

 Zhang et. al. (2013b) utilizaram o mesmo método de fabricação de Haller et. 

al. (2009) e Yu et. al. (2012) para obter configurações fractais com e sem 

arredondamentos nas curvas em “L” e conexões em “T”. O arredondamento diminuiu 

a queda de pressão para uma taxa de remoção de calor constante, gerando portanto 

um maior COP. Observou-se também o aumento do COP com a diminuição da razão 

de aspecto na rede fractal com arredondamento. 

 

2.2 Redes Constructais 
 

 A lei constructal foi originalmente enunciada em 1996 por Adrian Bejan na 

seguinte forma (tradução livre): 

 “Para que um sistema de tamanho finito persista no tempo (viver), este deve 

evoluir de maneira a proporcionar mais fácil acesso às correntes (globais) que através 

dele fluem” (Bejan, 1997d). 
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 Em diversos contextos físicos a propriedade “acesso” pode ser interpretada 

como o inverso da resistência aos fluxos. Enquanto as leis pré-existentes da 

termodinâmica tratavam os sistemas como “caixas pretas”, a lei constructal provoca 

uma mudança de paradigma ao transferir interesse para os processos irreversíveis e 

sua relação com geometria. Na ciência, a origem da configuração de sistemas de 

fluxo foi negligenciada. Geometria foi tratada como um presente da natureza. A lei 

constructal é um chamado para abordar a geração de geometria (configuração, 

arquitetura) como matéria científica. 

 O conhecimento do sentido natural das mudanças de forma dos sistemas nos 

empodera a projetar melhor, mais rápido e com maior economia (Bejan e Errera, 

2015). Diversos campos da ciência já começaram a ser tratados sob o ponto de vista 

constructal, como física, biologia, tecnologia e sociedade (Bejan e Lorente, 2013). Os 

campos de interesse neste trabalho são a transferência de calor e a mecânica dos 

fluidos, onde a contribuição da teoria constructal já foi mais do que evidenciada. 

 

2.2.1 Teoria Constructal 
 

 Teoria constructal é a visão de como a arquitetura de sistemas de fluxos deve 

ser gerada, na natureza ou engenharia (Bejan, 2000). Nesta teoria a geração de 

arquitetura de fluxos é fundamentada na minimização das resistências globais aos 

fluxos, submetida a restrições globais de tamanho ou forma. Tomando como exemplo 

o problema fundamental da minimização da resistência ao escoamento de uma 

corrente com vazão mássica m  em uma conexão em “T”: 
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Figura 2.4. Conexão em “T” de tubos circulares. Uma vazão mássica constante acessa o tubo de 

diâmetro D1 e sai por dois tubos de mesmo diâmetro D2 (Bejan et. al., 2000). 

 

As restrições globais são o volume de dutos 2 2
1 1 2 2( 2 ) / 4V D L D L   e a área 

total ocupada pela estrutura planar 2 12A L L , as quais devem permanecer 

constantes. Em escoamento laminar completamente desenvolvido, a resistência ao 

escoamento em um segmento reto é: 
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  (2.1) 

onde ν é a viscosidade cinemática do fluido. A resistência do sistema é: 
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 Pode-se demonstrar (Bejan et. al., 2000) que a minimização da Eq. (2.2) em 

relação aos parâmetros Di e Li, sujeita às restrições de V e A constantes leva às 

relações: 

 1/32 2

1 1

2
D L

D L
    (2.3) 
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 A relação D2/D1 = 2-1/3 é conhecida como a lei de Hess-Murray, tendo sido 

inicialmente reportada por Hess (1914) e Murray (1926) em investigações sobre 

ramificações dos sistemas circulatório e respiratório. Por outro lado, a Eq. (2.3) foi 

obtida de maneira completamente teórica e determinística.  

 

Figura 2.5. Teoria constructal procede em sentido oposto a biomimética (Bejan e Lorente, 2006). 

  

É esta capacidade preditiva da teoria constructal que a torna oportuna para o 

projeto de sistemas de engenharia. Teoria constructal não é biomimética (Figura 2.5). 

Na biomimética a natureza é inspiração para arquitetura ou algoritmo de sistemas, 

enquanto que na teoria constructal os sistemas são otimizados para que progridam 

em sua escala evolutiva. Além da lei de Hess-Murray, outros resultados previamente 

conhecidos e comprovados somente por observações empíricas foram obtidos de 

maneira puramente teórica pela teoria constructal. Alguns destes resultados são 

listados na Tabela 2.1. As relações mostradas já eram conhecidas previamente por 

experimentos ou observação. Usando teoria constructal foi possível determinar tais 

relações para sistemas de fluxo de calor ou quantidade de movimento, ao invés de 

observar, o que corrobora o enunciado de Bejan (p.32) como princípio fundamental.  
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Tabela 2.1. Alguns resultados importantes previstos pela teoria constructal para ocorrências naturais 

em sistemas de fluxo animados e inanimados. 

Fenômeno Resultado Referência 

Seção transversal de rios 
Relação entre a largura e a 
profundidade da seção 

Bejan (1997a) 

Escoamento em bacias 
hidrográficas 

Formação de configuração arbórea  Bejan (1997b) 

Proporção entre tempo de 
respiração e tamanho corporal 

Tempo diretamente proporcional a 
massa elevada a 1/4 

Bejan (1997c) 

Número de Reynolds de transição 
para turbulência 

Número de Reynolds de transição 
é da ordem de 102 

Bejan (2000) 

Proporção entre velocidade de 
cruzeiro e tamanho corporal 

Velocidade diretamente 
proporcional a massa elevada a 1/6 

Bejan (2000) 

Proporção entre perda de calor e 
tamanho corporal 

q diretamente proporcional ao 
volume elevado a 3/4 

Bejan (2001) 

 

O projeto de dissipadores de calor por convecção deve, de acordo com a teoria 

constructal, ter dois objetivos simultâneos: minimizar a resistência térmica global (RT) 

e minimizar a potência de bombeamento (WP). Como as duas competem entre si, a 

relação RT  WP tem a característica mostrada na Figura 2.6. No gráfico RT  WP, cada 

arquitetura de escoamento é representada por uma curva. O projetista deve então 

transformar a arquitetura, usando o maior número de graus de liberdade possível, 

para obter uma curva o mais próximo possível da origem do gráfico. 

 

Figura 2.6. Curva de desempenho para dissipadores convectivos de calor. As arquiteturas 

constructais evoluem no sentido da origem do gráfico (Bejan e Lorente, 2008, p.250). 
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A busca por arquiteturas constructais para a remoção de calor tem levado a 

redes de canais ou configurações arbóreas. Na seção a seguir, uma revisão dos 

principais trabalhos envolvendo redes constructais será apresentada. 

 

2.2.2 Redes Constructais para Remoção de Calor 
 

 No trabalho que originou a teoria constructal, Bejan (1996) demonstrou que a 

minimização da resistência térmica global no transporte de calor entre um ponto e 

uma área gera uma configuração arbórea. O objetivo do trabalho era distribuir uma 

quantidade limitada de material condutivo (kp) para remover calor de uma área (k0). O 

processo se inicia em um volume elementar, que marca a mudança no mecanismo 

de transporte (k0 << kp), sujeitando a geometria à minimização de ΔTmax. O volume 

elementar otimizado é combinado com outros semelhantes, resultando no primeiro 

constructal, ou primeiro nível de ramificação. Na sequência, o primeiro nível 

constructal é sujeito à minimização de ΔTmax para determinar suas propriedades 

ótimas, como por exemplo, o número de volumes elementares combinados. O 

processo de otimização segue combinando vários primeiros constructais em um nível 

superior, otimizando a montagem, e assim por diante. A Figura 2.7 mostra a rede 

obtida por Bejan (1996) com seis níveis de ramificação. 

 Apesar das regras de escala na rede constructal não serem constantes, a 

arquitetura da Figura 2.7 é parecida ao olho nu com uma rede fractal bifurcada (Figura 

2.2 por exemplo). Muitos autores dos trabalhos citados na seção anterior se referiram 

as suas configurações como constructais, apesar de usarem regras de escala 

constantes, característica de fractais. Esta confusão conceitual ainda persiste em 

muitas publicações. 

 Bejan (1997b) resolveu o problema fundamental da minimização da resistência 

global ao escoamento ponto-volume, caracterizado pela geração volumétrica de 

quantidade de movimento e sumidouro em um único ponto, através da distribuição de 

um volume limitado de dutos em uma geometria tridimensional. Seguindo o mesmo 

procedimento delineado em seu trabalho anterior, demonstrou-se que a rede de dutos 

que minimiza a resistência viscosa tem configuração arbórea. A hipótese de 
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escoamento completamente desenvolvido foi adotada na solução. No volume 

elementar selecionado ocorria a mudança no modo de transporte de escoamento em 

meio poroso para escoamento em um canal saturado. Em uma solução mais 

genérica, Bejan e Errera (1997) resolveram o problema da distribuição ótima de 

fissuras de diferentes permeabilidades para maximizar o acesso em um escoamento 

ponto-volume em meio poroso. 

 

 

Figura 2.7. Configuração arbórea obtida por Bejan (1997d) para transporte de calor por condução 

entre uma área com geração uniforme de energia e um sumidouro. 

 

 Várias investigações a respeito do desempenho hidrodinâmico em 

ramificações foram realizadas. Em Bejan et. al. (2000) algumas conexões comuns em 

“T” e “Y” foram analisadas sob o ponto de vista da perda de carga distribuída. Foram 

encontradas as relações de escala de diâmetro e comprimento dos dutos para 

restrições globais de volume e área projetada dos dutos constantes. Verificou-se o 

ângulo ótimo de 75º para conexões em “Y” com área projetada circular. Lee et. al. 

(2013) investigaram a maximização do acesso em um canal com múltiplos afluentes 

perpendiculares, como em um pente. Foi verificado que a dupla minimização (para a 

razão de aspecto e a razão entre diâmetros) leva a uma menor resistência viscosa e 
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maior uniformidade na distribuição do escoamento, ou seja, a diferença entre a maior 

e a menor fração mássica nos afluentes foi reduzida. Em outras palavras, mais graus 

de liberdade possibilitam melhor desempenho. Cogitou-se a possibilidade de usar um 

canal de distribuição afunilado, o que permitiria igualar a vazão em cada afluente. Mas 

para o propósito de vascularização ainda não existe tecnologia de fabricação para 

esta configuração em microescala. Em ambos os trabalhos as perdas de carga 

localizadas foram desprezadas. 

 O problema fundamental da distribuição ótima de dutos para a remoção de 

calor por convecção de um corpo retangular foi resolvido por Bejan e Errera (2000). 

Usando canais de distribuição afunilados e montagens com reconstituição do 

escoamento, uma configuração arbórea foi obtida, ilustrada na Figura 2.8. Os canais 

em azul representam a entrada do fluido refrigerante e os canais em vermelho 

representam a saída do fluido aquecido. As principais hipóteses simplificadoras 

usadas por Bejan e Errera (2000) foram o desprezo das perdas de carga localizadas, 

a consideração de escoamento laminar completamente desenvolvido e o desprezo 

da resistência térmica parede-fluido, pois os fenômenos de transporte considerados 

foram correspondentes à macroescala. Como será mostrado no próximo capítulo, as 

últimas duas hipóteses não são adequadas para o transporte em microescala. Os 

procedimentos de otimização e construção resultaram em montagens esbeltas. 

 

 

Figura 2.8. Terceiro nível constructal do dissipador de calor obtido por Bejan e Errera (2000). 
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 Wechsatol et. al. (2002) realizaram a distribuição ótima de dutos para 

maximizar o acesso do escoamento em uma área circular. O fator de atrito foi 

calculado em função do número de pontos de saída na periferia do disco e do número 

de canais que partem no centro (n0), para até sete níveis de ramificação. Observou-

se que conforme aumenta n0, os níveis de ramificação ou a complexidade, diminui a 

resistência global. A justificativa para o uso da restrição de volume de dutos fixo foi a 

relação com o problema de resfriamento de componentes eletrônicos, onde, segundo 

os autores, a maximização do uso do espaço é um dos objetivos. Na sequência do 

trabalho, Wechsatol et. al. (2003) investigaram a otimização multi-objetiva: 

minimização simultânea da resistência térmica e da potência de bombeamento, para 

um disco com geração uniforme de calor. Foi observado que quando a escala de 

tamanho do disco diminui, a maior complexidade melhora o desempenho térmico. As 

hipóteses de escoamento completamente desenvolvido e a resistência térmica 

parede-fluido desprezível foram assumidas. 

Wang et. al. (2005) forneceram um suporte às conclusões de Wechsatol et. al. 

(2003). Eles resolveram o problema numericamente com as geometrias 

desenvolvidas por Wechsatol et. al. (2002, 2003) e atestaram que o aumento da 

complexidade melhora o desempenho e uniformidade térmica em redes de 

microcanais. Srinivasan et. al. (2014) também apresentaram resultados numéricos a 

respeito de dissipadores de calor por redes constructais em um disco, e fabricaram 

um protótipo de minicanais com impressão 3D. 

Arquiteturas de redes constructais para remoção de calor por escoamento com 

ebulição também têm sido investigadas. Zamifirescu e Bejan (2003) solucionaram a 

distribuição ótima de dutos para remoção de calor de uma área retangular. 

Considerando restrições globais de área e queda de pressão fixas, constataram que 

o número ótimo de ramificações em cada nível diminui conforme aumenta-se o 

tamanho e complexidade do constructal. Revellin et. al. (2009) estudaram redes 

constructais de microcanais para a maximização do fluxo de calor crítico (CHF) e 

observaram que com o aumento da potência de bombeamento maior complexidade 

é beneficial. Daguenet-Frick et. al. (2010) usaram correlações de f e Nu de 

escoamento com ebulição e notaram que a complexidade ótima da rede deve ser 

função da potência de bombeamento. 
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Caleme et. al. (2009) realizaram uma investigação experimental para averiguar 

o efeito dos níveis de ramificação no resfriamento de uma matriz de nitreto de gálio 

em carbeto de silício. Os autores usaram como base a arquitetura de Bejan e Errera 

(2000), mas sem manter com rigor as regras de escala. Foi observado que três níveis 

de ramificação foi a configuração ótima, acima da qual o desempenho diminui. Wang 

et. al. (2010) investigaram o efeito de ramificações deslocadas (como em folhas) no 

resfriamento de uma área retangular. Concluiu-se que canais deslocados aumentam 

o COP do constructal. O efeito de loops, também presente em alguns tipos de folhas, 

foi sugerido como alvo para futuros trabalhos. 

Uma interessante comparação entre configuração constructal e fractal foi 

realizada por Queiros-Conde et. al. (2007). Em seu estudo os autores identificaram 

duas limitações da geometria fractal: os níveis de ramificação onde fractalidade é 

evidenciada são curtos e as evidências naturais apontam regras de escala que são 

dependentes da escala (o que seria paradoxal). Notou-se que a geometria constructal 

é consistente com as evidências naturais e exibe uma escala parabólica no contexto 

da teoria de camadas entrópicas. Uma arquitetura constructal, concebida para placa 

circular com escoamento de fluido entre o centro e a periferia do disco, foi comparada 

com uma arquitetura fractal com mesmo nível total de ramificações, a qual apresentou 

fator de atrito mais de três vezes maior que a constructal. 

 

2.3 Síntese do Capítulo 
 

 Neste capítulo foi realizada uma revisão do estado da arte em relação a redes 

fractais e constructais de microcanais para remoção de calor. Foi possível concluir 

que o desenvolvimento de redes fractais está avançando rapidamente devido a sua 

simplicidade nas regras de escala e processos de otimização. Os resultados obtidos 

até o momento com redes fractais proporcionaram fortes demonstrações de que o 

desempenho e uniformidade térmica das redes são superiores aos canais paralelos 

e serpentinas. Por um lado negativo, diversos trabalhos têm erroneamente usado a 

terminologia constructal para se referir às suas redes fractais. 
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 Redes constructais também têm sido desenvolvidas para remoção de calor, 

porém não foi possível encontrar um caso onde a razão de aspecto do dissipador 

fosse uma restrição de projeto, ou os fenômenos de transporte em microescala 

tivessem sido considerados. Mesmo nos trabalhos que propõem projetar uma rede 

vascular ou de microcanais, as hipóteses de escoamento completamente 

desenvolvido e resistência térmica parede-fluido desprezível são assumidas. Há 

portanto uma oportunidade interessante de projetar uma rede constructal de 

microcanais para remoção de calor, considerando aplicações de microcanais. 

 Dois fatos encontrados na presente revisão bibliográfica formam a base do 

posicionamento do presente trabalho. Em primeiro lugar, observou-se que resultados 

experimentais para escoamento e convecção em microcanais se comparam muito 

bem à modelagem matemática correspondente a mecânica do contínuo. Este tipo de 

validação fornece confiança para utilização de correlações analíticas para fator de 

atrito e número de Nusselt. Em segundo lugar, ficou evidente que dentre as redes de 

microcanais empregadas para realização de experimentos, predominaram as fractais, 

sendo que a rede bifurcada com razão de diâmetros segundo a lei de Hess-Murray 

foi utilizada em quase todos os trabalhos. No presente trabalho arquiteturas de redes 

fractais e constructais de microcanais serão projetadas e os fenômenos de transporte 

serão resolvidos com a modelagem matemática baseada na mecânica do contínuo, 

com o objetivo de comparar o desempenho dos dois tipos de redes sujeitas às 

mesmas condições de contorno e restrições globais. 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 

 Neste capítulo será apresentada uma revisão da literatura especializada a fim 

de levantar as correlações adequadas de fator de atrito e número de Nusselt para 

microcanais com seção transversal retangular, para que sejam implementadas em 

uma posterior modelagem analítica ou numérica. Alguns efeitos normalmente 

desprezados em macroescala podem ser significativos em microescala, e serão 

analisados neste capítulo. 

 

3.1 Número de Knudsen 
 

 Um fluido pode ser modelado de duas maneiras: uma coleção de moléculas 

individuais que interagem entre si ou um meio contínuo, no qual propriedades médias 

podem ser atribuídas e definidas no espaço. O comportamento de todos os estados 

da matéria - sólido, líquido e gasoso – assim como a interação entre diferentes 

estados, depende das forças atuantes entre as moléculas. A natureza destas forças 

é bastante diversa, apesar de serem fundamentalmente e em sua maioria advindas 

de efeitos elétrostáticos, sendo que a complexidade matemática necessária para a 

modelagem molecular é um aspecto que costuma justificar a adoção de uma 

abordagem alternativa. Segundo Stone (1996) as forças intermoleculares podem ser 

classificadas em duas natureza principais: longo-alcance, onde a energia de interação 

se comporta como alguma potência inversa da distância entre moléculas, e curto-

alcance, onde a energia diminui exponencialmente com a distância. Os principais 

efeitos de longo-alcance são conhecidos como eletrostático, indução, dispersão, 

ressonância e magnético. Os principais efeitos de curto-alcance são conhecidos como 

conversão, repulsão, transferência de carga, penetração e amortecimento. 

Na prática da engenharia é conveniente aglomerar todos os efeitos 

moleculares em quantidades médias espaciais ou contínuas, como massa específica, 

temperatura e velocidade. Entretanto é importante determinar as limitações destas 

descrições contínuas. Mais especificamente, a seguinte questão é feita: em qual 

escala as flutuações estatísticas serão (in)significantes? Verifica-se que uma amostra 
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volumétrica que contém 10.000 moléculas resulta em 1% de flutuação estatística nas 

quantidades médias (Karniadakis et. al., 2006). 

 Considerando um ponto fixo no espaço e escolhendo um volume de controle 

de escala L que confina este ponto, se a razão entre a massa do volume de controle 

e seu volume puder ser medida, a quantidade M/V em função da escala L possui o 

aspecto da curva da Figura 3.1. Com L muito grande (L ~ 1 km) a medida M/V não é 

representativa da massa específica local. À medida que se diminui L, M/V passa a 

exibir uma consistência, revelando que nesta escala pode-se atribuir um valor para a 

massa específica do ponto de interesse. Quando a escala do volume de controle 

aproxima-se da escala de distância entre moléculas, a razão M/V ganha muita 

flutuação estatística, descaracterizando a propriedade contínua. 

 

Figura 3.1. Experimento conceitual para definir massa específica (Panton, 2013). 

 

Um parâmetro adimensional importante para escoamentos em microescala é 

o número de Knudsen, definido como a razão entre o caminho livre médio entre 

moléculas do fluido (λ) e a escala de comprimento característica: 

Kn
L




     (3.1) 

Se o número de Knudsen é menor que 10-3 o escoamento de líquidos pode ser 

resolvido com propriedades contínuas. Condições de contorno de deslizamento 
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podem ser usadas com modelos contínuos para Kn entre 10-1 e 10-3. Conforme Kn 

continua a crescer, as hipóteses de modelos contínuos deixam de ser aplicáveis, 

requerendo análises de dinâmica molecular (Sharp, 2005). 

Como a massa específica de líquidos é em torno de 1000 vezes a massa 

específica de gases, o espaçamento entre moléculas de líquidos é aproximadamente 

10 vezes menor do que o espaçamento em gases. Moléculas de líquidos não têm um 

caminho livre médio, mas segundo Bridgman (1923), o espaçamento reticular σ pode 

ser usado como uma medida similar. O espaçamento reticular σ é definido como 

[Probstein, 1994 apud Sharp et. al., 2005, p. 10-4]: 

1/3

A

V

N


 
 
 


     (3.2)

 

onde V  é o volume molar, e NA é o número de Avogadro. Para água, este 

espaçamento é 0,3 nm. Em uma fenda de 1 µm o número de Knudsen equivalente é 

3×10-4, seguramente dentro do intervalo de validade da teoria do contínuo. 

 

3.2 Validação Experimental da Teoria do Contínuo 
 

 Desde o trabalho pioneiro de Tuckerman e Pease (1981), onde foi 

demonstrado o alto coeficiente de transferência de calor em microcanais, foi iniciada 

uma escalada tecnológica para o desenvolvimento de dissipadores de calor por 

microcanais, para atender à tendência econômica de miniaturização. Segundo 

Kandlikar (2010) o período das décadas de 80 e 90 foi marcado por diversas 

investigações experimentais que revelaram uma grande dispersão de dados. 

Resultados experimentais de 1990 até 2004 foram compilados por Sharp et. al. (2005) 

através de um fator de atrito normalizado: 

experimental*

teórico

( )

( )

f Re
C

f Re


     (3.3)
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 A Figura 3.2 mostra os resultados encontrados por Sharp et. al. (2005), que 

contemplam escoamentos em microcanais de seção transversal circular, trapezoidal 

e retangular (marcadores circulares, triangulares e quadrados, respectivamente). 

 

Figura 3.2. Fator de atrito normalizado (C*) versus número de Reynolds (Re) encontrados na literatura 

até 2004 (Sharp et. al., 2005, p. 10-12). 

 

 Esta grande dispersão de dados é geralmente atribuída à efeitos de entrada, 

rugosidade superficial, incertezas experimentais e pouca precisão nas medições da 

geometria dos canais. Steinke e Kandlikar (2006) realizaram uma profunda 

investigação sobre o motivo de tamanha dispersão de dados e notaram que as 

incertezas experimentais em escoamentos em microcanais chegam a 40%, pois a 

queda de pressão é proporcional à D-4, o que eleva as incertezas da medida do 

diâmetro do canal à quarta potência. Dependendo do método de fabricação e 

medição, as incertezas nas estimativas da seção transversal do canal podem ser 

grosseiras. A Figura 3.3 mostra uma seção transversal obtida com um microscópio 

eletrônico de varredura. Nota-se que o perfil real do canal desvia significativamente 

do perfil retangular pretendido. As paredes verticais têm uma inclinação de 5º e os 

cantos são arredondados. 



51 
 

 

Figura 3.3. Vista da seção transversal de um microcanal gravado quimicamente em silício, mostrando 

o desvio em relação à geometria retangular pretendida (Steinke e Kandlikar, 2006, p. 1081). 

 

 Com padrões mais rigorosos e melhores equipamentos, as dúvidas quanto à 

validade dos modelos contínuos foram encerradas na metade da década de 2000. 

Judy et. al. (2002) reportaram o primeiro experimento de escoamento de líquidos em 

microcanais onde não houve desvio significativo em relação às correlações obtidas 

através da solução das equações de Navier-Stokes. Qu e Mudawar (2002) realizaram 

medições das quedas de pressão e temperatura em um microcanal de seção 

retangular, e obtiveram uma ótima concordância com os resultados de uma simulação 

numérica. Sharp e Adrian (2004) fizeram mais de 1500 medidas em microcanais 

circulares em sílica fundida com diâmetros de 50 a 250 µm e número de Reynolds de 

até 1800, e confirmaram o ajuste com o escoamento de Poiseuille com fator de atrito 

dentro de ±2,5% rms. Lee et. al. (2005) verificaram a aplicabilidade da teoria do 

contínuo e sugeriram que atenção especial deve ser dada à escolha das condições 

de contorno térmicas apropriadas. Steinke e Kandlikar (2006) também apresentaram 

resultados experimentais comprovando a teoria do contínuo e forneceram uma 

discussão sobre as fontes de erro em experimentos em microescala.  
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3.3 Fator de Atrito 
 

 Considerando o equilíbrio de forças em um elemento fluido incompressível de 

comprimento dx em um duto circular de diâmetro D, sujeito a escoamento 

completamente desenvolvido, tem-se que a força devido à diferença de pressão dP é 

balanceada pela força devido à tensão de cisalhamento τw na parede do duto (White, 

1991, p.116): 

2

4 w

D
dP Ddx

        (3.4) 

 O gradiente de pressão e a tensão de cisalhamento estão relacionados por: 

4 wdP

dx D


      (3.5) 

 Para fluidos newtonianos a tensão de cisalhamento na parede é expressa em 

termos do gradiente de velocidade: 

w

w

du

dy
       (3.6) 

onde µ é a viscosidade dinâmica do fluido. Segundo Kandlikar et. al. (2005) o fator de 

atrito de Fanning é usado na literatura de transferência de calor devido a sua 

habilidade de representar a transferência de quantidade de movimento em um 

escoamento de maneira consistente com as representações de transferência de calor 

e massa. O fator de atrito de Fanning substitui a tensão de cisalhamento na parede e 

é definido como (White, 1991, p.117): 

2(1/ 2)
w

m

f
u




     (3.7) 

onde um é a velocidade média do fluido no duto. A queda de pressão sobre um 

comprimento L é obtida eliminando τw nas Equações (3.5) e (3.7): 

 
22 mf u L

P
D


    (3.8) 
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 O fator de atrito f na Eq. (3.7) depende, além das propriedades do fluido, das 

condições do escoamento, da geometria da parede do canal e das condições da 

superfície: 

a) Escoamento laminar ou turbulento; 

b) Geometria da seção transversal; 

c) Escoamento completamente desenvolvido ou em desenvolvimento; 

d) Superfícies lisas ou rugosas. 

Para canais não circulares, o diâmetro D na Eq. (3.8) é substituído pelo diâmetro 

hidráulico Dh, definido por: 

 
4 s

h
W

A
D

p
   (3.9) 

onde As é a área da seção transversal e pW é o perímetro molhado. Para um canal 

retangular com lados a e b, conforme a Figura 3.4, o diâmetro hidráulico é (Kandlikar 

et. al., 2005a, p.91): 

 
4 2

2( )h

ab ab
D

a b a b
 

 
  (3.10) 

 

 

Figura 3.4. Seção transversal retangular. A razão de aspecto (α) é definida como a razão entre o 

menor e o maior lado do retângulo. 

 

 

 

b 

a 
  a

b
 
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3.3.1 Escoamento laminar completamente desenvolvido 
 

 Em um escoamento laminar completamente desenvolvido, a tensão de 

cisalhamento na parede do duto pode ser calculada analiticamente com o perfil de 

velocidades obtido através da solução das equações de Navier-Stokes. O fator de 

atrito obtido a partir da tensão de cisalhamento na parede é apresentado na seguinte 

forma (White, 1991, p.108): 

Po
f

Re
   (3.11) 

sendo Re = ρumDh/µ o número de Reynolds e Po o número de Poiseuille, que 

representa a influência da forma da seção transversal do duto no fator de atrito. 

 A solução analítica das equações de Navier-Stokes para uma seção retangular 

em função de sua razão de aspecto fornece uma expressão para velocidade média 

que contém um somatório infinito. Shah e London (1978) fornecem uma correlação 

mais amigável para o fator de atrito na região completamente desenvolvida: 

 2 3 4 524(1 1,3553 1,9467 1,7012 0,9564 0, 2537 )Po f Re             (3.12) 

 

3.3.2 Escoamento laminar em desenvolvimento 
 

 Quando o escoamento entra em um duto, o perfil de velocidades é alterado ao 

longo da direção axial até que se atinja o perfil completamente desenvolvido, que 

passa a ser constante. Para velocidade uniforme de entrada e duto circular, o 

comprimento de entrada hidrodinâmico Lh é bem estimado pela relação (Kandlikar et. 

al., 2005a, p.93): 

 0,05h

h

L
Re

D
   (3.13) 

 Os gradientes de pressão em microcanais são relativamente elevados, 

fazendo com que o comprimento dos dutos sejam geralmente mantidos curtos. Em 

muitas aplicações, a região de desenvolvimento forma a maior porção do 
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comprimento do escoamento. O modo mais comum de considerar os efeitos de 

entrada é representar a queda de pressão em termos de um fator de atrito aparente 

fapp (Kandlikar et. al., 2005): 

 
22 app m

h

f u x
P

D


    (3.14) 

 A diferença entre o fator de atrito aparente sobre um comprimento x e o fator 

de atrito completamente desenvolvido ( f ) é expresso em termos da queda de pressão 

incremental K(x): 

 
4

( ) ( )app
h

x
K x f f

D
    (3.15) 

 Para x ≥ Lh a queda de pressão incremental atinge um valor constante K(∞), 

conhecido como fator de Hagenbach. Nota-se que K(x) é um coeficiente local de 

queda de pressão, enquanto que fapp é uma média entre o ponto de entrada e a 

posição considerada. 

 Dutos de seção retangular são de interesse no presente trabalho e são 

atualmente o tipo de seção transversal mais empregado em microcanais. Phillips 

(1987) revisou os dados disponíveis na época e compilou os resultados de fator de 

atrito aparente para seção transversal retangular (Figura 3.5).  Pode-se notar que o 

escoamento completamente desenvolvido é atingido em diferentes posições axiais. 

Dutos com menores razões de aspecto alcançam esta condição em pontos menos 

afastados da entrada. 

Muzychka e Yovanovich (1998) resolveram analiticamente os fatores de atrito 

para dutos não circulares na região em desenvolvimento, usando um método de 

correlação assintótica para unir a solução de camada-limite com a solução do 

escoamento completamente desenvolvido. A seguinte equação foi proposta: 

  
1/22

2

*

3, 44
8 ( )appf Re g

x
 

  
   
   

   (3.16) 

onde * / ( )x x Re  ,   é a escala de comprimento definida como a raiz quadrada da 

área da seção transversal, de modo que /mu µRe   , e 
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11 1/2 3/2( ) 1,0870 ( )g    
       (3.17) 

  

 

Figura 3.5. Fator de atrito aparente para seção transversal retangular. Dados Experimentais e 

numéricos por Phillips (1987) e correlação de Muzychka e Yovanovich (1998) modificada. 

 

Uma modificação na correlação de Muzychka e Yovanovich é feita alterando a 

escala de comprimento sA  por Dh. Esta modificação gera um menor desvio em 

relação aos dados experimentais e numéricos compilados por Phillips (1987). A 

Figura 3.5 compara a correlação de Muzychka e Yovanovich modificada com os 

dados de Phillips (1987). Apesar de haver variações quantitativas no fator de atrito 

em α ≤ 0,8, o comportamento de fappRe com α e x* é muito bem captado pela correlação 

adotada: 

 

1/22 2

1 1/2 3/2

3, 44 8

1,0870 ( )/ ( )
app

h

f Re
x D Re 


  

                 

  (3.18) 

  

A correlação adotada assume perfil de velocidade uniforme na entrada. Gamrat 

et. al. (2005) verificaram que quando o fluido entra por uma contração abrupta em 

x* = x/(DhRe)

f ap
pR

e

10-3 10-2 10-1 100

101

102

M&Y (1998)  = 1
M&Y (1998)  = 0.5
M&Y (1998)  = 0.2
M&Y (1998)  = 0.1
Phillips (1987)  = 1
Phillips (1987)  = 0.5
Phillips (1987)  = 0.2
Phillips (1987)  = 0.1
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microcanais, o comprimento de desenvolvimento é muito menor do que o previsto 

pela Eq. (3.13) ou Figura 3.5, possivelmente devido à formação de ondas no 

escoamento. Entretanto, Zhang et. al. (2013a) usou os dados de Phillips (1987) para 

prever a queda de pressão em uma rede de microcanais, obtendo uma boa 

comparação com resultados experimentais. Na sequência do trabalho assume-se, 

portanto, que a região de entrada do escoamento em canais conectados por uma 

rede de distribuição não sofre efeitos de onda e o escoamento é bem representado 

pela correlação obtida com um perfil uniforme de entrada (Eq. (3.18)). 

 

Figura 3.6. Representação de um dissipador de calor por microcanais. A face superior é 

normalmente tampada com um material isolante (Bello-Ochende et. al., 2010). 

 

3.4 Número de Nusselt 
 

 Em aplicações onde trocadores de calor por microcanais são usados, uma taxa 

de transferência de calor uniforme é usualmente aplicada na base do substrato do 

dissipador, que é normalmente feito de um material condutivo como silício, cobre ou 

alumínio, para reduzir a resistência térmica de difusão (Figura 3.6). Transferência de 

calor tridimensional conjugada ocorre então no interior do trocador de calor, levando 

à redistribuição de fluxo de calor e temperatura ao longo das paredes dos microcanais 

(Lee e Garimella, 2006). 
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 Para simplificar as análises numéricas tridimensionais, o domínio 

computacional é tipicamente restringido para incluir somente a fase fluida, com uma 

das três alternativas de condição de contorno térmica nas paredes do canal: 

 T: temperatura constante, em ambas as direções: axial e perimetral; 

 H1: temperatura perimetral constante e fluxo de calor axial constante; 

 H2: fluxo de calor constante, em ambas as direções: axial e perimetral. 

A identificação da condição de contorno adequada é importante na definição de 

uma correlação para o número de Nusselt empregado nas soluções analíticas ou 

numéricas. 

 

 

Figura 3.7. Balanço de energia em um elemento fluido retirando calor de um duto por convecção 

forçada. 

 

3.4.1 Escoamento Termicamente Desenvolvido 
 

 Considere o escoamento em um duto mostrado na Figura 3.7. O fluido escoa 

com vazão mássica m  constante e a transferência de calor do duto, presumidamente 

mais aquecido, para o fluido ocorre na superfície interna. Assumindo escoamento 

incompressível com moderadas quedas de pressão, a taxa de transferência de calor 

retirada pelo fluido ao longo do duto é: 

  , ,p m out m inq mc T T    (3.19) 

m mT m mT dT

dx
x

0

in

L

out

''
conv sdq q pdx
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onde a temperatura média mT  é definida como (Bejan, 2013, p112): 

 s s

p s s

A A
m

p

uc TdA uTdA

T
mc Q


 
 


  (3.20) 

onde As é a área da seção transversal, u é a componente axial da velocidade do 

escoamento, T é a temperatura do fluido e Q é a vazão volumétrica (constante). 

 A elevação da temperatura média ao longo do duto pode ser calculada 

resolvendo o balanço de energia ilustrado na Figura 3.7: 

  conv p m m mdq mc T dT T       (3.21) 

Reconhecendo que conv sdq q pdx , onde p é o perímetro e sq  é o fluxo de calor local, 

tem-se: 

 m s

p

dT q p

dx mc





  (3.22) 

 No caso de uma condição de contorno de fluxo de calor constante, o lado 

direito da Eq. (3.22) é constante, indicando que Tm(x) é uma reta com inclinação 

/s pq p mc   (Bejan, 2013, p117). Integrando a Eq. (3.22): 

 ,( ) s
m m in

p

q p
T x T x

mc


 


  (3.23) 

Segundo Bejan e Errera (2015), a clássica relação entre o fluxo de calor e a 

diferença de temperatura parede-fluido foi originalmente concebida por Joseph 

Fourier (1768 - 1830): 

  s W mq h T T     (3.24) 

onde TW é a temperatura local da interface parede-fluido e h é o coeficiente de 

transferência de calor. Se sq  é constante, então o produto  W mh T T  também deve 

ser constante. Na região termicamente desenvolvida, pode ser demonstrado que h é 

constante (Bejan, 2013, p116), o que indica que TW também varia linearmente com x. 

Na região de entrada térmica, entretanto, o coeficiente de convecção é mais elevado. 
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A evolução da temperatura da interface parede-fluido ao longo do duto para uma 

condição de contorno de fluxo de calor constante é ilustrado na Figura 3.8: 

 

Figura 3.8. Variação da temperatura média do fluido em um duto sujeito a fluxo de calor constante na 

interface parede-fluido. 

  

A Eq. (3.23) foi obtida assumindo fluxo de calor constante ao longo da parede 

do duto. Esta hipótese é suportada por diversos indícios experimentais de que a 

condição de contorno H1 é a que melhor representa numericamente os dados 

empíricos. Lee et. al. (2005) conduziram uma análise numérica tridimensional da 

transferência de calor conjugada em um dissipador de calor com microcanais sujeito 

a um fluxo de calor constante na base do substrato. Eles compararam os resultados 

com análises mais simplificadas usando as condições de contorno T, H1 e H2. 

Verificou-se que a condição H1 é a mais apropriada para análises simplificadas, pois 

resultou em uma ótima concordância, desviando menos que 1,3% da simulação 

completa. 

O coeficiente de transferência de calor h pode ser obtido sabendo-se o número 

de Nusselt (Nu), definido como: 

 h

f

hD
Nu

k
   (3.25) 
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onde Dh é o diâmetro hidráulico e kf é a condutividade térmica do fluido. 

 O número de Nusselt, assim como o fator de atrito, depende das condições do 

escoamento, das propriedades do fluido, da geometria da seção transversal e das 

condições da superfície: 

 ( , , )Nu Nu Re Pr geometria   (3.26) 

 Na Eq. (3.26) Pr é o número de Prandtl definido como a razão entre as 

difusividades cinemática e térmica do fluido. Para dutos retangulares sob a condição 

H1 e escoamento termicamente desenvolvido, a seguinte correlação é bem aceita 

(Shah e London, 1979): 

  2 3 4 58,235 1 2,0421 3,0853 2,4765 1,0578 0,1861Nu             (3.27) 

 

3.4.2 Escoamento em Desenvolvimento Térmico 
 

 O comprimento de entrada térmica em dutos, definido como a região onde o 

perfil de temperaturas é alterado antes de atingir a condição / /mT x dT dx    ( Sq  

constante), é expressa na seguinte forma: 

 t

h

L
cRePr

D
   (3.28) 

onde c é uma constante. Para canais circulares c = 0,05, enquanto que para canais 

retangulares, Phillips (1987) sugere c = 0,1. 

 Lee e Garimella (2006) realizaram uma investigação numérica a fim de obter 

as correlações para Nu em função da razão de aspecto em canais retangulares 

sujeitos à condição de contorno H1 e com desenvolvimento térmico. Os autores 

utilizaram uma interessante conclusão de Lee et. al. (2005) segundo a qual o número 

de Nusselt obtido numericamente com a condição de entrada TD (termicamente em 

desenvolvimento e hidrodinamicamente desenvolvido) é menos custoso 

computacionalmente e se compara muito bem com a condição SD (desenvolvimento 
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simultâneo) quando água é o fluido de trabalho, além de representar até melhor os 

dados experimentais (ver Figura 3.9). 

 

Figura 3.9. Número de Nusselt médio com condições de entrada TD e SD (Lee et. al., 2005). 

  

A seguinte correlação para número de Nusselt local foi proposta por Lee e 

Garimella (2006) com R2 = 0,999: 

 

 
2 4

1 3

-3 -2 -1

1 3 2

-1
2

-4 -3
-2

3 2

1 1 2 3
4

1
,

3,122.10 2,435.10 2,143.10
- + + +7,325

C = 6,412.10

1,589.10 2,603.10
C = - +2,444.10

C = 7,148-1,328.10 +1,515.10 -5,936

Cx

h

Nu C
C x D RePr C

C
  

 
  

 


   (3.29) 

válida para 1 ≥ α ≥ 0,1 e x* = x/DhRePr < xt
*, onde: 

 
* 6 6 5 5 4 4

3 3 2 2 2 2

1, 275.10 4,709.10 6,902.10

5,014.10 1,769.10 1,845.10 5,691.10

tx   

  

  

   

   

   
  (3.30) 
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é o comprimento de desenvolvimento térmico.  

 Para eliminar a restrição de x* < xt
*, o que poderia causar dificuldades nos 

procedimentos de solução, no presente trabalho faz-se C4 igual ao número de Nusselt 

termicamente desenvolvido, pois o primeiro termo da Eq. (3.29) torna-se desprezível 

quando x* → ∞. Com C4 igual a Eq. (3.27) na Eq. (3.29), Nux sofre um pequeno desvio 

em baixos x*, mas torna-se mais preciso em x* > 0,1. 

A correlação da Eq. (3.29) foi obtida com quatro paredes aquecidas. Para o 

caso de um dissipador de calor por microcanais, onde uma parede costuma estar 

isolada, Phillips (1987) sugere o seguinte ajuste: 

 3,
3 4

4,

( ) ( )
Nu

Nu x Nu x
Nu





   (3.31) 

onde o subscrito ∞ indica escoamento termicamente desenvolvido e os subscritos 3 

e 4 indicam três e quatro paredes aquecidas, respectivamente. Phillips (1987) fornece 

uma tabulação de valores de Nu3,∞, que quando comparados com a correlação de 

quatro paredes da Eq. (3.27) revela que a razão 3, 4,/Nu Nu   flutua de 

aproximadamente -2% a +9% para 0,1 ≤ α ≤ 1. Ou seja, a influência do aquecimento 

por três paredes não é severa em Nu. Diversos fatores são muito mais significativos 

no número de Nusselt, como razão de aspecto, rugosidade, condições de entrada, 

entre outros. Neste trabalho, o efeito do aquecimento por três paredes será 

desprezado. 

 

3.5 Efeitos Comuns no Escoamento em Microcanais 
 

Diversos estudos experimentais demonstraram que a rugosidade superficial e 

a condução axial de calor têm efeitos significativos nos fenômenos de transporte em 

microcanais. A alta rugosidade relativa dos microcanais fabricados por gravura 

química (Kandlikar et. al., 2005b) provoca elevação do fator de atrito (Dai e Li, 2014), 

do número de Nusselt (Lin e Kandlikar, 2012b) e transição prematura para turbulência 

(Brackbill e Kandlikar, 2010). Por se tratar de uma condição de fabricação, os efeitos 

de rugosidade superficial serão desprezados no presente trabalho. 
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A condução axial de calor nas paredes do canal causa uma elevação na 

temperatura média do fluido próximo a entrada, além do que aconteceria caso não 

houvesse condução axial, o que diminui a capacidade de remoção de calor por 

convecção. Lin e Kandlikar (2012a) mostraram que a condução axial pode ser 

desprezada em escoamentos com número de Reynolds moderados (Re > 100). Por 

este motivo os efeitos da condução axial de calor serão desprezados no presente 

trabalho. 

 

3.6 Síntese do Capítulo 
 

Neste capítulo foi realizada uma revisão da teoria dos fundamentos de 

transporte em microcanais, para a determinação das correlações para fator de atrito 

e número de Nusselt mais adequadas para a implementação em uma modelagem 

analítica unidimensional.  

 Foi verificado que a hipótese do contínuo é válida para escoamento de líquidos 

em microescala. Sendo assim, diversas correlações de fator de atrito e número de 

Nusselt são disponíveis na literatura. Observou-se que a região de desenvolvimento 

térmica e hidrodinâmica deve ser muitas vezes uma porção não desprezível do 

escoamento. As correlações obtidas, Eqs. (3.18) e (3.29),  consideram 

desenvolvimento térmico e hidrodinâmico em dutos de seção transversal retangular, 

que foram escolhidos devido às suas características de fabricação em chips de silício. 
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4 METODOLOGIA DE SOLUÇÃO 

 

 Neste capítulo as correlações identificadas anteriormente serão usadas para 

se obter a solução das quedas de pressão e temperatura no dissipador de calor. 

Soluções analíticas já foram propostas para o desenvolvimento de redes de canais, 

porém será observado que um método numérico de avaliação é o meio mais 

apropriado quando a razão de aspecto do dissipador é uma restrição do problema. 

 

4.1 Solução Analítica de Bejan e Errera (2000) 

 

 O princípio da minimização da resistência global aos fluxos, proposto por Bejan 

(1996), gerou deduções de arquiteturas de redes de canais em problemas de 

transporte de calor entre uma área e um ponto. O processo construtivo inicia com a 

delimitação de um volume elementar, que é o menor volume possível de ser 

delimitado, onde ocorre uma mudança no modo de transporte, de alta para baixa 

resistência, e.g., difusão para convecção. O volume elementar é otimizado para os 

fluxos que os atravessa e consecutivamente arranjado com outros volumes 

elementares semelhantes em uma montagem, a qual também é otimizada quanto ao 

número de volumes elementares combinados e a razão entre os diâmetros dos 

canais. 

 

 

Figura 4.1. Volume elementar do problema de resfriamento de uma área retangular. 

0m

0D

0,q k

0T outT

WT

maxT

0H

0L
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 O caso do resfriamento de uma área retangular com geração de calor, através 

de canais por onde passa um fluido, foi investigada por Bejan e Errera (2000). Um 

volume elementar com comprimento L0 e altura H0 é delimitado de acordo com a 

Figura 4.1. 

 O fluido de refrigeração entra com temperatura T0 em canal com espessura D0, 

e atravessa o volume longitudinalmente, saindo com temperatura média Tout. A 

temperatura da interface do canal com a corrente fluida na saída é TW e a temperatura 

máxima ocorre no canto superior direito da Figura 4.1. Assumindo que a mudança no 

modo de transporte de calor, de condução para convecção, ocorre somente no 

volume elementar, tem-se que todas as superfícies do volume elementar são 

adiabáticas. A diferença entre a máxima temperatura do volume elementar e a 

temperatura do fluido na entrada é igual a: 

      max max 0W W out outT T T T T T T         (4.1) 

 Bejan e Errera (2000) consideraram que o volume elementar seria esbelto (L0 

>> H0). Desta forma, a diferença de temperatura no sólido é simplesmente: 

 
2
0

max
08W

q H
T T

k


    (4.2) 

onde q  é a taxa de geração volumétrica de calor e k0 é a condutividade térmica do 

substrato sólido. Outra hipótese usada pelos autores foi considerar a diferença TW – 

Tout (resistência térmica parede-fluido) desprezível, o que é válido caso Tmax – TW >> 

TW – Tout, o que implica na relação D0/H0 << Nu.kf/k0, onde kf é a condutividade térmica 

do sólido. O lado direito desta desigualdade é da ordem de 10-1 para um substrato de 

silício e água como fluido de refrigeração. 

 Finalmente, fazendo 0 0 0 0– /out PT T q H L m c    e desprezando TW – Tout, a Eq. (4.1) 

torna-se: 

 
2
0 0 0

max
0 08 P

q H q H L
T

k m c

 
  


  (4.3) 

 Como a vazão mássica por unidade de área transversal m  foi considerada 

constante, fez-se 0 0m H m    e assim a diferença adimensional de temperatura foi 

escrita na forma: 
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1/2

0 0
max

0 0

1 1

8

H H
T

L M L


   

     
   

 
    (4.4) 

onde 1/2
0 0/PM m A c k   e a adimensionalização foi feita da seguinte forma: 

 
   0 0

0 0 1/2
0

max 0
max

0 0

,
,

/

L H
L H

A

T T
T

q A k




 



 


  (4.5) 

 Neste procedimento a área elementar A0 foi fixada e a resistência térmica 

global (Eq.(4.4)) foi minimizada com respeito à razão de aspecto H0/L0, através da 

obtenção da raiz da expressão derivada, o que resulta em: 

 
2/3

0

0

4

opt

H

L M

      
  

  (4.6) 

A hipótese de volume elementar esbelto implica na condição de M >> 4. 

 Definidas as dimensões do volume elementar, estes são agrupados em uma 

montagem chamada primeiro constructal, ilustrado na Figura 4.2. Diversos volumes 

elementares são posicionados em paralelo e abastecidos por um duto com diâmetro 

D1/2. A escolha deste diâmetro se deve ao fato de um posterior arranjo de primeiro 

constructais formar dutos com diâmetro D1. O escoamento é reconstituído por um 

duto com diâmetro também D1/2. 

O desafio agora é determinar a quantidade de ramificações n1, igual ao número 

de volumes elementares arranjados em paralelo, e as espessuras D0 e D1 que 

minimizam a queda de pressão no primeiro constructal ΔP1. A montagem da Figura 

4.2 foi feita com um sistema de reconstituição do escoamento, ou seja, o escoamento 

que é dividido n1 vezes através do primeiro constructal, é coletado e sai por uma 

corrente única, similar à corrente de entrada. 
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Figura 4.2. Primeiro constructal do problema de resfriamento de uma área retangular. 

  

 Neste momento da solução duas hipóteses importantes foram empregadas 

pelos autores: escoamento uniforme na montagem com n1 canais, de modo que 

1 1 0m n m   , e escoamento completamente desenvolvido em todos os segmentos. 

Portanto, a queda de pressão é calculada por: 

 
0 11 /2D DP P P       (4.7) 

No regime de escoamento de Hagen-Poiseuille (regime permanente, 

escoamento incompressível e completamente desenvolvido) para placas paralelas: 

 0

1

3
0, 0 0

3
/2 1 1 1

12 /

12 /

D opt

D

P L m D

P L m D





 

 




  (4.8) 

onde ν é a viscosidade cinemática. Fazendo 0 1 1/m m n    e L1 = n1H0: 

 0 1 01
1 3 3

1 0 1 0 112 /

L n HP
P

m A n D D


   


 
 

  (4.9) 

Na Eq. (4.9) os diâmetros D0 e D1 são adimensionalizados por 1/2
0A , assim como na 

Eq. (4.5). Minimizando 1P   em relação à n1 (derivando e igualando a zero) obtém-se: 

 
3/2

0
1,min

1 0

2
A

P
D D

 
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 
   (4.10) 
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   

  (4.11) 

Uma segunda minimização sobre a expressão (4.10) é possível considerando 

que existe uma relação entre D0 e D1 regida pela restrição de volume de dutos 

constante. Sendo 1  a fração volumétrica de dutos no primeiro constructal, 

1 0, 1 0 0,/ 2otm otmH D D L      , faz-se D1 em função de 1  e D0, e minimiza-se a Eq. (4.10) 

em relação a D0. Este procedimento resulta em: 

 1, 3
1

16
mmP


    (4.12) 

onde o subscrito “mm” indica minimização dupla. As regras de escala obtidas neste 

procedimento são: 
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  (4.13) 
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  (4.14) 

Enquanto a área total do sistema não for contemplada, o processo construtivo 

continua e agrupam-se montagens de um mesmo nível para formar um nível superior. 

As variáveis geométricas D2 e n2 do nível superior são obtidas através do mesmo 

processo de minimização de ΔP. 

 A solução analítica das redes constructais fornece um valioso conhecimento 

acerca de tendências de formações geométricas naturais, como foi visto na seção 

2.2.1. Entretanto, dois fatores sugerem que há uma ótima oportunidade para soluções 

alternativas. Em primeiro lugar, a alta quantidade de hipóteses simplificadoras 

restringe a região viável de otimização: 

 Hipótese de volume elementar esbelto: restringe a razão de aspecto H0/L0 << 1, o 

que implica que M >> 4; 

 Hipótese de TW – Tout desprezível (D0/H0 << Nu.kf/k0): restringe a espessura do 

canal; 

 Hipótese de escoamento completamente desenvolvido: restringe a relação D/L; 
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 Hipótese de escoamento uniforme nas n ramificações: para tanto o formato dos 

canais deve ser cônico; 

 Hipótese de escoamento em placas paralelas nas fissuras: restringe a razão de 

aspecto dos microcanais retangulares. 

Além da oportunidade científica de refazer o procedimento com hipóteses 

menos restringentes, há também o fato de que tal procedimento não pode gerar uma 

arquitetura para um dissipador com razão de aspecto definida. Conforme observaram 

Bejan e Errera (2000), os constructais de ordem superior tendem a ser 

progressivamente mais esbeltos, e é preciso um procedimento numérico para resolver 

o problema com restrição de razão de aspecto. Uma possível restrição de razão de 

aspecto do dissipador, porém, faz muito sentido em aplicações de microeletrônicos, 

onde os microprocessadores são projetados antes de se definir o sistema de 

resfriamento. 

Nas seções a seguir será descrita a metodologia para determinação das 

quedas de temperatura e pressão em um dissipador quadrado com 1 cm de aresta e 

0,2 cm de espessura. As soluções dos campos de temperatura e pressão são 

analíticas, todavia, um procedimento numérico foi elaborado para fazer as avaliações. 

 

4.2 Variáveis Geométricas 

 

 A Figura 4.3 mostra a arquitetura do dissipador quando o nível de ramificação 

é igual a um (N = 1). Isso significa que toda a área do dissipador é preenchida por um 

primeiro constructal. Uma vazão 1m  entra no sistema e é dividida pelos n1 volumes 

elementares. A coleta e recomposição do escoamento para uma única corrente fluida, 

processo chamado de reconstituição do escoamento, não acontece no mesmo plano 

da figura. Ao invés disso, os pontos de saída do escoamento em cada volume 

elementar (pontos em vermelho) são conectados perpendicularmente ao plano da 

figura com um chip de mesma dimensão, o qual tem o único propósito de realizar a 

reconstituição da corrente fluida já aquecida. Esta forma de montagem é conhecida 

por wafer ou sanduíche (Chen e Cheng, 2002; Chen et. al., 2010) e torna mais simples 

os procedimentos de solução no presente trabalho. 
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Figura 4.3. Arquitetura do dissipador com N = 1. O fluido acessa o microcanal de diâmetro Dh,1 e o 

escoamento é ramificado n1 = 6 vezes no primeiro constructal. 

  

Diferentemente da solução analítica vista anteriormente onde as dimensões L0 

e H0 do volume elementar deveriam ser calculadas para depois se obter n1, quando a 

razão de aspecto do chip é fixada, as variáveis geométricas N e ni determinam as 

dimensões do volume elementar. Da Figura 4.3, onde N = 1, tem-se: 

 1 1
0 0

1

2
;

2

L H
H L

n
    (4.15) 

 O volume de dutos Vd é constante por ser uma restrição do problema: 

 
 1

1 ,0 0 ,1 1
1

1
( ) ( )d h h

n
V n A D L A D L

n


    (4.16) 

onde 2( ) / (2 )h d h d hA D H D H D   é a área da seção transversal retangular com 

profundidade constante Hd = 100 μm. O valor de Dh,0 é obtido resolvendo a raíz da 

equação parametrizada por κ1 = Dh,1/Dh,0 e n1: 
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 Para reforçar o fato de que as variáveis N, ni e κi definem toda a geometria da 

rede de microcanais, ilustra-se na Figura 4.4 o caso N = 3, n1 = 6, n2 = 4 e n3 = 2. 

 

 

Figura 4.4. Arquitetura do dissipador com N = 3. O fluido acessa o microcanal de diâmetro Dh,3 e o 

escoamento é ramificado n3 = 2 vezes no terceiro constructal, n2 = 4 vezes no segundo constructal e 

n1 = 6 vezes no primeiro constructal. 

  

As variáveis N e ni definem as dimensões do volume elementar (L0, H0), 

primeiro, segundo e terceiro constructais: 
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 Da mesma forma os diâmetros hidráulicos Dh,0, Dh,1, Dh,2 e Dh,3 são 

determinados por κi, ni e N. Para N = 3: 
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  (4.21) 

As equações para determinação de Dh,0, como as Eqs. (4.17) e (4.21), são 

implícitas em relação à Dh,0. Sendo assim o algoritmo de Brent (1973) é usado para 

encontrar a raiz das equações não lineares. De acordo com as regras de construção 

descritas acima, ficam estabelecidas as variáveis geométricas que caracterizam cada 

arquitetura: N, ni e κi. 

 

4.3 Solução da Queda de Pressão 

 

 A formulação a seguir é válida para escoamento incompressível em 

desenvolvimento, em canais de seção transversal retangular e vazão mássica não 

uniforme nas ramificações da rede de microcanais. É considerado que o escoamento 

reinicia o desenvolvimento após cada ramificação. Adaptando a Eq. (3.14) para um 

segmento reto: 
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O fator de atrito aparente fapp é a razão entre o número de Poiseuille Po, e o 

número de Reynolds, Re. Sendo assim a queda de pressão adimensional é: 
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onde Po é obtido pela Eq. (3.18) e reescrito aqui por conveniência: 
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Lembrando que a largura do canal é w = A(Dh)/Hd, a razão de aspecto do canal 

retangular é definida como a razão entre o menor e o maior lado da seção: 
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  (4.25) 

 

 

Figura 4.5. Na arquitetura com N = 1, as n1/2 frações mássicas fornecidas aos volumes elementares 

são denotadas por xi. 

 

4.3.1 Queda de Pressão no Primeiro Constructal 

  

 Na Figura 4.5 é esquematizado o problema do cálculo de ΔP1 = P1 – P0. A 

arquitetura mostrada é um primeiro constructal abastecido por uma vazão inm  que é 

dividida pelas n1 = 6 ramificações. Sendo o escoamento incompressível e em regime 

permanente, a lei da conservação da massa impõe: 
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 1 2 32 2 2 1x x x     (4.26) 

onde i i inx = m / m   é a fração mássica em cada afluente. 

 A condição de contorno considerada é de mesma pressão em todas as saídas 

(outlets) dos volumes elementares. No presente trabalho considera-se que o 

escoamento reinicia o desenvolvimento após cada ramificação, em todos os dutos 

por onde o escoamento segue seu curso. Usando a Eq. (4.23) para calcular as quedas 

de pressão em cada um dos três possíveis caminhos, obtém-se o seguinte sistema 

de equações não lineares: 
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 Os dois termos do lado direito da Eq. (4.27) correspondem às quedas de 

pressão no segmento com diâmetro Dh,1 e comprimento H0/2 e no volume elementar 

com fração mássica x1, respectivamente. Na Eq. (4.28) os três termos correspondem 

aos segmentos com diâmetro Dh,1 e comprimento H0/2, diâmetro Dh,1 e comprimento 

H0, e volume elementar com fração mássica x2, respectivamente. De maneira similar, 
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na Eq. (4.29) os quatro termos correspondem aos segmentos com diâmetro Dh,1 e 

comprimento H0/2, dois segmentos com diâmetro Dh,1 e comprimento H0, e volume 

elementar com fração mássica x3, respectivamente. 

As Eqs. (4.26) - (4.29) formam o sistema de equações para que se determine 

ΔP1, x1, x2 e x3. Para tanto os diâmetros hidráulicos Dh,0 e Dh,1 devem ser conhecidos. 

Viu-se na seção 4.2 que estas variáveis geométricas são determinadas por N, ni e κi. 

As Eqs. (4.27) - (4.29) formam um vetor ( )1P x
 

 de três elementos, os quais devem 

ser idênticos caso o vetor x


 contenha a solução do sistema de equações. Define-se 

assim um resíduo: 

 
max( ( )) min( ( ))

res( )
min( ( ))
1 1

1

P x - P x
x =

P x

 


       (4.30) 

O seguinte problema de otimização com restrições é configurado: 

 1 /2

1

mínimo de res( )

1
talque 0

2

n

i
i

x

x






 




  (4.31) 

onde a restrição de igualdade corresponde a Eq. (4.26). 

O problema é inicializado com x1 = x2 = x3, o que provoca uma não uniformidade 

de pressão, aumentando nos canais mais afastados da entrada (Figura 4.6.a). 

Conforme o processo iterativo de otimização avança para menores resíduos, as 

diferenças de pressão diminuem e as frações passam a ser cada vez mais não 

uniformes, aumentando nos canais mais próximos da entrada (Figura 4.6.b). Quando 

o resíduo finalmente atinge um valor satisfatório, na ordem de 10-6 no presente caso, 

as pressões ficam niveladas e as frações mássicas aparentam uma distribkuição 

parabólica (Figura 4.6.c). 
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Figura 4.6. Frações mássicas (símbolos) e pressões (barras) nos canais. (a) Inicialização. (b) Passo 

intermediário. (c) Solução final. 

 

4.3.2 Queda de Pressão no Segundo ou Terceiro Constructal 

 

 Seguindo os mesmos princípios do caso N = 1, o caso N = 2 da Figura 4.7 tem 

vazão de entrada inm , pressão de entrada P2 e pressão de saída P0 em todas as 

saídas. As frações mássicas do segundo constructal são xi e as frações mássicas dos 

primeiros constructais são yi. A queda de pressão da entrada até o ponto a é calculada 

por: 
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  (4.32) 

Reescrevendo em função da queda de pressão da entrada até o ponto b: 

 
 1

2 0

22 inin
-b b-out2 2

d d

x mm
P P P

H H


    

     (4.33) 

 

 

Figura 4.7. Na arquitetura com N = 2, as n1/2 frações mássicas fornecidas aos volumes elementares 

são denotadas por yi. 

 

A Eq. (4.33) estabelece que a queda de pressão no primeiro constructal é 

adimensionalizada por   2
1 in d2 x m / H   e tem como frações mássicas o conjunto yi, o 

qual obedece ao seguinte balanço de massa: 

 
1 /2
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    (4.34) 

A queda de pressão no primeiro constructal é resolvida através do método visto 

na seção anterior, com uma vazão de alimentação igual a 2inm / n . Este procedimento 
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resolve as variáveis yi e 1P   (queda de pressão adimensional no primeiro constructal). 

A rigor 1P   é função da vazão abastecida, a qual é diferente em cada primeiro 

constructal, progressivamente menor quanto mais afastado da entrada. Porém, o 

efeito da vazão mássica no número de Poiseuille é relativamente pequeno, motivo 

pelo qual se considera 1P   constante. 

Adimensionalizando ΔP2 na Eq. (4.33) pela constante 2
in d2 m / H 

 
e calculando 

para as n2/2 frações mássicas: 

 
 2 22

1
2

h, 0 in 0 d h,
0-1 12 3

in d h,

Po(D ,L ,m )L 2H - DP
P = = x P

2 m / H D


  
 


  (4.35) 
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  (4.37) 

 Os termos de cada uma das três equações acima correspondem aos 

segmentos com diâmetro Dh,2 e primeiros constructais com queda de pressão 

adimensional igual a 1ix P  , onde i indica a posição do primeiro constructal. Além 

disso, a lei de conservação da massa impõe: 

 
2 /2

1

1
0

2

n

i
i

x


    (4.38) 

 As Eqs. (4.35) - (4.38) formam o segundo sistema de equações que precisa 

ser resolvido pelo mesmo problema de otimização da Eq. (4.31) para se obter xi e 2P 

. Quando 3N   o procedimento descrito acima é repetido, sempre resolvendo os 
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níveis menores e avançando para os maiores, considerando NP   constante, onde N 

indica o nível do constructal. 

 

4.3.2 Validação do Modelo Unidimensional 

 

 Hart e Da Silva (2011) realizaram um experimento onde redes fractais de 

microcanais foram fabricadas em uma matriz de polidimetilsiloxano (PDMS). As redes 

eram bifurcadas com níveis de ramificação (N) de 0 a 3. Água foi usada como fluido 

de trabalho. A Figura 4.8.a mostra a arquitetura testada pelos autores. A profundidade 

dos canais foi mantida constante em 200 µm. A razão entre diâmetros hidráulicos 

Dh,i+1/Dh,i foi mantida igual 2-1/3, segundo a lei de Hess-Murray, e a razão entre 

comprimentos Li+1/Li foi mantida igual a 21/2. 

 Os autores notaram que a mensuração da pressão considerava trechos de 

entrada e saída do escoamento que não foram previstos no modelo analítico, por não 

fazerem parte das redes de microcanais em si. Para contabilizar estes efeitos, os 

autores somaram um termo constante de perda de carga localizada 2 / 2P K u  . Na 

Figura 8.b encontra-se uma comparação entre o modelo analítico unidimensional para 

queda de pressão e os resultados experimentais de Hart e Da Silva (2011). Um único 

valor de K = 10 foi encontrado de modo que ficasse evidente que a queda de pressão 

na rede de microcanais é muito bem representada pelo modelo unidimensional. Este 

fato gera confiança de que o modelo hidrodinâmico desenvolvido no presente trabalho 

representa muito bem o escoamento com ramificações e em desenvolvimento em 

seções transversais retangulares, sugerindo que os efeitos tridimensionais, como 

escoamento secundário e vórtices relatados na seção 2.1.2, são minoritários. 
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Figura 4.8. Experimento de Hart e Da Silva (2011). (a) Geometria de testes. (b) Comparação entre os 

resultados experimentais e o modelo descrito na seção 4.3. 

 

4.4 Solução da Queda de Temperatura 

 

 No artigo de Bejan e Errera (2000) foi considerado que a passagem de calor 

por convecção da matriz sólida para a corrente fluida ocorre somente no volume 

elementar. Tal consideração foi inspirada em observações da teoria constructal para 

sistemas de fluxos naturais, onde a mudança no mecanismo de transporte ocorre na 

menor escala de comprimento possível. Esta consideração é mantida no presente 

trabalho. Mesmo que os microcanais com diâmetros maiores que Dh,0 atravessem a 

matriz sólida, considera-se que estes são isolados e a convecção de calor ocorre 

somente no volume elementar.  
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Figura 4.9. Condições de contorno e queda de temperatura no volume elementar. 

  

A esquematização da transferência de calor no volume elementar é mostrada 

na Figura 4.9. O volume elementar é simplificado para um elemento bidimensional 

com geração de calor uniforme /q q t  , onde q  é o fluxo de calor constante 

imposto na base do dissipador e t = 200 μm é a espessura. Na aresta não isolada 

ocorre transferência de calor por convecção, o que gera um perfil de temperatura T(x). 

Aplicando a definição da Eq. (3.24), obtém-se: 

  ( ) ( )s x m Wq h T x T x     (4.39) 

onde sq  é o fluxo de calor na parede do canal, Tm é a temperatura média do fluido, TW 

é a temperatura da interface parede-fluido e hx é o coeficiente local de transferência 

de calor. Tm é calculada usando a lei da conservação de energia assumindo 

escoamento incompressível com baixas quedas de pressão e temperatura. Fazendo 

uso da conclusão obtida por Lee et. al. (2005), segundo a qual a condição de contorno 

H1 (temperatura perimetral constante e fluxo de calor axial constante) é a mais 

apropriada em microcanais retangulares (p. 60), tem-se: 

  0 0( )s P mq px m c T x T     (4.40) 

onde p é o perímetro da seção retangular. A relação entre o fluxo de calor na base do 

dissipador e o fluxo de calor na parede do canal é dada pelo balanço de energia: 
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q q q

A H A D
   


  (4.41) 

onde Abase é a área da base do micro dissipador e Aconv é a área sujeita a convecção 

forçada, considerando as duas superfícies com altura Hd e apenas uma superfície 

com largura w = A(Dh)/Hd. Combinando as Eqs. (4.39) - (4.41) e fazendo hx = kf.Nux/Dh: 

 0
0

( ) s h s
W

f x P

q D q p
T x x T

k Nu m c

 
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
  (4.42) 

 O número de Nusselt local Nux obtido para escoamento completamente 

desenvolvido e termicamente em desenvolvimento, segundo a correlação de Lee e 

Garimella (2006) mostrada na Eq. (3.29), é demasiadamente complexo para a 

sequência da solução. Optou-se por representar seu valor por uma correlação mais 

simples, que é ajustada caso-a-caso para bem representar a correlação original: 

 
1

xNu
ax b


  (4.43) 

onde x* = x/DhRePr. Desta forma, a temperatura TW(x) é aproximada por um perfil 

linear. A equação de difusão de calor no sólido com condutividade térmica k0 é: 
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  (4.44) 

onde além das condições de contorno de fluxo de calor nulo em x = 0, x = L0 e y = H0/2, 

tem-se um perfil linear de temperatura em y = 0 de acordo com as Eqs. (4.42) e (4.43)

: 

 ( )WT x Ax B    (4.45) 
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O Apêndice A mostra a solução analítica para T(x, y). A diferença entre a 

temperatura no ponto extremo (L0, H0/2) e a temperatura de entrada T0 é: 
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onde λn = πn/L0 e os coeficientes C0 e Cn são: 
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4.4.1 Procedimento para Determinação dos Coeficientes de Nux 

 

 A correlação da Eq. (4.43) é ajustada de modo que o valor do número de 

Nusselt local no comprimento máximo do canal é igual ao valor obtido pela correlação 

de Lee e Garimella (2006).  A segunda condição imposta é que as áreas sob a curva 

obtida pelas duas correlações sejam as mesmas: 
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Resolvendo a segunda integral da equação acima: 

 0 1aS aL
e

b



    (4.52) 

onde S é calculado numericamente por integração numérica da Eq. (3.29) através do 

método da quadratura adaptativa global (McKeeman, 1962). A primeira condição 

citada impõe: 
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1
( )x LG 0
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Nu L
aL b


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  (4.53) 

Isolando b na Eq. (4.53) e substituindo na Eq. (4.52), determina-se a. Em 

seguida b é calculado diretamente. A Figura 4.10 ilustra o ponto de igualdade em *
0L  



85 
 

e a forma aproximada da curva de Nux, a qual tem valores inferiores a Nux,LG na região 

mais próxima a entrada. Porém, o valor do número de Nusselt médio das duas 

correlações é mesmo devido à condição de áreas iguais sob as curvas. 

 

Figura 4.10. Ilustração do ajuste do número de Nusselt local (Nux) pela correlação da Eq. 4.43 com os 

valores obtidos pela correlação de Lee e Garimella (2006). 

 

4.5 Procedimento de Avaliação 

 

A metodologia apresentada neste capítulo revela um conjunto de soluções 

analíticas que requerem avaliações numéricas, devido às ocorrências de equações 

implícitas, sistemas de equações não lineares, integrações dispendiosas e somatório 

infinito. O procedimento de avaliação foi implementado no MATLAB e é 

esquematizado no fluxograma da Figura 4.11. Para uma dada geometria, 

representada pelo conjunto N, ni e κi, calcula-se L0 e H0 através das regras 

exemplificadas nas Eqs. (4.15) e (4.18), e em seguida calcula-se Dh,0 através das 

regras exemplificadas nas Eqs. (4.17) e (4.21). Os dados de entrada são os 

parâmetros geométricos e a vazão de alimentação, informada diretamente ou 

calculada por Re, quando especificado. 

A vazão de entrada Nm  pode ser especificada ou calculada para determinado 

valor de número de Reynolds: 
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Após as determinações das frações mássicas e queda de pressão no sistema, 

deve-se indicar a menor vazão em um volume elementar. No caso N = 2, por exemplo: 

 
2 10,min /2 /2 2n nm x y m    (4.55) 

onde 
2 /2nx  e 

1 /2ny  são as menores frações mássicas no primeiro e segundo 

constructais, respectivamente. A menor vazão 0,minm  é usada como entrada na Eq. 

(4.46) para calcular a máxima queda de temperatura no sistema maxT . 

 O parâmetro de não uniformidade na distribuição do escoamento é definido 

como: 

 0,max

0,min

m

m
 




  (4.56) 

onde 0,maxm  é calculado da mesma forma que 0,minm , com as frações mássicas de cada 

primeiro canal dos constructais, por exemplo: 

 
3 2 1

1 1 1
3

/2 /2 /2
N

n n n

x y z

x y z
     (4.57) 

onde os subscritos “1” indicam as frações mássicas dos primeiros canais de cada 

constructal, e os subscritos ni/2 indicam as frações mássicas dos últimos canais de 

cada constructal. 

  

4.6 Síntese do Capítulo 

 

 Neste capítulo a metodologia usada para solução das quedas de pressão e 

temperatura nas redes constructais de microcanais foi descrita. A arquitetura do 

dissipador foi caracterizada pelas variáveis N, ni e κi, que correspondem 

respectivamente ao nível de ramificação, quantidade de ramificações em cada nível 

e razão entre diâmetros em cada nível. A primeira parte da solução envolve a 

determinação das frações mássicas do primeiro constructal, as quais devem 

satisfazer o balanço de massa e igualar todas as pressões de saída (outlets). Um 

procedimento numérico de minimização com restrições foi usado nesta etapa. 
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Conforme o nível de ramificação aumenta, este procedimento é repetido 

considerando que a queda de pressão adimensional nos constructais inferiores é 

constante em relação à vazão de abastecimento. Uma comparação com resultados 

experimentais mostrou que o modelo unidimensional para a pressão apresenta boa 

confiabilidade. 

 A menor vazão mássica obtida em todos os primeiros constructais do 

dissipador é usada para calcular a máxima queda de temperatura. No cálculo do 

campo de temperatura assumiu-se que o dissipador é delgado o bastante para 

desprezar a condução de calor na direção de sua espessura. A equação de 

conservação da energia foi resolvida para o campo (x, y) do volume elementar com o 

método da separação de variáveis. Um procedimento numérico de avaliação foi 

implementado no MATLAB para a obtenção dos resultados. 
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Figura 4.11. Fluxograma do procedimento de avaliação numérica. 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

Os resultados obtidos a partir da metodologia estabelecida anteriormente são 

apresentados e discutidos neste capítulo.  

A discussão dos resultados é dividida em três partes. Primeiramente as quedas 

de temperatura e pressão em função dos parâmetros geométricos são analisadas. 

Alguns mecanismos competitivos são identificados e discutidos. Na segunda parte o 

gráfico de resistência térmica versus potência de bombeamento será usado como 

critério de avaliação do desempenho energético das arquiteturas resolvidas. O 

objetivo desta etapa é verificar as tendências geométricas das arquiteturas de melhor 

desempenho. Finalmente, na parte três as melhores arquiteturas identificadas na 

parte dois são analisadas e comparadas com as redes fractais de microcanais. 

 A metodologia desenvolvida e apresentada no capítulo anterior foi aplicada 

para resolver as quedas de temperatura e pressão em um micro dissipador com 

dimensões de 1 cm × 1 cm nos lados e 0,2 mm de espessura, volume de dutos 

constante igual a 2% do volume total e sujeito a um fluxo de calor constante e uniforme 

de 10 W/cm2 em sua base. A vazão de abastecimento entra nas redes de microcanais 

com temperatura T0 = 20 ºC. As propriedades do chip de silício e da água foram 

consideradas constantes e computadas à temperatura de 20 ºC. Considerou-se que 

a água não evapora, mesmo que a temperatura média da água atinja seu ponto de 

ebulição, pois para todos os efeitos práticos, as geometrias que atingem temperaturas 

tão elevadas não são apropriadas para aplicações onde água é o fluido de 

refrigeração. 

 

5.1 Quedas de Temperatura e Pressão 

 

 Nesta primeira parte da solução uma vazão de abastecimento constante igual 

a 0,125 g/s é fornecida a todas as arquiteturas. Arquiteturas com até dois níveis de 

ramificação (N) foram resolvidas dentro da seguinte faixa paramétrica: quantidade de 

ramificações (ni) de 2 a 14, somente valores pares; e razão entre diâmetros hidráulicos 

(κi) de 1,00 a 2,50, com passo de 0,25. O número de Reynolds, Re, no canal de entrada 
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varia em cada arquitetura, mas em toda a faixa paramétrica investigada não 

ultrapassa 2300, limite do regime laminar. O valor de Re nos canais em níveis de 

ramificação inferiores diminui progressivamente, ou seja, Re máximo ocorre no duto 

de abastecimento e diminui nos seus afluentes. Para entender os efeitos das redes 

de microcanais nas quedas de temperatura e pressão, convém iniciar a análise com 

o caso mais simples, com um único nível de ramificação (N = 1). Os dois parâmetros 

geométricos neste caso são a quantidade de ramificações n1 e a razão entre 

diâmetros Dh,1/Dh,0 = κ1. Na Figura 5.1 é ilustrada a alteração da rede de microcanais 

com n1. De particular interesse é o volume elementar, que tem seu volume total 

reduzido conforme n1 aumenta. Além disso, a restrição de volume de dutos constante 

faz com que Dh,0 diminua com o aumento de n1.  

 

 

Figura 5.1. Ilustração da configuração da rede de microcanais com N = 1 sujeita ao aumento da 

quantidade de ramificações (n1). 

 

 A Figura 5.2 apresenta a máxima queda de temperatura, ΔTmax, definida como 

a queda de temperatura no volume elementar que recebe a menor vazão mássica, 

para a arquitetura com N = 1. Nesta e em todas as figuras subsequentes as curvas 

são ajustadas pela interpolação de Stineman (Stineman, 1980). O caso n1 = 2 não é 

mostrado na figura, pois gerou valores de queda de temperatura muito elevados. Em 

linhas gerais pode-se afirmar que ΔTmax é reduzido com o aumento simultâneo de n1 

e κ1. Em redes com κ1 constante e menor que 1,75, existem mínimos locais em relação 

a n1. Se por um lado o aumento de n1 diminui o volume total que cada canal com Dh,0 

é responsável por resfriar, isto também causa uma queda na vazão mássica recebida 

por cada canal no volume elementar. Estes são os efeitos concorrentes que causam 

a existência de um n1 ótimo. 
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Figura 5.2. Efeito da quantidade de ramificações (n1) e da razão entre diâmetros (κ1) na máxima 

queda de temperatura (ΔTmax) para arquiteturas com N = 1 e vazão mássica de entrada constante. 

 

É importante ressaltar que ΔTmax é calculado no volume elementar que recebe 

a menor vazão mássica, sempre o último da série de ramificações. A não 

uniformidade do escoamento (Lee et. al., 2013), δ, definida na Eq. (4.56) como a razão 

entre a maior e a menor vazão mássica em todos os volumes elementares, é um 

parâmetro importante para entender as curvas de ΔTmax. A Figura 5.3 mostra a relação 

entre δ e a razão entre diâmetros κ1. A contribuição de κ1 para a diminuição de ΔTmax 

(Fig. 5.2) é explicada pela distribuição do escoamento de forma mais uniforme, o que 

faz com que a vazão no último canal seja aumentada. Nota-se que o comportamento 

desejado para δ, sua diminuição, é obtido com maiores razões entre diâmetros (κ1). 

A respectiva queda de pressão ΔP na arquitetura com N = 1 é mostrada na 

Figura 5.4. Em primeiro lugar deve-se notar que existe um κ1 ótimo que minimiza a 

queda pressão para certo n1. O mínimo global de ΔP foi encontrado em n1 = 2 e κ1 = 

1,25 com ΔP = 498 mbar. Este resultado remete à chamada lei de Hess-Murray 

(Murray, 1926) que estabelece a razão ótima entre diâmetros sucessivos para 

minimizar a queda de pressão em bifurcações (Di+1/Di =21/3 ≈ 1,26). 
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Figura 5.3. Efeito da quantidade de ramificações (n1) e da razão entre diâmetros (κ1) na não 

uniformidade do escoamento (δ) para arquiteturas com N = 1 e vazão mássica de entrada constante. 

 

A existência de um κ ótimo para certa quantidade de ramificações foi 

demonstrada por Lee et. al. (2013). O menor diâmetro hidráulico do canal de entrada 

(com Dh,1) ocorre quando κ1 é mínimo. À medida que κ1 aumenta Dh,1  também 

aumenta, reduzindo a queda de pressão no segmento com Dh,1. Porém o aumento de 

κ1 também causa a diminuição de Dh,0, o que a partir de certo ponto passa a não 

compensar o primeiro efeito. Estes são os efeitos concorrentes que causam a 

existência de um κ1 ótimo.  

A quantidade de ramificações também causa efeitos concorrentes na queda de 

pressão, pois por um lado diminui as frações mássicas nos volumes elementares 

(diminui ΔP), mas por outro reduz Dh,0 (aumenta ΔP). Na Figura 5.4 percebe-se que 

estes efeitos só causaram pontos de mínimo locais quando κ1 ≥ 1,75, onde as curvas 

com n1 constante passaram a se cruzar.  
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Figura 5.4. Efeito da quantidade de ramificações (n1) e da razão entre diâmetros (κ1) na queda de 

pressão (ΔP) para arquiteturas com N = 1 e vazão mássica de entrada constante. 

 

As tendências gerais identificadas na arquitetura com N = 1 também ocorrem 

com N = 2. A Figura 5.5 ilustra a configuração da rede de canais com os parâmetros 

n1 e n2 correspondentes à quantidade de ramificações no primeiro e segundo 

constructal, respectivamente. É importante notar que n1 está relacionado à altura H0 

do volume elementar e n2 está relacionado ao comprimento L0, assim como foi 

mostrado no capítulo anterior nas Figuras 4.3 e 4.4. Tomando por exemplo as 

arquiteturas com n2 = 6 (coluna esquerda da figura) tem-se que a altura de qualquer 

volume elementar é H0 = H2/n1, onde H2 é a altura do chip (1 cm). De maneira 

semelhante, tomando as arquiteturas com n1 = 6 (coluna direita da figura) tem-se que 

o comprimento de qualquer volume elementar é L0 = L2/n2, onde L2 é o comprimento 

do chip (1 cm). Tem-se portanto que o comprimento do volume elementar no caso 

com N = 2 pode ser alterado parametricamente, ao contrário do que ocorreu no caso 

com N = 1, onde o comprimento L0 era constante em todas as arquiteturas possíveis. 
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Figura 5.5. Ilustração da configuração da rede de microcanais com N = 2 sujeita ao aumento das 

quantidades de ramificações (n1 e n2). 

 

A Figura 5.6 mostra ΔTmax, δ e ΔP para uma arquitetura com N = 2 e parâmetros 

do segundo constructal constantes em n2 = 6 e κ2 = 1,75. Na Figura 5.6 (a) observa-se 

que ΔTmax atinge valores inferiores ao caso com N = 1 (Figura 5.2) e o aumento de κ1 

encurta a diferença entre os pontos com diferentes n1. Em κ1 = 2,50, a diferença de 

ΔTmax entre n1 = 6 e n1 = 14 é de apenas 5 K. Na Figura 5.6 (b) pode ser visto que a 

não uniformidade do escoamento foi elevada de modo geral em relação ao caso com 
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N = 1 (Figura 5.3). Ainda assim, as têndencias de uniformização causadas por κ1 e n1 

são semelhantes ao caso N = 1. A Figura 5.6 (c) mostra que ΔP permanece com as 

mesmas tendências do caso N = 1 porém com valores consideravelmente mais 

elevados. O mínimo ΔP na Figura 5.6 (c) foi 1024 mbar no ponto n1 = 2 e κ1 = 1,25.  

 

Figura 5.6. Efeito da quantidade de ramificações (n1) e da razão entre diâmetros (κ1) para arquiteturas 

com N = 2 e vazão mássica de entrada constante em: (a) ΔTmax. (b) δ. (c) ΔP. 
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A Figura 5.7 mostra ΔTmax, δ e ΔP para uma arquitetura com N = 2 e parâmetros 

do primeiro constructal constantes em n1 = 6 e κ1 = 2,00. A máxima queda de 

temperatura aparenta diminuir para n2 menores, conforme visto na Figura 5.7 (a). A 

Figura 5.7 (b) mostra que a não uniformidade do escoamento é bem elevada nesse 

caso, sugerindo que n2 tem maior influência em δ do que n1. A Figura 5.7 (c) apresenta 

a queda de pressão em função dos parâmetros do segundo constructal. Existem 

mínimos locais de ΔP tanto em relação a n2 quanto a κ2. O menor valor observado na 

Figura 5.7 (c) foi ΔP = 1935 mbar em n2 = 8 e κ2 = 2,00. Quanto maior for n2, maior deve 

ser κ2 para minimizar ΔP. O mínimo da curva n2 = 10 é visível no gráfico, portanto a 

extensão das curvas n2 = 12 e 14 para valores além de κ2 = 2,50 não deve gerar um 

ΔP menor do que o encontrado em n2 = 8 e κ2 = 2,00. 

De modo geral, tanto para N = 1 quanto para N = 2, os resultados exibidos até 

aqui mostram que as arquiteturas que favorecem menores quedas de temperatura 

são aquelas com ni e κi elevados. Em contrapartida, as arquiteturas que favorecem 

menores quedas de pressão são aquelas com ni e κi reduzidos. Necessita-se, 

portanto, de um método de determinação das arquiteturas de minimizam ΔTmax e ΔP 

simultaneamente, o que será visto a seguir. 
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Figura 5.7. Efeito da quantidade de ramificações (n2) e da razão entre diâmetros (κ2) para arquiteturas 

com N = 2 e vazão mássica de entrada constante em: (a) ΔTmax. (b) δ. (c) ΔP. 
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5.2 Curvas de Desempenho 

 

É evidente que os parâmetros geométricos que favorecem uma baixa ΔTmax não 

coincidem com aqueles que favorecem uma baixa ΔP. Em termos gerais, a queda de 

temperatura é favorecida por maiores quantidades de ramificações e elevadas razões 

entre diâmetros. Por outro lado, a queda de pressão é favorecida por menores 

quantidades de ramificação e pequenas razões entre diâmetros. Segundo Bejan e 

Lorente (2008) os fluxos de calor e quantidade de movimento “competem” entre si, e 

um gráfico de resistência térmica versus potência de bombeamento pode ser usado 

para avaliar o desempenho simultâneo, térmico e hidrodinâmico, de diferentes 

arquiteturas. 

A resistência térmica global da arquitetura, RT, é definida por (Wechsatol et. al., 

2003): 

 max
T

0

T
R =

q k t


  (5.1) 

onde q é a taxa de transferência de calor removida, k0 é a condutividade térmica do 

substrato sólido e t é a espessura do micro dissipador. Neste trabalho a potência de 

bombeamento /P inW m P    é adimensionalizada da mesma forma realizada por 

Wechsatol et. al. (2003), os quais investigaram redes de canais para dissipação de 

calor em uma área circular: 

 
2 2

*
2 2 3/2
0

P d
P P

c V
W W

k t A




   (5.2) 

onde Vd é o volume de dutos, A é a área total do chip, t é a espessura do chip, k0 é a 

condutividade térmica do substrato de silício, e ρ, υ e cp são as propriedades do fluido 

de refrigeração: massa específica, viscosidade cinemática e calor específico, 

respectivamente. 
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5.2.1 Um Nível de Ramificação 

 

 O ponto de partida da análise de desempenho é o caso mais simples onde todo 

o volume do micro dissipador é ocupado por um primeiro constructal. Os parâmetros 

geométricos n1 e κ1 formam o universo das arquiteturas possíveis com N = 1. O 

aspecto das redes com nível de ramificação, exibidas previamente na Figura 5.1, é 

semelhante à configuração de canais paralelos, pois os canais dos volumes 

elementares são relativamente longos. Para cada uma das arquiteturas investigadas, 

solucionaram-se as quedas de temperatura e pressão para números de Reynolds, Re, 

de 10 até 2000, com passo de 10. Os valores de resistência térmica, RT, para os 

regimes operacionais de *
PW  = 102, 103, 104 e 105 foram calculados por interpolação 

linear. Estes quatro valores de *
PW  foram selecionados pois representam  Re na faixa 

entre 100 e 2000. Em alguns casos *
PW  = 106 também pode ser obtido com Re < 2300 

(escoamento laminar), porém isto não é possível de ser alcançado com todas as 

arquiteturas. 

 

 

Figura 5.8. Efeito da quantidade de ramificações (n1) e da razão entre diâmetros (κ1) na resistência 

térmica (RT) de arquiteturas com N = 1, para diferentes regimes operacionais. 

 

A coleção dos resultados é exibida na Figura 5.8 para n1 e κ1 selecionados. A 

arquitetura que minimiza a resistência térmica para cada regime operacional, é 

significativamente diferente entre *
PW  = 102 e *

PW  = 105. Para *
PW  = 102 a menor RT 

encontrada dentre os parâmetros mostrados na Figura 5.8 foi 1,190 para (n1 = 4; κ1 = 

2,00). Por outro lado, a menor RT encontrada para *
PW  = 105 foi 0,092 para (n1 = 16; κ1 
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= 3,00). Também se observa na Figura 5.8 que os mínimos locais em relação a κ1 

encontram-se na faixa 2,00 ≤ κ1 ≤ 3,00, para todos n1 e *
PW  selecionados. 

Os pontos de mínima resistência térmica da Figura 5.8 sugerem que quanto 

menor o regime operacional, ou seja, menor potência de bombeamento, as 

arquiteturas com menor n1 e κ1 (maior H0 e maior Dh,0) são mais apropriadas para 

minimizar RT, enquanto que à medida que *
PW  aumenta, as arquiteturas com maior n1 

e κ1 (menores H0 e Dh,0) são as mais apropriadas. Esta ideia foi usada como ponto de 

partida para identificar as arquiteturas ótimas em *
PW  = 102, 103, 104 e 105 para a faixa 

geométrica 2 ≤ n1 ≤ 20 (com passo de 2) e 1,00 ≤ κ1 ≤ 4,00 (com passo de 0,50). O total 

de arquiteturas possíveis neste caso é apenas 60, o que justificou uma inspeção 

manual. 

 

 

Figura 5.9. Curvas de desempenho de arquiteturas ótimas com N = 1 para diferentes regimes 

operacionais. 
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As curvas de desempenho das arquiteturas ótimas são mostradas na Figura 

5.9. A arquitetura (n1 = 2;  κ1 = 1,00) proporcionou a menor RT para *
PW  = 102. O ótimo 

para *
PW  = 105 permaneceu o mesmo constatado anteriormente (n1 = 16; κ1 = 3,00). As 

arquiteturas ótimas em *
PW  intermediários, *

PW  = 103 e *
PW  = 104, possuem parâmetros 

geométricos intermediários, 2 < n1 < 20 e 1,00 < κ1 < 4,00. Considerando as regiões de 

mínimas quedas de temperatura e pressão mostradas nas Figuras 5.2 e 5.4, observa-

se que as arquiteturas que minimizam ΔP são apropriadas para pequenas potências 

de bombeamento (ou alta resistência térmica), enquanto que as arquiteturas que 

minimizam ΔTmax são apropriadas para altas potências de bombeamento (ou baixa 

resistência térmica). 

Uma conclusão semelhante foi obtida por Wechsatol et. al. (2003) para 

dissipadores de calor com forma circular. Os autores destacaram ainda a existência 

de uma transição súbita entre as arquiteturas que minimizam ΔP, e as arquiteturas 

que minimizam ΔT. No presente caso esta transição é observada na Figura 5.9 na 

intersecção entre as arquiteturas (n1 = 4; κ1 = 1,50) e (n1 = 12; κ1 = 2,50). Os pontos de 

intersecção são identificados com círculos abertos e quando ajustados por uma lei de 

potência formam a correlação RT = 5,02 *
PW -0,35 (R2 = 0,9956). Wechsatol et. al. (2003) 

obtiveram a correlação RT = 3,75 *
PW -0,37 para arquiteturas que minimizam ΔT e RT = 

5,94 *
PW -0,40 para arquiteturas que minimizam ΔP, com um nível de ramificação. 

 

 

5.2.2 Dois Níveis de Ramificação 

 

 Quando o micro dissipador é ocupado por um segundo constructal, as variáveis 

n1, n2, κ1 e κ2 nas faixas 2 ≤ n1 ≤ 20 (pares) e 1,00 ≤ κ1 ≤ 4,00 (passo de 0,50) formam 

um total de 3600 arquiteturas possíveis. Para iniciar o procedimento de análise 

considerou-se somente as arquiteturas fractais, as quais n1 = n2 = nf e κ1 = κ2 = κf. As 

curvas de desempenho para as arquiteturas ótimas em *
PW  = 102, 103, 104 e 105 são 

exibidas na Figura 5.10. Assim como no caso N = 1, a arquitetura que minimiza RT em 

*
PW  = 102 é uma configuração que favorece o acesso ao escoamento, i.e., tende para 
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configurações de menor ΔP. Conforme o regime operacional transita para maiores 

potências de bombeamento, as arquiteturas com melhor desempenho passam a 

desfavorecer o acesso ao escoamento e favorecer o acesso ao fluxo de calor, i.e., 

tendem para configurações de menor ΔT. Devido a quantidade de arquiteturas fractais 

possíveis ser pequena, todas as variações possíveis são inspecionadas. Por este 

motivo no presente trabalho as arquiteturas fractais que apresentam o melhor 

desempenho para dado regime operacional são ditas “ótimas”. 

 

Figura 5.10. Curvas de desempenho de arquiteturas fractais ótimas com N = 2 para diferentes 

regimes operacionais. 

  

No caso da Figura 5.10 para N = 2 e arquiteturas fractais, não é possível 

observar uma transição súbita entre arquiteturas de baixo ΔP para aquelas com baixo 

ΔT. A correlação obtida pelos pontos de intersecção é RT = 9,65 *
PW -0,43 (R2 = 1,000). 

Wechsatol et. al. (2003) obtiveram a correlação RT = 3,75 *
PW -0,37 para arquiteturas que 

minimizam ΔT e RT = 8,50 *
PW -0,43 para arquiteturas que minimizam ΔP, com dois níveis 



103 
 

de ramificação. As arquiteturas com dois níveis de ramificação proporcionam menores 

valores de RT do que as com N = 1. A resistência térmica da arquitetura com N = 2 (nf 

= 8; κf = 2,50) em *
PW  = 105 é 0,068, enquanto que para a arquitetura com N = 1 (n1 = 

16; κ1 = 3,00) obteve-se RT = 0,092. 

 Conhecendo o desempenho das arquiteturas fractais com N = 2, deseja-se 

agora saber o quanto as arquiteturas constructais podem melhorar o desempenho 

das redes de microcanais com o mesmo nível de ramificação. A partir desta etapa as 

inspeções foram realizadas somente para *
PW  = 105, pois a miniaturização produz 

densidades de geração de energia cada vez maiores, o que significa que a região de 

interesse nas curvas de desempenho está no sentido de menor resistência térmica. 

Optou-se por não realizar as inspeções para *
PW  = 106, porque algumas arquiteturas 

não atingem este regime operacional com escoamento laminar (Re ≤ 2300). 

 

 

Figura 5.11. Efeito dos parâmetros geométricos do primeiro constructal, n1 e κ1, na resistência térmica 

de arquiteturas com N = 2. 

 

As arquiteturas constructais são obtidas liberando os parâmetros geométricos 

ni e κi, gerando mais dois graus de liberdade no caso N = 2. A Figura 5.11 apresenta 

a resistência térmica em função dos parâmetros geométricos do primeiro constructal, 

mantendo os parâmetros do segundo constructal constantes. Nas três diferentes 
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configurações de segundo constructal mostradas, o mínimo local esteve na curva n1 

= 6. Dentre estes o menor valor foi 0,060 em κ1 = 3,00 para o segundo constructal com 

parâmetros n2 = 12 e κ2 = 3,00. 

A Figura 5.12 apresenta a resistência térmica em função dos parâmetros 

geométricos do segundo constructal, mantendo constantes os parâmetros 

geométricos de três primeiros constructais selecionados. Nota-se que o aspecto das 

curvas em função de n2 e κ2 é muito parecido para cada configuração de primeiro 

constructal mostrada. Em todas estas configurações as arquiteturas (n2 = 8; κ2 = 2,50) 

e (n2 = 12; κ2 = 3,00) disputaram o mínimo local. Ainda assim a arquitetura (n1 = 6; n2 = 

12; κ1 = 3,00; κ2 = 3,00) identificada na Figura 5.11 não teve RT superado por nenhuma 

das configurações selecionadas na Figura 5.12. 

 

 

Figura 5.12. Efeito dos parâmetros geométricos do segundo constructal, n2 e κ2, na resistência 

térmica de arquiteturas com N = 2. 

 

 Para melhor entender a contribuição da liberdade dos parâmetros geométricos 

ni e κi, a obtenção da rede constructal com N = 2 pode ser decomposta em três etapas. 

Primeiramente tem-se a arquitetura fractal ótima (nf = 8; κf = 2,50), a qual é facilmente 

identificada por inspeção considerando que existem apenas 60 configurações 

possíveis. Em seguida, relaxando os parâmetros ni somente, tem-se que a melhor 

arquitetura obtida com κ1 = κ2 é (n1 = 6, n2 = 12; κ1 = κ2 = 3,00). Uma inspeção adicional 

2

2.
00

2.
50

3.
00

3.
50

4.
00

n1 = 8
1 = 2.50

4

n2 = 16

8

12

R
T

2.
00

2.
50

3.
00

3.
50

4.
00

0.05

0.10

0.15

0.20

n1 = 4
1 = 2.00

4

n2 = 16

8

12

2.
00

2.
50

3.
00

3.
50

4.
00

n1 = 12
1 = 3.00

4

n2 = 16

8

12



105 
 

sobre as razões entre diâmetros revela que a arquitetura (n1 = 6, n2 = 12; κ1 =3,50; κ2 = 

2,50) é ligeiramente superior, fornecendo RT = 0,058. A Figura 5.13 mostra as curvas 

de desempenho das três arquiteturas comentadas na obtenção da rede constructal 

(n1 = 6, n2 = 12; κ1 =3,50; κ2 = 2,50), além da rede ótima para N = 1, exibida no gráfico 

para servir de referência. Considerando o regime operacional *
PW  = 105, a rede fractal 

ótima com N = 2 fornece RT 26% menor do que a rede ótima com N = 1. A rede 

constructal com N = 2 fornece RT 15% menor do que a rede fractal ótima com N = 2. 

 

 

Figura 5.13. Curvas de desempenho das arquiteturas constructais e fractal ótima com N = 2. 

 

 A relativa proximidade entre as curvas com n1 = 6 e n2 = 12 na Figura 5.13 é um 

reflexo do conceito de robustez das arquiteturas de redes (ou arbóreas). Segundo 

Bejan (2000, p.64) o desempenho global dos sistemas complexos é relativamente 

insensível a pequenas alterações geométricas. O conceito de robustez voltará a ser 

discutido na seção seguinte, onde arquiteturas com três níveis de ramificação são 

analisadas. 
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5.2.3 Três Níveis de Ramificação 

 

 A mesma faixa de parâmetros geométricos utilizada para otimizar a arquitetura 

fractal no caso N = 2 foi usada para obter as arquiteturas fractais ótimas nos regimes 

operacionais *
PW  = 102, 103, 104, 105 e 106 para o caso onde o micro dissipador é 

ocupado por um terceiro constructal, N = 3. As arquiteturas ótimas são exibidas na 

Figura 5.14. Coincidentemente a arquitetura (nf = 4; κf = 2,00) apresentou a menor 

resistência térmica tanto para *
PW  = 104 quanto para *

PW  = 105, por este motivo a 

arquitetura ótima em *
PW  = 106 (nf = 6; κf = 2,50) é exibida no gráfico, demonstrando a 

evolução da complexidade geométrica no sentido de menor resistência térmica. A 

correlação dos pontos de intersecção em lei de potência produz RT = 8,96 *
PW -0,41. 

Novamente observa-se uma súbita transição na inclinação das curvas em *
PW  ≈ 2×103, 

assim como visto no caso N = 1. 

 

Figura 5.14. Curvas de desempenho de arquiteturas fractais ótimas com N = 3 para diferentes 

regimes operacionais. 
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 O cálculo das dimensões do volume elementar no caso N = 3 foram 

demonstradas na Figura 4.4 e Eq. (4.18). Se a quantidade de ramificações for a 

mesma em cada nível tem-se que a razão de aspecto do volume elementar é H0/L0 = 

4/nf. Liberando somente o parâmetro n2 tem-se a oportunidade de verificar para qual 

razão de aspecto o volume elementar se aproxima quando RT é minimizado. A Figura 

5.15 mostra a resistência térmica obtida em *
PW = 105 em função de n2, para três 

valores de κf selecionados. Quanto maior a razão entre diâmetros, maior deve ser n2 

para minimizar RT. A menor resistência térmica dentre os parâmetros selecionados 

ocorreu em n2 = 8 e κf = 2,00. Com n2 variável a razão de aspecto é calculada pela Eq. 

(4.18), o que para n1 = n3 = 4 e n2 = 8 implica em H0/L0 = 2, o mesmo valor da arquitetura 

constructal com N = 2. 

 

 

Figura 5.15. Efeito da quantidade de ramificações no segundo constructal (n2) na resistência térmica 

de arquiteturas com N = 3 e demais parâmetros geométricos constantes em n1 = n3 = 4. 

 

 Seguindo o procedimento em três etapas citado no fim da seção anterior, a 

busca pelas arquiteturas constructais inicia com a relaxação dos parâmetros ni. As 

quantidades de ramificações foram investigadas nas faixas 2 ≤ n1 ≤ 6, 6 ≤ n2 ≤ 10 e 2 ≤ 

n3 ≤ 6 no regime operacional de *
PW  = 105. A justificativa para a faixa paramétrica 
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reportada é que ela contém o mínimo global, e não é necessário expandir para além 

de tais valores. A Tabela 5.1 mostra a relação dos resultados, onde as dez 

configurações com menor RT estão em negrito. As configurações investigadas 

fornecem uma grande variedade de razões de aspecto do volume elementar, H0/L0, e 

altura adimensional do volume elementar *
0H  = H0/L, onde L = 1 cm é o comprimento 

do micro dissipador. A Figura 5.16 apresenta uma relação entre H0/L0, *
0H  e RT obtida 

com os dados da Tabela 5.1. Aparentemente há um *
0H  ótimo entre 0,083 e 0,250. O 

volume elementar com *
0H  = 0,167 apresentou as menores resistências térmicas. No 

ponto de mínimo da Figura 5.16 a razão de aspecto do volume elementar é igual a 

2,667. A hipótese de volume elementar esbelto (H0/L0 << 1) utilizada em vários artigos 

publicados sobre teoria constructal (Bejan (1997d), Bejan e Errera (2000)) não é 

apropriada quando a razão de aspecto global é uma restrição de projeto. 

 

Tabela 5.1. Relação dos resultados obtidos para arquiteturas selecionadas com n1, n2 e n3 variáveis e 

κ1 = κ2 = κ3 = 2,00. 

n1 n2 n3 
*
0H  H0/L0 n1.n2.n3 RT δ 

2 6 2 0,500 6,000 24 0,114 1,148 

2 6 4 0,250 3,000 48 0,062 1,250 

2 6 6 0,167 2,000 72 0,052 1,370 

2 8 2 0,500 8,000 32 0,108 1,333 

2 8 4 0,250 4,000 64 0,059 1,466 

2 8 6 0,167 2,667 96 0,050 1,779 

2 10 2 0,500 10,000 40 0,107 1,573 

2 10 4 0,250 5,000 80 0,059 1,851 

2 10 6 0,167 3,333 120 0,050 2,269 

4 6 4 0,125 1,500 96 0,059 1,973 

4 6 6 0,083 1,000 144 0,063 2,191 

4 8 4 0,125 2,000 128 0,058 2,749 

4 8 6 0,083 1,333 192 0,064 3,383 

4 10 4 0,125 2,500 160 0,063 4,174 

4 10 6 0,083 1,667 240 0,069 5,071 

6 6 6 0,056 0,667 216 0,085 3,250 

6 8 6 0,056 0,889 288 0,097 5,569 

6 10 6 0,056 1,111 360 0,114 9,337 
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Figura 5.16. Efeito da altura adimensional do volume elementar ( *
0H ) e da razão de aspecto do 

volume elementar (H0/L0) na resistência térmica, com os dados da Tabela 5.1. 

 

O aumento em n1 e n3 causa uma diminuição em *
0H  e, até certo ponto, diminui 

RT. A partir de certo limite, entretanto, a diminuição de *
0H  causa o efeito contrário. A 

Figura 5.17 mostra o efeito do produtório n1.n2.n3, equivalente a quantidade de 

volumes elementares presentes em toda a arquitetura, na resistência térmica para as 

configurações da Tabela 5.1. Percebe-se também uma clara relação entre o 

produtório e a não uniformidade δ. É interessante notar como mesmo no caso com 

três níveis de ramificação a não uniformidade no escoamento atinge valores 

relativamente baixos.  

De acordo com a Tabela 5.1, a melhor configuração obtida com κf = 2,00 foi n1 

= 2, n2 = 8 e n3 = 6, o que produziu RT = 0,050. Usando esta configuração a Figura 5.18 

apresenta a resistência térmica para κi independentes, no regime operacional *
PW  = 

105. A relação entre as variáveis é bastante complexa. Porém, deve-se ressaltar que 

das 72 configurações selecionadas, 11% geraram 0,048 ≤ RT ≤ 0,050. Isso significa que 

o incremento em RT de uma arquitetura complexa para outra é bem pequeno. A 

configuração κ1 = 2,50, κ2 = 2,00 e κ3 = 2,00 atingiu a menor resistência térmica com RT 

= 0,048. 
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Figura 5.17. Efeito do produtório de ni na não uniformidade do escoamento (δ) e na resistência 

térmica, com os dados da Tabela 5.1. 

  

 

Figura 5.18. Efeito das razões entre diâmetros (κi) na resistência térmica de arquiteturas com N = 3 e 

quantidades de ramificações constantes em n1 = 2, n2 = 8, n3 = 6. 

 

 A Figura 5.19 apresenta as curvas de desempenho das arquiteturas com N = 3 

desenvolvidas até a obtenção da melhor arquitetura encontrada por inspeção: (n1 = 2; 

n2 = 8; n3 = 6; κ1 = 2,50; κ2 = 2,00; κ3 = 2,00). Duas arquiteturas com N = 2 são exibidas 

para servirem de referência. A arquitetura fractal ótima com N = 3 apresentou pior 
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desempenho do que as arquiteturas constructais e fractal ótima com N = 2. Por outro 

lado, a arquitetura constructal com N = 3 atinge RT 16% menor do que a arquitetura 

constructal com N = 2. A Tabela 5.2 apresenta uma compilação das dimensões *
0H , 

*
,0hD e H0/L0 das arquiteturas exibidas na Figura 5.19. Deve-se ressaltar que a razão 

Dh,0/H0 da arquitetura constructal com N = 3 tem valor de aproximadamente 0,02, o que 

segundo a condição Dh,0/H0 << Nu.kf/k0 (p. 66) sugerida por Bejan e Errera (2000, p. 

3108) justifica a hipótese de resistência térmica parede-fluido desprezível, pois o lado 

direto da desigualdade é da ordem de 10-1 para um substrato de silício e água como 

fluido de refrigeração. 

 

 

Figura 5.19. Curvas de desempenho de arquiteturas selecionadas com N = 3, demonstrando o 

procedimento seguido até a obtenção da arquitetura constructal (n1 = 2; n2 = 8; n3 = 6; κ1 = 2,50; κ2 = 

2,00; κ3 = 2,00).  
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 Na Figura 5.19 fica ainda mais evidente a robustez da arquitetura constructal 

com N = 3. A relaxação dos parâmetros κi causou uma queda de apenas 3% em RT. 

Segundo Wechsatol et. al. (2003), configurações complexas de escoamento 

otimizadas são robustas, pois uma configuração otimizada desempenha quase tão 

bem quanto uma configuração adjacente. Entretanto, a diminuição em RT das 

arquiteturas constructais em relação às fractais foi de 15% em N = 2 e 29% em N = 3. 

As redes fractais possuem uma grande margem para melhoria, o que significa que 

não são robustas. 

 

Tabela 5.2. Relações geométricas do volume elementar das arquiteturas exibidas na Figura 5.19. 

arquitetura  * 510T PR W  H0/L0 
*
0 0 /H H L *

,0 ,0 /h hD D L  

Fractal (N = 3) 0,0682 1,000 0,125 3,700×10-3 

Fractal (N = 2) 0,0681 1,000 0,125 2,139×10-3 

Constructal (N = 2) 0,0579 2,000 0,167 1,497×10-3 

Constructal (N = 3; κi = κf) 0,0497 2,667 0,167 3,472×10-3 

Constructal (N = 3) 0,0484 2,667 0,167 3,518×10-3 

 

  

Considerando a arquitetura constructal (n1 = 2; n2 = 8; n3 = 6; κ1 = 2,50; κ2 = 2,00; 

κ3 = 2,00) ilustrada na Figura 5.19, uma breve análise sobre a hipótese de escoamento 

em desenvolvimento foi realizada. O percurso do escoamento é composto por quatro 

segmentos, correspondentes aos dutos com diâmetros Dh,3, Dh,2, Dh,1 e Dh,0. 

Constatou-se que a porção do comprimento dos dutos ocupada pela região de 

desenvolvimento do escoamento é de aproximadamente 63%, 22%, 9% e 3%, 

respectivamente, nos quatro segmentos. Considerando que o comprimento de 

desenvolvimento térmico é de aproximadamente dez vezes maior do que o 

comprimento de desenvolvimento hidrodinâmico, é seguro afirmar que as 

considerações de desenvolvimentos térmico e hidrodinâmico foram adequadas. 

 

5.3 Constructal versus Fractal 

 

 Desde que os dissipadores de calor por redes de microcanais começaram a 

ser objetos de investigações analíticas (Pence, 2002), numéricas (Senn e Poulikakos, 
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2004) e experimentais (Haller et. al., 2009), os autores têm se concentrado nas redes 

fractais, aquelas com ni e κi constantes em cada nível de ramificação. A teoria 

constructal, entretanto, propõe o aumento dos graus de liberdade das arquiteturas, 

para a geração de configurações que minimizam as resistências globais aos fluxos. 

Um artigo de Queiros-Conde et. al. (2007) demonstrou a superioridade das redes 

constructais em relação às fractais para escoamento radial em uma placa circular. A 

comparação entre os dois tipos de redes é particularmente importante no momento 

tecnológico atual, onde a fabricação e testes experimentais em redes de microcanais 

começam a ter viabilidade financeira e tecnológica, com enormes possibilidades de 

aplicações. 

 A Figura 5.20 apresenta uma comparação entre as curvas de desempenho da 

arquitetura constructal e de quatro arquiteturas fractais selecionadas, todas com N = 

3. As razões entre diâmetros, κf, das arquiteturas fractais com nf = 4, 6 e 8 são as 

ótimas para o regime operacional de *
PW  = 105. Além destas três arquiteturas, também 

se exibe na Figura 5.20 a arquitetura bifurcada com razão entre diâmetros segundo a 

lei de Hess-Murray (κf = Di+1/Di = 21/3 ≈ 1,26). Esta arquitetura foi adotada na maioria 

absoluta das investigações experimentais sobre dissipadores de calor com redes de 

microcanais, conforme se mostrou nos Capítulos 1 e 2. Fica claro agora que esta é 

uma configuração que minimiza ΔP, tanto que tem desempenho superior à rede 

constructal para RT > 3×10-1 ( *
PW  < 7×102). Porém, em aplicações com alta densidade 

de geração de energia deseja-se RT muito menores do que esse. No presente 

trabalho, por exemplo, uma resistência térmica de 3×10-1 equivale a ΔTmax ≈ 100 K. A 

curva de desempenho da arquitetura bifurcada com κf = 1,25 perde inclinação muito 

rapidamente conforme se aumenta a potência de bombeamento. Em *
PW  = 105, esta 

arquitetura proporciona RT 125% maior do que a arquitetura fractal ótima e 217% maior 

do que a arquitetura constructal. Portanto, se comparada às redes fractais ótimas ou 

constructais, a arquitetura bifurcada com κf segundo a lei de Hess-Murray não é uma 

configuração de alto desempenho para aplicações com alta densidade de geração de 

energia. 
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Figura 5.20. Curvas de desempenho de arquiteturas fractais com diferentes quantidades de 

ramificaçãoes (nf) em relação à arquitetura constructal. Todas as arquiteturas com N = 3. 

 

 Uma curva dimensional de desempenho é mostrada na Figura 5.21. A 

temperatura de pico do dissipador, definida como Tpico = T0 + ΔTmax, em função da 

queda de pressão ΔP é apresentada para arquiteturas constructais com N = 2 e N = 3 

e fractal ótima com N = 3, mostradas previamente na Figura 5.19. Além disso, exibe-

se também a arquitetura (n1 = 16; κ1 = 3,00) com N = 1. Como medida de referência, 

os processadores CORETM i7-5960X e i7-59xx da Intel® não devem ultrapassar 70 ºC 

durante seu funcionamento para garantir a vida útil esperada do produto (Intel 

Corporation, 2014). Esta temperatura é atingida pela rede constructal com N = 3 em 

ΔP = 670 mbar. A mesma temperatura de pico é atingida por uma rede constructal 

com N = 2 em ΔP = 950 mbar. A arquitetura com N = 1, a qual é a mais parecida com 

a configuração de canais paralelos, atinge Tpico = 70 ºC em 1380 mbar. O emprego da 

rede constructal com maior nível de ramificações permite uma economia significativa 

de energia. 
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Figura 5.21. Temperatura de pico (Tpico) em função da queda de pressão (ΔP) para micro dissipadores 

com redes de microcanais selecionadas. 

 

 Mesmo que as redes fractais não sejam necessariamente robustas, ainda 

apresentam desempenho superior à configuração de canais paralelos, como pode ser 

inferido pela curva da arquitetura fractal ótima com N = 2 em relação à curva da 

arquitetura com N = 1 na Figura 5.21. Uma interessante oportunidade com 

arquiteturas fractais é sua relativa facilidade de otimização. Considerando o caso com 

três níveis de ramificação e parâmetros geométricos na faixa 2 ≤ ni ≤ 20, com passo 

de 2, e 1,00 ≤ κi ≤ 4,00, com passo de 0,50, existem 110592 possíveis configurações da 

rede constructal contra apenas 48 da rede fractal. O fato de que a rede fractal ótima 

tem desempenho 30% menor do que a rede constructal abre caminho para um 

procedimento de determinação da arquitetura ótima sem envolver uma exaustiva 

busca direta, pois uma configuração fractal otimizada é uma excelente inicialização 

para um algoritmo heurístico de otimização da arquitetura constructal. 

 

5.4 Síntese do Capítulo 

 

 Os resultados obtidos com a modelagem analítica-numérica desenvolvida no 

presente trabalho foram apresentados e discutidos neste capítulo. Ressalta-se que o 

custo computacional necessário para resolver o problema é relativamente baixo, 
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sendo da ordem de 1 segundo para cada caso, ou seja, para uma dada arquitetura e 

vazão mássica de entrada. A primeira parte da apresentação dos resultados foi 

focada na compreensão dos fundamentos da transferência de calor e do escoamento 

nas redes de microcanais. Observou-se uma característica de competição entre a 

queda de temperatura (ΔT) e a queda de pressão (ΔP), sendo que as arquiteturas que 

favorecem menor ΔT tendem para maiores razões entre diâmetros (κi), maiores 

quantidades de ramificação (ni) e maiores níveis de ramificação (N). Por outro lado, 

as arquiteturas que favorecem menor ΔP tendem para menores κi, ni e N. 

 O desempenho energético das arquiteturas foi analisado na segunda parte do 

trabalho, onde demonstrou-se que a escolha da arquitetura ideal depende do regime 

operacional. No sentido da miniaturização, espera-se uma condição operacional de 

maior densidade de geração de energia, o que corresponde uma menor resistência 

térmica global (RT). Neste caso, as arquiteturas que favorecem menor ΔT são as mais 

apropriadas. Na terceira parte deste capítulo foi evidenciada a superioridade de 

desempenho das arquiteturas constructais em relação às fractais. Embora as 

configurações fractais sejam mais fáceis de projetar, um decréscimo significativo de 

potência de bombeamento pode ser obtido pela liberdade de formas proporcionada 

pelas configurações constructais. 
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6 CONCLUSÕES 

 

 Neste trabalho um modelo analítico-numérico foi desenvolvido e empregado 

para calcular as quedas de temperatura e pressão em um dissipador de calor com 

redes de microcanais. As dimensões do micro dissipador são constantes, assim como 

o volume total dos dutos ocupados pelo fluido de refrigeração. As condições de 

contorno consideradas foram fluxo de calor e vazão mássica de abastecimento 

constantes. As variáveis geométricas investigadas na arquitetura de redes foram o 

nível de ramificação, a quantidade de ramificações em cada nível e a razão entre 

diâmetros hidráulicos em cada nível. Este estudo foi motivado pela constatação de 

que a grande maioria dos trabalhos experimentais sobre redes de microcanais para 

remoção de calor empregaram redes bifurcadas com razão de diâmetros segundo a 

lei de Hess-Murray. 

 O artigo de Bejan e Errera (2000) serviu de fundação para a análise realizada 

no presente trabalho. Os autores haviam previsto a necessidade de um procedimento 

numérico para a geração de redes na situação onde a forma do dissipador é fixada. 

Verificou-se no presente trabalho que a hipótese de volume elementar esbelto 

adotada por Bejan e Errera (2000) não produz arquiteturas com bom desempenho em 

regime de escoamento laminar, pois a não uniformidade do escoamento é muito 

elevada pela quantidade total de ramificações. Neste trabalho, a razão de aspecto do 

volume elementar convergiu para 2,667 em redes com três níveis de ramificação. Por 

outro lado a razão entre o diâmetro hidráulico e a altura do volume elementar 

convergiu para um valor relativamente pequeno, o que sustenta a hipótese de 

resistência térmica parede-fluido desprezível empregrada por Bejan e Errera (2000) 

e Wechsatol et. al. (2003). 

 Conforme observado por Lee et. al. (2013) a fabricação de microcanais com 

seções transversais cônicas ainda é uma barreira tecnológica, motivo pelo qual é 

importante investigar configurações que minimizam a não uniformidade do 

escoamento em redes de microcanais com seção transversal constante. Verificou-se 

neste trabalho que o aumento das razões entre diâmetros causa o desejado efeito de 

distribuir o escoamento com maior uniformidade. Além disso, foi observado que 

usando uma combinação adequada de razão entre diâmetros e quantidade de 

ramificações, mesmo em arquiteturas com três níveis de ramificação, a razão entre a 
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maior e a menor vazão mássica nos volumes elementares pode atingir valores da 

ordem da unidade. 

 As curvas de resistência térmica versus potência de bombeamento utilizadas 

na análise multi-objetiva das arquiteturas de redes revelaram uma interessante 

transição. Quando o regime operacional tende a potências de bombeamento 

menores, as arquiteturas que minimizam a queda de pressão fornecem melhor 

desempenho (menor resistência térmica). Por outro lado, quando o regime 

operacional tende a potências de bombeamento elevadas, as arquiteturas que 

minimizam a queda de temperatura têm melhor desempenho. Este resultado está em 

concordância com observações feitas por Wechsatol et. al. (2003) para dissipadores 

de calor com forma circular. Ressalta-se que no trabalho dos autores citados, a 

transição entre as arquiteturas foi verificada mesmo com hipóteses de escoamento 

complemente desenvolvido e resistência térmica parede-fluido desprezível. 

 Qualquer regime real de operação de um micro dissipador de calor está entre 

os limites ideais de arquiteturas que minimizam a queda de temperatura e que 

minimizam a queda de pressão. Nas aplicações de resfriamento de microeletrônicos, 

entretanto, a tendência é que as densidades de geração de energia continuem 

aumentando. Por este motivo foi realizado um procedimento de inspeção para 

identificar parâmetros geométricos que melhoram o desempenho de redes com 

elevada potência de bombeamento aplicada. Como já era esperado, o aumento nos 

graus de liberdade proporcionou arquiteturas com desempenhos cada vez melhores. 

O que se verificou no final deste procedimento de inspeção foi que o desempenho de 

uma estrutura complexa “otimizada” (por inspeção) era muito próxima de uma 

arquitetura adjacente, ou seja, aquela com parâmetros geométricos na vizinhança da 

arquitetura a qual se deseja comparar. Esta característica de robustez está 

documentada para diversas configurações arbóreas investigadas pela teoria 

constructal como redes vasculares, trocadores de calor contracorrente, e distribuição 

de água aquecida para uma vizinhança (Bejan e Lorente, 2008). 

 O principal objetivo deste trabalho foi avaliar quantitativamente o desempenho 

das arquiteturas constructais em relação às fractais, e assim fornecer um indicativo 

da viabilidade de cada uma. Ficou evidenciado que o desempenho das arquiteturas 

constructais é significativamente melhor do que o das fractais, com diminuição da 

resistência térmica em 15% para redes com dois níveis de ramificação, e 29% para 



119 
 

redes com três níveis de ramificação. A configuração de rede bifurcada com razão de 

diâmetros segundo a lei de Hess-Murray, utilizada em quase todos os trabalhos 

experimentais envolvendo redes de microcanais encontrados na revisão bibliográfica, 

apresentou uma resistência térmica global muito elevada em altas potências de 

bombeamento, o que a torna não indicada para aplicações com alta densidade de 

geração de energia. Convém destacar que uma rede fractal otimizada é uma 

excelente configuração de inicialização para um algoritmo heurístico de otimização 

de uma rede constructal. 

 A antecipação da chegada desta tecnologia ao mercado só pode ser 

conseguida com a realização e publicação de trabalhos experimentais. Dentre os 

objetos de estudos futuros sugere-se investigar o efeito das restrições de projeto, 

como o volume total de dutos e fluxo de calor dissipado, e o efeito da convecção com 

ebulição. Também é sugerido como trabalho futuro uma análise do efeito da remoção 

de calor por convecção dos dutos de abastecimento, que neste trabalho foram 

considerados isolados. A vascularização é um tema que pode levar a dissipação de 

calor em circuitos integrados a outro patamar de desempenho, através da montagem 

dos circuitos elétricos e hidráulicos em uma mesma matriz de silício. Neste caso seria 

oportuna uma investigação sobre construção de arquiteturas para a dissipação de 

energia em circuitos integrados com geração de calor não uniforme.  
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APÊNDICE A – SOLUÇÃO ANALÍTICA DA DIFUSÃO DE CALOR NO VOLUME 
ELEMENTAR 
 

 

Figura A.1. Domínio físico e condições de contorno da difusão bidimensional de calor no volume 
elementar. 

 

 O domínio físico e as condições de contorno do problema da difusão de calor 

no volume elementar estão representados na Figura A.1, onde a fronteira em y = 0 

coincide com a interface parede-fluido. Admite-se que a espessura do micro 

dissipador (t) é muito delgada, tal que a taxa de geração de energia (q‴) é igual ao 

fluxo de calor na base (q″) dividido por t. A equação de difusão de calor no sólido com 

condutividade térmica constante k0 é: 
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x y tk
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  (A.1) 

 Usando o método de superposição, a Eq. (A.1) é dividida em uma equação 

diferencial parcial (EDP) homogênea e uma equação diferencial ordinária (EDO) não 

homogênea (Hahn e Ozisik, 2012): 

 ( , ) ( , ) ( )T x y x y y     (A.2) 
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Com as condições de contorno de fronteiras adiabáticas (exceto na fronteira em y = 

0): 
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 A equação diferencial ordinária é a Eq. (A.4) e suas condições de contorno são: 
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Integrando duas vezes e aplicando as condições da Eq. (A.8) obtém-se: 
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 A equação diferencial parcial é a Eq. (A.3) e suas condições de contorno são 

as Eqs. (A.5) - (A.7). Separam-se as variáveis por: 

 ( , ) ( ) ( )x y X x Y y    (A.10) 

Substituindo na Eq. (A.3) e dividindo por XY: 
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1 1X Y

X x Y y
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Esta relação só é válida se ambos os lados da igualdade forem iguais à uma 

constante, por exemplo, λ2. Esta constante é chamada de constante de separação 

(Hahn e Ozisik, 2012). Começando por x: 
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A solução geral desta EDO é: 

 1 2( ) cos( ) sen( )X x C x C x     (A.13) 

Sabendo que 0X x    em x = 0, tem-se que C2 = 0. Sabendo que 0X x    em x = 

L0: 

 1 0( ) 0C sen L     (A.14) 

o que só é válido para: 

 
0

; 0,1,2,...n

n
n

L

     (A.15) 

Na EDO para y: 
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A solução geral é: 

 3 4( ) y yY y C e C e     (A.17) 

Sabendo que 0Y y    em y = H0/2, tem-se 0
3 4 HC C e  , fazendo com que: 

  (y )
4( ) 0 n nH yY y C e e      (A.18) 

O produto das soluções segundo a Eq. (A.10) forma: 

  (y )( , ) cos( ) ; 0,1,2,...0 n nH y
n nx y C x e e n         (A.19) 

O somatório gerado pelos infinitos n é separado em dois termos por conveniência: 
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Os coeficientes C0 e Cn são determinados pela condição de contorno restante T = T(x) 

em y = 0. 
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Segundo Arpaci (1966): 
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 Conforme explicado na seção 4.4, o perfil de temperatura na fronteira em y = 0 

é linear: 

 ( )T x Ax B    (A.24) 

onde 
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Deste modo a solução das integrais das Eqs. (A.22) e (A.23) fica: 
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 Finalmente, a solução para o campo de temperatura T(x,y) no sólido é: 
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 A expressão resultante é usada para calcular a máxima queda de temperatura 

no volume elementar, que ocorre entre o ponto (x = L0, y = H0/2) e a entrada do 

microcanal, onde a temperatura é T0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


