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FERNANDO FELIX DA SILVA DE SENA
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RESUMO

SENA, Fernando. Origem dos Números Complexos. 41 f. Monografia – Programa de Pós-
graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao,
2011.

Neste trabalho busca-se estudar as razões hist́oricas pelas quais, aos poucos e por meio de
muitos estudos de diferentesáreas, foi constrúıdo o conceito do conjunto dos números com-
plexos, buscando justificar a sua necessidade para o progresso da mateḿatica eáreas afins;
e desmitificar este conjunto, facilitando o seu entendimento, tornando seus conceitos menos
imagińarios e mais concretos e aplicáveis.

Palavras-chave:Números complexos, história, equaç̃ao diferencial.



ABSTRACT

SENA, Fernando. Origin of complex numbers. 41 f. Monografia –Programa de Ṕos-graduaç̃ao
em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2011.

In this paper seeks to study the historical reasons why, slowly and through many different areas
of studies, the concept was built the set of complex numbers,seeking to justify their need to
progress in mathematics and related fields, and demystify this set, facilitating their understand-
ing, making the concepts more concrete and less imaginary and enforceable.

Keywords: Complex numbers, history, differential equation
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–FIGURA 3 TRIÂNGULO DE WESSEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 17
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3 O CONJUNTO DOS NÚMEROS COMPLEXOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1 INTRODUÇÃO

Na 8.a série quando nos deparamos com as equações do segundo grau e a famosa fórmula

de Bh́askarax = −b±
√

b2−4·a·c
2a , para resolv̂e-la, como por exemplo:x2−2x+4 = 0

x =
−(−2)±

√

(−2)2−4·1·4
2·1

x =
2±

√
4−16
2

x =
2±

√
−12

2

Encontramos o resultado
√
−12 que nos leva ao término do problema, com a seguinte solução

x /∈ R, ou seja a equação ñao é soĺuvel. E assim aconteceu com os grandes algebristas que

ao se depararem com uma raiz negativa, de imediato relacionavam este fato a ñao exist̂encia

de uma soluç̃ao, poŕem seus espı́ritos audazes e grande capacidade de raciocı́nio mateḿatico

os levavam a questionar o fato; e por vezes a acreditar que existia algo aĺem do conjunto dos

números reais. Esta busca não seguiu um caminho fácil, e muito menos linear, náepoca em que

as descobertas foram acontecendo a humanidade não dispunha dos meios rápidos e eficientes

que temos hoje de compartilhar informações. Nestáepoca era importante manter segredo acerca

daquilo que se descobria como forma de garantir poder.

Muitas descobertas náarea dos imagińarios foram ignoradas por grandes nomes daépoca

da descoberta, e retomadas anos mais tarde num vaivém, que retardou a formulação do que hoje

conhecemos de forma bem definida como o conjunto dos números complexos (C), ao contŕario

do que nośe apresentado didaticamente nas escolas.

Neste trabalho buscar-se-á, mostrar como em momentos e situações diferentes, grandes

estudiosos se deparavam com as desconhecidas raı́zes negativas, cuja falta de solução emperrava

grandes descobertas; e como pouco a pouco foi formulado o importante corpo dos Complexos.
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2 AS MUITAS HIST ÓRIAS DOS NÚMEROS COMPLEXOS

O problema a que se chegava quando algebristas se deparavam com ráızes negativas de

ı́ndice par como
√
−1, causava muita estranheza o que levou ao uso do termo imaginário para

denominar tais possı́veis resultados, o que se considera uma denominação equivocada, mas

hoje arraigadàa terminologia e em relaçãoà qual ñao h́a o que se fazer. A não ser provar quée

concreta, e ñao imagińaria, a exist̂encia das ráızes quadradas (e por consequência as demais de

ı́ndice par) de ńumeros negativos.

Apresentamos a seguir alguns matemáticos e/ou f́ısicos que contribúıram na formulaç̃ao do

conjunto dos ńumeros complexos.

2.1 CARDANO

Girolamo Cardanóe dos mais extraordinários personagens da história da mateḿatica, ini-

ciou sua vida profissional como médico e paralelamente dedicava-seà mateḿatica, vindo a ocu-

par cadeiras nas universidades de Pávia e Bolonha; chegou a passar um perı́odo preso acusado

de heresia por ter feito e publicado um horóscopo de Jesus Cristo. Após abandonar sua cadeira

em Bolonha, mudou-se para Roma onde tornou-se um notável astŕologo, prestando serviços até

mesmo ao Papa e recebendo pensão por isso; conta-se que suicidou-se em 1576 para concretizar

uma previs̃ao astroĺogica que o mesmo fez acerca da data de sua morte.(EVES, 2004)

A exist̂encia de uma solução para a equação x2 + 1 = 0, usando notaç̃ao atual, foi ob-

jeto de questionamento de muitos matemáticos e algebristas, em especial Cardano na sua obra

prima Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis Liber Unicus (Arte Magna ou sobre as Regras

AlgébricasÚnicas) publicado em 1545. Esta obraé considerado o primeito tratado em latim

dedicado exclusivamenteà algebra, com atenção especial ao estudo das raı́zes negativas de uma

equaç̃ao e ao ćalculo com ńumeros imagińarios.

Mateḿaticos italianos destáepoca descobriram solução alǵebrica de equações ćubicas e

quárticas, e áı se tem uma novelesca faceta da vida de Cardano.
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Por volta de 1515 Scipione del Ferro conseguiu resolver algebricamente a equação ćubica

x3 + mx= n, sem publicar seus estudos, mas revelando seu segredo ao seud́ıscipulo Anto-

nio Fior. Nicolo Fontana de Brescia, conhecido como Tartaglia anunciou ter descoberto um

método para resolver a equação ćubicax3 + px2 = n, Fior acreditanto tratar-se de um blefe,

desafiou Tartaglia e este empenhado em seus estudos conseguiu tamb́em encontrar solução para

a equaç̃ao ćubicax3 + mx= n, como soube resolver dois tipos de cúbicas, Tartaglia sagrou-se

vencedor deste desafio. Prometendo segredo, tempos depois Cardano conseguiu descobrir o

método. Mas na Ars Magna, ele publicou o método para a resolução da ćubica, gerando muita

polêmica.

O método que Cardano publicou para a resolução de uma equação ćubica do tipox3+mx=

n, é o seguinte:

Dada a identidade

(a−b)3 +3ab(a−b) = a3−b3

se forem escolhidosa eb tal que: 3ab= mea3−b3 = n ent̃ao,x seŕa dado pora−b, resolvendo

o sistema paraa eb chegamos̀as seguintes equações:

a =
3

√

(
n
2
)+

√

(
n
2
)2 +(

m
3

)3

b =
3

√

−(
n
2
)+

√

(
n
2
)2 +(

m
3

)3

Ao aplicar esta f́ormula para solucionar a equaçãox3−15x−4= 0, que deixamos na forma

x3−15x = 4, temos:

a =
3

√

(
4
2
)+

√

(
4
2
)2 +(

−15
3

)3

a =
3

√

2+
√

22 +(−5)3

a =
3
√

2+
√

4−125

a =
3
√

2+
√
−121

E segundo o conhecimento matemático daépoca finalizaria-se os cálculos, pois a ráız quadrada

de um ńumero negativo era inexistente e continua sendo no conjuntodos ńumeros reais. Porém

observa-se facilmente que 4é uma soluç̃ao para a ćubica: 43−15(4)−4 = 0. Fato este que

estimulou os estudos destas raı́zes, e evidenciou a existência de um conjunto mais amplo que

R, no qual seria possı́vel operar com as raı́zes negativas.
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O famoso problema de se dividir 10 em duas partes tais que o produto seja 40, foi outra

proeza de Cardano que mesmo julgando a princı́pio imposśıvel, operou e chegoùas soluç̃oes

5+
√
−15 e 5−

√
−15, que como se v̂e tem soma 10 e produto 40:

5+
√
−15+5−

√
−15= 5+5+

√
−15−

√
−15= 10

e

(5+
√
−15)×5−

√
−15) = 25−5

√
−15+5

√
−15−

√

(−15)2 = 25− (−15) = 40

Nestaépoca grandes matemáticos tinham uma vis̃ao predominantemente geométrica. Para

Cardano e Bombelli a questão de uma ráız quadrada era descobrir o lado do quadrado dada a sua

área, ou seja, a
√

9 significava calcular o lado do quadrado cujaárea era nove, daı́ a dificuldade

de se aceitar a existência de raiz quadrada negativa.

Rafael Bombelli deu sequência ao trabalho de Cardano, que o próprio achou ińutil, e a

partir da equaç̃aox2 + a = 0 chegoùas respostas+
√
−a e−

√
−a. Em particular para o caso

dea = 1, ou sejax2 +1 = 0 temos:

x2 = −1→ x = ±
√
−1.

2.2 WALLIS

John Wallis, foi um grande matemático brit̂anico, destacando-se especialmente nos estudos

de ćalculo, sendo precursor de Newton. Dentre suas várias e importantes obras merece destaque

o Arithmetica Infinitorum (Aritḿetica do Infinito) de 1655, no qual trata do cálculo deáreas

sob curvas do tipoxn, paran inteiro ou fraciońario, sendo que antes dele Roberval e Cavalieri

já haviam coseguido integrarxn paran inteiro. O ḿetodo encontrado para calcular estaáreaé

o seguinte: Dada uma curva do tipoxn, definida no doḿınio [0,b] dividido emk intervalos de

comprimentob
k , conforme gŕafico a seguir.
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Figura 1: Gr áfico discretizado.

No qual aárea rachuradáe aproximada pela soma dasáreas dos retângulosR1,R2, · · · ,Rk,

ou seja, tem-se que aáreaA, é dada por:

A = R1 +R2 +R3 + · · ·+Rk

A =
b
k
· 1nbn

kn +
b
k
· 2nbn

kn +
b
k
· 3nbn

kn + · · ·+ b
k
· knbn

kn

A =
bn+1

kn+1 · (1
n +2n +3n + · · ·+kn)

Ou seja:

1+2+3+ · · ·+k =
k2

2
+

k
2

12 +22 +32 + · · ·+k2 =
k3

3
+

k2

2
+

k
6

13 +23 +33 + . . .+k3 =
k4

4
+

k3

2
+

k2

4

Isto é:
1+2+3+ . . .+k

k2 =
1
2

+
1
2k

12 +22 +32 + . . .+k2

k3 =
1
3

+
1
2k

+
1

6k2

13 +23 +33 + . . .+k3

k4 =
1
4

+
1
2k

+
1

4k2

Parak muito grande, retângulos infinitesimais,12 · k, 1
4 · k2 e 1

6 · k2 aproximam-se de zero e,

portanto, s̃ao despreźıveis. Istoé:

1n +2n +3n + . . .+kn

nn+1 =
1

n+1
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A soma parak grande seria dada por:

1n +2n +3n + . . .+kn =
nn+1

n+1

o que permite escrever aárea sob a curvaxn na forma:

A =
bn+1

kn+1 · (1
n +2n +3n +4n + . . .+kn)

A =
bn+1

kn+1 · (
kn+1

n+1
)

Assim chega-sèa identidade de Roberval-Cavalheri:

A =
bn+1

n+1

Em 1667 Wallis se viu diante de um importante fato decorrentedesta identidade, que não

conseguiu explicar: impossibilidade de resolverx2+1= 0, que surge da sua tentativa de igualar

asáreas das duas figuras:

Figura 2: Igualdade deáreas.

O problema apresentado seria descobrir qual o valor dex no gŕafico da esquerda para que

a área do trîangulo seja igual áarea do ret̂anguloà direita. Para resolver esta questão Wallis

usou o resultado de Roberval-Cavalheri, substituindob = x e n = 1 emA = bn+1

n+1 , isto é: Área

do triângulo=́area do ret̂angulo, ou seja

x1+1

1+1
= −1· 1

2

x2

2
=

−1
2

x2 = −1
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O que consistia no problema de se encontrar o ladox, de um quadrado déarea negativa−1,

problema para o qual se sabia que a solução ñao poderia ser 1, pois 1· 1 = 1 e tamb́em ñao

poderia ser−1, pois(−1) · (−1) = 1, o que gerava uma inquietante questão.

Wallis no Theatrise of Algegra (Tratado déAlgebra), em 1685, volta a pensar em uma

representaç̃ao para os quadrados deárea negativa, esta obra tratava de um estudo sobre as

representaç̃oes de direç̃oes, ou seja, áarea negativa estaria relacionada a existência de um lado

com direç̃ao negativa. Por meio do seguinte exemplo Wallis demonstra sua descoberta:

‘... Suponha que um homem se movimente 3m para o leste e 4m parao norte. Se diz então

que seu deslocamento foi 5m para o nordeste(NE). Se o mesmo homem se movimentar 3m para

o oeste e 4m para o sul, ele terá se deslocado 5m para o sudoeste(SO)...’

NE =
√

(+3)2 +(4)2 =
√

(+1)2× (32 +42)

NE =
√

(+1)2×25= +5

SO=
√

(−3)2 +(−4)2 =
√

(−1)2× (32 +42)

SO=
√

(−1)2×25= −5

Concluindo que direç̃ao, seria a verdadeira interpretação das ráızes dos ńumeros nega-

tivos.(RICIERI, 1993)

O toṕografo Jean Robert Argand estendeu as idéias de Wallis para o uso em demarcações

de terrenos, sendo esta a primeira aplicação da teoria dos complexos. Naépoca estes estudos

foram desprezados, por serem muito práticos, face a dominante teoricidade dos matemáticos

daquele tempo. O que levou a uma demora de 16 anos para a publicaç̃ao destes estudos, graças

à empolgaç̃ao de Gauss.

2.3 GAUSS

O ‘Plano de Gauss’,́e a grande obra do matemático alem̃ao Karl Friedrich Gauss e sig-

nificou uma revoluç̃ao na hist́oria das exatas, por sinalizar todo o futuro desenvolvimento da

Mateḿatica. Gauss mostrou seus teoremas sobre a solução de equaç̃oes alǵebricas, e indicou

uma forma elementar, criativa e prática para representar um número complexo. As id́eias de

Gauss foram divulgadas por Mittag Leffler na revista Acta Mathematica. Gauss percebeu que

um ńumero complexoz = x+ iy requer uma representação bidimensional, enquanto os reais
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podem ser representados em uma reta, ou seja representação monodimensional.

O eixo imagińario foi representado perpendicular ao eixo dos reais, devido ao ćalculo da

altura do trîangulo feito por Albert Girard.

A partir da definiç̃ao desta pŕatica forma de se representar um número complexo, Gauss

concluiu que o conjunto dos complexos tem como subconjuntosos ńumeros naturais(N), in-

teiros (Z), racionais (Q) e reais (R).

Usando o plano de Gauss, também chamado de plano de Argand-Gauss em decorrencia

da contribuiç̃ao de Argand na divulgação desta forma de representar os complexos (1806) com

aplicaç̃ao à topografia, foi definido o ḿodulo de um complexoz, representado por|z|, ou a

dist̂ancia entre a origem dos eixos coordenados(0,0) e o ponto representado porzdenotado por

ρ, como segue:

z= z+ iy

|z| = |x+ iy|

|z| =
√

x2 +y2 = ρ

.

2.4 EULER

Leonhard Euler suiço da Basiléia, decidiu-se pela matemática aṕos tentativa de estudos na

teologia, aprendeu os princı́pios com o pŕoprio pai, o qual teve como professor Jakob Bernoulli.

Aos 20 anos o jovem matemático conseguiu ingressar na recém criada academia de São Peters-

burgo na Ŕussia onde permaneceu por 14 anos. Sendo convidado na sequência para a renomada

academia de Berlim, por Frederico o Grande, imperador da Prússia; poŕem ñao se adaptou bem

ao estilo de sua nova academia. Como havia conquistado grandeprest́ıgio na Ŕussia, foi convi-

dado por Catarina, a Grande, e retornou a São Petersburgo onde permaneceu até o fim de seus

dias.

Nem a cegueira total que o acometeu o impediu de ser um dos maisproĺıficos escritores da

história, com uma meḿoria excepcional e grande poder de concentração ele seguiu escrevendo

com o aux́ılio de um secret́ario.

Vale citar uma importante comtribuição de Argand, que em 1806 conseguiu demonstrar de

forma rigorosa o teorema fundamental daálgebra, estendendo a sua validade para polinômios
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com coeficientes complexos e não apenas para polinômios com coeficientes reais.

Quanto aos complexos deve-se ressaltar a importância do estudo de Euler, no livro Pesquisa

sobre as Ráızes Imagińarias de uma equação, ele conseguiu mostrar que sea+
√
−1 é raiz de

uma equaç̃ao ent̃aoa−
√
−1 tamb́em oé. Concluindo que se uma equação tem raiz complexa,

possui um fator da formax2+k×x+r. Isso em decorrência do teorema fundamental daálgebra,

estendido para os polinômios com coeficientes complexos, por Argand.

Euler compreendia e dominava as operações com os complexos, mesmo tendo dúvidas

quantoà legitimidade de tais ńumeros, que chamou de impossı́veis, e por carecerem de existen-

cia palṕavel foram nominados de imaginários, existentes apenas na imaginação.

Chamando o resultado
√
−1 de i, Euler responsável pela notaç̃ao, chegou aos seguintes

resultados:

i =
√
−1

i2 =
(√

−1
)2

= −1

i3 = i2× i = −1× i = −i

i4 = i2× i2 = −1×−1 = 1

i5 = i2× i3 = −1×−i = i

Com este procedimento, pode-se observar queé posśıvel estender̀a todas as potências dei,

bastando para tal dividir a potência por quatro.

2.5 WESSEL

Em 1797 Gaspar Wessel apresentou seu trabalho On the Analytical Representation of Di-

rection (Uma Representação Anaĺıtica de Direç̃ao), antecipando em várias d́ecadas as principais

noç̃oes elementares de vetores concebidos por Hamilton.

Wessel rotulou de
√
−1 a orientaç̃ao espacial perpendicular ao segmento de reta designado

por +1. Provavelmente estas idéias de Wessel tenham sido influência de Albert Girard, o qual

considerou um trîangulo ret̂angulo e sua altura relativàa hipotenusa que chamou de w. Con-

forme se v̂e na figura, (que pode ser decomposta em dois triângulos ret̂angulos).
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Figura 3: Tri ângulo de Wessel.

Aplicando semelhança de triângulos:

w/a = b/w

w2 = a×b

Fazendoa = −1 eb = +1:

w2 = (−1)× (+1)

w =
√
−1

Esteé o chamado ŕotulo de Wessel. A partir dos estudos de Wessel e Girard, surgiu o conceito

de
√
−1 ser perpendicular̀a reta dos reais.

Esquematizando suas idéias geometricamente Wessel enunciou a regra de orientação espa-

cial de segmentos de reta:
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Figura 4: Orientações de Wessel (i).

Figura 5: Orientações de Wessel (ii).

‘O ângulo de direç̃ao resultante da produtória de duas direç̃oes distintaśe igualà soma dos

ângulos de cada uma das direções envolvidas.’
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Tabela 1: Tabela deÂngulos.
Direção +1 -1 +w -w
Ângulo 0o=360o 180o 90o 270o

Fonte: Autoria pr ópria.

2.6 LAPLACE

Pierre-Simon Laplace nascido em 1749 de famı́lia humilde, conseguiu progredir nos es-

tudos graças ao seu talento para a matemática. Publicou importantes trabalhos nasáreas de

meĉanica celeste, probabilidade, equações diferenciais e geodésia. É considerado o mais im-

portante cientista francês de todos os tempos. Seu oportunismo em relaçãoà poĺıtica o levou a

ter acesso a diversas facções que ocuparam o poder durante o conturbado perı́odo da revoluç̃ao

francesa. Faleceu em 1827 e relata-se que suasúltimas palavras teriam sido: ‘O que sabemos

é insignificante. o que não sabemośe imenso.’ Sua relação com os complexos, acontece nos

estudos de equações diferenciais ordińarias com condiç̃oes iniciais, que o levaram̀a criaç̃ao da

técnica que leva seu nome chamada de Transformada de Laplace,a qual transforma EDOs em

equaç̃oes alǵebricas.(RICIERI, 1993)

A Transformada de Laplacée assim definida:

L [ f (x)] =
∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

Na derivaç̃ao deL em relaç̃ao ao par̂ametros, Laplace obteve os seguintes resultados:

Derivada primeira deL

L [ f (x)] =
∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

d
ds

L [ f (x)] =
d
ds

∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

d
ds

L [ f (x)] = −
∫ ∞

0
e−sxx f(x)dx

−d
ds

L [ f (x)] = [x f(x)]

Derivada segunda deL

L [ f (x)] =
∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

d2

ds2L [ f (x)] =
d2

ds2

∫ ∞

0
e−sxf (x)dx
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d2

ds2L [ f (x)] = −
∫ ∞

0
e−sxx2 f (x)dx

d2

ds2L [ f (x)] = [x2 f (x)]

Derivada terceira deL

L [ f (x)] =
∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

d3

ds3L [ f (x)] =
d2

ds3

∫ ∞

0
e−sxf (x)dx

d3

ds3L [ f (x)] = −
∫ ∞

0
e−sxx3 f (x)dx

− d3

ds3L [ f (x)] = [x3 f (x)]

Paran = 1,2,3, · · · tem-se:

L [xn f (x)] = (−1)n dn

dsnL [ f (x)]

Ao deparar-se com estes resultados Laplace sentiu-se tentado a questionar a possibilidade de n

ser fraciońaio, especificamente12, que levaria a(−1)
1
2 =

√
−1. Ou seja, novamente o progresso

da mateḿatica tropeça na deficiência do conjuntoR.

2.7 BESSEL

Friedrich Wilhelm Bessel foi um importante matemático e astŕologo alem̃ao, nascido em

22 de julho de 1784, precisou parar de estudar aos 15 anos devido a dificuldades financeiras,

poŕem, prosseguiu de forma autodidata, e alcançou bastante sucesso nas duasáreas. As funç̃oes

de Bessel, a desigualdade de Bessel, os polinômios de Bessel, os filtros de Bessel, a transfor-

mada de Bessel, a cratera de Bessel e o asteróide 1552 Bessel foram batizados em sua honra.

No Abhandlugnen Akademie der Wissenschaft, de 1824 Bessel apresenta uma nova equação

diferencial:

x2d2J
dx2 +x

dJ
dx

+x2J = 0

Equaç̃ao diferencial de Bessel.

A soluç̃aoJ(x) dessa equação, designada Função de Bessel,́e dada por:

J(x) =
∞

∑
r=0

(−1)r( x
2)2r

r!r!

J(x) = 1− x2

4
+

x4

64
−·· ·
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Alfred Pringsheim e Jaques Halamard, fizeram uma das primeiras aplicaç̃oes dos estudos de

Bessel, ao estudar a distribuição de temperatura(T) em uma aleta tipo faca:

Figura 6: Aleta tipo faca.

Observaram que a funçãoT(x), que d́a a distribuiç̃ao de temperatura ao longo do eixox, é

a soluç̃ao da seguinte equação diferencial:

x2d2T
dx2 +x

dT
dx

−c2xT = 0,

chamada equação diferencial da aleta. Para que as equações diferenciais de Bessel e da aleta

fossem resolvidas uma em função da outra, Pringsheim e Hamamard adotaram o seguinte pro-

cedimento:

x2d2J
dx2 +x

dJ
dx

+(X)2J = 0

x2d2T
dx2 +(

√
−1·

√
x ·c)2T = 0

A introduç̃ao do
√
−1, unidade imagińaria, permitiria ent̃ao resolver a equação da aleta com

base no trabalho de Bessel pois as duas equações tornaram-se similares. Mais uma vez se

evidenciando a necessidade de dar vida ao conjuntoC.

2.8 OUTRAS CONTRIBUIÇ̃OES

É importante entender o siginificado de alguns rótulos frequentemente usados no estudo

dos ńumeros complexos: ḿodulo e conjugado. A palavramódulo é derivada da palavra latina

modulus, que significa comprimento, por conseguinte positivo; é atribuido a Cauchy o primeiro

uso deste termo na matemática no livro Exercices de mathèmatiques, 1829. E a representação

usando duas barras foi sugerida por Karl Weierstrass na revista alem̃a Mathematische Werke,
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vol. I, pág. 67.

O termoconjugado tamb́em deriva do latim, conjugare, e significa oposto. Este termofoi

introduzido por Charles Hermite em 1865, durante suas aulas na Escola Normal Superior de

Paris.

O i como ŕotulo para
√
−1 como j́a visto foi sugest̃ao de Euler por volta de 1747.
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3 O CONJUNTO DOS NÚMEROS COMPLEXOS

Neste caṕıtulo apresentaremos a formulação téorica do conjunto dos ńumeros complexos,

como apresentada nos livros didáticos.

3.1 NÚMEROS REAIS

Para entender o conjunto dos complexos que será indicado porC , se faz necessário rever

as propriedades dos números reais, indicados porR.

R é um corpo, ou seja, nele estão definidas a adição e a multiplicaç̃ao:

+ : R×R → R

(x,y) → x+y

· : R×R → R

(x,y) → x ·y
sendo que para quaisquerx,y,w∈ R temos:

i) Associatividade da adição:

x+(y+w) = (x+y)+w;

ii) Comutatividade da adição:

x+y = y+x

iii) Exist̂encia do elemento neutro para adição: Existe emR, um elemento , o qual denotamos

por 0 que:

x+0 = x,∀x∈ R

iv) Exist̂encia do oposto: Todox∈ R possui inverso aditivo (ou oposto) denotado por−x∈ R



24

tal que

x+(−x) = 0

v) Associatividade da multiplicação

x · (y·w) = (x ·y) ·w

vi) Comutatividade da multiplicação

x ·y = y·x

vii) Exist̂encia de elemento neutro para multiplicação: Existe emR um elemento, o qual deno-

tamos por 1(1 6= 0), tal que

x ·1 = x,∀x∈ R

viii) Exist̂encia do inverso: Todox∈R,x 6= 0; possui inverso multiplicativo denotado porx−1 ∈
R tal que

x ·x−1 = 1

ix) Distributividade

x · (y+w) = x ·y+x ·w

Destas propriedades decorre que qualquer número real elevado ao quadradoa2 = a·a nunca

teŕa como resultado um número negativo, e por conseguinte assegura que emR é imposśıvel

extrair a raiz quadrada de um número negativo. E foi esta dificuldade que fez surgir o conjunto

dos ńumeros complexos.(IEZZI; DOLCE, 1973)

ConsiderandoR2 = {z= (x,y), tais quex,y∈ R}. A adiç̃ao e a multiplicaç̃ao emR2 são

definidas como segue:

+ : R2×R2 → R2

(z,w) 7→ z+w = (x+u,y+v)

· : R×R2 → R2

(a,w) 7→ a·w = (a.x,a.y)
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3.2 NÚMEROS COMPLEXOSC

Sejai =
√
−1. O conjuntoC = {z= a+ ib, tais quea,b∈ R} é denominado conjunto dos

números complexos.

Para facilitar a representação do conjuntoC faremos a seguinte associação:

z= a+ ib = (a,b)

no quala é dita parte real dez(Re(a+bi) = a) e b é a parte imagińaria dez(Im(a+bi) = b).

Fato este que deixa claro queR est́a contido emC, em outras palavras todo número reaĺe um

número complexo no qual a parte imagináriaé nula,Imz= 0.

Figura 7: Plano de Gauss.

Observaç̃ao: Da definiç̃ao i =
√
−1 temos: i2 = −1, o que garante que emC a equaç̃ao

z2 +1 = 0 tem soluç̃ao.

3.2.1 Adiç̃ao e subtraç̃ao

Antes de operarmos com os complexos se faz necessário conceituar a igualdade de números

complexos, representados na formaz= a+bi:

Definição 3.1 Dois ńumeros complexos são iguais quando suas partes reais e imaginárias

forem respectivamente iguais.

a+bi = c+di ⇒ a = c eb = d
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Para somar ou subtrair números complexos deve-se somar ou subtrair respectivamente suas

partes reais e imaginárias, separadamente.

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i

(a+bi)− (c+di) = (a−c)+(b−d)i

Exemplos:

(2+3i)+(6+4i) = (2+6)+(3i +4i) = 8+7i

(6+5i)− (2+3i) = (6−2)+(5i−3i) = 4 = 2i

3.2.2 Multiplicaç̃ao

A multiplicação de dois ńumeros complexos obedeceà regra para multiplicação de bin̂omios,

relembrando quei2 = −1, temos:

(a+bi) · (c+di) = ac+adi+bci+bdi2

= ac+adi+bci−bd

(a+bi) · (c+di) = (ac−bd)+(ad+bc) · i

Exemplo:

(2+4i) · (1+3i) = 2+6i +4i +12i2

= 2+6i +4i−12

= −10+10i

3.2.3 Conjugado

O termo conjugado foi sugerido em 1865 por Charles Hermite (conjugatio), tamb́em cos-

tuma ser chamado de simétrico de um ńumero complexo, e significa exatamente isto, o simétrico

de um complexo em relação ao eixo 0x, ou seja, dado um complexoz= a+bi seu conjugadóe

dado por ¯z= a−bi, Hermite descobriu as seguintes propriedades do conjugado, que levam seu

nome:

propriedade da soma:

(z1 +z2) = z̄1 + z̄2
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propriedade da subtração:

(z1−z2) = z̄1− z̄2

propriedade da multiplicação:

(z1 ·z2) = z̄1 · z̄2

propriedade da divis̃ao:
(

z1

z2

)

=
z̄1

z̄2

3.2.4 Divis̃ao

Para se obter o quociente de dois números complexosz1 ez2, basta aplicar a seguinte regra

multiplica-se numerador e denominador pelo conjugado do denominador.
z1

z2
=

z1

z2
· z̄2

z̄2
Exemplo:

Calcular
3+2i
1+ i

.

3+2i
1+ i

=
(3+2i) · (1− i)
(1+ i) · (1− i)

=
(3+2)+(2−3)i

1+1

=
5
2
− 1

2
i

Teorema 3.1 O conjuntoC é um corpo.

Para demonstrar este teoremaé necesśario mostrar que as operações de adiç̃ao e multiplicaç̃ao

em C satisfazem̀as nove propriedades de um corpo; para tal consideremosz1 = (a,b), z2 =

(c,d), z3 = (e, f ) três elementos quaisquer fixados emC, 0= (0,0) e 1= (1,0). Ent̃ao teremos:

i) Associatividade da adição:

z1 +(z2 +z3) = (a,b)+((c,d)+(e, f ))

= (a,b)+(c+e,d+ f )

= (a+(c+e),b+(d+ f ))

= ((a+c)+e,(b+d)+ f )

= (a+c,b+d)+(e, f ) = ((a,b)+(c,d))+(e, f )

= (z1 +z2)+z3.
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ii) Comutatividade da adição:

z1 +z2 = (a,b)+(c,d)

= (a+c,b+d)

= (c+a,d+b)

= (c,d)+(a,b)

= z2 +z1

iii) Exist̂encia de elemento neutro para adição: Existe 0= (0,0) ∈ C tal que para todoz =

(x,y) ∈ C tem-se:

z+0 = (x,y)+(0,0)

= (x+0,y+0)

= (x,y)

= z

iv) Exist̂encia do oposto: Dadoz= (x,y) ∈ C ent̃ao existe−z= (−x,−y) ∈ C tal que:

z+(−z) = (x,y)+(−x,−y)

= (x+(−x),y+(−y))

= (0,0)

v) Associatividade da multiplicação:

z1 · (z2 ·z3) = (a,b) · ((c,d) · (e, f ))

= (a,b) · (ce−d f,c f +de)

= (a· (ce−d f)−b· (c f +de),a· (c f +de)+b· (ce−d f))

= (ace−ad f−bc f−bde,ac f +ade+bce−bd f)

= ((ac−bd) ·e− (ad+bc) · f ,(ac−bd) · f +(ad+bc) ·e)
= (ac−bd,ad+bc) · (e, f )

= ((a,b) · (c,d)) · (e, f )

= ((a,b) · (c,d)) · (e, f )

= (z1 ·z2) ·z3.



29

vi) Comutatividade da multiplicação.

z1 ·z2 = (a,b) · (c,d)

= (ac−bd,ad+bc)

= (ca−db,cb+da)

= (c,d) · (a,b)

= z2z1

vii) Exist̂encia de elemento neutro para multiplicação. Existe emC o elemento 1= (1,0) tal

que para todoz= (x,y) ∈ C tem se:

z·1 = (x,y) · (1,0)

= (x,y)

= z.

viii) Exist̂encia do inverso: Sejaz= (x,y) 6= (0,0) um elemento arbitratiamente fixado emC.

Ent̃ao como(x,y) 6= (0,0) devemos ter que(x2+y2) > 0. Desta forma está bem definido

o elemento

(

x
x2 +y2 ,

−y
x2 +y2

)

∈ C o qual satisfaz:

z·
(

x
x2 +y2 ,

−y
x2 +y2

)

= (x,y) ·
(

x
x2 +y2 ,

−y
x2 +y2

)

=

(

x2

x2 +y2 +
y2

x2 +y2 ,
−xy

x2 +y2 +
xy

x2 +y2

)

=

(

x2 +y2

x2 +y2 ,0

)

= 1;

Logo para todoz= (x,y) 6= (0,0), existez−1 =

(

x
x2 +y2 ,

−y
x2 +y2

)

∈ C, tal que,z·z−1 =

1.

ix) Distributividade.

z1 · (z2 +z3) = (a,b) · ((c,d)+(e, f ))

= (a,b) · (c+e,d+ f )

= (a(c+e)−b(d+ f ),a(d+ f )+b(c+e))

= (ac+ae−bd−b f,ad+a f +bc+be))

= ((ac−bd)+(ae−b f),(ad+bc)+(a f +be))

= (ac−bd,ad+bc)+(ae−b f,a f +be)

= (a,b) · (c,d)+(a,b) · (e, f )

= z1 ·z2 +z1 ·z3.
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3.2.5 Forma Polar

Consideremos o ńumero complexoz = a+ bi, e o ponto P que o representa no plano de

Argand Gauss.

Figura 8: Forma polar.

Aplicando-se o teorema de Pitágoras temos:

ρ =
√

a2 +b2

Esta dist̂anciaρ de P at́e a origem 0,́e chamado ḿodulo dez. Denomina-se argumento do

complexoz a medida dôanguloθ , formado pelo segmento de retāOP com o eixo real Ox,

medido no sentido anti-horário, indicado por:

θ = arg(z)

Esteânguloθ deve satisfazer a condição 0≤ θ < 2π, aplicando-se as relações trigonoḿetricas

ao trîangulo ret̂anguo da figura 8 temos:

cosθ =
a
ρ

esenθ =
b
ρ

O que nos leva a:

cosθ =
a
ρ
⇒ a = ρcosθ

senθ =
b
ρ
⇒ b = ρsenθ

substituindo emz= a+bi temos:

z= ρcosθ +ρsenθ · i
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z= ρ(cosθ + i ·senθ)

Esta express̃aoé denominada forma trigonométrica ou polar do complexoz.

Exemplo 3.1 Dado o complexo z= 1+
√

3 · i, sua forma trigonoḿetrica ou polar seŕa dada

por:

ρ =
√

a2 +b2

=

√

12 +
√

3
2

=
√

1+3

= 2

cosθ =
a
ρ

cosθ =
1
2

senθ =
b
ρ

senθ =

√
3

2

θ =
π
3

z= 2·
(

cos
π
3

+ i ·sen
π
3

)

Teorema 3.2 O módulo de z,|z| tem a seguinte propriedade:

|z1 ·z2| = |z1| · |z2|

Prova:

Seja z1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2 temos,

|(x1 + iy1) · (x2 + iy2)| = |(x1 + iy1)| · |(x2 + iy2)|

|x1 ·x2−y1 ·y2 + i · (x1z·y2 +x2 ·y1)| =
√

x2
1 +y2

1 ·
√

x2
2 +y2

2
√

(x1 ·x2−y1 ·y2)2 +(x1 ·y2 +x2 ·y1)2 =
√

x2
1 +y2

1 ·
√

x2
2 +y2

2

(x1 ·x2−y1 ·y2)
2 +(x1 ·y2 +x2 ·y1)

2 = (x2
1 +y2

1) · (x2
2 +y2

2)

...
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1 = 1

3.2.6 Potenciaç̃ao: F́ormula de Moivre

Em 1730 Abraham Moivre, mostrou no seu Miscellanea Analytica de Seriebus et Quadra-

turis (Colet̂anea de Śeries e Quadraturas) rudimentos do importantı́ssimo resultado dos estudos

da potenciaç̃ao de um ńumero complexo, que acabou por receber seu nome, Fórmula de Moivre.

Dado um ńumero complexoz = a+ bi, e um ńumero naturaln, n 6= 0, a pot̂enciazn é

definida por:

zn = z·z·z. . .z

um produto comn fatores iguais ao ńumero z.

Exemplo 3.2 Calcular z5 para z= 2−3i

(2−3i)5 = (2−3i) · (2−3i) · (2−3i) · (2−3i) · (2−3i)

= (2−3i)2 · (2−3i)2 · (2−3i)

= (−5−12i) · (−5−12i) · (2−3i)

= (−119+120i) · (2−3i)

= 122+597i

A partir deste exemplóe posśıvel verificar o quantóe trabalhoso calcular potências de com-

plexos, utilizando apenas as propriedades da multiplicação. Para valores maiores den, a dificul-

dade seŕa muito maior. Moivre simplificou estes cálculos, usando a representação trigonoḿetrica

ou polar dos complexos.

Antes de partirmos para a potenciação se faz necessário um breve estudo das operações

utilizando-se a forma trigonoḿetria dos complexos.

Consideremos dois complexosz1 = ρ1 · (cosθ1 + isenθ1) e z2 = ρ2 · (cosθ2 + isenθ2), o

cálculo do produtoz1 ·z2 segue abaixo:

z1 ·z2 = ρ1(cosθ1 + isenθ1) ·ρ2(cosθ2 + isenθ2

z1 ·z2 = ρ1ρ2(cosθ1 + isenθ1)(cosθ2 + isenθ2)
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z1 ·z2 = ρ1ρ2(cosθ1cosθ2 + icosθ1senθ2 + isenθ1cosθ2 + i2senθ1senθ2)

z1 ·z2 = ρ1ρ2[(cosθ1cosθ2−senθ1senθ2)+ i(cosθ1senθ2 +senθ1cosθ2)]

z1 ·z2 = ρ1ρ2[cos(θ1 +θ2)+ isen(θ1 +θ2)]

Donde observamos que o módulo do produtóe o produto dos ḿodulos, e o argumento do pro-

dutoé a soma dos argumentos dos complexos dos fatores.

O quociente
z1

z2
seŕa dado por:

z1

z2
=

ρ1(cosθ1 + isenθ1)

ρ2(cosθ2 + isenθ2)
· ρ2(cosθ2− isenθ2)

ρ2(cosθ2 + isenθ2)

z1

z2
=

ρ1ρ2(cosθ1cosθ2− icosθ1senθ2 + isenθ1cosθ2− i2senθ1senθ2)

ρ2
2(cos2θ2 +sen2θ2)

z1

z2
=

ρ1ρ2(cosθ1cosθ2 +senθ1senθ2 + isenθ1cosθ2− icosθ1senθ2)

ρ2
2(cos2θ2 +sen2θ2)

z1

z2
=

ρ1

ρ2
(cos(θ1−θ2)+ isen(θ1−θ2))

Donde pode-se observar que o módulo do quocientée o quociente dos ḿodulos e o argumento

do quocientée a diferença dos argumentos do dividendo e do divisor. Resumindo, para dividir

dois ńumeros complexos na forma trigonométrica basta dividir os seus módulos e subtrair seus

argumentos.

Exemplo 3.3 Dados z1 = 6(cosπ
4 + isenπ

4) e z2 = 2(cosπ
5 + isenπ

5), calcular o quocientez1
z2

.

Basta aplicar a f́ormula:

z1

z2
=

ρ1

ρ2
(cos(θ1−θ2)+ isen(θ1−θ2)

z1

z2
=

6
2
(cos(

π
4
− π

5
)+ isen(

π
4
− π

5
))

z1

z2
= 3(cos

π
20

+ isen
π
20

)

Teorema 3.3 Dados o ńumero complexo z= ρ · (cosθ + isenθ), não nulo e o ńumero inteiro n,

ent̃ao a primeira f́ormula de Moivrée:

zn = ρn · (cosnθ + isennθ)

Demonstraç̃ao:

i) Provemos que a propriedadeé válida paran∈ N, usando o prinćıpio da induç̃ao finita.
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Sen = 0, ent̃ao

z0 = 1

ρ0 · (cos0+ isen0) = 1

ii) Admitamos a validade da fórmula paran = k−1:

zk−1 = ρk−1 · (cos(k−1)ρ + isen(k−1)ρ)

e provemos paran = k: como

zk = zk−1 ·z

ent̃ao

= ρk−1 · (cos(k−1)θ + isen(k−1)θ) ·ρ · (cosθ + isenθ)

= (ρk−1 ·ρ) · (cos((k−1)θ +θ)+ isen((k−1)θ +θ))

= ρk(coskθ + isenkθ)

iii)Vamos estender a propriedade paran∈Z−. Sen< 0, ent̃aon=−mcomm∈N, portanto

amse aplica a f́ormula:

zn = z−m

1
zm =

1
ρm · (cosmθ + isenmθ)

=
1

ρm · cosmθ − isenmθ
(cosmθ + i senmθ)(cosmθ − i senmθ)

=
1

ρm · cos(mθ)− i sen(mθ)

cos2(mθ)+ sen2(mθ)

= ρ−m · (cos(−mθ)+ i sen(−mθ))

= ρn ·cosnθ + i sennθ

Para a radiciaç̃ao teremos:

Definição 3.2 Dado um ńumero complexo z, chama-se raiz enézima de z, e denota-sen
√

z, a um

número complexo z1 tal que zn1 = z.

n
√

z= z1 ⇔ zn
1 = z

Teorema 3.4 Dados o ńumero complexo z= ρ · (cosθ + isenθ) e o ńumero natural n(n≥ 2),

ent̃ao a segunda fórmula de Moivrée:
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n
√

z= n
√ρ · [cos( n

θ +k · 2π
n )+ isen(θ

n +k · 2π
n )] onde n

√ρ ∈ R+ e k∈ Z

Demonstraç̃ao:

Determinemos todos os complexosz1 tais que n
√

z= z1. Sez1 = r · (cosw+ i senw), nossas

incógnitas s̃aor ew. apliquemos a definiç̃ao de n
√

z:

n
√

z= z1 ↔ zn
1 = z

ent̃ao

rn · (cosnw+ i sennw) = ρ · (cosθ + i · senθ)

Portantóe necesśario:
{

cosnω = cosθ
sennω = senθ

⇒ nω = θ +2kπ ⇒ ω = θ
n +k · 2π

n

Supondo 0≤ θ < 2π, vamos determinar os valores de k para os quais resultam valores de

ω compreendidos entre 0 e 2π:

k = 0⇒ ω =
θ
n

k = 1⇒ ω =
θ
n

+
2π
n

k = 2⇒ ω =
θ
n

+2· 2π
n

.
...

k = n−1⇒ ω =
θ
n

+(n−1) · 2π
n

Estesn valores deω não s̃ao congruentes por estarem todos no intervalo 0→ 2π, portanto, d̃ao

origem an valores distintos paran
√

z. Consideremos agora o valor deω obtido parak = n:

k = n⇒ ω =
θ
n

+n· 2π
n

=
θ
n

+2π

Este valor deω é dispenśavel por ser congruente ao valor obtido comk= 0. Fato ańalogo ocorre

parak = n+ 1,n+ 2,n+ 3, · · · e k = −1,−2,−3, · · · Ent̃ao para obter todos os valores den
√

z

é suficiente fazerk = 0,1,2, · · · ,n−1. Conclus̃ao: todo ńumero complexoz não nulo admiten

ráızes eńezimas distintas as quais tem todas o mesmo módulo ( n
√

|z|) e argumentos principais

formando uma progressão aritḿetica de primeiro termo
θ
n

e raz̃ao
2π
n

.
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4 FÓRMULA DE EULER: UMA APLICAÇ ÃO DOS COMPLEXOS

Dados os preliminares históricos e os conceitos teóricos sobre o conjunto dos números

complexos, apresentaremos neste capı́tulo uma das suas aplicações na resoluç̃ao de equaç̃oes

diferenciais.

Sabemos que as equações diferenciais modelam vários fen̂omenos f́ısicos, portanto s̃ao

de grande utilidade para váriasáreas, em particular, as engenharias. A seguir o teorema 4.1

relacionaŕa as ráızes complexas de uma equação do 2o grau com a soluç̃ao de uma equação

diferencial, portanto evidenciará uma das aplicabilidades dos números complexos.

Para tanto, necessitaremos de alguns conceitos do Cálculo, em especial as séries de Maclau-

rin:

i)

ex = 1+x+ x2

2! + · · ·+ xn

n! + . . .

ii)

senx = x− x3

3! +
x5

5! − . . .+(−1)n x2n+1

(2n+1)! + . . .

iii)

cosx = 1− x2

2! + x4

4! − . . .+(−1)n x2n

(2n)! + . . .

parax ∈ R.

O estudo detalhado destas séries pode ser encontrado em livros de um segundo curso de

Cálculo, como: (SWOKOWSKI, 1994)

Euler estendeu estas séries paraz ∈ C:
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i)

ez = 1+z+ z2

2! + · · ·+ zn

n! + . . .

ii)

senz = z− z3

3! +
z5

5! − . . .+(−1)n z2n+1

(2n+1)! + . . .

iii)

cosz = 1− z2

2! +
z4

4! − . . .+(−1)n z2n

(2n)! + . . .

Em particular, tomandoz= iθ , θ ∈ R, temos:

eiθ = ez = 1+ iθ +
(iθ)2

2!
+

(iθ)3

3!
+

(iθ)4

4!
+

(iθ)5

5!
+ . . .

= 1+ iθ + i2
θ 2

2!
+ i3

θ 3

3!
+ i4

θ 4

4!
+ i5

θ 5

5!
+ . . .

Substituindo as potências dei, temos:

eiθ = 1+ iθ − θ 2

2!
− i

θ 3

3!
+

θ 4

4!
+ i

θ 5

5!
− . . .

eiθ =

(

1− θ 2

2!
+

θ 4

4!
− . . .

)

+ i

(

θ − θ 3

3!
+

θ 5

5!
− . . .

)

e ao aplicarmos (iii) e (ii) paraz= iθ , teremos

eiθ = cosθ + i senθ (4.1)

A identidade(4.1) é conhecida como a famosaidentidade de Euler.

Definição 4.1 Uma equaç̃ao diferencial linear de ordem 2 homogêneaé uma equaç̃ao da forma

y,, +by, +cy= 0

Teorema 4.1 Se y= f (x) e y= g(x) são soluç̃oes de y,, + by, + cy = 0, ent̃ao y= C1 f (x) +

C2g(x) é uma soluç̃ao, para todos os reais C1 e C2.

Cuja demonstraç̃ao pode ser vista em (SWOKOWSKI, 1994).
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Definição 4.2 A equaç̃ao auxiliar da equaç̃ao diferencial y,, +by, +cy= 0 é m2 +bm+c = 0.

Teorema 4.2 Se as ráızes m1 e m2 da equaç̃ao auxiliar s̃ao reais e distintas, então a soluç̃ao

geral de y,, +by, +cy= 0 é

y = C1em1x +C2em2x

Teorema 4.3 Se a equaç̃ao auxiliar tem a raiz dupla m, então a soluç̃ao geral de y,,+by,+cy=

0 é

y = C1emx+C2xemx

As leis dos expoentes são v́alidas para os ńumeros complexos. Além disso, as f́ormulas

para derivadas podem ser estendidas a funções de uma variável complexa z. Por exemplo,

Dzekz = kekz, onde zé um ńumero complexo. Se a equação auxiliar dey,, + by, + cy = 0

tem ráızes complexass± ti, ent̃ao a soluç̃ao geral desta equação pode ser escrita nas seguintes

formas equivalentes:

y = C1e(s+ti)x +C2e(s−ti)x

y = C1esx+txi +C2esx−txi

y = C1esxetxi +C2esxe−txi

y = esx(C1eitx +C2e−itx)

e podemos simplificar usando a fórmula de Euler.

eitx = costx+ i sentx

e

e−itx = costx− i sentx

Donde decorre que:

costx =
eitx +e−itx

2

e

sentx =
eitx −e−itx

2i

FazendoC1 = C2 = 1
2 no que precede e aplicando então a f́ormula de costx, obtemos

y =
1
2

e5x(eitx +e−itx)
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=
1
2

e5x(2costx)

= e5xcostx

Assimy = e5xcostx é uma soluç̃ao particular dey,, +by, +cy= 0. FazendoC1 = −C2 = i
2

somos conduzidos̀a soluç̃ao particulary = e5xsentx. Isto constitui uma demonstração parcial

do seguinte teorema.

Teorema 4.4 Se a equaç̃ao auxiliar m2 +bm+ c = 0 tem ráızes complexas conjugadas s± ti,

ent̃ao a soluç̃ao geral de y,, +by, +cy= 0 é

y = esx(C1costx+C2sentx)

Exemplo 4.1 Resolva a equaç̃ao diferencial y,,−10y,+41y= 0. As ráızes da equaç̃ao auxiliar

m2−10m+41= 0 são

m=
10±

√
100−164
2

m=
10±8i

2

m= 5±4i

Aplicando o teorema 4,1, obtemos a solução geral da equaç̃ao diferencial:

y = e5x(C1cos4x+C2sen4x)
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

A maneira pela qual os alunos, em geral no ensino médio, s̃ao introduzidos no estudo do

conjunto dos ńumeros complexos os priva de conhecerem os porquês deste conjunto, apren-

dendo apenas uma saı́da para solucionar equações de segundo grau, no caso de discriminante

negativo, e um recurso diferencial para os concursos vestibular, como se fosse apenas um

adendo, independente.

Neste estudo buscamos esclarecer como as raı́zes quadradas de números negativos, im-

perravam importantes estudos em diversasáreas, como o ćalculo, aálgebra e a fı́sica. Para

transpor esta deficiência emR, os grandes mateḿaticos mesmo contrariados operavam com

estes ńumeros, imagińarios, pois acreditavam estar perdendo seu tempo com algo que ñao e-

xistia, e por vezes se surpreenderam com os resultados a que chegaram, como o ḿetodo para

as ćubicas de Cardano, que funcionava, mas por vezes apresentavaráız negativa como resul-

tado intermedíario, mesmo em equações com todas as raı́zes reais. Vimos que a construção do

conceito tal qual o conhecemos hoje foi longa, demorada e procuramos aqui apresentar alguns

(entre muitos) estudiosos que contribuiram nesta formulac¸ão.

Desta luta para entender estes números, restou uma equivocada terminologia, imaginários.

Ficou clara a import̂ancia da transposição desta barreira, para o progresso das ciências, sem

os complexos muitas descobertas fı́sicas importantes não seriam possı́veis, o que nos deixa um

questionamento quanto a forma como o ensinoé conduzido na mateḿatica, em geral cabèa este

importante conjunto apenas um pequeno capı́tulo, em que o mesmóe tratado como se fosse

independente de qualquer outro, e na verdade como explicitamos neste trabalho ele constitui

uma ampliaç̃ao deR, e o cont́em mantendo suas propriedades.
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