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RESUMO

SCHNEIDER, Kelli. Estudo do Vetor Gradiente. 55 f. Monografi®regrama de &s-
gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran Campo Molio,
2013.

Este trabalho trata do vetor gradiente, ressaltando swgsigdades principais e aplidas.
Para tanto, apresentamos inicialmente alguns conceitisprares como vetor, o espad,
as fun@es de varias vaeis reais e as derivadas parciais. Em seguida demonstrasno
principais propriedades do gradiente, culminando com prigdade de tar@ncia que nosal
condiges para justificar o Btodo dos Multiplicadores de Lagrange. Finalizando, hussa
apresentar aplicées do gradiente em problemas de otimézac

Palavras-chave:Vetor Gradiente, derivadas direcionais, Multiplicadatedagrange.



ABSTRACT

SCHNEIDER, Kelli. Study of the Gradient Vector. 55 f. Monogsaafi Programa de d3-
gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran Campo Molio,
2013.

This work deals with the gradient vector, highlighting itaimproperties and applications. The-
refore, we present some preliminary concepts initially as@or spaceR", the functions of
several real variables and partial derivatives. Then wevsihe main properties of the gra-
dient, culminating with the property that gives us tangeoogditions to justify the method
of Lagrange multipliers. Finally, we seek to present agpians of gradient in optimization
problems.

Keywords: Vetor gradient, directional derivatives, Lagrange muikis.
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1 INTRODUCAO

Desde o prinipio, a humanidade procura formas instintivas para obteelhon resultado
posd$vel em qualquer de suas atividades cotidianas, como pongge escolher entre varias
possibilidades um trajeto maigpido ou mais curto entre a casa e o trabalho. Para problemas
mais complexos, a intuo foi deixada ao largo para privilegiar o uso de anitiis £cnicos
desenvolvidos para otimizar essas atividades.

Os procedimentos mateéticos para encontrar oimmo ou o né@ximo de funges comecaram
a ser desenvolvidos em meados éowdo XIX pelo materatico fran&s Augustin-Louis Cau-
chy (1789—1857), mas a primeiraécnica de otimize&o remonta ao aledo Johann Freidrich
Gausg1777— 1857) e & conhecida com8teepest Descenbaseada no gradiente das faes.

Nesse contexto, e o que foi exposto nas aulas de topologiR"ersurgiu o interesse de
aprofundar mais o conhecimento sobre o vetor gradiente.

Assim sendo, o presente trabalho busca evidenciar aspaiag@ropriedades do vetor gra-
dienteldf, de forma didtica e com interpret@ap geongtrica apontando as informaes vitais
gue o gradiente nos fornece sobre a Am€¢ como: o valor das derivadas parciais, a e@oac
do plano tangente e os pontos extremos deMais ainda, buscamos evidenciar a apléac
das propriedades do vetor gradiente em problemas de og@oizavidenciando a possibilidade
da aprendizagemdeica significativa: que faz uso da teoria na resatude situages do nosso
cotidiano.



2 PRELIMINARES

Neste cajiulo, se& definido o qué um vetor, e sua decompdiicnoR? e noR3. Sea
feito tamkem o estudo de fuidgs de @rias varaveis, e a representag gafica de algumas
fungdes, para chegarmas derivadas parciais.

2.1 VETOR

SejaAB um segmento orientado. O conjunto de todos os segmentaogamiesXyY com o
mesmo sentido, a mesma dié@ge 0 mesmo comprimento, ou seja, equipolenie€YaAB) é
dito vetor. Se indicarmos com este conjunto, poderemos escrever:

V= {XY/XY-AB}
dadoXY um segmento qualquer do conjunto.

Assim, 0 segmentéB determina o vetoﬁ ouB— Aou aindav. De fato, o mesmo vetor
AB é determinado por quantidades infinitas de segmentos adiesitchamados representantes
desse vetor, 0os quaif® todos equipolentes entre si. Logo, um segmento deteumineon-
junto queé o vetor, e qualquer um destes representantes determinanoanvetor. Por fim, as
caracteisticas de um vetov si0 as mesmas de gualquer um de seus representantds, asto
modulo, a dire@o e o sentido.

2.2 VETORES NCR2

. — — ~ . . ., ~ o~
Dados dois vetoreg e V,, nao colineares, iste, que &o possuem a mesma diégeg qual-
— — —
quer vetorv coplanar comv e vp, em outras palavras, pertencentes ao mesmo ptapode
- — — ~ . . .
ser decomposto segundo as direg dev; ev>. Enfio temos que determinar dois vetores cujas
. ~ . i — . — . . - .
diregdes sejam as dg e v, e cuja soma sejs. Portanto, iremos determinar doismeros reais
a1 e ap tais que:
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— = —
V=2a Vi +ap Vy

. — . — . ~ .
Utilizando desta represenagdo vetorv, podemos afirmar que & combinago linear de
— — . — — ~ .
V1 €V, € 0 conjunto de vetore%vl,vz} nao colineares formam uma base no plano. Logo os
, ~ — ~ — — .

niimerosa; e ap sao chamados de coordenadas/dem rela@o a base{vl,vz}. Assim, o vetor

—  ~ — — -~ — — .~
a1 v1 € chamado de projag dev sobrev; segundo a dirép devs, e 0 vetoray Vo € a proje@o

— — . — .
de v sobrev, segundo a diregp dev;, conforme mostra a figura 1.

Figura 1: base ortonormal
Fonte: (WINTERLE, 2004)

As bases mais utilizadag® as bases ortonormais, pois facilitam a decomposic

—  — - . .
Dado uma bas{ eq, ez}, estaé dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e
unitarios, ou seja,

- - -
ei1lL e e ‘el): €o| =

Existem irumeras bases ortonormais no plasoy, mas uma delé extremamente importante,
a base cabnica.

Esta basee formada pelos vetores representados por segmentosadidentom origem
ﬁ
em (0,0) e extremidade nos pontdg,0) e (0,1). Estes vetoresa® representados padr e

- . - 7 _— . .
] e constituiem a bas{ i, } Para darmos continuidade, ao mencionarmos base iremos

. \ ~ - . ~
nos referir somenta base cabnica. En&o, dado um vetonv=xi + yj, ondex e y sao as

— -~ - — , .~ —
componentes d& em rela@oa base{ i, ] } 0 vetorxi se@ a proje@o ortogonal de/ sobre
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- . , . — C — -, , .
i, isto&, sobre o eixo dos, eyj como proje@o ortogonal dev sobre j, isto &, sobre o eixo

dosy conforme mostra a figura 2.

Figura 2: Base carbnica
Fonte: Winterle (2004)

. . ndird I . .,
Assim, estabelecidaabasd , | ;, fica determinada uma corresp@ndia biufivoca entre

os vetores do plano e os pares ordendsog de muimeros reais. Portanto, a cada vetor do plano
pode-se associar um paey) de rimeros reais qués suas componentes na base dada. Assim,

denotamosv= (x,¥), que chamamos de expréssanditica deV.
_>
A escolhada bas%?, j } deu-se pela simplificép, pois quando nos referimos a um ponto
— - =
P(x,y), podemos identifia-lo como o veton = OP = xi -+ Yj, senddO a origem do sistema.

Portanto, o plano bidimensional pode ser definido como unjuotm de pontos ou um

conjunto de vetore®R? = {(x,y) : x,y € R}, como podemos ver na figura 3.

Figura 3: Decomposi@o no plano emR?
Fonte: Winterle (2004)
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2.3 VETORES NQOR3

O estudo de vetores feitoéaaqui, no plano, pode ser realizado no espaco tridimealsion
de forma aaloga, considerando as adeqbes necessias.

Ora, semelhante ao ocorrido &4, temos uma correspoarcia biufivoca entre o conjunto
. - = = 2
de pontos (x,Y,z) do espaco e o conjunto de vetones= OP = Xxi + Y| + zk Logo, o espaco
pode ser determinado como um conjunto de pontos ou um corgentetores. EAb podemos
dizer que este espaco teradrdimen8es ou que elé tridimensional, porque qualquer uma de
suas bases temés vetores, e oumero de componentes de um vedotrés, como mostra a
figura 4.

Da mesma forma, o plano tem dim@osdois owe bidimensional. Portanto a reta tem uma
dimengio, ou seja, elé unidimensional.

Figura 4: Decomposi@o no espaco enfR®
Fonte: Winterle (2004)

Generalizando, podemos definir 0 espago n-dimensi@iak { (x1,X2,...,Xn) : X € R,i=1,2,..,n}
e as operdies lasicas sobre vetoresv € R™:

Dadosu = (X1,X2, ..., %n), V= (Y1, Y2, ..., Yn) teMoS:

1. Asoma: u+v¥xs +Yy1,X2+ Y2, ...,Xn + Yn)
2. O produto por escalar: kifkx,kxo, ..., Kx,)

3. O produto escalar ou produto interrou,v >=(X1.y1 + X2.Y2 + ... + Xn.Yn)

4. A norma:||ul|=y/{u, u):\/x%+x§+...+X%
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- = = = , - =
Teorema 2.1 Seu#0 e V#£0, e sef €& o angulo dos vetores e v, enfio:

{u,v) = [lul[[[v]| cosB

2.4 FUNQDES DE \ARIAS VARIAVEIS

Muitas fun@es dependem de mais de uma &eel independente. Tais fubgs ocorrem
em situa@es paticas, como area aproximada da supkeié do corpo de uma pessoa depende
do seu peso e da sua altura, o volume de um cilindro circulaidepende de seu raio e altura,
o custo de um determinado produto pode depender do custalhdto, preco de materiais e
despesas gerais.

Assim as fundes reais dearias varaveis reais independenteiosdefinidas basicamente
da mesma forma que as de uma &ael. Os dorimios f0 conjuntos de n-uplas ordenados de
numeros reais (triplas, quadruplas, n-uplas), e as imagensamjuntos delrmeros reais.

Definicao 2.1 Suponha que - R" seja um conjunto de n-uplos ordenados deneros reais,
(X1,%2,...,Xn). Uma fun@o real f em Pe uma regra que associa uimico rimero real

W= f(X1,X2,...,Xn)

a cada elemento em P. O conjunt@® doninio de f, e o conjunto de valores w assumidos por
f & a sua imagem. Gmbolo wé a varavel dependente de f, que, por sua \&eepnsiderada
uma funéo de n varaveis independentes . x..,ax,. Tamkem chamamos os xle varaveis de
entrada da fungo, e wé a varével de s&a da fun@o.

Como mencionamos anteriormente, dessa définiemos que o doimio de uma fungo de
nvariaveisé um conjunto de pontos eRi' e a imageng um conjunto de pontos e Quando
n=1, temos uma furio de uma vaavel; assim, o doimio &€ um conjunto delmeros reais, e a
imagem tambmé um conjunto deimeros reais. Se= 2, temos uma furéip de duas vaaveis
e o donnio & um conjunto de pontos ef®? ou, equivalentemente, de pares ordenados de
nameros reaigx,y). Sef for uma fun@o den variaveis, erio de acordo com a defidig 21, f
se& um conjunto de pares ordenados de fofR@), ondeP = (Xg,Xp, ..., Xn) € um ponto eniR"
ew, um riamero real. O valor particular deque corresponde a um pontoldé denotado pelo
simbolo f (P) ou f(x1,X2, ..., Xn). Especificamente, se= 2 eP = (X,y), podemos representar o
valor funcional porf (P) ou f(x,y). Analogamente, se= 3 eP = (x,y,z), denotamos o valor
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funcional porf(P) ou f(x,y,z). Note que se&n= 1, P =Xx; logo sef for uma fun@o de uma
variavel, f(P) = f(x). Essa note§o & compaitvel com a notago de funges de uma vaaiel.
Portanto, uma furigo pode ser definida pela eqéac

w = f(X1,X2, .., Xn)-
2.5 ANALISE GRAFICA DE UMA FUNCAO REAL DE N VARIAVEIS

Para visualizarmos graficamente os valores de umatuhig,y) existem duas maneiras-
pad@o, umaé desenhar e identificar curvas no doio nas quaisf tem valor constante, e a
outra,é esbocar a supécfe z= f(x,y) no espaco.

Definicdo 2.2 Seja f: C ¢ R? — R uma fun@o de duas vaéveis. Enfio o grafico de fé o
conjunto

{(xy, f(xy); (xy) €D} cR3

Assim, o conjunto de pontos no plano onde uma &mi;(x,y) = ¢, ondec & constanteé
denominado curva deivel de f, e o conjunto de todos os pontosy, f (x,y)) no espago para
(x,y) no doninio de f, & chamado gfico def. O grafico def & conhecido como supécie
da equagoz = f (x,y). Muitas vezes, a represenémcgeonétrica do gafico de uma furéo de
duas vardveisé bem trabalhosa e existem alguns softwares que auxiliansunaliza@o destas
fungdes, um deleé o software Maple.

Para funges de tés varaveis temos as supeies de ivel, onde,f (x,y,z) = ¢ prefazem
uma supeiitie no donmnio da fun@o.

Definicdo 2.3 Se fé uma funéo real de tés varaveis com doimio em X, eréio o grafico de
f € o conjunto

Gf={(xy,z f(xy,2)} CcR?*

Como os gaficos de fun@es de s varaveis consistem em pontsy,z, f (x,y,z)) emum
espaco quadridimensionalam podemos esbagos, apenas podemos analisar como adong
se comporta analisando suas suipet de fivel tridimensional.

Em fun@es den variaveis, fica impodsel desenhar os “espacos deal’, mas segue a
definido:
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Definicao 2.4 Se fé uma fun@o de \arias variaveis com doimio X, enfio o grafico de fé o

conjunto

G = {(x f(x)eR"™ :x € X}.
2.6 DERIVADAS PARCIAIS

A deriva@o de uma fur@go den variaveis a valores reais reduz-se ao caso unidimensional.
Quando fixamos todas as vareis independentes de uma fangxceto uma, e derivamos em
relag@o a essa vaiel, obtemos umderivada parcial.

2.6.1 Derivadas parciais de uma fé@ogde duas vaaveis

Se(Xo,Yo) for um ponto no dormio de uma fungo f (x,y), o plano verticaly = yp cortaéa
a superitie z= f (x,y) na curvaz= f (x,Xp). Como mostra a figura 5.

(2]

eixo verticaldo plano
Y=y,
Pxg v S35 v )

z={lx.
Curva z = flx y4)
no plano y = y,

/ (X ) y
Vo g+ A yg)

exo horizontal do plano
Y=Y

Figura 5: Derivada parcial em relagdo ax
Fonte: Thomas (2009)

Essa curva o g@afico da funéoz = f (X,yp) no planoy = yo. A coordenada horizontal
nesse plané x e a coordenada verticalz. O valor dey se maném constante elyy; portanto,
y nao & varivel. Definimos a derivada parcial deem relag@o ax no ponto(xop,Yyo) como a
derivada def (X,Yyo) em rela@o ax no ponto(X = Xp).
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Definicao 2.5 Derivada parcial em relago ax

A derivada parcial de fx,y) em relagio a x no pontdxo, yo) &

ﬂ’ _iim_ f (%0+h,¥0) — f (%0, %0)
dx '(.Yo) — h=0 h

desde gue o limite exista.

O coeficiente angular da curea= f (xp,Yo) N0 pontoP (Xg, Yo, f (X0,Y0)) NO planoy = yo
é o valor da derivada parcial deem rela@o ax em (xo,Yo). A reta tangenté curva enP &
a reta do plang = yp que passam pd? com esse coeficiente angular. A derivada par%i)%l
em (Xp, Yo) fornece a taxa de variag def em relagéo ax quandoy & mantido fixo no valoyp.
Esseé a taxa de varia@p def na dire@o dei em (o, Yo).

A definicdo da derivada parcial di(x,Yyo) em rela@o ay no ponto(xp,Yo) & similar a
definicdo da derivada parcial deem rela@o ax. Mantemosx fixo no valorxp e tomamos a
derivada comum dé (xp,y) em rela@o ay, emyp.

eixo vertical do plano
= .ru

Reta tangente

o (X ¥p))

Curva z = flxp ¥) T \

no plano x=x; efxo horizon:cl_al do plano
=)

Figura 6: Derivada parcial em relacio ay
Fonte: Thomas (2009)

Definicao 2.6 Derivada parcial em relago ay

A derivada parcial de fx,y) em relagio a 'y no pontdxo,Yo) &

of i f XO,YO‘f‘h — f X0, Yo
O =t 1o e
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desde que o limite exista.

O coeficiente angular da cura= f (xg,y) no pontoP (xo, Yo, f (Xo,Yo0)) no plano vertical
X = Xp € a derivada parcial déem relag@o ay em (xo,Yo). A reta tangenté curvaP & a reta
no planox = Xg que passa pd? com esse coeficiente angular. A derivada parcial forneceaa ta
de varia@o def em rela@o ay em (Xp,Yp) quandox & mantido fixo emxg. Essaé a taxa de
varia@o def na dire@o deT em (Xo,Yo)-

- of of . .
Portanto, as definges de& e d_y fornecem duas maneiras diferentes de derivam um
ponto; em relago ax, de maneira usual tratangacomo uma constante e, em redacay, de

maneira usual tratandocomo uma constante. Vamos estender agora o conceito dadgeriv

parcial para funges den variaveis.

Defini¢do 2.7 Seja Rx1, X2, ..., Xn) Um ponto enR" e seja f uma furdp de n varaveis %, X2, ..., Xn.
Entio, a derivada parcial de f em relag a % &€ a fun@o denotada por pf, tal que seu valor
funcional em qualquer ponto P do damo de f seja dado por

Caim F (X X1, X X s -0 Xn) — T (X2, X2, - Xn)

Dk f (X1, %2, -+, %n) = ag 50 Axy

se esse limite existir.

Em particular, sd for uma fun@o de tés varaveisx,y, z, enfio as derivadas parciais de
se@o dadas por
lim f(X+AX7 Y, Z) — f(X7 Y, Z)

Dl f (X7 s Z)

Ax—0 AX

i f X, Y+Ay7 z — f X, ya z
Dof (X,Y,2) = Ao ( )Ay ( )
DSf (X,y, Z) — lim f (X7 Y, Z_'_AZ?) — f(X7 Y, Z)

Az—0 A7

se esses limites existirem.
2.7 DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

Sef & uma fun&o de duas vaaveisfy e fy, e se suas derivadas parciais existirem, de modo
que podemos considerar novamente suas derivadas péfg)aig fx)y, (fy)x e (fy)y, chamadas
derivadas parciais de segunda orderde f. Sez= f(x,y), usamos a seguinte no&ax

0 (o0f 9%t 0%z
(19n= == 5 (5) = 5 =
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(g, O (9T _ 9% _ o
Xy = oy = 27 50\ ax ) T ayax  dydx

o (9f\ 8%t  o%

(=t t= 5 (55) = 5y o0

ety O (1) P17
== 122= 50 Gy ) T a2 T ay?

Observago 2.1 - As derivadas parciais de segunda ordeg e fx sio chamadaslerivadas
parciais mistage f.

Teorema 2.2 (Teorema de Clairaut ou Teorema de SchwarzSe f(x,y) e suas derivadas
parciais, %, fy, fxy € f,x forem definidas por toda uma régi aberta contendo um ponta, b)
e todas forem coimuas em(a,b), enéo

fxy(a,b) = fyx(a,b).
Prova: Para valores pequenbsh # 0, considere a diferenca
A(h) = [f(a+h,b+h)— f(a+h,b)]—[f(a,b+h)— f(ab)]
Observe que, se fizermgéx) = f(x,b+h) — f(x,b), enfio
A(h) =g(a+h)-g(a)
Pelo Teorema do Valor Bdio, existe um aameroc entrea e a+ h tal que
g(a+h) —g(a) =g(c)h= h[f(c,b+h) - fu(c,b)]

Aplicando o Teorema do Valor &tio, novamente, dessa vez dg obtemos um amerod
entreb eb+ htal que

fx(c,b+h) — fx(c,b) = fyy(c,d)h
Combinando essas eq@&s, obtemos
A(h) = h?fyy(c,d)
Seh— 0, enko(c,d) — (a,b), assim, da continuidade dg, em(a,b) resulta

mo% = (0 (ap) fo(C,d) = Fy(ab)
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Analogamente, escrevendo
A(h) = [f(a+h,b+h)— f(a,b+h)]—[f(a+h,b)— f(ab)]

e usando o Teorema do Valorédio duas vezes, bem como a continuidadegem (a,b),
obtemos

. A(h
mo% = fyx(a,b)

Segue qudyy(a,b) = fyx(a,b).

Apesar de lidarmos na maioria das vezes com derivadas isadeégrimeira e segunda
ordem, porgue elas aparecem com mais féegia em aplicaies, /o existe limite térico para
o niumero de vezes que podemos diferenciar umadardesde que as derivadas envolvidas
existam. Assim, obtemos derivadas parciais de terceiraagajordens que denotamos por
simbolos como

03f
gz

o4

ax2ay = o

e assim por diante. Como acontece com derivadas de segurta, @drdem de diferenciag
e irrelevante, desde que as derivadas na ordem enbgussgam coihuas.

2.8 FUNQOES DIFERENCAVEIS

Vamos estender o conceito fimcao derivavel de uma va@vel parguncao diferenciavel
denvariaveis.

Temos que o ponto de partida para a diferenciabilid@dém razo incremental de Fermat,
mas a ideia de incremento. Assim, se uma &mde uma vaével, ou sejay = f(x) for
diferencavel emx = xg, enfio a variago no valor def que resulta da variag dex dexg para
Xo + Ax & dada por uma equag da forma

Ay = ' (xg) AX + €AX
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ondeg — 0 quandadx — 0.

Definicao 2.8 (Diferenciabilidade de uma fu@ag)

A fungio z = f(x,y) é diferenchvel em(xo,yo) se & (Xo,Yo) € f (Xo,Yo) existem eAz
satisfaz uma equ@gp da forma

Az = fy(Xo,Yo) AX + fy(X0,Y0)Ay + £1AX + &0y

comey, & — 0 quandoAx,Ay — 0. Dizemos que £ diferencavel se eleé diferencavel em
todos os pontos de seu domio.

Teorema 2.3 (Teorema do incremento para furiigs de duas vaaveis)

Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem @ey sejam definidas em uma
regiao aberta R que contenha o por{t®, o) € que § e fy sejam corihuas em ¥ yo. Entio a
variacao

Az = f (X0 + &X,Yo + Ay) — f(Xo,Yo)

no valor de f que resulta do movimento (g, yo) para o outro pontqxp + AX,yo + Ay) em
R satisfaz uma equag da forma

Az = fx(X0,Y0) AX + fy(X0,Y0) Ay + €14X + &4y
comeg, &2 — 0 quandoAx, Ay — 0.

Corolério 2.1 - A continuidade de derivadas parciais implica em diferabdidade.

Se as derivadas parciais, & f, de uma fungo f(x,y) sdo contnuas ao longo de uma
regiao aberta R, efdto f é diferencavel em todos os pontos de R.

Observago 2.2 - Os resultados obtidos no teorema do incremento parafesde duas vaaveis,
sao verdadeiros para furies de mais de duas vavieis independentes.

Teorema 2.4 (Diferenciabilidade implica continuidade)

Se uma fur@o f(x,y) é diferencavel em(xo,Yyo) ento elaé contnua em(xg,Yo)-

Demontracdo: sez = f (x,y) é diferencavel, en&o a definigo de diferenciabilidade asse-
guraquedz = f (xg + AX, Yo + Ay) — f (Xo,Yo) Se aproxima de 0 quandx e Ay se aproxima
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de 0. Isso nos diz que uma fua; de duas vaaveisé contnua em todos os pontos onde €la
diferencavel.

Como podemos observar a partir dos teorem@se223, uma fun@o f (x,y) deve ser
confnua em um pontdxo,Yyo) se fx e fy forem contnuas em uma rego aberta contendo
(X0,Y0). Entretanto, lembramos que ainégosével que uma fungo de duas vaaveis 1&o
seja conihua em um ponto no qual sua primeira derivada parcial exigianas uma derivada
parcial em um pontodo € suficiente.

Observago 2.3 A exiséncia de derivadas parciaisao implica continuidade em relag a
todas varaveis simultaneamente, mas do mesmo modo coradarme umaénica varavel, ela
implica a continuidade da fud em relagéo a cada varvel separadamente.
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3 OBJETO DE ESTUDO

Como vimos, as derivadas parcidigx,y) e f2 (x,y) medem taxas de variag dos valores
funcionais f (x,y) na dire@o dos eixox ey respectivamente. Agora, vamos determinar as
derivadas direcionais, queédd as taxas de variag dessas futbes em qualquer diréag. E
assim, iniciarmos o objeto de estudo queVetor Gradiente, que ch a dire@o e o sentido em
gue a fun@o tem a sua maior taxa de vada¢c Mas antes, vamos relembrar primeiramente o
conceito de Regra da cadeia e, assim, definirmos o vetor gtadiesuas aplicées.

3.1 A REGRA DA CADEIA

Segundo a not@p de Leibniz, a regra da cadeia para umadonge umainica varavelé

. N dy . . N du . .
a seguinte: sg for uma fun@o deu e du existir, eu for uma fun@o dex e dx existir, enboy
se@d uma fun@o dex e %(/ existe, sendo dada por
dy _ dydu
dx  du'dx

Vamos considerar a regra da cadeia para umaiude duas vaaveis, onde cada uma delas
tamkEmeée fun@o de duas vaaveis.

Teorema 3.1 A Regra da Cadeia Se u for uma furio diferencavel de x e y, definida por
ox o0x dy ody

or’ ds’ dr’ ds

v (@6 3
B @@ 3

. du . Jdu,
Prova: Vamos provar a regra da cadeia p%ltra A demonstrago ded_s é araloga.

u=f(x,y),onde x=F(r,s),y=G(r,s) e todas existirem, eéb u sed uma

fungdoderese
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Ses for mantido fixo er varia por uma quantidadsr, enfiox variara por quantidadéx e
y varia@ por uma quantidad&y. Assim,

AX = F(r+Ars) — F(r,s) (3.1.2)
Ay = G(r+4rs) — G(r,s) (3.1.2)

Comof é diferencavel,
Af(x,y) = Dif(x,y) Ax + Daof (X,y) Ay + aAx + bAy (3.1.3)

ondea e b tendem a zero quanddx,Ay) aproxima-se d€0,0). Além disso, vamos
exigirquea=0 e b= 0 quando(Ax,Ay) = (0,0). Faremos essa exdgcia de tal forma
quea e b, sendo fun@es deAx e Ay se@o contnuas emAx,Ay) = (0,0).

Se em(3.1.3) substituirmosAf (x,y) por Au, D1 f (x,y) por ou e Dof(x,y) por ou e

dx oy
dividirmos ambos os membros pfir (Ar # 0), obteremos
Au  Jdulx = duly AX Ay
A OxAr + E/E + aE + Ar (3.1.4)

Tomando o limite de ambos os membros quafidtende a zero, obtemos

lim Au _ du lim Q(+@ lim A_y_|_(lima) lim Q(+ (Iimb) lim Ay
Ar—0 Ar ™ dx Ar—0 Ar dy Ar—0 Ar Ar—0/ Ar—0 Ar Ar—0/ Ar—0 Ar

Comou & uma fun@o dex ey ambas &o fun@es der e des, u sea uma fun@o der e de
s. Comos é mantido fixo enquantovaria por uma quantidadsr .

im Au iy u(r +Ars) —u(r,s) du
I | ) )
A0 Ar AT 50 Ar = ar (3.1.5)

Tamkem
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i AX dX ; Ay oy

lim 24 Y~ lim =Y _ %Y

N-O07; ~ By N0 7 T By (3.1.6)

ox oy . - . o s . .
Comoﬁ e ar existem,F e G sao, cada uma, comuas em relego a varavelr. Assim, de
(3.1.1),
M6 = MoolF (r + Ars) — F(r,s)]
=F (r,S) - F (I‘,S)
=0
e de (3.1.2),

|- .
M= Ao[G(r+r,9) —G(r,9)]
=G(r,9 — G(r9

=0

Assim quandd\r tende a zero, ambds e Ay tendem a zero. E como ambag b tendem
a zero quandgAx, Ay) tendem g0,0) podemos concluir que
Arb=0e ArH=0 (3.1.7)
Ainda & posével que para certos valores de, Ax=0 e Ay =0. Como exigimos em

tal caso ques=0 eb =0, os limites em (3.1.7) aind&@&s zero. Substituindo (3.1.5),(3.1.6) e
(3.1.7) em (3.1.4), obtemos:

7= () (5)+ (5)(F)

como quelamos demonstrar.
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~ ; Jdu du du du
Observa@o 3.1- Os smbolos ar' 3s’ ax’ dy

fragdes. Os Bnbolosdu, dx etc., rio €m significado sozinhos. Para fires de uma vaavel,
a regra da cadeia facilmente lembrada, se considerarmos uma derivadaaoiaioomo o
qguociente de duas diferencias; @or rio ta nenhuma interpretag similar para as derivadas

etc., rao devem ser considerados como

parciais.
Observa@o 3.2- Seu= f (x,y), x=F (r,s) e y=G(r,s)en@o u=f(F(r,s),G(r,S)).
(E incorreto escrevar = f(r,s) para denotar a fuidp composta.)

Se expressarmaois(F (r,s),G(r,s)) = h(r,s) enfo as equdies do teorema.2 podem ser

escritas respectivamente como

hl<r7s) = f]_(X,y> Fl(rﬂs> + f2(X7y)Gl(rvs)

hz(l’,S) = f]_(X,y)Fz(r,S) + f2(X7y)GZ(r7S)

No enunciado do Teorema 3.1, as @agis independentefar e s, enquanto quel € a
variavel dependente. As vaneisx ey podem ser chamadas de \eaeis intermedirias. Vamos
estender a regra da cadein @ariaveis intermedirias emvariaveis independentes.

Teorema 3.2 A Regra da Cadeia Generalizadé&Suponha que u seja uma fuliwgdiferencavel
de n varaveis X,Xo,...,X, € cada uma dessas vavieis por sua vez seja uma fé@ecde m
variaveis y, o, ...,ym. Suponha ainda que cada uma das derivadas par%i@ =1,2,...n)

e(j = 1,2,...,m) exista. Enfio, ué uma funéo de y,yo,...,ym, €

au_ (au)(da) | (ou) (o) , . (2u)(%%
oy1 0x1/) \ 0y1 Ox2 ) \ 0y1 0%y ) \ dy1
o ouy (x| L (ouy(on| , . [ou) (o

\9x /) \9y2 0%z ) \ 9y2 0% ) \ 9y2

ay2
B (Sy(D9) () (2) L (2)(22)

OYm %1 OYm 700 OYm 0%n OYm

A demonstrago & uma exter#o da prova do teoremal2 Observe que na regra da cadeia

generalizada&tantos termos no segundo membro de cada éguagantos forem as vasieis

intermedarias.
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3.2 DERIVADAS DIRECIONAIS E O VETOR GRADIENTE

Vendo que as derivadas parciais, desacompanhadasatedsp adicionais, apenas forne-
cem informades sobre a furdp ao longo de retas paralelas aos eixos, vamos estendgi@ noc
de derivadas a outras difiezs aém dessas. Isso nos leva ao importante conceito de derivada
direcional, quee o prindpio do objetivo a ser apresentado neste trabalho.

3.2.1 Derivadas Direcionais e Gradientes

Vamos generalizar a defirdg de uma derivada parcial, a fim de obter a taxa de \&viac
de uma fun@o em relago a qualquer diré&p e sentido. I1sso nos leva ao conceitaldavada

direcional.

Sejaf uma fun@o de duas vaaiveisx ey e sejaP(x,y) um ponto do planay. Suponhamos
gueU seja o vetor unério que faz com a parte positiva do eixaim angulo cuja medida em
radianos 6. Eno,

- -
U=cod i +serd |

A figura 7 mostra a represenga;deU com ponto inicial enP(x,y).

S«

U

Ul =1
? sen @
e
P(x, y) s

cos &

Figura 7: Vetor U
Fonte: Leithold (1994)

ConsidereSa supericie cuja equagoé dada poz = f(X,y).

SePy(Xo,Yo0,Z0) € um ponto de supédieS e, 0s pontoR(Xo,Yo,0) e Q(xp,+hcoP,yo+
h ser®,0) sdo pontos no plangr,y, enfio o plano que passa pRrQ e Py € paralelo ao eixae
faz um angulo dd@ rad com a dirego positiva do eixx. Esse plano intercepta a supeié S
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na curveC. A derivada direciondD, f, calculada eni, € a inclina@o da reta tangentecurva

C.

A derivada direcionaD,f, calculada eni, € a inclina@o da reta tangente curvaC em
Py, no plano deR,Q e R,.

Q(xp + hcos 8, y, + hsen 6, 0)

Figura 8: A derivada direcional
Fonte: Leithold (1994)

Deflnlgao 3.1 Seja f uma furgo de duas vaéveis x e y. S¥ for o vetor uniério
coy | +serf j enfio aderivada direcionalde f na dire@o deU, denotada por Rf, se@&
dada por

f(x+hcod,y+hserf) — f(x,y
Dyt (y) = i o nserd) ~ 1ey)

se o limite existir.

A derivada direcional @ a taxa de vari@p dos valores funcionaig(x,y) em rela@o a
direcdo e sentido do vetor uagitio U.

SeU :?, entioco =1 eserf =0 e, da definigo 31,

Dif (xy) = fmy Y Y

gueé a derivada parcial deem rela@o ax.

_>
SeU =, enfiocod =0eserf =1e,
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— f(x,y+h)—(f(x,y
o316y = 7y O =10

gueé a derivada parcial deem rela@o ay.

Assim sendofy e fy sAo casos particulares da derivada direcional nas@isedos vetores
P .
unitarios i e j, respectivamente.

Agora, obteremos umafmula que possibilita calcular a derivada direcional dex uma-
neira mais &pida do que se usar a defiad; Sejag a fun@o de umainica varavelt, comx,y
e 0 fixos, tal que

g(t) = f(x+tcoh,y+t serd) (3.2.8)

e sejau = coY ? +serf T Ento pela definigo de derivada ordaria,

g(0) = im (X4 (0+h)cosB,y+ (0 +hserf)) — (f(x+0cosh,y+0serd)
h—0 h

g(0) = m f(x+hcod,y+hserd)— (f(xy)
h—0 h

Como o segundo membro acira®, f (x,y),
d(0) = Dyf(x,y) (3.2.9)

Aplicando a regra da cadeia ao segundo membr@@=8) para encontrag' (t), obtemos;

Jd(Xx+t cod)
ot

d(y+tserf)

g (t) = fi(x+t cosh,y+t serd) P

+ fao(x+t cod,y+t serd)

g (t) = fi(x+t codB,y+t serb)coh + fo(x+t coB,y+t serb)serd

Logo,

d'(0) = fx(x,y) cod + fy(x,y) serd

Dessa equdp e deg(3.2.9) obtemos o teorema a seguir.
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—
Teorema 3.3 - Se f for uma furéo diferencavel de x e y & = cos6 ? +senfb j enfo
Duf(x,y) = fx(X,y)coh + fy(x,y)serf

A derivada direcional pode ser escrita como um produto asdal dois vetores. Uma vez
que

— - - —
fx(X,y)cosh + fy(x,y)serf = (cosO i +senb j)- [fx(x,y) j +fy(xy) j}

segue do Teorema3que

— - — —
Duf(x,y) = (cos6@ i +senb j)- {fx(x,y) i +fy(xy) j} (3.2.10)

O segundo vetor do segundo membra(8&.10) &€ chamado dgradienteda fung@o f. O
simbolo usado para o gradiente flee (Of, onde] & delta mdisculo invertido eé-se “del”
segundo Leithold (1994), ou “nabla” segundo Thomas (208@jumas vezes a abreviag
gradf &€ usada.

Definicao 3.2 Se f for uma furo de duas vaéveis x e y, exfe f, existirem, eréio ogradiente
de f, denotado pollf, sefa definido por

—

_
Df(X,y): fX(va) [ +fy(X,y) J

Da defini@o 32, a equa@o(3.2.10) pode ser escrita como

Duf(x,y) =U-0Of(xy) (3.2.11)

Assim sendo, qualquer derivada direcional de umadondiferencavel pode ser obtida
usando o produto escalar entre o gradiente e o vetaanmia dire@o e sentidos desejados.
Estaé somente uma das propriedades do gradiente.

Considerando os conceitas ¢nunciados e demonstrados podemo&ceahalisar as prin-
cipais propriedades do nosso objeto de estudo, o gradiente.

Nas seQes seguintes apresentaremos as demofissagaplicaies destas propriedades do
gradiente.
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3.3 O GRADIENTE DEF E A TAXA DE VARIAC AO MAXIMA DE F

Sejaf(x,y) uma fun@o diferencavel eU um vetor uniério. Sea for a medida em radianos
do angulo entre os dois vetoreke [1f, a defini@o do produto escalar no&:d

Duf(X,y) =U- Df(X,y) = HU” HDf(X7y)HCOSJ

Dessa equap, segue que

Duf(xy) = [lU |0 (x,y) | cosa (33.12)

Vemos de(3.3.12) queD,f sed maxima quanda@osx = 1, isto &, quanddJ estiver na
direcdo e sentido déIf; e nesse casb, f = ||If||.

Obtemos assim uma das principais propriedades do gradiente

Proposicdo 3.1 Se f(x,y) & uma fungo diferencavel num ponto X, yo) e considerarmos U
um vetor uniério na mesma direp do gradiente de f eab, D, f & maxima e ainda,

Dyf = ||Of||. Resumidamente, o gradiente&sa dire@o e sentido em que a fudig tem a
taxa maxima de variago.

Em particular, num mapa topdico bidimensional de um terreno ondeinidadese a
eleva@o num pontdx,y) ez= f(x,y), a dire@o e sentido em que a taxa de vadi@e maxima
se@do dados poflf(x,y);isto &, o vetorf(x,y) aponta para cima na dirég e sentido mais
ingremes. Isso explica a denomiBagradiente(a inclina@o & mais acentuada na digedo
gradiente).

Na figura 9 & um mapa topo@fico mostrando as curvas divel da fun@o

1 1 . . .
f(xy) = 1—6x2+ §y2, em 12 e 3. As curvas deivel 30 elipses. A figura tan@m mostra a

representedo del1f(4,3), tendo(4,3) como ponto inicial.
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Figura 9: Curvas de rivel de f (x,y) = £x%+ 3y?
Fonte: Leithold (1994)

Vamos estender para uma f@mcde tés varaveis a definigo de derivada direcional. No
espaco tridimensional a dir@ég e o sentido de um vetod@ determinados pelos seus co-senos
- = A : N
diretores. Dado um vetov = (X,¥,2) =X i +Y ] +z k, seusangulos diretoresa® a, 3, Y,

ilustrados na figura.

<4

Y

12
Y

Figura 10: Angulos Diretores
Fonte: Winterle (2000)

Para o alculo dos cosseno-diretores utilizaremos o Teorema &sima

Vi 1,0,0
coxx = I_> :(vavz)( y s ):L

FI Fle
Vi %2010 vy
o

coB = _>' = =
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—

<l

~ (xy,2(0,0,1) z

k = =
K o]

<l

T
Sendou = (X,Y,2) unitario teremos|ju|| = 1 e consequentement&nsa = X, cCoOsSB =y e
cosy =z

Teorema 3.4 Suponha que f seja uma fi@g de tés varaveis xy e z. S&J for o vetor uniério
cosa | + co3 J + coyy k enfio aderivada direcionade f na dire@o deU, denotada por
Dy f, seid dada por

. f(x+hcosa, y+hcosf, z+hcosy) — f(x,y,z
Duf(X,y,Z): HEO ( y ﬁ y) ( y )

se esse limite existir.

A derivada direcional de uma fuag de tés varaveis @ a taxa de variap dos valores fun-
cionaisf(x,y,z) em rela@o a dishncia no espaco tridimensional, medida na @iceg sentido
do vetor uniério U.

O teorema a seguir, que fornece uratodo de alculo da derivada direcional de uma féoc
de tiés varaveisé demonstrado de forma@nga ao Teorema 3.

Teorema 3.5 Se f for uma furéo diferencavel de xy e z e

- - —
U=cosa i +cosf j +cosy k

Duf(X,Y,2) = fx(X,Y,2) cosa + fy(x,y,z) cosp + f,(X,y,z) cosy

Definicdo 3.3 Se f for uma furgo de tés varaveis xy e z as derivadas parciais,ffy e f,
existirem, erio ogradientede f, denotado porlf, seia definido por

— - —
Df(X,y,Z) = fX(X7y>Z) | +fY(X>y7Z) J +fZ(X7y7Z> k

Da mesma forma que para floes de duas vaveis, segue do TeorematZ da definigo
3.4 que s&J = cosa | +cosp J -+cosy k entio

Duf(x,y,2) =U-0Of(x,y,2)
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Aplicacéo 3.1 A temperatura em cada pontg,y) de uma placa réingular situada no plano
Xy, & determina da por:

T<X7y> :X2+y2

a) Ache a taxa de varidép da temperatura no pont@®,4) na dire@o e sentido que fazem
1 . .
umangulo deé rrad com 0 eixo X positivo.
b) Ache a dirego e sentido em que a taxa de vadacde temperatura no pont{e-3,1) &
maxima.
Solugao:

a) Queremos encontréxy T (X,y) onde

1 - 1 =
U:COS§7TI -i—senénj

1 1 /=

Temos que,
Y =
DT(X’y) :TX(X7y) I +Ty(X,y) J
- -
OT(XY) =2X i +2y |
Logo,
DUT (X7 y) = U ’ DT (Xa y)
1—- 1 /= - -
DuT(x,y) = (5 [ +§ 3]) (20 +2y )
DUT<X7y> =X+ \/3—y
Assim,

DyT(3,4) =3+4v3~9,93

Entio, em(3,4) a temperatura esta aumentardaxa de aproximadamente93 unidades
por unidade de vari@&p medido na diregp e sentido de U.
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b) DyT(—3,1) sea um naximo quando U estiver na dir&g e sentido delT (—3,1). Como
OT(-3,1) = -6 T +2 T a medida em radianos dmgulo que d a dire@o e o sentido de
OT(-3,1) &6, ondetgb = % Assim, 8 = n—tglé. Logo, a taxa de vari@p da tempera-
tura no ponta —3,1) & maxima quando tomada na digege sentido que fazem uamgulo de

n—tg‘lérad Ccom 0 eixox positivo.

Para o caso tridimensional taérh vale a propriedade:

Proposicdo 3.2 Se f(x,y,z) &€ uma fun&o diferencavel num ponto §?xo, Yo, Zp) € considerar-
mos U um vetor urério na mesma diréio do gradiente de f eadb, D, f € maxima e ainda,
Dyf = ||Of||. Em outras palavras, o gradiente &sta dire@o e sentido em que a fulag tem
a taxa naxima de variaéo.

Aplicacéo 3.2 - Suponha que a temperatura em um poftoy,z) do espaco seja dada por
T(X,Y,2) = 80/(1+4 %2 +2y? + 37%), onde Té medida em grausatsius e xy,z em metros. Em
que dire@o no pontq1,1, —2) a temperatura aumenta mais rapidamente? Qual a ta&gima

de aumento?

Solucao: O gradiente dd &

L 16k - 320y ra 48z -
T 1@+ +32)2 1+x2+2y2+322)2J 1+x2+2y? 4 32%)2

B 160
T 1+X2+2y2 4 322)2

— - —
(—xi =2y j —3zk)

No ponto(1,1,—2), o vetor gradienté
160, - - — 5 = - =
DT(l’l’_Z)_EG(_ i —2j+6 k)—é(— i —2 ] +6 k)
Pela proposigo 32 a temperatura aumenta mais rapidamente naabregentido do gra-
. S - 7 o . I
dientedT(1,1,—-2) = =(— i —2 j +6 k) ou ainda de seu versor i —2 j +6 k)/\41.

8
A taxa maxima de aumenté o nbdulo do vetor do gradiente
5 = - - 541
0T (1,1,-2)| = 5’— i —2 ] +6 k‘ :T\/_
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541

Portanto, a taxa Axima de aumento da temperatéraT ~ 4 grausC ° por metro.

3.4 O VETOR GRADIENTE COMO VETOR NORMAL AO PLANO TANGENTE

Mostraremos nesta s&g que o vetor gradient o vetor normal ao plano tangente fle
num pontoP(Xo, Yo, Zo). Para tanto, necessitamos do conceito de derivada dadwegorial.

Definicdo 3.4 Seja S a supeidie dada pela equa@p F(x,y,z) = 0 e suponha §xo, Yo,Zp) um
ponto de SEntao, F(xo,Yo,2) = 0. Suponha ainda que C seja uma curva em S dadas pelas
equa@es parargtricas:

C: x=f(t), y=g(t) z=h(t)

onde o valor de t no pontgR fp. A curva C pode ser escrita como:

r(t) = f(t)i+g(t)j+h(t)k

A derivada r' de uma fungo vetorialr & definida do mesmo modo como foi feito para as
fungdes reais:

se o limite existir.

O significado georetrico dessa defindp esta representado na figura 11.



36

&

P+ h~100)
h

(a) Vetor secante (b} Vetor tangente

Figura 11: A derivada r' de uma fungao vetorial r
Fonte: Stewart (2007)

Se os ponto® e Q tém valores de posipr(t) er(t + h), enfio P_>Q representa o vetor
r(t+h)—r(t), que pode ser visto como o vetor secanteh Se0, o miltiplo escalar
(%)(r(t +h)—r(t)) tem a mesma dirép e sentido que(t +h) —r(t). Quandoch — 0O, parece
gue esse vetor se aproxima de um vetor que esta sobre a iggat@anPor essa raa dizemos
que o vetor’(t) & chamado deetor tangentea curva definida por no pontoP, desde que
existar’(t) er’(t) # 0. A reta tangente & emP é definida como a reta que passa pPaz &

paralela ao vetor'(t).

O teorema seguinte fornece unétado conveniente para calcular a derivada de umafuncg

vetorialr por diferenciag@o de cada componente de

— - —
Teorema 3.6 Se 1(t) = (f(t),g(t),h(t)) = f(t) i +9(t) ] +h(t) k, onde fg e h sio fundes
diferencéveis, erio

(1) = Mo o [Ft+80) (1)
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= o 5 [(F(+80),g(t+8), Rt +40)) — (F(1),5(0), ()]

_aim [/ fE+AY — () g(t+At) —g(t) h(t+At)—h(t)
o A0 < At ’ At ’ At >

_ < im  fE+A)—f(t) i 9(t+At)—g(t) ;m h(t+At) —h(t)>
— \ At—0 At » At—0 At s At—0 At
= (f'(t),d'(t),h'(t))

Como queriamos demonstrar.

Proposicgdo 3.3 Seja S a supeidie dada pela equap F(x,y,z) = 0 e suponha & xo, Yo, 20)
um ponto de SEntao, F(xo,Yo,2) = 0. Suponha ainda que r seja uma curva em S dadas pelas
equa@es parargtricas:

r(t) = f(t)i+g(t)j+h(t)k

onde o valor de t no pontR tp.
O vetor gradiente de F empR ortogonal ao vetor tangentecurva r no ponto i

Prova: Sendo r uma curva em S temos:
F(f(1),0(t),h(t)) = 0.
Usando a Regra da Cadeia para estudar a derivada parcial cdat@® a t no ponto ptemos:
Fx(Po) f(to) + Ky (Po)g (to) + Fz(Ro)hr (to) = 0 (3.4.13)

Usando quellF (Ry) = (Fx(Py), Fy(Py),Fz(Py)) e o TeoreméB.5, a equaéo 3.4.13 pode ser
reescrita da seguinte maneira:
OF (Py).Dir(tp) = 0.

Concluses

(1) Se uma equd@p de uma supddie S é dada poz = f(x,y) enfio o plano tangente a
S num pontoPy(a, b, f(a,b)) tem como vetor normai o vetor simultaneamente ortogonal as
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retas tangentes as cun@gly) = f(a,y) e Co(x) = f(x,b). Parametrizand@; e C, obtemos
ri1(t) erp(t) respectivamente e usando a Propasi8.3 temos:

OF (Po) LDtra(to)

DF(Po)J_Dtrz(to)

Vf (a,b)

/Z=f(xsy)

Figura 12: O vetor normal e as retas tangentes
Fonte: Stewart (2007)

Assim, o plano tangente&no pontoPy possui como vetor normalF (Py) e sua equap
vetorial pode ser dada por:

< UF (o), (X—X0,Y — Y0,2—20) >=0.
(2) Como o vetor tangent®;R(tp) tem a mesma diré&p que um vetor tangenéecurvaC

emP,, podemos concluir que o gradientefelemP, € ortogonal ao vetor tangente de qualquer
curvaC emSque passa pelo poni, como mostra a figura 13.



39

F 4

Z
T A VF (X{}, Yo ZQ)
i 7 7
i

™ . _plano tangente

N
r!(to)\\:\i’\
N\ hR

\

Figura 13: Plano tangente a supefitie SemP,, e o vetor gradiente
Fonte: Stewart (2007)

Neste caso, dizemos que o gradientédmm PR, € umvetor normal a Sno pontoR,.
(3) Paraf (x,y) = ztemosF (x,y,z) = f(X,y) —z= 0 ento,F = fx(Xo,¥0),

Fy = fy(x0,¥0), F = —1. Logo a equago do plano tangentedada por:

fx(X0,Yo) (X—Xo) + fy(X0,Y0) (Y —Yo) — 1.(z—20) =0
ou ainda,

z = 79+ fx(Xo,Yo0) (X—Xo) + fy (X0, Yo) (Y — Yo)

Definicao 3.5 A reta normala uma supeitie S no ponto f°de Sé a reta que passa popR
tem por rumeros direcionais as componentes de qualquer vetor ncarSatm B

SejaF(x,y,z) = 0 uma equaio da supefttie S, as equa@es sinétricas da reta normal&
Po(Xo, Yo, 20) se&o:

X=X Y=Y _  Z-2
Fx(X0,¥0,20)  Fy(X0,¥0,20)  Fz(Xo,Yo0,20)

A reta normal em um ponto de uma suped é perpendicular ao seu plano tangente nesse
ponto.
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3.5 O GRADIENTE E A OTIMIZAGAO

No estudo de furfges de uma vaaivel real, utilizamos a derivada para determéwade
maximos e nmimos. Para as fuid@s den variaveis reais, veremos que as derivadas parciais
auxiliam na localizago dos pontos extremos. Mais precisamente, veremos quedi@fea
auxilia na determingip deste pontos e, portanto, o gradienté sema ferramenta na otimizag
de fun@es den variaveis.

3.5.1 Valores Extremos de Fuies de Duas Vaaveis

Definicao 3.6 Uma fun@o de duas vaéveis tem ummaximo local em (a,b) se f(x,y) <
f(a,b) quando(x,y) est proximo de(a,b). O nimero f(a,b) &€ chamado dealor maximo
local.

Se f(x,y) > f(a,b)) quando(x,y) est proximo de(a, b), entio f(a,b) &€ umvalor minimo
local.

Se as inequdies da defini@o valerem para todos os pont@sy) do doninio de f, enfio
f tem umméaximo absoluto (ou rmimo absoluto)em(a, b).

Podemos observar esses valores extremos na figura 14.

= ‘g‘ maximo
5. absoluato

absoluto

Figura 14: Valores extremos de funges de duas va@aveis
Fonte: Leithold (1994)

Definicao 3.7 Um ponto(Xp, Yo) € ditoponto ciiticode f seJf (Xo,Yo) = (0,0) ou sellf (Xo, Yo)
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nao existe.

Como mostra a figura abaixo.

z = f(x1b) oy
0 - z=fla,y)
a :\\/\
e TS 7
\\\\‘Iy/ \y
(a, b,0)

Figura 15: Ponto critico
Fonte: Thomas (2009)

A definicdo 37 nos diz que, sé tem um néximo ou ninimo local em um pontda, b),
enfo (a,b) & um ponto dtico de f. Entretanto, como noatculo de umainica varavel, nem
todos pontos éticos correspondem a umaximo ou mnimo local, assim,precisamos ser capa-
zes de determinar se uma f@uagtem um valor de a&ximo(ou mMinimo) em um ponto ¢tico. O
teste abaixoé aralogo ao Teste da Segunda Derivada para asige umanica varavel.

Teste da Segunda Derivada Suponha que as segundas derivadas parciais sigam
confnuas em uma bola aberta de cer{a), e suponha qué(a,b) =0 e fy(a,b) = 0. Seja

D = D(a,b) = fxx(a,b) fyy(a,b) — [fxy(a,b)]* =

(a) SeD > 0 e fyx(a,b) > 0 (ou fyy(a,b) > 0) , ento f(a,b) € um minimo local.
(b) SeD > 0 e fyx(a,b) < 0 (ou fyy(a,b) < 0) , enfio f(a,b) & um néximo local.
(c) SeD < 0, endo f tem um ponto de sela efa,b).

(d) SeD = 0 o testee inconclusivo:f pode ter um raximo local ou nmimo local em(a, b),
ou (a,b) pode ser um ponto de sela fle
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Exemplo 3.1 Suponhamos que uma caixa retangular sem tampa deve secdeitd2n? de
papebo. Para determinar o volumearimo de tal caixa utilizamos:

V(X,Y,2) =Xy.z AX,Y,2) = 2XZ+ 2yz+xy= 12

Naarea dos quatro lados A podemos isolaeZ12—xy)/[2(x+Y)], e V fica

12—xy
V=xy—
y 2(X+Y)
E usando o Teste da Derivada Segunda obtemos como ponté&dmonx= 2,y = 2,z= 1.

Assim, V= 2.2.1 = 4, & o volume raximo da caixa feita corh2m? de papeio.

Neste exemplo maximizamos a faimgolume V= xyz sujeitaa restricdo
2xz+ 2yz+xy = 12, que expressa a condio daarea da supeitie ser del2n?.

Na subsego seguinte apresentaremaslétodo de Lagrangepara maximizar uma fudp
gerericaf(x,y,z) sujeita a uma restrép (ou condigo) da formay(x,y, z) = k. Os problemas de
otimizagdo com condigo s0 ditos problemas condicionados.

3.5.2 Os Multiplicadores de Lagrange

Considerandd, g fungbes de duas vaveis, queremos determinar os valores extremos de
f(x,y) sujeitaa restri@o da formag(x,y) = k. Em outras palavras, queremos achar os valores
extremos dd (x,y) quando o pontox, y) pertenceg curva de tvel g(x,y) = k. A figura a seguir
mostra essa curva juntamente coanigs outras curvas dével da fun@o f.
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Figura 16: Multiplicadores de Lagrange

Fonte: Stewart (2007)

Essas curvas devel tem equa@o f(x,y) = ¢, ondec = 7,8,9,10,11. Maximizar f(x,y)
sujeita ag(x,y) = k & achar qual o maior valor detal que a curva deiwel f(x,y) = c inter-
cepteg(x,y) = k. Da figura, vemos que isso acontece quando essas curvasse mcseja,
quando essas curvaés uma reta tangente em comiign= T¢,. Caso contirio, poderiamos
aumentar o valor de c

Da se@o anterior, sabemos qoevetor gradienteé ortogonal a dire@o da reta tangente
no ponto(Xo,Yo). Logo, onde as duas curvas se tocam, os vetores gradagues possuir a
mesma dire@o, Uf (Xo,Yo) // g(Xo, Yo), ou sejallf (Xo,Yo) = A 0Jg(xo,Yo) para algum escalar
A. O nlmeroA é chamado d®lultiplicador de Lagrange.

3.5.3 O Metodo dos Multiplicadores de Lagrange

Para determinar os valoresagimo e mnimo de f (X,y, z) sujeita ag(x,y,z) = k, supondo
gue esses valores extremos existam eldgig 0 sobre a supeidie g(x, Y, z) = k, faca o seguinte
procedimento:

Of(x,y,2) =A0g(x,y,2) e

1. Determine todos os valores dg/,ze A tal que{
a(x,y,2) =k
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fx = Agx
fy=A

Ou seja, Y 9
f,=Ag;
g(X,y, Z) =k

\

2. Calcule f em todos os pontos (x,y,z) que resultam do item @Ljnaior desses valores
se@l o valor néaximo de f, e 0 menor s&o valor minimo de f.

Para fundes de duas vaveis, o netodo de Lagrange semelhante ao@&todo de funges
de tés varaveis. Para achar os valores extremosf ley) sujeitaa restri@o g(x,y) = kK,
olhamos para todos os valoresxdg e A tais que

Of(x,y) = A0g« e axy) =k

Isso levaa solu@o de um sistema degfs equages a tés indgnitas:

fx = Aok
gxy) =k

Exemplo 3.2 - Aplicativo

Pretende-se construir uma caixa com materiais que cudtesal por centmetro quadrado
para o fundo2 reais por ceritmetro quadrado para os ladosbaeais por ceriimetro quadrado
para a tampa. Se o volume total deve ser9@en?, quais devem ser as dimées da caixa
para que o custo do material sejammao?

Solugao:

Sejax a altura da caixay a largura ez 0 comprimento. Nesse caso, 0 volume da cé&xa
V = xyze o custo do materi@ dado por:

C = 1yz +2(2xy-+ 2x2) + 5yz = 6yz+ 4xy+ 4xz

Estamos interessados em minimizar a Amg = 6yz+ 4xy+ 4xzcom a restrigo de que
= Xyz = 96. As equages de Lagrangeas:

Ck=AVx ou 4dy+4z=A(y2
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Cy=AVy ou 6z+4x=A (X2

C,=AV; ou 6y+4x=A(XY)

exyz= 96 ExplicitandoA nas tés primeiras equées, temos:

dy+4z  6z+4x  by+4x
yz = Xz Xy

A

Multiplicando as expre§es poixyz obtemos:

AXy+ 4xZ = 6yz+ 4xy
AXy+ 4Xz = 6yz+ 4xz
Oyz-+ 4yx = 6yz+ 4xz

Este sistema de equags pode ser simplificado cancelando termos comuns nosadias |
de cada equ&@p para obter:

4xz= 6yz
4xy = byz
4yx = 4xz

Dividindo ambos os membros da primeira eqa@mporz, ambos os membros da segunda
pory e ambos os membros da terceira poobtemos:

4x=0y e 4x=6z e 4y=4z

2 2 : ~ ~ o
e portantoy = §X ez= §X' Finalmente, substitmos estas expred@ss na equdp de restrigo,
xXyz= 96, para obter:
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x3 =216

e portanto x=6.

donde,
2
y_z_§(6) =4

Assim, o custe@ minimo quando a caixa tem 6 cémietros de comprimento, 4 cémietros
de largura e 4 cemmhetros de altura.

Exemplo 3.3 Um fazendeiro precisa cercar um pasto retangular na margemrd rio. Aarea
do pastoé de 3.200 metros quadrados eao € necesario cercar o lado limitado pelo rio.
Determine as dimeidgs do pasto para que o comprimento total da cerca séj@mno.

Solugao:

Vamos chamar os lados da cercaxaey, sendax para a largura, g para o comprimento, e
f o pefimetro da cerca. Nesse caso,
f(x,y) =2x+y
O objetivo & minimizar f com restri@o de que area do pasto deve ser de 3200 metros
guadrados, isté,
g(x,y) = x-y=3200

Vamos calcular as derivadas parciais;
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Comoy # 0 ex # 0, temos

2 1
= =2

Y% ou y=2X

Fazendo =y na terceira equap de Lagrange, temos

X- 2X = 3200 = 2x2=3200 ou X= 440

Finalmente, fazendo= 40 na equagoy = 2x, obtemosy = 80. Isto significa qug =80 e
x =40, f0 os valores que minimizam a fu&gf (x,y) = 2x+Yy com a restrigo de que
x-y = 3200. Assim, @rea da cerca deve terr@@e comprimento (ao longo do rio), er@le
largura, e pode ser cercada comH880+ 40 = 160 metros de cerca.

Exemplo 3.4 De acordo com o regulamento do correio americano, a soma ikaie com o
comprimento de um pacot@a pode excedek08polegadas no caso de uma remessa de quarta
classe. Quak o maior volume de um pacote retangular com dois lados quidrgara que
possa ser enviado como uma remessa de quarta classe? (\igjaa) fi

cintura = 4x

Figura 17: Problema 3
Fonte: Bradley (2001)

Solugao:

Seja a cintura 4x e o comprimento do pacotg temos que a soma da cintura com o
comprimento de um pacoédado por:

f(x,y) =4x+y=108
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Queremos encontrar o maior volume do pacote, ou seja;

V(xy)=x"y

VVamos calcular as derivadas parciais:

fy =4, fy=1, Vy = 2xy e \Y=x

Para obter as@és equa@es de Lagrange, temos;

4= A2xy, 1=Ax2 e V=x¥

Combinando as duas primeiras eqbes, obtemos:

4 1 N 2 1
2xy X2 xy X2
Logo temos;
Xy = 2x°
assim;
y = 2X

Substituindo o valor dg na fun@o f(x,y) = 4x+y, temos &+ 2x = 108, enfiox = 18,
finalmente fazend®& = 18 na equa@oy = 2x, obtemosy = 36. Substituindo esses valores na
terceira equaio de Lagrange temos qWe= 18%-36= 11.664 pol®.

Portanto, o maior volumé de 11664polegada3.

Exemplo 3.5 Em economia, a utilidade de quantidades x e y de dois benguitalda; e G, &,

algumas vezes, medida por uma faatJ(x,y). Por exemplo, Ge G podem ser dois produtos
guimicos que uma irigstria farma@utica precisa ter a @o e U(x,y), o lucro na manufatura de
um produto cujamtese necessita de quantidades diferentes dos produitosops, dependendo
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do processo utilizado. Se;@usta a dlares por quilograma, @custa b dlares por quilograma
e a quantidade total destinadecompra de Ge G, juntosé ¢ dlares, enfio os administradores

da empresa querem maximizafxJy), dado que ax by = c. Assim, eles precisam resolver um
problema tpico de multiplicadores de Lagrange.

Suponha que

U (x,y) = xy+2x

e que a equ&ip ax+ by = c seja simplificada para

2x+y =230

Encontre o valor raximo de U e os valores correspondentes de x e y sujeitos éldissa
restricao.
Solugao:

Deve ser encontrado oarimo da fun@o

U(X,y) = Xy+ 2x

Sujeitaa curva de tvel k = 0, da fun@o

g(x,y) = 2x+y—30

De acordo com os multiplicadores de Lagrange, os ponttisas da fung@oU (x,y) restrita

a curva de ivel g(x,y) = 0 s30 as soluges do sistema:
(

0 0
% U(xy)=A I g(x,y)

0 0
a_yU(X7y>_)\ a_yg(xay)
g(x,y)=0

\

Calculando as derivadas parciais, o sistema aéima
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y+2 = 2A
X=A
2X+y—-30=0

Das duas primeiras equ#gs segue-se que= 2x — 2. Substituindo essa igualdade na
terceira equap, obém-se quex = 8. Assim, o sistema tem sol@g Unica dada pok = 8,
y =14 eA = 8, e portanto dinico ponto citico da restri@o & o ponto(8,14). Analisando
o comportamento da fuBig percebe-se que esse ponto de aimo da restrigo, e o valor
maximo deU (x,y) restritaa reta 2+y = 30& igual a

U(8,14) = 128

Exemplo 3.6 Uma sonda espacial no formato de um elipscige+ y? + 42° = 16 penetra na
atmosfera da terra e sua supmite comeca se aquecer. Depois de uma hora, a temperatura
no ponto RX,y,z) sobre a supeftie da sonda T(x,y,z) = 8x* + 4yz— 16z+ 600 Encontre o
ponto mais quente sobre a supeid da sonda.

Solugao:
Seja a temperatura sobre a sufmefda sonda igua:

T(X,Y,2) = 8x% + 4yz— 162+ 600

Temos que minimizal com a restrigo de que a sonda espacial tenha o formato de um
elipsoide, ou seja,
E(X,Y,2) = 4 +y?+ 47 — 16

Vamos calcular as derivadas parciais em @beax,y e z,

E(x,y,2) = (8%,2y,82)

T(x,y,2z) = (16x,4z,4y — 16)
Aplicando o multiplicador de Lagrange temos,
%
OT=ALE

(16x,4z,4y — 16) = A (8x, 2y, 82)
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16x=8Ax, = A =2

Temos que,
4z =2)y
47 =4y
Portantoz=y.
Sendaz =, logo,
dy—16=8Az
4y —16= 16y
4y —16y—16=0
_ 4
=73

. 4 i
Sejaz=vy, enfioz= —3 Basta agora encontrar o valor xlesubstituindo os valores de
ezna equago 4 +y? 4 4z° = 16, temos:

. . , 4 4 4
O ponto mais quente sobre a supad da sond&P = (ié, —3 _;3,) .

Exemplo 3.7 A temperatura em um ponta,y) sobre uma placa mélica &
T(x,y) = 4x* — 4xy+y?. Uma formiga sobre a chapa anda ao redor da circudfesia de raio
5 centrada na origem. Quaisie as temperaturas &xima e nmima encontradas pela formiga?

Solugao:

Modelamos os valores dados como um problema de otifizagjeita a uma restag,
portanto, podemaos utilizar o &odo do Multiplicadores de Lagrange, onde a temperatima so
uma placa métlicaé dada por:

T(Xy) = 4x% — 4xy+Y?
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Procuramos minimizafF com a restrigo de que a formiga ande ao redor da circlariera
de raio 5 centrada na origem, i€p

g(x,y) =X*+y* -5

Vamos calcular as derivadas parciais,

Tx=8x—4y, Ty=-4x+2y, x=2X, e g=2y

De acordo com o multiplicador de Lagrange, temos:

N
OT=A0g
assim,
(8x— 4y, 4x+2y) = A(2x,2y)
(8X— 4y, 4x+2y) = (24X, 2AY)
Entao,
8X — 4y = 2AX e —4x+2y =2)y
IsolandoA,
_ 8—4dy _ —Ax+2y
A= 2X e A= 2y
Assim, obtemos:
8x — 4y = 2x
ox = 4y
— 2

- 2 ~
Substituindo o valor dg = éy na equagox® +y? = 5 temos,

2 2

(39) +7=s
gf+f:5
a°+9y° _

9
132 =45

5
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_ 57
Y=*3%

Encontrado o valor dg vamos descobrir queix enfio,

2/ 67
=212t
X 3( 3.6)

134
X=*108
Portanto as temperatur 56—7 134 e —6'7 —13'4 sao de naxima e de
P 36) '\ 108 36/)’\ 108

minima encontradas pela formiga.
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4 CONSIDERAC()ES FINAIS

Neste trabalho evidenciamos as propriedades principa®so objeto de estudo, o vetor
gradiente.

Inicialmente, ao relacionar o conceito de derivada diredicom a definigo do vetor gra-
diente verifica-se que o vetor gradient&ralde facilitar o &lculo da derivada direcional, indica
a dire@o e sentido de maior crescimento de uma &anica partir de um ponto. Esta proprie-
dade conduziu a algumas aplidas do @lculo em problemas de otimizag, o que motiva o
ensino/aprendizagem tornando-os mais significativos.

Outra propriedade evidenciada neste traballocfato de que o vetor gradieré#éertogonal
as supeities (ou curvas) deivel e, por considerdgs semelhantes, o vetor gradieaterto-
gonal ao plano tangente. Devido a esta ortogonalidade oo geddiente nosala equago do
plano tangente e a equagda reta normal. Mais, ainda, esta propriedade @&wra do vetor
gradiente justifica o Mtodo dos Multiplicadores de Lagrange.

Por fim, aplicamos algumas propriedades do vetor gradientereblemas de otimizag,
fazendo uso do Etodo dos Multiplicadores de Lagrange. Assim, pudemosic@rique este
método, desenvolvido no final deesulo XVIII, & imprescindvel aé hoje, no dia-a-dia de
fisicos, mater@aticos e economistas, possibilitando a resiuge problemas de otimizag.



55

REFERENCIAS

BRADLEY, L. D. H.. G. L. Calculo - Um curso moderno e suas aplicdies 9. ed. [S.I.: s.n.],
2001.

LEITHOLD, L. O Calculo com geometria anditica. [S.l.]: 3, 1994.
STEWART, J.Calculo. 5. ed. [S.l.: s.n.], 2007.

THOMAS, G. B.Calculo. 11. ed. [S..]: Addison-Wesley, 2009. 650 p.
WINTERLE, A. S. e PGeometria Analitica. [S.l.]: 2, 2004.
WINTERLE, P.Vetores e Geometria Anaitica. [S.l.: s.n.], 2000.



