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CAMPO MOUR ÃO
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RESUMO

CRUZ, Dênis R. O.. Teoria do Potencial e Suas aplicações na Engenharia. 53 f. Monografia
– Programa de Ṕos-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
Campo Mour̃ao, 2012.

Esta monografia tem o intuito de apresentar de forma didática a Teoria do Potencial aplicadoà
Engenharia com uso da Análise Complexa, buscando ser um material de apoio para iniciantes
no estudo destáarea da mateḿatica que geralmente acaba sendo pouco explorada nas séries
anteriores e o aluno acaba tendo um contato mais frequente só na graduaç̃ao, e com este trabalho
podeŕa sanar v́arias de suas dúvidas.

Palavras-chave:Análise Complexa, Teoria do Potencial, Equação de Laplace, Condução do
calor, Fluido ideal



ABSTRACT

CRUZ, Dênis R. O.. Potential Theory and Its Applications in Engineering. 53 f. Monografia
– Programa de Ṕos-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
Campo Mour̃ao, 2012.

This monograph aims to present the didactically Potential theory applied to Engineering Analy-
sis with use of Complex, trying to be a support material for beginners in the study of this area
of mathematics that usually ends up being little explored inprevious series and the student ends
up having a more frequent contact only in degree, and this work could remedy many of your
questions.

Keywords: Complex Analysis, Potential Theory, Laplace equation, heatconduction, ideal
Fluid
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1 INTRODUÇÃO

A equaç̃ao de Laplace1 ∇2φ = 0 é uma das mais importante EDP’s ( Equações Diferenciais

Parciais ) da engenharia matemática, j́a que ela ocorre em gravitação, eletrost́atica, conduç̃ao

de calor em estado estacionário, escoamento de fluidos incompressı́veis etc. A teoria que trata

da soluç̃ao destas equaçõesé conhecida como Teoria do Potencial. No caso de duas dimensões

quandoφ depende somente das duas coordenadas cartesianasx ey, a equaç̃ao de Laplace torna-

se:

∇2φ = φxx+φyy = 0. (1)

Sabemos então que suas soluçõesφ est̃ao intimamente relacionadas com as funções analı́ticas

complexasφ + iψ. Essa relaç̃ao é a raz̃ao principal da import̂ancia da ańalise complexa em

fı́sica e engenharia. Neste trabalho, devemos considerar essa conex̃ao e suas consequências

detalhadamente, e ilustrá-las com exemplos de modelos tı́picos da eletrostática, conduç̃ao do

calor e hidrodin̂amica. Isso nos leva aos problemas devalores de contorno.

Este trabalhóe dividido do seguinte modo: O capı́tulo 2, intitulado Desenvolvimentóe divi-

dido em cinco seç̃oes. Na primeira delas, apresentamos um repassoà teoria de ańalise complexa

versando sobre os conceitos básicos de ńumeros complexos até a integraç̃ao complexa. J́a na

segunda seção, adentrando no ambiente proposto no tı́tulo do trabalho,́e apresentado os campos

eletrost́aticos. Nas tr̂esúltimas seç̃oes, vislumbrando aplicações, s̃ao expostos os conceitos de

potencial complexo, condução do calor e escoamento de fluidos, respectivamente. Por fim,o

último caṕıtulo, destina-se as considerações do trabalho.

1Uma outra notaç̃ao para a equação de Laplacée por∆φ = 0
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 PRELIMINARES

Nesta seç̃ao, apresentaremos uma breve revisão de varíaveis complexas. Para mais deta-

lhes dos resultados aqui apresentados o leitor pode consultar os cĺassicos (SPIEGEL, 1977),

(KREYSZIG, 2011), (́AVILA, 2000), (SHOKRANIAN, 2002), (ZILL; SHANAHAN, 2011),

dentre outros. Vale ressaltar que não nos atentaremos a apresentar uma variedade de exemplos

sobre os conceitos a seguir, mas, achamos mais interessante, quando oportuno, apresentar uma

comparaç̃ao entre ańalise real e ańalise complexa dos temas abordados.

2.1.1 Ńumeros Complexos

Desde que algumas equações alǵebricas, tais comox2+1= 0, ñao tem soluç̃ao em R, os

primeiros mateḿaticos foram obrigados a considerar soluções puramente formais, envolvendo

ráızes quadradas dos números negativos. Assim, Heron (Alexandria, 100 a. C.) obteve a soluç̃ao

de
√
−63, Girolamo Cardano (1545) escreveu 40= (5+

√
−15) · (5−

√
−15). Esses ńumeros

foram considerados sem utilidade e o termo imaginário foi aplicado a eles.

Se i é definido como soluç̃ao da equaç̃aox2+1= 0, os ńumeros da formaa+ ib, a,b∈ R

são chamadosNúmeros Complexos. O desenvolvimento moderno dos números complexos

começou com a descoberta por meio da interpretação geoḿetrica deles. Iniciada por John Wallis

(1685), formalizada por Caspar Wessel (1799) e estabelecidae reconhecida a partir de 1806 com

Jean Robert Argant e, finalmente, formalmente estudada por Carl Friedrich Gauss (1831).

Certamente, o seu primeiro contato com os números complexos foi por meio da obtenção

das ráızes de uma equação do 2o¯grauax2+bx+c= 0 dada pela f́ormula

x=
−b±

√
b2−4ac

2a
.

Quando o discriminante for negativo, sabemos que a fórmula acima ñao leva a nenhuma raiz

real. No entanto, os números complexos entraram na Matemática pela equação do 3o¯grau e ñao
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do 2o.̄

Definição 2.1 Definimos o conjuntoC (chamado de conjunto dos números complexos) como

sendo o conjunto dos pares ordenados(a,b) com a,b∈ R com as operaç̃oes:

(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)

(a,b) · (c,d) = (ac−bd,ad+bc)

Identificações:Denotamos

(a,0) = a (0,1) = i .

Observaç̃ao 2.1 Temos que

1. Dado z∈ C, z= (a,b), chamamos a= ℜ(z) de parte real de z e b= ℑ(z) de parte

imagińaria de z.

2. O par(0,0) é o elemento neutro para a operação soma.

3. O par(1,0) é o elemento neutro para a operação multiplicaç̃ao.

4. Temos que(a,b) = (c,d) ⇔ a= c e b= d.

Munidos dos conceitos apresentados acima, podemos obter o plano complexo, quée o

conjunto de representações de todos os números complexosz= x+ iy pelos pontosP= (x,y)

do plano.

A representaç̃ao dos ńumeros complexos por pontos do planoé muito útil e de uso fre-

quente. Por meio dela, o número complexoz= x+ iy é identificado com o ponto(x,y), ou com

o vetorOzde componentesx ey.

Proposiç̃ao 2.1 Dados os ńumeros complexos z1,z2,z3 ∈ C, valem as propriedades:

1. Associativa: (z1+z2)+z3 = z1+(z2+z3) .

2. Comutativa: z1+z2 = z2+z1 .

3. Distributiva: z1 · (z2+z3) = z1z2+z1z3 .

Usando a 1a¯definiç̃ao e as identificaç̃oes, temos:
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0 x

z = x + iyy

Figura 1: Representaç̃ao dos ńumeros complexos

1. (0,1) · (0,1) = (−1,0) =−1, ou i · i =−1, o que nos mostra quei2 =−1.

2. Adição

(a+ ib)+(c+ id) = (a+c)+ i(b+d) .

3. Subtraç̃ao

(a+ ib)− (c+ id) = (a−c)+ i(b−d) .

4. Multiplicaç̃ao

(a+ ib) · (c+ id) = (ac−bd)+ i(ad+bc) .

5. Divisão

a+ ib
c+ id

=
a+ ib
c+ id

· c− id
c− id

=
ac+bd+ i(bc−ad)

c2+d2

=
ac+bd
c2+d2 + i

bc−ad
c2+d2 .

O número complexoc− id é chamadoconjugadodo ńumero complexoc+ id. De modo

geral, dadoz= a+ ib, denotamos porz= a− ib como sendo o conjugado dez.

Observaç̃ao 2.2 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

1. Várias das propriedades do sistema de números reaisR permanecem v́alidas no sistema

de ńumeros complexosC, mas h́a algumas diferenças notáveis.
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Por exemplo, o conceito deordem do sistema de ńumeros reais ñao se aplica ao sis-

tema de ńumeros complexos. Em outras palavras, não podemos comparar dois números

complexos z1 = a1 + ib1, b1 6= 0 e z2 = a2 + ib2, b2 6= 0, por meio de desigualdades.

Asserç̃oes como z1 < z2, ou z2 ≥ z1 não t̂em qualquer significado emC.

2. Algumas coisas que sabemos ser impossı́veis na ańalise real, comoex =−2 e senx= 5,

quando x́e uma varíavel real, s̃ao perfeitamente corretas e corriqueiras na análise com-

plexa, quando x́e interpretado como uma variável complexa, como veremos posterior-

mente.

Definição 2.2 (Valor Absoluto) Seja z= a+ ib um ńumero complexo. Definimos|z|=
√

a2+b2

como sendo ovalor absolutode z.

Propriedades de conjugação e valor absoluto.

1. z1±z2 = z1±z2 .

2. z1 ·z2 = z1 ·z2 .

3.

(
z1

z2

)

=
z1

z2
.

4. Sez= ℜ(z)⇒ z= z.

5. Sez= ℑ(z)⇒ z=−z.

6. z+z= 2ℜ(z) .

7. z−z= 2ℑ(z)

8. |ℜ(z)| ≤ |z| .

9. |ℑ(z)| ≤ |z| .

10. Sez1 = a1+b1 i e z2 = a2+b2 i ent̃ao |z1−z2|=
√

(a1−a2)2+(b1−b2)2 é a dist̂ancia

entrez1 ez2.

11. z·z= |z|2.

12. |z|= |z|.

13. |z1 ·z2|= |z1| · |z2|

14.

∣
∣
∣
∣

z1

z2

∣
∣
∣
∣
=

|z1|
|z2|

, z2 6= 0.

15. |z1+z2| ≤ |z1|+ |z2|

16. |z1−z2| ≥ | |z1|− |z2| |

2.1.2 Representação Polar

Considerando a representação geoḿetrica de um ńumero complexoz 6= 0, chama-seargu-

mento de z o ânguloθ formado pelo eixoOx e o vetorOz, no qual denotaremos porarg(z).

Como em trigonometria, oŝangulos s̃ao aqui orientados: consideramos positivo o sentido de

percurso oposto ao dos ponteiros do relógio.
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Nesta definiç̃ao, o argumento ñaoé único e śo fica determinado a menos de múltiplos intei-

ros de 2π, isto é,θ pode ser trocado porθ +2kπ, k∈ Z.

Deste modo, temos que o

arg(z) ≡ Arg(z)(mod2π)

≡ Arg(z)

ondeArg(z) = θ quando 0≤ θ < 2π.

A menos que se diga o contrário, consideraremos o argumento de um número complexo

comoθ = Arg(z), 0≤ θ ≤ 2π.

Comoa= |z| cosθ eb= |z| senθ , temos a seguinterepresentaç̃ao polarourepresentaç̃ao

trigonométrica:

z= r (cosθ + i senθ), r = |z|; (1)

de modo quer e θ são designados ascoordenadas polaresdez.

0 a

b z = a + ib

θ

r = |z|

Figura 2: Forma Polar do número complexoz= a+bi

A seguir, um resultado interessante:

Proposiç̃ao 2.2 Sejam z,w dois ńumeros complexos. Então,

arg(z · w) = (arg(z)+arg(w))(mod2π) e arg
( z

w

)

= (arg(z)−arg(w))(mod2π) . (2)
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Observaç̃ao 2.3 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

1. Um argumento pode ser associado a qualquer número complexonão nulode z. Contudo,

para z= 0 não é posśıvel dar a arg(z) qualquer definiç̃ao que faça sentido.

2. Se tomarmos arg(z) no intervalo(−π,π], a relaç̃ao entre um ńumero complexo z e seu

argumentoé uńıvoca; ou seja, todo ńumero complexo ñao nulo tem precisamenteum

ângulo entre(−π,π]. Todavia, o intervalo(−π,π] nada tem de especial; também es-

tabelecemos uma relação uńıvoca se usarmos o intervalo(0,2π] para definir o valor

principal do argumento de z. Para o intervalo(−π,π], o eixo real negativóe ańalogo a

uma barreira que decidimos não cruzar; a denominaç̃ao t́ecnica dessa barreiráe corte

de ramoou linha de corte de ramo(branch cut). Se usarmos(0,2π], o corte de ramóe o

eixo positivo. Veremos novamente este conceito ao tratar dafunç̃ao logaritmo complexa.

3. A parte “cosseno i seno” da parte da forma polar de um número complexóe, às vezes,

abreviada por cis, ou seja,

z= r (cosθ + i senθ) = r cisθ .

Esta notaç̃ao, empregada principalmente na engenharia, não seŕa utilizada neste texto.

Fórmulas do Produto e do quociente

De posse da representação polar, vamos deduzir uma regra conveniente para a multiplicaç̃ao.

Sejam

z1 = r1(cosθ1+ i senθ1) e z2 = r2(cosθ2+ i senθ2)

dois ńumeros complexos quaisquer. Então

z1z2 = r1r2(cosθ1+ i senθ1)(cosθ2+ i senθ2)

= r1r2[(cosθ1cosθ2− senθ1senθ2)+ i(senθ1cosθ2+cosθ1senθ2)]

= r1r2[cos(θ1+θ2)+ i sen(θ1+θ2)] .

Com isto, note queArg(z1 · z2) = θ1+θ2 = Arg(z1)+Arg(z2).

Vamos deduzir um resultado análogo para a divis̃ao, no entanto, note que

1
cosθ + i senθ

=
cosθ − i senθ

(cosθ + i senθ)(cosθ − i senθ)
= cosθ − i senθ ,
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temos:

z1

z2
=

r1

r2
· cosθ1+ i senθ1

cosθ2+ i senθ2

=
r1

r2
· (cosθ1+ i senθ1)(cosθ2− i senθ2)

=
r1

r2
· [(cosθ1cosθ2+ senθ1senθ2)+ i(senθ1cosθ2−cosθ1senθ2)]

=
r1

r2
· [cos(θ1−θ2)+ i sen(θ1−θ2)] .

Analogamente,Arg(z1/z2) = θ1−θ2 = Arg(z1)−Arg(z2).

Fórmula De Moivre

A fórmula da multiplicaç̃ao estende-se para um número qualquer de fatores, istoé, de

demonstraç̃ao simples, podemos obter

z1z2 . . .zn = r1r2 . . . rn[cos(θ1+θ2+ . . .θn)+ i sen(θ1+θ2+ . . .θn)].

Quando todos os fatores são iguais e de ḿodulo unit́ario, obtemos afórmula De Moivre:

(cosθ + i senθ)n = cosnθ + i sennθ .

Esta f́ormula tamb́emé válida para expoentes negativos. De fato,

(cosθ + i senθ)−n =
1

(cosθ + i senθ)n =
1

cosnθ + i sennθ
= cosnθ − i sennθ = cos(−nθ)+ i sen(−nθ) .

2.1.3 Ráızesn-ésimas

Diz-se que um ńumeroz é raiz n-ésimade um dado ńumero complexoa, sezn = a. Como

veremos logo a seguir, um número complexo ñao-nulo possuin ráızes distintas. Para isso,

consideremos o ńumero dadoa 6= 0 em sua forma polar, bem como, a raiz que desejamos

encontrar na sua forma polar, ou seja,

a= r(cosθ + i senθ) e z= ρ(cosϕ + i senϕ).

Utilizando com deleite a fórmula De Moivre, a equaçãozn = a assume a seguinte forma:

ρn(cosnϕ + i sennϕ) = r(cosθ + i senθ) .

Como a igualdade de números complexos requer a igualdade das partes reais e das partes ima-
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ginárias, separadamente, devemos ter

ρncosnϕ = r cosθ e ρnsennϕ = r senθ .

Estas equaç̃oes, por sua vez, equivalem aρn = r e nϕ = θ + 2kπ, ondek é um inteiro.

Daqui segue-se que seρ é a raizn-ésima positiva der, donde

z= n
√

a= n
√

r

[

cos

(
θ +2kπ

n

)

+ i sen

(
θ +2kπ

n

)]

. (3)

Esta f́ormula produzn ráızes distintas, quandok se atribuem os valores dek= 0,1, . . . ,n−1.

No caso particular quandoa= 1, temos queθ = 0 e a f́ormula (3) se reduz a

z= cos

(
2kπ
n

)

+ i sen

(
2kπ
n

)

(4)

que s̃ao chamadas raı́zesn-ésimas da unidade.

Exemplo 2.1 Calcule as ráızes de z6 = 1 e esboce tais ráızes no plano complexo.

Soluç̃ao: Note que recorrendòa (3) temos que

z0 = 1,

z1 = cos(π/3)+ i sen(π/3) = 1/2+ i
√

3/2, z2 =−z1, z3 =−1, z4 =−z1, z5 = z1.

A figura (3) ilustra as ráızes para a equaçãoz6 = 1:

z0

z1z2

z3

z4
z5

Figura 3: Raı́zes da equaç̃aoz6+1= 0
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Observaç̃ao 2.4 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

1. Como consequência de (3), podemos dizer que o sistema de números complexośefechado

sob a operaç̃ao de extraç̃ao de ráızes. Isso significa que para qualquer número z∈ C,

z1/n tamb́em est́a emC. O sistema de ńumeros reais ñao goza de propriedade similar de

fechamento, pois se x∈ R, x1/n não est́a necessariamente emR.

2. Do ponto de vista geoḿetrico, as n ráızes n-́esimas de um ńumero complexo z também

podem ser interpretadas como os vértices de um polı́gono regular com n lados que está

inscrito em uma circunferência de raio n
√

r e centro na origem. A plausibilidade deste

fato pode ser comprovada por uma reinspeção da figura anterior.

3. Quando m e n s̃ao inteiros positivos sem fator comum, (3) nos permite definir uma

pot̂encia racional de z, ou seja, zm/n. Pode ser mostrado que o conjunto de valores

(z1/n)m é igual ao conjunto de valores(z1/m)n. Este conjunto de n valores comunsé defi-

nido como zm/n.

2.1.4 Conjuntos de Pontos no Plano Complexo

Definição 2.3 Consideremos z0 = x0+ i y0. Como|z−z0|=
√

(x−x0)2+(y−y0)2 representa

a dist̂ancia entre os pontos z= x+ iy e z0 = x0+ i y0, os pontos z= x+ iy que satisfazem a

equaç̃ao

|z−z0 |= ρ, ρ > 0, (5)

est̃ao localizados nacircunferência de raio ρ, centrada em z0, como ilustrado na figura a

seguir.

Figura 4: Circunfer ência de raioρ.

Definição 2.4 Dizemos que o conjunto de pontos definidos por|z−z0| ≤ ρ é umdiscode raio

ρ e centro z0. O conjunto de pontos definidos por|z−z0|< ρ é ditovizinhançade z0.
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Definição 2.5 Um ponto z0 é denominadoponto interior de um conjunto S do plano complexo

se existir alguma vizinhança de z0 que esteja inteiramente contida em S. Se todo ponto z de um

conjunto S for um ponto interior, então Sé denominadoconjunto aberto.

Figura 5: Conjunto aberto

Definição 2.6 Se toda vizinhança de um ponto z0 contiver pelo menos um ponto que está em S e

pelo menos um ponto que não est́a em S, ent̃ao z0 é denominadoponto de fronteira. A coleç̃ao

de pontos de fronteira de Śe chamadafronteira de S. Um ponto z que não é um ponto interior

nem um ponto de fronteira de um conjunto Sé chamadoponto exteriorde S.

Interior
S

Exterior

Fronteira

y

x

Figura 6: Interior, fronteira e exterior de S.

Definição 2.7 Se um par qualquer de pontos z1 e z2 de um conjunto S puder ser ligado por

uma linha poligonal que consiste em segmentos de retas conectados e inteiramente contidos

no conjunto, Śe denominado um conjuntoconexo. A figura a seguir, ilustra o conceito. Um

conjunto conexo abertóe denominadodoḿınio.
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z1

z2

Figura 7: Conjunto conexo

Observaç̃ao 2.5 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

No estudo de mateḿatica é prov́avel que o aluno tenha se deparado com o conceito de

infinito . Por exemplo, em um curso de cálculo o aluno deve ter estudadolimites no infinito,

quando o comportamento de funçõesé examinadòa medida que x aumenta ou diminui in-

definidamente. Como há exatamente duas direções em uma reta de números,é conveniente

representar as noç̃oes de “aumentar” indefinidamente e “diminuir” indefinidamente de forma

simb́olica por x→ +∞ e x→−∞, respectivamente. No entanto, podemos nos sair muito bem

sem a designaç̃ao ±∞ usando um “ponto ideal” denominadoponto infinito e denotado sim-

plesmente∞. Para isso, associamos qualquer número real a a um ponto(x0,y0) na circun-

ferência unit́aria x2+ y2 = 1 da seguinte forma: traçamos uma reta do ponto(a,0), no eixo x

ou reta horizontal de ńumeros, ao ponto(0,1), na circunfer̂encia. O ponto(x0,y0) na circun-

ferênciaé a intersecç̃ao da linha reta e da circunferência. A figura (8) deixa claro que quanto

mais distante o ponto(a,0) estiver da origem, mais próximo(x0,y0) se torna de(0,1). Para

completar a correspond̂encia comtodosos pontos na circunferência ,(0,1) é associado ao∞.

O conjunto que consiste nos números reaisR é ditosistema de ńumeros reais estendido.

Em nosso estudo, o análogoà reta de ńumerośe o plano complexo. Recordemos que como

C não é ordenado, a noç̃ao de “aumento” ou “diminuiç̃ao” de z ñao faz sentido. Contudo,

sabemos que se aumentarmos ou diminuirmos o módulo|z| de um ńumero complexo z o número

se distancia da origem. Se permitirmos que z cresça indefinidamente, digamos ao longo do

eixo real ao do eixo imagińario, não precisaremos distinguir “direç̃oes” ao longo desses eixos,

como z→+∞,z→−∞,z→+i ∞ ou z→−i ∞. Em ańalise complexa, usamos apenas a noção

de ∞, pois podemos estender o sistemas de números complexosC de forma ańaloga à que

acabamos de descrever para o sistema de números reaisR. Todavia, agora associamos um

número complexo a um ponto na superfı́cie de uma esfera de raio unitário, denominadaesfera

de Riemann. Ao desenhar uma reta do número z= a+ ib no plano complexo, representado por

A = (a,b,0), ao polo norte N= (0,0,1) da esfera x2+ y2+ u2 = 1, determinamos uḿunico
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ponto A′ = (x0,y0,u0) na superf́ıcie da esfera unit́aria. Como mostra a figura (9), um número

complexo de ḿodulo muito grande está distante de S= (0,0,0) e, por conseguinte, o ponto A′

est́a próximo de N. Assim, cada número complexóe associado a uḿunico ponto na superfı́cie

da esfera. Como o ponto N não est́a associado a qualquer número z no plano, o associamos a

∞. O resultante sistema consiste emC e no “ponto ideal” é denominadosistema de ńumeros

complexos estendido.

Esta forma de associar ou mapear os números complexos a uma esfera – com polo norte

em Né denominadaprojeç̃ao estereogŕafica.

Para um ńumero finito z, temos z+ ∞ = ∞ + z = ∞ e, para z6= 0, z · ∞ = ∞ · z = ∞.

Adicionalmente, para z6=,0, escrevemos z/0 = ∞ e, para z6= ∞,z/∞ = 0. Express̃oes como

∞−∞,∞/∞,∞0 e 1∞ não podem ser definidas se são denominadas indeterminações ou formas

indeterminadas.

Reta de
números

(0, 1)

(x0, y0)

(a, 0)

Figura 8: Cı́rculo unit ário Figura 9: Esfera unitária

2.1.5 Funç̃oes Complexas

Vamos considerar funções definidas em conjuntos complexos, assumindo valores comple-

xos. Mais precisamente, sejaD um conjunto de ńumeros complexos e sejaf a lei que faz

corresponder, a cada elementoz do conjuntoD, umúnico ńumero complexo, que denotaremos

por f (z). Nestas condiç̃oes, diz-se quef é uma funç̃ao comdomı́nio D. O conjuntoI dos

valoresw= f (z), correspondentes a todos valores dez emD, é chamado aimagemdeD pela

função f conforme ilustra figura a seguir:
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z
f (z)

f

ID

Figura 10: Função de variável complexa

A cada funç̃aow= f (z) de uma varíavel complexaz= u+ iv est̃ao associadas duas funções

reais de varíaveis reaisx ey,dadas por

u= u(x,y) = ℜ( f (z)) : R2 → R e v= v(x,y) = ℑ( f (z)) : R2 → R

Observaç̃ao 2.6 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

Há uma grande diferença entre as análises real e complexa:

não é posśıvel desenhar o gŕafico de uma funç̃ao complexa

De fato, se y= f (x) for uma funç̃ao de valor real de uma variável real x, o gŕafico de f é

definido como o conjunto de todos os pontos(x, f (x)) no plano cartesiano bidimensional. Uma

definiç̃ao ańaloga pode ser feita para funções complexas. No entanto, se w= f (z) for uma

funç̃ao complexa, z e w residem no plano complexo. Por conseguinte, o conjunto de todos

os pontos(z, f (z)) reside no espaço quadridimensional (duas dimensões da entrada z e duas

dimens̃oes da sáıda w). é óbvio que um subconjunto do espaço quadridimensional não pode ser

ilustrado com facilidade. Em vez de usar um gráfico, representaremos uma função complexa

por meio de umatransformaç̃ao complexacom o uso de duas figuras: a primeira descreve um

subconjunto S no plano complexo, e a segunda, a imagem S′ do conjunto S sob a transformação

complexa. A figura a seguir, apresenta um exemplo de uma transformaç̃ao complexa.
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S
w = f (z) S ′

x

y

u

v

Figura 11: Imagem deSsob a transformaç̃aow= f (z).

A primeira funç̃ao f : C→ C seŕa definida a seguir.

2.1.6 A Funç̃ao Exponencial Complexa

Admitimos que o leitor, com sua familiaridade com as funções trigonoḿetricas, a constante

de Euler e e a funç̃ao exponencial ex, conceitos estes que são estudados nos cursos de Cálculo.

Lembramos, ainda, os desenvolvimentos dessas funções em śeries de MacLaurin, v́alidos para

todos os valores reais da variávelx:

ex =
+∞

∑
n=0

xn

n!
= 1+x+

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . ; (6)

cosx=
+∞

∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . . ; (7)

senx=
+∞

∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . (8)

Vamos tomar o desenvolvimento (6) como base para definir ez com z complexo. Formal-

mente, assuma que este desenvolvimento seja válido para nossos propósitos e que ez paraz

complexo, ent̃ao paray real, tem-se:

eiy = 1+ iy+
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+

(iy)5

5!
+

(iy)6

6!
+

(iy)7

7!
+ . . .

= 1+ iy− y2

2!
− i

y3

3!
+

y4

4!
+ i

y5

5!
− y6

6!
− i

y7

7!
+ . . .
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Ou ainda,

eiy =

(

1− y2

2!
+

y4

4!
− y6

6!
+ . . . ...

)

+ i

(

y− y3

3!
+

y5

5!
− y7

7!
+ . . .

)

,

ou seja, em vista de (7) e (8), obtemos:

eiy = cosy+ i seny.

Por outro lado, da definição da exponencial no caso de um expoente qualquerz= x+ iy

temos

ez = ex+iy = exeiy,

doravante,

ez = ex+iy = ex(cosy+ i seny) . (9)

Propriedades:

1. e0 = 1.

2. ez1+z2 = ez
1ez2;

3. e−z = 1/ez;

4. (ez)n = enz,n inteiro;

5. ez 6= 0 para todoz;

6. |ez|= eℜ(z);

7. ez = 1 ⇔ z= 2kπ i,k inteiro.

8. ez é períodica com peŕıodo puramente ima-

ginário 2π i.

Observaç̃ao 2.7 Se z= r (cosθ + i senθ), ent̃ao eiθ = e0(cosθ + i senθ) = (cosθ + i senθ),
portanto,

z= reiθ .

2.1.7 Funç̃oes Trigonoḿetricas

Como vimos na seção anterior

eiy = cosy+ i seny e eiy = cosy− i seny,

logo é natural definir
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cosz :=
eiz+e−iz

2
(10)

senz :=
eiz−e−iz

2i
(11)

tgz :=
senz
cosz

(12)

cotgz :=
cosz
senz

, secz :=
1

cosz
, cossecz :=

1
senz

(13)

Propriedades:

1. sen2z+cos2z= 1.

2. cosz= cosx coshy+ i senx senhy.

3. senz= senx coshy+ i cosx senhy.

4. sen(z+2π) = senz e cos(z+2π) = cosz.

5. sen(z+π) =−cosz, cos(z+π) =−senze tg(z+π) = tgz.

6. |senz|2 = sen2x+ senh2y e |cosz|2 = cos2x+ senh2y.

7. sen(z1±z2) = senz1cosz2±cosz1senz2 e cos(z1±z2) = cosz1cosz2∓ senz1senz2.

8. sen(−z) =−senz e cos(−z) = cosz.

9.







senz= 0⇒ z= 0 ou z=±nπ

cosz= 0⇒ z=±(2n−1)π
2

As funç̃oes hiperb́olicas seno e cosseno, são definidas, como no caso de variáveis reais,

pelas seguintes expressões:

senhz=
ez−e−z

2
, coshz=

ez+e−z

2
.

Propriedades:

1. cosh2z− senh2z= 1.
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2. senz=−i senh(iz) e cosz= cosh(iz).

3. senh(−z) =−senhz e cosh(−z) = coshz.

4. senh(z± w) = senhzcoshw±coshzsenhw.

5. cosh(z± w) = coshzcoshw± senhzsenhw.

2.1.8 A Funç̃ao Logaritmo Natural dez

O logaritmo de um ńumero complexoz= reiθ 6= 0, é definido assim:

ln z= ln r + iθ ,

onder denota o logaritmo real do númeror > 0. O logaritmo est́a definido para todo ńumero

complexoz 6= 0, e se reduz ao logaritmo real quandoθ = 0.

Na realidade, a f́ormula acima permite atribuir ao logaritmo vários valores distintos, depen-

dendo do argumento usado para o númeroz. Por causa disso, costuma-se dizer que o logaritmo

é umafunção multivalente. O pontoz= 0 é chamadoponto de ramificaç̃aode lnz, justamente

porque, descreve um cı́rculo centrado na origem e volta ao ponto inicial, a função lnz retorna

aumentada de 2π i.

É claro que o valor de uma função tem de ser determinado univocamente. Para tanto, se

considerarmos

ln z= ln r + iθ , −π < θ ≤ π,

teremos uma funç̃ao univalente. A escolha de um valor prefixado para o argumento na definiç̃ao

da funç̃ao lné chamadoramo de ln. Ent̃ao, como dizemos acima, a função ln est́a bem definida

se, e somente se, o ramo da função estiver no intervalo(−π, π]. Tal ramoé ditoramo principal

de lnz, já que poderı́amos admitir quearg(z) possuam valores num intervalo da forma(y0,y0+

2π], y0 ∈ R.

Observaç̃ao 2.8 1. Neste contexto, denotaremos

Lnz= ln r + iArg(z), Arg(z) ∈ (−π,π]. (14)

2. Pode-se mostrar que com o logaritmo definido acima, a função exponencial e a função

logaritmo s̃ao funç̃oes inversas.
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Propriedades: Dadosz1, z2 ∈ C, temos:

1. ln(z1z2) = ln z1+ ln z2.

2. ln(z1/z2) = ln z1− ln z2.

3. Lnzn
1 = n ln z1.

4. Ln(z1z2) = (Lnz1+Lnz2)(mod2π i).

5. Ln(z1/z2) = (Lnz1−Lnz2)(mod2π i).

6. Lnzn
1 = nLnz1(mod2π i).

Observaç̃ao 2.9 Podemos dar uma definição ao ńumero complexo zα com z,α ∈ C. Seja z6= 0,

ent̃ao definimos zα pela equaç̃ao

zα = eα ln z.

Observaç̃ao 2.10 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

1. A funç̃ao exponencial reaĺe biuńıvoca, mas a funç̃ao exponencial complexa não é.

2. lnx, x∈ R é uma funç̃ao uńıvoca, enquantoln z é multivalente.

3. No caso complexo,ez =−2 e ln(−2) fazem sentido, o que não ocorre no caso real.

4. (zα1)α2 6= zα1 α2 a menos queα1,α2 ∈ Z.

5. |senx|, |cosx| ≤ 1, ∀x∈ R, contudo, por exemplo,|cos(i)|, |sen(2+ i)|> 1.

6. Nas propriedades de funções trigonoḿetricas, item 6, pelo fato que as função seno hi-

perb́olica realé ilimitada, temos que as funções seno e cosseno complexas são ilimitadas.

7. Diferentemente das funções hiperb́olicas reais, as funç̃oes hiperb́olicas complexas s̃ao

periódicas e t̂em infinitos zeros.

2.1.9 Limite e Continuidade

A definição de limite e continuidade que daremos agoraé formalmente a mesma dos cursos

de Ćalculo.

Definição 2.8 Seja z0 um ponto de acumulação do doḿınio D de uma funç̃ao f . Diz-se que f

tem limite L com z tendendo a z0 se dado qualquerε > 0 existeδ > 0 tal que

z∈ D, 0< |z−z0|< δ ⇒ | f (z)−L|< ε.

Escreve-selim
z→z0

f (z) = L .
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Quando o pontoz0 pertence ao doḿınio de f e L = f (z0), dizemos quef é cont́ınua no

pontoz0 e escrevemos:

lim
z→z0

f (z) = f (z0) .

De maneira ańaloga, as propriedades de limites e de continuidade de números reais podem

ser estendidas aos números complexos.

2.1.10 Funç̃ao Anaĺıtica

A definição de derivada de uma função de varíavel complexáe formalmente a mesma que

no caso de uma função de varíavel real. Sejaf uma funç̃ao cujo doḿınio é uma regĩaoR e seja

um pontoz∈ R. Diz-se quef éderivávelno pontoz se existe o limite

lim
∆z→0

f (z+∆z)− f (z)
∆z

,

ou equivalente, se existe

lim
w→z

f (w)− f (z)
w−z

.

Quando esse limite existe, ele define uma nova função dez, aderivada de f , denotada porf ′.

Assim,

f ′(z) = lim
∆z→0

f (z+∆z)− f (z)
∆z

.

Definição 2.9 Diz-se que uma função f é anaĺıtica numa regĩao R se eláe deriv́avel em cada

ponto de R.

Exemplo 2.2 Note que,

1. f(z) =
(z+2)(3z−1)2

z(z−3)(z+ i)2 é anaĺıtica exceto, nos pontos z= 0, 3 e−i. Em tais pontos onde

a funç̃ao ñao é anaĺıtica, daremos por abuso de notação, o nome de singularidades.

2. Os polin̂omios f(z) = a0+a1z+a2z2+ . . .+anzn são funç̃oes anaĺıticas em todo o plano.

Neste caso, chamamos as funções anaĺıticas em todo o plano de funçõesinteira.

3. A funç̃aoexp(z) é inteira.

Observaç̃ao 2.11 Todas as funç̃oes com que o leitor se familiarizou em seu curso de Cálculo

são anaĺıticas, quando convenientemente estendidas ao plano complexo. Assim,

• Uma funç̃ao constantée anaĺıtica e sua derivadáe zero.
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• A funç̃ao f(z) = zn, z∈ Z é anaĺıtica e sua derivadáe f′(z) = nzn−1.

• Se f e g s̃ao anaĺıticas, as funç̃oes a seguir s̃ao anaĺıtcas e calcula-se com as conhecidas

regras:

1.
d
dz

( f (z)+g(z)) = f ′(z)+g′(z)

2.
d
dz

( f (z) ·g(z)) = f ′(z)g(z)+ f (z)g′(z)

3.
d
dz

(
f (z)
g(z)

)

=
g(z) f ′(z)− f ′(z)g(z)

[g(z)]2

4.
d
dz

( f (g(z))) = f ′(g(z))g′(z) .

5.
d
dz

(ez) = ez

6.
d
dz

(cosz) =−senz.

7.
d
dz

(senz) = cosz.

8.
d
dz

(ln z) =
1
z
.

Observaç̃ao 2.12 (Comparaç̃ao com Ańalise Real)

No ćalculo real, a derivada de uma função y= f (x) em um ponto x tem várias interpretaç̃oes.

Por exemplo, f′(x) é a inclinaç̃ao da reta tangente ao gráfico de f no ponto(x, f (x)). Quando a

inclinaçãoé positiva, negativa ou nula, a função, por sua vez, está aumentando, diminuindo ou,

possivelmente, tem um máximo ou ḿınimo. Aĺem disso, f′(x) é a taxa de variaç̃ao instant̂anea

de f em x. Em um contexto fı́sico, esta taxa de variação pode ser interpretada como velocidade

de um objeto ḿovel. Nenhuma dessas interpretações se aplica ao ćalculo complexo.Deste

modo, vale a pergunta: “O que significa a derivada de uma função complexa w= f (z)?” Eis

a resposta: na ańalise complexa, o interesse principalnão é o que a derivada de uma função

significa ou representa, mas sim se a função f realmentetemderivada, fato este, h́a de dizer

muito sobre a funç̃ao analisada.

2.1.11 As Equaç̃oes de Cauchy-Riemann

As Equaç̃oes de Cauchy-Riemann nos fornecem informações sobre a derivabilidade e a

analiticidade de uma função complexaf (z) em um dado pontoz do plano complexo. Estas

informaç̃oes s̃ao apresentadas nos seguintes teoremas:

Teorema 2.1 A funç̃ao f é anaĺıtica em um ponto z, se e somente se, f(z) = u(x,y)+ iv(x,y)

que satisfaz

∂u
∂x

=
∂v
∂y

e
∂u
∂y

=−∂v
∂x

. (15)
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2.1.12 Integraç̃ao Complexa

De modo ańalogo ao caso real, podemos definir aintegral de linha complexa
∫

C
f (z)dz

ou
∮

C
f (z)dzé a integral def (z) ao longo da curvaC.

Tal integral pode ser definida e representada em termos das integrais reais, ou seja, fazendo-

se

f (z) = u(x,y)+ i v(x,y) e dz= dx+ idy,

obtemos

∮

C
f (z)dz=

∮

C
(u(x,y)dx−v(x,y)dy)+ i

∮

C
(u(x,y)dy+v(x,y)dx),

desde que existam as integrais reais do lado direito da equac¸ão acima.

O caminhoC pode ser aberto ou fechado, mas devemos especificar a direção de integraç̃ao,

pois uma mudança de direção resulta em mudança no sinal da integral. As integrais complexas

são, portanto, redutı́veis a integrais reais curvilı́neas e possuem as as análogas propriedades

como no caso real.

2.1.13 Teorema Integral de Cauchy

As integrais de funç̃oes analı́ticas possuem algumas propriedades muito importantes. Pro-

vavelmente a mais importante delas seja descrita pelo teorema integral de Cauchy. Para apre-

sentar este teorema precisamos do conceito de conjunto simplesmente conexo. Um conjuntoD

é ditoconexose quaisquer dois de seus pontos podem ser unidos por uma linha totalmente per-

tencente aD. Um conjuntoD é ditosimplesmente conexose qualquer curva simples fechada

contida emD, pode ser deformada, sempre totalmente contida emD, at́e se tornar um ponto.

A figura abaixo ilustra duas regiões conexasA e B, dos quaisA é simplesmente conexa, masB

nãoé, pois esta possui um “buraco”.
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A

B

Figura 12: Exemplo de conjunto simplesmente conexo

Teorema 2.2 (Teorema Integral de Cauchy) Seja f(z) uma funç̃ao anaĺıtica num doḿınio

simplesmente conexo D. Se Cé um caminho fechado simples de D, então

∫

C
f (z)dz= 0.

Exemplo 2.3 Seja C a circunfer̂encia unit́aria, centrada na origem, orientada positivamente.

1.
∫

C
ezdz= 0, pois f(z) = ez é uma funç̃ao anaĺıtica, para todo z complexo.

2.
∫

C

1
z

dz= 2π i 6= 0. Mas, isto ñao contradiz o teorema de Cauchy, pois f(z) = z−1 não é

anaĺıtica na origem, a qual pertence a região R interior ao caminho C.

Teorema 2.3 Se f(z) é anaĺıtica em um doḿınio simplesmente conexo D e, se F(z) for uma

integral indefinida de f(z), ou seja, F′(z) = f (z), ent̃ao para todos os caminhos situados em D

que ligam dois pontos a e b em D, têm-se que

∫ b

a
f (z)dz= F(b)−F(a) .

Este teorema permite o cálculo das integrais de linha de funções complexas através de

uma integral indefinida. Com isto, podemos chegar aos seguintes resultados, dondeC é uma

constante arbitrária:

1.
∫

zndz=
zn+1

n+1
+C, n 6=−1

2.
∫

1
z

dz= lnz+C

3.
∫

ezdz= ez+C

4.
∫

azdz=
az

lna
+C
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5.
∫

senzdz=−cosz+C

6.
∫

coszdz= senz+C

7.
∫

sec2 zdz= tgz+C

A conseqûencia mais importante do teorema de Cauchyé a f́ormula integral de Cauchy.

Esta f́ormulaé dada pelo teorema abaixo.

Teorema 2.4 (Fórmula Integral de Cauchy) Seja f(z) uma funç̃ao anaĺıtica no interior e

sobre um caminho fechado C. Se z0 é um ponto qualquer no interior de C, então:

f (z0) =
1

2π i

∫

C

f (ζ )
ζ −z0

dζ , (16)

onde a integraç̃ao é efetuada no sentido positivo ao longo de C.

A fórmula integral de Cauchy, mostra que o valor de uma função anaĺıtica numa regĩao é

determinado em toda a região por seus valores na fronteira. A demonstração deste teoremáe

omitida. Devemos observar também que a f́ormula integral de Cauchy nos permite calcular uma

integral de linha desde que a função a ser integrada tenha umaúnica singularidade no interior

do caminhoC.

Derivadas de Todas as Ordens:

Como importante consequência da f́ormula de Cauchy, enunciaremos um resultado que diz

que uma funç̃ao anaĺıtica possui derivadas de todas as ordens.

Teorema 2.5 Uma funç̃ao anaĺıtica numa regĩao D possui derivadas de todas as ordens, as

quais, por sua vez, são tamb́em anaĺıticas em D e

f (n)(z) =
n!

2π i

∫

C

f (ζ )
(ζ −z)n+1 dζ ,

onde né um inteiro positivo qualquer.

Demonstrando-se alguns resultados por meio do uso do Teorema de Cauchy, obtém-se o

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental da Álgebra) Todo polin̂omio

P(z) = anzn+an−1zn−1+ . . .+a1z+a0 de grau n≥ 1 e coeficientes an
′
s complexos possui ao

menos uma raiz.
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Exemplo 2.4 Considere o polin̂omio p(x) = x2+1. É not́orio que que p ñao possui raiz real.

No entanto, ao considerarmos p(z) = z2+1, donde os coeficientes são complexos, o Teorema

Fundamental dáAlgebra nos diz que este polinômio possui ao menos uma raiz. Como se pode

ver, tal polin̂omio possui duas raı́zes, a saber i e−i.

2.2 CAMPOS ELETROST́ATICOS

A força eĺetrica de atraç̃ao ou repuls̃ao entre partı́culas carregadaśe governada pela Lei de

Coulomb. Essa forçáe o gradiente da funçãoφ , chamadapotencial eletrost́atico. Em pontos

quaisquer onde se configura ausência de cargas,φ é a soluç̃ao da equaç̃ao de Laplace

∇2φ = 0. (17)

As superf́ıciesφ = constsão chamadas desuperf́ıcies equipotenciais. Em cada pontoP

no qual o gradiente deφ é diferente do vetor nulo, esse gradienteé perpendicular̀a superf́ıcie

φ = const no pontoP; ou seja, a força elétrica tem direç̃ao perpendicular̀a superf́ıcie equi-

potencial. Os problemas que discutiremos neste capı́tulo s̃ao bidimensionais ( pela raz̃ao j́a

citada no ińıcio do caṕıtulo), istoé, eles modelam sistemas fı́sicos que se encontram no espaço

tridimensional, mas de tal forma que o potencialφ independa de uma das coordenadas espaci-

ais, dependendo somente de duas coordenadas, que chamaremos dex e y. Ent̃ao aequaç̃ao de

Laplace torna-se

∇2φ =
∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂y2 . (18)

As superf́ıcies equipotenciais agora aparecem como linhas equipotenciais ( curvas ) no

planoxy.

2.2.1 Funç̃oes Harm̂onicas

Definição 2.10 Uma funç̃ao de valor realφ de duas varíaveis x e y que possui derivadas par-

ciais de primeira e segunda ordem contı́nuas em um doḿınio D e satisfaz a equação de Laplace

é ditaHarmônicaem D.

Funç̃oes harm̂onicas s̃ao encontradas no estudo de temperaturas e potenciais. Essas aplicaç̃oes

ser̃ao apresentadas posteriormente. O próximo teorema mostra que as partes real e imaginária

de uma funç̃ao anaĺıtica s̃ao harm̂onicas.
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Teorema 2.7 Seja uma funç̃ao complexa f(z) = u(x,y)+ i v(x,y) anaĺıtica em um doḿınio D.

Então, as funç̃oes u(x,y) e v(x,y) são harm̂onicas em D.

Demonstraç̃ao: assumamos quef (z) = u(x,y)+ i v(x,y) é anaĺıtica em um doḿınio D e queu

e v têm derivadas parciais de segunda ordem contı́nuas emD. Como f é anaĺıtica, as equaç̃oes

de Cauchy-Riemann são satisfeitas em todo pontoz. Diferenciando os dois lados de
∂u
∂x

=

∂v
∂y

em relaç̃ao à x e diferenciando ambos os lados de
∂u
∂y

= −∂v
∂x

em relaç̃ao à y, obtemos,

respectivamente,

∂ 2u
∂x2 =

∂ 2v
∂x∂y

e
∂ 2u
∂y2 =

∂ 2v
∂y∂x

. (19)

Pela hiṕotese de continuidade mencionada no inı́cio da demonstração, as derivadas parciais

mistas
∂ 2v

∂x∂y
e

∂ 2v
∂y∂x

são iguais.

Deste modo, somando as duas equações em (20) temos

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = 0 ⇒ ∇2u= 0,

o que mostra queu(x,y) é harm̂onica. Analogamente, diferenciando os dois lados de
∂u
∂x

=

∂v
∂y

em relaç̃ao à y e diferenciando ambos os lados de
∂u
∂y

= −∂v
∂x

em relaç̃ao à x, obtemos,

respectivamente,

∂ 2v
∂y2 =

∂ 2u
∂y∂x

e
∂ 2v
∂x2 =

∂ 2u
∂x∂y

. (20)

Assim, subtraindo as duaśultimas equaç̃oes obteremos∇2v = 0, o que mostra quev(x,y) é

harm̂onica.

�

Suponhamos agora queu(x,y) seja uma dada função real quée harm̂onica em um doḿınio

D. Se for posśıvel encontrar outra função harm̂onicav(x,y), de modo queu e v satisfaçam as

equaç̃oes de Cauchy-Riemann em todo o dominı́o D, a funç̃aov(x,y) é denominadaconjugada

harmônicadeu(x,y). Combinando as funç̃oesu(x,y)+ i v(x,y), obtemos uma funç̃ao complexa

queé anaĺıtica emD.

Proposiç̃ao 2.3 Seja f(z) = u(r,θ)+ i v(r,θ) uma funç̃ao anaĺıtica em um doḿınio D que ñao



35

cont́em a origem. Ent̃ao u(r,θ) satisfaz a equaç̃ao de Laplace em coordenadas polares:

r2 ∂ 2u
∂ r2 + r

∂ u
∂ r

+
∂ 2u
∂θ 2 = 0. (21)

Soluç̃ao: De fato, temos que as equações de Cauchy-Riemann na forma polar são

r
∂ u
∂ r

=
∂ v
∂ θ

(22)

r
∂ v
∂ r

= − ∂ u
∂ θ

(23)

(consulte ((ZILL; SHANAHAN, 2011) por exemplo, para verificar a prova ).

Assim,

∂ 2u
∂ r2 =

∂
∂ r

(
1
r

∂ v
∂ θ

)

= − 1
r2∂ v∂ θ +

1
r

∂ 2v∂ r ∂ θ

⇒ r2 ∂ 2u
∂ r2 = − ∂ v

∂ θ
+ r

∂ 2v
∂ r ∂ θ

. (24)

Analogamente,

∂ 2u
∂θ 2 =

∂
∂θ

(
∂ u
∂ θ

)

=
∂

∂θ

(

−r
∂ v
∂ θ

)

⇒ ∂ 2u
∂θ 2 = −r

∂ 2v
∂ r ∂θ

. (25)

Deste modo, somando (22), (24) e (25), obtemos (21).

�

2.2.2 Faḿılias Ortogonais

Suponhamos que a função f (z) = u(x,y) + i v(x,y) seja analı́tica em algum doḿınio D.

Ent̃ao, as partes real e imaginária de f podem ser usadas para definir duas famı́lias de curvas

emD. As equaç̃oes

u(x,y) = c1 e v(x,y) = c2 (26)

ondeC1 e C2 são constantes arbitrárias reais, denominadascurvas de ńıvel de u e v, respec-

tivamente. As curvas de nı́vel (26) s̃ao asfamı́lias ortogonais. Isto significa que cada curva
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em uma faḿılia é ortogonal a cada curva na outra famı́lia. Mais precisamente, em um ponto

de intersecç̃aoz0 = x0+ i y0, onde assumiremosf ′(z0) 6= 0, a reta tangenteL1 à curva de ńıvel

u(x,y) = u0 e a reta tangenteL2 à curva de ńıvel v(x,y) = v0 são perpendiculares ( figura 13).

Os ńumerosu0 e v0 são definidos comoc1 = u(x0,y0) = u0 e c2 = v(x0,y0) = v0. Para provar

queL1 e L2 são perpendiculares emz0, demonstraremos que a inclinação de uma tangentée o

rećıproco negativo da inclinação da outra; para isso, mostraremos que o produto das inclinações

é -1.

Com efeito, inicialmente, usamos a regra da cadeia de diferenciaç̃ao parcial para diferenciar

u(x,y) = u0 ev(x,y) = v0 em relaç̃aoàx. Assim,

∂ u
∂ x

+
∂ u
∂ y

dy
dx

= 0 e
∂ v
∂ x

+
∂ v
∂ y

dy
dx

= 0.

A seguir, resolvemos cada uma das equações anteriores para
dy
dx

:

dy
dx

=−∂ u/∂ x
∂ u/∂ y

︸ ︷︷ ︸

inclinaç̃ao de uma tangentèa curvau(x0,y0)=u0

e
dy
dx

=−∂ v/∂ x
∂ v/∂ y

︸ ︷︷ ︸

inclinaç̃ao de uma tangentèa curvav(x0,y0)=v0

.

Em (x0,y0), pelas duaśultimas equaç̃oes, identificamos as equações de Cauchy-Riemannux =

vy euy =−vx. Pelo fato quef ′(z0) 6= 0, vemos que o produto das duas funções de inclinaç̃aoé

(

−∂ u/∂ x
∂ u/∂ y

)

·
(

−∂ v/∂ x
∂ v/∂ y

)

=−1,

provando o almejado.
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Figura 13: As tangentesL1 eL2 em (x0,y0) são perpendiculares.

2.2.3 Vetor Gradiente

No cálculo vetorial, sef (x,y) for uma funç̃ao escalar diferenciável, ogradientede f deno-

tado por ∇ f é definido como o vetor bidimensional

∇ f =

(
∂ f
∂x

,
∂ f
∂y

)

. (27)

Como mostrado na figura (14), o vetor∇ f (x0,y0) em um ponto(x0,y0), é perpendicular̀a curva

de ńıvel de f (x,y) = c0, ondec0 = f (x0,y0) (para uma prova de fato, consulte por exemplo,

(ZILL; SHANAHAN, 2011), página 124).

Figura 14: Gradiente é perpendicular à curva de ńıvel em(x0,y0).

Ilustraremos essas ideias com alguns simples exemplos:
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Exemplo 2.5 Potencial entre placas Paralelas

Encontre o potencialφ do campo entre duas placas condutoras paralelas que se estendem

ao infinito conforme fig. 15 e que são mantidos nos potenciaisφ1 e φ2, respectivamente.

x

y

Figura 15: Potencial entre placas paralelas

Soluç̃ao: Tendo que as placas se estendem ao infinito sentido ao eixoy logoφ depende somente

da coordenadas dex e a equaç̃ao de Laplace se tornaφ ” = 0. Logo integrando duas vezes,

obtemosφ = ax+b onde as constantesa e b são determinadas pelos valores de contorno deφ
nas placas. Por exemplo, se as placas correspondem ax= 1 temos:

φ = ax+b

φ1 = 1a+b

φ1−a = b

Por outro lado sex=−1 temos:

φ2 = a(−1)+b

φ2 = −a+b

φ2+a = b

Conclúımos que:

φ1+φ2 = 2b

b =
φ1+φ2

2
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e, sendo assim,

φ2+a = φ1−a

φ2−φ1 = 2a

a =
φ2−φ1

2

Portanto a soluç̃aoé :

φ(x) =
1
2
(φ2−φ1)x+

1
2
(φ2+φ1) (28)

�

Exemplo 2.6 Potencial entre Cilindros Coaxiais

Encontre o potencialφ do campo entre dois condutores cilı́ndricos coaxiais que se esten-

dem ao infinito em ambas as extremidades fig. 16, mantidas nos potenciaisφ1 e φ2, respectiva-

mente.

x

y

Figura 16: Potencial entre cilindros coaxiais

Soluç̃ao: Nesta situaç̃ao φ depende der e r depende de
√

x2+y2 por raz̃ao de simetria e a

equaç̃ao de Laplace com coordenadas polares conforme proposição (2.3) se tornar2Urr + rUr +

Uθθ = 0 comUθθ = 0 eU = φ . Portanto,r2φ ′′+ rφ ′ = 0 e por conseguinte,

r2φ ′′+ rφ ′ = 0

r2φ ′′ = −rφ ′

φ ′′ = −1
r

φ ′

φ ′′

φ ′ = −1
r
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Fazendo o processo de Integração obtemos:

lnφ ′ = − ln r + ã

lnφ ′ = ln r−1+ ã

φ ′ =
1
r

a

φ ′ =
a
r

Integrando novamente obtemos:

φ = aln r +b

Podemos encontrar os valores dea eb atribuindo valores parar. Parar = 1, veja que

φ1 = aln 1+b

φ1 = b

Parar = 3, vem que

φ2 = aln 3+b

φ2−b = aln 3

φ2−φ1 = aln 3
φ2−φ1

ln 3
= a

Logo,

φ =
φ2−φ1

ln 3
ln r +φ1

φ = (φ2−φ1)
ln r
ln 3

+φ1

φ = (φ2−φ1) log3 r +φ1 (29)

�

2.3 POTENCIAL COMPLEXO

Consideremos queφ(x,y) seja harm̂onica num certo doḿınio D e queψ(x,y) seja o conju-

gado harm̂onico deφ emD. Ent̃ao:
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F(z) = φ(x,y)+ iψ(x,y) (30)

é uma funç̃ao anaĺıtica dez= x+ iy. Essa funç̃ao F é chamada depotencial complexo

correspondente ao potencial realφ . Sabendo que para um dadoφ , o conjugadoψ é deter-

minado de modóunico, exceto pela adição de uma constante real. Logo podemos dizer o

potencial complexo, sem causar quaisquer desentendimentos. O uso deF tem duas vantagens,

uma t́ecnica e outra fı́sica. Tecnicamente ,F é mais f́acil de manipular do que as partes reais

ou imagińarias, em associação com os ḿetodos de ańalise complexa. Fisicamente,ψ tem um

significado. Como vimos anteriormente, as curvas de nı́vel φ e ψ são faḿılias ortogonais, isto

é, as curvasψ = const. interceptam em̂angulos retos as curvas de nı́vel denominadaslinhas

equipotenciaisφ = const. no planoxy [exceto quandoF ′(z) = 0 ].

Consequentemente elas têm a direç̃ao da força eĺetrica, sendo, por isso, chamadaslinhas de

força. Elas correspondem aos caminhos ao longo dos quais uma partı́cula carregada se moverá

no campo eletrostático, como ilustra a figura a seguir( elétrons em um microscópio eletr̂onico

etc. )

Figura 17: Campo eĺetrico

Exemplo 2.7 Potencial Complexo

À luz do exemplo (2.5), mostre que o conjugado valeψ = ay e encontre o potencial com-

plexo correspondente.

Soluç̃ao: Para obter o potencial complexoé necesśario encontrar a conjugada harmônica atrav́es

das Equaç̃oes de Cauchy-Riemann, sendo assim como a Parte real do potencial é φ = ax+b
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encontraremos o conjugado como se segue:

φ = ax+b

φ ′(x) = a

⇒ ψ ′(y) = a

⇒ ψ = ay.

Assim, o potencial complexóe

F(z) = φ + iψ

= ax+b+ iay

e as linhas de forças são retas horizontaisy= const. paralelas ao eixox.

�

Exemplo 2.8 No exemplo (2.6), temosφ = aln r+b= aln |z|+b. O conjugado valeφ = aArgz

como notaremos a seguir:

Soluç̃ao: Veja que

φ = a · ln r +b

φ = a · ln |z|+b

φ = a · ln
√

x2+y2

φ =
a
2
· ln(x2+y2)

Encontrando as derivadas deφ com relaç̃ao ax e y podemos usar as equações de Cauchy-

Riemann para encontrarψ ( a parte imagińaria da funç̃ao do Potencial complexo).

Assim,

φx = a · x
x2+y2 =

a
1+(y

x)
2 · 1

x
(31)

e

φy = a · y
x2+y2 = a · 1

1+(y
x)

2 · y
x2 (32)
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Para encontrarmos o conjugado harmônico usando Cauchy-Riemann novamente, temos:

φx = ψy (33)

φy = −ψx (34)

Logo, integrando (31) com respeitoày e usando (33), obtemos:
∫

φxdy =
∫

a
1+(y

x)
2 · 1

x
dy

∫

ψydy = a · arctan
(y

x

)

+h(y)

ψ = a · arctan
(y

x

)

+h(y) . (35)

De modo ańalogo, integrando (32) com respeitoàx e usando (34), resulta que

−
∫

φydx = −a ·
∫

1
1+(y

x)
2 · y

x2 dx

ψ =
∫

ψxdx = a · arctan
(y

x

)

+ f (x) (36)

Deste modo, derivando (35) com respeitoàx e comparando com (31) (usando novamente (33)),

vem queh′(y) = 0, dondeh(y) = c1. Usando o mesmo raciocı́nio para equaç̃ao (36), resulta que

f (x) = c2. Tomandoc1 = c2 = 0, obtemos queψ = a · arctan
(y

x

)
= Argz.

Portanto, o Potencial Complexoé dado por:

a · ln|z|+b+aiArgz

a(ln|z|+ iArgz)+b

aLnz+b

�

Exemplo 2.9 Encontraremos agora o Potencial Complexo no exemplo 3, dondenaquela ocasĩao,

φ(x,y) = a+bArgz.

Soluç̃ao: de fato, como

φ(x,y) = a+bArgz= a+barctan
(y

x

)

.
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Note que

φx =
−b

1+(y
x)

2

y
x2

=
−b

(
x2+y2

x2

)
y
x2

= −by
x2+y2

Pela primeira equação de Cauchy-Riemannφx = ψy observe que da identidade anterior, temos:

ψy =
−b
2
.

2y
x2+y2

∫

ψydy =
−b
2
.
∫

2y
x2+y2 dy

ψ =
−b
2

· ln(x2+y2)

ψ = −b.ln
√

x2+y2

O leitor pode verificar que chegarı́amos ao mesmo resultado se trabalhássemos comφy ao inv́es

deφx. Sendo assim, concluı́mos que:

F(z) = φ(x,y)+ i ψ(x,y)

= a+bArgz− ib.ln|z|

= a− ib.(iArgz+ ln|z|)

= a− ibLnz.

�

2.4 PROBLEMAS DE CONDUÇ̃AO DE CALOR

A equaç̃ao de Laplace também governa os problemas de condução de calor que são esta-

cionários, ou seja, independentes do tempo. Com efeito, a condução de calor em um corpo de

material homoĝeneoé modelada pelaequaç̃ao de calor

Tt = c2∇2T (37)

onde a funç̃aoT é a temperatura,Tt =
∂T
∂ t , t é o tempo ec2 é uma constante positiva (depen-

dendo do material constituinte do corpo). Logo, se o problema é estaciońario, ent̃aoTt = 0, e

em duas dimens̃oes a equaç̃ao do calor reduz-se a uma equação de Laplace bidimensional.
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∇2T = Txx+Tyy = 0 (38)

de modo quée posśıvel tratar esse problema pelos métodos que estamos estudando.

T(x,y) é o chamadopotencial de calor, sendo a parte real dopotencial complexo do calor

F(z) = T(x,y)+ iψ(x,y). (39)

As curvasT(x,y) = c1 são chamadas deisotermas(= linhas de temperatura constante) e as

curvasψ(x,y) = c2 são aslinhas de fluxo de calor, pois ao longo delas ocorre o fluxo de calor

das altas temperaturas para as baixas.

Figura 18: Fluxo de calor

Isso significa que todos os exemplos até aqui considerados agora podem ser reinterpretados

como problemas de condução de calor. As linhas equipotenciais eletrostáticasφ(x,y) = c1.

agora s̃ao isotermasT(x,y) = c1. e as linhas de força elétrica s̃ao linhas de condução de calor,

como veremos nos dois exemplos seguintes.

Exemplo 2.10 Temperatura entre Placas Paralelas

Encontre a temperatura entre duas placas paralelas x= 0 e x= d na fig. 19, com valores

de temperatura 0 e100◦C, respectivamente.
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Figura 19: Temperatura entre Placas Paralelas

Soluç̃ao: Temos que sex= 0 a temperaturáe 0, e quandox= d a temperaturáe 100◦. Como o

potenciaĺe entre placas paralelas, como feito no exemplo (2.5), conclúımos queT(x,y)= ax+b,

vamos ent̃ao encontrar os valores dea eb para modelar a situação:

Quandox= 0, temosT = 0, logo,

a · 0+b = 0

⇒ b = 0

quandox= d, ent̃ao,T = 100 e assim,

a.d+b = 100

a.d+0 = 100

a.d = 100

⇒ a =
100
d

Logo como obtemos os valores dea eb encontramos a modelagem dessa situação

T(x,y) =
100
d

× [◦C]

O Potencial complexo correspondenteéF(z) = (
100
d

)z. O calor flui horizontalmente na direção

negativa dex ao longo da linhay= const.

�



47

Exemplo 2.11 Distribuição de Temperatura entre um Cabo e um Cilindro

Obtenha o campo de temperatura ao redor de um cabo longo e fino de raio r1 = 1 mm que

é eletricamente aquecido a T1=500◦F e envolto por um cilindro de raio r2 = 100mm, o quaĺe

mantidoà temperatura T2 = 60◦F por meio de resfriamento com ar. veja a fig. 20 ( o cabo está

na origem do sistema de coordenadas)

Figura 20: Temperatura entre um Cabo e um Cilindro

Soluç̃ao: Temos queT depende somente der por raz̃oes de simetria. Logo,

T(x,y) = a ln r +b.

As condiç̃oes de contorno sãor1 = 1mmeT1 = 500◦F e r2 = 100mmeT2 = 60◦F .

Sendo assim paraT = 500 er = 1, temos que

500 = a ln1+b

500 = a · 0+b

⇒ 500 = b.

Por outro lado , paraT = 60 er = 100 resulta que

60 = a ln100+b

60 = a ln100+500

−440 = a ln100
−440
ln100

= a

⇒ −95,54 = a
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Logo T(x,y) é dada por:

T(x,y) = 500−95,54 ln r

�

2.5 ESCOAMENTO DE FLUIDOS - FLUIDO IDEAL

A equaç̃ao de Laplace também desempenha um papel fundamental em hidrodinâmica, no

escoamento estacionário de fluidos ñao viscosos sob condições f́ısicas que discutiremos mais

adiante nesta seção. Para podermos aplicar os métodos de ańalise Complexa, nossos problemas

ser̃aobidimensionais, de modo que ovetor velocidadeV pelo qual se fornece o movimento

do flúıdo depende apenas de duas variáveis espaciaisx ey, e o movimento do fluidóe o mesmo

em todos os planos paralelos ao planoxy.

Dessa forma, podemos usar para o vetor velocidadeV uma funç̃ao complexa

V =V1+ iV2 (40)

que fornece a magnitude|V | e a direç̃aoArgV da velocidade em cada pontoz= x+ iy. Aqui,

V1 e V2 são os componentes da velocidade nas direçõesx e y e, V é tangentèa trajet́oria das

part́ıculas em movimento, sendo chamado delinha de corrente do movimentodo fluido fig.

21.

Mostramos que, sob suposições adequadas (que explicaremos em detalhes nos exemplos a

seguir), para um dado escoamento existe uma função anaĺıtica

F(z) = φ(x,y)+ iψ(x,y) (41)

chamada depotencial complexodo escoamento, de tal forma que as linhas de corrente do

movimento do fluido s̃ao dadas porψ(x,y) = const., e o vetor velocidade ou, de forma reduzida,

avelocidadeé dada por

V =V1+ iV2 = F ′(z) (42)



49

Figura 21: Linha de corrente do movimento

onde a barra emF ′(z) denota o complexo conjugado. A função ψ é chamada defunção

corrente. A função φ é chamada depotencial de velocidade. As curvasφ(x,y) = cte são

chamadas delinhas equipotenciais. O vetor velocidadeV é ogradiente deφ ; por definiç̃ao,

isso significa que

V1 =
∂φ
∂x

, V2 =
∂φ
∂y

. (43)

Al ém disso, comoF(z) é anaĺıtica,φ e ψ satisfazem̀a equaç̃ao de Laplace

∇2φ =
∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂y2 e ∇2ψ =

∂ 2ψ
∂x2 +

∂ 2ψ
∂y2 . (44)

Ao passo que, em eletrostática, os contornos (placas condutoras) são linhas equipotenciais,

no escoamento de fluidos nos contornos dos quais o fluido não pode escoar, devem corresponder

a linhas de corrente do movimento. Logo, no escoamento de fluidos, a funç̃ao de correntée de

particular import̂ancia.

Observaç̃ao 2.13 Em meĉanica, um fluxóe denominadofluxo bidimensionalse o fluido (que

pode seŕagua, ou at́e mesmo, o ar que se desloca em baixa velocidade) se desloca emplanos

paralelos ao plano xy e as caracterı́sticas f́ısicas e de movimento do fluido em cada plano

forem precisamente as mesmas que no plano xy. Suponhamos que F(x,y) seja o campo de

velocidade bidimensional de um fluido viscoso queé incompresśıvel, ou seja, um fluido para o

qual divF=0 ou∇ · F = 0. O fluxoé irrotacional se rotF=0 ou ∇ · F = 0. Um fluxo fluido

cujo fluxo bidimensional seja irrotacionalé denominadofluido ideal. O campo de velocidades

V de um fluido ideaĺe um campo gradiente e pode ser representado por (42).

Antes de discutirmos as condições para a validade das afirmações envolvendo (41)-(44),

consideremos dois escoamentos de interesse prático, de modo que veremos primeiramente o

que est́a se passando do ponto de vista prático.

Observaç̃ao 2.14 Muitos problemas que envolvem escoamento de fluidos podem ser resolvidos



50

usando transformaç̃oes conformes. Assim, para determinar o potencial complexode veloci-

dade determinamos uma transformação conforme da região D em um doḿınio no plano w que

mapeie a fronteira C de D em uma reta horizontal. Neste manuscrito mediante nossa proposta,

não abordaremos tais transformações. Para mais detalhes, consulte por exemplo, (ZILL; SHA-

NAHAN, 2011) e (KREYSZIG, 2011) ou (SPIEGEL, 1977).

Exemplo 2.12 Analisemos oescoamento em torno de uma Quina, isto é, construamos um

fluxo de um fluido ideal na região D, o primeiro quadrante x> 0,y> 0.

Soluç̃ao: Para a regĩaoD, temos que o Potencial Complexoé

F(z) = z2 = x2−y2+2ixy

que modela o escoamento com

Linhas Equipotenciais φ = x2+y2 = cte.

Trajet́orias de escoamento (função corrente) ψ = 2xy= cte.

O Vetor VelocidadeV1 = 2x eV2 = 2y portanto a Velocidade (ḿodulo do vetor velocidade vale:

|v|=
√

V2
1 +V2

2 = 2
√

x2+y2

Deve-se interpretar esse escoamento como o fluxo em um canal cujas as fronteiras são os

eixos coordenados positivos e uma hipérbole, digamos, 2xy= cte. Algumas linhas de corrente

foram desenhadas na figura (22). Esta figura deve deixar claroo porqûe deste fluxóe referido

como “fluxo em torno de uma quina”.

Figura 22: Fluxo em torno de uma quina

�
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Exemplo 2.13 Construamos umfluxo em torno de um cilindrono doḿınio que consiste em

todos os pontos fora da circunferência unit́aria |z|= 1 e no semiplano superior y> 0, mostrado

na figura (23).

Figura 23: Fluxo em torno de um cilindro

Soluç̃ao: SejaD o doḿınio mostrado na figura (23). Por meio de transformação conforme,

mostra-se que o Potencial Complexoé

F(z) = x+
x

x2+y2 + i

(

y− y
x2+y2

)

que modela o escoamento com

Linhas Equipotenciais φ = x+
x

x2+y2 = cte.

Trajet́orias de escoamento (função corrente) ψ = y− y
x2+y2 = cte.

Algumas linhas de fluxo são ilustradas na figura (23).

�
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3 CONCLUSÃO

Nas cîencias e na engenharia a equação diferencial parcial de Laplace aparece, com frequência,

como um modelo mateḿatico de alguns fen̂omenos invariantes no tempo e, neste contexto,

nosso problema foi resolver a equação sujeita a certas exigências f́ısicas denominadas condições

de contorno ou condições de fronteira. Devido a relação obtida graças ao teorema (2.7), istoé,

∂ 2u
∂ x2 +

∂ 2v
∂ y2 = 0 e

∂ 2v
∂ x2 +

∂ 2u
∂ y2 = 0,

funções analı́ticas s̃ao fontes de um ńumero ilimitado de soluç̃oes da equação de Laplace, e

fomos capazes de identificar uma que atenda os diversos exemplos apresentados. Estaé apenas

uma raz̃ao porque a teoria de análise complexáe t̃ao essencial no estudo de matemática aplicada.
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