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“At € onde as leis da matética se refirana realidade, elas & longe
de construir algo certo; e, na medida em que constituem aigo, cio
se referend realidade”

(Albert Einstein)



RESUMO

MORIYA, Alex Issamu. Os Teoremas de Fidms Inversa e Imptita e suas Aplicaies. 60 f.
Monografia — Programa dedbB-gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal
do Paraa. Campo Mol#o, 2011.

Neste trabalho vamos estudar um dos temas centrais na Gladkidlise o Teorema da Fuag
Inversa. Em seguida aplicando este teorema demonstraeifemema da Fu@dp Impicita.
Tambkem apresentaremos algumas apliedeste teorema ga@im resultado central daaise.

Palavras-chave:Fung@o Inversa, Furipo Impicita



ABSTRACT

MORIYA, Alex Issamu. Title in English. 60 f. Monografia — Pragna de Bs-graduago em
Matenatica, Universidade Tecnmjica Federal do ParanCampo Mougo, 2011.

In this paper we study one of the central themes in the Aralliseory Inverse Function Theo-
rem. Then applying this theorem will demonstrate the Inipanction Theorem. We will also
introduce some applications of this theorem is a centrallre§the analysis.

Keywords: Inverse Function, Implicit Function.
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1 DESENVOLVIMENTO

Para a melhor compredis vamos realizar uma introdiug de Limites e Continuidades,
segue da Funges Diferendveis den variaveis definida poirf : R" — R, onde passaremos
por definiges de funGes Gateaux deravel ou derivadas parciais, fuigs diferen@veis ou
Fréchet-deri@veis dadas pof : Q — R onde

f(xo+h) = f(X0) +L(h) +rx(h)

comL linear e o resto satisfazendo
) ry (h
im I ()]
h—0 |h|

estudaremos a parte de Vetor Gradiente, Regras de D&oiv&@aso Geral, Matriz Jacobiana,

Y

Regra da Cadeia, Teorema do Valoedilo, Condi@o de Diferenciabilidade, Fuag de Classe
C! e entraremos assunto géeum dos temas principais da &lise Materatica, O Teorema
da Fun@o Inversa com a aplicag no Metodo das Caractisticas e O Teorema da Flaw
Implicita outro resultado central da Alise com a aplicap em Multiplicadores de Lagrange.
Onde o contedo foram das reféncias, (CIPOLATTI, 2002), (LIMA, 2009a),(LIMA, 2009b),
(RUDIN, 1971), (BARTLE, 1983),(GUIDORIZZI, 2000).



2 LIMITES E CONTINUIDADES

Nesta parte tem como objetivo estudar debeg ddimite e continuidade para fundes de
R" emR™. Neste momento vamos denotgar]| indistintamente as normas euclidianas, Bsto
as normas da formi ||> deR" e R™.

Definicao 2.1 Sejam f: AC R" — R™, x, € A e be R™. Dizemos que & o limite de fx)
guando x se aproxima deg ¥m A (relativamentas normas euclidianas) se
para todog > 0, existed > Otal que xc A e0 < || X—Xo|| < & implique|| f(x) —b|| < €
Neste caso denotamos
lim f(x)=b

X—Xo

Como a netrica da bola pra@m da norma euclidiana, podemos usar a d&fm@cima como
nota@o de bola, ist&,

Ve > 0,30 > 0 tal quex € AN (Bs(%o) \ {X}) — f(X) € Be(b).
Ou de forma mais concisa
Ve > 0,30 > 0 tal quex € f(AN(Bg(Xo) \ {Xo})) C Be(b)

Podemos definir a continuidade em forma da dedimige limite:

Defini¢ao 2.2 Se todo pontoxe A &€ um ponto isolado, eab toda aplicago f: AC R"— R™

€ contnua no ponto x Porem, se x € A’ enfio f & contnua no ponto ¥ se, e somente se,
leo f(x)=Db

Teorema 2.1Sejam f: AC R" = R™, f=(fy,f,....fm), onde f:ACR"—> R, Vi=
1,....m, % eAe be R™, b= (by,by,...,by). Enfio
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lim f(x) =b < Iim fi(x)=b;, Vi=1,....m
X—Xo X—Xo

Demonstra@o: Suponhamo)§ I)i(on"fi (X) = b e sejas > 0. Enfio existendy, &, ..., 0m > O tais

quexe Ae 0< |[x—Xo| < & implica || fi(x) — bi|| < % Vi=1,...,m Se pegarmos a base
carbnica deR™ dada poHey, ey, ...,en}, agora pegarmod = min{d;, &, . ..,0m} temos para
xeAe0< || Xx—X%o| < & vem que

If(X)—b|| = |fi(X)—ba|+|fa(X) —bo|+ -+ | fm(X) — b
< |f1(x) —ba|[lex] + [ f2(x) — bof||€2]| + - - - 4 | fm(X) — b || €m|]
< gllef| +§llen]| + -+ Ellemll

Se pegarmos = min{£,..., £} temos

If(x) —b] <e

Reciprocamente, se )!(i)rﬁ(x) = b, paras > 0 dado, exist® > 0 tal que s&xe Ae 0< ||[X—Xo|| <
o ento|| f(x) —Db|| < €. Comolfi(x) —bi| < || f(x) —b| paratoda =1,...,msegue o resultado.

|
Teorema 2.2Seja f: ACR"— RMe x € A'. Enfio

XlimXOf(x) =be V{x}k C Atal que x — %o = f(x) — b.

Demonstrag@o: Exerdcio.
Teorema 2.3Sejam fg: ACR" - Rex cA. Se

leo f(x) = bhspace0.3cm e hspaceO.?;(tinxl0 g(x) =c,

limy_x, (f £0)(x) = b=+c
limy_x, (fg)(x) = bc

i (g) 0=

Além disso, se ¢ 0 eno

Demonstrag@o: Exerdcio.
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3 FUNCOES CONTINUAS

Definicao 3.1 Seja f: AC R" — R™ e % € AUA'. Dizemos que # continua em xse
Xlirr)w(0 f(x) = f(Xo). Mais precisamente,

Ve > 0,30 > 0tal que|x—Xo|| <0 =|f(X)— f(x)|| < &

Podemos ainda escrever a defai@acima em not@&p de bola aberta de ragocom centro em
Xo denotado poBg¢(Xo), OuU seja, podemos dizer qdiee continua no pontg, se, e somente se,

Ve > 0,36 > 0 tal quef (ANBs(Xo)) = f(X) € Be(f(Xo))-
Ou de forma mais concisa.
Ve > 0,30 > 0 tal quef (ANBs(Xo)) C Be(f(Xo)).

Observag@o: Como estamos trabalhando fa@es def : A C R" — R™ os fatos abaix& dire-
tamente liga as propriedades de limite:

a) Supor quef = (fq, fo,..., fy) & continua enx, € Ase, somente se, para cafglaAC R"— R
forem continuas emy.

b) Sejamf,g: AcC R" — R fungdes continuas no pontg e A € R, $n’éo vem quef +g, f-g
e A f sdo continuas no pontg,. Seg(x) # 0, eno as fun@esa SA0 continuas errp.

c) A continuidade da furéip no pontot, independe das normas aqui utilizadadiflee R™.

Teorema 3.1Sejam f: AC R" — R™e g: BC R" — R™ tais que fA) C B. Se 5 € A,
yo€ BNB, )I(im f(X) = Yo € gé continua emyo que implica qu%im (go f)(X) =9(Yo)

Demonstra@o: Sejae > 0. E pela continuidade dg emy, temos, existe; > 0 tal que
y € BNBy(Yo) = 9(y) € Be(9(Yo))- Como limf (x) = yo, existed > 0 tal quex € (Bs(Xo0) \
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{X}) NA= f(x) € By(Yo)-
Portanto

X € (Bs(Xo) \ {X}) NA=y = f(X) € By(Yo)

e consequentemente
g(f(x)) € B¢(g(Yo))

Teorema 3.2 Todas as normas efR" sdo equivalentes.

Demonstrag@o: Sejal| || uma norma qualquer ef" e || ||z @ norma 1 definida pofx||1 =
[X1| + -+ -+ |%n|. Dadox € R", temos

n n
X = leia = X < ZlXiHeiH < M|,
i= =
onde{ey,ey,...,en} & a base cdmnica deR" e M = max{||e|;i =1,...,n}. SejaK = {x €

R
deR". Comok & um fechado e limitado, e portanto compacto, segue doarava@nterior que

X1 =1} e f(x) =||x]|. Enio f : R" — R & fun@o coninua (relativamente a nom|1)

existex € K tal quem:= f(x) = min f(K). Observe quen > 0, pois se 6= m= ||x|| = x=0.
Sejax um ponto qualquer dB". Enfaoy = W eKe

X

[X[l2

= M i <
Xt

m< 1) |

Definicao 3.2 Quando uma furgp f & contnua em todos os pontos de seu dum dizemos
simplesmente que& fun@o contnua.
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4 CONTINUIDADE UNIFORME

Vimos anteriormente que uma ful@é contnua quand@ contnua em todos os pontos de
seu donmio. podemos dizer, portando, que a continuidaden conceito local. Isso se expressa
na defini@o, pelo fato de que, para cagd@ para cada, o = d(&,x) depende dépsilon e do
pontox. A definicdo que introduzimos a seguir expressa um conceito globabratkenaidade,
continuidade uniforme.

Definicao 4.1 Seja ACc R"e f: A— RMuma fun@o. Dizemos que & uniformemente coimua
em A seve > 0 existed > Otal que se xy € Al|x—y|| < J, enio || f(x) — f(y)|| < €.

Definicao 4.2 Uma fun@o f: AC R" — R™ é dita Lipschitz-contua em A se existe M 0
tal que

1) = £ < Mlx=yl|, X yeA

Proposicgdo 4.1 Seja f: R" — R™uma fun@o linear. Enéo f & Lipschitz-corinua.
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5 FUNCOES REAIS DE N VARIAVEIS

5.1 DERIVADAS PARCIAIS

Quando se estuda fudes reais da variaveis, istcg, definidas em subconjuntos do espaco
R", f :Q C R"— R, e se busca para essa fangima nogo de derivada que tenha propriedades
aralogasas da derivada de uma fuling definida num intervalo, a ideia que se apresenta mais
naturalment& a de tlerivada parcial, que exploremos agora.

Para efeito de derivé@p, onde se compara o ascimof (xo+h) — f (%) da fung@o f com o
acrescimoh > 0 dado ao pontg,, 0 doninio mais adequado para uma féao@ um subconjunto
abertoQ c R" pois, neste caso, dadg € Q, tem-se aindx, + h € Q para todo a@&scimoh
suficientemente pequeno.

Seja, poisf : Q — R uma fun@o real, definida num subconjunto abe®a R", ai-ésima
derivada parcialde f no pontox, (onde 1< i < n) € o limite

of o . fetAe)—f(x)
3_Xi(xo)_A“Lno A

guando tal limite existe.

. of , of of
No entanto o Bnbolo pode ser denotado conge))(; , tamkem comoﬁ—y 92 etc. O que
|
importa no §mbolo rio é o “nome” da va@vel, X,y ou z, etc. O important& oindicei que

trata-se da furip nai-ésimavariavel, seja qual forimbolo utilizado, podendo utilizar da forma
of

E(XO)'
O caso particulan = 2 onde o gafico da fun&oé uma supeftie emR?3; a restri@o def
ao segmento de reta que passa@or(a,b) e é paralela ao eixo das abscissas tem corafiqgr
: . . of ., .
a curva plana obtida nessa sujpad fazendg constante, igual b. Logo &(c) e ainclina@o
da reta tangente a essa curva, no pdatb, f(a,b)), ao plano paralelo ao eixo
Assim a derivada parcial da fuag realf (x1, X, ...,%n), faz com que todas as vavieis se

tornem constantes exceto asima, e aplicando as regras usuais de deéivaesta vaavel.
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Figura 1: Derivada Parcial
Fonte: GeoGebra

5.2 DERIVADAS DIRECIONAIS

Vendo que as derivadas parciais, desacompanhadasided@p adicionais, apenas fornecem
informag@es sobre a fur@p ao longo de retas paralelas ao eixos, tentamos estendeaade
derivada a outras dirées aém dessas. Isto nos leva ao importante conceittedigada dire-
cional ou fun@o Gateaux deriavel

Definicdo 5.1 Sejam f: Q — R definida no abert® C R", x, € Q e he R", é dita Gateaux
derivavel em y se f possui derivadas direcionais egexn todas as dirdies de h, por definép,

o limite ( ) )
of i F(X%o—Ah) —f(xo
%(XO)_J\ITO A

guando tal limite existi.

Definicao 5.2 Uma fun@o f: R" — R & ditaGateaux deriavelem % se f possui derivadas
direcionais em xem todas as dirdies de u.

Observago:De forma sutil as funies Gateaux deravel podem pareceg primeira vista, a
generalizago natural para a defirég de derivada de uma fuiag real de uma vaavel. Entre-
tanto, a exigncia das derivadas direciona@assegura a regularidadefdem torno do ponto
X0, COMO No caso de uma vaviel (cason = 1). De fato, contrariamente ao caso unidimen-
sional, uma fungo queé Gateaux-diferenaivel num pontok, ndo necessariamente conta



neste ponto. Por exemplo, consideremos

f(x) = % se  (xy)#(0,0)
0 serio

Figura 2: Derivada direcional
Fonte: Maple

Seh = (hg,hy) & um vetor unério qualquer, ef@o aplicando a defingp de limite

£((0,0)+Ah)—(0,0)
)

f(A(hy,ho))
A

of ,
ar(0,0) = lim,_o

- Iim)\—>0

, f(Ahi,Ah
— limy_o H(ARsAR)

. AhiA2hd g
= |lim _AA TR 1
A—0 X322 12%03 " A

. A3hyhZ

— ||m _ A 1R
A=0%3(h24And)

= limy o2,

Y hi+Ah3

hyh3

ht

h

0 h
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segue que

ﬁ(OO)—{ R Se h=#0

dh 0 serdo

Entretanto,f ndoé contnua em(0,0). De fato, f (t2,t) = % vt #0

5.3 FUNQDES DIFERENCAVEIS

Consideremos agora fudes de dorimio Q C R" um conjunto aberto, imageR,, || || norma
euclidianaenR"ef: Q - R

Definicao 5.3 Dizemos que fé diferencavel (ou Féchet-deriavel) em ¥ € Q se existem
fun@es Lry, : R" — R tais que

f(Xo+h) = f(X0) +L(h) +rx(h), (1)
com L linear e g, satisfazendo
W]
lim =0 (2)
h—0 |[h|

Sery,(h) satisfaz ( 2 ), dizemos qug,(h) & fung@o Q|h||). Para simplificarmos a notag,
escrevemos simplesmentg), deixando de explicitar quedepende de,.

Sef é fung@o diferencavel emx,, entio a transformaip linearL € denominada difereravel
de f no pontox, queé denotada pof’(x,).

Desigualdade de Young:

Lema5.1 Seja p e q tais qué < p, q< +o e 5+ = 1. Enfio, para todo xy € R, vale a
desigualdade
Ixy| < X + X
P q

Exemplo 5.1 Consideremos (k,y) = xy. Se h= (h1,hy), enfio

f (Xo + N1, Yo + h2) = XoYo + Xoh2 + Yoh1 4+ h1hy

Como Lh) = xoh2 4+ yohy € linear e th) = hihy satisfaz'rﬂ(k?‘)‘ < I, 0 se h— 0, temos que

2
2+ Yoy

|
f & diferencavel em(xo,Yo) € sua diferenciaé f'(Xo,Yo)(h) = Xoh
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Exemplo 5.2 Seja f: R" — R um fun@o linear. En&io (X, +h) = f(X) + f(h). Se consid-
erarmos h) = 0 para todo he R", onde

f(x+h = +L(h)4r(h)
f(xo+h) = f(x)+L(h)+0
f(xo+h) = f(x)+f(h)

—h
5
N—

fica satisfeita com (h) = f(h), o que nos leva a concluir que& diferencavel no ponto xe
(%) = f.

Lema 5.2 Se fé uma funéo diferencavel no ponto x€ Q, L; e Ly sdo diferencaveis de f,
ento Iy = L.
Demonstrag@o: De fato, suponhamos que para tdde R",

fo+h) = f(x)+La(h)+ra(h)

3)
fio+h) = f(x)+La(h)+ra(h)

comL; el lineares &1 er; fungdeso(||h||) (fungdes que tendem a zero). Agora pegamos a
primeira igualdade e subtraos da segunda de (3), onde obtemos,

Li(h) —La(h) =r1(h) —ra(h).

Tomemos agora = Ag, ondeA € R, eg € a base cdmnica deR", da

Li(Ae)—L2(Ae) = ra(Ae)—ri(Ae)
ALi(e) —La(a)] = r2(Ae)—ri(Ae)
AlLi(e) —Lo(e)] < ra(Ae)+ri(Ae)
Li(g)—Lo(e) = rz(/\ei)}rl(/\a)
Li(e) —L2(a) = rz(/)\\_a)+r1(j\\_a)

(&) —L2(a)
(&) —L2(a)
Life)—Lo(e)] = |23 +2G%
ILi(e)—Lo(8)] < Irz(;\\a)|+|r1(;\\a)\

Fazendo\ — 0, vamos obter quie;(g) = Lz(g) paran=1,...,n.Portantd_1(g) =Lz(g). =

Exemplo 5.3 Seja f: R? — R a fungio definida por

Xy

F(xy) = \/ﬁ se (xy) #(0,0)
| 0 se (x,y)=(0,0)
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Figura 3: Funcao Diferenciavel
Fonte: Maple

Vamos verificar sé & contnua em(0,0). Dadoe > O.

_ x|y

)= 0] = [ty = |2l = X
Utilizando a desigualdade de Young ( 5.1) temos,
DY (1 2, 1 ) 1
LA L S — Xt = [
/X2+y2 2 2 y2 /X2+y2
1 xP+y?
2./ +y2
2 1 \2
- VXY ey
2. /x2+y2
— }‘/X2+y2

2

tomandod = 2 obtemos,
1 1 1
[fxy) = (0,0)| < SVX¥+y? < 58=5-2e=¢

assimve > 030 > O tal que\/x2+y2 < d = |f(x,y) — (0,0)| < €.
.. T & contnua em(0,0).
Vamos provar que & Gateaux-derawel (derivada parcial) erfD,0). De fato, sejantxo,Yo) =
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(0,0) ev = (v1,V2) € R?, por definigo, temos

im [ ((%0,%0) +AV) = f(x0,50) _ . f((0,0)+A(v1,v2)) — £(0,0)

A—0 A A—0 A
— lim f(()\Vl,AVZ))—O
A—0 A
|)\V1MV2 1
im -
)\—>0\/)\V12 ()\hz)z A
A fvafAve

e A1/ V2 +V3A

. V1|V
= lim V|V

A—0 2 2
\/V1+V2

V1|2
2 2

: A
. Assim emsteW(O,

V1|2

f .
Portantod—(o, 0) = 0), para todov € R? implica quef e

ov V243
Gateaux-deri&vel em(0,0). Suponhamos qué é diferencavel em(0,0). Logo existem

f/(0,0), r : R? — R tais que
£((0,0) + (h1, hp)) = (0,0) + '(0,0)(hy, hp) +r(hy, hp)

f(hy,hp) = £(0,0) + f’(O, O)(hl, hy) +r(hy, hy)

satisfazendo A
i r(ng, 2
lim —=22-=0 4
(h1,h2)—(0,0) /h%—kh% (4)
segue
hi|h
f(hy,hp) = %
hf+h3
e
f(h1,hp) = 0+r(h)
[ha[h2
r(h) = ———
\/h2+h3
agora substituindo na condig (4), obtemos
e | __1 e

hl,hz (0,0)

\/h Jrhz (hy.h2)—(0,0) h2 + h2

|\ /R
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mas se tomarmos o caminhg= 0, teremos

se pegarmos outro caminhg = hy, obteremos

_|hyllh K 1 1
lim M: lim —% = lim ===
h—ohf+h2  m—02n2 n-02 2

logo rao existe o limite, ou seja,

ﬂ “m |r(h17h2)’

(h]_,hz)—)(QO) /h% + h%

Portantof ndoé diferencavel no pontq0,0).
Exemplo 5.4 Seja f: R? — R a fun@o definida por

se (xy) # (0,0)
0 se (x,y)=(0,0)

Figura 4: Funcao Diferenciavel
Fonte: Maple

Verificar sef & continua ent0,0). Dadoe > 0

2C)y]x|

2
fY) - (0.0 = [fxy)] = |20 = 2
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Utilizando a desigualdade de Young ( 5.1) temos,

2x%y|x|
2 <
1%+y

- 2x4+y2 X

= X
< VX+y2 <o

tomandod = € obtemos,

1f(xy) = (0,0)| <V/X2+y2<d=¢

assimve > 030 > 0 tal que\/x2+y2 < d = |f(x,y) — (0,0)| < € .. f & contnua em(0,0)
Vamos provar que & Gateaux-derivel (derivada parcial) ett0,0). De fato, sejanixo,Yo) =
(0,0) ev = (v1,V2) € R? vetor unirio, por definigo, temos

f((X0,Yo) +AV) — f(Xo0,Yo) f((0,0)+A(vy,v2)) — £(0,0)

li = |im
Alino A )\I—>O A
— lim f(()\Vl,)\Vz)>—0
A—0 A

2/\V2‘)\V1‘()\h1)2 1
A—0 ()\Vl)4—|—()\V2)2 A
— lim 2/\4V2|V1‘V%

N )\HOAS\,4+)\3V2

A
= y% ﬂwgl
o e ¥
2v2|vi |V

Vi
20
Vi

of 2x2y|X| of o
Portanto%(o 0) = Va2 Assim eX|ste%(0 0), para todd € R<implica quef e Gateaux

derivavel em(0,0). Vamos verificar se a fu@p é diferencavel Suponhamos quk é difer-

encavel em(0,0). Logo existemf’(0,0), r : R? — R tais que
f((0,0) + (hy,hz)) = £(0,0) + (0,0) (hy, h2) +r (hy, )

f(hl, hz) = f(O, 0) + f’(O, O)(hl, hz) + I’(hl, hz)
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satisfazendo I
: r(hg, N2
lim — 2 =0 5
(h1,h2)—(0,0) /h%_|_h% ®)
segue
lhy|hy
f(hy,hp) = ———
VY3
e
f(h1,hy) =0+r(h)
lhy[hy
r(h) = ——
VY3
agora substituindo na condig (5), obtemos
|hy|h2 _ 1 . |hy|[h2]

im
hl,hz (0.0) \/h 2 \/h +h2 (h1.h2)—(00) hZ + 3

mas se tomarmos o caminhg= 0, teremos

se pegarmos outro caminhg = hy, obteremos

h . K 1 1
Im|1|| 12|: ~L=1lm>==
hy—0 h?2 7+hi  hm—0 2h h—02 2

logo rao existe o limite, ou seja,

3 fim (o)

(hho)~(00)  h2 | 12

Portantof ndoé diferencavel no pontd0,0). Podemos observar que a egistia das derivadas
parciais (Gateaux-de@vel) rio implica que a furéip seja diferenéivel, mesmo que seja con-
tinua no ponto.

Proposicgdo 5.1 Se fé diferencavel em ¥ € Q, enio f &€ continua emx

Demonstragio: Pela definigo da diferenciabilidade temos qdiéx, + h) = f(xg) + L(h) +
r(h), satisfazendo Iimoﬁ = 0. Portanto, para tode > 0 existed; > 0 tal que|h|| < &
implica em que'w < g, tomemos = 1, enBo3d; > 0 tal quel|h|| < &1 implica

()|
T <t
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ComoL : R" — R & linear, segue da Propoai (4.1) que existe > 0 tal que|L(h)| < allh|,
para todch € R". Dadoe > 0 sejad = min{;, 1% }. Ento sex € Q & tal quel|x— Xo|| < 3,
temos

[0 = (%) < (1+0)|x—xo|| <€
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5.4 VETOR GRADIENTE

Embora a exigncia das derivadas parciais de uma &mqualquer, @o implique na difer-
enciabilidade da furéip, mas quando a diferencial existejada pelas derivadas parciais, como
veremos a segulir.

Seja uma fung@o e diferend@vel f : Q — R, definida no abert® c R".
Afirmacao: SeL : R" — R & linear, erfio existe unb = (by,by,...,by) € R" tal queL(h) =
(b;h) para todch = (hy,hy,... hy) € R".
De fato, sejd ey, e, ...,en} a base cabnica deR" eb; = L(g). Ento,

L(h)=L (i_ilhiei) = iihiL(ei) = iihibi = (b; h)

Dizemos qué é a represent@p matricial de relativamente base cainica.
SejalL = f/(x,) a diferencial de uma fudp f. En&o,L(h) = (b;h) para algunb € R" e para
todoh € R". Considerandd = A g temos da defin&o de diferenciabilidade

f(xo+A6)="1(X)+L(e)+r(Aea)

satisfazendo IimrM =0
A—0 A
f(Xo+A&)—f(X%) r(Ae)
fazendoA tender a zero, obtemos
B f(Xo+Ae)—f(x) Of
@) = fm, TR = )

O vetoré denotado por
of of
f == ey
TH00) = (b 55 )
e denominadeetor gradientade f emx, e € tal que se € fun@o diferencavel emx, , enfio

F(x0) (h) = (v f(x0);h)

Observe se caso o vetor gradiente exista nada podemos aliwerasdiferenciabilidade da
funcdo, mas caso & seja diferen@vel podemos dizer que o vetor gradie@ta representap
matricial def’(x,) relativamente a base damica deR".
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5.5 REGRAS B\SICAS DE DERIVACAO

Proposicgdo 5.2 Sejam fg: Q — R duas fundes diferend@veis em x Entio

a) f+gédiferencavel emx e (f +g)' (%) = f'(X0) + 9 (Xo);

b) fgé diferencavel emx, e (fg)' (Xo) = f(Xo0)d (Xo) + f'(X0)9(Xo)

c) seg(%) # 0 enBo f /g € diferencavel emx, e (f/g9) (%) =
Demonstrag@o: a) Comof,g sao diferencaveis,
f(xo+h) = f(x0) +-L(h) +ru(h)

d(X +h) = g(%) + G(h) +r2(h)

somandof eg
f (%o +h) +9(X% +h) = f(X) +9(X) +L(h) +G(h) +ra(h) +rz(h)
colocanda (h) = r1(h) +ra(h)
f(Xo+h) +9(x+h) = f (%) +9(%) +L(h) + G(h) +r(h)
comL(h) + G(h) linear e tendendo a zero.

im [0 + 906 +h) = (f(xo) +9(%))
h—0 gl

=L(h)+G(h)

denotandd.(h) = f’(x) e G(h) = ¢'(x) vem o resultado acimas

Demostrago: b) Multiplicando as fungesf,g, obtemos
f(Xo+h)g(Xo +h) = (f (%) +L(h) +r1(h))(g(X) +G(h) +rz(h))

F (%o +h)g(%o +h) = f(%0)g(%o) + f(%0)G(h) +g(xo)L(h) +R(h)

ondeR(h) = f(xo)r2(h)+L(h)G(h) +L(h)ri(h)+g(Xo)r1(h)+r1(h)G(h) +r1(h)ro(h) fazendo
h— 0
R(h)

= f(%)G(h) +9(Xo)L(h) + lim ——=

im [0+ Mgx0+h) — f(x)g(xo)
h—0 [|h]|

h—0 |h|

comoG(h) =d'(h) eL(h) = f'(h) e f(X0)d (%) + f'(X0)9(%) € linear comR(h) tendendo a
zero, temos que
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5.6 CASO GERAL

Antes de definirmos a diferenciabilidade de uma &amt: R" — R™, que nos exige fatos
basicos dallgebra Linear, sejam eles.
a) SeL : R" — R™ & uma transforma&p linear, fixadas as bases oaitas deR" e R™, existe
uma matrizAmx«n = [ajj] tal que
L(X) = Ax, ¥x € R"

SendoA chamada de a matriz associadaansformago linearL ou de representag matricial
del relativamente as base @ancas deR" e R™, linha e coluna respectivamente.

Vamos representar a matriz associada a um transf@uhagor [L .

b) Seja duas transformaes lineares; : R" — R™el, : R™ — RX, definimos a composta da
duas transformdiesL, oLy : R" — RX & dada por

[L2oLa] = [L2] X [Ly]
Agora vamos definir o comportamento da faog : R" — R™.

Definicao 5.4 Uma fun@o f: Q — R™ & dita Frechet-deri@vel no ponto x€ Q se existem
funges L: R" — RMe ry, : R" — RMtais que

f(Xo+h) = f(Xo+L(h) +rx,(h)) (6)
comolL & linear ery,(h) tende a zero maispido, istoé, satisfazendo a con@ig

i I
h—0 |h|

(7)

Por simplicidade de notag escrevemogh), deixando de forma imptita a depenéncia der
em rela@o ao ponto.

Caso a fungo f seja diferen@vel no pontot, enfio a transformaip linearL. € denominada a
diferencial def no pontox, ou Fechet-deriavel def emx,, vamos de notar d& (o), ou seja,

f'(%0) = L.

Lema 5.3 Uma fun@o f: Q — R™, f = (fy,fy,..., fm) & diferencavel no ponto x se e so-
mente se cada uma de suas componenteQ £ R é diferencavel no ponto x

Demonstra@o: Se cadd; € diferencavel emx,, enfio existem fun@esL; er; satisfazendo (1)
tais queL; & linear e satisfaca

jim 1 _ g
no ]
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SejamL = (Li,Lp,...,Lm) er =(rq,ra,...,rm). Enfio,é claro quef (xo+h) = f(X,) +L(h) +
r(h) segue do Teorema (3.2) que

[r(h)]] [r(h)[]2 = Jri(h)|
<C =C —0 se h— 0.
[/ 12 i; [h|

Reciprocamente, sk é diferencavel emx,, enfio existem fungesL = (L1, Lo,...,Ly) linear

er =(ry,ro,...,rm) satisfazend@6) e ( 7). Como cada,; é linear e

rihl _ [Ir(hl]
Il = [Ihl]

temos o resultado. =
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5.7 A MATRIZ JACOBIANA

Sef = (fy,fo,...,Tm) : Q C R" — R™M & uma fun&o diferencavel emx, € Q, enfio sua
diferencial (ou sua derivada deéehet)f’(x,) € uma transforma@p linear deR" emR™. A
matriz associada #(xo) relativamentes bases cé&micas deR" e R™ é dada por

df]_ dfl dfl

d—xl(xo) 0_)(2()(0) a—xn(xo)
[f'(X0)] = : ; :

0fm 0fm 0fm

c?_xl (Xo) 6—)(20(0) e o (Xo)

Observe que as linhas @€ (x,)] sdo formadas pelos gradientes de cédemX,.
No caso em quen= n a matriz[f'(x,)] & denominada d®latriz Jacobianade f emx,. O seu

determinant& denominado déacobianode f emx,, que denotamos por

Jt (%) = def f'(xo)]

Observag@es: SeJs (xo) # 0, enBio a matriz[f'(x,)] € inver$vel. Comof’(x,) aproxima
f(X) — f(Xo) na vizinhanga dey, seria razavel esperar qué tamkem fosse inveiigel nas
proximidades de,. De fatoé quase isso, como veremos maiente no estudo do Teorema

da Fun@o Inversa.
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5.8 REGRA DA CADEIA

Teorema 5.1 (Regra da Cadeia) Sejaf subconjunto aberto d&" e A subconjunto aberto de
R™. Suponhamos fQ — R™e g: A— RX duas funes tais que Q) c A. Se fé diferencavel
no ponto x e gé diferencavel em y = f(X,), enio go f & diferencavel no ponto xe

(go ) (%) = (Yo) o f' (o)

Em particular
[(go 1) (x0)] = (g (Yo)] [ (%)]-

Demonstragio: SejamL = f/(X,) e G = d (Yo). Pela definido da diferenciabilidade
f (% +h) = f(x0) +L(h) +r(h), vhe R
9(Yo+k) =9(Yo) + G(K) +rg(k), Yk e R™

satisfazendo as condies

im g jim "kl _ o
h—0 ||h]| k—0 [|K]|

Portanto, podemos escrever

9(f(%+h)) = g(f (%)) +G(L(h)) +r(h),

onder : R" — RX & definida por = Gor¢ +rgo (L+r¢).
Além disso,

Ir GO ra(L(h)+re(h))]
S e e

Pelo Lema (5.3), podemos escrever

Ircll _ lire()l | lirg ()11 [IK]
[ TR TR

ondek = L(h) +r¢(h).
Comol|k|| < allh||+[|r¢(h)||, temos

Ir(m _ lire(h)ll firg(K)]] Ire (h)ll
(I <a+ flf >

e conclimos o resultado, visto qUgk|| — 0 quandd|h|| = 0. =
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5.9 O TEOREMA DO VALOR MEDIO

O Teorema do Valo Mdio se estende para o caso de fiesgxdeR" emR e sua demonstrag
€ consegéncia direta da Regra da Cadeia, como&ea prova do resultado a seguir.

Teorema 5.2 Seja f: R" — R uma fun@o diferencavel de x e % dois pontos quaisquer de
R". Entdo existex sobre 0 seguimento de reta que ligaaxe tal que

f(x2) — f(x1) = (VF(X); %2 —xa)

Demonstragio: Consideremoyg : R — R" a parametrize#p y(t) = x1 +t(X2 — x1) da reta que
passa pox; ex,. E facil ver quey & fungio diferencavel ey (to) (At) = X — x1 para todd, € R.
Sejag: R — R a fun@o real definida pela compoaigg(t) = g(y(t)). Pelo Teorema 5.1g
é uma fun@o deriavel eg'(t) = (v f(y(t));x2 — x1). Pelo Teorema do Valor &tlio para
fungdes reais de vavel real,g(1) — g(0) = d'(to) para algunt, €]0, 1[. Assim denotando por
X = y(to), segue o resultado.

Observag@o 5.1 O Teorema do Valor Kdio rio é valida para funges f: R" — R™, se m> 1.
Em particular, rdo vale para curvas e®™.
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5.10 DERIVADAS PARCIAIS (CASO GERAL)

Sejaf : R" — R™uma fun@o diferencavel emx,. Enfio a diferenciaf’(x,) fica determi-

nada pela matrigf’(xo)].

Sex e R" comx= (y,z) o doninio definido polR" = RX x R!, assinx = (y1,¥2,...,Yk, 21,22, .. .,2),
enfio podemos escrever

of of of of
ay; (%o) oy (o) 7 (%) a7 (%)
[Foo)=| z 5
2 fm 3 fm 3 fm 9 fm
(%) o G(X%) (%) o (%)
Se considerarmos os blocBs C definidos respectivamente por
of af of af
ay; (%o) . (%o) a2 (%) 77 (%)
0 fm fm 3 fm 9 fm
Fy; (o) G (%) a7 (Xo)  G7(%)

entio para todd = (hy,hy) € RKx R!, temos
/(xo)h = Bhy + Chp.

As transformages lineares associadas submatrizeB e C sdo denominadas parciais lem
relagio respectivamenteyee zemx, € denotamos

B= [g—;(xo)} , C= [%(Xo)]

Com esta notap podemos escrever

of of

f'(xo)h= d_y(xo)hl+ E(Xo)hz

Com a notago das derivadas parciais, a Regra da Cadeia toma a segumée for

Teorema 5.3 Seja f: R¥ x R' — R™ uma fun@o diferencaveis em ¥, yo. Sejamp : R™ — RK
ey :R™ — R! fungdes diferendiveis tais que (Uy) = Xo € (Vo) = Yo. Enfio g: RM+M2 — RM
definida por gu,v) = f(¢(u), (v)) é diferencavel em(uy, Vo) €

()] = |5 [ S| + | Syl | S|
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5.11 CONDI@ES SUFICIENTES PARA A DIFERENCIABILIDADE

Para verificarmos se uma fulgqualquee diferencavel, devemos recorrer para as defieis
disporiveis aé 0 momento. Ondé motivado a obter o Teorema que nos fornece c@edicu-
ficiente para a diferenciabilidade de uma faagualquer.

Teorema 5.4 Se uma . Q — R possui de derivadas parciais em todos os pontos do aberto
Q c R" e cada uma delas contnua no ponto ¥, entio f & diferencavel no ponto .

Demonstragio: A guisa de simplicidade, faremos a demonsitago casm = 2; o caso geral
segue por argumento alego.
Sejah = (hy,hy) = hye; + hoey, onde{ey, e} & a base cdmica deR?. Enfio

f(Xo+h) — (%) = f(Xo+h) — f(Xo+hier) + f (X +hyer) — f(Xo) (8)

Como a fung@og(t) = f(xo+ hie; +tey) & derivavel com derivada coimua em torno de=0,
temos do Teorema do Valor&dio para funges reais qug(h,) —g(0) = g'(£)hy. Portanto,

of
f(Xo+hier +hoex) — f (X +hi€1) = 0—)(2(Xo+h16‘1+5262)h2,

ondeé;, €]0,hy[. Analogamente, a fu@t — f(x,+tey) é derivavel com derivada comua
em torno d¢ = 0. Logo,

F (X0 & uey) — F(xo) = j—xfl<xo+éle1>h1, & €10, hy.

Portanto,

f
(xo+Ee1)h1+a—(xo+h1e1+Eez)hz.

(o) — 1(%0) = o

ox

Denotando por

of of af af
rth)= (0—)(1(xo+€e1> - (,—Xl(xo)) hy + (a—XZ<xo+h1e1+Eez) - a—XZ(xo+h1e1>) h, (9)

temos
f(Xo+h) = f(Xo) + (Of(X0); h) +r(h).

Para concluir qué é diferencavel basta mostrar qué¢h) & de ordeno(||h||).
Por hiptese, dada > 0, existed > 0 tal que sex € Bs(Xo), entio

of of

£
d_xi(x) - d—xi(xo)‘ <7
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Em particular, se&,y € B5(X), enéio

of of
0_xi(y)_d_xi(x)

<E
>

Portanto, s¢h| < &, segue de (9)

£ £
rch) < —+=——<e¢lh
F(O)] < g+ g < el

e consequentemente,
r(h)l
Ihl[1
e o resultado segue da equiatia das norma efR". =

<E&
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5.12 FUNQES DE CLASSE &

Sef:Q c R"— R™é uma fund@o diferencavel em cada pont do seu dorinio, enéio
podemos considerar a fulag linearf’(x), diferencial def emx. Temos assim a aplicag

f': — £(R",RM),
x — f(x),

ondeg(RR",R™) denota o espago de todas as aphesdineares d&" emR™. f’ & denominada
a fungo diferencial dd (ou fung@o derivada de Echet def).

Observe que, fixada uma base nos espdtbem R™, como por exemplo a base canica,
enfio cada elemenfd de £(R",R™) pode ser representado por uma mdffizde M n.

Exemplo 5.5 Se f(x,y) = (xy,x> +y?) enfio f': R? — £(R?,R?) & dada por

[¥(xy)] = lzyx ny]

Exemplo 5.6 Se f: R" — R & definida por fx) = ||x||3, enfio f'(x) = 2x para todo xc R".
Logo f = 2I, onde | denota a furiip identidade d&R" emR".

Sem=1, ento o espa¢c&(R",R™) pode ser identificado cofR" (ou mais precisamente com
Mixn), isto &, £(R", R™M) = R". Neste caso, s€: Q — R & a fun@o diferencavel, podemos
fazer a identificago
f:Q — R
X — Of(x)

Defini¢io 5.5 Dizemos que uma fuég diferencavel f: Q — R™ & de classe E(ou continu-
amente diferenéivel) em ¥ € Q se f & fungo contnua em ¥. Dizemos que & de classe €
emQ se f & fun@o contnua em todos os pontos (e

Como j vimos anteriormente, uma fuing f pode possuir derivadas parciais &rse difer-
encivel. De fato, pode nem mesmo ser ¢ond. Entretanto, sé & uma fun@o convexa e
possui derivadas parciais, &ntelaé necessariamente de clagde

Teorema 5.5 SejaQ um aberto convexo d&" e f: Q — R uma fun@o convexa que possui
derivadas parciais em todos os pontos@leEntio f & de classe €
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Demonstragio: Como f & convexa, efdio
fAAYy+(1=2)xX) <Af(y)+(1—A)f(x) (10)

para toda,y € Qe 0< A < 1. SejaK um subconjunto compacto d& En&o existed > 0 tal
quex+seg € Q paratodax € K, |5 < J, ei =1,...,n, onde{ey,e,...,e,} &€ a base camica
deRR". Assim, paray = x+ sg obtemos de (10)

f(x+Asg)— f(X)
A

< f(x+seg)— f(x).
Passando ao limite nesta desigualdade quando0" temos que

sf(x)-& < f(x+seg)— f(x).

f(x)— f(x—s8) f(x+sg)— f(x)

S S (12)

Como esta desigualdade taembé valida substituinds por —s, segue que se<|0, §[, enfio
<0Of(x)-g <

paratodxe Kei=1,...,n.
Sef naoéCl, enfio existee > 0, xo € Q e uma segéncia{Xx}k <1 emQ tal quexx — X, €

1O0f (x) —Of(%)| > &, vk. (12)

SejaK = {Xo,X1,%2,..., }. Se|s < g ek & suficientemente grande, aok, + sg € Q e comof
é continua enf, segue de (11) que a sémcia{[1f (x) -} € limitada, para cadia=1,...,n.
Portanto, passando a uma subgsmia se necedso, podemos supor que existes R" tal
quelf(xx) — u. Portanto, passando ao limite quaride> o em (11), temos, pars<]0, g[ e
i=1...,n

f(X) — f(x0—sa) f(x+s8) — f(%)

<u-g< . 13
S <u-g < s (13)

Fazendes — 0" em (13) obtemo§if (X,) = u, 0 que est em contradi@o com (12). Portanto,

x— 0Of(x) € contnuaemQ. =
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5.13 PROJEGO ORTOGONAL

A projecdo ortogonalsobre um convexo fechadde R" definido por

PC:Rn — RN
X — PC

ondeR:(Xx) & denominado proj@&p ortogonal dex sobreC que & importante pois na analise
convexa e surge com freguocia nas aplicégs.

Teorema 5.6 Seja C um conjunto convexo e fechaddRfee considere a furéip f: R" — R
definida por

100 = (X- SRR, (14)

Entio f & fungo de classe EemR" e ' = R..

Demonstrag@o: Sejamx, eh emR". Enfio podemos escrever

f (X +h) = f (%) + (Pe(Xo); h) +r(h),

onde
() = S 1IRs(k0) B~ 5 IRl )3+ (-4 iR ) — ().
Comog(x) = %||x\|§ é diferencavel comg'(x) = x para todok € R", temos do Teorema do Valor
Médio,
1 2 1 2 .
SIPe(%o)lI2 = 5[1Re (o +h)[|2 = (1~ 8)Pe(Xo) + BFe (%o +1); Re(¥o) — Fe (%o +)),

para algunmd €]0,1[. Logo,

r(h) = (X — Re(Xo); Pe(Xo +h) — Pe (X)) — B]|Pe (X0 +h) — Re(%o0) |13 4 (h; Pe (%o + h) — Pe(Xo))
(15)
Como as duas primeiras parcelas do lado direito de @®pegativas, temos

r(h) < [|h]l2]|Pe(Xo+h) — Pe(%o)[|2 < [[h]|3
Por outro lado, considerando= 1— 0, temos

rh) = (VR(X) + (1—V)Re(Xo+h);Pe(Xo) — Pe(Xo +h)) + (Xo + i Pe(Xo + ) — Pe(Xo))
= (Xo+h—Pe(Xo+h); Re(Xo + ) = Re(%o)) + V[[Re(Xo) — Pe(Xo +h)[13 > 0

Portanto, @> r(h) > ||h||3 e temos a conclé®. =
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6 TEOREMA DA FUNC AO INVERSA

Vamos aqui tratar um dos temas principais dalse o Teorema da Fu@g Inversa, onde
dada uma furgo linearg : R" — R" definida porg(x) = xA, ondeA & a matriz quadradax n.
Para obtermos a inversa gaasta queletA+ 0 ondeg~! : R" — R" e dada pog—(x) = xA~ L.
Mas caso a (oug~') seja Fechet-deriaveis no pontox, emR", escrevemog/ (x,) = A (ou
(g)~1 = A~1). Agora vamos pegar um subconjunto ab&ta R" e uma fungo f : Q — R"
gue seja Fechet-deriavel no pontos, € Q, pela defini@o de diferenciabilidade

f(Xo+h) = f(x0) +A(h) +r(h),
r(h)

ondeAr(h) : R" — R" e a condiéo queA matrix linear ehlirgw =0, onde

sendo a fungo f’ : R" — R" que melhor aproxima de, € Q.
No entantce sutil pesar que se a fuingf : Q — R" é diferencavel no ponto, € Q e a Matriz
Jacobiana dada pér= [f'(xo)] tal que

Jt (%) = defA] = def f'(x0)] # O,

nos leva que d seja inverssel nas proximidades de.
Desta maneira temos quaae verdadeira, mesmo pamna= 1.
Sejaafungof : R — R definida por

| 3+x®sen; se x£0,
f(x) =
0 se x=0.

Derivando a fungo f em todos os pontos d& obtemos

1

(%) = $+2xsen; —cos: se x#0,
5 se x=0.
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Se f fosse invers/el numa vizinhanca dg, = 0, enBlo seria necessariamente injetora nessa
vizinhanga. Comd’(0) = 1/2, seria necessariamente crescente na vizinhancga do penato

No entanto isto seria impdsel porquef’(x) muda de sinal infinita vezes proximo ao ponto
zero. Observe que sE fosse corihua emx, = 0, enfio f/(x) > 0 parax suficientemente

Figura 5: Inversa
Fonte: Maple

proximo dex, = 0 e tefamos o resultado desejado.
6.1 TEOREMA DA FUN(]&O INVERSA

O Teorema da Fu@p Inversa se aplica para fuef :V — V comV C R". Vamos utilizar
indistintamente a normia || com norma euclidiang ||z deR" e anormainduzidf || ¢gn rn)-

Teorema 6.1 SejaQ C R" aberto e f: Q — R" fungdo de classe Etal que J(xo) # 0. Entio
existed, > O tal que

a) f éinjetora em U= B; (Xo);
b) V = f(U) é aberto;
c) f~1:v —U édeclasse Ee[(f1)(f(x))] = [f'(%)] %

Demonstra@o: Faremos a demonsti@g em quatro etapas.
Etapa 1:Vamos provar que existe uth tal quef & injetora enB;, (Xo).
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Fazendof’(xo) = Ae Js (%) # 0, por hipbteseA~! est bem definida.
Comof & de class€?!, dadoe > 0, existed > 0 (dependendo dee x.) tal que

Ix=Xo|] < &= [['(x) - All <. (16)

ComoBs(Xo) € aberto, er@o podemos tomare Bs(xo) eh # 0 tal quex+h € Bs(Xo).
Afirmo: f(x+h) # f(x) sed > 0.

Com efeito Sejap : [0,1] — R" definida porg (t) = f(x+th) —tAh. Entio ¢ & de class€!
no intervalo aberto ]0,1[ em virtude do Teorema da Regra dai€atieemosg’(t) = f'(x+
th)h— Ah. E pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

6(1)-900)= [ 't

istoe,
1

f(x+h)—Ah—f(x):/o (f/(x+th) — A)hdt.

Em particular
[0 h) 100 AR < [ 0ce th) Al
comox+th € Bs(xo), Vt €]0,1] segue de (16) que
I10c+h) 100 AR < [ elnde= el )

ou seja,
If(x4h) — f(x) — Ahl| < g[[h] (18)
temos||h|| = ||A~1AN|| < ||A~1||||Ah|| segue daque|/h|| < ||A~1||||Ah|| e obtemos de (18)

I (x+h) — £() —Ah| < e[|A~*[[|An|

B (19)
—[[f ettt — AN > —eAT| AN

usando (19), obtemos

I (x+h) = f(x)]

1 (x+h) — F(x) — Ah+Ah|

> [[AR] =] (x+h) — £(x) — Ah]
> ||AN| — [ A-H[| AR

> [|Ah] —e[|A~*[[|AR]

> (1—g[A-H]]Ah]

1 (x+h) = £ > (1—e[|A]) AR (20)
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Tomando-se& = ﬁ e 01 < 0 obtemos de (20):

I£(x+h) — £00l] > S AN 21)

Como a matrizA possui inversadh = 0 Yh # 0 onde temos qué € injetiva.

Etapa 2:VVamos provar que exisi® tal quef (B(;Z(xo)) é aberto.
Por hipotesef & de class€?!, x — J;(x) & uma fundo coninua. Logo, exist® > 0 tal que
Ji(X) # 0VX € B5(Xo).
Considere-sé&, = min{d;,0}. EnoJs(x) # 0 para todo € B, (Xo) € f injetora emBs(Xo).
Provemos qu&V = f(Bg, (X)) € um conjunto aberto.
Sejay; € W. Ento pela definigo de imagem existe utmicox; € B, (Xo) tal quef(xy) = yi.

Tomer > 0 tal queBr(x1) C Bg,(Xo) € considere a fronteira
K=0B/(x1) e uX)=]|f(x) —f(x)|

uk — R
u = u(x) =[[f(x) = f(xa)]
ondeu é contnua pois,f & contnua e a norma de uma fuing contnuaé contnua.
ComoK & compacto @ é fung@o contnua, existex* € K tal que

m:=inf{u(x);x € K} = u(x").

Observe que* € K = X* # x1 = f(X*) # f(x1) pela injetividade dd e pela definigo dem
temosm=u(x*) = || f(x*) — f(x1)|| > 0 ,0u sejan > 0.

Afirmo: Bo (f(x1)) C Br(x1) CW.

Com efeito, tomg € Bo(f(x1)). Isto&, [[y— f(x1)[| < 2. Definindo

w:B(x1) — R
X = wx) = f(x)-Y].

ComoB;, (x1) & compacto, existe € B, (x;) tal que

w(X) = min{w(x);x € By (x1) }.
Observe que
wx) < w(xg),
&=yl < [Ifxa)-yl <3

w(x) = 11(3) 9l < I fa—y)] < 5.
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Observe tamém que s € K, enfio

N3
Il
N3

W(x) = [[F0) =yl = [IF(x) = fF )l = [[f (a = Y) | = m—

Portantox ¢ K, o que implicax € By (x1).
Afirmo: f(X) =V, istoéy e f(Br(x1)).

Com efeito, s& & o ponto de fmimo dew(x) emB; (x1), enfiloX tamkemé ponto de rmimo de
g(x) = 3|/ f (x) —y||%. Comox & ponto interiorg/(X)h =0, Vh € R", 0 que implica qu&'h € R".

2
9 = 3/t -y
90 = HF®-%fx-y)
aplicando a diferenciabilidade egn
0=g(xh =

o
ST~ NI NI NI

para todch € R". Enao

Agora, como

segue-se que

ou ainda,f(X) =y, e a afirmativa eétprovada.

Etapa 3:SeU =B, (X)) eV = f(U), enBio f~1:V — U & diferencavel.
SejayeV (y: f(x),xe B52(x0)) e tomer > 0 suficientemente pequeno tal quek € V para
todok tal que| k|| <,
h = f1(y+k —x
h+x = fi(y+Kk)
f(h+x) = f(f1(y+k))
f(h+x) = y+k
k = f(h+x)—y
k= f(h+x)— f(x). (22)



Comof é diferencavel emx € U, enfio:
f(x+h)=f(x)+ [f’(x)} (h)4r¢(h)

satisfazendo a condiQ
ey

=0.
h—o0 ||h|

De (22) e (23) obtemos que
k= [f'(x)](h)+r¢(h).
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(23)

(24)

(25)

Jaquexe U = Bg, (%) ento,J;(x) # 0 e f’(x) & inversvel, consequentemente existé(x)] -

Assim, sejeB = [f'(x)] ~1 Multiplicando a matriB em (25), obtemos

Bk = Bf'(x)h+Br¢(h)
Bk = h+Br¢(h)
h = Bk—Br¢(h)

Tamkemh = f~1(y4+k) — f~1(y).
Portanto,
“L(y+k) —f1(y) = Bk—Br¢(h)
f~3y+k) = f-1(y)+Bk—Br¢(h)
Para provar qué ! & diferenchvel, basta provar que

o Bre(h]

=0
k-0 ||k

De fato, como na Etapa 1 temos:

1
Iklf = [T (x+h) = £ (x)[| = S [|AR]

(26)

(27)

Por outro lado coma\ & invergvel temosh = A~1Ah, aplicando a normgh|| = ||A~1An|| <

1A= [|AR]], da
ihi

|AR[] =
[IA-1]

De (27) e (28) obtemos que

(28)
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e
[Br ()|l 1
0<—r— = [Bri(h)|—
K] Hkg”Aln
< [IBI[[r¢(h)]] Tl
2|AH[IB]r ¢ (h)
PR LN
0< [Br (h)] < [AZ(IBI[Ir ¢ (h)l
K] Il
A-1||IB h
Quanddk — 0 implicah — 0 o que implica por (24,@H H"|‘h|’|”|rf( )l tende a zero, assim
[Bre ()|
0<——— <0,
K]
como queriamos
- re(h)]]
lim =0.
h—0 |h||

Logo, f ! & diferencavel emy = f(x) € V, por tanto existe

1

[T el o) =[] "= 1w
para todoy € V.

Etapa 4: f1:V — U éde class€?.
De fato,A= f/(x;) eB= f/(x2). Comof & de class€?, dadoe > 0, existed > 0 tal que

X2 —xa|| <= |[f'(x2) — F'(x0)| < €
Comof & de class€?, dados > 0, existed > 0 tal que
X2 —xX1]| <0 = ||B—A|| <€
Visto queB~! — A1 = B~1(A— B)A%, obtemos
1B =AY <[IBH||A-B| A

Por outro ladoyh € R", temos
h=A"1Ah,
aplicando norma

[h]
IA=H”

[l = [|A~*AR]| < A2 ][[|AR]| < |Ah] > vheR™ (29)
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Tamkem temos,

|IBh|| = ||Ah+Bh—Ah||
= ||[Ah+ (B—A)h||
> AN = [(B— AN
> JlAN| = [(B— Al
subtituindo (29)
> ||,’L“’1H—||<B—A>||||h||.

Portanto,
1
IBh > (—— H(B—A)H) Ih.
AL
Observamos que,

X2 —x1]| <6 = [B—-Al|<¢

= —|B-A||>-¢

1 1
o —IIB=All > —— — €
AL A=

1 1
I B—A> h z<——e> h
(aay 1B} 0= (amsy ) I

1
el < 8 A = (g —¢ ) I

=

Onde obtemos que,

Escolhende = 3||A~1|| > 0 e 06 < &, correspondente, obtemos

L e e DL

> | 5=ty | 1Dl
2| A

onde

1
Bh| > =]l
18N = ZaT

Tomandok = BhtemosB~1k = h, aplicando norma, obtemos

1Bl =l
IB=K| = 2l|A~*][|Bh]
1Bk < 2l [IK]
B7Y < 2JATY|
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Portanto, séix; — xz|| < &, conclumos

1B~ —A~ IB=HIB—All[lA-|
2|AH[1B— AflIIA
= 2|A 7B Al

< 2IAH e

VARRVAN

Deste modo, obtemos

X1 —%f <& = [B1-AY <2|At?|e
= [[F0e)] = [Fow)] Y| < 217 %

Isso mostra qué ! & de class€?.

Definicdo 6.1 Seja f: U — V uma funéo bijetora. Dizemos que & umhomeomorfismentre
UeV se f e f! sdo contnuas. Dizemos que & umdifeomorfismoentre U e V se f e f!

sao diferencaveis.

Podemos reescrever o Teorema da Ronipversa utilizando a terminologia da defaog

acima, que fica:

Teorema 6.2 Se fé fungo de classe Ee J(x,) # 0, enfio existem vizinhancas abertas U e
V respectivamente dg e f(X,) tais que fé difeomorfismo de classé @ntre U e V.

6.2 METODO DAS CARACTERSTICAS UMA APLICACAO DO TEOREMA DA FUNGAO
INVERSA

Nesta parte vamos mostrar uma apléadireta do Teorema da FueInversa, o Mtodo
da Caractdsticas para a solap de equdies a derivadas parciais de primeira ordem, vamos
enunciar o problema.

Problema: Sejay uma curva deR? parametrizada poy: | — Q, ondel & um

intervalo deR e Q um aberto enR?. Sejama,b,c: Q — R fungdes dadas.

Determinar uma furiip ¢ (x,y) solug@o da equeipo

alxy) G +DxY) G = cxY), (30)

cujos os valores sobre a curyaao prescritos, isté, ¢ (y(&)) = ¢o(&) ondeg, :
| — R & uma funé@o dada.
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Podemos encontrar a soa;do problema acima mudando as coordenadas de maneira apro-
priada, que pode se inétla pelo seguinte argumento: fixado um pope= y(So) = (Xo,Yo)
de y, considere a curv@ (&) = (x(&),y(&)) que passa poy, isto &, I'(0) = y. Definida
Z(&) = ¢ (x(€),y(&)), ondeg¢ & solu@o de (30). Sé é diferencavel, temos pela Regra da

Cadeia,
dxd¢ dxd¢

ag (TR0 = gg o " dg 3y
pois, note que, ponto fixe

r0) = Yo=VY(S) = (X,Yo)
reE) = (x(€),y@))
2E) = ¢(x(&),y(&) =9 (T(&) = (dol)(&)

F(E) = (K(E),Y(8)) = (g—;g—g) ,

dz o"'¢ dx+d¢ dx
dé ~ OxdE ' dxdé

dz_ 09(T(§)) dx  09(T(£)) dx

df~  odx dé ox dé

dz _ dx9¢(T(¢)) , dx9¢(T(¢))
dé  d&é  IJx dé  dy

d_z_<(d_x %).(M(F(E)) a¢(r<s>)>>
dé o dé’'dé )’ 1704 ’ oy

dz e
§=<F (£);06(T(&)))

onde
o"'¢ dx d¢ dx

—_ = ! J—
dé (M(@):08(1(&))) = ox dE oxdE
Portanto, sé¢ satisfaz o sistema de eq&s diferenciais ordaria
dx
{ g =y, x0)=x

dy B

podemos obter a solég ¢ resolvendo

dz
dé

(31)

c(x,y), Z0) = do(S)-
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Se repetirmos o argumento anterior para todos os pgrg)ss € |, obtemos uma fartia de
curvas - as curvas caradtgicas - sobre as quais o scogh) pode ser determinada.

Antes de analisarmos as coniiés para as quais oatodo funciona (e onde entra o Teorema da

Fungo Inversa), vejamos um exemplo cuja salexpicita pode ser calculada.

Exemplo 6.1 Considerey(s) = (s,s?). Determinarg (x,y) solugo de

Jp  Jd¢

tal que¢ (y(s)) = senx?), para todo = RR.

Solugao: Consideremos o sistema (eqaagaractésticas)

( dx
%—E =X, X(0,8) =s,
y _ _
g_s =Y, y(o’ S) - Sza (33)
z
| g8 =" 2(0,s) = ser(s?)

Resolvendo as duas primeiras edqies;de (33), temos,

dx dx

b —~ _x=0
dz X & dz X
multiplicando pore—¢, obtemos g
X
e _ye bt =
dfe Xe 0
entio
d

integrando de 0 §, obtemos

¢d
/Oa[x(t,s)et}dt =0
x(&,s)e ¢ = s

x(&,s) = sé

de modo aalogo, obtemog(&,s) = s?e*. Para simplificar a not&p, vamos utilizax no lugar
dex(&,s) (x depende dé es), de modo aalogo paray, segue que

o



Substituindo (34) na terceira eq@acde (33) e resolvendo, iskg

dz

ag

temos

dz £
E_sr°’e2,

integrando (35) de 0 &, obtemos

2(E,9)—2(0,5) — /05 S dt

comoz(0,s) = sen(s?) e substituindo,

2(E,9) —sen(s?) = § (ez‘f — 1)

obtemos,
2(&E,9) = § <e25 —~ 1) +sens?).

Mudando as vaaveis adequadamente, i€p
X
X=s& = <= e,

da mesma forma

y=5% = é:e‘f,
de (37) e (38), obtemos
X_y y
~-= 2 = - =5
S s X
e observe que
X
S—= —
eé)
de (39) e (40), surge
y_xoL o gl X &=
X e y

49

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)
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Explicitandoé e sem fun@o dex ey, ou seja, substituindo (39) e (41) em (36) encontramos a
solug@o ; ,
_ 1. lyy y
A ORI O8
Observa@o: O exemplo evidencia o ponto-chave d@todo. De fato, a sol@p das duas
primeiras equdies de (33) determine uma mudanca deawaais, istceé uma fun@o

f:R2 — R?2
(E,S) = f(E7S>:(X7y)

Sef & inversvel, enBo obtemos a sol@g por
f(&,9) = (xy) = (&9 = FH(xy),

enfo
p(xy) =2(&,5) =2(f7H(xy)) = (zo fH(xY).

Aplicando o Teorema da Fuag Inversa temos que, se o jacobi@iferente de zero para todo
ponto pertencente a esta curva(dgy) € y C R?, teremos qud admite inversa na vizinhanca
dey. Levando em considerag os dados do problema, a saber, a curva injgs)l= (x,y) =
(va(s), y2(s)) e o campo de vetords,y) — (a(x,y),b(x,y)), a condigo

Jf(x,y):‘ ¥ & ‘: x v | |axy by ‘: a(y(9) b(y(s) |#O
GG KO | | K K WS )

Ji(v(s)) #0

indica que os vetore@,b) e (y;(s), 4(s)) sao linearmente independentes. Temos, portanto,
uma condi@o geonrétrica para que o &todo forneca sol@p, a saber, que o campa b) seja

transversah curvay.
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7 TEOREMA DA FUNC AO IMPL ICITA

Neste cafiulo vamos estudar outro resultado central dalise, o Teorema da Fuag
Implicita. A motiva@o de estudar este Teoremaonsiderando em particular eqaaga cir-
cunfe@ncia uniériax? +y? — 1 = 0. Podemos colocar a vasxiel y de forma explicita como
funcao da vaavelx:

y=v1-x2 ouy=—1-x2

Mais precisamente, s¢ : [-1,1] — R & a fungo definida porp(x) = v1—x2 (ou ¢ (x) =
—v/1—x2), entio ¢ esh implicita na equaio da circunfeéncia.

De modo aalogo, a equéip 5 + 5y* — 6xy— 8 = 0 descreve uma elipse central €i)0).
Embora explicay em fun@o dex ndo seja uma tarefao imediata, vemos pela figura que existe
uma fun@o ¢ :Ja,b[— R quey = ¢ (x) est implicita na equaio da elipse.

O mesmo pode feito para mais \&areis. Por exemplo, no sistema

X4+y?+722—-1 = 0,
—x2+72-5 = 0,

a varavelz pode ser facilmente expressa como famgas outras por

Z=+1-x2—y2 ou z=+/5+x2
Mas o que dizer do sistema

XXy +xyZ -4 = 0,
X2 —xyz+y’Z2-5 = 0,

Os exemplos acima nos remetarseguinte queso:
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Problema: Dadaf : R¥™ — R™M e (xo,Yo) € R ™ tal quef (xo,Yo) = 0, deseja-se
saber se exist® ¢ R aberto e uma furip ¢ : Q — R™ satisfazendo

a) Xo € Qe (X) = Yo,

b) f(x,¢(x)) =0, paratodo € Q
Se a resposta for afirmativa, dizemos @ué fun@o impicita para a equap f(x,y) =0 na
vizinhanca dex.
Sejaf : R" — R™com(n= k+m) a fun@o linear dada pof (z) = AzondeA & a matrizm x n.
Seja o ponta= (X,y) = (X1,X2, .- -, Xk, Y1,¥2, - - -, Ym), podemos escrevérx,y) = Az= Bx+Cy,
ondeB e C sao submatrizes respectivamente de ordemk e mx m, istoé, A=[B C] &
composta por bloc8 eC.
SeC € inversvel, podemos explicitay como fun@o dex pois

Bx+Cy=0=y=—-C !Bx

Neste caso, s¢ : R¥ — R™ & fungo linear definida pop (x) = —C~1Bx, enfio$ esh implicita
na equago f(x,y) = 0 na vizinhanca dg,, qualquer que sej&.
Observe que neste caso particular, os bl&e€ sao as derivadas parciais fleDe fato,

B= {%(Xo,)/o)} e C= B—;(xo,yo)}

¢=— B—;(xo,yo)] h {%(xo,yo)l (42)

Diretamente pode-se tratar a qéesivia Teorema da FuagQ Inversa pode ser observada se
reescrevermos a equag;f(x,y) = 0 na seguinte forma. Seg: R" — R" comn=k+ma
funcao linear definida pag(x,y) = (x, f(x,y)). Eniog(z) = Ax, ondeA & a matriz representada
por

lk O
B C

A=

Y

Ondely &€ a matriz identidade de ordeknx k O uma matriz nula de ordekix m. Sabemos da
Algebra Linear que dé&t = detC. Assim, seC & inversvel, tamtem é a matrizA e é facil de
verificar que

Ik @)

-1
AT —ct ¢t

Portanto,
a(x,y) = (x,0) < (x,y) =g *(x,0) = (x, ~C"'BX)
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temos aqui novamente a soiozdesejada em (18).
7.1 TEOREMA DA FUNGAO IMPLICITA

Teorema 7.1 Seja f: RX x R™ — R™ uma funéo de classe € Suponha fxo,yo) =0e
of
det| — 0.
€ |:dy(X07yO):| 7&

a) Enfio existem uma vizinhanca abef@ade % € RX e uma fundo (nica) ¢ : Q — R™ de
classe C tal que y = ¢ (xo) e f(x, ¢(x)) = 0 para todo xc Q.

b) Existe um aberto U contendg,,y,) emR* x R™tal que o par(x,y) € U verifica f(x,y) =0
se e somente sey ¢ (X) para todo x€ Q

Demonstra@o: Nada perderemos em generalidade supondoxga€0 ey, = 0.
Sejag: R* x R™ — RK x R™ a fungio definida pog(x,y) = (x, f(x,y)). Enflog & de classe
C! e a matriz Jacobiana @gemz, = (Xo,Yo) = (0,0) &

I O

¢(0.0) = %00 %00

Pois se colocarmos
f:RKxR™ — RM g:R*xR™ — RKkxRM
xy) = fxy =y xy) o~ gxy) = (xf(xy))

ondex = (X1,X2,...,X) €Y= (Y1,Y2,...,Ym) @ssim(X,y) = (X1, X2, ..., Xk, Y1,¥2,---,Ym), apli-
cando eng obtemos

g(X7 y) = (gl<x7 y)7 s 7gk(X7 y)7 gk—i—l(xv y) s 7gk+m(X7 y))
= (X1, X f1(X%Y), .., fm(X,Y))
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ondegy(X,y) = X1,- .-, G(X.Y) = X, Gk1(%,Y) = fa(X.Y), ..., Gkem(X Y) = fm(X,y) derivandog
em rela@oz, = (Xo,Yo0) = (0,0), temos

o oo o001 oo ot

Hx 00 F500) 3 00 5H00 3y (00
7Je) [7J¢7) 92 [7Je7) )¢
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
w00 FE00 7 (00 5E00) 3y (0.0
59k agk 5gk 0gk 0gk
! _
G0.0)]=| 3,00 5500 5 00 500 3y (0.0)
O0k+1 O0k+1 O0k+1 O0k+1 O0k+1
o (0.0 “5(0.0) o (00 “ 0.0 oy (00
I%k+m OGkim OGk+m Ok m IGk+m
S (0.0) ZZ (0,0 oy (0.0) Z (0.0 - S E0,0)
derivando em reld@p as va@veisxy, Xo, . .., Xk, ¥1,Y2, - - - , Ym, Obtemos
0
0 0 1 0 0
0 fl 0 f]_ 0 fl 0 f]_ 7} fl
[0/(0,0)] = 0)(1(0 ,0) % - (0,0 - d_xk(o’ 0) d_y1<0’ 0 - d_ym<0’ 0|,
o0f, 0f, o0f, dfs o0f,
F) 1(0 ,0) 5 2(0 ,0) - d—xk(O,O) d_yl(o’o) d_ym(o’o)
0fm 0fm 0fm 0fm 0fm
5 1(0 ,0) (9_)(2(0’0) d—xk(QO) d—yl(O»O) d—ym(O,O)
de maneira simplificada,
Ik O
[9(0,0)] = | [af of :
509] [500)

ondely & a matriz identidade de ordekix k e O € a matriz nula de ordem x m. Sabemos da
Algebra Linear que o jacobiano dig(0,0)] & dado por

Ik O af

Jg(0,0) = det [gi(oo)] B;(OO)] zdt{ay(OO)]#o
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enéo
Jg(0,0) #0

Segue do Teorema da FémgInversa que existe um abetiocontendo(0,0) € R x R™ tal
queV =g(U) & um aberto e a restéip deg aU & uma bije@o sobré/. Com inversa continua
h:V — U que pertenca class&'(V) e comh(0,0) = (0,0). Orah tem a forma

h(x,2) = (h1(x,2),h2(x,2)), para(x,z) €V,
ondeh; :V — RKehy:V — R™ Como
(x,2) = (goh)(x,2) = g(h(x,2)) = g(h1(x,2),hz(x,2)) = (hl(x, 2), f (ha(X,2), ha(x, z)))

temos que:
x=hi(x,2) e z=f(hi(x2),hx(x2)).

Logo h toma a forma mais simples
h(x,2) = (x,h2(x,2)).
Ora serr: R¥ x R™ — R™ & definida port(x,z) = zengio € linear e corihua e
(moh)(x,2) = m(h(x,2)) = m(hi(x,2),h2(%,2)) = ho(x,2), para (x,2) €V

ou seja
h2 =T1roh.

Portantoh, € C(V) e temos.
z=f(x,hx(x,2)) para (x2)€V. (43)

Seja agoraQ = {x € R¥: (x,0) € V} tal queQ & um aberto contendo © RX e definamos
¢ (X) = hy(x,0) parax € Q.
Calculandop e 0, obtemos que

$(0) = hy(0,0) = (10h)(0,0) = 77(h(0,0)) = 77(0,0) = O

Comog’(x) = h)(x,0) parax € Q, enfio¢ & de class€(Q).
De (43) e parx € Q temos que
0 = f(xhy(x0)
= f(x¢()
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ou seja,f (x,¢(x)) =0, para todox € Q.
Isso mostra a part&) do teorema.

Agora vamos mostrar a paitg do teorema.
De fato,
(=) Seja(x,y) € U tal quef(x,y) = 0. Enfio

a(x.y) = (x, f(x,y)) = (x,0) € Vdada
decorre que € Q. Além disso,
<X7y) = (hog) (X7 y) = h(g(X7 y)) = h(X, O) - (X; hZ(X7 y)) = (X7 ¢(X))

de modo queg = ¢(x) para toda € Q.
(<) Seja(x,y) € U tal quey = ¢ (x) para todak € Q. Enfo

fxy) = f(x f(xy)).
Isso mostra a parte)

Observa@o: Caso af é de class€P a ¢ tamkem sea de class€P.

7.2 APLICACAO DO TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA
Exercicio 7.1 Considere o sistema de eqi&s

{ser(x+y+z) = 7 44)

X—y+z = ser(x*+y*+7%)

a) Prove que existem fulies reais e diferenaieis dep;(z) e ¢2(z) definidos paraz| suficien-
temente pequeno tafg (0) = ¢2(0) =0e

<X7 Y, Z) = (¢1(Z)7 ¢2(Z)> Z)
é solu@o do sistema (44).
Solugao: Consideremos as seguintes faas,

f]_(X,y,Z) = Se[-(X+y+Z)_Z47
fz(X,y,Z) = X—y+Z—Ser(X4+y4—|—Z4)7
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Sejaf definida por

f:R3 — R?
(%2 — f(xy.2) = (fixy.2), fa(x,y,2))
= (ser(x+y+2) — 2", x—y+z—ser(x*+y*+7))

A funcao f satisfaz as condies do Teorema da Fuig Impicita. De fato,

e Afuncaof & de class€”.
e £(0,0,0) = (ser(0) —0,0—ser(0)) = (0,0).

of oh
ox oy
= det
ox ay
cogx+y+2) cogx+y+2)
| 1-cosX +y + 2948 —1—cox* +y*+ A |

= det

aplicando no pont¢0,0,0)

of 1 1

logo, satisfaz as condies do Teorema da Fuing Implicita.

Portanto, existe um intervalo abettoontendo o ponto zero e uma fiawg

p:1cCR — R?
z — $(2) = (41(2),92(2)).

Aplicando no pontd0,0), obtemos
¢(0) = (¢1<0>7 ¢2(O)) = (07 O)

onde
¢1(0) = ¢2(0) = 0.
Além disso, o Teorema da F@g;Impicita nos fornece a seguinte redac
f(¢(2,2) = (0,0) se zel
f ((¢1(z), ¢2(z)),z> — (0,0) se zel
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(0,0) = (ser(¢1(2) + 92(2) +2) — 2, $1(2) — $o(2) + 2—ser(93() + $5(2) + 7))

implica que
0 = sen¢1(2)+¢2(2)+2) -2
0 = ¢1(2)— 92(2) +z—sen(¢7(2) + ¢3(2) + %),

da segue que a solép do sistema na forma inipita é:

{ser(qbl )+ ¢o(2) + ) - £
$1(2) — $2(2)+z = sen(¢1(2)+¢3(2)+2)

paratodae |.

58
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8 CONCLUSAO

O Teorema da Fui@p Inversa& um dos temas principais da &lise Matenatica, pois dada
uma fun@o qualquerf :V —V comV € R" existe uma inversd~!:V — V se satisfaz as
condiges do Teorema. Como apliéagdo Teorema temos oébdo das Caracftisticas para
solu@o de equdies a derivadas parciais de primeira ordem, cugtoaio com baseia em troca
de varaveis, ques posével pela exiséncia da fungo inversa, a exiéhcia da invers@ dada
pelo Jacobiano diferente de zerdf & inversvel localmente.

O Teorema da Fui@p Impicita & uma consedincia do Teorema da Fuig Inversa, onde
tem objetivo mostrar a solég de um sistema complicado de forma irojph desde que satisfaca
as condifes do Teorema, e estea ele@ncia do Teorema, pois mesmo qumrsaiba a forma
explicitaé possvel mostrar a soll#p implcita da equa@o no intervalo aberto.
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