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APLICAÇ ÕES
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“At é onde as leis da matemática se refiraḿa realidade, elas estão longe
de construir algo certo; e, na medida em que constituem algo certo, ñao
se refereḿa realidade”

(Albert Einstein)



RESUMO

MORIYA, Alex Issamu. Os Teoremas de Funções Inversa e Implı́cita e suas Aplicaç̃oes. 60 f.
Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal
do Parańa. Campo Mour̃ao, 2011.

Neste trabalho vamos estudar um dos temas centrais na Teoriada Ańalise o Teorema da Função
Inversa. Em seguida aplicando este teorema demonstraremoso Teorema da Função Impĺıcita.
Tamb́em apresentaremos algumas aplicações deste teorema queé um resultado central da análise.

Palavras-chave:Funç̃ao Inversa, Funç̃ao Impĺıcita



ABSTRACT

MORIYA, Alex Issamu. Title in English. 60 f. Monografia – Programa de Ṕos-graduaç̃ao em
Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2011.

In this paper we study one of the central themes in the Analysis Theory Inverse Function Theo-
rem. Then applying this theorem will demonstrate the Implicit Function Theorem. We will also
introduce some applications of this theorem is a central result of the analysis.

Keywords: Inverse Function, Implicit Function.
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3 FUNÇÕES CONTINUAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 11
4 CONTINUIDADE UNIFORME . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 13
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5.13 PROJEÇ̃AO ORTOGONAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 37
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1 DESENVOLVIMENTO

Para a melhor compreensão vamos realizar uma introdução de Limites e Continuidades,

segue dáı, Funç̃oes Diferencíaveis den variáveis definida porf : Rn → R, onde passaremos

por definiç̃oes de funç̃oes Gateaux derivável ou derivadas parciais, funções diferencíaveis ou

Fréchet-deriv́aveis dadas porf : Ω →R onde

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+ rxo(h)

comL linear e o resto satisfazendo

lim
h→0

‖rxo(h)‖
‖h‖ ,

estudaremos a parte de Vetor Gradiente, Regras de Derivação, Caso Geral, Matriz Jacobiana,

Regra da Cadeia, Teorema do Valor Médio, Condiç̃ao de Diferenciabilidade, Função de Classe

C1 e entraremos assunto queé um dos temas principais da Análise Mateḿatica, O Teorema

da Funç̃ao Inversa com a aplicação no Ḿetodo das Caracterı́sticas e O Teorema da Função

Implı́cita outro resultado central da Análise com a aplicaç̃ao em Multiplicadores de Lagrange.

Onde o contéudo foram das referências, (CIPOLATTI, 2002), (LIMA, 2009a),(LIMA, 2009b),

(RUDIN, 1971), (BARTLE, 1983),(GUIDORIZZI, 2000).
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2 LIMITES E CONTINUIDADES

Nesta parte tem como objetivo estudar definições delimite econtinuidade, para funç̃oes de

R
n emR

m. Neste momento vamos denotar‖ ‖ indistintamente as normas euclidianas, istoé,

as normas da forma‖ ‖2 deRn eRm.

Definição 2.1 Sejam f: A ⊂ R
n → R

m, xo ∈ A′ e b∈ R
m. Dizemos que b́e o limite de f(x)

quando x se aproxima de xo em A (relativamentèas normas euclidianas) se

para todoε > 0, existeδ > 0 tal que x∈ A e0 < ‖x−xo‖ < δ implique‖ f (x)−b‖ < ε

Neste caso denotamos

lim
x→xo

f (x) = b

Como a ḿetrica da bola prov́em da norma euclidiana, podemos usar a definição acima como

notaç̃ao de bola, istóe,

∀ε > 0,∃δ > 0 tal quex∈ A∩ (Bδ (xo)\{xo}) → f (x) ∈ Bε(b).

Ou de forma mais concisa

∀ε > 0,∃δ > 0 tal quex∈ f (A∩ (Bδ (xo)\{xo})) ⊂ Bε(b)

Podemos definir a continuidade em forma da definição de limite:

Definição 2.2 Se todo ponto xo ∈A é um ponto isolado, então toda aplicaç̃ao f : A⊂R
n →R

m

é cont́ınua no ponto xo. Porém, se xo ∈ A′ ent̃ao f é cont́ınua no ponto xo se, e somente se,

lim
x→xo

f (x) = b

Teorema 2.1 Sejam f: A ⊂ R
n → R

m, f = ( f1, f2, . . . , fm), onde fi : A ⊂ R
n → R, ∀ i =

1, . . . ,m, xo ∈ A e b∈R
m, b= (b1,b2, . . . ,bm). Ent̃ao
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lim
x→xo

f (x) = b ⇐⇒ lim
x→xo

fi(x) = bi, ∀ i = 1, . . . ,m

.

Demonstraç̃ao: Suponhamos lim
x→xo

fi(x) = bi e sejaε > 0. Ent̃ao existemδ1,δ2, . . . ,δm > 0 tais

quex ∈ A e 0< ‖x− xo‖ < δi implica ‖ fi(x)−bi‖ <
ε
m

, ∀ i = 1, . . . ,m. Se pegarmos a base

can̂onica deRm dada por{e1,e2, . . . ,em}, agora pegarmosδ = min{δ1,δ2, . . . ,δm} temos para

x∈ A e 0< ‖x−xo‖ < δ vem que

‖ f (x)−b‖ = | f1(x)−b1|+ | f2(x)−b2|+ · · ·+ | fm(x)−bm|
≤ | f1(x)−b1|‖e1‖+ | f2(x)−b2|‖e2‖+ · · ·+ | fm(x)−bm|‖em‖
< ε‖e1‖+ ε

2‖e2‖+ · · ·+ ε
m‖em‖

Se pegarmosε = min{ ε
1, . . . , ε

m} temos

‖ f (x)−b‖ < ε

Reciprocamente, se lim
x→xo

f (x) = b, paraε > 0 dado, existeδ > 0 tal que sex∈A e 0< ‖x−xo‖<

δ ent̃ao‖ f (x)−b‖< ε. Como| fi(x)−bi| ≤ ‖ f (x)−b‖ para todoi = 1, . . . ,msegue o resultado.

Teorema 2.2 Seja f : A⊂R
n →R

m e xo ∈ A′. Ent̃ao

lim
x→xo

f (x) = b⇔∀{xk}k ⊂ A tal que xk → xo ⇒ f (xk) → b.

Demonstraç̃ao: Exerćıcio.

Teorema 2.3 Sejam f,g : A⊂R
n →R e xo ∈ A′. Se

lim
x→xo

f (x) = bhspace0.3cm e hspace0.3cmlim
x→xo

g(x) = c,

ent̃ao
limx→xo

(
f ±g

)
(x) = b±c

limx→xo

(
f g
)
(x) = bc

Além disso, se c6= 0 ent̃ao

lim
x→xo

(
f
g

)
(x) =

b
c
.

Demonstraç̃ao: Exerćıcio.
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3 FUNÇÕES CONTINUAS

Definição 3.1 Seja f : A ⊂ R
n → R

m e xo ∈ A∪ A′. Dizemos que f́e continua em xo se

lim
x→xo

f (x) = f (xo). Mais precisamente,

∀ε > 0,∃δ > 0 tal que‖x−xo‖ < δ ⇒‖ f (x)− f (xo)‖ < ε

.

Podemos ainda escrever a definição acima em notação de bola aberta de raioε com centro em

xo denotado porBε(xo), ou seja, podemos dizer quef é continua no pontoxo se, e somente se,

∀ε > 0,∃δ > 0 tal quef (A∩Bδ (xo)) ⇒ f (x) ∈ Bε( f (xo)).

Ou de forma mais concisa.

∀ε > 0,∃δ > 0 tal quef (A∩Bδ (xo)) ⊂ Bε( f (xo)).

Observaç̃ao: Como estamos trabalhando funções def : A⊂ R
n → R

m os fatos abaixóe dire-

tamente liga as propriedades de limite:

a) Supor quef = ( f1, f2, . . . , fn) é continua emxo∈A se, somente se, para cadafi : A⊂R
n→R

forem continuas emxo.

b) Sejamf ,g : A⊂R
n →R funções continuas no pontoxo eλ ∈R, ent̃ao vem quef +g, f ·g

e λ f são continuas no pontoxo. Seg(x) 6= 0, ent̃ao as funç̃oes
f
g

são continuas emxo.

c) A continuidade da funç̃ao no pontoxo independe das normas aqui utilizadas deR
n eRm.

Teorema 3.1 Sejam f: A ⊂ R
n → R

m e g : B ⊂ R
n → R

m tais que f(A) ⊂ B. Se xo ∈ A′,

y0 ∈ B∩B′, lim
x→o

f (x) = yo e gé continua em yo o que implica quelim
x→o

(g◦ f )(x) = g(yo)

Demonstraç̃ao: Sejaε > 0. E pela continuidade dag em yo temos, existeη > 0 tal que

y ∈ B∩Bη(yo) ⇒ g(y) ∈ Bε
(
g(yo)

)
. Como lim

x→o
f (x) = yo, existeδ > 0 tal quex ∈

(
Bδ (xo) \
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{xo}
)
∩A⇒ f (x) ∈ Bη(yo).

Portanto

x∈
(
Bδ (xo)\{xo}

)
∩A⇒ y = f (x) ∈ Bη(yo)

e consequentemente

g
(

f (x)
)
∈ Bε

(
g(yo)

)

.

Teorema 3.2 Todas as normas emRn são equivalentes.

Demonstraç̃ao: Seja‖ ‖ uma norma qualquer emRn e ‖ ‖1 a norma 1 definida por‖x‖1 =

|x1|+ · · ·+ |xn|. Dadox∈R
n, temos

x =
n

∑
i=1

xiei ⇒ ‖x‖ ≤
n

∑
i=1

xi‖ei‖ ≤ M‖x‖1,

onde{e1,e2, . . . ,en} é a base can̂onica deRn e M = max{‖ei‖; i = 1, . . . ,n}. SejaK = {x ∈
R

n;‖x‖1 = 1} e f (x) = ‖x‖. Ent̃ao f : Rn →R é funç̃ao cont́ınua (relativamente a noma‖ ‖1)

deRn. Comok é um fechado e limitado, e portanto compacto, segue do corolário anterior que

existex∈ K tal quem := f (x) = min f (K). Observe quem> 0, pois se 0= m= ‖x‖ ⇒ x = 0.

Sejax um ponto qualquer deRn. Ent̃aoy = x
‖x‖1

∈ K e

m≤ f (y) =

∥∥∥∥
x

‖x‖1

∥∥∥∥=
‖x‖
‖x‖1

⇒ m‖x‖1 ≤ ‖x‖

Definição 3.2 Quando uma funç̃ao f é cont́ınua em todos os pontos de seu domı́nio, dizemos

simplesmente que f́e funç̃ao cont́ınua.
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4 CONTINUIDADE UNIFORME

Vimos anteriormente que uma funçãoé cont́ınua quandóe cont́ınua em todos os pontos de

seu doḿınio. podemos dizer, portando, que a continuidadeé um conceito local. Isso se expressa

na definiç̃ao, pelo fato de que, para cadaε e para cadax, δ = δ (ε,x) depende déepsilon e do

pontox. A definiç̃ao que introduzimos a seguir expressa um conceito global de continuidade,

continuidade uniforme.

Definição 4.1 Seja A⊂R
n e f : A→R

m uma funç̃ao. Dizemos que f́e uniformemente contı́nua

em A se∀ε > 0 existeδ > 0 tal que se x,y∈ A‖x−y‖ < δ , ent̃ao‖ f (x)− f (y)‖ < ε.

Definição 4.2 Uma funç̃ao f : A ⊂ R
n → R

m é dita Lipschitz-contı́nua em A se existe M> 0

tal que

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ M‖x−y‖, ∀x,y∈ A

Proposiç̃ao 4.1 Seja f : Rn →R
m uma funç̃ao linear. Ent̃ao f é Lipschitz-contı́nua.
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5 FUNÇÕES REAIS DE N VARI ÁVEIS

5.1 DERIVADAS PARCIAIS

Quando se estuda funções reais den variáveis, istóe, definidas em subconjuntos do espaço

R
n, f : Ω⊂R

n →R, e se busca para essa função uma noç̃ao de derivada que tenha propriedades

ańalogasàs da derivada de uma função definida num intervalo, a ideia que se apresenta mais

naturalmentée a de “derivada parcial”, que exploremos agora.

Para efeito de derivação, onde se compara o acréscimof (xo+h)− f (xo) da funç̃ao f com o

acŕescimoh> 0 dado ao pontoxo, o doḿınio mais adequado para uma funçãoé um subconjunto

abertoΩ ⊂ R
n pois, neste caso, dadoxo ∈ Ω, tem-se aindaxo + h∈ Ω para todo acŕescimoh

suficientemente pequeno.

Seja, pois,f : Ω →R uma funç̃ao real, definida num subconjunto abertoΩ ⊂R
n, a i-ésima

derivada parcialde f no pontoxo (onde 1≤ i ≤ n) é o limite

∂ f
∂xi

(xo) = lim
λ→0

f (xo +λei)− f (xo)

λ

quando tal limite existe.

No entanto o śımbolo pode ser denotado como
∂ f
∂xi

, tamb́em como
∂ f
∂yi

,
∂ f
∂zi

, etc. O que

importa no śımbolo ñao é o “nome” da varíavel,x,y ou z, etc. O importantée o ı́ndice i que

trata-se da funç̃ao nai-ésimavariável, seja qual for sı́mbolo utilizado, podendo utilizar da forma
∂ f
∂v

(xo).

O caso particularn = 2 onde o gŕafico da funç̃aoé uma superfı́cie emR
3; a restriç̃ao de f

ao segmento de reta que passa porc= (a,b) eé paralela ao eixo das abscissas tem como gráfico

a curva plana obtida nessa superfı́cie fazendoy constante, igual ab. Logo
∂ f
∂x

(c) é a inclinaç̃ao

da reta tangente a essa curva, no ponto(a,b, f (a,b)), ao plano paralelo ao eixox.

Assim a derivada parcial da função realf (x1,x2, . . . ,xn), faz com que todas as variáveis se

tornem constantes exceto a i-ésima, e aplicando as regras usuais de derivação nesta variável.
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Figura 1: Derivada Parcial
Fonte: GeoGebra

5.2 DERIVADAS DIRECIONAIS

Vendo que as derivadas parciais, desacompanhadas de hipóteses adicionais, apenas fornecem

informaç̃oes sobre a função ao longo de retas paralelas ao eixos, tentamos estender a noção de

derivada a outras direções aĺem dessas. Isto nos leva ao importante conceito dederivada dire-

cionalou funç̃aoGateaux deriv́avel.

Definição 5.1 Sejam f: Ω →R definida no abertoΩ ⊂R
n , xo ∈ Ω e h∈R

n, é dita Gateaux

derivável em xo se f possui derivadas direcionais em xo em todas as direç̃oes de h, por definiç̃ao,

o limite
∂ f
∂h

(xo) = lim
λ→0

f (xo−λh)− f (xo)

λ

quando tal limite existi.

Definição 5.2 Uma funç̃ao f : Rn → R é ditaGateaux deriv́avelem xo se f possui derivadas

direcionais em xo em todas as direç̃oes de u.

Observaç̃ao:De forma sutil as funç̃oes Gateaux derivável podem parecer,à primeira vista, a

generalizaç̃ao natural para a definição de derivada de uma função real de uma variável. Entre-

tanto, a exist̂encia das derivadas direcionais não assegura a regularidade def em torno do ponto

xo, como no caso de uma variável (cason = 1). De fato, contrariamente ao caso unidimen-

sional, uma funç̃ao queé Gateaux-diferenciável num pontoxo não necessariamente contı́nua
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neste ponto. Por exemplo, consideremos

f (x) =





xy2

x2 +y4 se (x,y) 6= (0,0)

0 señao

Figura 2: Derivada direcional
Fonte: Maple

Seh = (h1,h2) é um vetor unit́ario qualquer, então aplicando a definição de limite

∂ f
∂h(0,0) = limλ→0

f ((0,0)+λh)− f (0,0)
λ

= limλ→0
f (λ (h1,h2))

λ

= limλ→0
f ((λh1,λh2))

λ

= limλ→0
λh1λ 2h2

2
λ 2h2

1+λ 4h4
2
· 1

λ

= limλ→0
λ 3h1h2

2
λ 3(h2

1+λh4
2)

= limλ→0
h1h2

2
h2

1+λh4
2

=
h1h2

2
h2

1

=
h2

2
h1
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segue que

∂ f
∂h

(0,0) =





h2
2

h1
se h1 6= 0

0 señao.

Entretanto,f nãoé cont́ınua em(0,0). De fato, f (t2, t) = 1
2 ∀t 6= 0

5.3 FUNÇÕES DIFERENCÍAVEIS

Consideremos agora funções de doḿınio Ω⊂R
n um conjunto aberto, imagemR, ‖ ‖ norma

euclidiana emRn e f : Ω →R

Definição 5.3 Dizemos que f́e diferencíavel (ou Fŕechet-deriv́avel) em xo ∈ Ω se existem

funç̃oes L, rxo : Rn →R tais que

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+ rxo(h), (1)

com L linear e rxo satisfazendo

lim
h→0

|rxo(h)|
‖h‖ = 0 (2)

Se rxo(h) satisfaz ( 2 ), dizemos querxo(h) é funç̃ao 0(‖h‖). Para simplificarmos a notação,

escrevemos simplesmenter(h), deixando de explicitar quer depende dexo.

Se f é funç̃ao diferencíavel emxo, ent̃ao a transformaç̃ao linearL é denominada diferenciável

de f no pontoxo queé denotada porf ′(xo).

Desigualdade de Young:

Lema 5.1 Seja p e q tais que1 < p, q< +∞ e 1
p + 1

q = 1. Ent̃ao, para todo x,y ∈ R, vale a

desigualdade

|xy| ≤ xp

p
+

xq

q

Exemplo 5.1 Consideremos f(x,y) = xy. Se h= (h1,h2), ent̃ao

f (xo +h1,yo +h2) = xoyo +xoh2 +yoh1 +h1h2

Como L(h) = xoh2 +yoh1 é linear e r(h) = h1h2 satisfaz|r(h)|
‖h‖ ≤ ‖h‖

2 → 0 se h→ 0, temos que

f é diferencíavel em(xo,yo) e sua diferenciaĺe f′(xo,yo)(h) = xoh2 +yoh1
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Exemplo 5.2 Seja f : Rn → R um funç̃ao linear. Ent̃ao f(xo +h) = f (xo)+ f (h). Se consid-

erarmos r(h) = 0 para todo h∈R
n, onde

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+ r(h)

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+0

f (xo +h) = f (xo)+ f (h)

fica satisfeita com L(h) = f (h), o que nos leva a concluir que fé diferencíavel no ponto xo e

f ′(xo) ≡ f .

Lema 5.2 Se f é uma funç̃ao diferencíavel no ponto xo ∈ Ω, L1 e L2 são diferencíaveis de f ,

ent̃ao L1 = L2.

Demonstraç̃ao: De fato, suponhamos que para todoh∈R
n,

f (xo +h) = f (xo)+L1(h)+ r1(h)

f (xo +h) = f (xo)+L2(h)+ r2(h)
(3)

comL1 e L2 lineares er1 e r2 funçõeso(‖h‖) (funções que tendem a zero). Agora pegamos a

primeira igualdade e subtraı́mos da segunda de (3), onde obtemos,

L1(h)−L2(h) = r1(h)− r2(h).

Tomemos agorah = λei , ondeλ ∈R+ eei é a base can̂onica deRn, dáı

L1(λei)−L2(λei) = r2(λei)− r1(λei)

λ [L1(ei)−L2(ei)] = r2(λei)− r1(λei)

λ [L1(ei)−L2(ei)] ≤ r2(λei)+ r1(λei)

L1(ei)−L2(ei) = r2(λei)+r1(λei)
λ

L1(ei)−L2(ei) = r2(λei)
λ + r1(λei)

λ

|L1(ei)−L2(ei)| =
∣∣∣ r2(λei)

λ + r1(λei)
λ

∣∣∣

|L1(ei)−L2(ei)| ≤ |r2(λei)|
λ + |r1(λei)|

λ

Fazendoλ → 0, vamos obter queL1(ei) = L2(ei) paran= 1, . . . ,n.PortantoL1(ei)≡ L2(ei).

Exemplo 5.3 Seja f : R2 →R a funç̃ao definida por

f (x,y) =





|x|y√
x2 +y2

se (x,y) 6= (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)
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Figura 3: Função Diferenciável
Fonte: Maple

Vamos verificar sef é cont́ınua em(0,0). Dadoε > 0.

| f (x,y)− (0,0)| = | f (x,y)| =

∣∣∣∣
|x|·y√
x2+y2

∣∣∣∣ = |x|·|y|√
x2+y2

Utilizando a desigualdade de Young ( 5.1) temos,

|x| · |y|√
x2 +y2

≤
(

1
2
·x2 +

1
2
·y2
)
· 1√

x2 +y2

=
1
2

x2 +y2
√

x2 +y2

=
1
2

√
x2 +y2

√
x2 +y2

√
x2 +y2

=
1
2

√
x2 +y2

tomandoδ = 2ε obtemos,

| f (x,y)− (0,0)| ≤ 1
2

√
x2 +y2 <

1
2

δ =
1
2
·2ε = ε

assim∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que
√

x2 +y2 < δ ⇒ | f (x,y)− (0,0)| < ε.

∴ f é cont́ınua em(0,0).

Vamos provar que f́e Gateaux-deriv́avel (derivada parcial) em(0,0). De fato, sejam(xo,yo) =
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(0,0) ev = (v1,v2) ∈R
2, por definiç̃ao, temos

lim
λ→0

f ((xo,yo)+λv)− f (xo,yo)

λ
= lim

λ→0

f ((0,0)+λ (v1,v2))− f (0,0)

λ

= lim
λ→0

f ((λv1,λv2))−0
λ

= lim
λ→0

|λv1|λv2√
(λv1)2 +(λh2)2

· 1
λ

= lim
λ→0

|λ ||v1|λv2

|λ |
√

v2
1 +v2

2λ

= lim
λ→0

|v1|v2√
v2

1 +v2
2

=
|v1|v2√
v2

1 +v2
2

Portanto
∂ f
∂v

(0,0) =
|v1|v2√
v2

1 +v2
2

. Assim existe
∂ f
∂v

(0,0), para todov ∈ R
2 implica que f e

Gateaux-deriv́avel em(0,0). Suponhamos quef é diferencíavel em(0,0). Logo existem

f ′(0,0), r : R2 →R tais que

f ((0,0)+(h1,h2)) = f (0,0)+ f ′(0,0)(h1,h2)+ r(h1,h2)

f (h1,h2) = f (0,0)+ f ′(0,0)(h1,h2)+ r(h1,h2)

satisfazendo

lim
(h1,h2)→(0,0)

|r(h1,h2)|√
h2

1 +h2
2

= 0 (4)

segue

f (h1,h2) =
|h1|h2√
h2

1 +h2
2

e

f (h1,h2) = 0+ r(h)

r(h) =
|h1|h2√
h2

1 +h2
2

agora substituindo na condição (4), obtemos

lim
(h1,h2)→(0,0)

∣∣∣∣∣∣
|h1|h2√
h2

1 +h2
2

∣∣∣∣∣∣
· 1√

h2
1 +h2

2

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1||h2|
h2

1 +h2
2
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mas se tomarmos o caminhoh1 = 0, teremos

lim
h2→0

0
h2

= 0

se pegarmos outro caminhoh1 = h2, obteremos

lim
h1→0

|h1||h1|
h2

1 +h2
1

= lim
h1→0

h2
1

2h2
1

= lim
h1→0

1
2

=
1
2

logo ñao existe o limite, ou seja,

∄ lim
(h1,h2)→(0,0)

|r(h1,h2)|√
h2

1 +h2
2

Portantof nãoé diferencíavel no ponto(0,0).

Exemplo 5.4 Seja f : R2 →R a funç̃ao definida por

f (x,y) =





2y|x|x2

x4 +y2 se (x,y) 6= (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)

Figura 4: Função Diferenciável
Fonte: Maple

Verificar sef é continua em(0,0). Dadoε > 0

| f (x,y)− (0,0)| = | f (x,y)| =
∣∣∣2y|x|x2

x4+y2

∣∣∣ = 2x2|y||x|
x4+y2
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Utilizando a desigualdade de Young ( 5.1) temos,

2x2y|x|
x4 +y2 ≤ 2

(
1
2

x4 +
1
2

y2
)
· 1
x4 +y2 · |x|

= 2
1
2

x4 +y2

x4 +y2 · |x|

= |x|

≤
√

x2 +y2 < δ

tomandoδ = ε obtemos,

| f (x,y)− (0,0)| ≤
√

x2 +y2 < δ = ε

assim∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que
√

x2 +y2 < δ ⇒ | f (x,y)− (0,0)| < ε ∴ f é cont́ınua em(0,0)

Vamos provar que f́e Gateaux-deriv́avel (derivada parcial) em(0,0). De fato, sejam(xo,yo) =

(0,0) ev = (v1,v2) ∈R
2 vetor unit́ario, por definiç̃ao, temos

lim
λ→0

f ((xo,yo)+λv)− f (xo,yo)

λ
= lim

λ→0

f ((0,0)+λ (v1,v2))− f (0,0)

λ

= lim
λ→0

f ((λv1,λv2))−0
λ

= lim
λ→0

2λv2|λv1|(λh1)
2

(λv1)4 +(λv2)2 · 1
λ

= lim
λ→0

2λ 4v2|v1|v2
1

λ 5v4
1 +λ 3v2

2

= lim
λ→0

2v2|v1|v2
1

v4
1 +

v2
2

λ

=
2v2|v1|v2

1

v4
1

=
2v2

v1

Portanto
∂ f
∂h

(0,0) =
2x2y|x|
x4 +y2 . Assim existe

∂ f
∂h

(0,0), para todoh∈R
2 implica quef e Gateaux-

derivável em(0,0). Vamos verificar se a função é diferencíavel Suponhamos quef é difer-

encíavel em(0,0). Logo existemf ′(0,0), r : R2 →R tais que

f ((0,0)+(h1,h2)) = f (0,0)+ f ′(0,0)(h1,h2)+ r(h1,h2)

f (h1,h2) = f (0,0)+ f ′(0,0)(h1,h2)+ r(h1,h2)
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satisfazendo

lim
(h1,h2)→(0,0)

|r(h1,h2)|√
h2

1 +h2
2

= 0 (5)

segue

f (h1,h2) =
|h1|h2√
x2

1 +y2
2

e

f (h1,h2) = 0+ r(h)

r(h) =
|h1|h2√
x2

1 +y2
2

agora substituindo na condição (5), obtemos

lim
(h1,h2)→(0,0)

∣∣∣∣∣∣
|h1|h2√
h2

1 +h2
2

∣∣∣∣∣∣
· 1√

h2
1 +h2

2

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1||h2|
h2

1 +h2
2

mas se tomarmos o caminhoh1 = 0, teremos

lim
h2→0

0
h2

= 0

se pegarmos outro caminhoh1 = h2, obteremos

lim
h1→0

|h1||h1|
h2

1 +h2
1

= lim
h1→0

h2
1

2h2
1

= lim
h1→0

1
2

=
1
2

logo ñao existe o limite, ou seja,

∄ lim
(h1,h2)→(0,0)

|r(h1,h2)|√
h2

1 +h2
2

Portantof nãoé diferencíavel no ponto(0,0). Podemos observar que a existência das derivadas

parciais (Gateaux-derivável) ñao implica que a funç̃ao seja diferenciável, mesmo que seja con-

tinua no ponto.

Proposiç̃ao 5.1 Se f é diferencíavel em xo ∈ Ω, ent̃ao f é continua em xo.

Demonstraç̃ao: Pela definiç̃ao da diferenciabilidade temos quef (xo + h) = f (x0) + L(h) +

r(h), satisfazendo limh→0
r(h)
‖h‖ = 0. Portanto, para todoε > 0 existeδ1 > 0 tal que‖h‖ < δ1

implica em que|r(h)|
‖h‖ < ε, tomemosε = 1, ent̃ao∃δ1 > 0 tal que‖h‖ < δ1 implica

|r(h)|
‖h‖ < 1.
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ComoL : Rn → R é linear, segue da Proposição (4.1) que existeα ≥ 0 tal que|L(h)| ≤ α‖h‖,

para todoh∈R
n. Dadoε > 0 sejaδ = min

{
δ1,

ε
1+α

}
. Ent̃ao sex∈ Ω é tal que‖x−xo‖ < δ ,

temos

| f (x)− f (xo)| ≤ (1+δ )‖x−xo‖ < ε
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5.4 VETOR GRADIENTE

Embora a exist̂encia das derivadas parciais de uma função qualquer, ñao implique na difer-

enciabilidade da funç̃ao, mas quando a diferencial existe,é dada pelas derivadas parciais, como

veremos a seguir.

Seja uma funç̃ao e diferencíavel f : Ω →R, definida no abertoΩ ⊂R
n.

Afirmação: SeL : Rn → R é linear, ent̃ao existe umb = (b1,b2, . . . ,bn) ∈ R
n tal queL(h) =

〈b;h〉 para todoh = (h1,h2, . . . ,hn) ∈R
n.

De fato, seja{e1,e2, . . . ,en} a base can̂onica deRn ebi = L(ei). Ent̃ao,

L(h) = L

(
n

∑
i=1

hiei

)
=

n

∑
i=1

hiL(ei) =
n

∑
i=1

hibi = 〈b;h〉

Dizemos queb é a representação matricial deL relativamentèa base can̂onica.

SejaL = f ′(xo) a diferencial de uma função f . Ent̃ao,L(h) = 〈b;h〉 para algumb∈ R
n e para

todoh∈R
n. Considerandoh = λei temos da definiç̃ao de diferenciabilidade

f (xo +λei) = f (xo)+L(ei)+ r(λei)

satisfazendo lim
λ→0

r(λei)

λ
= 0

f (xo +λei)− f (xo)

λ
= L(ei)+

r(λei)

λ

fazendoλ tender a zero, obtemos

L(ei) = lim
λ→0

f (xo +λei)− f (xo)

λ
=

∂ f
∂xi

(xo).

O vetoré denotado por

▽ f (xo) =

(
∂ f
∂x1

(xo), . . . ,
∂ f
∂xn

(xo)

)

é denominadovetor gradientede f emxo e é tal que sef é funç̃ao diferencíavel emxo , ent̃ao

f ′(xo)(h) = 〈▽ f (xo);h〉

Observe se caso o vetor gradiente exista nada podemos dizer sobre a diferenciabilidade da

função, mas caso af seja diferencíavel podemos dizer que o vetor gradienteé a representação

matricial def ′(xo) relativamente a base canônica deRn.
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5.5 REGRAS B́ASICAS DE DERIVAÇÃO

Proposiç̃ao 5.2 Sejam f,g : Ω →R duas funç̃oes diferencíaveis em xo. Ent̃ao

a) f +g é diferencíavel emxo e ( f +g)′(xo) = f ′(xo)+g′(xo);

b) f g é diferencíavel emxo e ( f g)′(xo) = f (xo)g′(xo)+ f ′(xo)g(xo)

c) seg(xo) 6= 0 ent̃ao f/g é diferencíavel emxo e ( f/g)′(xo) = f (xo)g′(xo)− f ′(xo)g(xo)
g(xo)2 .

Demonstraç̃ao: a)Como f ,g são diferencíaveis,

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+ r1(h)

g(xo +h) = g(xo)+G(h)+ r2(h)

somandof eg

f (xo +h)+g(xo +h) = f (xo)+g(xo)+L(h)+G(h)+ r1(h)+ r2(h)

colocandor(h) = r1(h)+ r2(h)

f (xo +h)+g(xo +h) = f (xo)+g(xo)+L(h)+G(h)+ r(h)

comL(h)+G(h) linear er(h)
‖h‖ tendendo a zero.

lim
h→0

f (xo +h)+g(xo +h)− ( f (xo)+g(xo))

‖h‖ = L(h)+G(h)

denotandoL(h) = f ′(x) eG(h) = g′(x) vem o resultado acima.

Demostraç̃ao: b) Multiplicando as funç̃oes f ,g, obtemos

f (xo +h)g(xo +h) = ( f (xo)+L(h)+ r1(h))(g(xo)+G(h)+ r2(h))

f (xo +h)g(xo +h) = f (xo)g(xo)+ f (xo)G(h)+g(xo)L(h)+R(h)

ondeR(h) = f (xo)r2(h)+L(h)G(h)+L(h)r1(h)+g(xo)r1(h)+r1(h)G(h)+r1(h)r2(h) fazendo

h→ 0

lim
h→0

f (xo +h)g(xo +h)− f (xo)g(xo)

‖h‖ = f (xo)G(h)+g(xo)L(h)+ lim
h→0

R(h)

‖h‖

comoG(h) = g′(h) e L(h) = f ′(h) e f (xo)g′(xo)+ f ′(xo)g(xo) é linear comR(h) tendendo a

zero, temos que

( f g)′(xo) = f (xo)g
′(xo)+ f ′(xo)g(xo)
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5.6 CASO GERAL

Antes de definirmos a diferenciabilidade de uma função f : Rn →R
m, que nos exige fatos

básicos dáAlgebra Linear, sejam eles.

a) SeL : Rn → R
m é uma transformação linear, fixadas as bases canônicas deRn eR

m, existe

uma matrizAm×n = [ai j ] tal que

L(x) = Ax, ∀x∈R
n

SendoA chamada de a matriz associadaà transformaç̃ao linearL ou de representação matricial

deL relativamente as base canônicas deRn eRm, linha e coluna respectivamente.

Vamos representar a matriz associada a um transformaçãoL por [L].

b) Seja duas transformações linearesL1 : Rn → R
m e L2 : Rm → R

k, definimos a composta da

duas transformaç̃oesL2◦L1 : Rn →R
k é dada por

[L2◦L1] = [L2]× [L1]

Agora vamos definir o comportamento da função f : Rn →R
m.

Definição 5.4 Uma funç̃ao f : Ω → R
m é dita Fŕechet-deriv́avel no ponto xo ∈ Ω se existem

funç̃oes L: Rn →R
m e rxo : Rn →R

m tais que

f (xo +h) = f (xo +L(h)+ rxo(h)) (6)

comoL é linear erxo(h) tende a zero mais rápido, istoé, satisfazendo a condição

lim
h→0

‖rxo(h)‖
‖h‖ = 0 (7)

Por simplicidade de notação escrevemosr(h), deixando de forma implı́cita a depend̂encia der

em relaç̃ao ao pontoxo.

Caso a funç̃ao f seja diferencíavel no pontoxo, ent̃ao a transformaç̃ao linearL é denominada a

diferencial def no pontoxo ou Fŕechet-deriv́avel def emxo, vamos de notar def ′(xo), ou seja,

f ′(x0) = L.

Lema 5.3 Uma funç̃ao f : Ω → R
m, f = ( f1, f2, . . . , fm) é diferencíavel no ponto xo se e so-

mente se cada uma de suas componentes fi : Ω →R é diferencíavel no ponto xo.

Demonstraç̃ao: Se cadafi é diferencíavel emxo, ent̃ao existem funç̃oesLi e r i satisfazendo (1)

tais queLi é linear e satisfaça

lim
h→0

|r i(h)|
‖h‖ = 0
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SejamL = (L1,L2, . . . ,Lm) e r = (r1, r2, . . . , rm). Ent̃ao,é claro quef (xo+h) = f (xo)+L(h)+

r(h) segue do Teorema (3.2) que

‖r(h)‖
‖h‖ ≤C

‖r(h)‖1

‖h‖ = C
n

∑
i=1

|r i(h)|
‖h‖ → 0 se h→ 0.

Reciprocamente, sef é diferencíavel emxo, ent̃ao existem funç̃oesL = (L1,L2, . . . ,Lm) linear

e r = (r1, r2, . . . , rm) satisfazendo(6) e ( 7). Como cadaLi é linear e

|r i(h)|
‖h‖ ≤ ‖r(h)‖

‖h‖

temos o resultado.
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5.7 A MATRIZ JACOBIANA

Se f = ( f1, f2, . . . , fm) : Ω ⊂ R
n → R

m é uma funç̃ao diferencíavel emxo ∈ Ω, ent̃ao sua

diferencial (ou sua derivada de Fréchet) f ′(xo) é uma transformação linear deRn emR
m. A

matriz associada af ′(xo) relativamentèas bases canônicas deRn eRm é dada por

[ f ′(xo)] =




∂ f1
∂x1

(xo)
∂ f1
∂x2

(xo) · · · ∂ f1
∂xn

(xo)

...
...

. ..
...

∂ fm
∂x1

(xo)
∂ fm
∂x2

(xo) · · · ∂ fm
∂xn

(xo)




Observe que as linhas de[ f ′(xo)] são formadas pelos gradientes de cadafi emxo.

No caso em quem= n a matriz[ f ′(xo)] é denominada deMatriz Jacobianade f emxo. O seu

determinantée denominado deJacobianode f emxo, que denotamos por

Jf (xo) = det[ f ′(xo)]

Observaç̃oes: SeJf (xo) 6= 0, ent̃ao a matriz[ f ′(xo)] é inverśıvel. Como f ′(xo) aproxima

f (x)− f (xo) na vizinhança dexo, seria razóavel esperar quef tamb́em fosse inverśıvel nas

proximidades dexo. De fatoé quase isso, como veremos maisà frente no estudo do Teorema

da Funç̃ao Inversa.
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5.8 REGRA DA CADEIA

Teorema 5.1 (Regra da Cadeia) SejamΩ subconjunto aberto deRn e A subconjunto aberto de

R
m. Suponhamos f: Ω→R

m e g: A→R
k duas funç̃oes tais que f(Ω)⊂A. Se fé diferencíavel

no ponto xo e gé diferencíavel em yo = f (xo), ent̃ao g◦ f é diferencíavel no ponto xo e

(g◦ f )′(xo) = g′(yo)◦ f ′(xo)

Em particular

[(g◦ f )′(xo)] = [g′(yo)][ f
′(xo)].

Demonstraç̃ao: SejamL = f ′(xo) eG = g′(yo). Pela definiç̃ao da diferenciabilidade

f (xo +h) = f (xo)+L(h)+ r f (h), ∀h∈R
n

g(yo +k) = g(yo)+G(k)+ rg(k), ∀k∈R
m

satisfazendo as condições

lim
h→0

|r f (h)|
‖h‖ = 0 e lim

k→0

|rg(k)|
‖k‖ = 0

Portanto, podemos escrever

g( f (xo +h)) = g( f (xo))+G(L(h))+ r(h),

onder : Rn →R
k é definida porr = G◦ r f + rg◦ (L+ r f ).

Al ém disso,
‖r(h)‖
‖h‖ ≤ ‖G(r f (h))‖

‖h‖ +
‖rg(L(h)+ r f (h))‖

‖h‖ .

Pelo Lema (5.3), podemos escrever

‖r(h)‖
‖h‖ ≤ α

‖r f (h)‖
‖h‖ +

‖rg(k)‖
‖k‖

‖k‖
‖h‖ ,

ondek = L(h)+ r f (h).

Como‖k‖ ≤ α‖h‖+‖r f (h)‖, temos

‖r(h)‖
‖h‖ ≤ ‖r f (h)‖

‖h‖ +
‖rg(k)‖
‖k‖

(
α +

‖r f (h)‖
‖h‖

)

e conclúımos o resultado, visto que‖k‖→ 0 quando‖h‖→ 0 .
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5.9 O TEOREMA DO VALOR MÉDIO

O Teorema do Valo Ḿedio se estende para o caso de funções deRn emR e sua demonstração

é conseqûencia direta da Regra da Cadeia, como se vê na prova do resultado a seguir.

Teorema 5.2 Seja f : Rn → R uma funç̃ao diferencíavel de x1 e x2 dois pontos quaisquer de

R
n. Então existex sobre o seguimento de reta que liga x1 a x2 tal que

f (x2)− f (x1) = 〈▽ f (x);x2−x1〉

Demonstraç̃ao: Consideremosγ : R→R
n a parametrizaç̃aoγ(t) = x1 + t(x2−x1) da reta que

passa porx1 ex2. É fácil ver queγ é funç̃ao diferencíavel eγ ′(to)(∆t) = x2−x1 para todoto ∈R.

Sejag : R → R a funç̃ao real definida pela composição g(t) = g
(
γ(t)

)
. Pelo Teorema 5.1,g

é uma funç̃ao deriv́avel eg′(t) =
〈
▽ f

(
γ(t)

)
;x2 − x1

〉
. Pelo Teorema do Valor Ḿedio para

funções reais de variável real,g(1)−g(0) = g′(to) para algumto ∈]0,1[. Assim denotando por

x = γ(to), segue o resultado.

Observaç̃ao 5.1 O Teorema do Valor Ḿedio ñaoé valida para funç̃oes f: Rn →R
m, se m> 1.

Em particular, ñao vale para curvas emRm.
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5.10 DERIVADAS PARCIAIS (CASO GERAL)

Seja f : Rn →R
m uma funç̃ao diferencíavel emxo. Ent̃ao a diferencialf ′(xo) fica determi-

nada pela matriz[ f ′(xo)].

Sex∈R
n comx=(y,z) o doḿınio definido porRn =R

k×R
l , assimx=(y1,y2, . . . ,yk,z1,z2, . . . ,zl ),

ent̃ao podemos escrever

[ f ′(xo)] =




∂ f1
∂y1

(xo) · · · ∂ f1
∂yk

(xo)
∂ f1
∂z1

(xo) · · · ∂ f1
∂zl

(xo)
...

.. .
...

...
. . .

...
∂ fm
∂y1

(xo) · · · ∂ fm
∂yk

(xo)
∂ fm
∂z1

(xo) · · · ∂ fm
∂zl

(xo)




Se considerarmos os blocosB eC definidos respectivamente por




∂ f1
∂y1

(xo) · · · ∂ f1
∂yk

(xo)
...

. . .
...

∂ fm
∂y1

(xo) · · · ∂ fm
∂yk

(xo)


 ,




∂ f1
∂z1

(xo) · · · ∂ f1
∂zl

(xo)
...

. . .
...

∂ fm
∂z1

(xo) · · · ∂ fm
∂zl

(xo)




ent̃ao para todoh = (h1,h2) ∈R
k×R

l , temos

f ′(xo)h = Bh1 +Ch2.

As transformaç̃oes lineares associadasàs submatrizesB eC são denominadas parciais def em

relaç̃ao respectivamente ay ezemxo e denotamos

B =

[
∂ f
∂y

(xo)

]
, C =

[
∂ f
∂z

(xo)

]

Com esta notaç̃ao podemos escrever

f ′(xo)h =
∂ f
∂y

(xo)h1 +
∂ f
∂z

(xo)h2

Com a notaç̃ao das derivadas parciais, a Regra da Cadeia toma a seguinte forma

Teorema 5.3 Seja f: Rk×R
l →R

m uma funç̃ao diferencíaveis em xo,yo. Sejamϕ : Rn1 →R
k

eψ :Rn2 →R
l funç̃oes diferencíaveis tais queϕ(uo) = xo eψ(vo) = yo. Ent̃ao g:Rn1+n2 →R

m

definida por g(u,v) = f (ϕ(u),ψ(v)) é diferencíavel em(uo,vo) e

[g′(uo,vo)] =

[
∂ f
∂x

(xo,yo)

][
∂ϕ
∂u

(uo)

]
+

[
∂ f
∂y

(xo,yo)

][
∂ψ
∂v

(vo)

]
.
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5.11 CONDIÇ̃OES SUFICIENTES PARA A DIFERENCIABILIDADE

Para verificarmos se uma função qualqueŕe diferencíavel, devemos recorrer para as definições

dispońıveis at́e o momento. Ondée motivado a obter o Teorema que nos fornece condições su-

ficiente para a diferenciabilidade de uma função qualquer.

Teorema 5.4 Se uma f: Ω → R possui de derivadas parciais em todos os pontos do aberto

Ω ⊂R
n e cada uma delaśe cont́ınua no ponto xo, ent̃ao f é diferencíavel no ponto xo.

Demonstraç̃ao: À guisa de simplicidade, faremos a demonstração no cason = 2; o caso geral

segue por argumento análogo.

Sejah = (h1,h2) = h1e1 +h2e2, onde{e1,e2} é a base can̂onica deR2. Ent̃ao

f (xo +h)− f (xo) = f (xo +h)− f (xo +h1e1)+ f (xo +h1e1)− f (xo) (8)

Como a funç̃aog(t) = f (xo +h1e1 + te2) é deriv́avel com derivada contı́nua em torno det = 0,

temos do Teorema do Valor Ḿedio para funç̃oes reais queg(h2)−g(0) = g′(ξ )h2. Portanto,

f (xo +h1e1 +h2e2)− f (xo +h1e1) =
∂ f
∂x2

(xo +h1e1 +ξ2e2)h2,

ondeξ2 ∈]0,h2[. Analogamente, a função t → f (xo + te1) é deriv́avel com derivada contı́nua

em torno det = 0. Logo,

f (xo +h1e1)− f (xo) =
∂ f
∂x1

(xo +ξ1e1)h1, ξ1 ∈]0,h1[.

Portanto,

f (xo +h)− f (xo) =
∂ f
∂x1

(xo +ξe1)h1 +
∂ f
∂x2

(xo +h1e1 +ξe2)h2.

Denotando por

r(h) =

(
∂ f
∂x1

(xo +ξe1)−
∂ f
∂x1

(xo)

)
h1 +

(
∂ f
∂x2

(xo +h1e1 +ξe2)−
∂ f
∂x2

(xo +h1e1)

)
h2, (9)

temos

f (xo +h) = f (xo)+ 〈∇ f (xo);h〉+ r(h).

Para concluir quef é diferencíavel basta mostrar quer(h) é de ordemo(‖h‖).
Por hiṕotese, dadoε > 0, existeδ > 0 tal que sex∈ Bδ (xo), ent̃ao

∣∣∣∣
∂ f
∂xi

(x)− ∂ f
∂xi

(xo)

∣∣∣∣<
ε
4
.
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Em particular, sex,y∈ Bδ (xo), ent̃ao
∣∣∣∣
∂ f
∂xi

(y)− ∂ f
∂xi

(x)

∣∣∣∣<
ε
2
.

Portanto, se‖h‖ < δ , segue de (9)

|r(h)| < ε
2|h1|

+
ε

2|h2|
≤ ε‖h‖1

e consequentemente,
|r(h)|
‖h‖1

< ε

e o resultado segue da equivalência das norma emRn.
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5.12 FUNÇ̃OES DE CLASSE C1

Se f : Ω ⊂ R
n → R

m é uma funç̃ao diferencíavel em cada pontox do seu doḿınio, ent̃ao

podemos considerar a função linearf ′(x), diferencial def emx. Temos assim a aplicação

f ′ : → L(Rn,Rm),

x 7→ f ′(x),

ondeL(Rn,Rm) denota o espaço de todas as aplicações lineares deRn emR
m. f ′ é denominada

a funç̃ao diferencial def (ou funç̃ao derivada de Fréchet def ).

Observe que, fixada uma base nos espaçosR
n emR

m, como por exemplo a base canônica,

ent̃ao cada elementoT deL(Rn,Rm) pode ser representado por uma matriz[T] deMm×n.

Exemplo 5.5 Se f(x,y) = (xy,x2 +y2) ent̃ao f′ : R2 → L(R2,R2) é dada por

[ f ′(x,y)] =

[
y x

2x 2y

]

Exemplo 5.6 Se f : Rn → R é definida por f(x) = ‖x‖2
2, ent̃ao f′(x) = 2x para todo x∈ R

n.

Logo f′ ≡ 2I, onde I denota a funç̃ao identidade deRn emR
n.

Sem= 1, ent̃ao o espaçoL(Rn,Rm) pode ser identificado comRn (ou mais precisamente com

M1×n), isto é, L(Rn,Rm) ∼= R
n. Neste caso, sef : Ω → R é a funç̃ao diferencíavel, podemos

fazer a identificaç̃ao

f ′ : Ω → R
n

x 7→ ∇ f (x)

Definição 5.5 Dizemos que uma função diferencíavel f : Ω → R
m é de classe C1 (ou continu-

amente diferenciável) em xo ∈ Ω se f′ é funç̃ao cont́ınua em xo. Dizemos que f́e de classe C1

emΩ se f′ é funç̃ao cont́ınua em todos os pontos deΩ.

Como j́a vimos anteriormente, uma função f pode possuir derivadas parciais e não se difer-

encíavel. De fato, pode nem mesmo ser contı́nua. Entretanto, sef é uma funç̃ao convexa e

possui derivadas parciais, então elaé necessariamente de classeC1.

Teorema 5.5 SejaΩ um aberto convexo deRn e f : Ω → R uma funç̃ao convexa que possui

derivadas parciais em todos os pontos deΩ. Ent̃ao f é de classe C1.
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Demonstraç̃ao: Como f é convexa, então

f (λy+(1−λ )x) ≤ λ f (y)+(1−λ ) f (x) (10)

para todox,y∈ Ω e 0≤ λ ≤ 1. SejaK um subconjunto compacto deΩ. Ent̃ao existeδ > 0 tal

quex+sei ∈ Ω para todox∈ K, |s| < δ , e i = 1, . . . ,n, onde{e1,e2, . . . ,en} é a base can̂onica

deRn. Assim, paray = x+sei obtemos de (10)

f (x+λsei)− f (x)
λ

≤ f (x+sei)− f (x).

Passando ao limite nesta desigualdade quandoλ → 0+ temos que

s∇ f (x) ·ei ≤ f (x+sei)− f (x).

Como esta desigualdade tambémé válida substituindos por−s, segue que ses∈]0,δ [, ent̃ao

f (x)− f (x−sei)

s
≤ ∇ f (x) ·ei ≤

f (x+sei)− f (x)
s

(11)

para todox∈ K e i = 1, . . . ,n.

Se f nãoéC1, ent̃ao existeε > 0, xo ∈ Ω e uma seqûencia{xk}k ≤ 1 emΩ tal quexk → xo e

|∇ f (xk)−∇ f (xo)| > ε, ∀k. (12)

SejaK = {xo,x1,x2, . . . ,}. Se|s|< δ
2 ek é suficientemente grande, entãoxk±sei ∈ Ω e comof

é continua emΩ, segue de (11) que a sequência{∇ f (xk) ·ei} é limitada, para cadai = 1, . . . ,n.

Portanto, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que existeu ∈ R
n tal

que∇ f (xk) → u. Portanto, passando ao limite quandok → ∞ em (11), temos, paras∈]0, δ
2 [ e

i = 1, . . . ,n
f (xo)− f (xo−sei)

s
≤ u·ei ≤

f (xo +sei)− f (xo)

s
. (13)

Fazendos→ 0+ em (13) obtemos∇ f (xo) = u, o que est́a em contradiç̃ao com (12). Portanto,

x→ ∇ f (x) é cont́ınua emΩ.
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5.13 PROJEÇ̃AO ORTOGONAL

A projeç̃ao ortogonalsobre um convexo fechadoC deRn definido por

PC : Rn → R
n

x 7→ PC

ondePC(x) é denominado projeção ortogonal dex sobreC que é importante pois na analise

convexa e surge com frequência nas aplicaç̃oes.

Teorema 5.6 Seja C um conjunto convexo e fechado deR
n e considere a funç̃ao f : Rn → R

definida por

f (x) =

〈
x− 1

2
PC(x);PC(x)

〉
, (14)

Então f é funç̃ao de classe C1 emR
n e f′ = PC.

Demonstraç̃ao: Sejamxo eh emR
n. Ent̃ao podemos escrever

f (xo +h) = f (xo)+ 〈PC(xo);h〉+ r(h),

onde

r(h) =
1
2
‖PC(xo)‖2

2−
1
2
‖PC(xo +h)‖2

2 + 〈xo +h;PC(xo +h)−PC(xo)〉.

Comog(x) = 1
2‖x‖2

2 é diferencíavel comg′(x) = x para todox∈R
n, temos do Teorema do Valor

Médio,

1
2
‖PC(xo)‖2

2−
1
2
‖PC(xo +h)‖2

2 = 〈(1−θ)PC(xo)+θPC(xo +h);PC(xo)−PC(xo +h)〉,

para algumθ ∈]0,1[. Logo,

r(h) = 〈xo−PC(xo);PC(xo+h)−PC(xo)〉−θ‖PC(xo+h)−PC(xo)‖2
2+ 〈h;PC(xo+h)−PC(xo)〉

(15)

Como as duas primeiras parcelas do lado direito de (15) são negativas, temos

r(h) ≤ ‖h‖2‖PC(xo +h)−PC(xo)‖2 ≤ ‖h‖2
2

Por outro lado, considerandov = 1−θ , temos

r(h) = 〈vPC(xo)+(1−v)PC(xo +h);PC(xo)−PC(xo +h)〉+ 〈xo +h;PC(xo +h)−PC(xo)〉
= 〈xo +h−PC(xo +h);PC(xo +h)−PC(xo)〉+v‖PC(xo)−PC(xo +h)‖2

2 ≥ 0

Portanto, 0≥ r(h) ≥ ‖h‖2
2 e temos a conclusão.
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6 TEOREMA DA FUNÇ ÃO INVERSA

Vamos aqui tratar um dos temas principais da Análise o Teorema da Função Inversa, onde

dada uma funç̃ao linearg : Rn →R
n definida porg(x) = xA, ondeA é a matriz quadradan×n.

Para obtermos a inversa dag basta quedetA6= 0 ondeg−1 :Rn →R
n e dada porg−1(x) = xA−1.

Mas caso ag (ou g−1) seja Fŕechet-deriv́aveis no pontoxo emR
n, escrevemosg′(xo) = A (ou

(g′)−1 = A−1). Agora vamos pegar um subconjunto abertoΩ ⊂ R
n e uma funç̃ao f : Ω → R

n

que seja Fŕechet-deriv́avel no pontoxo ∈ Ω, pela definiç̃ao de diferenciabilidade

f (xo +h) = f (xo)+A(h)+ r(h),

ondeA, r(h) : Rn →R
n e a condiç̃ao queA matrix linear e lim

h→0

r(h)

‖h‖ = 0, onde

f ′(xo) = lim
h→0

f (xo +h)− f (xo)

h
,

sendo a funç̃ao f ′ : Rn →R
n que melhor aproxima dexo ∈ Ω.

No entantóe sutil pesar que se a função f : Ω →R
n é diferencíavel no pontoxo ∈ Ω e a Matriz

Jacobiana dada porA = [ f ′(xo)] tal que

Jf (xo) = det[A] = det[ f ′(xo)] 6= 0,

nos leva que af seja inverśıvel nas proximidades dexo.

Desta maneira temos que nãoé verdadeira, mesmo paran = 1.

Seja a funç̃ao f : R→R definida por

f (x) =

{
x
2 +x2 sen1

x se x6= 0,

0 se x= 0.

Derivando a funç̃ao f em todos os pontos deR obtemos

f ′(x) =

{
1
2 +2x sen1

x −cos1
x se x6= 0,

1
2 se x= 0.
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Se f fosse inverśıvel numa vizinhança dexo = 0, ent̃ao seria necessariamente injetora nessa

vizinhança. Comof ′(0) = 1/2, seria necessariamente crescente na vizinhança do pontozero.

No entanto isto seria impossı́vel porque f ′(x) muda de sinal infinita vezes proximo ao ponto

zero. Observe que sef ′ fosse cont́ınua emxo = 0, ent̃ao f ′(x) > 0 parax suficientemente

Figura 5: Inversa
Fonte: Maple

próximo dexo = 0 e teŕıamos o resultado desejado.

6.1 TEOREMA DA FUNÇ̃AO INVERSA

O Teorema da Função Inversa se aplica para função f : V →V comV ⊂R
n. Vamos utilizar

indistintamente a norma‖ ‖ com norma euclidiana‖ ‖2 deRn e a norma induzida‖ ‖L(Rn,Rn).

Teorema 6.1 SejaΩ ⊂R
n aberto e f: Ω →R

n funç̃ao de classe C1 tal que Jf (xo) 6= 0. Ent̃ao

existeδo > 0 tal que

a) f é injetora em U= Bδo
(xo);

b) V = f (U) é aberto;

c) f−1 : V →U é de classe C1 e [( f−1)′( f (xo))] = [ f ′(xo)]
−1.

Demonstraç̃ao: Faremos a demonstração em quatro etapas.

Etapa 1:Vamos provar que existe umδ1 tal que f é injetora emBδ1
(xo).
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Fazendof ′(xo) = A eJf (xo) 6= 0, por hiṕoteseA−1 est́a bem definida.

Como f é de classeC1, dadoε > 0, existeδ > 0 (dependendo deε exo) tal que

‖x−xo‖ < δ ⇒‖ f ′(x)−A‖ < ε. (16)

ComoBδ (xo) é aberto, então podemos tomarx∈ Bδ (xo) eh 6= 0 tal quex+h∈ Bδ (xo).

Afirmo: f (x+h) 6= f (x) seδ > 0.

Com efeito Sejaϕ : [0,1] → R
n definida porϕ(t) = f (x+ th)− tAh. Ent̃ao ϕ é de classeC1

no intervalo aberto ]0,1[ em virtude do Teorema da Regra da Cadeia obtemos,ϕ ′(t) = f ′(x+

th)h−Ah. E pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

ϕ(1)−ϕ(0) =
∫ 1

0
ϕ ′(t)dt,

isto é,

f (x+h)−Ah− f (x) =
∫ 1

0
( f ′(x+ th)−A)hdt.

Em particular

‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖ ≤
∫ 1

0
‖ f ′(x+ th)−A‖‖h‖dt

comox+ th∈ Bδ (xo), ∀t ∈]0,1[ segue de (16) que

‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖ <
∫ 1

0
ε‖h‖dt = ε‖h‖ (17)

ou seja,

‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖ < ε‖h‖ (18)

temos‖h‖ = ‖A−1Ah‖ ≤ ‖A−1‖‖Ah‖ segue dáı que‖h‖ ≤ ‖A−1‖‖Ah‖ e obtemos de (18)

‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖ < ε‖A−1‖‖Ah‖
−‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖ > −ε‖A−1‖‖Ah‖

(19)

usando (19), obtemos

‖ f (x+h)− f (x)‖ = ‖ f (x+h)− f (x)−Ah+Ah‖
≥ ‖Ah‖−‖ f (x+h)− f (x)−Ah‖
> ‖Ah‖− ε‖A−1‖‖Ah‖
> ‖Ah‖− ε‖A−1‖‖Ah‖
> (1− ε‖A−1‖)‖Ah‖

‖ f (x+h)− f (x)‖ > (1− ε‖A−1‖)‖Ah‖ (20)
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Tomando-seε = 1
2‖A−1‖ e δ1 < δ obtemos de (20):

‖ f (x+h)− f (x)‖ >
1
2
‖Ah‖. (21)

Como a matrizA possui inversa,Ah 6= 0 ∀h 6= 0 onde temos quef é injetiva.

Etapa 2:Vamos provar que existeδ2 tal que f
(
Bδ2

(xo)
)

é aberto.

Por hiṕotesef é de classeC1, x 7→ Jf (x) é uma funç̃ao cont́ınua. Logo, existẽδ > 0 tal que

Jf (x) 6= 0 ∀x∈ Bδ̃ (xo).

Considere-seδ2 = min{δ1, δ̃}. Ent̃aoJf (x) 6= 0 para todox∈ Bδ2
(xo) e f injetora emBδ (xo).

Provemos queW = f (Bδ2
(xo)) é um conjunto aberto.

Sejay1 ∈W. Ent̃ao pela definiç̃ao de imagem existe uḿunicox1 ∈ Bδ2
(xo) tal que f (x1) = y1.

Tomer > 0 tal queBr(x1) ⊂ Bδ2
(xo) e considere a fronteira

K = ∂Br(x1) e u(x) = ‖ f (x)− f (x1)‖.

u : K → R

u 7→ u(x) = ‖ f (x)− f (x1)‖
ondeu é cont́ınua pois,f é cont́ınua e a norma de uma função cont́ınuaé cont́ınua.

ComoK é compacto eu é funç̃ao cont́ınua, existex∗ ∈ K tal que

m := inf{u(x);x∈ K} = u(x∗).

Observe quex∗ ∈ K ⇒ x∗ 6= x1 ⇒ f (x∗) 6= f (x1) pela injetividade daf e pela definiç̃ao dem

temos,m= u(x∗) = ‖ f (x∗)− f (x1)‖ > 0 ,ou sejam> 0.

Afirmo: Bm
2
( f (x1)) ⊂ Br(x1) ⊂W.

Com efeito, tomey∈ Bm
2
( f (x1)). Isto é,‖y− f (x1)‖ < m

2 . Definindo

w : Br(x1) → R

x 7→ w(x) = ‖ f (x)−y‖.

ComoBr(x1) é compacto, existex∈ Br(x1) tal que

w(x) = min{w(x);x∈ Br(x1)}.

Observe que

w(x) ≤ w(x1),

‖ f (x)−y‖ ≤ ‖ f (x1)−y‖ < m
2

w(x) = ‖ f (x)−y‖ ≤ ‖ f (x1−y)‖ <
m
2

.
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Observe tamb́em que sex∈ K, ent̃ao

w(x) = ‖ f (x)−y‖ ≥ ‖ f (x)− f (x1)‖−‖ f (x1−y)‖ ≥ m− m
2

=
m
2

.

Portantox /∈ K, o que implicax∈ Br(x1).

Afirmo: f (x) = y, isto éy∈ f (Br(x1)).

Com efeito, sex é o ponto de ḿınimo dew(x) emBr(x1), ent̃aox tamb́emé ponto de ḿınimo de

g(x) = 1
2‖ f (x)−y‖2. Comox é ponto interior,g′(x)h= 0,∀h∈R

n, o que implica que∀h∈R
n.

g(x) = 1
2

∥∥∥ f (x)−y
∥∥∥

2

g(x) = 1
2

〈
f (x)−y; f (x)−y

〉

aplicando a diferenciabilidade emg

0 = g′(x)h = 1
2

(〈
f (x)−y; f ′(x)h

〉
+
〈

f ′(xh); f (x)−y
〉)

= 1
2

(〈
f (x)−y; f ′(x)h

〉
+
〈

f (x)−y; f ′(x)h
〉)

= 1
2

(
2
〈

f (x)−y; f ′(x)h
〉)

=
〈

f (x)−y; f ′(x)h
〉

=
〈[

f ′(x)
]T

( f (x)−y);h
〉
.

para todoh∈R
n. Ent̃ao

[
f ′(x)

]T
( f (x)−y) = 0.

Agora, como

det
[

f ′(x)
]T

= det
[

f ′(x)
]
= Jf (xo) 6= 0

segue-se que

f (x)−y = 0,

ou ainda,f (x) = y, e a afirmativa está provada.

Etapa 3:SeU = Bδ2
(xo) eV = f (U), ent̃ao f−1 : V →U é diferencíavel.

Sejay∈V
(
y= f (x), x∈ Bδ2

(xo)
)

e tomer > 0 suficientemente pequeno tal quey+k∈V para

todok tal que‖k‖ < r,

h = f−1(y+k)−x

h+x = f−1(y+k)

f (h+x) = f ( f−1(y+k))

f (h+x) = y+k

k = f (h+x)−y

k = f (h+x)− f (x). (22)
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Como f é diferencíavel emx∈U , ent̃ao:

f (x+h) = f (x)+
[

f ′(x)
]
(h)+ r f (h) (23)

satisfazendo a condição

lim
h→0

‖r f (h)‖
‖h‖ = 0. (24)

De (22) e (23) obtemos que

k =
[

f ′(x)
]
(h)+ r f (h). (25)

Já quex∈U = Bδ2
(xo) ent̃ao,Jf (x) 6= 0 e f ′(x) é inverśıvel, consequentemente existe

[
f ′(x)

]−1
.

Assim, sejaB =
[

f ′(x)
]−1

. Multiplicando a matrizB em (25), obtemos

Bk = B f ′(x)h+Br f (h)

Bk = h+Br f (h)

h = Bk−Br f (h)

Tamb́emh = f−1(y+k)− f−1(y).

Portanto,
f−1(y+k)− f−1(y) = Bk−Br f (h)

f−1(y+k) = f−1(y)+Bk−Br f (h)

Para provar quef−1 é diferencíavel, basta provar que

lim
k→0

‖Br f (h)‖
‖k‖ = 0 (26)

De fato, como na Etapa 1 temos:

‖k‖ = ‖ f (x+h)− f (x)‖ ≥ 1
2
‖Ah‖ (27)

Por outro lado comoA é inverśıvel temosh = A−1Ah, aplicando a norma‖h‖ = ‖A−1Ah‖ ≤
‖A−1‖‖Ah‖, dáı

‖Ah‖ ≥ ‖h‖
‖A−1‖ (28)

De (27) e (28) obtemos que

‖k‖ ≥ 1
2

‖h‖
‖A−1‖ ⇔ 1

‖k‖ ≤ 2‖A−1‖
‖h‖
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e

0≤ ‖Br f (h)‖
‖k‖ = ‖Br f (h)‖ 1

‖k‖
≤ ‖B‖‖r f (h)‖2‖A−1‖

‖h‖
=

2‖A−1‖‖B‖‖r f (h)‖
‖h‖

0≤ ‖Br f (h)‖
‖k‖ ≤ 2‖A−1‖‖B‖‖r f (h)‖

‖h‖

Quandok→ 0 implicah→ 0 o que implica por (24)
2‖A−1‖‖B‖‖r f (h)‖

‖h‖ tende a zero, assim

0≤ ‖Br f (h)‖
‖k‖ ≤ 0,

como queriamos

lim
h→0

‖r f (h)‖
‖h‖ = 0.

Logo, f−1 é diferencíavel emy = f (x) ∈V, por tanto existe

[
f−1]′(y) e

[
f−1]′(y) =

[
f ′(x)

]−1
=
[

f ′
(

f−1(y)
)]−1

para todoy∈V.

Etapa 4: f−1 : V →U é de classeC1.

De fato,A = f ′(x1) eB = f ′(x2). Como f é de classeC1, dadoε > 0, existeδ > 0 tal que

‖x2−x1‖ < δ ⇒
∥∥ f ′(x2)− f ′(x1)

∥∥< ε

Como f é de classeC1, dadoε > 0, existeδ > 0 tal que

‖x2−x1‖ < δ ⇒‖B−A‖ < ε

Visto queB−1−A−1 = B−1(A−B)A−1, obtemos

‖B−1−A−1‖ ≤ ‖B−1‖‖A−B‖‖A−1‖

Por outro lado,∀h∈R
n, temos

h = A−1Ah,

aplicando norma

‖h‖ = ‖A−1Ah‖ ≤ ‖A−1‖‖Ah‖⇔ ‖Ah‖ ≥ ‖h‖
‖A−1‖ , ∀h∈R

n. (29)



45

Tamb́em temos,
‖Bh‖ = ‖Ah+Bh−Ah‖

= ‖Ah+(B−A)h‖
≥ ‖Ah‖−‖(B−A)h‖
≥ ‖Ah‖−‖(B−A)‖‖h‖

subtituindo (29)

≥ ‖h‖
‖A−1‖ −‖(B−A)‖‖h‖.

Portanto,

‖Bh‖ ≥
(

1
‖A−1‖ −‖(B−A)‖

)
‖h‖.

Observamos que,

‖x2−x1‖ < δ ⇒ ‖B−A‖ < ε
⇒ −‖B−A‖ > −ε

⇒ 1
‖A−1‖ −‖B−A‖ >

1
‖A−1‖ − ε

⇒
(

1
‖A−1‖ −‖B−A‖

)
‖h‖ ≥

(
1

‖A−1‖ − ε
)
‖h‖

Onde obtemos que,

‖x2−x1‖ < δ ⇒‖Bh‖ ≥
(

1
‖A−1‖ − ε

)
‖h‖

Escolhendoε = 1
2‖A−1‖ ≥ 0 e oδ ≤ δ2 correspondente, obtemos

‖Bh‖ ≥
(

1
‖A−1‖ −

1
2

∥∥∥A−1
∥∥∥
)
‖h‖

≥
(

1
2‖A−1‖

)
‖h‖

onde

‖Bh‖ ≥ 1
2‖A−1‖‖h‖.

Tomandok = Bh temosB−1k = h, aplicando norma, obtemos

‖B−1k‖ = ‖h‖
‖B−1k‖ = 2‖A−1‖‖Bh‖

‖B−1‖‖k‖ ≤ 2‖A−1‖‖k‖
‖B−1‖ ≤ 2‖A−1‖
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Portanto, se‖x1−x2‖ < δ , conclúımos

‖B−1−A−1‖ ≤ ‖B−1‖‖B−A‖‖A−1‖
≤ 2‖A−1‖‖B−A‖‖A−1‖
= 2‖A−1‖2‖B−A‖
< 2‖A−1‖2‖ε.

Deste modo, obtemos

‖x1−x2‖ < δ ⇒ ‖B−1−A−1‖ < 2‖A−1‖2‖ε
⇒

∥∥[ f ′(x2)
]−1−

[
f ′(x1)

]−1∥∥< 2‖A−1‖2ε

Isso mostra quef−1 é de classeC1.

Definição 6.1 Seja f: U →V uma funç̃ao bijetora. Dizemos que f́e umhomeomorfismoentre

U e V se f e f−1 são cont́ınuas. Dizemos que f́e umdifeomorfismoentre U e V se f e f−1

são diferencíaveis.

Podemos reescrever o Teorema da Função Inversa utilizando a terminologia da definição

acima, que fica:

Teorema 6.2 Se f é funç̃ao de classe C1 e Jf (xo) 6= 0, ent̃ao existem vizinhanças abertas U e

V respectivamente de xo e f(xo) tais que fé difeomorfismo de classe C1 entre U e V.

6.2 MÉTODO DAS CARACTEŔISTICAS UMA APLICAÇÃO DO TEOREMA DA FUNÇÃO
INVERSA

Nesta parte vamos mostrar uma aplicação direta do Teorema da Função Inversa, o Ḿetodo

da Caracterı́sticas para a solução de equaç̃oes a derivadas parciais de primeira ordem, vamos

enunciar o problema.

Problema: Sejaγ uma curva deR2 parametrizada porγ : I → Ω, ondeI é um

intervalo deR e Ω um aberto emR2. Sejama,b,c : Ω →R funções dadas.

Determinar uma funç̃aoϕ(x,y) soluç̃ao da equaç̃ao

a(x,y)
∂ϕ
∂x

+b(x,y)
∂ϕ
∂y

= c(x,y), (30)

cujos os valores sobre a curvaγ são prescritos, istóe, ϕ(γ(ξ )) = ϕo(ξ ) ondeϕo :

I →R é uma funç̃ao dada.
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Podemos encontrar a solução do problema acima mudando as coordenadas de maneira apro-

priada, que pode se incluı́da pelo seguinte argumento: fixado um pontoγo = γ(so) = (xo,yo)

de γ, considere a curvaΓ(ξ ) = (x(ξ ),y(ξ )) que passa porγo, isto é, Γ(0) = γo. Definida

z(ξ ) = ϕ(x(ξ ),y(ξ )), ondeϕ é soluç̃ao de (30). SeΓ é diferencíavel, temos pela Regra da

Cadeia,
dz
dξ

=
〈
Γ′(ξ );∇ϕ

(
Γ(ξ )

)〉
=

dx
dξ

∂ϕ
∂x

+
dx
dξ

∂ϕ
∂y

,

pois, note que, ponto fixóe

Γ(0) = γo = γ(so) = (xo,yo)

Γ(ξ ) =
(
x(ξ ),y(ξ )

)

z(ξ ) = ϕ
(
x(ξ ),y(ξ )

)
= ϕ

(
Γ(ξ )

)
=
(
ϕ ◦Γ

)
(ξ )

agora derivandoΓ(ξ ), obtemos

Γ′(ξ ) = (x′(ξ ),y′(ξ )) =

(
∂x
∂ξ

,
∂y
∂ξ

)
,

diferenciandoz(ξ ) = ϕ
(
x(ξ ),y(ξ )

)
= ϕ

(
Γ(ξ )

)

dz
dξ

=
∂ϕ
∂x

dx
dξ

+
∂ϕ
∂x

dx
dξ

dz
dξ

=
∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂x
dx
dξ

+
∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂x
dx
dξ

dz
dξ

=
dx
dξ

∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂x
+

dx
dξ

∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂y

dz
dξ

=

〈(
dx
dξ

,
dx
dξ

)
;

(
∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂x
,
∂ϕ
(
Γ(ξ )

)

∂y

)〉

dz
dξ

=
〈
Γ′(ξ );∇ϕ

(
Γ(ξ )

)〉

onde
dz
dξ

=
〈
Γ′(ξ );∇ϕ

(
Γ(ξ )

)〉
=

∂ϕ
∂x

dx
dξ

+
∂ϕ
∂x

dx
dξ

Portanto, seΓ satisfaz o sistema de equações diferenciais ordińaria





dx
dξ

= a(x,y), x(0) = xo,

dy
dξ

= b(x,y), y(0) = yo,
(31)

podemos obter a soluçãoϕ resolvendo

dz
dξ

= c(x,y), z(0) = ϕo(so).
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Se repetirmos o argumento anterior para todos os pontosγ(s), s∈ I , obtemos uma faḿılia de

curvas - as curvas caracterı́sticas - sobre as quais o soluçãoϕ pode ser determinada.

Antes de analisarmos as condições para as quais o método funciona (e onde entra o Teorema da

Funç̃ao Inversa), vejamos um exemplo cuja solução expĺıcita pode ser calculada.

Exemplo 6.1 Considereγ(s) = (s,s2). Determinarϕ(x,y) soluç̃ao de

x
∂ϕ
∂x

+y
∂ϕ
∂y

= xy (32)

tal queϕ(γ(s)) = sen
(
x2
)
, para todo s∈R.

Soluç̃ao: Consideremos o sistema (equação caracterı́sticas)





dx
dξ

= x, x(0,s) = s,

dy
dξ

= y, y(0,s) = s2,

dz
dξ

= xy, z(0,s) = sen(s2)

(33)

Resolvendo as duas primeiras equações de (33), temos,

dx
dξ

= x⇔ dx
dξ

−x = 0

multiplicando pore−ξ , obtemos
dx
dξ

e−ξ −xe−ξ = 0

ent̃ao
d

dξ

[
x(ξ ,s)e−ξ

]
= 0,

integrando de 0 aξ , obtemos

∫ ξ

0

d
dt

[
x(t,s)e−t]dt = 0

x(ξ ,s)e−ξ = s

x(ξ ,s) = seξ

de modo ańalogo, obtemosy(ξ ,s) = s2eξ . Para simplificar a notação, vamos utilizarx no lugar

dex(ξ ,s) (x depende deξ es), de modo ańalogo paray, segue que

{
x = seξ ,

y = s2eξ .
(34)
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Substituindo (34) na terceira equação de (33) e resolvendo, istoé,

dz
dξ

= xy

temos
dz
dξ

= s3e2ξ , (35)

integrando (35) de 0 aξ , obtemos

z(ξ ,s)−z(0,s) =
∫ ξ

0

[
s3e2t]dt

=
∫ ξ

0

[
s3e2t]dt

=
s3e2ξ

2
− s3e0

2

=
s3e2ξ

2
− s3

2

=
s3

2

(
e2ξ −1

)
,

comoz(0,s) = sen
(
s2
)

e substituindo,

z(ξ ,s)−sen
(
s2
)

=
s3

2

(
e2ξ −1

)

obtemos,

z(ξ ,s) =
s3

2

(
e2ξ −1

)
+sen

(
s2). (36)

Mudando as variáveis adequadamente, istoé,

x = seξ ⇒ x
s

= eξ , (37)

da mesma forma

y = s2eξ ⇒ y
s2 = eξ , (38)

de (37) e (38), obtemos
x
s

=
y
s2 ⇔ y

x
= s, (39)

e observe que

s=
x

eξ , (40)

de (39) e (40), surge

y
x

=
x

eξ ⇔ eξ =
x2

y
⇔ e2ξ =

(
x2

y

)2

(41)
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Explicitandoξ e s em funç̃ao dex e y, ou seja, substituindo (39) e (41) em (36) encontramos a

soluç̃ao

z= ϕ(x,y) =
1
2

xy− 1
2

(y
x

)3
+sen

(y
x

)2
.

Observaç̃ao: O exemplo evidencia o ponto-chave do método. De fato, a solução das duas

primeiras equaç̃oes de (33) determine uma mudança de variáveis, istóe uma funç̃ao

f : R2 → R
2

(ξ ,s) 7→ f (ξ ,s) = (x,y)

Se f é inverśıvel, ent̃ao obtemos a solução por

f (ξ ,s) = (x,y) ⇒ (ξ ,s) = f−1(x,y),

ent̃ao

ϕ(x,y) = z(ξ ,s) = z
(

f−1(x,y)
)

= (z◦ f−1)(x,y).

Aplicando o Teorema da Função Inversa temos que, se o jacobianoé diferente de zero para todo

ponto pertencente a esta curva de(x,y) ∈ γ ⊂ R
2, teremos quef admite inversa na vizinhança

deγ. Levando em consideração os dados do problema, a saber, a curva inicialγ(s) = (x,y) =
(
γ1(s),γ2(s)

)
e o campo de vetores(x,y) 7→

(
a(x,y),b(x,y)

)
, a condiç̃ao

Jf
(
x,y
)

=

∣∣∣∣∣

dx
dξ

dy
dξ

dx
ds

dy
ds

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

x y

γ ′1(s) γ ′2(s)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

a(x,y) b(x,y)

γ ′1(s) γ ′2(s)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

a
(
γ(s)

)
b
(
γ(s)

)

γ ′1(s) γ ′2(s)

∣∣∣∣∣ 6= 0

Jf
(
γ(s)

)
6= 0

indica que os vetores(a,b) e
(
γ ′1(s),γ

′
2(s)
)

são linearmente independentes. Temos, portanto,

uma condiç̃ao geoḿetrica para que o ḿetodo forneça solução, a saber, que o campo(a,b) seja

transversal̀a curvaγ.
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7 TEOREMA DA FUNÇ ÃO IMPL ÍCITA

Neste caṕıtulo vamos estudar outro resultado central da Análise, o Teorema da Função

Implı́cita. A motivaç̃ao de estudar este Teoremaé considerando em particular equação da cir-

cunfer̂encia unit́aria x2 + y2− 1 = 0. Podemos colocar a variável y de forma explicita como

função da varíavelx:

y =
√

1−x2 ou y = −
√

1−x2

Mais precisamente, seϕ : [−1,1] → R é a funç̃ao definida porϕ(x) =
√

1−x2 (ou ϕ(x) =

−
√

1−x2), ent̃aoϕ est́a impĺıcita na equaç̃ao da circunfer̂encia.

De modo ańalogo, a equaç̃ao 5x2 +5y2−6xy−8 = 0 descreve uma elipse central em(0,0).

Embora explicary em funç̃ao dex não seja uma tarefa tão imediata, vemos pela figura que existe

uma funç̃aoϕ :]a,b[→R quey = ϕ(x) est́a impĺıcita na equaç̃ao da elipse.

O mesmo pode feito para mais variáveis. Por exemplo, no sistema

{
x2 +y2 +z2−1 = 0,

−x2 +z2−5 = 0,

a varíavelz pode ser facilmente expressa como função das outras por

z=
√

1−x2−y2 ou z=
√

5+x2

Mas o que dizer do sistema

{
x3 +x2y2 +xyz2−4 = 0,

x2−xyz+y2z2−5 = 0,

Os exemplos acima nos remetemà seguinte questão:
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Problema: Dada f : Rk+m→R
m e (xo,yo) ∈R

k+m tal que f (xo,yo) = 0, deseja-se

saber se existeΩ ⊂R
k aberto e uma funç̃aoϕ : Ω →R

m satisfazendo

a) xo ∈ Ω e ϕ(xo) = yo;

b) f
(
x,ϕ(x)

)
= 0, para todox∈ Ω

Se a resposta for afirmativa, dizemos queϕ é funç̃ao impĺıcita para a equação f (x,y) = 0 na

vizinhança dexo.

Seja f : Rn →R
m com(n= k+m) a funç̃ao linear dada porf (z) = AzondeA é a matrizm×n.

Seja o pontoz= (x,y) = (x1,x2, . . . ,xk,y1,y2, . . . ,ym), podemos escreverf (x,y) = Az= Bx+Cy,

ondeB e C são submatrizes respectivamente de ordemm× k e m×m, isto é, A = [B C] é

composta por blocoB eC.

SeC é inverśıvel, podemos explicitary como funç̃ao dex pois

Bx+Cy= 0⇒ y = −C−1Bx.

Neste caso, seϕ :Rk →R
m é funç̃ao linear definida porϕ(x) =−C−1Bx , ent̃aoϕ est́a impĺıcita

na equaç̃ao f (x,y) = 0 na vizinhança dexo, qualquer que sejaxo.

Observe que neste caso particular, os blocosB eC são as derivadas parciais def . De fato,

B =

[
∂ f
∂x

(xo,yo)

]
e C =

[
∂ f
∂y

(xo,yo)

]

e

ϕ = −
[

∂ f
∂y

(xo,yo)

]−1[∂ f
∂y

(xo,yo)

]
(42)

Diretamente pode-se tratar a questão via Teorema da Função Inversa pode ser observada se

reescrevermos a equação f (x,y) = 0 na seguinte forma. Sejag : Rn → R
n com n = k+ m a

função linear definida porg(x,y) =
(
x, f (x,y)

)
. Ent̃aog(z) = Ax, ondeA é a matriz representada

por

A =

[
Ik O

B C

]
,

OndeIk é a matriz identidade de ordemk×k O uma matriz nula de ordemk×m. Sabemos da

Algebra Linear que detA = detC. Assim, seC é inverśıvel, tamb́em é a matrizA e é fácil de

verificar que

A−1 =

[
Ik O

−C−1 C−1

]
.

Portanto,

g(x,y) = (x,0) ⇔ (x,y) = g−1(x,0) = (x,−C−1Bx)
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temos aqui novamente a solução desejada em (18).

7.1 TEOREMA DA FUNÇ̃AO IMPLÍCITA

Teorema 7.1 Seja f : Rk×R
m →R

m uma funç̃ao de classe C1. Suponha f(xo,yo) = 0 e

det

[
∂ f
∂y

(xo,yo)

]
6= 0.

a) Então existem uma vizinhança abertaΩ de xo ∈ R
k e uma funç̃ao (única)ϕ : Ω → R

m de

classe C1 tal que yo = ϕ(xo) e f(x,ϕ(x)) = 0 para todo x∈ Ω.

b) Existe um aberto U contendo(xo,yo) emR
k×R

m tal que o par(x,y)∈U verifica f(x,y) = 0

se e somente se y= ϕ(x) para todo x∈ Ω

Demonstraç̃ao: Nada perderemos em generalidade supondo quexo = 0 eyo = 0.

Sejag : Rk×R
m → R

k×R
m a funç̃ao definida porg(x,y) =

(
x, f (x,y)

)
. Ent̃aog é de classe

C1 e a matriz Jacobiana deg emzo = (xo,yo) = (0,0) é

[g′(0,0)] =




Ik O[
∂ f
∂x

(0,0)

] [
∂ f
∂y

(0,0)

]

 .

Pois se colocarmos

f : Rk×R
m → R

m g : Rk×R
m → R

k×R
m

(x,y) 7→ f (x,y) = y (x,y) 7→ g(x,y) =
(
x, f (x,y)

)

ondex = (x1,x2, . . . ,xk) e y = (y1,y2, . . . ,ym) assim(x,y) = (x1,x2, . . . ,xk,y1,y2, . . . ,ym), apli-

cando emg obtemos

g(x,y) =
(
g1(x,y), . . . ,gk(x,y),gk+1(x,y) . . . ,gk+m(x,y)

)

=
(
x1, . . . ,xk, f1(x,y), . . . , fm(x,y)

)



54

ondeg1(x,y) = x1, . . . ,gk(x,y) = xk,gk+1(x,y) = f1(x,y), . . . ,gk+m(x,y) = fm(x,y) derivandog

em relaç̃aozo = (xo,yo) = (0,0), temos

[
g′(0,0)

]
=




∂g1

∂x1
(0,0)

∂g1

∂x2
(0,0) · · · ∂g1

∂xk
(0,0)

∂g1

∂y1
(0,0) · · · ∂g1

∂ym
(0,0)

∂g2

∂x1
(0,0)

∂g2

∂x2
(0,0) · · · ∂g2

∂xk
(0,0)

∂g2

∂y1
(0,0) · · · ∂g2

∂ym
(0,0)

...
...

...
...

...
∂gk

∂x1
(0,0)

∂gk

∂x2
(0,0) · · · ∂gk

∂xk
(0,0)

∂gk

∂y1
(0,0) · · · ∂gk

∂ym
(0,0)

∂gk+1

∂x1
(0,0)

∂gk+1

∂x2
(0,0) · · · ∂gk+1

∂xk
(0,0)

∂gk+1

∂y1
(0,0) · · · ∂gk+1

∂ym
(0,0)

...
...

...
...

...
∂gk+m

∂x1
(0,0)

∂gk+m

∂x2
(0,0) · · · ∂gk+m

∂xk
(0,0)

∂gk+m

∂y1
(0,0) · · · ∂gk+m

∂ym
(0,0)




,

derivando em relaç̃ao as varíaveisx1,x2, . . . ,xk,y1,y2, . . . ,ym, obtemos

[
g′(0,0)

]
=




1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

.. .
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
∂ f1
∂x1

(0,0)
∂ f1
∂x2

(0,0) · · · ∂ f1
∂xk

(0,0)
∂ f1
∂y1

(0,0) · · · ∂ f1
∂ym

(0,0)

∂ f2
∂x1

(0,0)
∂ f2
∂x2

(0,0) · · · ∂ f2
∂xk

(0,0)
∂ f2
∂y1

(0,0) · · · ∂ f2
∂ym

(0,0)

...
...

...
...

...
...

∂ fm
∂x1

(0,0)
∂ fm
∂x2

(0,0) · · · ∂ fm
∂xk

(0,0)
∂ fm
∂y1

(0,0) · · · ∂ fm
∂ym

(0,0)




,

de maneira simplificada,

[
g′(0,0)

]
=




Ik O[
∂ f
∂x

(0,0)

] [
∂ f
∂y

(0,0)

]

 ,

ondeIk é a matriz identidade de ordemk×k e O é a matriz nula de ordemm×m. Sabemos da

Álgebra Linear que o jacobiano de[g′(0,0)] é dado por

Jg(0,0) = det




Ik O[
∂ f
∂x

(0,0)

] [
∂ f
∂y

(0,0)

]

= det

[
∂ f
∂y

(0,0)

]
6= 0
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ent̃ao

Jg(0,0) 6= 0

Segue do Teorema da Função Inversa que existe um abertoU contendo(0,0) ∈ R
k ×R

m tal

queV = g(U) é um aberto e a restrição deg aU é uma bijeç̃ao sobreV. Com inversa continua

h : V →U que pertencèa classeC1(V) e comh(0,0) = (0,0). Orah tem a forma

h(x,z) =
(
h1(x,z),h2(x,z)

)
, para(x,z) ∈V,

ondeh1 : V →R
k eh2 : V →R

m. Como

(x,z) =
(
g◦h

)
(x,z) = g

(
h(x,z)

)
= g
(
h1(x,z),h2(x,z)

)
=
(

h1(x,z), f
(
h1(x,z),h2(x,z)

))

temos que:

x = h1(x,z) e z= f
(
h1(x,z),h2(x,z)

)
.

Logoh toma a forma mais simples

h(x,z) =
(
x,h2(x,z)

)
.

Ora seπ : Rk×R
m →R

m é definida porπ(x,z) = z ent̃aoπ é linear e contı́nua e

(
π ◦h

)
(x,z) = π

(
h(x,z)

)
= π

(
h1(x,z),h2(x,z)

)
= h2(x,z), para (x,z) ∈V

ou seja

h2 = π ◦h.

Portanto,h2 ∈C1(V) e temos.

z= f
(
x,h2(x,z)

)
para (x,z) ∈V. (43)

Seja agoraΩ = {x ∈ R
k : (x,0) ∈ V} tal queΩ é um aberto contendo 0∈ R

k e definamos

ϕ(x) = h2(x,0) parax∈ Ω.

Calculandoϕ e 0, obtemos que

ϕ(0) = h2(0,0) =
(
π ◦h

)
(0,0) = π

(
h(0,0)

)
= π(0,0) = 0

Comoϕ ′(x) = h′2(x,0) parax∈ Ω, ent̃aoϕ é de classeC1(Ω).

De (43) e parax∈ Ω temos que

0 = f
(
x,h2(x,0)

)

= f
(
x,ϕ(x)

)
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ou seja,f
(
x,ϕ(x)

)
= 0, para todox∈ Ω.

Isso mostra a partea) do teorema.

Agora vamos mostrar a parteb) do teorema.

De fato,

(⇒) Seja(x,y) ∈U tal que f (x,y) = 0. Ent̃ao

g(x,y) =
(
x, f (x,y)

)
= (x,0) ∈Vdado,

decorre quex∈ Ω. Além disso,

(x,y) =
(
h◦g

)
(x,y) = h

(
g(x,y)

)
= h(x,0) =

(
x,h2(x,y)

)
=
(
x,ϕ(x)

)

de modo quey = ϕ(x) para todox∈ Ω.

(⇐) Seja(x,y) ∈U tal quey = ϕ(x) para todox∈ Ω. Ent̃ao

f (x,y) = f
(
x, f (x,y)

)
.

Isso mostra a parteb)

Observaç̃ao: Caso af é de classeCp a ϕ tamb́em seŕa de classeCp.

7.2 APLICAÇÃO DO TEOREMA DA FUNÇÃO IMPLÍCITA

Exerćıcio 7.1 Considere o sistema de equações

{
sen(x+y+z) = z4

x−y+z = sen(x4 +y4 +z4)
(44)

a) Prove que existem funções reais e diferenciáveis deϕ1(z) eϕ2(z) definidos para|z| suficien-

temente pequeno taisϕ1(0) = ϕ2(0) = 0 e

(x,y,z) =
(
ϕ1(z),ϕ2(z),z

)

é soluç̃ao do sistema (44).

Soluç̃ao: Consideremos as seguintes funções,

f1(x,y,z) = sen(x+y+z)−z4,

f2(x,y,z) = x−y+z−sen(x4 +y4 +z4),
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Seja f definida por

f : R3 → R
2

(x,y,z) 7→ f (x,y,z) =
(

f1(x,y,z), f2(x,y,z)
)

=
(
sen(x+y+z)−z4,x−y+z−sen(x4 +y4 +z4)

)

A função f satisfaz as condiç̃oes do Teorema da Função Impĺıcita. De fato,

• A função f é de classeC∞.

• f (0,0,0) =
(
sen(0)−0,0−sen(0)

)
= (0,0).

•

det

[
∂ f

∂ (x,y)
(x,y,z)

]
= det




∂ f1
∂x

∂ f1
∂y

∂ f2
∂x

∂ f2
∂y




= det

[
cos(x+y+z) cos(x+y+z)

1−cos(x4 +y4 +z4)4x3 −1−cos(x4 +y4 +z4)4x3

]
,

aplicando no ponto(0,0,0)

det

[
∂ f

∂ (x,y)
(0,0,0)

]
= det

[
1 1

1 −1

]
= −2 6= 0

logo, satisfaz as condições do Teorema da Função Impĺıcita.

Portanto, existe um intervalo abertoI contendo o ponto zero e uma função

ϕ : I ⊂R → R
2

z → ϕ(z) =
(
ϕ1(z),ϕ2(z)

)
.

Aplicando no ponto(0,0), obtemos

ϕ(0) =
(
ϕ1(0),ϕ2(0)

)
= (0,0)

onde

ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0.

Al ém disso, o Teorema da Função Impĺıcita nos fornece a seguinte relação:

f
(
ϕ(z),z

)
= (0,0) se z∈ I

f
((

ϕ1(z),ϕ2(z)
)
,z
)

= (0,0) se z∈ I
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ent̃ao

(0,0) =
(

sen
(
ϕ1(z)+ϕ2(z)+z

)
−z4,ϕ1(z)−ϕ2(z)+z−sen

(
ϕ4

1(z)+ϕ4
2(z)+z4))

implica que

0 = sen
(
ϕ1(z)+ϕ2(z)+z

)
−z4

0 = ϕ1(z)−ϕ2(z)+z−sen
(
ϕ4

1(z)+ϕ4
2(z)+z4

)
,

dáı segue que a solução do sistema na forma implı́cita é:

{
sen
(
ϕ1(z)+ϕ2(z)+z

)
= z4

ϕ1(z)−ϕ2(z)+z = sen
(
ϕ4

1(z)+ϕ4
2(z)+z4

)

para todoz∈ I .
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8 CONCLUSÃO

O Teorema da Função Inversáe um dos temas principais da Análise Mateḿatica, pois dada

uma funç̃ao qualquerf : V → V comV ∈ R
n existe uma inversaf−1 : V → V se satisfaz as

condiç̃oes do Teorema. Como aplicação do Teorema temos o Ḿetodo das Caracterı́sticas para

soluç̃ao de equaç̃oes a derivadas parciais de primeira ordem, cujo método com baseia em troca

de varíaveis, quée posśıvel pela exist̂encia da funç̃ao inversa, a existência da inversáe dada

pelo Jacobiano diferente de zero, af é inverśıvel localmente.

O Teorema da Função Impĺıcita é uma conseqûencia do Teorema da Função Inversa, onde

tem objetivo mostrar a solução de um sistema complicado de forma implı́cita desde que satisfaça

as condiç̃oes do Teorema, e esteé a eleĝancia do Teorema, pois mesmo que não saiba a forma

explicitaé posśıvel mostrar a soluç̃ao impĺıcita da equaç̃ao no intervalo aberto.
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