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RESUMO

MIYASAKI, Crislaine Aparecida His§ai. MTODO DOS MNIMOS QUADRADOS: ASPEC-
TOS TEORICOS E SUAS APLICA®ES. 37 f. Monografia — Programa dedPgraduago em
Matensatica, Universidade Tecnmjica Federal do ParanCampo Moudo, 2010.

O Método dos Nhimos Quadrado$ uma écnica que procura encontrar @fico de melhor
ajuste, para um conjunto de pontos dados, portanto o use aegsdo contribui para muitas
pesquisas, porquecomo se pudessemos encontrar uma ordem no caos, podeimldeass
previes e estudos sobranos fedmenos. Este trabalho mostia facilidade de desenvolver
este nétodo no ajuste de curvas: usando sistemas lineares owltapem tratamento matri-
cial. Na se&@o2.1ilustraremos o ajuste dos dad@sima reta e na sa&g 2.2 apresentaremos
0 ajuste dos dados a uma @bola. Finalmente na s&g2.3 generalizaremos o @odo para
um polindmio de grau n. Mostraremos ainda que @tado pode ser deduzido matricialmente e
apontaremos algumas apliéegs do netodo na modelagem de problemas reais.

Palavras-chave:minimos quadrados, ful@ , ajuste de curvas, eq&s , matrizes .



ABSTRACT

MIYASAKI, Crislaine Aparecida Hissai. METHOD OF LEAST SQUARETHEORETICAL
ASPECTS AND ITS APPLICATIONS. 37 f. Monografia — Programa desfgraduago em
Matenatica, Universidade Tecnmjica Federal do ParanCampo Moudo, 2010.

The Method of Least Squares, is a technique that attemptsatdhie chart of best fit for a set of
data points, so using this method contributes to a lot ofare$ebecause it is as if we could find
order in chaos, and thus can make predictions and studiear@mus phenomena. This paper
will show the ease of developing this method in curve fittiligear systems or by using a matrix
treatment. In section textbf 2.1 illustrate the fit of theadaidll be a straight section and the
textbf 2.2 we present the data fitting to a parabola. Finallgaction textbf 2.3 we generalize
the method to a polynomial of degree n. We show that the metlodstill be deducted in
matrix and we consider some applications of the method inatagi real problems.

Keywords: least squares, function, curve fitting equations, matrices
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1 INTRODUCAO

Na educago kasica, no estudo das fubes reais, algumas fudes &o apresentadas como
modelos de febmenos:

e Fung@o Lucro
O lucro L (em reais) de um estabelecimento comercial podessinado pela lei
L(x) = —x?+ 75x— 4, sendox 0 nimero de unidades vendidas (IEZZI et al,pg.50,2010)

e Quildmetros de congestionamento
A lei representa o imero de quidmetros de congestionamento, em famga hora do
dia (@ partir das 12 horas), registrado em uma cidade
f(t) = —t2+12+20
ondef (t) & o rtumero em qudmetros e & dada pela seguinte convéoag t=0 corresponde
as 12 h e assim por diante. (IEZZI et al,pg.102,2010)

e Altura e peso da crianca
A altura e peso da criangapartir da 26 semana pode ser modelada de acordo com as
fungdes
h(t) = 1,5t —9,4e
p(t) = 3,8t — 72t + 246
onde t indica o tempo em seman&$,) & a altura em cefrhetros ep(t) a massa em
gramas.(IEZZl et al,pg.114,2010)

No entanto,torna-se necé@s® responder as seguintes perguntas:

e Como tais funges foram obtidas?

e Como utilizar dados reais de um experimento para criar umgatugque modele este

experimento?
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O método dos rmimos quadrados nos permdiresponder tais perguntas usando recursos
tedricos kasicos, como resol@p de sistemas lineares, fs lineares, quadticas e expo-
nenciais.

Portanto a utilizago do nétodo na modelagem de femenos reais pode ser utilizado
como um fator de motivé@p na aprendizagem na edu@adasica, mostrando a utilidade da
matenatica na resoluio de problemas reais.

Além disso, nos dias atuais as infores de prev&o $i0 altamente necemsas seja em
estudos sociais, ecomicos, ambientais e@mesmo na medicina.

Portanto apresentar est&tmdo de ajuste de curvas (que utiliza umrero finito de dados
amostrais para determinarmos uma curva que melhor se afaalastes dados e que descreve o
comportamento do experimento em gaesipodendo ser utilizado para analisar dados futuros),
evidenciad uma das grandes aplicabilidades da mataa. O que justifica a nossa motigac
para o desenvolvimento deste trabalho.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 AJUSTE PARA ARETA

Vamos descrever o @odo geral, conhecido como cetodo dos rmimos quadrados, para
determinar a linha reta que, melhor se ajusta a um conjuntpodés dados. Para ilus-
trar o prindpio do nmétodo dos rmimos quadrados, suponhamos, que r&s gados cinco
pontosPy (X1,Y1), P2(X2,¥2), Ps(X3,Y3), Pa(X4,Ya), Ps(Xs, y5) que descrevem a relag entre duas
variaveisx e y. Representando graficamente estes pontos, obtemosaiitogthamado dia-
grama de dispe&®.

6 o 6 °
51 5
4 ° 44 o
3 ° o 3 o o
2 2
1 [ ) 1 [ ]
0 . A
1 0 1 2 3 4 5 6 0 1 0 1 2 3 4 5 6
’ ]
Figura 1: diagrama de dispeén Figura 2: reta de melhor ajuste

Mediremos a distncia vertical de cada ponto dadé atreta, representando assim 0s erros
na dire@oy, e enfio tentaremos escolher a reta que minimize o erro total.

Os erros e$to denotados pan, £, €3, £4, &5, poderemos formar o vetor-erro
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Figura 3: Erro na direcaoy

&
&
e= &3
&4
&

Queremos que seja 0 menor poseel, ento ||e|| deve estar o mais pximo de zero.
Utilizando a norma euclidana obtemos:

le]| = \/sf+£22+£§+s§+s§ ou, equivalente ge€||2 = &2 + €3 + 2 + €2 + €2

O nimerol|e

& chamado de erro quadico ninimo da aproxima&go. Sendo assim deve-
mMos encontrar a reta que melhor se a ajusta ao conjunto despsaoponhamos que a reta seja
representada por= f(x) = ap+ ai1x, com issoggp e a; SA0 constantes a serem determinadas.
Observe que:

Ef+e5+e5+ef+el=
[f(xa) —yal?+ [f(X2) — Y2l® + [f (xa) — ya]* + [ (Xa) — Yal* + [f (Xs5) — y5]* =
(80+a1x1 —y1)?+ (a0 + @1X2 — Y2)? + (30 + a1Xs — ¥3) + (80 + 81Xa — Ya) + (80 + a1X5 — ¥5)?
e pode ser vista como uma fllque depende dg e a;.

Assim, o crierio dos ninimos quadrados equivalente a minimizar a fuag



f(ag,a1) = (89 +arxs — y1)? + (ap + a1xe — Y2)2 + (8 + &g X3 — ¥3)?
+(a0 +a1X4 — Ya)? + (a0 + a1 Xs — Y5)?

com rela@o aag e a;.

Usando a regra da cadeia

of
G55 2(ag+aixy — Y1) +2(ag +aixe — y2)+
2(ap +a1X3 — Y3) +2(a0 +a1Xa — ya)+

2(ag+aiXs —Ys)

= 2ag+2a1X1 — 2y1+2a0 + 2a1%2 — 2y2+

220+ 2a1X3 — 2y3+ 280 + 280 X4 — 2ya+
239+ 2a1X5 — 2y

of _ 2[a1 (X1 + X2 + X3+ X4+ X5)+
FE 1(X1 + X2 + X3+ X4 + X5

5a0— (Y1 +Y2+Y3+Ya+Ys)]

of
Ja = 2(ag+agxg — y1)X1 + 2(ag + arxo + ag — Yo )Xo+

2(ag+aixa — y3)X3 + 2(ag + aixs — ya) X4+
2(ap+ a1Xs — Y5)Xs

of
—— = 2apXy+231%5 — 2y1X1 + 280% + 281X5 — 2YoXo+

7] a1
280X3 + 2a1X2 — 2y3X3 + 280X + 281 X3 — 2y4Xa+

2apXs5 + 28.1X% — 2Y5X5
of

T = 2[a1 (X2 + X3+ X3+ X3 +x2)+
1

a0(X1 + X2 + X3+ X4+ X5) —
(Y1X1 + Y2X2 + Y3X3 + YaXq + YsXs)|
Para obter o fimimo de f, facamos:

0f _ o 0f _

EO— ed—al—O

Assim,

13
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580 + ay (X1 + X2 + X3 + X4 + Xs5) = (Y1+Y2+Y3+Yatys)
a0(X1+ X2+ X3+ Xa+X5) + a1 + X5+ X5+ X5 +XE) = (YiXa +YoXo -+ YaX3 + YaXa + Y5Xs)
Logo, € um sistema de duas eqbas com duas vaveisag, a;
Resolvendo as duas eqoas simulineas encontraremos o valor das&egisag € a;, ob-

tendo assim a equag da reta de melhor ajuste- ag+ a;x. Vamos representar um caso geral,
onde a deriva@oé identica ao caso com cinco pontos.

2.1.1 CASO GERAL PARA ARETA

Suponha quea® dados pontos,Py(X1,Y1), P2(X2,¥2), ..., Pa(Xn, Yn). Assim a reta que mel-
hor se ajusta aos pontos dadoepresentada por;

y=ap+a1X

ondeag e a; SAo as constantes que satisfazem o sistema,;
agn + a(a+X2+..+%) = (Yi+Y2+...+Yn)
(X +Xo+ .. +X%) + a(C+Xe+ .. +X2) = (YaiXe+Y2Xo+ ...+ YnXn)
equivalente;
an + ayX = Vi
oYX + ayX¥ = YViX

Essas equéges §0 chamadas de equsss normais.

Exemplo 2.1 A tabela mostra a expectativa de vida para pessoas nascwak stados Unidos
nos anos dados. Determine a reta dmimos quadrados para estes dados e utilize para prever
a expectativa de vida de algm nascido em 2020.

Peiiodo Expectativa de vida

1920 54,1
1930 59,7
1940 62,9
1950 68,2
1960 69,7
1970 70,8
1980 73,7
1990 75,4

Tabela 1: Expectativa de vida
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XY X XY

0 541 O 0

1 597 1 59,7

2 629 4 1258
3 682 9O 20456
4 69,7 16 2788
5 70,8 25 354

6 73,7 36 4422
7 754 49 527,8

Total 28 534,5 140 19929

Tabela 2: Caculos para a tabela 1

Soluéo:
an + ardX = DV
ayX + ayx¥ = YViX
substituindo xe y temos:
8ag+28a; = 5345
28ap+140n; = 19929
Resolvendo as duas eq@&s simulineas encontraremos o valor das \&areis @ = 56,6333

e a = 2,9083 obtendo assim a equag da reta de melhor ajustey 2,908+ 56,6333

Com isso podemos prever a expectativa em 2020eqapresentado pelo x=10 na tabela;

y = 2,908%-56 6333
y = 29083 10+ 56,6333
y ~ 85,7

Portanto em 2020 a expectativa de vidagsaproximadamente de 86 anos.

2.2 AJUSTE PARA A PARBOLA

Agora vamos descrever oatodo dos rmimos quadrados onde a fiaa; que melhor se
ajusta ao diagramaa paabola.
Abaixo a ilustra@o:

Como vimos na ilustrép 0 dados cinco pontos. Portanto encontraremos andist
vertical do ponto d@ a paabola, que 3o os erros na dir@p dey e seio representados por
€1, &, €3, €4, €5, € enBo tentaremos escolher a gbola que minimize esses erros. Logo for-
mamos com 0S erros 0 vetere queremos que ele seja 0 menor pass ou seja, 0 mais
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Figura 4: diagrama de dispe&o Figura 5: parabola de melhor ajuste

proximo de zero.

&

&

&4

&

Utilizando a norma euclidiana, temos

€| = \/£f+522+e32+s§+£52 ou, equivalente ge€||2 = 2 + €3 + 2 + €2 + €2

Sendo assim devemos encontrar a menor soma de quadraddeteanainar a pabola que
melhor se ajusta aos pontos. A nosssalpala sei representada pge= f (x) = ag+ ajx+apx?,
com iss0ag, a1 € a SA0 as constantes a serem determinadas. Observe que:

2+ et el teltel=
[f (x1) —yaJ? + [ (x2) — y2l? +[f (xa) —y3]* + [ (xa) —ya]*+[f (X5) —y5]* =
(a0 + auX1 + aXF — y1)% + (80 -+ arXe + apX5 — Y2) %+
(201 a1X3 + apX* — y3)? + (80 + a1Xa + apXg — ya) >+
(a0 + auXs + ax2 — y5)?
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portanto pode ser vista como uma fancque depende d&y,a; e a, Assim, o crierio dos
minimos quadrados equivalente a minimizar a fuag

f(ag,a1,82) = (ap+ayXs+apxs —y1)?+ (A +aiXe +aXxs — y2)2+
(a0 +a1Xs + X3 — y3)2 + (ap + arXa + apX2 — ya) 2+
(a0 + agXs + ax@ — y5)?

com rela@o aag, a; e ap.

Usando a regra da cadeia

of
o = 2eo+avat aXZ — y1) + 2(ap+ 81X + aXg — ¥a)+

2(80+ a1%3 + 8234 — Y3) + 2(80 + 81Xa + 823G — Ya)+
2(ap + agXs + aX2 — ys)

of
dag — Zot2aat 2a%3 — 2y1 + 280+ 281 X2 + 28X5 — 2yo+

289 + 2a1X3 + 28X3 — 23+ 280 + 2a1X4 + 28X5 — 2ya+
2ag -+ 23X + 28X2 — 2ys5

of

oag 2[ap (X3 + X2+ X2+ Xa + X2) + a1 (X1 + X2 + X3+ Xa + X5)+
5a0 — (Y1 +Y2+Ya+Yya+Vs)]

of 5 5

da 2(ap +aiXy + axX{ — Y1) (X1) + 2(80 + a1Xa + aX5 — Y2 ) (X2)+

2(ap+ ag X3 + aX2 — y3)(X3) + 2(8g + arXa + 82x4 — Ya) (Xa)+
2(ap + a1 Xs + axX¢ — ys) (Xs)

of
rrolie 2a0X1 + 281X2 + 2aX3 — 2y1X1 + 280X + 2a1X3 + 28X3 — 2YoXo+
1
280X + 289 X5 + 2apX5 — 2Y3X3 + 280Xa + 281X + 28X3 — 2YaXa+
280Xs5 + 2a1X2 + 23pXS — 2ysXs

of
e = 2l Hx5+x48) a0 HG G+ )+
1

ap(X1 + X2+ X3+ Xa+ X5) — (Y1X1 + YoX2 + Y3X3 + YaXa + Y5X5 )]
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of
9a 2(ag +arxs + Xt — y1)(X2) + 2(ag + agXp + axX3 — Y2) (X3)+
2(a0+ anXg + X4 — y3) (X3) + 2(ag + arXa + aXG — Ya) (X5) +
2(ag + a1Xs + axé — ys) (3@
f
o?_a = 280X2 + 2a1S + 28X} — 2y1X2 + 2809%5 + 281X3 + 2aX3 — 2yoX5+
2
2803 + 281 + 2804 — 2y + 280X + 281G + 285X — 2yaXG-+
280X2 + 221X + 23X — 2ys5X2
of
Ta = 2a0ddd o) Fau] 133G )+
2

20(X2 + 3+ 33+ X2 +X2) — (Y& + Y23+ ya§ + Yax§ + Ysx2)]
Para obter o imimo def, facamos:

of of of
E—O,d—a‘l—Oeﬁ—a‘z—O

Assim
5ag + a1 (X1 + X2 + X3 + Xa + X5) + ap(X§ + X5 + X5 + X4 -+ X2) =
(Y1+Y2+Y3+Ya+Ys)
a0(X1 + X2+ X3+ X4+ X5) + 81 (0 +35 + )G+ X5 +3¢) + 220G + 8+ +)XG+33) =
(Y1X1 + Y2X2 + Y3X3 + YaXa + Y5Xs5)
a0(XF + X5+ X5+ X5 +X2) + 136+ 3 + 33+ +¢) + (X +X3 +X¢ X4 +X2) =
\ (Y1 + YoX3 + Y3XE + Yaxa + Ysx2)

€ um sistema de &s equa@ies com tés varaveisag,a; € ap. Ao resolver este sistema

determina-se os coeficientag a; e ay da paabola que melhor se ajusta aos pontos dados.

Vamos representar um caso geral, onde a déitvagdentica ao caso com cinco pontos

2.2.1 CASO GERAL PARA A PARBOLA

Suponha que& dados pontos,Pi(x1,Y1), Po(X2,¥2), ..., Pa(Xn, Yn). Assim a paibola que
melhor se ajusta aos pontos daéagpresentada por;

y = a0+ aix+apx’

ondeap , a; e ap SA0 as constantes que satisfazem o sistema,;
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Nag +ag(Xg + X2+ ... +Xn) + (¢ + X3+ ... +x2) =
(Y1 +Y2+...+Yn)
(X1 +X2+ o+ %) F A+ + .+ X+ R+ X+ ) =
(Y1X1 +Y2X2 + ... + YnXn)
O+ + ..+ X+ S+ + ... ) +a(d +x3+ ..+ =
(YOG +Y2X5 + ... + YnX3)

aon + ayX + ayX¥ = SV
QyX -+ aj_inz + azzx? = VX
a0y + ayx + ayx = Yy

\

Essas equégs $i0 chamadas de equisss normais.

Exemplo 2.2 Utilizaremos o metodo dos nmimos quadrados para ajustar a curva aos dados
da populaéo brasileira entre 1872 a 1990, com isso podemos fazer umaspo da populaéo
para 2015.

Peiiodo Populago

1872 9,9

1890 14,3
1900 17,4
1920 30,6
1940 41,2
1950 51,9
1960 70,2
1970 93,1
1980 118,6
1990 146,6

Tabela 3: Populago Brasileira]

Vamos utilizar a funo quadética y= ag + a;x+ ax?

Solugo:
109 + 652¢¢ + 57056, = 5938
65220 + 57056y + 5452768, = 544722

5705@9 + 545276&; + 546557504, = 54574156
Resolvendo asés equages simubineas encontraremos o valor das \&aveis @ = 15.90326991;
a; = —0.485864853¢ g = 0.013172167 obtendo assim a equag da paébola de melhor
ajuste y= 15.90326991- 0.485864858+ 0.01317216%.

Com isso podemos prever a popldage 2015, qué representado pelo x=143 na tabela;
y = 1590326991 0.485864853+ 0.01317216%?
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Xi Yi X2 X X' YiXi Yi
0 9,9 0 0 0 0 0
18 14,3 324 5832 104976 286 5720

28 17,4 784 21952 614656 522 15660

48 30,6 2304 110592 5308416 1530 76500

68 41,2 4624 314432 21381376 2884 201880
78 51,9 6084 474552 37015056 4152 332160
88 70,2 7744 681472 59969536 6318 63180

98 93,1 9604 941192 92236816 9310 931000
108 118,6 11664 1259712 136048896 13046 1435060
118 146,6 13924 1643032 193877776 17592 2111040

Total 652 593,8 57056 5452768 546557504 54472,2 5457415,6

Tabela 4: Caculos para a tabela 3

y = 1590326991 0485864853143+ 0.013172167 (143)2.
y = 15.90326991- 69,47867398+ 269, 357643
y~ 21578

Logo em 2015 a prevé® da populagéo brasileiraé de 215,78 mildes de habitantes

2.3 AJUSTE PARA FUN@O POLINOMIAL

Como vimos ha sé&p2.1e2.2 o prindpio do método dos rinimos quadrados, consiste em
encontrar a digincia na dirego dey. Ou seja encontrar a menor valor parg[d(x) — yi]* =
[f(x1) —y1)2+ [F(X2) — Y22+ [f(X3) —Ya]?+ ...+ [f (Xn) —¥n]2 =,¥i=1,2,3,...,n.

Como a fun@o polinomial se representada pgr= f(x) = ag+ agX+ ax® + ... + apxP.

temos:
[f(x0) —ya]2 4+ [F (%2) = Y22+ oo+ [F (%) — Yn]2 =

(a0 + a1Xq +82X2 + ... +apX} — V1] + [a0 + a1X + 82X5 + ... +apXh — V2] 2+
woo [0+ g X0+ apX2 + ... + apxh — yn)?

Logo a expres®o pode ser vista como uma famgque depende dg,ay, ay, ..., ap

f(ao,a1,a,...,ap) =  [Ao+a&1Xq+ X + ... +apX] —y1]2+
[a0+a1Xo + 82X3 + ... +apXh — Vo] + ...+
(80 + agXn + apX2 + ... + apXh — yn)?

Para minimizar a furipo usamos a regra da cadeia
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of
dag = mtava+and. -+ apxp — v+

2[ag+agxo + a2x2 +...+ apx2 Yo| + ...+
2[ap+agXn + a2xn + .+ a,oxn — Yn

of
Eo = 2ap+ 2a1X1 + 2a2x1 +...+ Zapx1 2y1+
2ap+ 2a1Xo + 282X2 + ...+ 28.pX2 —2¥o+ ...+

— = 2[nag+ag (X + X2+ ... +Xn)+

a8+ + ... +3X8) + .. +ap( 3D+ .. 4+ xR)
—(Y1+Y2+ ... +yn)]
of

™ = 2[ap+aix1 + ale +...+ apxl y1]x1+
1

2[ap+agxo + agx2 +..+ apx2 Yo|Xo + ...+
Z[ao + a]_Xn + a2Xn —|— + aan yn] Xn
of

H = 2apX1 + 2&1X§ + 2a2x§ + ...+ 2apr+1 — 2y1X1+
1

2a0% + 28153 + 28053 + ... + 2apX0 T — 2yox0 + ..+
280%n + 281X2 4 280X + .. + 2apX8 T — 2yn¥n

of

e = 2lag(Xe + X2+ -+ Xn) A (X + X5+ ...+ X2)+
1

820G +3+ . +¢) + .+ 3+ apd

—(Y1X1 +Y2X2 + ... + YnXn)

+ofapdh™h

of
3 = 2[ap+a1x1 +apxd + ... +apX] — y1|xé+

2[ap +agxe + a2x2 + ...+ apx2 yz]x2 + .t
28+ a1%n + 82X4 + ... -+ apXh — Yn)X3

of

e = 280X + 2803 + 28X + ... + 2apxi 2 — 218+
2

22053 + 22153 + 280X + ... + 2apx5 4 — 2y2x§ +ot

280X2 + 2813 + 280X} + ... + 2apXh < — 2ynX@



of
e = a0+ 35+ ... +X2) +a (G + 35+ ... +X3)+
2

a2+ X8+ .. X + .+ ap (Pt apd 4+ apd )
—(Y0E + Y25+ ..+ YXf)

— = 2[ap+agxg + ale + .+ a,oxl yl]x1

2[ap+ agXp + apX5 + ... + apXh — Yo X5 + ...+
2[ap + agXn + aX2 + ... + apXh — ynxh

T 220Xt + 229 x0T 4 2apxP T2 4 . 4 2a,xEP — 2y, xP+
p

2a0Xb + 22330 4 2apx8 2 .+ 286G — 29D + ..+
2a0xh + 2apB ™ + 288+ .. 4 2apXa” — 2y

p+1

of
PP p P B

— = 2lag(x] +X5 + ... +Xn) +ag(x

dap )+

a2 (2B L xBT)  +ap (P apP + .+ apdP)

—(y1xP +y2x + ... 4+ yxB)

Para obter o imimo def, facamos:

ﬁ:o,‘” o af o
dag

obtemos, o sistema equivalente;

22
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Nag+ay(Xg + X2+ ... +Xn) +82(X2 + X2+ ... +X2) + ...+
ap(XX+x5+ ... +xR) = (ya+Y2+... +yn)
Ao(X1 + X2+ o+ %) F A (X + X5+ ... +X2) + a3+ + .. A+ XE) + .t
ap(P T ap® T 4+ apd ™) = (yixq +yoXa+ .. + YiXn)
a0+ X5+ X2 +a (S +38+ ... ) + @G+ X+ )

2 2 2
ap (X +apdt? 4+ apd ) = (Y8 + Y8 + ...+ ynd)

a0 X0+ ... +XB) +ar (P x0T 4 BT 4 a0 BT 4+

ap(xfp + apxgp +...t apxﬁp) = (y2X} +y2xb + ... + ynxh)

a0y + ayx + .. +apyxk = 3%
ayxE + ayxd + .. +ap2xﬁ+1 = 3 xkyn

2
oYX + Ay + . FapyxRT = yxhy?

| a3k + aydt 4 4apyx = yxhy

& um sistema dp+ 1 equades ep+ 1 variaveisag,as, az, ..., ap

Este sistema pode ser escirto da forma matricial:

D25 2 R - N -V B I 3 S
2D T A > Xan
DX DR S <L I W B I V3V

2.4 FORMA MATRICIAL

Para desenvolvermos oétodo dos rmimos quadrados matricialmente &arecesario

enunciarmos alguns conceitosAlgebra Linear.

Definicao 2.1 Um espaco vetorial reaé# um conjunto Ynao vazio, munido de duas opeiss:
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+:VxV — V RxV — V
(uv) — u+v (a,v) — av

satisfazendo as seguintes propriedadés),vyweV eabelRouabe C:
0)u+v=v+u;
02) u+ (V+w) = (U+Vv)+w;
03) Existe um element@c V, tal queO+ u = u (0 & o elemento neutro da adig);
04) Existe um elemenie-v) € V, tal que w- (—V) = (—Vv) +v= 0 (exisencia do sirgtrico);
05) 1v=v (1 & o elemento neutro da multiplicag por escalar);
06) a(bv) = (ab)v;
07) a(v+w) = av+aw;

08) (a+b)v=av+bv.

Exemplo 2.3 O espaco euclidianolR" = {(x1, X2, ...,%n); X € IR} (n natural qualquer)e um
espaco vetorial real, munido das opetss

U+v=(X1+Yy,X+VY2,...,.Xn+¥n) € au=(ax,ax,...,a%)V uv,eV eaclR.

Definicao 2.2 Subespaco Vetorial
Seja V um espaco vetorial real. Um subconjunto W @&euvhsubespaco vetoriale V se:
1) W coném o vetor nulo;
2) Seuve W, enfiou+veW;

3) Seue W e ac IR, enio auc W.

Exemplo 2.4 Seja Anxn. O conjunto W= {Ax: x € IR"} & subespaco vetorial dB", pois:

Wy +Wo = Axg + A% = A(X1+X2) € W

aw; = aAx = A(ax) e W

Observago 2.1 O subespaco W= {A.x: x € IR"} & dito espago coluna de A

Para justificarmos tal nomenclatura, usaremos um exemplo.
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1
Exemplo 2.5 Para Ay o = [ c ] temos
1 2 X Ix1 + 2x 1x 2X
weWs w= = 120 = ! + 2 =
5 10 X2 5X1 4+ 10%» 5xq 10xo
1 2
= X1 + X2
5 10

Portanto, o subespa@ apresentado acin&@o subespaco gerado pelas colunaé.de

Defini¢cao 2.3 O produto interno no espaco vetorial&uma funéo de VxV emiIR que a todo
par de vetoresu,v) € V xV associa um iimero real, indicado por & ou< u,v >, que satisfaz
as seguintes propriedades:

1) uv=vy;
2) u.(V4+W) =uv+Vv.w,
3) (au).v= a(u.v) para todo reala;

4) uv>0e uu=0se, e somente se~0y.

Exemplo 2.6 Se u= (x1,X2,...,%n) € V= (Y1, Y2, .. .,Yn) SA0n-uplas nolR" enfio temos que o
produto internousual noJ" de u por vé dado por

U-V=X1y1 +XoY2 + ...+ XnYn.

Definicao 2.4 Vetores Ortogonais

Seja V um espaco vetorial euclidiano. Dizemos que doise®to e v 80 ortogonais,
denotamos por u. v, se, e somente sem= 0.

Definicao 2.5 O complemento ortogonal

SejaV um espaco vetorial com produto internccdnplemento ortogonale um conjunto
nao vazio We V & o conjunto

W ={veV:<vw>=0YweW}.
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Teorema 2.1 Seja V um espaco vetorial munido de produto interno. Se SMbespaco de V,
enéo
V=Waws

Observa@o 2.2 Do teorema acima temos que, para cada V,u = wy + Wy, onde w € W
e w € WL, O vetor w € W & dito projeo de u emW, projyu.O vetor w & chamado de
componente de ortogonal aW eé denotado por prqj.u. Assim, aérmula (u= w4+ w,) no
teorema projego pode ser reformulada como

U= projwu-+ proj,.u
Como
W, = U— wq, decorre

Proju=u— projyu

Exemplo 2.7 Seja Anxn. O conjunto N= {ve IR™: AT.v=0gm} & um subespaco vetorial de
IR™ dito espaco nulo de\'.

Justificativa

Considere y,v» € N, ou seja, A(vy) = AT (vp) = Ogm. Assim,

1. AT(vi+vo) = AT (v1)+AT (Vo) =O0gm = vi +Vv2 € N
0 0
IRM IRM

2. Dado ke IR, AT (kvy) = k. AT (v) = k.Ogm = Ogm = kv; € N.
N——

0|Rm

1
5

o[22 2]

gueé equivalente ao sistema de eqoes:

{ y1+9y2=0
2y1+10y, =0

cuja solu@o é v= (—5y»,y2).

Exemplo 2.8 Para A= ] . Portanto, dado w N temos:

2 ] temos A = [
10
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Observago 2.3 Observe que no exemplo anterior, dade \WN temos = (—5y»,Y»). E por-

tanto, vé ortogonal aos vetores w do subespago coluna W dado no &xéaip).

De fato, considerando wt (1x; + 2X2,5x1 + 10x2) € W e v= (—5y»,¥») € N temos:

vw=20

Esta observa@o sugere que N= W, ou seja,0 espaco nulo deA” & o complemento

ortogonal do espaco coluna d& O teorema a seguir generaliza esse resultado.

Teorema 2.2 Seja Anxn- Se W= {Ax: x € IR"} & 0 espaco coluna de A &uat

ou seja,0 complemento ortogonal d&/ & o espaco nulo dAT.

W' ={ve R™: AT.v=0gn} =N

i) Considere v« W+, ou seja,< w,v>= 0, para todo we W

ComoW=we Ax:w=Xx1C1 +xCo+... + X:Cn, X € IR,

em particular temos:

Por outro lado,

Al v=

ailr a1

a2 a2

din axn

PortantoW C N

i) Considere ve N, ou seja,

AT .V = Ogm

Amn

*VIRm =

mxn

<Cq,v>=0,...,.<Ch,v>=0

< Cq,v>
<Co,v>

i < Ch,v> |

=veN
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<Ci,v>
< Cy,v>

=0rn = véortogonalaGi=12,..n.

| <Chv> |

Logo considerando we W temos:

W= X1C1 + X2Co + ... + X Chn, Xi
<WV>=<3XC,v>=3Yx <C,v>=0

ou seja,ve W+

Portanto Nc W+

Conclugio: O complemento ortogonal do espaco coluna deddespaco nulo de'A

Teorema 2.3 O Teorema da Melhor Aproximag

u-proqu

W proj W

Figura 6: projwv

Se Wé um subespaco de dim@oasfinita de um espaco V com produto interno e gewn
vetor em V, eidto projy(v) & a melhor aproximaip paravemW.
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DEMONSTRABO: Sejaw um vetor em W diferente da pKe(v). Eno, projy(v) —w
tamkem esh em W, e v projw(v) = pefy(v) & ortogonal a proy(v) —w. Agora, o Teorema
de Pitagoras implica que

[Iv—projw(v)|[?+[[projw(v) —w|? = [|(v— projw(v)) + (projw(v) — w)||* = [|v—w||?
como ilustrado na figura 6. Entretantgpro jw (v) —w||? > 0, ja que W& projw(v), en€io
[Iv—projw(v)||? < |Iv— projw(v)||? +|[projuw(v) — wl|? = [Jv—w|?

ou equivalente,

[Iv=projw(v)[|? < |lv—w]|?

2.4.1 MNIMOS QUADRADOS DEAXx=b

W= espaco coluna de A

Figura 7: projwb

Dado um sistemaAx= b de m equa@ies em n vaéveis encontre, se peel, um vetor x que
minimiza ||Ax— b|| em rela@o ao produto interno euclidiano d€"'lRUm tal vetoré chamado

uma solu@o de ninimos quadrados déx = b.

Decorre do teorema da Melhor Aproxindax(2.3) que o vetor em W maisgximo de bé a
proje@o ortogonal de b em W. Assim, para um vetor x ser uma &olde ninimos quadrados

de Ax= b, este vetor deve satisfazer

AX= projwb
b— Ax=b— projwb
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e ortogonal a W. Como W o espaco coluna de A, segue do teorema 2. bguax est no
espaco nulo dAT. Desse modo, uma solug de ninimos quadrados d&x = b deve satisfazer

AT(b—Ax) =0, ou aindaATAx= ATb

Este sistem& chamado sistema normal associad®xa- b e as equdies que a conie

sao chamadas de equEss normais associadag\a= b. Assim, o problema de encontrar uma

solu@o de ninimos quadrados foi reduzido a encontrar uma swugxata do sistema normal

associado.

Observa@o 2.4 Ajuste linear de rimimos quadrados

Digamos que @s queremos ajustar uma retayag +aj; x aos pontos X1, y1), P2(X2,¥2), -+, Pa(Xn, Yn)
se estes pontos fossem colineares, a reta passaria pelagosgerio os coeficientega® a,

iriam satisfazer :

Y1 =ap+a1Xy
Yo =ap+aiX
Yn = ag+ a1Xn

Nos podemos escrever este sistema em forma matricial como:

_1 X1

1 x

_1 Xn_

ou, mais compactante como Axp onde

_l X1

1 x

Y1

Y2

| Yn

ag Y
ap

Y1
Y2

Yn |
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Exemplo 2.9 Vamos utilizar o ratodo dos rimimos quadrados para encontrar a reta que me-
Ihor se ajusta a tabela de dados, referente a taxa bruta dalicaide no Brasil do ano 1958
2000.

Peiodo Taxa bruta de natalidade

1950 43,50
1960 44,00
1970 37,70
1980 31,87
1990 23,72
2000 21,06

Tabela 5: Taxa bruta de natalidade

Solu@o: X = [ % ]

a1
vi | [ 4350]
Yo 44,00
g |y | _| 3770
Va 3187
Vs 2372
| Y6 | | 21,06 |
(1 x| [1 0]
1 x 11
A 1 x3 _ 12
1 X4 1 3
1 xs 1 4
1 Xg 15
Dadas as matrizes substituimoSAX = ATY :
(1 0] [ 43,50 |
1 44,00
111111 1 2 ao_llllll 37,70
1012345] 13 [a11_1012345] 31,87
1 4 2372
|1 5] | 21,06 |

6 15][a | [ 20185
15 55| | a | | 41519

Resolvendo encontraremos o valor das &eaeis g = —5,1 e ay = 46,42, obtendo assim a
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equa@o da reta de melhor ajustesy —5, 1x+ 46,42.

Abaixo visualisago do g@&fico

T T T
-5 o 5 10

Figura 8: reta da natalidade

Com isso podemos fazer a préosda natalidade no brasil no ano de 2015, cuespre-
sentado por x=6,5

y=—51x+46,42
y=-51-6,5+4642
y=1327



33

3 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos o ajuste de pantesas, pabolas e fung@es polinomiais.
Caso for uma curva exponencial que melhor se ajusta aos mados, ou sejd(x) = ape®* &
sO aplicarln na equago e usar ou o gtodo da equap ou matrizes. Abaixo mostraremos um
exemplo:

Exemplo 3.1 Utilizaremos o retodo dos rmimos quadrados para ajustar a curva exponencial
aos dados da emige de CQ. O banco de daods do Carbon Dioxide Information Analysis
Center (CDIAC) e de Oak Ridge National Laboratory (ORNL) forneosnseguintes dados
sobre a emis®o do carbono CQ.

Peiodo Quantidad¢CO,)

1800 50x10°

1850 10x10%0
1900 15x10%0
1950 20x10%0
2000 25x10%0

Tabela 6: Quantidad¢COy)

Vamos utilizar a fungo exponencial y= age®* que rao € linear. Aplicamos In de ambos
os lados das equées

Iny = Inage?*

Iny = Inag+ InefX
Iny = Inag+aixlne
Iny = Inap+aix

Assim devemos ajustar os novos da@dedny;) uma reta. Segue daqui que devemos deter-
minar as constantes Ipa a 0s novos dados®
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X y In (y)
Peiodo QuantidadéCO,) In(Quantidad¢CO;))
1,00 50x10° 22,33270375
1,25 10x10t0 23,02585093
1,50 15x10° 23,43131604
1,75 2 0x1010 23,71899811
2,00 25x1010 23,94214166

Tabela 7: Caculos para a tabela 6

1,00 22,33270375]
1,25 23,02585093
1,50 | X = [ In2o ] Iny= | 2343131604
1,75 23,71899811
2,00 2394214166

Logo as matrizesé®: A=

Y

Resolvendo o sistemd AX = ATY, temos:

. [ 20, 94298828]

1,5648092
Iny = Inag + a1Xx
Iny = 20,94298828} 1,564809X
dny — 20,94298828-1,564809%
y 20,94298828-1,564809X

Aplicando o ponto 2010,onde x=2,05 na féaogemos

y = ?094298828-15648002
£(2.05) — e2094298828-1,5648092205
f(2.05) = £24,15084714
f(2.05 ~ 3,08x 10%°

Exemplo 3.2 A disponibilidade dégua po&vel no mundo vem caindo gradualmente. A tabela,
com dados da Aérica Latina baseados na realidade, apresenta a quantiddelagua por
habitante medida em 1000°*mDetermine a curva da formaz age®®* que melhor se ajusta
aos dados. Veja a tabela:

Vamos utilizar a fungo exponencial y= ape®* que rao é linear. Aplicamos In de ambos
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Peiiodo Disponibilidade dagua

1950 105
1960 80,2
1970 61,7
1980 48,8
2000 28,3

Tabela 8: Disponibilidade daagua

os lados das equées

Iny =  Ingpe?*

Iny = Inag+Ine?X
Iny = Inag+aixlne
Iny = Inag+aix

Assim devemos ajustar os novos dagedny;) uma reta. Segue daqui que devemos deter-
minar as constantes Ipa a 0s novos dadoss®

X y In (y)

1,00 105 4,6539603501
1,25 80,2 4,3845235148
1,50 61,7 4,1222839309
1,75 48,8 3,8877303128
2,00 28,3 3,3428618046

Tabela 9: Caculos para a tabela 8

1,00 4,6539603501]
125 4,3845235148
150 | X = [ In2o ] Iny= | 4,1222839309
175 3,8877303128
225 3,3428618046,

Logo as matrizes&®: A=

N N

Resolvendo o sistemd AX = ATY, temos:

. _ | 56929532610
| —1,0417298570

Iny = Inag + a; X
Iny = 5,6929532610-1,0417298578
dny — €5,6929532610-1,0417298570

y = e5,6929532619 1,0417298578



Aplicando o ponto 2020, onde x=3 na f@wgtemos

@2,6929532610-1,041729857(8

3) = 256776369
( 13,04

N
Q

36
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