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precisei buscar algo melhor para minha vida.

Ao meu orientador que fez da loucura dos seus sonhos a possibilidade de realizar os meus.

Este que muito me ensinou e me deu esperança e condições para ir mais além.
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RESUMO

BENDER, Cristiane. Um estudo de análise real atrav́es da resoluç̃ao de exerćıcios. 122 f.
Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal
do Parańa. Campo Mour̃ao, 2011.

Este trabalhóe um estudo de análise real atrav́es da resoluç̃ao alternada de exercı́cios do livro
Análise Real volume 1 Funções de uma variável real. Cujo objetivo principaĺe aprender esta
disciplina e ainda minimizar as dificuldades encontradas pelos estudantes da mesma, procu-
rando oferecer ao leitor uma resolução detalhada dos exercı́cios de forma a contribuir para o
aprendizado dessa disciplina queé t̃ao importante para o saber matemático. Em cada capı́tulo
consta uma revis̃ao dos principais resultados utilizados para resolução dos exerćıcios. Foram
abordados os seguintes conteúdos: Conjuntos Finitos e Infinitos, Números Reais, Sequências
de Números Reais, Śeries Nuḿericas, Algumas Noç̃oes Topoĺogicas, Limites de Funções e
Funç̃oes Cont́ınuas.

Palavras-chave:estudo, ańalise real, resoluç̃ao de exerćıcios.



ABSTRACT

BENDER, Cristiane. A study of real analysis by solving exercises. 122 f. Monografia – Pro-
grama de Ṕos-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo
Mourão, 2011.

This is a study of real analysis by solving alternating exercises from the book Real Analysis
Volume 1 Functions of one variable real. Whose main objectiveis to learn the subject and
minimizeg the difficulties encountered by students of it, trying to offer the reader a comprehen-
sive resolution of the exercises in order to contribute to the learning of that subject which is
so important when learning math. Each chapter contains a review of the main results used for
solving exercises. We addressed the following contents: Finite and Infinite Sets, Real Numbers,
Sequences of Real Numbers, Numerical Series, Some Topological Notions, Limits of Functions
and Continuous Functions.

Keywords: study, real analysis, solving exercises.
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4 SEQUÊNCIAS DE NÚMEROS REAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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6.5.3 Seç̃ao 3: Pontos de acumulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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8.3 FUNÇÕES CONT́INUAS EM CONJUNTOS COMPACTOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
8.4 CONTINUIDADE UNIFORME . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho tem como foco a resolução de parte dos exercı́cios do livro “Análise Real

volume 1 Funç̃oes de Uma Variável”do autor Elon Lages Lima.

Preciso deixar claro que estudar Análise, é o grande objetivo deste trabalho. E que uma

pessoa com o mesmo objetivo deve tomar cuidado ao utilizá-lo. Devo alert́a-lo que o conheci-

mentoé um processo que depende de cada etapa. Digo isso, porque os erros fazem parte deste

processo, e pode ser muitoútil desde que aprendamos com eles. Você deve ler a teoria quantas

vezes seja necessário at́e entender muito bem, depois deve ler o exercı́cio com atenç̃ao para

ent̃ao tentar resolv̂e-lo, nunca olhe a resolução antes de tentar exaustivamente resolvê-lo, poisé

neste momento que você realmente estará aprendendo os conceitos.

Utilize este trabalho para ver um jeito diferente do seu de resolver o exerćıcio e talvez

encontrar uma forma mais fácil. Não h́a umaúnica maneira de resolver, tentamos fazer da

forma mais did́atica posśıvel, para facilitar o entendimento de cada passagem.

Este trabalho possibilitou o estudo dos seguintes conteúdos: conjuntos finitos e infinitos,

números reais, sequências de ńumeros reais, śeries nuḿericas, noç̃oes topoĺogicas, limites de

funções e funç̃oes cont́ınuas. E cont́em a resoluç̃ao dos exerćıcios de forma alternada, poisé

um trabalho realizado junto com a aluna Tatiane Tambarussi que traz em sua monografia os

exerćıcios ñao resolvidos aqui.

Em cada caṕıtulo, aĺem dos exerćıcios, consta uma lista dos principais resultados utilizados

para resoluç̃ao destes, porém para um estudo do conteúdo recomenda-se o uso do livro base,

(LIMA, 2008), onde se encontra a demonstração dos resultados, além de exemplos, muito im-

portantes para a compreensão do contéudo. Ou ainda as seguintes bibliografias (LIMA, 2009),

(ÁVILA, 2004) ou (FIGUEIREDO, 1975).
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2 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

2.1 NÚMEROS NATURAIS

O conjunto IN dos ńumeros naturaiśe caracterizado pelos seguintes fatos:

1. Existe uma funç̃ao injetiva s : IN → IN . A imagems(n) de cada ńumero natural

n∈ IN chama-se o sucessor den.

2. Existe umúnico ńumero natural 1∈ IN tal que 16= s(n) para todon∈ IN.

3. Prinćıpio da Induç̃ao: SeX ⊂ IN é um subconjunto tal que 1∈X e, para todon∈X tem-se

tamb́ems(n) ∈ X (s(X) ⊂ X), ent̃aoX = IN.

As propriedades (1),(2),(3) acima chamam-se os axiomas de Peano. O Prinćıpio da Induç̃ao

(axioma (3)) significa que todo número naturaln pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu

sucessors(1), o sucessor deste,s(s(1)), e assim por diante.

O prinćıpio da induç̃ao serve de base para um método de demonstração de teoremas sobre

números naturais, conhecido como o método de induç̃ao (ou recorr̂encia), o qual funciona as-

sim: “se uma propriedadeP é válida para o ńumero 1 e se, supondoP válida para o ńumero

n dáı resultar queP é válida tamb́em para seu sucessors(n), ent̃ao P é válida para todos os

números naturais”.

No conjunto IN dos ńumeros naturais são definidas duas operações fundamentais:

• Adição:

+ : IN × IN → IN

(m,n) m+n

• Multiplicação:

· : IN × IN → IN

(m,n) m·n
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que s̃ao caracterizadas pelas seguintes igualdades, que lhes servem de definiç̃ao:

1. m+1 = s(m);

2. m+s(n) = s(m+n);

3. m·1 = m;

4. m· (n+1) = m·n+m;

Temos as seguintes propriedades da adição e da multiplicaç̃ao:

1. Associatividade:

• (m+n)+ p = m+(n+ p);

• m· (n· p) = (m·n) · p

2. Distributividade:m· (n+ p) = m·n+m· p;

3. Comutatividade:

• m+n = n+m;

• m·n = n·m

4. Lei do corte:

• m+n = m+ p⇒ n = p;

• m·n = m· p⇒ n = p

Abordaremos agora a relação de ordem entre números naturais. Dados os números naturais

m,n, dizemos que:

• m é menor do quen (m< n) quando existep∈ IN tal quen = m+ p;

• m≤ n significa quem< n oum= n.

Proposiç̃ao 2.1 (Transitividade) Se m< n e n< p ent̃ao m< p.

Dadosm,n∈ IN quaisquer, vale uma, e somente uma, das três alternativas:

m< n, m> n ou m= n.

Uma das mais importantes propriedades da relação de ordemm< n entre os ńumeros natu-

raisé o chamado princı́pio da boa-ordenação.
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Teorema 2.1 (Prinćıpio da Boa Ordenaç̃ao) . Todo subconjunto ñao vazio A⊂ IN possui um

menor elemento, istóe, um elemento n0 ∈ A tal que n0 ≤ n para todo n∈ A.

2.2 CONJUNTOS FINITOS

Indicaremos pelo sı́mbolo In o conjunto{1, · · · ,n} dos ńumeros naturais desde 1 até n.

Notaç̃ao: In = {p∈ IN,1≤ p≤ n}

Definição 2.1 Um conjunto X diz-se finito quandoé vazio (X= /0) ou quando existe, para algum

n∈ IN, uma bijeç̃ao ϕ : In → X . Escrevendo x1 = ϕ(1), x2 = ϕ(2), · · · , xn = ϕ(n) temos

ent̃ao X= {x1,x2, · · · ,xn}.

Observaç̃ao 2.1 • A bijeç̃ao ϕ chama-se uma contagem dos elementos de X e o número

n chama-se o ńumero de elementos, ou número cardinal do conjunto finito X. Notação:

Card X= n.

• Se X= /0, diz que o ńumero de elementos de X́e zero, ou seja, Card X= 0;

• Cada conjunto In é finito e possui n elementos, ou seja, Card In = n;

• Se f : X → Y é uma bijeç̃ao, um desses conjuntosé finito se, e somente se, o outro

é.

Lema 2.1 Se f : X → Y é uma bijeç̃ao e a∈ X, b∈ Y. Ent̃ao existe uma bijeç̃ao

g : X → Y tal que g(a) = b.

Teorema 2.2 Se Aé um subconjunto próprio de In (A ⊂ In e A 6= In). Ent̃ao ñao existe uma

bijeção f : A → In.

Corolário 2.1 Se existem bijeç̃oes f : In → X e g : Im → X ent̃ao m= n.

Corolário 2.2 Seja X um conjunto finito. Uma aplicação f : X → X é injetiva se, e

somente se,́e sobrejetiva.

Corolário 2.3 Se Yé subconjunto pŕoprio de X (Y⊂ X e Y 6= X) e X é finito ent̃ao ñao pode

existir uma bijeç̃ao f : X → Y .

Teorema 2.3 Todo subconjunto de um conjunto finitoé finito.
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Corolário 2.4 Dada f : X → Y

1. Se fé injetiva e Yé finito ent̃ao X é finito.

2. Se fé sobrejetiva e X́e finito ent̃ao Y é finito.

Definição 2.2 Um subconjunto X⊂ IN diz-se limitado quando existe p∈ IN tal que x≤ p para

todo x∈ X.

Corolário 2.5 Um subconjunto X⊂ IN é finito se, e somente se,é limitado.

2.3 CONJUNTOS INFINITOS

Definição 2.3 X é um conjunto infinito quando X não é finito (X 6= /0 e ñao existe, seja qual for

n∈ IN, bijeção f : In → X).

Teorema 2.4 Se Xé infinito, ent̃ao existe uma aplicaç̃ao injetiva f : IN → X.

Corolário 2.6 Um conjunto Xé infinito se, e somente se, existe uma bijeção ϕ : X → Y

sobre um subconjunto próprio Y⊂ X.

2.4 CONJUNTOS ENUMEŔAVEIS

Definição 2.4 Um conjunto Xé enumeŕavel quandóe finito ou existe uma bijeção f : IN → X.

Observaç̃ao 2.2 • f : IN → X chama-se uma enumeração dos elementos de X. Es-

crevendo f(1) = x1, f (2) = x2, · · · , f (xn) = xn, · · · tem-se ent̃ao X= {x1,x2, · · · ,xn, · · ·}.

• Se Xé um conjunto infinito então existe umaf : IN → X injetiva onde f(IN)⊂X.

Logo f : IN → f (IN) ⊂ X é uma bijeç̃ao, e portanto todo conjunto infinito possui

um subconjunto infinito enumerável.

Teorema 2.5 Todo subconjunto X⊂ IN é eunumeŕavel.

Corolário 2.7 Seja f : X → Y injetiva. Se Yé enumeŕavel ent̃ao X tamb́em é. Em

particular, todo subconjunto de um conjunto enumerávelé enumeŕavel.
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Corolário 2.8 Seja f : X → Y sobrejetiva. Se X́e enumeŕavel ent̃ao Y tamb́emé.

Corolário 2.9 O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveisé um conjunto enumerável.

Corolário 2.10 A reunĩao de uma faḿılia enumeŕavel de conjuntos enumeráveisé enumeŕavel.
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2.5 EXERĆICIOS

2.5.1 Seç̃ao 1: Ńumeros Naturais

1. Usando induç̃ao, prove:

(a) 1+2+ . . .+n =
n(n+1)

2
.

(b) 1+3+5+ . . .+2n−1 = n2.

2. Dadosm, n∈ IN comn> m, prove que oun é múltiplo demou existemq, r ∈ IN tais que

n = mq+ r e r < m. Prove queq e r sãoúnicos com esta propriedade.

Resoluç̃ao:

Sejamm, n∈ IN comn > m, há duas possibilidades:

(a) n é múltiplo dem. Sen é múltiplo dem, temosn = mqpara algumq conveniente.

(b) n nãoé múltiplo dem.

Sen nãoé múltiplo dem, segue quen est́a situado entre dois ḿultiplos consecutivos

dem, isto é, existe um naturalq, tal que

mq< n < m(q+1)

o queé equivalente a

0 < n−mq< m. (1)

Considerandon−mq= r ∈ IN, temos de (1)

0 < r < m

onden = mq+ r.

Segue de (a) e (b) que sen > ment̃ao oun é múltiplo demou existemq, r ∈ IN tais

quen = mq+ r e 0< r < m.

Vamos provar a unicidade.

Suponhamos que existemq1, r1 ∈ IN tais quen = mq1 + r1 e 0< r1 < m. Vamos mostrar

quer = r1 eq = q1. Sendomq+ r = mq1 + r1, ent̃ao

m(q−q1) = r1− r. (2)

Dadosr e r1, pela tricotomia temos:
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(a) r1 < r.

Ser1 < r ent̃aor1− r < 0.

Logo, de (2) temosm(q−q1) < 0

Comom> 0, segue queq−q1 < 0, assimq1−q > 0, ou ainda,q1−q≥ 1.

De (2) segue:

r = r1 +m(q1−q),

levando em conta quem> 0, r1 > 0 eq1−q≥ 1, temos

r > m

o queé um absurdo, poisr < m.

(b) r1 > r.

Ser1 > r ent̃aor1− r > 0, logo de (2) obtemosm(q−q1) > 0. Sendom> 0, ent̃ao

q−q1 > 0, ou melhor,q−q1 ≥ 1.

Analisando (2) temos

r1 = m(q−q1)+ r

e comom> 0, r > 0 eq−q1 ≥ 1, chegamos emr1 > m, o queé um absurdo já que

r1 < m.

De (a) e (b) conclúımos quer1 = r. Usando este fato e observando (2), temosq= q1.

3. SejaX ⊂ IN um subconjunto ñao-vazio tal quem,n∈ X ⇔ m·n,m+ n∈ X. Prove que

existek∈ IN tal queX é o conjunto dos ḿultiplos dek.

4. Dadon∈ IN, prove que ñao existex∈ IN tal quen < x < n+1.

Resoluç̃ao:

Suponhamos por absurdo que dadon∈ IN, ∃ x∈ IN tal que:

n < x < n+1. (3)

Comon, x ∈ IN e x > n segue que existep∈ IN, tal quex = n+ p. Substituindox em (3)

temos

n < n+ p < n+1
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Adicionando(−n) obtemos

0 < p < 1

o queé um absurdo, poisp∈ IN.

Portanto nossa hipótese do racioćınio por absurdóe refutada, ou seja, dadon ∈ IN, não

existex∈ IN tal que

n < x < n+1.

5. Prove o prinćıpio de induç̃ao como uma conseqüência do prinćıpio da boa ordenação.

2.5.2 Seç̃ao 2: Conjuntos Finitos

1. Indicando comcard X o número de elementos do conjunto finitoX, prove.

(a) SeX é finito eY ⊂ X ent̃aocard Y≤ card X.

Resoluç̃ao:

SeX é um conjunto finito então h́a dois casos a considerar:

i. X = /0.

SeX = /0, comoY ⊂ X ent̃aoY = /0, logo

card Y = 0 ≤ 0 = card X

o que satisfazcard Y≤ card X.

ii. X 6= /0.

SeX 6= /0 temos duas possibilidades para o conjuntoY ⊂ X:

A. Y = /0.

SendoY = /0 temoscard Y= 0. ComoX 6= /0 consideramoscard X = m,

m∈ IN.

Assim,

cardY = 0 ≤ m = cardX,

o que mostra cardY ≤ card X.

B. Y 6= /0.
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Por hiṕoteseX é finito eY ⊂ X, logoY é finito pois todo subconjunto de

um conjunto finitóe finito.

ComoX eY são finitos e diferentes do conjunto vazio, temos que existem

bijeções:

f : In → X eg : Im →Y

ondeIλ = {p∈ IN, p≤ λ}. Segue quecard X= n ecard Y= m. Queremos

provar quem≤ n, ou seja,card Y≤ card X.

Suponhamos por absurdo quem> n.

ComoY ⊂ X, a funç̃aoh : Y → In é a restriç̃ao de uma funç̃ao f−1 : X → In.

Sendof−1 uma bijeç̃ao temos que

h = f−1|Y : Y → f−1 ⊆ In,

é bijeç̃ao, conforme a ilustração:

Comog : Im →Y é uma bijeç̃ao podemos estender a representação:

ondeϕ = h◦g : Im → f−1(Y) ⊆ In é uma bijeç̃ao, poisé a composta das

bijeçõesh eg.

Dizer queϕ é uma bijeç̃ao deIm em f−1(Y), significa quecard f−1(Y) =

m.



18

Considerando quef−1(Y)⊆ In ( f−1(Y)⊂ In e f−1(Y) 6= In), assimcard In

> card f−1(Y), ou sejan > m. Isso contradiz a suposição de quem> n.

Portantom≤ n, ou seja, conclúımos quecard Y≤ card X.

(b) SeX eY são finitos ent̃aoX∪Y é finito e

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).

Resoluç̃ao:

ComoX eY são conjuntos finitos temos quatro possibilidades a analisar:

i. X = /0 eY = /0.

SeX = /0 = Y, ent̃ao card X = 0 = card Y. Tamb́em, X ∪Y = /0 = X ∩Y e

card (X∪Y) = 0 = card (X∩Y). Portanto,

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).

ii. X = /0 eY 6= /0.

SeX = /0 eY 6= /0, ent̃aocard X = 0 ecard Y 6= 0. Nota-se queX ∪Y = Y e

X∩Y = /0, dáı card (X∪Y) = card Y ecard (X∩Y) = 0.

Portanto,

card (X∪Y) = card Y

= card Y+0+0

= card Y+card X−card (X∩Y).

iii. X 6= /0 eY = /0.

Racioćınio ańalogo ao anterior.

iv. X 6= /0 eY 6= /0.

SendoX 6= /0 eY 6= /0 temos,card X 6= 0 ecard Y 6= 0 e comoX eY são finitos

temos que existem as bijeções:

f : Icard X → X e g : Icard Y →Y

Vamos analisar agora a interseção entreX eY. Temos dois casos a considerar:

A. X∩Y = /0.

SeX∩Y = /0, ent̃aocard (X∩Y)= 0. Seja h : Icard X+card Y → X∩Y

uma funç̃ao bijetiva definida por
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h(n) =

{

f (n), se n≤ card X.

g(card X+card Y− (n−1)), se n≥ card Y.

Como Icard X=card Y é finito eh é uma bijeç̃ao, segue queX ∩Y é finito e

card (X∪Y) = card X+card Y. Portanto,

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).

B. X∩Y 6= /0.

SeX∩Y 6= /0, temos tr̂es casos:

• X ⊂Y.

SeX ⊂Y, ent̃aoX∪Y = Y e X∩Y = X, logocard (X∪Y) = card Y e

card (X∩Y) = card X. Assim:

card (X∪Y) = card Y

= card Y+0

= card Y+(card X−card X)

= card Y+card X−card (X∩Y).

• Y ⊂ X.

Racioćınio ańalogo ao anterior.

• X 6⊂Y eY 6⊂ X.

Sabemos queX ∩Y 6= /0 e seX 6⊂ Y e Y 6⊂ X, ent̃aoY−X 6= /0. Como

(Y−X)∪ (X ∩Y) = Y temos quecard ((Y−X)∪ (X ∩Y)) = card Y.

Pelo fato de(Y−X)∩ (X∩Y) = /0, segue do item A quecard (Y−X)+

card (X∩Y)−card ((Y−X)∩ (X∩Y)) = card Y, ent̃ao

card (Y−X)+card (X∩Y) = card Y. (4)

ComoX∪Y = X∪(Y−X) temos quecard (X∪Y) = card (X∪(Y−X)).

SendoX 6= /0 eY−X 6= /0 segue que,X∩(Y−X) = /0. Portanto pelo item

A, temoscard (X ∪Y) = card X+ card (Y−X)− card (X ∩ (Y−X))

ent̃ao

card (X∪Y) = card X+card (Y−X). (5)
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De (4) e (5), temos

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).

(c) SeX eY são finitos ent̃aoX×Y é finito e

card (X×Y) = card X·card Y.

Resoluç̃ao:

ComoX eY são conjuntos finitos, podemos considerar:

i. X = /0 ouY = /0.

A. SeX = /0 ouY = /0, ent̃aoX×Y = /0, card X= 0 ecard Y 6= 0. Isto mostra

queX×Y é finito ecard (X×Y) = 0. Portanto,

card (X×Y) = 0 = 0·n = card X·card Y.

B. X 6= /0 ouY = /0.

Análogo ao anterior.

C. X = /0 eY = /0.

SeX = /0 eY = /0 ent̃aoX×Y = /0 ecard X= 0 = card Y. Isto mostra que

X×Y é finito ecard (X×Y) = 0.

Assim,

card (X×Y) = 0 = 0·0 = card X·card Y.

ii. X 6= /0 eY 6= /0.

SeX 6= /0 eY 6= /0, temosX = {x1,x2, · · · ,xm} param∈ IN eY = {y1,y2, · · · ,yn}
para algumn∈ IN.

Logo, card X = m e card Y = n. Ent̃ao, X ×Y = {X1∪X2∪·· ·∪Xn} é um

conjunto finito, ondeXi = X×{yi}, ∀ 1≤ i ≤ n. Segue que:

X1 = X×{y1} = {x1,x2, · · · ,xm}×{y1} = {(x1,y1),(x2,y1), · · · ,(xm,y1)}
...

Xn = X×{yn} = {x1,x2, · · · ,xm}×{yn} = {(x1,yn),(x2,yn), · · · ,(xm,yn)}
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ComoXi ∩Xj = /0,∀ i 6= j ecard Xi = m, ∀ i = 1, · · · ,n temos,

card (X×Y) = card (X1∪X2∪·· ·∪Xn)

= card X1 +card X2 + · · ·+card Xn

= m+m+ · · ·+m
︸ ︷︷ ︸

n

= m·n.

Portanto,

card (X×Y) = card X·card Y.

2. Seja℘(X) o conjunto cujos elementos são os subconjuntos deX. Prove por induç̃ao que

seX é finito ent̃aocard℘(X) = 2card X.

3. SejaF (X;Y) o conjunto das funç̃oes f : X →Y. Secard X= mecard Y= n, prove que

card F (X;Y) = nm.

Resoluç̃ao:

SejaX = Z∪{a}, a /∈ Z ent̃ao para cada função f ′ : Z →Y há exatamenten maneiras de

estend̂e-la a uma funç̃ao f : X →Y, poiscard Y= n.

De fato, basta considerarmos

• n = 1,

f1 : X → Y

x 7→ f1(x) =

{

y1, sex = a

f ′(x), sex∈ Z

...
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• n = n,

fn : X → Y

x 7→ fn(x) =

{

yn, sex = a

f ′(x), sex∈ Z

Logo,

cardF (X;Y) = [cardF (X;Y)] ·n

ondex = Z∪{a}, tal quea /∈ Z, (usaremos esta ideia para provar a proposição abaixo,

usando o prinćıpio de induç̃ao).

Considere a proposição:

P(m) : card F (X;Y) = nm, card X= mecard Y= n, ∀ n,m≥ 1.

Utilizaremos o ḿetodo de induç̃ao sobrempara provar queP(m) é verdadeira,∀ m≥ 1.

Sem= 1, temoscard X= 1 e comoX = Z∪{a}, a /∈ Z, conclúımos queZ = /0.

O que mostra,

card F (X;Y) = n

isto implica queP(1) é verdadeira.
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Sem= 2, temoscard X= 2, dáı X = Z∪{a}, ondecard Z= 1, ou seja,Z = {b}.

...

Isto significa que,

card F (X;Y) = card F (X;Y) ·n

o que mostra queP(2) é verdadeira.

Suponhamos queP(m) é verdadeira param= k, ou seja,

card F (X;Y) = nk.



24

Mostraremos queP(m) é verdadeira param= k+1, ou seja,

card F (X;Y) = nk+1.

Param= k+1 temoscard X= k+1 e comoX = Z∪{a} temoscard Z= k ecard {a}=

1. Sabemos quecardF (X;Y) = cardF (X;Y) ·n, ondecardF (X;Y) = nk por hiṕotese

de induç̃ao. Portanto,

card F (X;Y) = card F (X;Y) ·n
= nk ·n
= nk+1

isto mostra queP(k+1) é verdadeira.

Conclúımos pelo ḿetodo de induç̃ao, queP(m) é verdadeira,∀ m≥ 1, ou seja,

card F (X;Y) = nm

ondecard X= mecard Y= n.

4. Prove que todo conjunto finito não-vazioX de ńumeros naturais contém um elemento

máximo (istoé, existex0 ∈ X tal quex≤ x0 , ∀x∈ X).

2.5.3 Seç̃ao 3: Conjuntos Infinitos

1. Dadaf : X →Y, prove:

(a) SeX é infinito e f é injetiva ent̃aoY é infinito.

Resoluç̃ao:

Temos por hiṕotese queX é infinito e a aplicaç̃ao f : X → Y é injetiva, queremos

mostrar queY é infinito.

ComoX é infinito, podemos definir uma função injetivag : IN → X, conforme dia-

grama:
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Sabendo quef eg são injetivas temos quef ◦g : IN →Y é injetiva, pois a composta

de funç̃oes injetivaśe injetiva. Donde conclúımos queY é infinito.

(b) SeY é infinito e f é sobrejetiva, entãoX é infinito.

Resoluç̃ao:

Sendo f : X → Y sobrejetiva por hiṕotese, temos que∀ y ∈ Y podemos escolher

x = g(y) ∈Y tal que f (x) = y. Isto define uma aplicaçãog : Y → X injetiva, como

iremos provar. Note que

De fato,g é injetiva pois considerandoy1,y2 ∈ Y, comg(y1) = g(y2). Aplicando

a f em ambos os membros obtemosf (g(y1)) = f (g(y2)), o que implica em( f ◦
g)(y1) = ( f ◦g)(y2). Devido a definiç̃ao da composta temosy1 = y2.

Como por hiṕoteseY é infinito, temos que existe uma aplicação injetivah : IN →Y,

tal que
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g◦h : IN → X é injetiva, por ser a composta de funções injetivas.

Portanto,X é infinito.

2. SejamX um conjunto finito eY um conjunto infinito. Prove que existe uma função

injetiva f : X →Y e uma funç̃ao sobrejetivag: Y → X.

3. Prove que o conjuntoP dos ńumeros primośe infinito.

Resoluç̃ao:

SejaP o cojunto dos ńumeros primos, suponhamos por absurdo queP é finito ent̃ao

P = {x1,x2, · · · ,xm} comxi ∈ IN, i = 1, · · · ,m.

Considerando um ńumero naturalp, tal quep = x1 · x2 · . . . · xm e adicionando 1 a este

resultado, determinamosy = p+1∈ IN. Desta forma,y nãoé primo poisé diferente de

todos osxi ∈ P, ou ainda,y > xi, ∀ xi ∈ P.

Logo sey nãoé primo, ent̃ao pode ser decomposto em um produto de fatores primos.

Sendop = x1 · . . . · xm, ondexi ∈ P, temos quep é diviśıvel por todos osxi. Como

y = p+ 1, exclui-se a possibilidade dey ser diviśısel por qualquerxi ∈ P. Logo,y não

pode ser decomposto em fatores primos, portanto,y é primo.

Conclúımos que existey primo tal quey /∈ P, isto contradiz a hiṕotese do racioćınio por

absurdo, o que implica emP ser infinito.

4. Dê exemplo de uma seqüencia decrescenteX1 ⊃ X2 ⊃ ...⊃ Xn ⊃ ... de conjuntos infinitos

cuja intersecç̃ao
∞⋂

n=1

Xn seja vazia.
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2.5.4 Seç̃ao 4: Conjuntos Enumeráveis

1. Defina f : IN × IN → IN pondo f (1,n) = 2n−1 e f (m+1,n) = 2m(2n−1). Prove quef

é uma bijeç̃ao.

Resoluç̃ao:

Seja f : IN × IN → IN definida por

f (x,y) =

{

2n−1, sex = 1 ey = n

2m(2n−1), sex = m+1 ey = n

Vamos provar quef é uma bijeç̃ao.

Parte 1- f é injetiva.

(a) x1 = 1 ex2 = 1.

Sejax1 = 1 ex2 = 1. Suponhamos quef (x1,y1) = f (x2,y2), dáı,

f (1,y1) = f (1,y2)

2y1−1 = 2y2−1

2y1 = y2

y1 = y2.

Portanto,(x1,y1) = (x2,y2).

(b) x1 = 1 ex2 6= 1.

Como x1 = 1 e x2 6= 1, temos(x1,y1) 6= (x2,y2). Sendox2 6= 1, ent̃ao x2 =

x′2 + 1, ondex′2 ∈ IN. Dáı f (x1,y1) = f (1,y1) = 2y1− 1 e f (x2,y2) = f (x′2 +

1,y2) = 2x′2(2y2−1). Como f (x1,y1) é ı́mpar ef (x2,y2) é par conclúımos que

f (x1,y1) 6= f (x2,y2).

(c) x1 6= 1 ex2 = 1.

Análogo ao anterior.

(d) x1 6= 1 ex2 6= 1.

Como x1 6= 1 e x2 6= 1, temosx1 = x′1 + 1 e x2 = x′2 + 1. Há dois casos a

considerar:

i. x1 = x2.

Sex1 = x2, ent̃aox′1 = x′2. Considerandof (x1,y1) = f (x2,y2), temos

2x′1(2y1−1) = 2x1(2y2−1)

⇒ 2y1−1 = 2y2−1

⇒ y1 = y2.
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logo (x1,y1) = (x2,y2).

ii. x1 6= x2.

Comox1 6= x2 temos que(x1,y1) 6= (x2,y2) e x′1 = x′2. Vamos considerar

dois casos:

A. y1 = y2.

Considerandoy1 = y2 e sabendo quex1 6= x2, ou seja,x,
1 6= x,

2 temos:

f (x1,y1) = 2x′1(2y1−1) = 2x′1 f (1,y1)

e

f (x2,y2) = 2x′2(2y2−1) = 2x′1 f (1,y2).

Como 2x
′
1 6= 2x′2 obtemos 2x

′
1 f (1,y1) 6= 2x′2 f (1,y2), pois f (1,y1)= f (1,y2).

Conclúımos quef (x1,y1) 6= f (x2,y2).

B. y1 6= y2.

Comoy1 6= y2 temos que 2y1−1 6= 2y2−1, onde 2y1−1 e 2y2−1 s̃ao

números primos. Pelo fato dex1 6= x2 temosx′1 6= x′2, dáı 2x′1 6= 2x′2.

Sabendo quef (x1,y1) = 2x′1(2y1 − 1) e f (x2,y2) = 2x′2(2y2 − 1), con-

clúımos quef (x1,y1) 6= f (x2,y2), pois a fatoraç̃ao de ńumeros primośe

única.

Parte 2- f é sobre.

(a) Dado um ńumeroı́mpark∈ IN temos

k = 2n−1,

onden∈ IN, logo existen = k+1
2 ∈ IN e x = 1 tal que

f (1,n) = 2n−1 = 2
(

k+1
2

)
−1 = k.

(b) Dado um ńumero park∈ IN, sejamo maior ńumero natural tal quek é diviśıvel

por 2m, logo k = 2m · l , ondel é ı́mpar. Comol é ı́mpar temosl = 2n−1, ou

seja,n = l+1
2 . Dáı existem en∈ IN tal que

f (m+1,n) = 2m(2n−1)

= 2m
(
2
(

l+1
2

)
−1
)

= 2m(l +1−1)

= 2m · l .

Portanto,f é sobre.
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2. Prove que existeg: IN → IN sobrejetiva tal queg−1(n) é infinito, para cadan∈ IN.

3. Exprima IN= IN1∪ IN2∪ ...∪ INn∪ ... como unĩao infinita de subconjuntos infinitos, dois

a dois disjuntos.

Resoluç̃ao:

SejaIN = IN ∪{0}. Definimos:

ϕ1 : IN → Im(ϕ1)

n 7→ ϕ1(n) = 2n,

onde IN1 = Im(ϕ1) ⊂ IN.

ϕ2 : IN× IN → Im(ϕ2)

(n1,n2) 7→ ϕ2(n1,n2) = 2n1 ·3n2,

sendo IN2 = Im(ϕ2)− IN1 e IN1∩ IN2 = /0.

ϕ3 : IN × IN× IN → Im(ϕ3)

(n1,n2,n3) 7→ ϕ3(n1,n2,n3) = 2n1 ·3n2 ·5n3,

onde IN3 = Im(ϕ3)− (IN1∪ IN2), com IN3∩ IN1 = /0 e IN3∩ IN2 = /0.

ϕ4 : IN × IN× IN× IN → Im(ϕ4)

(n1,n2,n3,n4) 7→ ϕ4(n1,n2,n3,n4) = 2n1 ·3n2 ·5n3 ·7n4,

com IN4 = Im(ϕ4)− (IN1∪ IN2∪ IN3) e IN4∩ IN3 = /0, IN4∩ IN2 = /0, IN4∩ IN1 = /0.
...

ϕk : IN × IN×·· ·× IN → Im(ϕk)

(n1,n2, · · · ,nk) 7→ ϕk(n1,n2, · · · ,nk) = 2n1 ·3n2 ·5n3 · · · · · pnk,

sendop o k-ésimo ńumero primo. E IN⊃ INk = Im(ϕk)− (IN1∪ IN2∪ ·· ·∪ INk−1), onde

INk∩ IN1 = /0, INk∩ IN2 = /0, · · · , INk∩ INk−1 = /0.
...

Como todo ńumero natural pode ser decomposto em um produto de números primos,

temos pela definiç̃ao daϕi , com i ∈ IN, que IN= IN1∪ IN2∪ ·· · ∪ INk∪ ·· · , onde INi é

infinito e INi ∩ IN j = /0, parai 6= j, i, j ∈ IN.
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4. Para cadan∈ N, seja℘n = {X ⊂ N; cardX = n }. Prove que℘n é enumeŕavel. Conclua que

o conjunto℘f dos subconjuntos finitos deN é enumeŕavel.

5. Prove que o conjunto℘(N) de todos os subconjuntos deN nãoé enumeŕavel.

6. SejamY enumeŕavel e f : X → Y tal que, para caday∈Y, f−1(y) é enumeŕavel. Prove queX é

enumeŕavel.
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3 REAIS

3.1 IRÉ UM CORPO

Isto significa que estão definidas em IR duas operações(IR,+, ·) chamadas adição e multi-

plicaç̃ao, que cumprem certas condições

+ : IR× IR −→ IR

(x,y) 7−→ x+y

e
· : IR× IR −→ IR

(x,y) 7−→ x ·y
que satisfazem os axiomas:

1. Associatividade: para quaisquerx,y,z∈ IR tem-se

x+(y+z) = (x+y)+z

x.(y.z) = (x.y).z

2. Comutatividade: para quaisquerx,y∈ IR tem-se

x+y = y+x

x.y = y.x

3. Exist̂encia do elemento neutro: para qualquerx∈ IR,

∃0∈ IR ; x+0 = x

∃1∈ IR ; x.1 = x

4. Exist̂encia do elemento inverso:

Dadox∈ IR; ∃ (−x) ∈ IR tal quex+(−x) = 0.

Dadox∈ IR; x 6= 0,∃ x−1 ∈ IR tal quex.x−1 = 1.
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5. Distributividade: parax,y,z∈ IR quaisquer, tem-sex · (y+z) = x ·y+x ·z.

Dos axiomas acima resultam todas as regras de manipulação com os ńumeros reais. A tı́tulo

de exemplo, estabeleceremos algumas delas.

a) da Comutatividade

(i) 0+x = x.

(ii) (−x)+(x) = 0.

(iii) 1.x = x.

(iv) x−1.x = 1.

b) da Distributividade

(i) x.0 = 0,∀ x∈ IR.

(ii) x.y = 0 =⇒ x = 0 ouy = 0.

(iii) Regra de sinais

(a) x.(−y) = (−x).y = −(xy);

(b) (−x)(−y) = xy.

(iv) x2 = y2 =⇒ x = ±y.

3.2 IRÉ UM CORPO ORDENADO

Isto significa que existe um subconjunto IR+ ⊂ IR, chamado o conjunto dos números reais

positivos, que cumpre as seguintes condições:

(P1) Sejax,y∈ IR+ ent̃aox+y∈ IR+ ex ·y∈ IR+

(P2) Dadox∈ IR tem-se uma das três alternativas:

x∈ IR+ ou (−x) ∈ IR+ ou x = 0.

Se indicarmos com IR− o conjunto dos ńumeros(−x) ondex ∈ IR+, a condiç̃ao P2 diz

que IR= IR+ ∪ IR− ∪{0} e os conjuntos, IR+, IR− e {0} são dois a dois disjuntos. Os

númerosy∈ IR− chama-se negativos.

Proposiç̃ao 3.1 ∀ x 6= 0 tem-se x2 ∈ IR+.
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Definição 3.1 Diz-se que x́e menor do que y e escreve-se x< y quando y− x ∈ IR+, isto é,

y = x+ z onde z∈ IR+. Neste caso, escreve-se também y> x e diz-se que ýe maior do que x.

Em particular,

• x > 0 significa x∈ IR+, isto é, xé positivo;

• x < 0 significa que−x∈ IR+, ou seja, x́e negativo.

A relaç̃ao de ordemx < y em IR satisfaz as seguintes propriedades:

1. Transitividade: sex < y ey < z ent̃aox < z.

2. Tricotomia: Dadosx,y∈ IR tem-se uma das três alternativas.

x = y, x < y ou y < x.

3. Monotonicidade da adição: sex < y ent̃aox+z< y+z, ∀z∈ IR.

4. Monotonicidade da multiplicação: sex < y ent̃ao

{

z> 0 ⇒ x ·z< y·z
z< 0 ⇒ x ·z> y·z

Mais geralmente,∀ x,y,x′,y′ ∈ IR

(i) x < y ex′ < y′ =⇒ x+x′ < y+y′;

(ii) 0 < x < y e 0< x′ < y′ =⇒ x.x′ < y.y′;

(iii) 0 < x < y =⇒ y−1 < x−1.

Como 1∈ IR é positivo, segue que

1 < 1+1+1+1 < · · ·

podemos então considerar IN⊂ IR. Segue que ZZ⊂ IR pois 0∈ IR e n∈ IR ⇒−n∈ IR. Além

disso, sem,n∈ ZZ comn 6= 0 ent̃ao

m
n

= m.n−1 ∈ IR

o que nos permite concluir que Q⊂ IR. Assim

IN ⊂ ZZ ⊂ Q⊂ IR.
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Proposiç̃ao 3.2 (Desigualdade de Bernoulli) Para todo número real x≥ −1 e todo n∈ IN,

tem-se

(1+x)n ≥ 1+nx.

Definição 3.2 (Módulo) Dado x∈ IR, definimos o ḿodulo de x por

|x| =







x se x> 0

0 se x= 0

−x se x< 0

ou ainda

|x| = max{−x,x}

é o maior dos ńumeros reais x e−x.

Observaç̃ao 3.1 1. −|x| ≤ x≤ |x|, ∀ x∈ IR.

2. |x| é oúnico ńumero ñao negativo cujo quadradóe x2, ou seja,|x|2 = x2.

Proposiç̃ao 3.3 Se x,y∈ IR ent̃ao

(i) |x+y| ≤ |x|+ |y|;

(ii) |x.y| = |x|.|y|.

Teorema 3.1 Sejam x,a∈ IR. As seguintes afirmações s̃ao equivalentes.

(i) −a≤ x≤ a;

(ii) x≤ a e−x≤ a;

(iii) |x| ≤ a.

Corolário 3.1 Dados a,x,b∈ IR, tem-se|x−a| ≤ b se, e somente se, a−b≤ x≤ a+b.

Usaremos as seguintes notações para representar tipos especiais de conjuntos de números

reais, chamados intervalos:

• Intervalos limitados com extremosa,b.
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fechado: [a,b] = {x∈ IR;a≤ x≤ b};

aberto: (a,b) = {x∈ IR;a < x < b};

fechadoà esquerda: [a,b) = {x∈ IR;a≤ x < b};

fechadoà direita: (a,b] = {x∈ IR;a < x≤ b}.

• Intervalos ilimitados

Semi-reta esquerda fechada de origemb: (−∞,b] = {x∈ IR;x≤ b};

Semi-reta esquerda aberta de origemb: (−∞,b) = {x∈ IR;x < b};

Semi-reta direita fechada de origema: [a,+∞) = {x∈ IR;x≥ a};

Semi-reta direita aberta de origema: (a,+∞) = {x∈ IR;x > a};

Reta: (−∞,+∞) = IR.

Teorema 3.2 Num corpo ordenado K, as seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

(i) IN ⊂ K é ilimitado superiormente.

(ii) dados a,b∈ K, com a> 0, existe n∈ IN tal que n·a > b.

(iii) dado qualquer a> 0 em K, existe n∈ IN tal que0 <
1
n

< a.

Definição 3.3 Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando neleé v́alida qualquer

das tr̂es condiç̃oes equivalentes citadas no teoerema 3.2.

Observaç̃ao 3.2 O corpoQ dos ńumeros racionaiśe arquimediano.

3.3 IRÉ UM CORPO ORDENADO COMPLETO

Nada do que foi dito até agora permite distinguir IR de Q pois os números racionais também

constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossa caracterizaç̃ao de IR, descrevendo-o

como um corpo ordenado completo, propriedade que Q não tem.

Definição 3.4 Seja X⊂ IR. Dizemos que X́e limitado superiormente quando existe k∈ IR tal

que

x≤ k, ∀ x∈ X
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e todo k com esta proriedadeé denominado umacota superior deX.

Definição 3.5 Seja X⊂ IR limitado superiormente e não vazio. Dizemos que b́e supremo de

X. Se b́e a menor das cotas superiores

b = supX.

Equivalentemente,b é supremo deX se, e somente se:

(i) x≤ b, ∀ x∈ X.

(ii) Sec é uma cota superior deX, ent̃aob≤ c.

(iii) ∀ ε > 0, existex∈ X tal queb− ε < x.

Definição 3.6 Seja X⊂ IR dizemos que X́e limitado inferiormente quando existe m∈ IR tal

que

m≤ x,∀ x∈ X

e todo m com esta propriedadeé denominado umacota inferior de X.

Definição 3.7 Seja X⊂ IR limitado inferiormente e ñao vazio. Dizemos que áe o ı́nfimo deX

se aé a maior das cotas inferiores

a = inf X.

Equivalentemente,a é oı́nfimo deX se, e somente se:

(i) a≤ x, ∀ x∈ X.

(ii) Sec é uma cota inferior deX ent̃aoc≤ a.

(iii) ∀ ε > 0, existex∈ X tal quex < a+ ε.

Definição 3.8 Um ńumero b∈X é o maior elemento (elemento ḿaximo) do conjunto X quando

b≥ x,∀ x∈ X

Isto quer dizer que b= supX que pertence a X.
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Definição 3.9 Um ńumero a∈X é o menor elemento (elemento ḿınimo) do conjunto X quando

a≤ x,∀ x∈ X

Isto quer dizer que a= inf X que pertence a X.

Definição 3.10 Se Xé limitado superiormente e inferiormente, diz-se que Xé um conjunto

limitado. Isto significa que X esta contido em algum intervalo limitado [a,b] ou que existe

k > 0 tal que se x∈ X ent̃ao |x| ≤ k.

A insuficiência mais grave dos números racionais, para efeitos da análise mateḿatica,é o fato

de alguns conjuntos limitados de números racionais ñao possuirem supremo (ouı́nfimo). Este

fato est́a ligadoà inexist̂encia de ráızes quadradas racionais de certos números inteiros, maśe

uma dificuldade que vai muito além dessa falta.

Pitágoras e seus discı́pulos descobriram o seguinte:

Lema 3.1 Não existe um ńumero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Proposiç̃ao 3.4 Sejam

X = {x∈ Q;x≥ 0 e x2 < 2} ⊂ Q

e

Y = {y∈ Q;y > 0 e y2 > 2} ⊂ Q

ent̃ao ñao existemsupX neminfY emQ.

Observaç̃ao 3.3 Com base na proposição (3.4), observamos que se existir um corpo ordenado

no qual todo conjunto ñao-vazio, limitado superiormente, possua supremo, existirá, nesse dito

corpo, um elemento a> 0 cujo quadradóe 2. Com efeito, tal corpo, sendo ordenado contém

Q, logo cont́em o conjunto X e nele existirá a= supX, cujo quadrado, ñao podendo ser menor

nem maior do que2, deveŕa ser igual a2. Escreve-se a=
√

2.

Definição 3.11 (Corpo Ordenado Completo)Um corpo ordenado K chama-se completo quan-

do todo subconjunto ñao vazio, limitado superiormente, X⊂ K, possui supremo em K.

Resulta da definiç̃ao que, num corpo ordenado completo, todo conjunto não-vazio, limitado

inferiormente,Y ⊂ K, possui uḿınfimo.

Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental da Análise Mateḿatica.
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Axioma 3.1 (Axioma Fundamental da Ańalise Matemática) Existe um corpo ordenado com-

pleto,IR, chamado o corpo dos números reais.

Como foi observado, existe em IR um número positivoa tal quea2 = 2. Este ńumeroé

representado pelo sı́mbolo
√

2 o qual ñaoé ńumero racional.

Aos elementos do conjunto IR−Q, istoé, aos ńumeros que ñao s̃ao racionais, chamaremos

de ńumeros irracionais. Assim
√

2 é um ńumero irracional.

Proposiç̃ao 3.5 Dados m,n∈ IN, se n
√

m 6∈ IN ent̃ao n
√

m∈ (IR−Q).

Mostraremos agora que os números irracionais se acham espalhados por toda parte entre

os ńumeros reais. Em seguida, provaremos que há mais ńumeros irracionais do que racionais.

Para explicar precisamente o que significa “espalhados por toda parte”, começaremos com uma

definiç̃ao.

Definição 3.12 (Denso)Um conjunto X⊂ IR chama-se denso emIR quando todo intervalo

aberto (a,b) cont́em algum ponto de X. Em outras palavras, diremos que o conjunto X de

números reaiśe denso emIR quando, dados arbitrariamente a< b emIR, for posśıvel encontrar

x∈ X tal que a< x < b.

Teorema 3.3 O conjuntoQ dos ńumeros racionais e o conjuntoIR−Q dos ńumeros irracionais

são ambos densos emIR.

Teorema 3.4 (Intervalos Encaixados)Seja I1 ⊃ I2 ⊃ ·· · ⊃ In ⊃ ·· · uma seqûencia decrescente

de intervalos limitados e fechados In = [an,bn] ent̃ao∩+∞
n=1In não é vazia.

Teorema 3.5 O conjunto dos ńumeros reais ñao é enumeŕavel.

Corolário 3.2 Todo intervalo ñao-degenerado de números reaiśe ñao-enumeŕavel.

Corolário 3.3 O conjunto dos ńumeros irracionais ñao é enumeŕavel.
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3.4 EXERĆICIOS

3.4.1 Seç̃ao 1: IRé um Corpo

1. Prove as seguintes unicidades:

(a) Sex+θ = x para algumx∈ IR ent̃aoθ = 0;

Resoluç̃ao:

Temosx+θ = x, x∈ IR.

Somando(−x) a ambos os membros da igualdade obtemos:

x+θ +(−x) = x+(−x)

⇒ x+(−x)+θ = 0

⇒ 0+θ = 0

⇒ θ = 0.

(b) Sex ·u = x para todox∈ IR ent̃aou = 1;

Resoluç̃ao:

Sejax ·u = x para todox∈ IR, há dois casos a considerar:

i. x = 0.

Se x = 0, ent̃ao 0· u = 0. Segue queu pode ser qualquer número real, em

particular,u = 1.

ii. x 6= 0. Sex 6= 0, multiplicamos a identidadex ·u = x porx−1, assim

x−1 ·x ·u = x−1 ·x
⇒ 1·u = 1

⇒ u = 1.

(c) Sex+y = 0 ent̃aoy = −x;

Resoluç̃ao:

Adicionando(−x) ax+y = 0 temos:

(−x)+x+y = 0+(−x)

⇒ 0+y = −x

⇒ y = −x.
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(d) Sex.y = 1 ent̃aoy = x−1.

Resoluç̃ao:

Comox ·y = 1, temos quex 6= 0 ey 6= 0.

Multiplicandox ·y = 1 porx−1, obtemos:

x−1 ·x ·y = 1·x−1

⇒ 1·y = x−1

⇒ y = x−1.

2. Dadosa,b,c,d ∈ IR, seb 6= 0 ed 6= 0 prove que
a
b

+
c
d

=
(ad+bc)

bd
e
(a

b

)( c
d

)

=
ac
bd

3. Sea 6= 0 eb 6= 0 em IR, prove que(a·b)−1 = a−1 ·b−1 e conclua que
(a

b

)−1
=

b
a

.

Resoluç̃ao:

Sejama 6= 0 eb 6= 0 números reais, logo:

(a·b)−1 = (a·b)−1 · (a−1 ·a) · (b·b−1)

= (a·b)−1 ·a−1 · (a·b) ·b−1

= (a·b)−1 · (a·b) ·a−1 ·b−1

= 1·a−1 ·b−1

= a−1 ·b−1.

Temos ainda que:

(a
b

)−1
=

(
a·b−1

)−1
a−1 ·

(
b−1
)−1

= a−1 ·b = b·a−1 =
b
a
.

4. Prove que
(1−xn+1)

(1−x)
= 1+x+ . . .+xn para todox 6= 1.

3.4.2 Seç̃ao 2: IRé um Corpo Ordenado

1. Para quaisquerx,y,z∈ IR, prove que|x−z| ≤ |x−y|+ |y−z|.

Resoluç̃ao:

Sejamx, y, z∈ IR. Temos

|x−y| = |x+(−y+y)−z|
= |(x−y)+(y−z)|
≤ |x−y|+ |y−z| .
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Portanto,

|x−z| ≤ |x−y|+ |y−z| .

2. Prove que||x|− |y|| ≤ |x−y| para quaisquerx,y∈ IR.

3. Dadosx,y∈ IR, sex2 +y2 = 0 prove quex = y = 0.

Resoluç̃ao:

Sejamx, y∈ IR, ondex2 +y2 = 0. Logo

x2 = −y2 (1)

e como todo ńumero real diferente de zero tem quadrado positivo (Proposição (3.1)),

temos:

(a) x2 /∈ IR−.

(b) x2 /∈ IR+.

pois sex2 ∈ IR+ ent̃ao de (1)−y2 ∈ IR2, o queé um absurdo.

De (a), (b) e pelo fato de IR ser um corpo ordenado, temos quex2 = 0, ou ainda,x·x = 0,

o que implica quex = 0.

Comox2 = 0, segue de (1) que−y2 = 0, ou melhor,y2 = 0, de onde conclúımos que

y = 0.

Portanto,x = y = 0.

4. Prove por induç̃ao que(1+x)n ≥ 1+nx+

[
n(n−1)

2

]

x2 sex≥ 0.

5. Para todox 6= 0 em IR, prove que(1+x)2n > 1+2nx, ∀ n≥ 1.

Resoluç̃ao:

Sejax 6= 0 um ńumero real qualquer, logo

(1+x)2n =
[
(1+x)2

]n
= (1+2x+x2)n, (2)

onden≥ 1.
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Para mostrarmos que(1+x)2n > (1+2nx) queremos aplicar a Desigualdade de Bernoulli

em (1+ 2x+ x2)n. Para issóe necesśario verificar que 2x+ x2 ≥ −1. De fato, como

(x = 1)2 ≥, ∀ x∈ IR, temos quex2 +2x+1≥ 0, o que acarretax2 +2x≥−1.

Aplicamos a Desigualdade de Bernoulli em (2) e temos

(1+x)2n = (1+2x+x2)n ≥ 1+(2x+x2)n

= 1+2nx+x2n

> 1+2nx

Conclúımos que(1+x)2n > 1+2nx, ∀ x 6= 0 en≥ 1.

6. Prove que|a−b| < ε ⇒ |a| < |b|+ ε.

7. Use o fato de que trin̂omio do segundo grauf (λ ) =
n

∑
i=1

(xi +λyi)
2 é≥ 0 para todoλ ∈ IR

para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

≤
(

n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

.

Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, existeλ tal quexi = λyi para todo

i = 1, · · · ,n, ouy1 = · · · = yn = 0.

Resoluç̃ao:

Sejamx1, y1 ∈ IR, i = 1, · · · ,x, tal que f (λ ) =
n

∑
i=1

(xi +λyi)
2 ≥ 0. Logo,

f (λ ) =
n

∑
i=1

(x2
i +2xiλyi +λ 2y2

i ) ≥ 0

⇒ f (λ ) =
n

∑
i=1

x2
i +2λ

n

∑
i=1

xiyi +λ 2
n

∑
i=1

y2
i

⇒ f (λ ) =

(
n

∑
i=1

y2
i

)

λ 2 +

(

2
n

∑
i=1

xiyi

)

λ +

(
n

∑
i=1

x2
i

)

.

Podemos escreverf (λ ) = aλ 2+bλ +c, ondea=
n

∑
i=1

y2
i , b= 2

n

∑
i=1

xiyi ec=
n

∑
i=1

x2
i . Como

f (λ ) ≥ 0 eλ ∈ IR, devemos ter∆ ≤ 0, ou seja,b2−4ac≤ 0. Dáı

(

2
n

∑
i=1

xiyi

)2

−4

(
n

∑
i=1

y2
i

)(
n

∑
i=1

x2
i

)

≤ 0
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⇒ 4

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

≤ 4

(
n

∑
i=1

y2
i

)(
n

∑
i=1

x2
i

)

.

Portanto,
(

n

∑
i=1

xiyi

)2

≤
(

n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

,

o que verifica a Desigualdade de Cauchy Schwarz.

Al ém disso, sexi = λyi, para todoi = 1, · · · ,n, temos

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

=

(
n

∑
i=1

(λyi)yi

)2

=

(
n

∑
i=1

λy2
i

)2

= λ 2

(
n

∑
i=1

y2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

=

(
n

∑
i=1

λ 2y2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

=

(
n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

Conclúımos que

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

=

(
n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

.

8. Se
a1

b1
, . . . ,

an

bn
pertencem a um intervalo(α,β ) e b1, . . . ,bn são positivos, prove que

(a1 + . . .+an)

(b1 + . . .+bn)
pertence a(α,β ). Nas mesmas condições, set1, . . . , tn ∈ R

+ prove que

(t1a1 + . . .+ tnan)

(t1b1 + . . .+ tnbn)
tamb́em pertence ao intervalo(α,β ).

3.4.3 Seç̃ao 3: IRé um Corpo Ordenado Completo

1. Diz-se que uma função f : X → IR é limitada superiormentequando sua imagemf (X) =

{ f (x);x∈ X} é um conjunto limitado superiormente. Então p̃oe-se supf = sup{ f (x),x∈
X}. Prove que sef , g : X → IR são limitadas superiormente o mesmo ocorre com a soma

f + g : X → IR e tem-se sup( f + g) ≤ supf + supg. Dê um exemplo de sup( f + g) <

supf +supg. Enuncie e prove um resultado análogo para inf.

Resoluç̃ao:
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Sejam f , g funções reais definidas emX limitadas superiormente. Logo, os conjuntos

f (X) = { f (x); x∈ X}, g(X) = {g(x); x∈ X} são limitados superiormente. E, supf =

sup{ f (x); x∈ X} e supg = sup{g(x); x∈ X}.

Vamos provar quef + g : X → IR é limitada superiormente, ou seja, que o conjunto

( f +g)(X) = {( f +g)(x); x∈ X} é limitado superiormente e

sup( f +g) = sup{( f +g)(x); x∈ X}

= sup{ f (x)+g(x); x∈ X} .

Para isso basta encontrar uma cota superior do conjunto( f +g)(X)= { f (x)+g(x); x∈ X}.

Vamos mostrar que supf +supg é uma cota superior para esse conjunto.

Com efeito,

supf = sup{ f (x); x∈ X} ≥ f (x),∀ x∈ X.

supg = sup{g(x); x∈ X} ≥ g(x),∀ x∈ X.

Logo,

supf +supg = sup{ f (x); x∈ X}+sup{g(x); x∈ X}

≥ f (x)+g(x),∀ x∈ X

= ( f +g)(x),∀ x∈ X.

Isto mostra que

sup( f +g) ≤ supf +supg.

Portanto,( f +g) : X → IR é limitada superiormente.

Uma funç̃ao f : X → IR é limitada inferiormentequando sua imagemf (X) = { f (x);x∈
X} é um conjunto limitado inferiormente. Então p̃oe-se inff = inf{ f (x),x∈ X}. Deve-

mos provar que sef , g : X → IR são limitadas inferiormente o mesmo ocorre com a soma

f +g : X → IR e tem-se inf( f +g) ≤ inf f + inf g.

De fato, sejamf , g funções reais definidas limitadas inferiormente. Logo,f (X) =

{ f (x); x∈ X} e g(X) = {g(x); x∈ X} são conjuntos limitados inferiormente. E, inff =

inf { f (x); x∈ X} e infg = inf {g(x); x∈ X}.

Vamos provar quef + g : X → IR é limitada inferiormente, istóe, que o conjunto( f +
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g)(X) = {( f +g)(x); x∈ X} é limitado inferiormente e

inf( f +g) = inf {( f +g)(x); x∈ X}

= inf { f (x)+g(x); x∈ X} .

Para isso basta encontrar uma cota inferior do conjunto( f +g)(X)= { f (x)+g(x); x∈ X}.

Vamos mostrar que inff + inf g é uma cota inferior para esse conjunto.

Com efeito,

inf f = inf { f (x); x∈ X} ≤ f (x),∀ x∈ X.

inf g = inf {g(x); x∈ X} ≤ g(x),∀ x∈ X.

Logo,

inf f + inf g = inf { f (x); x∈ X}+ inf {g(x); x∈ X}
≤ f (x)+g(x),∀ x∈ X

= ( f +g)(x),∀ x∈ X.

Disto podemos concluir que

inf f + inf g ≤ inf( f +g).

Portanto,( f +g) : X → IR é limitada inferiormente.

Exemplo:

Sejam

f : IR → IR

x 7→ f (x) = senx

g : IR → IR

x 7→ g(x) = −senx

Temos que( f +g) : IR → IR é definida por

( f +g)(x) = f (x)+g(x)

= senx− senx

= 0

∀ x∈ IR, ou seja,f +g é a funç̃ao nula.

Observe que:
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(a) supf = 1, supg = 1 e sup( f +g) = 0 < 1+1 = supf +supg.

Portanto,

sup( f +g) < supf +supg.

(b) inf f = −1, infg = −1 e inf( f +g) = 0 > −1−1 = inf f + inf g.

De onde conclúımos que

inf( f +g) > inf f + inf g.

2. Dadas as funç̃oes f , g : X → IR+ limitadas superiormente, prove que o produtof · g :

X → IR+ é uma funç̃ao limitada (superior e inferiormente) com sup( f ·g) ≤ supf ·supg

e inf( f ·g) ≥ inf f · inf g. Dê exemplos onde se tenha< e ñao=.
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4 SEQUÊNCIAS DE NÚMEROS REAIS

4.1 LIMITE DE UMA SEQUÊNCIA

Definição 4.1 Denominamos sequência de ńumeros reais a toda função

x : IN → IR

n 7→ x(n) = xn

que associa a cada número natural n um real xn, chamado o n-́esimo termo da sequência.

Escreve-se(x1,x2, · · · ,xn, · · ·) ou (xn)n∈IN, ou simplesmente(xn), para indicar a sequência

x.

A notaç̃ao da seqûencia(xn) não deve levar o leitor a confundir com o conjunto dos seus

valores ou conjunto dos seus termos queé dado porx(IN) = {x1,x2, · · · ,xn, · · ·}.

Definição 4.2 Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada superiormente

quando existe c∈ IR tal que

xn ≤ c, ∀ n∈ IN.

Definição 4.3 Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada inferiormente

quando existe c∈ IR tal que

xn ≥ c, ∀ n∈ IN.

Definição 4.4 Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada se(xn) é limitada

inferiormente e superiormente. Ou seja, existem números reais a, b tais que

a≤ xn ≤ b, ∀ n∈ IN,

ou ainda, existe k∈ IR tal que

|xn| ≤ k, ∀ n∈ IN.
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Definição 4.5 Seja x= (xn)n∈IN uma seqûencia de ńumeros reais. DadoIN′ ⊂ IN com IN′

infinito, istoé, ilimitado, ou ainda,∀ n0 ∈ IN existe nk ∈ IN′ tal que n0 < nk ent̃ao a restriç̃ao

da seqûencia(xn)n∈IN ao conjuntoIN′ é denominada uma subsequência da seqûencia(xn)n∈IN.

Denota-se(xn)n∈IN′ ou (xnk)k∈IN.

Definição 4.6 Dizemos que uma sequência(xn)n∈IN tem limite a∈ IR quando para todoε > 0

dado arbitrariamente, pode-se obter um número natural n0 ∈ IN tal que todos os termos xn,

comı́ndice n> n0 cumprem a condiç̃ao |xn−a| < ε e escreve

lim
n→∞

xn = a

ou

xn → a

⇔ ∀ ε > 0,∃ n0 ∈ IN tal que

se n> n0 ent̃ao |xn−a| < ε

Uma seqûencia que possui limitée convergente, caso contrário diz-se divergente.

Teorema 4.1 (Unicidade do Limite) O limite de uma seqûencia(xn)n∈IN é único.

Teorema 4.2 Se(xn)n∈IN converge para a então toda subseqûencia de(xn) tamb́em converge

para a.

Observaç̃ao 4.1 Temos pela contrapositiva do teorema (4.2) que se existe umasubseqûencia

de(xn)n∈IN que ñao converge para a então (xn)n∈IN não converge para a.

Teorema 4.3 Toda seqûencia convergentée limitada.

Observaç̃ao 4.2 Porém nem toda sequência limitadaé convergente.

Observaç̃ao 4.3 Temos pela contrapositiva do teorema (4.3) que se(xn)n∈IN é ilimitada ent̃ao

(xn)n∈IN não é convergente.

Definição 4.7 (Seqûencia Monótona) Para todo n∈ IN,

i) se xn ≤ xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é ñao-decrescente.

ii) se xn ≥ xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é ñao-crescente.

iii) se xn < xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é crescente.

iv) se xn > xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é decrescente.
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Teorema 4.4 Toda seqûencia mońotona limitadaé convergente.

Teorema 4.5 (Teorema de Bolzano Weierstrass)Toda seqûencia limitada de ńumeros reais

possui uma subsequência convergente.

Teorema 4.6 A fim de que a∈ IR seja limite de uma subsequência de(xn)n∈IN é necesśario e

suficiente que, para todoε > 0, exista uma infinidade déındices n tais que xn ∈ (a− ε,a+ ε).

4.2 LIMITES E DESIGUALDADES

Dizemos que(xn)n∈IN satisfaz uma propriedadeP paran suficientemente grande quando

existe uḿındicen0 ∈ IN tal queP se verifica∀ n > n0.

Teorema 4.7 Seja a= lim
n→∞

xn. Se b< a ent̃ao para n suficientemente grande tem-se b< xn.

Analogamente, se a< b ent̃ao para todo n suficientemente grande tem-se xn < b,∀ n∈ IN.

Corolário 4.1 Seja a= lim
n→∞

xn. Se0 < a ent̃ao para n suficientemente grande tem-se0 < xn.

Analogamente, se a< 0 ent̃ao para todo n suficientemente grande tem-se xn < 0, ∀ n∈ IN.

Corolário 4.2 Seja a= lim
n→∞

xn e b= lim
n→∞

yn. Se xn ≤ yn para todo n suficientemente grande

ent̃ao a≤ b. Em particular, se xn ≤ b para n suficientemente grande então lim
n→∞

xn ≤ b.

Teorema 4.8 (Teorema do Sandúıche) Se lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a e xn ≤ zn ≤ yn para n suficien-

temente grande, então lim
n→∞

zn = a.

4.3 OPERAÇ̃OES COM LIMITES

Teorema 4.9 Se lim
n→∞

xn = 0 e (yn)n∈IN é uma seqûencia limitada (convergente ou não) ent̃ao

lim
n→∞

(xn ·yn) = 0

Teorema 4.10Se lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = b, ent̃ao:

1. lim
n→∞

(xn±yn) = a±b;

2. lim
n→∞

(xn ·yn) = a·b;
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3. lim
n→∞

xn

yn
=

a
b

, se b6= 0.

Observaç̃ao 4.4 Uma das constantes mais importantes da Análise Mateḿatica é o ńumero e,

queé limite da seqûencia(1+ 1
n)n. Tem-se2 < e< 3.

Exemplo 4.1 Consideremos a sequência cujo n-́esimo termóe xn = n
√

n = n1/n. Temos xn ≥ 1

para todo n∈ IN. Esta seqûenciaé decrescente a partir do seu terceiro termo. Com efeito, a

desigualdaden
√

n > n+1
√

n+1 é equivalente a n1/n > (n+ 1)1/n+1. Elevando a desigualdade

acima a n(n+1) obtemos:

nn+1 > (n+1)n ⇒ n·nn > (n+1)n ⇒ n >
(

n+1
n

)n ⇒ n >
(
1+ 1

n

)n
.

Como
(
1+ 1

n

)n
< 3 para todo n, a desigualdade acimaé verdadeira para todo n≥ 3.

Portanto, existe L= lim n1/n. E tem-se L≥ 1, pois xn ≥ 1, para todo n∈ IN.

Considerando a subsequência(2n)1/2n, como a subsequência converge para o mesmo limite

da seqûencia temos:

L2 = lim
[

(2n)1/2n
]2

= lim
[

(2n)1/n
]

= lim
[

21/n ·n1/n
]

= lim21/n · lim n1/n = L.

Como L≥ 1, segue que L= 1. Conclúımos quelim n1/n = 1.

4.4 LIMITES INFINITOS

Entre as seqûencias divergentes, destacaremos um tipo que se comporta com certa regulari-

dade, a saber, aquelas cujos valores se tornam e mantêm arbitrariamente grandes positivamente

ou arbitrariamente grandes negativamente.

Definição 4.8 Dizemos quelim
n→∞

xn = +∞ se∀ A > 0, ∃ n0 ∈ IN tal que se n> n0 ent̃ao xn > A.

Definição 4.9 Dizemos quelim
n→∞

xn =−∞ se∀ A> 0, ∃ n0 ∈ IN tal que se n> n0 ent̃ao xn <−A.

Observaç̃ao 4.5 1. +∞ e−∞ não s̃ao ńumeros;

2. Selim
n→∞

xn = +∞ e lim
n→∞

yn = −∞ as seqûencias(xn)n∈IN e (yn)n∈IN não convergem;

3. lim
n→∞

(xn) = +∞ ⇔ lim
n→∞

(−xn) = −∞;
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4. Se lim
n→∞

xn = +∞ ent̃ao a seqûencia(xn)n∈IN não é limitada superiormente. A recı́proca

é falsa, ou seja, se a sequência ñao é limitada (́e ilimitada) superiormente então ñao

necessariamentelim
n→∞

(xn) = +∞. Basta observar a sequência

(xn)n∈IN = (n+(−1)n ·n)n∈IN.

5. Se(xn)n∈IN é ñao-decrescente e(xn)n∈IN é ilimitada superiormente temos quelim
n→∞

xn =

+∞.

Teorema 4.11 1. Selim
n→∞

xn = +∞ e (yn)n∈IN é limitada inferiormente então

lim
n→∞

(xn +yn) = +∞.

2. Selim
n→∞

xn = +∞ e existe c> 0 tal que yn > c para todo n∈ IN ent̃ao

lim
n→∞

(xn ·yn) = +∞.

3. Se xn > c > 0, yn > 0 para todo n∈ IN e lim
n→∞

yn = 0 ent̃ao

lim
n→∞

xn

yn
= +∞.

4. Se(xn)n∈IN é limitada e lim
n→∞

yn = +∞ ent̃ao

lim
n→∞

xn

yn
= 0.

Observaç̃ao 4.6 As hiṕoteses feitas nas diversas partes do teorema anterior tem por objetivo

evitar algumas das chamadas “expressões indeterminadas”. Tais como:

1. +∞−∞;

2. 0· (+∞);

3.
0
0

e
∞
∞

;

4. ∞0;

5. 1∞;

6. 00.



52

4.5 EXERĆICIOS

4.5.1 Seç̃ao 1: Limite de uma Sequência

1. Uma seqûencia(xn) diz-seperiódica quando existep ∈ IN tal quexn+p = xn para todo

n∈ IN. Prove que toda sequência períodica convergentée constante.

Resoluç̃ao:

Seja (xn)n∈IN uma seqûencia períodica convergente. Suponhamos, por absurdo, que

(xn)n∈IN não é constante. Então existem elementosxi 6= xk em (xn)n∈IN, com i 6= k, tais

que:

• A seqûencia
(
xi,xi+p,xi+2p, · · ·

)
, ondexi = xi+np, n∈ IN, converge paraxi.

• A seqûencia
(
xk,xk+p,xk+2p, · · ·

)
, ondexk = xk+np, n∈ IN, converge paraxk.

Isto mostra que existem pelo menos duas subsequências de(xn)n∈IN, que convergem res-

pectivamente paraxi e xk, com xi 6= xk, o que contraria a hiṕotese de convergência de

(xn)n∈IN. Portanto,(xn)n∈IN é constante.

2. Dadas as sequências(xn) e (yn), defina(zn) pondoz2n−1 = xn e z2n = yn. Se limxn =

lim yn = a, prove que limzn = a.

3. Se limxn = a, prove que lim|xn| = |a|.

Resoluç̃ao:

Temos por hiṕotese que limxn = a, ou seja, dadoε > 0 existen0 ∈ IN tal que sen > n0

ent̃ao|xn−a| < ε.

Devemos provar que lim|xn| = |a|, istoé, dadoε > 0 existen0 ∈ IN tal quen> n0 implica

||xn|− |a|| < ε.

Sabemos que no conjunto dos números reais vale

||xn|− |a|| ≤ |xn|− |a|.

Disto segue que

||xn|− |a|| ≤ |xn|− |a| < ε, ∀ n > n0.
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Logo, sen > n0 ent̃ao

||xn|− |a|| < ε.

Portanto, lim|xn| = |a|.

4. Se uma sequência mońotona tem uma subsequência convergente, prove que a sequência

é, ela pŕopria, convergente.

5. Um ńumeroa chama-se valor de aderência da seqûencia(xn) quandoé limite de uma

subseqûencia de(xn). Para cada um dos conjuntosA, B eC abaixo, ache uma sequência

que o tenha como conjunto dos seus valores de aderência.A= {1,2,3}, B= IN, C= [0,1].

Resoluç̃ao:

Dado o conjuntoA = {1,2,3} considere a sequência(xn)n∈IN = (1,2,3,1,2,3, · · ·) limi-

tada e ñao convergente, pois possui três subseqûencias constantes,x3n−2 = 1, x3n−1 = 2 e

x3n = 3, com limites 1,2 e 3, respectivamente. Isto mostra que a sequência(xn)n∈IN tem

A = {1,2,3} como conjunto dos seus valores de aderência.

Agora, dado o conjuntoB = IN vamos encontrar uma sequência(yn)n∈IN que possua

B como o conjunto dos seus valores de aderência, para isso considere o conjunto dos

números naturais IN= IN1∪ IN2∪ ·· · ∪ INn∪ ·· · , INi ∩ IN j = /0 para todoi 6= j (veja o

exerćıcio (3) da seç̃ao 4 do caṕıtulo 1).

Fazendoyn = k sen∈ IN, obtemos a sequência(yn)n∈IN =(1,1,2,1,3,2,4,1,2,3,5,2,6,4,

3,1, · · ·). Pelo fato de que cada conjunto INk, k∈ IN é infinito, podemos afirmar que cada

número natural se repetirá infinitas vezes na sequência(yn)n∈IN, isso significa que(yn)n∈IN

possui subsequências(ynk)k∈IN tal quek ∈ IN, definida porynk = k que convergem para

k, respectivamente. Concluı́mos queB = IN é o conjunto dos valores de aderência da

seqûencia(yn)n∈IN.

Sejax∈ [0,1], segue que existem infinitos números racionaisr i, i ∈ IN no intervalo(x− ε ,

x+ ε), ou seja, dado uma enumeração arbitŕaria(r1, r2, · · · , rn, · · ·) dos ńumeros racionais

existe uma infinidade déındicesn tais quern ∈ (x− ε, x+ ε). Isto mostra quex∈ [0,1]

é limite de uma subsequência de(rn)n∈IN, conforme teorema (4.6). Comox ∈ [0,1] é

qualquer, conclúımos queC = [0,1] é o conjunto dos valores de aderência da seqûencia

(rn)n∈IN.
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6. A fim de que o ńumero reala seja valor de aderência de(xn) é necesśario e suficiente que,

para todo oε > 0 e todok∈ IN dados, existan > k tal que|xn−a| < ε.

7. A fim de que o ńumero realbnão seja valor de aderência da seqûencia(xn)n∈IN é necesśario

e suficiente que existamn0 ∈ IN e ε > 0 tais quen > n0 ⇒ |xn−b| ≥ ε.

Resoluç̃ao:

Seb é valor de aderência da seqûencia(xn)n∈IN, ent̃ao para todoε > 0 e todok > 0 dados,

existen > k tal que|xn−b| < ε. Temos pela contrapositiva que existemε > 0 ek ∈ IN

tal que sen > k ent̃ao|xn−b| ≥ ε implica queb nãoé valor de aderência de(xn)n∈IN.

Analogamente, sabemos que para todoε > 0 e todok ∈ IN dados, existen > k tal que

|xn−b| < ε acarreta queb é valor de aderência de(xn)n∈IN. Novamente pela contraposi-

tiva, seb nãoé valor de aderência de(xn)n∈IN ent̃ao existek∈ IN e ε > 0 tal que sen > k

ent̃ao|xn−b| ≥ ε

4.5.2 Seç̃ao 2: Limites e desigualdades

1. Se lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

yn = b e |xn−yn| ≥ ε para todonεIN, prove que|a−b| ≥ ε.

2. Sejam lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

yn = b. Sea < b, prove que existen0 ∈ IN tal quen > n0 =⇒
xn < yn.

Resoluç̃ao:

Temos lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

yn = b. Disto segue que dadoε > 0, existemn1, n2 ∈ IN tais

que:

n > n1 ⇒ |xn−a| < ε ⇒ xn ∈ (a− ε,a+ ε) ;

n > n2 ⇒ |yn−b| < ε ⇒ yn ∈ (b− ε,b+ ε) .

Sea < b, tomemosε =
b−a

2
> 0 en0 = max{n1,n2}. Desta foma, sen > n0 temos:

a− ε < xn < a+ ε e b− ε < yn < b+ ε

a− b−a
2

< xn < a+
b−a

2
b− b−a

2
< yn < b+

b−a
2

3a−b
2

< xn <
a+b

2
b+a

2
< yn <

3b−a
2

.

Dáı, xn <
a+b

2
< yn, ou seja,

xn < yn, ∀ n > n0.
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3. Se o ńumero reala não é o limite da seqûencia limitada(xn)n∈IN, prove que alguma

subseqûencia de(xn)n∈IN converge para um limiteb 6= a.

4. Prove que uma sequência limitada converge se, e somente se, possui umúnico valor de

ader̂encia.

Resoluç̃ao:

(⇒) Seja(xn)n∈IN uma seqûencia limitada convergente, logo existea = lim
n→+∞

xn. Dáı

toda subseqûencia de(xn)n∈IN converge paraa. Ou seja,(xn)n∈IN possui umúnico valor

de ader̂encia.

(⇐) Sejaa o único valor de aderência de(xn)n∈IN, logo existe uma subsequência(xnk)k∈IN

de (xn)n∈IN que converge paraa. Comoa é o único valor de aderência, conclúımos que

toda subseqûencia de(xn)n∈IN converge paraa. Vamos mostrar que a sequência(xn)n∈IN

converge paraa.

Suponhamos que existe um número reala que ñaoé limite da seqûencia limitada(xn)n∈IN,

logo existe alguma subsequência de(xn)n∈IN que converge parac, ondec 6= a, o queé um

absudo, pois toda subsequência de(xn)n∈IN converge paraa.

5. Quais s̃ao os valores de aderência da subsequência(xn)n∈IN tal quex2n−1 = n e x2n =
1
n

?

Esta seqûencia converge?

6. Dados,a,b∈ IR+, defina indutivamente as sequência(xn)n∈IN e(yn)n∈IN pondox1 =
√

ab,

y1 =
(a+b)

2
e xn+1 =

√
xnyn, yn+1 =

(xnyn)

2
. Prove que(xn)n∈IN e (yn)n∈IN convergem

para o mesmo limite.

Resoluç̃ao:

Temos que a ḿedia aritḿeticaé maior que a ḿedia geoḿetrica, pois dadosa, b ∈ IR+,
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segue que:

(a−b)2 > 0

⇒ a2−2ab−b2 > 0

⇒ a2−2ab+4ab+b2 > 4ab

⇒ a2 +2ab+b2 > 4ab

⇒ (a+b)2 > 4ab

⇒
√

(a+b)2 >
√

4ab

⇒ (a+b) > 2
√

ab

⇒ a+b
2

>
√

ab,

isto é,y1 > x1. Analogamenteyn > xn, ∀ n.

Vamos mostrar agora quexn < xn+1, temos que

xn < yn

⇒ xnxn < ynxn

⇒ x2
n < ynxn

⇒
√

x2
n <

√
ynxn

⇒ xn < xn+1

com isso concluimos que(xn)n∈IN é mońotona crescente.

Mostraremos agora que(yn)n∈IN é decrescente, segue que:

xn < yn

⇒ xn < 2yn−yn

⇒ xn +yn < 2yn

⇒ xn +yn

2
< yn

⇒ yn+1 < yn.

Disto resulta que

a < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 < · · · < yn+1 < yn < · · · < y2 < y1 < b.

Logo (xn)n∈IN e (yn)n∈IN são seqûencias mońotonas limitadas, daı́ existemx = lim
n→+∞

xn e

y = lim
n→+∞

yn. Vamos mostrar que(xn)n∈IN e (yn)n∈IN possuem o mesmo limite, ou seja,

x = y. Temos,

y = lim
n→+∞

yn+1 = lim
n→+∞

(
xn +yn

2

)

=
1
2

lim
n→+∞

(xn +yn) =
1
2

(x+y) .
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⇒ y =
x+y

2
⇒ 2y = x+y

⇒ x = y.

7. Diz-se que(xn) é umaseqûencia de Cauchyquando, para todoε > 0 dado, existen0 ∈ IN

tal quem,n > n0 ⇒ |xm−xn| < ε.

(a) Prove que toda sequência de Cauchýe limitada.

(b) Prove que a sequência de Cauchy ñao pode ter dois valores de aderência distintos.

(c) Prove que uma sequência(xn) é convergente se, e somente se,é de Cauchy.

4.5.3 Seç̃ao 3: Operaç̃oes com Limites

1. Prove que, para todop∈ IN, tem-se lim
n→∞

n+p
√

n = 1.

Resoluç̃ao:

Vamos mostrar que lim
n→∞

n+p
√

n = 1,∀ n, p∈ IN.

Considere(xn)n∈IN ondexn = n
1

n+p . Temos quexn ≥ 1 ∀ n∈ IN. Observe tamb́em que

n+ p > n

⇒ 1
n+ p

<
1
n

⇒ n
1

n+p ≤ n
1
n .

Portanto,

1 ≤ n
1

n+p ≤ n
1
n .

Dáı,

lim
n→∞

1 ≤ lim
n→∞

n
1

n+p ≤ lim
n→∞

n
1
n .

Como lim
n→∞

n
1
n = 1 (pelo exemplo (4.1)), concluı́mos pelo Teorema do Sanduı́che que

lim
n→∞

n
1

n+p = 1.

2. Se existemε > 0 ek∈ IN tais queε ≤ xn ≤ nk para todon suficientemente grande, prove

que lim
n→∞

n
√

xn = 1. Use este fato para calcular lim
n→∞

n
√

n+k, lim
n→∞

n
√

n+
√

n, lim
n→∞

n
√

logn e

lim
n→∞

n
√

nlogn.
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3. Dadoa> 0, defina indutivamente a sequência(xn)n∈IN pondox1 =
√

a exn+1 =
√

a+xn.

Prove que(xn)n∈IN é convergente e calcule seu limite

L =

√

a+

√

a+
√

a+ ...

Resoluç̃ao:

Podemos observar quex1 =
√

a <
√

a+x1 = x2. E supondoxn−1 < xn, vem quex2
n =

a+ xn−1 < a+ xn = x2
n+1, dondexn < xn+1, ou seja, a sequência(xn)n∈IN é mońotona

crescente.

Considerandoc a única raiz positiva da equaçãox2−x−a = 0, com efeito

x =
1±

√
1+4a
2

logo

x, =
1+

√
1+4a
2

> 0

e

x,, =
1−

√
1+4a
2

> 0

pois comoa > 0, temos

4a > 0

1+4a > 1
√

1+4a > 1

1−
√

1+4a < 0
1−

√
1+4a
2

< 0.

Dáı, temosc2 = a+ c. Logo podemos afirmar quexn < c, ∀ n ∈ IN, ou seja,(xn)n∈IN é

limitada.

De fato, paran = 1, temosx1 =
√

a < c, já quec2 = a+c, isto é,c2 > a, ent̃ao,c >
√

a.

Supondo a afirmação verdadeira paran = k, temosxk < c. Logo paran = k+ 1 temos

xk+1 = (
√

a+xk)
2 = a+xk < a+c = c2, dáı xk+1 < c. Portanto,xn < c, ∀ n∈ IN.

Donde podemos concluir que(xn)n∈IN é convergente, istóe, existe lim
n→∞

xn = L.
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Sabendo que(xn+1)
2 = a+xn, temos:

lim
n→∞

x2
n+1 = lim

n→∞
(a+xn)

⇒ lim
n→∞

x2
n+1 = lim

n→∞
a+ lim

n→∞
xn

⇒ lim
n→∞

x2
n+1− lim

n→∞
xn−a = 0

⇒ L2−L−a = 0

⇒ L = c.

Portanto, lim
n→∞

xn = c.

4. Sejaen = (xn−
√

a/
√

a) o erro relativonan-ésima etapa do cálculo de
√

a. Prove que

en+1 = en
2/2(1+en). Conclua queen≤0,01⇒en+1≤0,00005⇒en+2≤0,00000000125

e observe a rapidez de convergência do ḿetodo.

5. Dadoa > 0, defina indutivamente a sequência(xn)n∈IN pondox1/a e xn+1 = 1/(a+xn).

Considere o ńumeroc, raiz positiva da equaçãox2 +ax−1 = 0, oúnico ńumero positivo

tal quec = 1/(a+c). Prove que

x2 < x4 < ... < x2n < ... < c < ... < x2n−1 < ... < x3 < x1,

e que limxn = c. O númeroc pode ser considerado como a soma dafração cont́ınua

1

a+ 1
a+ 1

a+ 1
a+...

Resoluç̃ao:

Sabendo quexn+1 =
1

a+xn
, ∀ n∈ IN temos:

n = 1⇒ x2 =
1

a+x1
.

n = 2⇒ x3 =
1

a+x2
=

1

a+ 1
a+x1

=
a+x1

a2 +ax1 +1
.

...

n = k−1⇒ xk =
1

a+xk−1
.

n = k ⇒ xk+1 =
1

a+xk
=

1

a+ 1
a+xk−1

=
a+xk−1

a2 +axk−1 +1
.

n = k+1⇒ xk+2 =
1

a+xk+1
=

1

a+ 1
a+xk

=
a+xk

a2 +axk +1
.
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Considerandoc a única raiz positiva da equação x2 + ax+ 1 = 0, obtemosc =
1

a+c
.

Temos por hiṕotese quex1 =
1
a

, logo

x1 =
1
a

>
1

a+c
= c,

o que acarretax1 > c. Dáı,

x1 > c =
1

a+c
>

1
a+x1

= x2,

o que implicax1 > c > x2. Tendox1 >
1

a+x1
, obtemosx1(a+ x1) > 1. Multiplicando

ambos os membros da inequação pora e somandox1 temos:x1(a2 + ax1 + 1) > a+ x1.

Dáı,

x1 >
a+x1

a2 +ax1 +1
= x3.

Comox2 < c ex3 =
1

a+x2
>

1
a+c

= c, temos

x1 > x3 > c > x2.

Analogamente,x4 =
1

a+x3
<

1
a+c

= c, ent̃aox4 < c. Além disso, observe que

x4 =
1

a+x3
=

a2 +ax1 +1
a3 +a2x1 +2a+x1

.

Ainda x2 < x3 =
a+x1

a2 +ax1 +1
. Ent̃ao,x2(a2 + ax1 + 1) < a+ x1, multiplicando pora e

somando 1, temos:

x2
(
a3 +a2x1 +a

)
+1 < a2 +ax1 +1

⇒ x2

(

a3 +a2x1 +a+ 1
x2

)

< a2 +ax1 +1

⇒ x2
(
a3 +a2x1 +2a+x1

)
< a2 +ax1 +1

⇒ x2 <
a2 +ax1 +1

a3 +a2x1 +2a+x1
= x4.

Assim temosx1 > x3 > c > x4 > x2.

Vamos mostrar por indução sobren que∀ n∈ IN, x2n−3 > x2n−1 > c > x2n > x2n−2.

Paran= 1 é verdade, pois já foi mostrado quex1 > c> x2. É verdade tamb́em paran= 2,

pois vimos quex1 > x3 > c > x4 > x2.
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Supondo quée válido paran = k, ou seja,

x1 > · · · > x2k−3 > x2k−1 > c > x2k > x2k−2 > · · · > x2.

Vamos mostrar quée válido paran = k+1.

x1 > · · · > x2k−1 > x2k+1 > c > x2k+2 > x2k > · · · > x2.

Comox2k < c temos:

x2k+1 =
1

a+x2k
>

1
a+c

= c ⇒ x2k+1 > c.

Dáı

x2k+2 =
1

a+x2k+1
<

1
a+c

= c ⇒ x2k+2 < c.

Pela hiṕotese de induç̃aox2k−2 < c, ent̃ao:

x2k−1 =
1

a+x2k−2
>

1
a+c

= c ⇒ x2k−1 > c.

Donde,

x2k =
1

a+x2k−1
<

1
a+c

= c ⇒ x2k < c.

Sabemos quex2k > x2k−2, dáı

a+x2k > a+x2k−2

⇒ 1
a+x2k

<
1

a+x2k−2

⇒ x2k+1 < x2k−1.

Disto segue que

a+x2k+1 < a+x2k−1

⇒ 1
a+x2k+1

>
1

a+x2k−1

⇒ x2k+2 > x2k.

Logo,

x1 > x3 > · · · > x2n−1 > · · · > c > · · · > x2n > · · · > x4 > x2,

∀ n∈ IN. Disto segue que as subsequênciasx2n e x2n−1 são limitadas e mońotonas. Por-

tanto, lim
n→∞

x2n = η e lim
n→∞

x2n−1 = ξ .
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A relaç̃aoxn+2 =
1

a+xn+1
=

1

a+ 1
a+xn

=
a+xn

a2 +axn +1
, por passagem ao limite, fornece

ξ =
a+ξ

a2 +aξ +1
e η =

a+η
a2 +aη +1

, logoξ 2+aξ −1 = 0 eη2+aη −1 = 0. Comoξ e

η são positivos, vemξ = η = c.

6. Dadoa > 0, defina indutivamente a sequência(yn), pondoy1 = a e yn+1 = a+ 1/yn.

Mostre que limyn = a+c, ondec é como no exerćıcio anterior.

7. Defina a seqûencia(an) indutivamente, pondoa1 = a2 = 1 ean+2 = an+1 +an para todo

n∈ IN. Escrevaxn = an/an+1 e prove que limxn = c, ondec é único ńumero positivo tal

que 1/(c+ 1) = c. O termoan chama-se on-ésimonúmero de Fibonaccie c = (−1+
√

5)/2 é onúmero de ouroda Geometria Clássica.

Resoluç̃ao:

Temosc > 0. Disto segue que

x1 =
a1

a2
=

1
1

>
1

c+1
= c.

x2 =
a2

a3
=

a2

a2 +a1
=

1
1+x1

<
1

c+1
= c, logox1 > x2.

x3 =
a3

a4
=

a3

a3 +a2
=

1
1+x2

>
1

1+c
= c⇒ x3 > c.

Al ém disso,

x3 =
1

1+x2
=

1

1+ 1
1+x1

=
1+x1

2+x1
.

Comox1 >
1

1+x1
= x1 +x2

1 > 1⇒ x1(1+x1) > 1, somandox1 a desigualdade temos,

x1(1+x1)+x1 > 1+x1

⇒ x1(1+x1 +1) > 1+x1

⇒ x1 >
1+x1

2+x1
= x3.

Dáı x1 > x3 > c > x2.

Temos ainda

x4 =
1

1+x3
=

1

1+ 1+x1
2+x2

=
2+x1

3+2x1
.

Note que

x4 =
1

1+x3
<

1
1+c

= c⇒ x4 < c.
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Comox2 < x3 =
1+x1

2+x1
. Ent̃ao,x2(2+x1) < 1+x1, somando 1, obtemos:

x2(2+x1)+1 < 1+x1 +1

⇒ x2(2+x1 + 1
x2

) < 2+x1

⇒ x2(2+x1 + 1
1

1+x1

) < 2+x1

⇒ x2(2+x1 +1+x1) < 2+x1

⇒ x2(3+2x1) < 2+x1

⇒ x2 <
2+x1

3+2x1
= x4.

Segue quex1 > x3 > c > x4 > x2.

Mostraremos por indução sobren que as subsequênciasx2n e x2n−1 são mońotonas limi-

tadas, ou seja,

x2n−3 > x2n−1 > c > x2n > x2n−2,∀n∈ IN.

Vimos queé verdade paran = 1, já quex1 > c > x3. Tamb́em paran = 2, poisx1 > x3 >

c > x4 > x2. Suponhamos quée válido paran = k ent̃ao temos

x1 > · · · > x2k−3 > x2k−1 > c > x2k > x2k−2 > · · · > x2.

Vamos provar que vale paran = k+1,

x1 > · · · > x2k−1 > x2k+1 > c > x2k+2 > x2k > · · · > x2.

Temos da hiṕotese de induç̃ao quex2k < c, ent̃ao

x2k+1 =
1

1+x2k
>

1
1+c

= c ⇒ x2k+1 > c.

Dáı

x2k+2 =
1

1+x2k+1
<

1
1+c

= c ⇒ x2k+2 < c.

Tamb́em da hiṕotese de induç̃aox2k−2 < c, ent̃ao:

x2k−1 =
1

1+x2k−2
>

1
1+c

= c ⇒ x2k−1 > c.

Donde,

x2k =
1

1+x2k−1
<

1
1+c

= c ⇒ x2k < c.
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Temos da hiṕotese de induç̃ao quex2k−2 < x2k, ent̃ao

1+x2k > 1+x2k−2

⇒ 1
a+x2k

<
1

a+x2k−2

⇒ x2k+1 < x2k−1.

Disto segue que

1+x2k+1 < 1+x2k−1

⇒ 1
1+x2k+1

>
1

1+x2k−1

⇒ x2k+2 > x2k.

Logo,

x1 > x3 > · · · > x2n−1 > · · · > c > · · · > x2n > · · · > x4 > x2,

∀ n∈ IN. Portanto, existe lim
n→∞

x2n = a e lim
n→∞

x2n−1 = b.

A relaç̃aoxn+2 =
1

1+xn+1
=

1

1+ 1
a+xn

=
1+xn

2+xn
, por passagem ao limite, fornece

a =
1+a
2+a

⇒ 2a+a2 = 1+a⇒ a2 +a−1 = 0

e

b =
1+b
2+b

⇒ b2 +2b = 1+b⇒ b2 +b−1 = 0.

Comoa eb são positivos, podemos concluir quea = b = c.

4.5.4 Seç̃ao 4: Limites Infinitos

1. Prove que limn
√

n! = +∞.

2. Se lim
n→∞

xn = +∞ ea∈ IR, prove: lim
n→∞

[√

log(xn +a)−
√

logxn

]

= 0

Resoluç̃ao:
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lim
n→∞

[√

log(xn +a)−
√

logxn

]

= lim
n→∞





(√

log(xn +a)−
√

logxn

)

·

(√

log(xn +a)+
√

logxn

)

(√

log(xn +a)+
√

logxn

)





= lim
n→∞






(√

log(xn +a)
)2

−
(√

logxn
)2

√

log(xn +a)+
√

logxn




= lim

n→∞

[

log(xn +a)− logxn
√

log(xn +a)+
√

logxn

]

= lim
n→∞




log
(

xn+a
xn

)

√

log(xn +a)+
√

logxn



= lim
n→∞




log
(

1+ a
xn

)

√

log(xn +a)+
√

logxn





=

lim
n→∞

[

log

(

1+
a
xn

)]

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

] =

log

[

lim
n→∞

(

1+
a
xn

)]

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

]

=

log

[

lim
n→∞

1+ lim
n→∞

(
a
xn

)]

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

] =
log[1+0]

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

]

=
log1

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

] =
0

lim
n→∞

[√

log(xn +a)+
√

logxn

]

= 0.

Conclúımos que

lim
n→∞

[√

log(xn +a)−
√

logxn

]

= 0.

3. Dadok∈ IN e a > 0, determine o limite

lim
n→∞

n!
nk ·an .
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Supondoa > 0 ea 6= ecalcule

lim
n→∞

an ·n!
nn e lim

n→∞

nk ·an ·n!
nn .

(Para o casoa = e, ver exerćıcio 9, seç̃ao 1, caṕıtulo 11.)

4. Mostre que lim
n→+∞

log(n+1)/ logn = 1.

Resoluç̃ao:

Note que

log(n+1)

logn
−1 =

log(n+1)− logn
logn

=
log
(

n+1
n

)

logn
=

log
(
1+ 1

n

)

logn
.

E ainda,

lim
n→+∞

log
(
1+ 1

n

)

logn
=

log

(

lim
n→+∞

1+ lim
n→+∞

1
n

)

lim
n→+∞

logn
=

log1
lim

n→+∞
logn

=
0

lim
n→+∞

logn
= 0.

Logo

lim
n→+∞

[
log(n+1)

logn
−1

]

= lim
n→+∞

log
(
1+ 1

n

)

logn
= 0,

ent̃ao,

lim
n→+∞

log(n+1)

logn
− lim

n→+∞
1 = 0.

Portanto,

lim
n→+∞

log(n+1)

logn
= 1.

5. Sejam(xn) uma seqûencia arbitŕaria e(yn) uma seqûencia crescente, com limyn = +∞.

Supondo que lim(xn+1− xn)/(yn+1− yn) = a, prove que limxn/yn = a. Conclua que se

lim(xn+1− xn) = a ent̃ao limxn/n = a. Em particular, de limlog(1+ 1/n) = 0, conclua

que lim(logn)/n = 0.

6. Se limxn = a e (tn) é uma seqûencia de ńumeros positivos com

lim(t1 + ...+ tn) = +∞,

prove que

lim
t1x1 + ...+ tnxn

t1 + ...+ tn
= a.
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Em particular, seyn =
x1 + ...+xn

n
, tem-se ainda limyn = a.

Resoluç̃ao:

Considere as sequências

(xn)n∈IN = (t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn)n∈IN

e

(yn)n∈IN = (t1 + t2 + · · ·+ tn)n∈IN ,

onde lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

yn = +∞.

Pelo exerćıcio anterior, temos que se lim
n→+∞

xn+1−xn

yn+1−yn
= a, ent̃ao lim

n→+∞

xn

yn
= a.

Observe que

lim
n→+∞

xn+1−xn

yn+1−yn
= lim

n→+∞

t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn + tn+1xn+1− (t1x1 + · · ·+ tnxn)

t1 + t2 + · · ·+ tn + tn+1− (t1 + t2 + · · ·+ tn)

= lim
n→+∞

tn+1xn+1

tn+1

= lim
n→+∞

xn+1

= a.

Dáı,

lim
n→+∞

xn

yn
= a.

Ent̃ao,

lim
n→+∞

t1x1 + ...+ tnxn

t1 + ...+ tn
= a.

Em particular, considere a sequência

(tn)n∈IN = (1+1+1+ · · ·+1)n∈IN ,

temos pelo exercı́cio anterior que lim
n→+∞

xn = a, e (tn)n∈IN é uma seqûencia de ńumeros

positivos onde

lim
n→+∞

tn = lim
n→+∞

(1+1+1+ · · ·+1) = +∞.
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Dáı

a = lim
n→+∞

t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn

t1 + t2 + · · ·+ tn

= lim
n→+∞

1x1 +1x2 + · · ·+1xn

1+1+ · · ·+1

= lim
n→+∞

x1 +x2 + · · ·+xn

n
.
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5 SÉRIES NUMÉRICAS

5.1 ŚERIES CONVERGENTES

Definição 5.1 Dada uma seqûencia(an)n∈IN de ńumeros reais, denomina-se série a soma in-

finita

a1 +a2 +a3 + · · ·+an + · · ·

Indicaremos a śerie por
+∞

∑
n=1

an, ou seja,

a1 +a2 +a3 + · · ·+an + · · · =
+∞

∑
n=1

an.

Como algebricamente só tem sentido somas finitas,é necesśario definir “soma infinita”.

Definição 5.2 Dada uma śerie
+∞

∑
n=1

an, denomina-se sequência de somas parciais da série dada

à seqûencia(sn)n∈IN definida por

sn =
n

∑
k=1

ak = a1 +a2 +a3 + · · ·+an

Definição 5.3 Dizemos que uma série converge se a sequência de somas parciais converge, isto

é, lim
n→+∞

sn = s, s∈ IR. Neste caso

+∞

∑
n=1

an = s= lim
n→+∞

sn

Teorema 5.1 Se|a| < 1. A śerie geoḿetrica

1+a1 +a2 + · · ·+an + · · · =
+∞

∑
n=0

an

converge.
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Observaç̃ao 5.1 1. Suponha que(an)n∈IN seja uma seqûencia de termos ñao negativos

(an ≥ 0,∀ n∈ IN). Assim, a seqûencia das somas parciais da série
+∞

∑
n=1

an é

sn = a1 +a2 + · · ·+an =
n

∑
n=1

ak

é ñao decrescente, pois

sn = a1 + · · ·+an ≤ a1 + · · ·+an +an+1 = sn+1

ent̃ao

sn ≤ sn+1

Para que(sn)n∈IN convirja basta que(sn)n∈IN seja limitada superiormente (pois toda

seqûencia mońotona e limitadáe convergente).

2. Se(an)n∈IN est́a nas mesmas condições dóıtem anterior e se
+∞
∑

n=1
an converge e(a′n)n∈IN

uma subseqûencia de(an)n∈IN ent̃ao
+∞
∑

n=1
a′n converge.

Exemplo 5.1 (A Śerie Harmônica) A śerie
+∞

∑
n=1

1
n

diverge.

De fato se
+∞

∑
n=1

1
n

= s fosse convergente então
+∞

∑
n=1

1
2n

= t e
+∞

∑
n=1

1
2n−1

= u tamb́em seriam

convergentes. Além disso, comoS2n = tn + un, fazendon → ∞ teŕıamoss = t + u. Mas t =
+∞

∑
n=1

1
2n

=
1
2

+∞

∑
n=1

1
n

=
s
2

, portantou = t = s
2.

Por outro lado

u− t = lim
n→∞

(un− tn)

= lim
n→∞

[(

1− 1
2

)

+

(
1
3
− 1

4

)

+ · · ·+
(

1
2n−1

− 1
2n

)]

= lim
n→∞

(
1
2

+
1
12

+
1
30

+ · · ·+
(

1
(2n−1)2n

))

> 0,

logou > t contradiç̃ao. Portanto
+∞

∑
n=1

1
n

é divergente.

Teorema 5.2 Se
+∞

∑
n=1

an converge ent̃ao lim
n→+∞

an = 0.
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Observaç̃ao 5.2 1. A contrapositiva do teorema (5.2) diz que: Selim
n→+∞

an 6= 0 ent̃ao a

+∞

∑
n=1

an diverge.

2. Não vale a rećıproca do teorema (5.2): Selim
n→+∞

an = 0 ent̃ao nada podemos dizer a

respeito da converĝencia da śerie.

Teorema 5.3 (Critério de Comparaç̃ao) Sejam
+∞

∑
n=1

an e
+∞

∑
n=1

bn séries de termos ñao negativos.

Suponha que existam c> 0 e n0 ∈ IN tais que an ≤ c·bn, ∀ n≥ n0. Logo

1. Se
+∞

∑
n=1

bn converge ent̃ao
+∞

∑
n=1

an converge.

2. Se
+∞

∑
n=1

an diverge ent̃ao
+∞

∑
n=1

bn diverge.

Teorema 5.4 A śerie
+∞

∑
n=1

1
np diverge se p≤ 1 e converge se p> 1.

5.2 ŚERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

Definição 5.4 Uma śerie
+∞

∑
n=1

an diz-se absolutamente convergente quando
+∞

∑
n=1

|an| converge.

Observaç̃ao 5.3 1. Quando−1 < a < 1 a śerie geoḿetrica
+∞

∑
n=1

an é absolutamente conver-

gente.

2. Uma śerie convergente cujos termos não mudam de sinaĺe absolutamente convergente.

Teorema 5.5 (Leibniz) Se(an)n∈IN é uma seqûencia mońotona decrescente que tende para

zero ent̃ao
+∞

∑
n=1

(−1)n+1an é uma śerie convergente.

Definição 5.5 Uma śerie convergente
+∞

∑
n=1

an tal que
+∞

∑
n=1

|an| diverge chama-se condicional-

mente convergente.

Observaç̃ao 5.4 A śerie
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
é condicionalmente convergente.

Teorema 5.6 Toda śerie absolutamente convergenteé convergente.
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5.3 TESTES DE CONVERĜENCIA

Teorema 5.7 Seja
+∞

∑
n=1

bn uma śerie absolutamente convergente, com bn 6= 0 para todo n∈ IN.

Se a seqûencia

(
an

bn

)

for limitada (em particular, se for convergente) então a śerie
+∞

∑
n=1

an seŕa

absolutamente convergente.

Corolário 5.1 (Teste de d’Alembert) Seja an 6= 0 para todo n∈ IN. Se existir uma constante

c tal que

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≤ c < 1 para todo n suficientemente grande então a śerie

+∞

∑
n=1

an seŕa absolu-

tamente convergente.

Corolário 5.2 (Teste de d’Alembert ou Teste da Raz̃ao) Se an 6= 0 ∀ n ∈ IN e suponha que

exista o limite

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L

1. Se L< 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an converge absolutamente;

2. Se L> 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an diverge;

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Teorema 5.8 (Teste de Cauchy)Se existe c∈ IR tal que n
√

|an| ≤ c < 1 para todo n suficiente-

mente grande então a śerie
+∞

∑
n=1

an seŕa absolutamente convergente.

Corolário 5.3 (Teste de Cauchy ou Teste da Raiz)Suponha que

lim
n→+∞

n
√

|an| = L

1. Se L< 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente;

2. Se L> 1 ent̃ao a śerie
+∞

∑
n=1

an é divergente;

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Teorema 5.9 Seja an 6= 0. Se lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L ent̃ao lim

n→∞
n
√

|an| = L
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5.4 EXERĆICIOS

5.4.1 Seç̃ao 1: Śeries convergentes

1. Dadas as śeries
+∞

∑
n=1

an e
+∞

∑
n=1

bn, coman =
√

n+1 ebn = log

(

1+
1
n

)

, mostre que lim
n→∞

an =

lim
n→∞

bn = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas reduzidassn e tn destas śeries e mostre

que lim
n→∞

sn = lim
n→∞

tn = +∞, logo as śeries dadas são divergentes.

2. Use o crit́erio de comparaç̃ao para provar que
+∞

∑
n=1

1
n2 é convergente, a partir da con-

verĝencia de
+∞

∑
n=1

2
n(n+1)

.

Resoluç̃ao:

Sabemos da hiṕotese que
+∞

∑
n=1

2
n(n+1)

é convergente.

Temosn2 ≥ n, ∀ n.

Adicionandon2 e dividindo por 2 obtemos:

n2 ≥ n(n+1)

2
.

Disto segue que,

1
n2 ≤ 1

n(n+1)

2

⇒ 1
n2 ≤ 2

n(n+1)
.

Como
+∞

∑
n=1

2
n(n+1)

é convergente e utilizando o Critério de comparaç̃ao, podemos con-

cluir que
+∞

∑
n=1

1
n2 é convergente.

3. Sejasn a n-ésima reduzida da série harm̂onica. Prove que paran = 2m tem-sesn > 1+ m
2

e conclua dáı que a śerie harm̂onicaé divergente.

4. Mostre que a śerie
+∞

∑
n=2

1
nlogn

diverge.

Resoluç̃ao:
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Tomando a reduzidasn da śerie
+∞

∑
n=2

1
nlogn

, temos:

sn =
1

2log2
+

(
1

3log3
+

1
4log4

)

+

(
1

5log5
+

1
6log6

+
1

7log7
+

1
8log8

)

+ · · ·+

(
1

(2n−1 +1) log(2n−1 +1)
+ · · ·+ 1

2n log2n

)

≥ 1
2log2

+
2

4log4
+

4
8log8

+
8

16log16
+ · · ·+ 2n−1

2n log2n

=
1

2log2
+

1
2log22 +

1
2log23 +

1
2log24 + · · ·+ 1

2log2n

> 1+
1
2

+
1
3

+
1
4

+ · · ·+ 1
n

= tn.

Temos quetn é a soma parcial da série harm̂onica, e como a śerie harm̂onica
+∞

∑
n=2

1
n

é

divergente, conclúımos pelo crit́erio de comparaç̃ao que
+∞

∑
n=2

1
nlogn

diverge.

5. Mostre que ser > 1 a śerie
+∞

∑
n=2

1
n(logn)r converge.

6. Prove que a śerie
+∞

∑
n=1

logn
n2 converge.

Resoluç̃ao:

Observe que logn <
√

n, paran suficientemente grande. Assim, dividindo essa desigual-

dade porn2 obtemos:

0 <
logn
n2 <

√
n

n2 .

Como

√
n

n2 =
1

n−
1
2 ·n2

=
1

n
3
2

=

(
1
n

) 3
2

.

Note que 0<
1
n

< 1, e
3
2

> 1, logo∑
(

1
n

) 3
2

é convergente, conforme teorema (5.4).
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Portanto, pelo crit́erio de comparaç̃ao temos que a série ∑ logn
n2 converge paran sufi-

cientemente grande.

7. Prove: sea1 ≥ ·· · ≥ an ≥ ·· · e
+∞

∑
n=1

an converge ent̃ao lim
n→∞

nan = 0.

5.4.2 Seç̃ao 2: Śeries absolutamente convergentes

1. Se
+∞

∑
n=1

an é convergente ean ≥ 0 para todon∈ IN ent̃ao a śerie
+∞

∑
n=1

anxn é absolutamente

convergente para todox∈ [−1,1] e

+∞

∑
n=1

ansen(nx) ,
+∞

∑
n=1

ancos(nx)

são absolutamente convergentes para todox∈ IR.

Resoluç̃ao:

Vamos provar inicialmente que
+∞

∑
n=1

anxn é absolutamente convergente,∀ x∈ [−1,1].

• Sex = −1, ent̃ao:

∑ |(−1)nan| = ∑ |(−1)|n |an| = ∑ |an| = ∑an.

• Sex = 1, temos:

∑ |1nan| = ∑ |an| = ∑an.

• Se|x| < 1, ent̃ao|xn| < 1, dáı:

∑ |anxn| = ∑ |an| |xn| < ∑ |an| = ∑an.

Logo∑ |anxn| ≤∑an, ∀ x∈ [−1,1]. Como∑an é convergente, temos pelo critério

de comparaç̃ao que∑ |anxn| é convergente, logo∑anxn converge absolutamente.

Agora vamos mostrar que∑ansen(nx) e ∑ancos(nx) são absolutamente convergentes

para todo ńumero real.

Temos que∑ |ansen(nx)| = ∑ |an| |sen(nx)| e∑ |ancos(nx)| = ∑ |an| |cos(nx)|.
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Comos as funç̃oes sen e cos são limitadas, com|sen(nx)| ≤ 1 e |cos(nx)| ≤ 1, ∀ x∈ IR.

Conclúımos pelo que provamos acima que

∑ |ansen(nx)| ≤ ∑an e ∑ |ancos(nx)| ≤ ∑an,

ou seja, que∑ansen(nx), ∑ancos(nx) convergem absolutamente,∀ x∈ IR.

2. A śerie 1− 1
2

+
2
3
− 1

3
+

2
4
− 1

4
+

2
5
− 1

5
+

2
6
− 1

6
+ · · · tem termos alternadamente positivos

e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretantoé divergente. Por que isto não

contradiz o Teorema de Leibniz?

3. Dê exemplo de uma série convergente
+∞

∑
n=2

an e de uma seqûencia limitada(xn)n∈IN tais

que a śerie
+∞

∑
n=1

anxn seja divergente. Examine o que ocorre se uma das hipóteses seguintes

for verificada:

(a) (xn)n∈IN é convergente.

(b)
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente.

4. Prove quée convergente a série obtida alterando-se os sinais dos termos da série harm̂onica,

de modo que fiquemp termos positivos (p∈ IN fixado) seguidos dep termos negativos,

alternadamente.

5. Se
+∞

∑
n=0

an é absolutamente convergente e lim
n→+∞

bn = 0, ponhacn = a0bn +a1bn−1 + · · ·+

anb0 e prove que lim
n→+∞

cn = 0.

Resoluç̃ao:

Seja
+∞

∑
n=0

an absolutamente convergente, digamos
+∞

∑
n=0

|an| = A e |bn| ≤ B, para todon≥ 0.

Dadoε > 0, existen0 ∈ IN tal que sen≥ n0 ent̃ao|bn−0|< ε
2A

e |an|+ |an+1|+ · · ·< ε
2B

.

Considerandocn = a0bn +a1bn−1 + · · ·+an0bn−n0 + · · ·+anb0, temos:

|cn| = |a0bn +a1bn−1 + · · ·+an0bn−n0 + · · ·+anb0|
≤ |a0bn +a1bn−1 + · · ·+an0bn−n0|+ |an0+1bn−n0−1 + · · ·+anb0|
< (|a0|+ |a1|+ · · ·+ |ano|) ·

ε
2A

+(|an0+1|+ · · ·+ |an|) ·B
< A· ε

2A
+

ε
2B

·B
= ε.
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Logo, |cn| < ε, dáı |cn−0| < ε.

Portanto, limcn = 0.

6. Se
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente, prove que
+∞

∑
n=1

a2
n converge.

7. Se
+∞

∑
n=1

a2
n e

+∞

∑
n=1

b2
n convergem, prove que

+∞

∑
n=0

anbn converge absolutamente.

Resoluç̃ao:

Vamos mostrar que
+∞

∑
n=0

an ·bn é absolutamente convergente, para tanto basta provarmos

que
+∞

∑
n=0

|an ·bn| converge.

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

+∞

∑
n=0

|an ·bn| ≤
(

+∞

∑
n=0

|an ·bn|
)2

=

(
+∞

∑
n=0

an ·bn

)2

≤
+∞

∑
n=0

a2
n ·

+∞

∑
n=0

b2
n.

Dáı, como por hiṕotese
+∞

∑
n=0

a2
n e

+∞

∑
n=0

b2
n convergem, temos que

+∞

∑
n=0

a2
n ·

+∞

∑
n=0

b2
n converge.

Desta forma, pelo critério de comparaç̃ao, podemos afirmar que
+∞

∑
n=0

|an ·bn| converge,

portanto,
+∞

∑
n=0

an ·bn converge absolutamente.

8. Prove: uma śerie
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente se, e somente se,é limitado o con-

junto de todas as somas finitas formadas com os termosan.

5.4.3 Seç̃ao 3: Testes de convergência

1. Prove que se existir uma infinidade deı́ndicesn tais que n
√

|an| ≥ 1 ent̃ao a śerie
+∞

∑
n=1

an

diverge. Sean 6= 0 para todon e

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≥ 1 para todon > n0 ent̃ao

+∞

∑
n=1

an diverge.

Resoluç̃ao:

Se existir uma infinidade déındicesn tais que n
√

|an| ≥ 1, ent̃ao existe uma infinidade de

ı́ndicesn para os quais|an| ≥ 1. Logoan não tende para zero. Portanto
+∞

∑
n=0

an diverge.



78

Agora se

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≥ 1 para todon> n0, ent̃ao|an+1| ≥ |an|, ∀ n> n0, e consequentemente,

lim an 6= 0, logo a śerie
+∞

∑
n=0

an diverge.

2. Se 0< a< b< 1, a śeriea+b+a2+b2+a3+b3+ · · · é convergente. Mostre que o teste

de Cauchy conduz a este resultado mas o teste de d’Alemberté inconclusivo.

3. Determine se a série
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

é convergente usando ambos os testes, de d’Alembert

e Cauchy.

Resoluç̃ao:

Inicialmente vamos provar a convergência da śerie
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

empregando o Teste de

Cauchy:

L = lim
n→∞

[

n

√
∣
∣
∣
∣

(
logn

n

)n∣∣
∣
∣

]

= lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

logn
n

∣
∣
∣
∣

= 0.

LogoL = 0 < 1. Portanto,
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

é convergente.

Agora vamos mostrar que
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

converge usando o teste de d’Alembert:

L = lim
n→∞








(
log(n+1)

n+1

)n+1

(
logn

n

)n








= lim
n→∞

[(
log(n+1)

n+1

)1( log(n+1)

n+1

)n( n
logn

)n
]

= lim
n→∞

[(
log(n+1)

n+1

)(
n

n+1

)n( log(n+1)

logn

)n]

.

Como

lim
n→∞

[
log(n+1)

n+1

]

= 0,
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e,

lim
n→∞

[(
n

n+1

)n]

= lim
n→∞

[

1
(

n+1
n

)n

]

= lim
n→∞

[

1
(
1+ 1

n

)n

]

=
1
e
,

precisamos mostrar que

(
log(n+1)

logn

)n

é limitada.

De fato, paran ≥ 3 temos

(
n+1

n

)n

< n, logo (n+1)n < nn+1 e tomando logaritmos

temosnlog(n+1) < (n+1) logn, donde
log(n+1)

logn
<

n+1
n

. Ent̃ao

(
log(n+1)

logn

)n

<
(

n+1
n

)n

< e.

Logo,

(
log(n+1)

logn

)n

é limitada. Disto resulta queL = 0 < 1. Portanto, o teste de

d’Alembert confirma a convergência de
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

.

4. Dada um seqûencia de ńumeros positivosxn, com lim
n→∞

xn = a, prove que lim
n→∞

n
√

x1x2 · · ·xn =

a.

5. Determine para quais valores dex cada uma das séries abaixóe convergente

(a)
+∞

∑
n=1

nkxn

(b)
+∞

∑
n=1

nnxn

(c)
+∞

∑
n=1

xn

nn

(d)
+∞

∑
n=1

n!xn

(e)
+∞

∑
n=1

xn

n2

Resoluç̃ao:

(a) Para determinar o valor dex que possibilita a convergência da śerie
+∞

∑
n=1

nkxn em-

pregamos o teste de Cauchy:

lim
n→∞

n
√
∣
∣nkxn

∣
∣ = lim

n→∞
|x| ·nk

n = lim
n→∞

|x| · lim
n→∞

n
k
n = |x| ·1 = |x| .

Logo
+∞

∑
n=1

nkxn converge se|x| < 1.

(b) Para o caso da série
+∞

∑
n=1

nnxn tamb́em usaremos o teste de Cauchy:

lim
n→∞

n
√

|nnxn| = lim
n→∞

|n| · |x| = L.
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Assim, a śerie converge somente seL < 1, ou seja, sex = 0.

(c) Utilizaremos novamente o teste de Cauchy para a série
+∞

∑
n=1

xn

nn :

lim
n→∞

n

√
∣
∣
∣
∣

xn

nn

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

∣
∣
∣
x
n

∣
∣
∣

n
n

= lim
n→∞

∣
∣
∣
x
n

∣
∣
∣ = 0.

Como 0< 1, a śerie converge para todo−∞ < x < ∞.

(d) No caso da śerie
+∞

∑
n=1

n!xn empregaremos o teste de d’Alembert:

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

(n+1)! ·xn+1

n! ·xn

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

|(n+1) ·x| = L.

Portanto, a śerie converge somente seL < 1, istoé, somente sex = 0.

(e) Para a śerie
+∞

∑
n=1

xn

n2 utilizaremos o teste de Cauchy:

lim
n→∞

n

√
∣
∣
∣
∣

xn

n2

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

|x|
n
n

n
2
n

= |x| .

Disto segue que a série converge se|x| < 1.
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6 ALGUMAS NOÇ ÕES TOPOLÓGICAS

6.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definição 6.1 (Ponto Interior) Dado X⊂ IR dizemos que áe ponto interior de X quando existe

ε > 0 tal que(a− ε,a+ ε) ⊂ X.

Definição 6.2 (Interior de X) O conjunto de todos os pontos interiores de Xé denomindado

interior de X, denotado por int X.

Definição 6.3 (Conjunto Aberto) Um conjunto A⊂ IR é aberto se int A= A, istoé, todo ponto

de Aé ponto interior a A.

Definição 6.4 (Vizinhança dea) Quando a∈ int X diz-se que o conjunto X́e uma vizinhança

do ponto a.

Observaç̃ao 6.1 1. Se o conjunto X possui algum ponto interior, ele deve conter pelo menos

um intervalo aberto, logóe infinito. Assim, se X= {x1,x2, · · · ,xn} é um conjunto finito,

nenhum dos seus pontosé interior, ou seja, temos int X= /0. Melhor ainda, como todo

intervalo abertóe um conjunto ñao-enumeŕavel, se int X6= /0 ent̃ao X é ñao-enumeŕavel.

Em particular, temos:

(a) O conjuntoIN dos ńumeros naturaiśe enumeŕavel logo ñao possui pontos interiores,

isto é, intIN = /0, isto mostra queIN não é aberto.

(b) O conjuntoZZ dos ńumeros inteirośe enumeŕavel logo ñao possui pontos interiores,

isto é, intZZ = /0, isto mostra queZZ não é aberto.

(c) O conjuntoQ dos ńumeros racionaiśe enumeŕavel logo ñao possui pontos interi-

ores, istoé, intQ = /0, isto mostra queQ não é aberto.

(d) O conjuntoIR−Q dos ńumeros irracionais, apesar de ser não-enumeŕavel, ñao pos-

sui pontos interiores. De fato, todo intervalo aberto deve conter ńumeros racionais,
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logo IR−Q não pode conter um intervalo aberto. Assim int(IR−Q) = /0, isto mostra

queIR−Q não é aberto.

2. Se X= (a,b), ou X= (−∞,b), ou X= (a,+∞), ent̃ao int X= X, ou seja, X́e aberto.

3. Se Y= [c,+∞) e Z= (−∞,d] ent̃ao intY= (c,+∞) e int Z= (−∞,d). Portanto ñao s̃ao

abertos.

4. O conjunto vazióe aberto. Com efeito, um conjunto X só pode deixar de ser aberto se

existir em X algum ponto que não seja interior. Como ñao existe ponto algum em/0,

somos forçados a admitir que/0 é aberto.

5. A retaIR é um conjunto aberto.

6. Um intervalo (limitado ou ñao) é um conjunto aberto se, e somente se,é um intervalo

aberto.

O limite de uma seqûencia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos.

Teorema 6.1 lim
n→+∞

xn = L se, e somente se, para todo aberto A contendo L, existe n0 ∈ IN tal

que xn ∈ A,∀ n≥ n0.

Teorema 6.2 1. Se A1 e A2 são conjuntos abertos, então A1∩A2 é um conjunto aberto.

2. Se(Aλ )λ∈L é uma faḿılia de conjuntos abertos, então a reunĩao A=
⋃

λ∈L
Aλ é um conjunto

aberto.

Observaç̃ao 6.2 A interseç̃ao de um ńumero finito de conjuntos abertosé ainda um conjunto

aberto. O caso de uma famı́lia infinita de conjuntos abertos pode ter uma interseção que ñao é

um conjunto aberto. Observe o próximo exemplo.

Teorema 6.3 Se F= {x1,x2, · · · ,xn} é um conjunto finito de ńumeros reais então o comple-

mentarIR−F é aberto.

6.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definição 6.5 (Ponto aderente)Dado X⊂ IR, dizemos que áe ponto aderente de X quando a

é limite de uma sequência de pontos xn ∈ X.
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Observaç̃ao 6.3 1. Todo ponto a∈ X é aderente a X, basta tomar os xn = a, dáı lim
n→+∞

xn =

a.

2. Pode-se ter a aderente a X sem que a∈ X. Por exemplo, X= (0,+∞), ent̃ao a= 0 /∈ X,

mas a= 0 é aderente a X, pois0 = lim
n→+∞

1
n

, onde
1
n
∈ X.

3. Um ńumero a chama-se valor de aderência da seqûencia(xn) quandoé limite de uma

subseqûencia de(xn).

4. Todo valor de aderência de uma sequência(xn) é um ponto aderente de um conjunto X.

Mas, a rećıprocaé falsa. Nem todo ponto aderente a de Xé valor de ader̂encia de(xn).

Por exemplo, comolim
n→+∞

1
n

= 0, o único valor de ader̂encia de(xn)n∈IN =
(1

n

)

n∈IN é 0,

mas todos os pontos xn por pertencerem a X= (0,+∞), são pontos aderentes a X.

Definição 6.6 (Fecho)O conjunto dos pontos aderentes a Xé denominado fecho de X, deno-

tado porX.

Definição 6.7 (Conjunto Fechado)Um conjunto X⊂ IR é fechado quando X= X.

Observaç̃ao 6.4 As seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

1. Um conjunto X⊂ IR é fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X.

2. Para que X⊂ IR seja fechadóe necesśario e suficiente que cumpra a seguinte condição:

se xn ∈ X para todo n∈ IN e lim
n→∞

xn = a, ent̃ao a∈ X.

Teorema 6.4 Um ponto aé aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhança dea

cont́em algum ponto de X (V∩X 6= /0 para toda vizinhança de a)

Pelo teorema acima, a fim de que um pontoa não pertença aX é necesśario e suficiente que

exista uma vizinhançaV, ondea∈V tal queV ∩X = /0.

Teorema 6.5 Um conjunto Fé fechado se, e somente se, o complementar A= IR−F é aberto.

Teorema 6.6 O fecho de qualquer conjuntóe um conjunto fechado. (Ou seja,X = X para todo

X ⊂ IR.)

Teorema 6.7 1. Se F1 e F2 são conjuntos fechados então F1∪F2 é fechado.
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2. Se(Fλ )λ∈L é uma faḿılia qualquer de conjuntos fechados então F =
⋂

λ∈L
Fλ é fechado.

Uma reunĩao infinita de conjuntos fechados pode não ser um conjunto fechado.

Observaç̃ao 6.5 1. Todo conjunto finito F= {x1,x2, · · · ,xn} é fechado pois, seu comple-

mentarIR−F é aberto (Teorema (6.3)).

2. ZZ é fechado pois, seu complementarIR−ZZ é aberto.

3. IN é fechado pois, seu complementarIR− IN é aberto.

4. IR e o conjunto vazio s̃ao fechados pois, seus respectivos complementares, o conjunto

vazio eIR são abertos.

5. Existem conjuntos que não s̃ao fechados nem abertos, comoQ, IR−Q, ou um intervalo

do tipo[a,b) ou (a,b].

Definição 6.8 (Denso)Sejam X, Y conjuntos de números reais, com X⊂Y. Dizemos que X́e

denso em Y quando Y⊂ X, istoé, quando todo b∈Y é aderente a X.

Observaç̃ao 6.6 As seguintes afirmações s̃ao equivalentes a dizer que X́e denso em Y. (Em

todas elas, sup̃oe-se X⊂Y.)

1. Todo ponto de Ýe limite de uma sequência de pontos de X.

2. Y⊂ X.

3. Para todo y∈Y e todoε > 0 tem-se(y− ε,y+ ε)∩X 6= /0.

4. Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deve conter tamb́em algum ponto de

X. (Note que um intervalo aberto contendo y∈ Y deve conter um intervalo da forma

(y− ε,y+ ε).)

Observaç̃ao 6.7 1. Q é denso emIR, ou seja,IR ⊂ Q.

2. IR−Q é denso emIR, ou seja,IR ⊂ IR−Q.

Definição 6.9 (Cis̃ao do Conjunto) Uma cis̃ao do conjunto X⊂ IR é uma decomposição X=

A∪B tal queA∩B = A∩B = /0 (isto é, nenhum ponto de Áe aderente a B e nenhum ponto de

B é aderente a A). (Em particular, A e B são disjuntos.)
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A decomposiç̃aoX = X∪ /0 chama-se a cisão trivial.

Teorema 6.8 Um intervalo da reta śo admite a cis̃ao trivial.

Corolário 6.1 Osúnicos subconjuntos deIR que s̃ao simultaneamente abertos e fechados são

IR e /0.

6.3 PONTOS DE ACUMULAÇ̃AO

Definição 6.10 (Ponto de Acumulaç̃ao) Um ńumero a∈ IR é ponto de acumulação do con-

junto X⊂ IR quando toda vizinhança V de a contém algum ponto de X diferente do próprio a,

isto é, V∩ (X−{a}) 6= /0. Equivalentemente:∀ ε > 0, (a−ε,a+ε)∩ (X−{a}) 6= /0. Indica-se

com X′ o conjunto dos pontos de acumulação de X.

Observaç̃ao 6.8 1. A condiç̃ao a∈ X′ (a é ponto de acumulação de X) exprime-se simboli-

camente do seguinte modo:

∀ε > 0∃ x∈ X; 0 < |x−a| < ε.

2. a∈ X′ ⇔ a∈ X−{a}.

Definição 6.11 (Ponto Isolado)Se a∈ X não é ponto de acumulação de X, ent̃ao a é ponto

isolado de X. Isto significa que existeε > 0 tal que aé o único ponto de X no intervalo

(a− ε,a+ ε).

Definição 6.12 (Conjunto Discreto)Quando todos os pontos do conjunto X são isolados, X

chama-se conjunto discreto.

Teorema 6.9 Dados X⊂ IR e a∈ IR, as seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

1. aé um ponto de acumulação de X;

2. aé limite de uma sequência de pontos xn ∈ X−a;

3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Observaç̃ao 6.9 1. Se Xé finito ent̃ao X′ = /0. (Conjunto finito ñao tem ponto de acumulação).

A contra positiva diz: Se X′ 6= /0 ent̃ao X é infinito. Observe óıtem2 e verifique que ñao

vale a volta da contra positiva;
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2. ZZ é infinito mas todos os pontos deZZ são isolados, ou seja,ZZ′ = /0;

3. Q′ = IR;

4. (IR−Q)′ = IR;

5. (a,b)′ = (a,b]′ = [a,b)′ = [a,b];

6. Dado X= {x1,x2, · · · ,xn, · · ·} onde lim
n→+∞

xn = a, temos:

(a) Se a/∈ X temos a6= xn, para todo n∈ IN, ent̃ao X′ = {a}. Por exemplo, se X=
{

1,
1
2
,
1
3
, · · · , 1

n
, · · ·
}

onde lim
n→+∞

1
n

= 0 ent̃ao X′ = {0}, isto é,0 é oúnico ponto de

acumulaç̃ao de X.

(b) Se a∈ X, pode-se ter X′ = {a} ou X′ = /0. Por exemplo:

i. A seqûencia(a,a,a, · · ·) tem X′ = /0.

ii. A seqûencia

(

a,a+1,a+
1
2
,a+

1
3
, · · · ,a+

1
n
, · · ·
)

tem-se X′ = {a}.

Segue-se uma versão do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos de ponto de acumulaç̃ao.

Teorema 6.10Todo conjunto infinito limitado de números reais admite pelo menos um ponto

de acumulaç̃ao.

Teorema 6.11Para todo X⊂ IR, tem-seX = X ∪X′. Ou seja, o fecho de um conjunto Xé

obtido acrescentando-se a X os seus pontos de acumulação.

Corolário 6.2 X é fechado se, e somente se, X′ ⊂ X.

Corolário 6.3 Se todos os pontos do conjunto X são isolados ent̃ao X é enumeŕavel.

6.4 CONJUNTOS COMPACTOS

Definição 6.13 (Conjunto Compacto)Um conjunto X⊂ IR é um conjunto compacto se X́e

fechado e limitado.

Teorema 6.12Um conjunto X⊂ IR é compacto se, e somente se, toda sequência de pontos em

X possui uma subsequência que converge para um ponto de X.
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Observaç̃ao 6.10 Seja X⊂ IR um conjunto compacto (não vazio). Por ser limitado, existem

β = inf xn e α = supxn

Por ser compacto, pelo teorema anteriorβ e α pertencem a X. Portanto todo conjunto X⊂ IR

possui um elemento ḿaximo e um elemento mı́nimo, ou seja, se X́e compacto então existem

x1,x2 ∈ X tais que

x1 ≤ x≤ x2

∀x∈ X.

O teorema a seguir generaliza o principı́o dos intervalos encaixados.

Teorema 6.13Dada uma seqûencia decrescente X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ ·· ·Xn ⊃ ·· · de conjuntos

compactos ñao vazios, existe (pelo menos) um número real que pertence a todos os Xn, ou seja,
+∞⋂

n=1
Xn 6= /0.

Definição 6.14 (Cobertura deX) Dado um conjunto X chama-se cobertura de X uma famı́lia

C = {Cλ ;λ ∈ L}

de conjunto Cλ tais que X⊂ ⋃

λ∈L
Cλ .

Observaç̃ao 6.11 1. Se Cλ é um conjunto aberto,∀ λ , a cobertura chama-se cobertura

aberta.

2. Se L= {λ1,λ2, · · · ,λn} é um conjunto finito e ainda se tem X⊂Cλ1
∪Cλ2

∪·· ·∪Cλn
diz-se

que C= {Cλi
;λi ∈ L} é uma cobertura finita.

3. Se L′ ⊂ L é tal que ainda se tem X⊂ ⋃

λ ′∈L′
Cλ ′ ent̃ao C′ = {Cλ ′;λ ′ ∈ L′} é denominada

uma subcobertura de C.

Teorema 6.14 (Borel-Lebesgue)Toda cobertura aberta de um conjunto compacto possui uma

subcobertura finita.
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6.5 EXERĆICIOS

6.5.1 Seç̃ao 1: Conjuntos abertos

1. Prove que, para todoX ⊂ IR tem-seint(int X) = int X e conclua queint X é um conjunto

aberto.

Resoluç̃ao:

Precisamos provar queint (int X) ⊂ int X e int X ⊂ int (int X).

(⇒) É fácil ver queint (int X) ⊂ int X, já que o interior de todo conjunto está contido no

mesmo.

(⇐) Para mostrarmos queint X ⊂ int (int X) tomamosa ∈ int X. Assim, existeε > 0

tal que(a− ε, a+ ε) ⊂ X. Logo, basta mostrarmos que(a− ε, a+ ε) ⊂ int X, isto é,

a∈ int (int X).

Sey∈ (a−ε, a+ε), sejaδ o menor dos ńumeros positivosy−(a−ε), (a+ε)−y. Ent̃ao,

(y−δ , y+δ ) ⊂ (a− ε, a+ ε) ⊂ X.

Desta forma,y∈ int X. Portanto,(a− ε, a+ ε) ⊂ int X.

Conclúımos queint (int X) = int X, ou seja, que todos os pontos deint X são interiores a

int X, isto é, int X é um conjunto aberto.

2. SejaA⊂ IR um conjunto com a seguinte propriedade: “toda sequência(xn)n∈IN que con-

verge para um pontoa ∈ A tem seus termosxn pertencentes aA para todon suficiente-

mente grande”. Prove queA é aberto.

3. Prove queint(A∪B)⊃ int A∪ int B e int(A∩B) = int A∩ int B quaisquer que sejamA,B⊂
IR. SeA = (0,1] eB = [1,2), mostre queint(A∪B) 6= int A∪ intB.

Resoluç̃ao:

• Para provarmos queint (A∪B) ⊃ (int A∪ int B), tomemosx∈ (int A∪ int B), assim

x∈ int A oux∈ int B.

Sex∈ int A, existeε > 0 tal que(x− ε, x+ ε) ⊂ A⊂ A∪B, logox∈ int(A∪B).

Da mesma forma, sex∈ int B, existeε > 0 tal que(x−ε, x+ε)⊂ B⊂ (A∪B), logo

x∈ int (A∪B).
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Note que em qualquer dos casosx∈ int (A∪B), ent̃ao

int (A∪B) ⊃ int A∪ int B.

• Agora vamos mostrar queint (A∩B) = int A∩ int B.

Para tanto, sejax∈ int (A∩B). Logo, existeε > 0 tal que

(x− ε, x+ ε) ⊂ (A∩B) ⊂ A e (x− ε, x+ ε) ⊂ (A∩B) ⊂ B.

Dáı, x∈ int A ex∈ int B, isto é,x∈ int A∩ int B. Ent̃ao,

int (A∩B) ⊂ int A∩ int B. (1)

Tomandox∈ (int A∩ int B), existeε > 0 tal que

(x− ε, x+ ε) ⊂ A e (x− ε, x+ ε) ⊂ B,

ou seja,(x− ε, x+ ε) ⊂ (A∩B). Logo,x∈ int (A∩B). E portanto,

(int A∩ int B) ⊂ int (A∩B). (2)

De (1) e (2) segue que:

(int A∩ int B) = int (A∩B).

• SejaA = (0,1] eB = [1,2], devemos mostrar queint (A∪B) 6= (int A∪ int B).

Temos queA∪B= (0,2). Ent̃ao,int (A∪B) = (0,2). Temos ainda queint A= (0,1)

e int B = (1,2), dáı (int A∪ int B) = (0,2)−{1}.

Portanto,int (A∪B) 6= (int A∪ int B).

4. Para todoX ⊂ IR, prove que vale a reunião disjunta IR= int X∪ int(IR−X)∪F, ondeF

é formado pelos pontosx∈ IR tais que toda vizinhança dex cont́em pontos deX e pontos

de IR−X. O conjuntoF = f rX chama-se a fronteira deX. Prove queA⊂ IR é aberto se,

e somente seA∩ f rA = /0.

5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sua fronteira: X = [0,1], Y = (0,1)∪
(1,2), Z = Q,W = ZZ.

Resoluç̃ao:
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SejaX ⊂ IR, chama-se fronteira deX o conjunto f rX , formado pelos pontosx∈ IR tais

que toda vizinhança dex cont́em pontos deX e pontos de IR−X. Desta forma temos:

• f rX = f r [0,1] = {0,1}, pois para todoε > 0, temos(0− ε, 0+ ε)∩X 6= /0 e(0−
ε, 0+ ε)∩ (IR−X) 6= /0. Da mesma forma(1− ε, 1+ ε)∩X 6= /0 e (1− ε, 1+

ε)∩ (IR−X) 6= /0, ∀ ε > 0. Para qualquer pontox a esquerda de 0 e a direita de 1,

existeε > 0 tal que a vizinhança(x− ε, x+ ε)∩X = /0. E para os pontosy tais que

0 < y < 1, existeε > 0 tal quey− ε, y+ ε)∩ (IR−X) = /0.

• f rY = f r [(0,1)∪ (1,2)] = {0,1,2}

• f rZ = f r Q = IR

• f rW = f r ZZ = ZZ

6. SejamI1 ⊃ I2 ⊃ ·· · In ⊃ ·· · intervalos limitados dois a dois distintos, cuja interseção

I =
+∞⋂

n=1
In nãoé vazia. Prove queI é um intervalo, o qual nuncáe aberto.

6.5.2 Seç̃ao 2: Conjuntos fechados

1. SejamI um intervalo ñao-degenerado ek > 1 um ńumero natural. Prove que o conjunto

dos ńumeros racionaismkn , cujos denominadores são potenciais dek com expoenten∈ IN,

é denso emI .

Resoluç̃ao:

Temos queR⊂ I é denso emI se, e somente se, há pontos deR em todo o intervalo

(y− ε, y+ ε) comy∈ I .

Sen é t̃ao grande quekn >
1
ε

, os intervalos

[
m
kn ,

m+1
kn

]

tem comprimento menor do que

ε, pois
m+1

kn − m
kn =

1
kn , e

1
kn < ε. Logo, sem é o menor inteiro tal quey+ ε ≤ m+1

kn ,

ent̃ao
m
kn < y+ ε, desta forma

m
kn ∈ (x− ε, x+ ε).

2. Prove que, para todoX ⊂ IR, valeX = X∪ f r(X). Conclua queX é fechado se, e somente

se,X ⊃ f rX .

3. Para todoX ⊂ IR, prove que IR− int X = IR−X e IR−X = int(IR−X).

Resoluç̃ao:

Provaremos inicialmente que IR− int X = IR−X.



91

(a) (IR− int X) ⊂ IR−X.

Sejaa∈ (IR− int X), logoa∈ IR e a /∈ int X. Isso significa que toda vizinhança de

a cont́em pontos que ñao est̃ao emX, ou seja, toda vizinhança dea cont́em pontos

de(IR−X), assima∈ IR−X. Dáı (IR− int X) ⊂ IR−X.

(b) IR−X ⊂ (IR− int X).

O exerćıcio anterior(2) nos tŕas queX = X∪ f rX . Assim, sejaa∈ IR−X, temos

quea∈ (IR−X) oua∈ f r (IR−X) (toda vizinhança dea cont́em pontos de IR−X

e de IR− (IR−X) = X).

Sea∈ (IR−X), comoint X ⊂ X, temos quea∈ (IR− int X). Señao,a é ponto de

fronteira deX e do mesmo modoa ∈ (IR− int X). De qualquer forma, temos que

IR−X ⊂ (IR− int X).

De (a) e (b) segue que IR− int X = IR−X.

Agora vamos mostrar que IR−X = int (IR−X).

(c) IR−X ⊂ int (IR−X).

Considereb ∈ IR−X. Desta formab ∈ IR e b /∈ X. Logo existeε > 0 tal que

(b− ε, b+ ε) ⊂ IR, poŕem (b− ε, b+ ε)∩X = /0. Dáı, b ∈ int (IR−X), donde

IR−X ⊂ int (IR−X).

(d) int (IR−X) ⊂ IR−X.

Sejab∈ int (IR−X), logo existe uma vizinhança deb inteiramente contida em(IR−
X). Dáı, tal vizinhança deb não cont́em pontos deX, ou seja,a /∈ X. Portanto,

a∈ (IR−X) e int (IR−X) ⊂ (IR−X).

Conclúımos de (c) e (d) queint (IR−X) = IR−X.

4. SeX ⊂ IR é aberto (respectivamente, fechado) eX = A∪B é uma cis̃ao, prove queA e B

são abertos (respectivamente, fechados).

5. Prove que seX ⊂ IR tem fronteira vazia entãoX = /0 ouX = IR.

Resoluç̃ao:

ConsidereX ⊂ IR e f rX = /0 ent̃ao os dois casos seguintes ocorrem:

• X ⊃ f rX , já que o conjunto /0 está contido emY, seja qual for o conjuntoY.

• X∩ f rX = /0, poisY∩ /0 = /0, qualquer que sejaY.
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No primeiro caso temos queX é um conjunto fechado e no segundoX é um conjunto

aberto. Poŕem osúnicos subconjuntos de IR que são simultaneamente fechados e abertos

são /0 e IR. Dáı, X = /0 ouX = IR.

6. SejamX,Y ⊂ IR. Prove queX∪Y = X ∪Y e queX∩Y ⊂ X ∩Y. Dê exemplo em que

X∩Y 6= X∪Y.

7. Dada uma sequência(xn)n∈IN, prove que o fecho do conjuntoX = {xn;n ∈ IN} é X =

X∪A, ondeA é o conjunto dos valores de aderência de(xn)n∈IN.

Resoluç̃ao:

Devemos mostrar queX = X∪A.

1. X∪A⊂ X.

Sejax∈ X∪A, logox∈ X oux∈ A. Sex∈ X, comoX ⊂ X, temosx∈ X. Sex∈ A,

ent̃aox é valor de aderência de alguma(xn)n∈IN, ou seja,x é limite de uma seqûencia

de X, logox∈ X.

De qualquer formax∈ X. Portanto,X∪A⊂ X.

2. X ⊂ X∪A.

Sejax∈ X, logox é aderente aX, ou seja,x é limite de alguma sequência(xn)n∈IN ∈
X, ent̃aox∈ A.

Disto segue quex∈ X∪A. Donde resulta queX ⊂ X∪A.

De (1) e (2) podemos concluir queX = X∪A.

6.5.3 Seç̃ao 3: Pontos de acumulação

1. Prove que, para todoX ⊂ IR, tem-seX = X∪X′. Conclua queX é fechado se, e somente

se, cont́em todos os seus pontos de acumulação.

2. Prove que toda coleção de intervalos ñao degenerados dois a dois disjuntosé enumeŕavel.

Resoluç̃ao:

SejaX = {Iλ , λ ∈ IN} uma coleç̃ao de intervalos ñao degenerados dois a dois disjuntos.

Logo, Ip∩ Iq = /0,∀ p,q∈ IN.
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Uma vez que tais intervalos são ñao-degenerados, existe infinitos números racionais den-

tro de cada um deles. Assim, podemos escolher em cada intervalo Iλ da coleç̃ao um

número racionalrλ . A correspond̂enciaX → Q é injetiva. Como o conjunto dos números

racionaiśe enumeŕavel, podemos concluir queX é enumeŕavel.

3. Prove que se todos os pontos do conjuntoX ⊂ IR são isolados então pode-se escolher,

para cadax∈ X, num intervalo abertoIx, de centrox. tal quex 6= y⇒ Ix∩ Iy = /0.

4. Prove que se todo conjunto não enumeŕavelX ⊂ IR possui algum ponto de acumulação

a∈ X.

Resoluç̃ao:

Vamos provar a contrapositiva: “Se um conjuntoX ⊂ IR não possui ponto de acumulação,

ent̃aoX é enumeŕavel.”

De fato, temos do exercı́cio (2) que se todos os pontos do conjuntoX são isolados, então

existe uma faḿılia de intervalos abertosIx, com centro emx ∈ X, tais que os mesmos

são dois a dois disjuntos. Como toda famı́lia de intervalos ñao degenerados, dois a dois

disjuntos,é enumeŕavel, exerćıcio (3), segue-se queX é enumeŕavel. Provando a contra-

positiva e desta forma o exercı́cio.

5. Prove que, para todoX ⊂ IR, X′ é um conjunto fechado.

6. Sejaa um ponto de acumulação do conjuntoX. Prove que existe uma sequência crescente

ou uma seqûencia decrescente de pontosxn ∈ X com lim
n→∞

xn = a.

Resoluç̃ao:

Sejaa ponto de acumulação deX. Logo∀ ε > 0, (a− ε, a+ ε)∩ (X−{a}) 6= /0.

Consideremosε1 = 1. Ent̃ao existex1∈X tal que|x1−a|< 1. Sejaε2 = min
{
|x1−a| , 1

2

}
.

Ent̃ao existex2 ∈X tal que|x2−a|< ε2. Sejaε3 = min
{∣
∣x2−a, 1

3

∣
∣
}

. Ent̃ao existex3 ∈X

tal que|x3−a| < ε3.

Procedendo assim, obteremos uma sequência(xn)n∈IN de elementos deX tais que|xn−a|<
1
n

e 0< |xn+1−a| < |xn−a|.

Desta forma, sea≥ xn paran suficientemente grande, obtemos uma sequência crescente

(xn)n∈IN de elementos deX, tais que lim
n→∞

(xn) = a. Sea ≤ xn paran suficientemente

grande obtemos uma sequência decrescente(xn)n∈IN tais que lim
n→∞

(xn) = a.
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6.5.4 Seç̃ao 4: Conjuntos compactos

1. Prove que o conjuntoA dos valores de aderência de uma sequência(xn)n∈IN é fechado.

Se a seqûencia for limitada,A é compacto, logo existeml e L, respectivamente o menor

e o maior valor de aderência da seqûencia limitada(xn)n∈IN. Costuma-se escreverl =

lim
n→∞

inf xn eL = lim
n→∞

supxn.

2. Prove que uma reunião finita e uma interseção arbitŕaria de conjuntos compactosé um

conjunto compacto.

Resoluç̃ao:

SejamA eB conjuntos compactos, mostraremos queA∪B é um conjunto compacto.

Tomandox∈ A∪B temos quex∈ A oux∈ B. Sex∈ A ent̃ao existek1 ∈ IR tal quex≤ k1,

∀ x ∈ A. E sex ∈ B existek2 ∈ IR tal quex ≤ k2 ∀ x ∈ B. Sejak = max{k1, k2} ent̃ao

x≤ k, ∀ x∈ A∪B, isto é,A∪B é limitado.

ComoA eB são fechados, segue do Teorema 6.7 queA∪B é fechado.

Portanto,A∪B é compacto.

Agora, vamos provar que a intersecção arbitŕaria de conjuntos compactosé um conjunto

compacto.

ConsidereF =
⋂

λ∈L

Fλ , ondeFλ é compacto,∀ λ ∈ L. Sejax∈ F ent̃aox∈ Fλ , para todo

λ ∈ L. ComoFλ é limitado, segue que existekλ tal quex≤ kλ , ∀ x∈ Fλ . Supondo, sem

perda de generalidade, queFλ forma uma seqûencia ñao-decrescente tal queF1 ⊂ F2 ⊂
F3 ⊂ ·· · ⊂ Fλ ⊂ ·· · e sejak o maior doskλ , assimx≤ k para todox∈ F =

⋂

λ∈L

Fλ . Logo

a interseç̃aoé limitada.

ComoFλ é fechado,∀ λ ∈ L, segue do Teorema 6.7 queF é fechado.

3. Dê exemplo de uma sequência decrescente de conjuntos fechados não-vaziosF1 ⊃ F2 ⊃
·· · ⊃ Fn ⊃ ·· · e uma seqûencia decrescente de conjuntos limitados não-vaziosL1 ⊃ L2 ⊃
·· · ⊃ Ln ⊃ ·· · tais que

∞⋂

n=1

Fn = /0 e
∞⋂

n=1

Ln = /0.

4. SejamX, Y conjuntos disjuntos e não-vazios, comX compacto eY fechado. Prove que

existemx0 ∈ X, y0 ∈Y tais que|x0−y0| ≤ |x−y| para quaisquerx∈ X, y∈Y.
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Resoluç̃ao:

Sejaα = inf {|x−y| ;x∈ X,y∈Y}. Ent̃ao,α ≤ |x−y|, ∀ x ∈ X e y∈ Y. Vamos provar

queα = |x0−y0|.

De fato, existem sequências de pontosxn ∈ X eyn ∈Y tais que lim|xn−yn| = α.

Como X é compacto podemos admitir que limxn = x0 ∈ X. Temos ainda que|yn| =

|yn−xn +xn| ≤ |yn−xn|+ |xn|, ou seja,(yn) é uma seqûencia limitada, dáı temos que

(yn) possui uma subsequência convergente, istóe, limyn = y0 ∈Y. Logo, lim|xn−yn| =
|x0−y0| = α.

5. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isoladośe finito. Dê exemplo de um

conjunto fechado ilimitadoX e um conjunto limitado ñao-fechadoY, cujos pontos s̃ao

todos isolados.

6. Prove que seX é compacto então os seguintes conjuntos também s̃ao compactos:

(a) S= {x+y;x,y∈ X};

(b) D = {x−y;x,y∈ X};

(c) P = {x ·y;x,y∈ X};

(d) Q = {x/y;x,y∈ X}.

Resoluç̃ao:

SeX é compacto temos queX é limitado e fechado. ComoX é limitado segue que existe

k > 0 tal que|x| ≤ k, ∀ x∈ X.

(a) Para provarmos queS é compacto precisamos provar que:

• S é limitado;

Com efeito, sex,y∈ X, dáı |x| ≤ k e |y| ≤ k. Sejas= x+y, s∈ S. Ent̃ao,

|x+y| ≤ |x|+ |y| ≤ k+k = 2k ⇒ |s| ≤ 2k.

Portanto,S é limitado.

• S é fechado;

Suponhamos que lim(xn +yn) = s, xn,yn ∈ X. Devemos mostrar ques∈ S.

ComoX é limitado, toda seqûencia de pontos deX é limitada e possui uma

subseqûencia convergente. Logo, existe IN
′ ⊂ IN infinito tal que lim

n∈IN
′
xn = x0 ∈

X (poisX é fechado).
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Ent̃ao, comoyn = yn +xn−xn, temos:

lim
n∈IN

′
yn = lim

n∈IN
′
(yn +xn)− lim

n∈IN
′
xn = s−x0,

chamandos− x0 de y0, temos que existe o limite lim
n∈IN

′
yn = y0 ∈ X. E dáı,

s= lim
n∈IN

′
(xn +yn) = lim

n∈IN
′
xn + lim

n∈IN
′
yn = x0 +y0 ∈ S, ou seja,s∈ S. Portanto,S

é fechado.

Donde conclúımos queS é compacto.

(b) Vamos provar queD é compacto:

• D é limitado;

Sejamx,y∈ X, tomandod = x−y∈ D temos:

|d| = |x−y| ≤ |x|+ |y| ≤ k+k = 2k.

Portanto,D é limitado.

• D é fechado;

Suponhamos que lim(xn− yn) = d, xn,yn ∈ X. Da mesma forma que no item

anterior, comoX é limitado, existe IN
′ ⊂ IN infinito tal que lim

n∈IN
′
yn = y0 ∈ X,

comoxn = xn−yn +yn temos

lim
n∈IN

′
xn = lim

n∈IN
′
(xn−yn)+ lim

n∈IN
′
yn = d+y0.

Fazendod+y0 = x0 temos que existe lim
n∈IN

′
xn = x0 ∈ X. Dáı

d = lim
n∈IN

′
(xn−yn) = lim

n∈IN
′
xn− lim

n∈IN
′
yn = x0−y0 ∈ S,

ent̃aod ∈ S. LogoD é fechado.

Portanto,D é compacto.

(c) Agora mostraremos queP é compacto.

• P é limitado;

Sejap = x ·y∈ P, ent̃ao temos:

|p| = |x ·y| = |x| · |y| ≤ k ·k = k2, ∀ p∈ P.

Logo,P é limitado.

• P é fechado;

Suponhamos que lim(xn ·yn) = p, xn,yn ∈ X. ComoX é compacto existe IN
′ ⊂
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IN infinito tal que lim
n∈IN

′
xn = x0 ∈ X. Comoyn =

xn ·yn

xn
, segue que

lim
n∈IN

′
yn = lim

n∈IN
′

xn ·yn

xn
=

lim
n∈IN

′
(xn ·yn)

lim
n∈IN

′
xn

=
p
x0

,

considerando
p
x0

= y0, existe o lim
n∈IN

′
yn = y0 ∈ X. Dáı,

p = lim
n∈IN

′
(xn ·yn) = lim

n∈IN
′
xn · lim

n∈IN
′
yn = x0 ·y0 ∈ P

Portantop∈ P, donde segue queP é fechado.

Logo,P é compacto.

(d) Mostraremos queQ tamb́emé compacto.

• Q é limitado;

Sejaq =
x
y
∈ Q, ent̃ao:

|q| =

∣
∣
∣
∣

x
y

∣
∣
∣
∣

=
|x|
|y| ≤ k

k
= 1.

Portanto,Q é limitado por 1.

• Q é fechado;

Suponhamos que lim
xn

yn
= q, comxn,yn ∈ X. ComoX é compacto existe IN

′ ⊂

IN infinito tal que lim
n∈IN

′
yn = y0 ∈ X. Comoxn =

xn ·yn

yn
, segue que

lim
n∈IN

′
xn = lim

n∈IN
′

xn ·yn

yn
= lim

n∈IN
′

xn

yn
· lim
n∈IN

′
yn = q·y0.

Fazendox0 = q·y0 ∈ X, existe o limite lim
n∈IN

′
yn = y0 ∈ X. Dáı,

q = lim
n∈IN

′

xn

yn
=

lim
n∈IN

′
xn

lim
n∈IN

′
yn

=
x0

y0
∈ Q.

Logoq∈ Q ent̃aoQ é fechado.

Portanto,Q é compacto.
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7 LIMITES DE FUNÇ ÕES

7.1 DEFINIÇÃO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definição 7.1 Sejam X⊂ IR um conjunto de ńumeros reais, f: X → IR uma funç̃ao real cujo

doḿınio é X e a∈ X′ um ponto acumulaç̃ao do conjunto X. Diz-se que o número real Lé

limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-selimx→a f (x) = L, quando para todoε > 0

dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0 tal que se tem| f (x)−L| < ε sempre que x∈ X e

0 < |x−a| < δ .

Teorema 7.1 Sejam f,g : X → IR, a∈ X′, lim
x→a

f (x) = L e lim
x→a

g(x) = M. Se L< M ent̃ao existe

δ > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x∈ X como0 < |x−a| < δ .

Teorema 7.2 (Teorema do Sandúıche) Sejam f,g,h : X → IR, a∈ X′ e lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) =

L. Se f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) para todo x∈ X−{a} ent̃ao lim
x→a

h(x) = L.

Teorema 7.3 Sejam f: X → IR e a∈X′. A fim de que sejalim
x→a

f (x) = L é necesśario e suficiente

que, para toda sequência de pontos xn ∈ X−a comlim xn = a, tenha-selim f (xn) = L.

Corolário 7.1 (Unicidade do limite) Sejam f: X → IR e a∈ X′. Selim
x→a

f (x) = L e lim
x→a

f (x) =

M ent̃ao L= M.

Corolário 7.2 (Operaç̃oes com limites). Sejam f,g :→ IR, a∈X′, comlim
x→a

f (x)= L e lim
x→a

g(x)=

M. Ent̃ao

1. lim
x→a

f (x)±g(x) = L±M;

2. lim
x→a

f (x) ·g(x) = L ·M;

3. lim
x→a

f (x)
g(x) = L

M , se M 6= 0;

4. Selim
x→a

f (x) = 0 e gé limitada numa vizinhança de a, tem-selim
x→a

f (x) ·g(x) = 0
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Teorema 7.4 Sejam f: X → IR, a∈ X′, se existelim
x→a

f (x) ent̃ao f é limitada numa vizinhança

de a, istoé, existemδ > 0 e c> 0 tais que x∈ X, 0 < |x−a| < δ implica | f (x)| ≤ c.

7.2 LIMITES LATERAIS

Definição 7.2 (Ponto de acumulaç̃aoà direita) Um ńumero real áe dito ponto de acunulação á

direita de X⊂ IR, quando toda vizinhança de a contém algum ponto x∈ X com x> a. Escreve-

se: a∈ X′
+.

Equivalentemente para todoε > 0 tem-seX∩ (a,a+ ε) 6= /0. A fim de quea∈ X
′
+ é necesśario

e suficiente quea seja limite de uma sequência de pontosxn > a, pertencentes aX. Finalmente

a é um ponto de acumulação à direita para o conjuntoX se, e somente se,é um ponto de

acumulaç̃ao ordińario do conjuntoY = X∩ (a,+∞).

Definição 7.3 (Ponto de acumulaç̃ao à esquerda) Diz-se que áe um ponto de acunulação á

esquerda de X⊂ IR, quando para todoε > 0 tem-se X∩ (a− ε,a) 6= /0, ou seja, a∈ Z
′

onde

Z = (−∞,a)∩X. Representa-se: a∈ X′
−.

Para que isto aconteça,é necesśario e suficiente quea= lim xn, onde(xn) é uma seqûencia cujos

termosxn < a pertencem aX.

Quandoa∈ X′
+∩X′

− diz-se quea é um ponto de acumulação bilateral deX.

Definição 7.4 (Limite à direita) Sejam f: X → IR, a ∈ X′
+. Diz-se que o ńumero real Lé

limite á direita de f(x) quando x tende para a, e dadoε > 0, pode-se obterδ > 0 tal que

| f (x)−L| < ε sempre que x∈ X e0 < x−a < δ . Escreve-se L= lim
x→a+

f (x). Simbolicamente:

lim
x→a+

f (x) = L. ≡ .∀ε∃δ > 0;x∈ X∩ (a,a+δ ) ⇒ | f (x)−L| < ε.

Definição 7.5 (Limite à esquerda) Considerando f: X → IR e a∈ X′
−, dizemos que Ĺe limiteà

esquerda de f(x) quando para todoε > 0, pode-seδ > 0 tal que x∈ X∩ (a−δ ,a) ⇒ | f (x)−
L| < ε. Escreve-se: L= lim

x→a−
f (x).

Os resultados enunciados para limites também s̃ao v́alidos para limites laterais.

Dadoa ∈ X′
+ ∩X′

−, existe lim
x→a

f (x) = L se, e somente se, existem e são iguais os limites

laterais.

lim
x→a+

f (x) = lim
x→a−

f (x) = L.
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Teorema 7.5 Seja f: X → IR uma funç̃ao mońotona limitada. Para todo a∈ X′
+ e todo b∈ X′

−
existem lim

x→a+
f (x) = L e lim

x→a−
f (x) = M. Ou seja, existem sempre limites laterais de uma função

mońotona limitada.

7.3 LIMITES NO INFINITO, LIMITES INFINITOS

Definição 7.6 Seja X⊂ IR ilimitado superiormente. Dada f: X → IR, escreve-se:lim
x→+∞

f (x) =

L, quando o ńumero real L satisfaz̀a seguinte condiç̃ao:

∀ε > 0 ∃A > 0; x∈ X,x > A⇒ | f (x)−L| < ε

Definição 7.7 Seja X⊂ IR ilimitado inferiormente. Dada f: X → IR, escreve-se:lim
x→−∞

f (x) =

L, quando o ńumero realε > 0 dado, existir A> 0 tal que x< −A⇒ | f (x)−L| < ε.

Os limites parax→ +∞ e x→−∞ são de certo modo, limites laterais, o primeiroé um limite

à esquerda e o segundoà direita. O limite de uma sequênciaé um caso particular de limite no

infinito.

Definição 7.8 (Limites Infinitos) Sejam X⊂ IR, a∈X′, f : X → IR. Diremos quelim
x→a

f (x) = +∞

quando, para todo A> 0 dado, existeδ > 0 tal que0 < |x−a| < δ , x∈ X ⇒ f (x) > A

Definição 7.9 (Limites Infinitos) Sejam X⊂ IR, a∈ X′, f : X → IR. Temos quelim
x→a

f (x) = −∞

quando, para todo A> 0 dado, existeδ > 0 tal que0 < |x−a| < δ , x∈ X ⇒ f (x) < −A
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7.4 EXERĆICIOS

7.4.1 Seç̃ao 1: Definiç̃ao e primeiras propriedades

1. Sejamf : X → IR, a∈ X′ eY = f (X−{a}). Se lim
x→a

f (x) = L ent̃aoL ∈Y.

2. Sejam f : X → IR, a ∈ X
′
. A fim de que exista lim

x→a
f (x) é suficiente que, para toda

seqûencia de pontosxn ∈ X−{a} com limxn = a, a seqûencia( f (xn)) seja convergente.

Resoluç̃ao:

Suponhamos que exista lim
x→a

f (x) exn,yn ∈ X−{a} tal que limxn = lim yn = a.

Desta forma, definimos(zn), considerandoz2n−1 = xn e z2n = yn. Dáı, temos limz2n−1 =

lim xn = a e limz2n = lim yn = a. Logo, limzn = a. Como pelo Teorema (7.3)f (x) con-

vergir exn convergir implica na convergência def (xn), ent̃ao( f (zn)) converge. Portanto,

lim f (xn) = lim f (yn), já que( f (xn)) e ( f (yn)) são subseqûencias de( f (zn)).

3. Sejamf : X → IR, g : Y → IR com f (X) ⊂Y, a∈ X′ eb∈Y′∩Y.

Se

lim
x→a

f (x) = b e lim
y→b

g(y) = c,

prove que lim
x→a

g( f (x)) = c, contanto quec = g(b) ou ent̃ao quex 6= a implique f (x) 6= b.

4. Sejamf ,g : IR→ IR definidas porf (x) = 0 sex é irracional ef (x) = x sex∈Q; g(0) = 1 e

g(x) = 0 sex 6= 0. Mostre que lim
x→0

f (x) = 0 e lim
y→0

g(y) = 0, poŕem ñao existe lim
x→0

g( f (x)).

Resoluç̃ao:

Temos

f (x) =

{

0, x∈ IR|Q
x, x∈ Q

e g(x) =

{

1, x = 0

0, x 6= 0

Vamos provar inicialmente que lim
x→0

f (x) = 0.

• Sex∈ IR|Q temos:

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

0 = 0.

• Sex∈ Q temos:

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

x = 0.
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O que mostra que lim
x→0

f (x) = 0.

Mostraremos agora que lim
y→0

g(y) = 0.

De fato, lim
y→0

g(y) = lim
y→0

0 = 0, já quey→ 0, masy 6= 0.

Agora calcularemos lim
x→0

g( f (x)):

• No caso dex∈ Q, segue:

lim
x→0

g( f (x)) = lim
x→0

g(x) = lim
x→0

0 = 0.

• Poŕem parax∈ IR|Q, temos:

lim
x→0

g( f (x)) = lim
x→0

g(0) = lim
x→0

1 = 1.

Como lim
x→0

g( f (x)) quandox∈ Q é diferente de lim
x→0

g( f (x)) quandox∈ IR|Q, segue que

lim
x→0

g( f (x)) não existe.

5. Sejaf : IR → IR definida porf (0) = 0 e f (x) = sin(1/x) sex 6= 0. Mostre que para todo

c∈ [−1,1] existe uma seqûencia de pontosxn 6= 0 tais que limxn = 0 e lim f (xn) = c.

7.4.2 Seç̃ao 2: Limites laterais

1. Prove quea∈ X
′
+ (respectivamente,a∈ X

′
−) se, e somente se,a = lim xn é limite de uma

seqûencia decrescente (respectivamente, crescente) de pontospertencentes ao conjunto

X.

Resoluç̃ao:

(⇒) Sejaa∈ X
′
+, tal que limxn = a, devemos mostrar que(xn) é uma seqûencia decres-

cente de pontos deX.

Comoa∈ X
′
+, para todoε > 0, tem-seX∩ (a,a+ ε) 6= /0.

Assim, dadoε1 = 1 temosX∩ (a,a+1) 6= /0, ou seja, existex1 ∈ (a,a+1)∩X.

Sejaε2 = min{|x1−a| ,1/2}, ent̃aoX∩ (a,a+ε2) 6= /0, istoé, existex2 ∈ (a,a+ε2)∩X.
...

Sejaεn = min{|xn−1−a| ,1/n}, ent̃aoX∩(a,a+εn) 6= /0, ou seja, existexn ∈ (a,a+εn)∩
X.

Procedendo desta forma, obtemos uma sequência(xn) de pontos deX tal que

0 < |xn+1−a| < |xn−a| e |xn−a| < 1
n
.
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Comoxn > a, ∀ n∈ IN, temosxn−a > 0, o que implica em|xn−a| = xn−a, ∀ n∈ IN.

Dáı, da primeira desigualdade segue quexn+1 < xn, istoé, a seqûencia(xn) é decrescente,

e da segunda desigualdade resulta que limxn = a.

(⇐) Reciprocamente, sejaa = lim xn tal que(xn) é uma seqûencia decrescente de pontos

deX. Vamos mostrar quea∈ X
′
+.

De fato, como limxn = a, dadoε > 0, existen0 ∈ IN tal quen≥ n0 implica

(a− ε,a+ ε)∩ [(xn)−{a}] 6= /0. (1)

Mas como(xn) é decrescente temosa≤ xn, ∀ n∈ IN. Logo,

(a− ε,a)∩ (xn) = /0. (2)

De (1) e (2) segue que

(a,a+ ε)∩ (xn) 6= /0,

ou seja,a∈ X
′
+.

2. Prove que lim
x→a+

f (x) = L (respectivamente, lim
x→a−

f (x) = L) se, e somente se, para toda

seqûencia decrescente (respectivamente, crescente) de pontosxn ∈ X com limxn = a tem-

se lim f (xn) = L.

3. Sejaf : IR−{0}→ IR definida porf (x)= 1/
(

1+a1/x
)

, ondea> 1. Prove que lim
x→0+

f (x)=

0 e lim
x→0−

f (x) = 1.

Resoluç̃ao:

Devemos provar que lim
x→0+

1

1+a1/x
= 0.

De fato, lim
x→0+

1
x

= +∞.

Dáı, comoa > 1, lim
x→0+

a1/x = +∞.

Logo, lim
x→0+

1

1+a1/x
= 0.

Vamos provar agora que lim
x→0−

1

1+a1/x
= 1.

Com efeito, lim
x→0−

1
x

= −∞.

Logo, paraa > 1 temos lim
x→0−

a1/x = 0.
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Segue que lim
x→0−

1

1+a1/x
=

1
1+0

= 1.

4. Sejamf : X → IR mońotona ea∈ X
′
+. Se existir uma sequência de pontosxn ∈ X com

xn > a, lim xn = a e lim f (xn) = L ent̃ao lim
x→a+

f (x) = L.

5. Dadaf : IR−{0} → IR, definida porf (x) = sen(1/x)/(1+21/x), determine o conjunto

dos ńumerosL tais queL = lim f (xn), com limxn = 0, xn 6= 0.

Resoluç̃ao:

Como a funç̃ao senóe limitada por 1, istóe, |senθ | ≤ 1,∀ θ . Sejac∈ [−1,1] e tome uma

seqûencia(xn) tal quexn < 0 com limxn = 0 e sen(1/xn) = c, para todon.

Assim, f (xn) =
sen(1/xn)

1+21/xn
= sen(1/xn) ·

1

1+21/xn
= c· 1

1+21/xn
.

Logo, lim f (xn) = lim

(

c· 1

1+21/xn

)

.

Como limxn = 0 exn < 0, temos lim
1
xn

= −∞.

Dáı, lim21/xn = 0.

Desta forma, lim
1

1+21/xn
=

1
1+0

= 1.

Portanto, lim

(

c· 1

1+21/xn

)

= c·1 = c.

Conclúımos que o conjunto dos númerosL tais queL = lim f (xn) é [−1,1].

7.4.3 Seç̃ao 3: Limites no infinito, limites infinitos, expressões indeterminadas

1. Sejap : IR → IR um polin̂omio ñao constante, istóe, para todox∈ IR, p(x) = a0 +a1x+

· · ·+anxn, coman 6= 0 en≥ 1. Prove que sen é par ent̃ao lim
x→+∞

p(x) = lim
x→−∞

p(x) = +∞

sean > 0 e= −∞ sean < 0. Sen é ı́mpar ent̃ao lim
x→+∞

= +∞ e lim
x→−∞

p(x) = −∞ quando

an > 0 e os sinais dos limites são trocados quandoan < 0.

2. Seja f : IR → IR, definida porf (x) = xsenx. Prove que, para todoc ∈ IR, existe uma

seqûenciaxn ∈ IR com lim
n→∞

xn = +∞ e lim
n→∞

f (xn) = c.

Resoluç̃ao:

Ao considerarmos 2πn− π
2 ≤ x ≤ 2πn+ π

2 , a funç̃ao senx assume todos os valoresy∈
[−1,1]. Ent̃ao a funç̃aoxsenx assume todos os valores deπ

2 −2πn a π
2 +2πn.
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Dadoc∈ IR, existen0 ∈ IN tal que para todon≥ n0 temosπ
2 −2πn≤ c≤ 2πn+ π

2 .

Logo, para todon≤ n0, existexn ∈ [2πn− π
2 ,2πn+ π

2 ] tal quexnsenxn = c.

Ent̃ao limxn = +∞ e lim f (xn) = c.

3. Sejaf : [a,+∞) → IR limitada. Para cadat ≥ a indiquemos comMt o sup emt o inf de f

no intervaloI = [t,+∞). Comwt = Mt −mt indicaremos a oscilação def emI . Prove que

existem lim
x→+∞

Mt e lim
t→+∞

mt . Prove que existe lim
x→+∞

f (x) se e somente se, lim
t→+∞

wt = 0.
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8 FUNÇÕES CONTÍNUAS

8.1 DEFINIÇÃO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definição 8.1 (Continuidade) Uma funç̃ao f : X → IR, definida no conjunto X⊂ IR, diz-se

cont́ınua no ponto a∈ IR quando, para todoε > 0 dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0

tal que x∈ X e |x−a| < δ impliquem| f (x)− f (a)| < ε, de outra maneira podemos escrever

que f é cont́ınua no ponto a significa:

∀ε > 0 ∃δ > 0; x∈ X, |x−a| < δ ⇒ | f (x)− f (a)| < ε.

Definição 8.2 (Funç̃ao Cont́ınua) Diz-se que f: X → IR é uma funç̃ao cont́ınua quando fé

cont́ınua em todos os pontos a∈ X.

Definição 8.3 (Continuidade Local) A continuidadée um fen̂omeno local, istóe, a funç̃ao f :

X → IR é cont́ınua no ponto a∈ X se, e somente se, existe uma vizinhança V de a tal que a

restrição de f a V∩X é cont́ınua no ponto a.

Observaç̃ao 8.1 • Se aé um ponto isolado do conjunto X istoé, dadoδ > 0 tem-se X∩
(δ −a,δ +a) = {a}, em toda a funç̃ao f : X → IR é cont́ınua no ponto a.

• Se Xé um conjunto discreto, comoZZ por exemplo, então toda a funç̃ao inteiraé cont́ınua

o mesmo acontece com o conjunto dos números naturais.

• Se a∈ X ∩X′, ou seja, se a∈ X e a∈ X′ ent̃ao f : X → IR é cont́ınua no ponto a se, e

somente se,lim
x→a

f (x) = f (a).

• Não h́a restriç̃oes para a definiç̃ao de continuidade quando x= a pois nesta situaç̃ao

teŕıamos obviamenteε > 0.

Teorema 8.1 Sejam f,g : X → IR cont́ınuas no ponto a∈ X, com f(a) < g(a). Existeδ > 0 tal

que f(x) < g(x) para todo x∈ X∩ (a−δ ,a+δ ).
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Corolário 8.1 Sejam f: X → IR cont́ınua no ponto a∈ X. Se f(a) 6= 0 existeδ > 0 tal que,

para todo x∈ X∩ (a−δ ,a+δ ), f (x) tem o mesmo sinal de f(a).

Teorema 8.2 A fim de que a funç̃ao f : X → IR seja cont́ınua no ponto áe necesśario e sufi-

ciente que, para toda sequência de pontos xn ∈ X comlim xn = a, se tenhalim f (xn) = f (a).

Corolário 8.2 Se f,g : X → IR são cont́ınuas no ponto a∈ X ent̃ao s̃ao cont́ınuas nesse mesmo

ponto as funç̃oes f+g, f ·g : X → IR, bem como a funç̃ao f/g, caso seja g(a) 6= 0.

Teorema 8.3 Sejam f: X → IR cont́ınua no ponto a∈ X, g : Y → IR cont́ınua no ponto b=

f (a) ∈Y e f(X) ⊂Y, de modo que a composta g◦ f : X → IR esta bem definida. Então g◦ f é

cont́ınua no ponto a.

8.2 FUNÇÕES CONT́INUAS NUM INTERVALO

Teorema 8.4 (Teorema do Valor Intermediário) Seja f : [a,b] → IR cont́ınua. Se f(a) < d <

f (b) ent̃ao existe c∈ (a,b) tal que f(c) = d.

Corolário 8.3 Se I⊂ IR é um intervalo e f: I → IR é cont́ınua ent̃ao f(I) é um intervalo.

Teorema 8.5 Seja I⊂ IR um intervalo. Toda funç̃ao cont́ınua injetiva f : I → IR é mońotona e

sua inversa g: J → I definida no intervalo J= f (I), é cont́ınua.

Corolário 8.4 Para todo n∈ IN, a funç̃ao g : [0,+∞) → [0,+∞) definida por g(x) = n
√

x é

cont́ınua.

Diz-se um homeomorfismo entreX e Y quandoX ⊂ IR e Y ⊂ IR é uma bijeç̃ao cont́ınua f :

X → Y cuja inversaf−1 : Y → X é tamb́em cont́ınua. O Teorema 8.5 diz, portanto que seI é

um intervalo ent̃ao toda funç̃ao cont́ınua e injetivaf : I → IR é um homeomorfismo entreI e o

intervaloJ = f (I).

8.3 FUNÇÕES CONT́INUAS EM CONJUNTOS COMPACTOS

O teorema a seguir assegura a existência de valores ḿaximos e ḿınimos de uma funç̃ao

cont́ınua quando seu domı́nio é compacto.
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Teorema 8.6 (Weierstrass) Seja f: X → IR cont́ınua no conjunto compacto X⊂ IR. Existem

x0 e x1 tais que f(x0) ≤ f (x) ≤ f (x1) para todo x∈ X.

Teorema 8.7 A imagem f(X) de um conjunto compacto X⊂ IR por uma funç̃ao cont́ınua f :

X → IR é um conjunto compacto.

Corolário 8.5 Se X⊂ IR é compacto então toda funç̃ao cont́ınua f : X → IR é limitada, istoé,

existe c> 0 tal que| f (x)| ≤ c para todo x∈ X.

Teorema 8.8 Se X⊂ IR é compacto então toda bijeç̃ao cont́ınua f : X → Y ⊂ IR tem inversa

cont́ınua g: Y → X.

8.4 CONTINUIDADE UNIFORME

Seja f : X → IR cont́ınua. Dadoε > 0, para cadax∈ X pode-se acharδ > 0 tal quey∈ X,

|y−x| < δ implicam | f (y)− f (x)| < ε.

O número positivoδ não depende apenas doε > 0 dado mas tamb́em do pontox no qual

a continuidade def é examinada. Nem sempre dadoε > 0, pode-se encontrar umδ > 0 que

sirva em todos os pontosx∈ X (mesmo sendof cont́ınua em todos esses pontos).

Definição 8.4 Uma funç̃ao f : X → IR diz-se uniformemente contı́nua no conjunto X quando,

para todoε > 0 dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0 tal que x,y∈X, |y−x|< δ implicam

| f (y)− f (x)| < ε.

Observaç̃ao 8.2 • Uma funç̃ao uniformemente contı́nua f : X → IR é cont́ınua em todos

os pontos do conjunto X. A recı́proca ñao é verdadeira.

• A continuidade de uma função f : X → IR no ponto a∈ X significa que pode se ter f(x)

tão próximo de f(a) quanto se deseje, ou seja a esta fixo e x se aproxima dele afim de

que f(x) se aproxime da f(a). Já na continuidade uniforme, pode-se fazer com que f(x)

e f(y) se tornem t̃ao próximos quanto se queira, bastando que x,y∈ X estejam tamb́em

próximos.

• Podemos distinguir a continuidade uniforme, se cada ponto x∈ X possui uma vizinhança

V tal que a restriç̃ao V∩X é cont́ınua ent̃ao f é comt́ınua. Mas ñao podemos afirmar

para f uniformemente contı́nua. Isso se exprime dizendo que a continuidadeé uma noç̃ao

local enquanto a continuidade uniformeé um conceito global.
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Definição 8.5 (Funç̃ao Lipschitziana) Um funç̃ao é dita Funç̃ao Lipschitziana quando existe

uma constante k> 0 (chamada constante de Lipschitz da função) tal que

| f (x)− f (y)| ≤ k|x−y|,

sejam quais forem x,y∈ X

Toda funç̃ao lipschitzianaf : X → IR é uniformemente contı́nua dadoε > 0, tome-seδ =
ε
k

.

Ent̃aox,y∈ X, |x−y| < δ ⇒ | f (y)− f (x)| ≤ k|x−y| < k · ε
k

= ε

Teorema 8.9 A fim de que f: X → IR seja uniformemente contı́nua é necesśario e suficiente

que, para todo par de sequências(xn),(yn) em X comlim(yn−xn)= 0 tenha-selim [ f (yn)− f (xn)]=

0.

Teorema 8.10Seja X⊂ IR compacto. Toda função cont́ınua f : X → IR é uniformemente

cont́ınua.

Teorema 8.11Toda funç̃ao f : X → IR, uniformemente contı́nua num conjunto limitado X,́e

uma funç̃ao limitada.

Teorema 8.12Se f : X → IR é uniformemente contı́nua ent̃ao para cada a∈ X′(mesmo que a

não pertença a X), existelim
x→a

f (x).
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8.5 EXERĆICIOS

8.5.1 Seç̃ao 1: Definiç̃ao e primeiras propriedades

1. Sejamf ,g : X → IR cont́ınuas no pontoa ∈ X. Prove que s̃ao cont́ınuas no pontoa as

funçõesϕ,ψ : X → IR, definidas porϕ(x) = max{ f (x), g(x)} eψ(x) = min{ f (x), g(x)}
para todox∈ X.

Resoluç̃ao:

Como f eg são funç̃oes cont́ınuas, dadoε/2 > 0 existeδ1 > 0 eδ2 > 0 tais que:

|x−a| < δ1 ⇒ | f (x)− f (a)| < ε/2;

|x−a| < δ2 ⇒ |g(x)−g(a)| < ε/2.

Sejamϕ(x) = max{ f (x),g(x)} e ψ(x) = min{ f (x),g(x)}, ∀ x ∈ X. Tomandoϕ =

min{δ1,δ2}, para todox∈ X, com|x−a| < δ , devemos mostrar que|ϕ(x)−ϕ(a)| < ε e

|ψ(x)−ψ(a)| < ε.

Sabendo que max{ f (x),g(x)} = 1
2 [ f (x)+g(x)+ | f (x)−g(x)|], temos:

|ϕ(x)−ϕ(a)| =
∣
∣1

2 [ f (x)+g(x)+ | f (x)−g(x)|]− 1
2 [ f (a)+g(a)+ | f (a)−g(a)|]

∣
∣

= 1
2 |[ f (x)+g(x)]− [ f (a)+g(a)]+ | f (x)−g(x)|− | f (a)−g(a)||

= 1
2 | f (x)− f (a)+g(x)−g(a)+ | f (x)−g(x)|− | f (a)−g(a)||

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ || f (x)−g(x)|− | f (a)−g(a)||]

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ | f (x)−g(x)− [ f (a)−g(a)]|]

= 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ |[ f (x)− f (a)]+ [g(a)−g(x)]|]

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ | f (x)− f (a)|+ |g(a)−g(x)|]

= 1
2 [| f (x)− f (a)|+ | f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ |g(x)−g(a)|]

= 1
2 [2| f (x)− f (a)|+2|g(x)−g(a)|]

= | f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|
< ε

2 + ε
2

= ε.

Logo,ϕ é cont́ınua.
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Agora, considerando o fato de que min{ f (x),g(x)}= 1
2 [ f (x)+g(x)−| f (x)−g(x)|], temos:

|ψ(x)−ψ(a)| =
∣
∣1

2 [ f (x)+g(x)−| f (x)−g(x)|]− 1
2 [ f (a)+g(a)−| f (a)−g(a)|]

∣
∣

= 1
2 | f (x)− f (a)+g(x)−g(a)+ [| f (a)−g(a)|− | f (x)−g(x)|]|

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ || f (a)−g(a)|− | f (x)−g(x)||]

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ | f (a)−g(a)− [ f (x)−g(x)]|]

= 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ |[ f (a)− f (x)]+ [g(x)−g(a)]|]

≤ 1
2 [| f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ |−[ f (x)− f (a)]|+ |g(x)−g(a)|]

= 1
2 [| f (x)− f (a)|+ | f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|+ |g(x)−g(a)|]

= 1
2 [2| f (x)− f (a)|+2|g(x)−g(a)|]

= | f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|
< ε

2 + ε
2

= ε.

Portanto,ψ tamb́emé cont́ınua.

2. Sejamf ,g : X → IR cont́ınuas. Prove que seX é aberto ent̃ao o conjuntoA = {x∈ X;

f (x) 6= g(x)} é aberto e seX é fechado o conjuntoF = {x∈ X; f (x) = g(x)} é fechado.

3. Uma funç̃ao f : X → IR diz-sesemi-cont́ınua superiormente(scs) no pontoa∈X quando,

para cadac> f (a) dado, existeδ > 0 tal quex∈X, |x−a|< δ implicam f (x) < c. Defina

funç̃ao semi-contı́nua inferiormente(sci) no pontoa. Prove quef é cont́ınua no pontoa

se, e somente se,é scs e sci nesse ponto.

Resoluç̃ao:

Uma funç̃ao f : X → IR é dita semi-contı́nua inferiormente(sci) no pontoa∈ X quando,

para cadac < f (a) dado, existeδ > 0 tal quex∈ X, |x−a| < δ implicam f (x) > c.

Provaremos agora quef é cont́ınua no pontoa se, e somente se,é scs e sci nesse ponto.

(⇒) Como f e cont́ınua no pontoa, para todoε > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter

δ > 0 tal quex∈ X e |x−a| < δ impliquem| f (x)− f (a)| < ε.

Para provarmos quef é scs no pontoa suponhamosc > c− ε > f (a), devemos mostrar

quec > f (x).

De fato,| f (x)− f (a)| < ε implica

f (a)− ε < f (x) < f (a)+ ε
⇒ f (x) < f (a)+ ε < c− ε + ε = c

⇒ f (x) < c,
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Logo, f é scs.

Para mostrarmos quef é sci no pontoa suponhamosc< c+ε < f (a), precisamos provar

quec < f (x).

Com efeito,| f (x)− f (a)| < ε implica

f (a)− ε < f (x) < f (a)+ ε
⇒ c = c+ ε − ε < f (a) < f (x)

⇒ c < f (x)

Logo, f é sci.

(⇐) Temos quef é sci e scs no pontoa. Suponhamos por absurdo quef nãoé cont́ınua

neste ponto.

Ent̃ao existeε > 0 tal que∀ δ > 0, sex∈ X e |x−a| < δ ent̃ao| f (x)− f (a)| ≥ ε.

Dáı, f (x)− f (a) ≥ ε ou f (x)− f (a) ≤−ε. E, portanto,

f (x) ≥ f (a)+ ε > f (a) > c

⇒ f (x) > c.

ou

f (x) ≤ f (a)− ε < f (a) < c

⇒ f (x) < c.

Disto segue quef é scs ouf é sci, o quée um absurdo, pois contradiz nossa hipótese.

Logo f é cont́ınua.

4. Seja f : IR → IR cont́ınua. Prove que sef (x) = 0 para todox ∈ X ent̃ao f (x) = 0 para

todox∈ X.

5. Prove quef : IR→ IR é cont́ınua se, e somente se, para todoX ⊂ IR, tem-sef (X)⊂ f (X).

Resoluç̃ao:

(⇒) Seja f : IR → IR cont́ınua. Tomandoy∈ f (X), precisamos mostrar quey∈ f (X), ou

seja, para todoε > 0 temos(y− ε,y+ ε)∩ f (X) 6= /0.

De fato, comoy∈ f (X) temosy = f (x0), para algumx0 ∈ X. Dáı, para todoδ > 0 temos

(x0−δ ,x0 +δ )∩X 6= /0. Logo, pelo fato def ser cont́ınua temos

f ((x0−δ ,x0 +δ )) ⊂ (y− ε,y+ ε).
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Segue que

f (x0) ∈ f ((x0−δ ,x0 +δ )) ⊂ (y− ε,y+ ε).

Al ém disso, comox0 ∈ X, temos quex0 ∈ (x0−δ ,x0 +δ ) ex0 ∈ X, logo

f (x0) ∈ f ((x0−δ ,x0 +δ )) e f (x) ∈ f (X).

Portanto,f (x0) ∈ (y− ε,y+ ε)∩ f (X), isto é,y = f (x0) ∈ f (X). Dáı, f (X) ⊂ f (X).

(⇐) Reciprocamente, sejaX ⊂ IR tal que f (X) ⊂ f (X). Vamos mostrar quef é cont́ınua

ema∈ IR.

Suponhamos quef não seja contı́nua ema. Logo, existemε > 0 e(xn)n∈IN ∈ IR tal que

lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

f (xn) 6= f (a), ou seja,| f (xn)− f (a)| ≥ ε.

Ao considerarmosX = {x1,x2, · · · ,xn, · · ·} temosa∈ X e f (a) /∈ f (X). Assim, f (X) não

est́a contido emf (X), o queé um absurdo.

Portanto,f é cont́ınua ema.

6. Sejamf ,g : X → IR cont́ınuas no pontoa. Suponha que, em cada vizinhançaV de a,

existam pontosx,y tais quef (x) < g(x) e f (y) > g(y). Prove quef (a) = g(a).

7. Seja f : X → IR descont́ınua no pontoa ∈ X. Prove que existeε > 0 com a seguinte

propriedade: ou se pode achar uma sequência de pontosxn ∈ X com limxn = a e f (xn) >

f (a)+ε para todon∈ IN ou acha-se(yn) comyn ∈ X, lim yn = a e f (yn) < f (a)−ε para

todon∈ IN.

Resoluç̃ao:

Se f : X → IR é descontı́nua no pontoa∈ X, ent̃ao existeε > 0 tal que∀ δ > 0 pode-se

acharx∈ X para os quais

|x−a| < δ e | f (x)− f (a)| ≥ ε.

Desta forma, temos que existe uma sequência(zn)n∈IN ∈X tal que lim
n→∞

zn = ae| f (zn)− f (a)| ≥
ε.

Logo, existe um subconjuntoA1 ⊂ IN, A1 =
{

nk1,nk2, · · · ,nki , · · ·
}

tal que

f (znk)− f (a) > ε, ∀ nki ∈ A1.
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Denotando(znk) = (xn), temos lim
n→∞

xn = a e f (xn) > ε + f (a).

De forma ańaloga, existe um subconjuntoA2 ⊂ IN, A2 =
{

mk1,mk2, · · · ,mk j , · · ·
}
⊂ IN tal

que

f (zmk)− f (a) < −ε, ∀ mki ∈ A2.

Denotando,(zmk) = (yn), temos que lim
n→∞

yn = a e f (yn)− f (a) < −ε. Logo,

− f (a)+ ε < − f (yn)

⇒ f (a)− ε > f (yn)

⇒ f (yn) < f (a)− ε.

8.5.2 Seç̃ao 2: Funç̃oes cont́ınuas num intervalo

1. Uma funç̃ao f : X → IR diz-selocalmente constantequando todo ponto deX possui uma

vizinhançaV tal quef é constante emV∩X. Prove que toda função f : I → IR, localmente

constante num intervaloI , é constante.

2. Seja f : I → IR uma funç̃ao mońotona, definida no intervaloI . Se a imagemf (I) é um

intervalo, prove quef é cont́ınua.

Resoluç̃ao:

Suponhamos, sem perda de generalidade, quef seja mońotona ñao-decrescente. Sejam

a∈ intI , l = lim
x→a−

f (x) eL = lim
x→a+

f (x).

Se f nãoé cont́ınua no pontoa∈ I , tomandox,y∈ I , x< a< y ez 6= f (a) tal quel < z< L,

f (x) < z< f (y). Masz 6= f (I), logo, f (I) nãoé um intervalo. Absurdo!

Portanto,f é cont́ınua no pontoa.
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Sea é um extremo do intervalo, digamos extremo direito, consideremos lim
x→a−

f (x) = l .

Se f é descontı́nua emx = a, ent̃ao l < f (a). Sejax∈ I tal quex < a e z 6= f (a) tal que

l < z< f (a). Logo, f (x) < z< f (a), masz 6= f (I). Desta forma, tamb́em f (I) nãoé um

intervalo. Absurdo!

Logo, f é cont́ınua.

3. Diz-se que uma função f : I → IR, definida no intervalo I, tem apropriedade do valor

intermedíario quando a imagemf (J) de todo intervaloJ ⊂ I é um intervalo. Mostre que

a funç̃ao f : IR → IR, dada porf (x) = sen(1/x) sex 6= 0 e f (0) = 0, tem a propriedade

do valor intermedíario, embora seja descontı́nua.

4. Seja f : I → IR uma funç̃ao com a propriedade do valor intermediário. Se, para cada

c∈ IR, existe apenas um número finito de pontosx∈ I tais quef (x) = c, prove quef é

cont́ınua.

Resoluç̃ao:

Sejaa∈ I . Suponhamos por absurdo quef seja descontı́nua ema∈ I . Assim, existe uma

seqûencia(xn)n∈IN ∈ I e ε > 0 tal que(xn) → a e | f (xn)− f (a)| ≥ ε ent̃ao

f (xn) ≥ ε + f (a) ou f(xn) ≤ f (a)− ε.

Consideremosf (xn) ≥ ε + f (a). Sejac ∈ ( f (a), f (a+ ε)). Pela propriedade do valor

intermedíario, para cadan∈ IN existe(zn) entrexn e a tal que f (zn) = c, onde(zn) é um

conjunto infinito, contradiç̃ao.

Portanto,f é cont́ınua ema.

5. Seja f : [0,1] → IR cont́ınua, tal quef (0) = f (1). Prove que existex ∈ [0,1/2] tal que

f (x) = f (x+1/2). Prove o mesmo resultado com 1/3 em vez de 1/2. Generalize.
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8.5.3 Seç̃ao 3: Funç̃oes cont́ınuas em conjuntos compactos

1. Sejaf : IR→ IR cont́ınua, tal que lim
x→+∞

f (x) = lim
x→−∞

f (x) = +∞. Prove que existex0 ∈ IR

tal que f (x0) ≤ f (x) para todox∈ IR.

Resoluç̃ao:

Como lim
x→∞

f (x) = lim
x→−∞

= ∞, segue que existeA > 0 tal que, sex∈ X temos|x| < A.

Fixemosa∈ IR tal quea∈ [−A,A], ent̃ao

f (x) > f (a). (1)

Restringindo a funç̃ao f ao conjunto compacto[−A,A], temos quef (X) tamb́em é um

conjunto compacto, já que f é cont́ınua. Dáı f (X) possui um menor elementof (x0), tal

que f (x0) ≤ f (y), ∀ y∈ [−A,A], em particular temos

f (x0) ≤ f (a). (2)

De (1) e (2) segue quef (x0) ≤ f (a) < f (x), logo

f (x0) ≤ f (x), ∀x∈ IR.

2. Sejaf : IR→ IR cont́ınua, com lim
x→+∞

f (x) = +∞ e lim
x→−∞

f (x) =−∞. Prove que, para todo

c∈ IR dado, existe entre as raı́zesx da equaç̃ao f (x) = c uma cujo ḿodulo|x| é ḿınimo.

3. Prove que ñao existe uma funç̃ao cont́ınua f : [a,b] → IR que assuma cada um dos seus

valoresf (x), x∈ [a,b], exatamente duas vezes.

Resoluç̃ao:

Vamos supor por absurdo que a função cont́ınua f : [a,b] → IR assuma cada um dos seus

valoresf (x), x∈ [a,b], exatamente duas vezes, ou seja, suponhamos que temosf (x) = d1

e f (x) = d2, comd1,d2 ∈ IR ed1 6= d2, x∈ [a,b].

Considerexn ∈ [a,b] tal que limxn = c, comoxn ∈ [a,b] fechado temos quec∈ [a,b]. E

como f é cont́ınua temos limf (xn) = f (c), comoc∈ [a,b], f (c) = d1 e f (c) = d2, ent̃ao

lim f (xn) = d1 e lim f (xn) = d2, o queé um absurdo pela unicidade do limite. Logo, só

podemos terd1 = d2.
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4. Uma funç̃ao f : IR → IR diz-seperiódicaquando existep∈ IR+ tal que f (x+ p) = f (x)

para todox∈ IR. Prove que toda função cont́ınua períodica f : IR → IR é limitada e atinge

seus valores ḿaximos e ḿınimo, istoé, existemx0,x1 ∈ IR tais quef (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1)

para todox∈ IR.

5. Seja f : X → IR cont́ınua no conjunto compactoX. Prove que, para todoε > 0 dado,

existekε > 0 tal quex,y ∈ X, |y−x| ≥ ε ⇒ | f (y)− f (x)| ≤ kε · |y−x|. (Isto significa

que f cumpre a condiç̃ao de Lipschitz contanto que os pontosx,y não estejam muito

próximos.)

Resoluç̃ao:

Suponhamos por contradição que existeε > 0 tal que∀ kε > 0 e portanto,∀ n ∈ IN,

existemxn,yn ∈ X tal que

|xn−yn| ≥ ε e | f (yn)− f (xn)| ≥ n|xn−yn| .

Uma vez queX é compacto sejam(xn) e(yn) subseqûencias de(xn) e(yn), já renomeadas,

tal que limxn = a e limyn = b. Assim,

|a−b| ≥ ε e lim
x→+∞

| f (xn)− f (yn)|
|xn−yn|

≥ lim
x→+∞

n|xn−yn|
|xn−yn|

= lim
x→+∞

n = +∞.

Dáı,

+∞ = lim
x→+∞

| f (xn)− f (yn)|
|xn−yn|

=
| f (b)− f (a)|

|b−a| .

Portanto,f nãoé limitada emX ⊂ IR. Absurdo!

8.5.4 Seç̃ao 4: Continuidade uniforme

1. Se toda funç̃ao cont́ınua f : X → IR é uniformemente contı́nua, prove que o conjuntoX é

fechado poŕem ñao necessariamente compacto.

2. Mostre que a funç̃ao cont́ınua f : IR→ IR, dada porf (x) = sen(x2), nãoé uniformemente

cont́ınua.

Resoluç̃ao:

Tomemos um par de sequências de ńumeros reais(xn) =
√

nπ +π/2 e (yn) =
√

nπ.
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Temos:

lim
n→∞

(xn−yn) = lim
n→∞

[√

nπ +π/2−√
nπ
]

= lim
n→∞





(√

nπ +π/2−√
nπ
)

·
(√

nπ +π/2+
√

nπ
)

√

nπ +π/2+
√

nπ





= lim
n→∞

[

nπ +π/2−nπ
√

nπ +π/2+
√

nπ

]

= 0.

Mas,

lim
n→∞

[ f (xn)− f (yn)] = lim
n→∞

[sen(nπ +π/2)−sen(nπ)]

= lim
n→∞

±1

= ±1.

Portanto temos lim
n→∞

(xn− yn) = 0 sem que tenhamos lim
n→∞

[ f (xn)− f (yn)] = 0. Isto sig-

nifica quef nãoé uniformemente contı́nua.

3. Dadaf : X → IR uniformemente contı́nua, definaϕ : X → IR pondoϕ(x) = f (x) sex∈ X

é um ponto isolado eϕ(x) = lim
y→x

f (y) sex∈ X
′
. Prove queϕ é uniformemente contı́nua

e ϕ(x) = f (x) para todox∈ X.

4. Sejaf : IR → IR cont́ınua. Se existem lim
x→+∞

f (x) e lim
x→−∞

f (x), prove quef é uniforme-

mente cont́ınua. Mesma conclusão vale se existem os limites def (x)−x quandox→±∞.

Resoluç̃ao:

ConsideremosL1 = lim
n→∞

f (x). Disto segue que dadoε > 0, existeη > 0 tal que, sex≥ η
ent̃ao| f (x)−L1| < ε/4,∀ x∈ IR. Logo, sex≥ η ey≥ η ent̃ao

| f (x)− f (y)| = | f (x)−L1 +L1− f (y)| ≤ | f (x)−L1|+ | f (y)−L1| <
ε
4

+
ε
4
.

Logo

| f (x)− f (y)| <
ε
2
. (3)
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Tamb́em, se lim
x→−∞

f (x) = L2, para todoε > 0 dado, existeσ tal que sex ≤ −σ ent̃ao

| f (x)−L2| < ε/4,∀ x∈ IR. Assim, sex≤−σ ey≤−σ ent̃ao

| f (x)− f (y)| = | f (x)−L2 +L2− f (y)| ≤ | f (x)−L2|+ | f (x)+L2| <
ε
4

+
ε
4
.

Logo,

| f (x)− f (y)| <
ε
2
. (4)

Desta forma, construı́mos um intervalo[−σ ,η ]. Sendo este um intervalo compacto, como

f é cont́ınua segue que existeδ > 0 tal que, sex,y∈ [−σ ,η ]

|x−y| < δ ⇒ | f (x)− f (y)| < ε
2
. (5)

Agora sex < −σ ey∈ [−σ ,η ], considerando|x−y| < δ temos de (4) e (5)

| f (x)− f (y)| = | f (x)− f (−σ)+ f (−σ)− f (y)|
≤ | f (x)− f (−σ)|+ | f (y)− f (−σ)|
<

ε
2

+
ε
2

= ε.

Da mesma forma, sex > η , y∈ [−σ ,η ] e |x−y| < δ por (3) e (5) temos

| f (x)− f (y)| = | f (x)− f (η)+ f (η)− f (y)|
≤ | f (x)− f (η)|+ | f (y)− f (η)|
<

ε
2

+
ε
2

= ε.

Portantof é uniformemente contı́nua.

Agora verificaremos a continuidade uniforme def (x)−x.

Seja lim
x→∞

[ f (x)−x] = l1 ent̃ao dadoε > 0, existeη > 0 tal que, sex≥η ent̃ao| f (x)−x− l1|<
ε/4,∀ x∈ IR. Logo, sex≥ η ey≥ η ent̃ao

| f (x)−x− f (y)+y| = | f (x)−x− l1 + l1− f (y)+y|

≤ | f (x)−x− l1|+ | f (y)−y− l1|

<
ε
4

+
ε
4

=
ε
2
. (6)

Se lim
x→−∞

f (x)−x= l2, dadoε > 0 existeσ > 0 tal que, sex≤−σ ent̃ao| f (x)−x− l2|<
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ε/4. Dáı sex≤−σ ey≤−σ ent̃ao

| f (x)−x− f (y)+y| = | f (x)−x− l2 + l2− f (y)+y|

≤ | f (x)−x− l2|+ | f (y)−y− l2|

<
ε
4

+
ε
4

=
ε
2
. (7)

Considere o intervalo[−σ ,η ]. Como este intervalóe compacto ef (x)−x é uma funç̃ao

cont́ınua temos que existeδ > 0 tal que, sex,y∈ [−σ ,η ].

|x−y| < δ ⇒ | f (x)−x− f (y)+y| < ε
2
. (8)

Diante disso, sex < −σ ey∈ [−σ ,η ], considerando|x−y| < δ por (7) e (8) temos

| f (x)−x− f (y)+y| = | f (x)−x− f (−σ)+σ + f (−σ)−σ − f (y)+y|
≤ | f (x)−x− f (−σ)+σ |+ | f (y)−y− f (−σ)+σ |
<

ε
2

+
ε
2

= ε.

E ainda, sex > η , y∈ [−σ ,η ] e |x−y| < δ por (6) e (8) segue que

| f (x)−x− f (y)+y| = | f (x)−x− f (η)+η + f (η)−η − f (y)+y|
≤ | f (x)−x− f (η)+η |+ | f (y)−y− f (η)+η |
<

ε
2

+
ε
2

= ε.

Portanto,f (x)−x tamb́emé uniformemente contı́nua.

5. Sejamf ,g : X → IR uniformemente contı́nuas. Prove quef +g é uniformemente contı́nua.

O mesmo ocorre com o produtof · g, desde quef e g sejam limitadas. Prove que

ϕ,ψ : X → IR, dadas porϕ(x) = max { f (x),g(x)} e ψ(x) = min { f (x),g(x)} x ∈ X

são uniformemente contı́nuas.
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9 CONCLUSÃO

Ao término deste trabalho, que muito acrescentou a nossa base deconhecimentos, notamos

o quanto fomos transformados. Não foram poucas as vezes que estudamos o conteúdo mas

quando chegamos nos exercı́cios ñao t́ınhamos ideia de como resolvê-los, e ent̃ao tinhamos que

estudar novamente. Houve vezes que fizemos coisas erradas e nosso orientador pacientemente

corrigiu. Outras que recorremosà dica do autor e levamos semanas para entendê-la e para

conseguirmos concluir o exercı́cio. E vezes que simplesmente não conseguimos fazer. Não

pense que o nosso trabalho foi fácil. Mas agora observando o quanto amadurecemos e o quanto

aprendemos, vemos que tudo valeu a pena. Aprendemos a estudar, a persistir, e a perceber a

import̂ancia de cada detalhe.

Sugerimos esta experiênciaà todos aqueles que querem aprender análise real, pois a fixaç̃ao

do contéudo ocorre no momento em que aplicamos os conceitos para resolver um problema.

Quando olhamos a resolução de um exerćıcio podemos até compreender suas passagens, mas

logo esqueceremos. Mas quando resolvemos um exercı́cio, constrúımos a ideia em nossas

mentes e então isso nos acompanha por muito mais tempo.

No ińıcio, nossa intenç̃ao era resolver todos os exercı́cios do livro, mas ñao houve tempo

para fazermos isso com qualidade, já que buscamos fazer tudo de forma detalhada pensando no

nosso aprendizado e também no leitor desse trabalho. Porém pretendemos estudar e resolver os

demais exerćıcios do livro para então publića-los, com o proṕosito de contribuir para o estudo

da ańalise real. Desta forma, as contribuições para o mesmo serão bem-vindas pelo e-mail

cris−bndr@hotmail.com.
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