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CAMPO MOUR ÃO
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Dedico esse trabalhòa minha faḿılia, em especial̀a minha m̃ae, que
sempre me apoiou e incentivou a seguir em frente, e ao meu namorado
Paulo Roberto, que me auxiliou na escolha do tema da pesquisa.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus, pela vida.

Aos meus familiares, que estiveram ao meu lado, me apoiando edando forças para enfrentar

as dificuldades encontradas.

Ao meu namorado, que compreendeu minhas ausências devido ao tempo dedicado ao de-

senvolvimento desse trabalho, e por todo o incentivo.

A professora Priscila, minha orientadora, pela sua dedicac¸ão e pelo grande apoio prestado

a mim no desenvolvimento de todo o trabalho.

Ao professor Adilandri, coordenador da especialização, pela sua dedicação, confiança e

palavras de incentivo dadas em vários momentos durante o curso.
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RESUMO

BARCO, Kelly Vanessa Parede. Modelo Matricial de Leslie: Conceitos alǵebricos no estudo
de crescimento populacional por faixa etária. 50 f. Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao
em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2012.

Nas diversaśareas do conhecimento a Matemática se faz presente como um instrumento im-
portante que auxilia na resolução de problemas. Por meio delaé posśıvel criar modelos que
representam matematicamente uma situação real, o que facilita a obtenção de dados e análises
de resultados. Visando mostrar uma aplicação pŕatica da Mateḿatica em outráarea, o presente
trabalho apresenta um modelo matricial utilizado por biólogos e deḿografos para estimativa
de crescimento populacional, denominado modelo matricialde Leslie. Com esse modeloé
posśıvel descrever o crescimento das populações de f̂emeas animais ou humanas por faixas
et́arias, levando-se em consideração a expectativa de sobrevivência e natalidade em cada faixa.
Para melhor compreensão desse modelóe preciso que se conheça alguns conceitos deÁlgebra
Linear, tais como autovalores, autovetores e diagonalizac¸ão de matrizes. Por meio do estudo
dos autovalores da matriz de Leslieé posśıvel verificar se, com o passar do tempo, a população
aumenta, diminui ou se estabiliza e, ainda, em qual proporção isso acontece. Essas informações
auxiliam os pesquisadores que utilizam tal modelo em determinar os melhores perı́odos de co-
lheitas, verificar se determinada espécie est́a entrando em extinção, entre outros.

Palavras-chave:Matriz de Leslie, Autovalores e autovetores, Crescimento populacional.



ABSTRACT

BARCO, Kelly Vanessa Parede. Leslie’s Matrix Model: Algebraic concepts in the study of po-
pulation growth by age group. 50 f. Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica,
Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2012.

In many areas of the knowledge, the Mathematics is present asan important tool that assists in
solving problems. Through it possibility the creation of mathematical models that represent a
real situation, which facilitates the data collection and analysis of results. In order to demons-
trate a practical application of Mathematics in another area, this paper presents a matrix model
used by biologists and demographers to estimate populationgrowth, called the Leslie´s matrix
model. This model make possible to describe the growth of female animals or human populati-
ons by age group, taking into account the expectation of survival and birth rates in each band.
For better understanding of this model it is necessary to know some concepts of linear algebra
such as eigenvalues, eigenvectors and matrix diagonalization. By studying the eigenvalues of
the Leslie matrix is possible to determine whether, over time, the population increases, decrea-
ses or stabilizes, and also in what proportion it happens. This information helps researchers that
use this model to determine the best sampling periods to determine whether certain species are
going extinct, among others.

Keywords: Leslie´s matrix, Eigenvalues and eigenvectors, Population growth.
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3.2 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 25
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1 INTRODUÇÃO

A Matemáticaé um instrumento importantı́ssimo para as ciências e tecnologia. Por meio

delaé posśıvel criar modelos que descrevem comportamento de fenômenos naturais e que au-

xiliam na resoluç̃ao de problemas de diversasáreas, tais como engenharia, fı́sica, qúımica,

biologia, inforḿatica, entre outras. Partindo disso, percebemos a necessidade da utilizaç̃ao da

Mateḿatica para que possam obter resultados satisfatórios na realizaç̃ao de diversas atividades,

sejam elas cientı́ficas, tecnoĺogicas ou do cotidiano.

O estudo do crescimento, ao longo do tempo, de uma populaçãoé um problema comum em

diversaśareas. Por exemplo, muitos produtores buscam os perı́odos corretos para que possam

colher os animais de uma população de forma a obter a maior produtividade. Nesse caso, colher

pode ñao significar somente o abate dos animais, mas também pode caracterizar o perı́odo em

que o animal deve ser removido da população para outros fins. Um exemplo prático dessa

situaç̃aoé a colheita de lã de ovelhas.

Para obter os melhores resultadosé necesśario que se tenha uma colheita sustentável, isto

é, o rendimento de cada colheita e a distribuição et́aria da populaç̃ao remanescente após cada

colheita deve ser constante.

Um dos modelos de crescimento populacional mais comumente usados por deḿografosé o

modelo Leslie, desenvolvido na década de 1940 (ANTON; RORRES, 2001).

No presente trabalho estudaremos este modelo, que tem por fimestimar o comportamento

do crescimento populacional por meio de parâmetros demográficos de nascimento e esperança

de sobreviv̂encia da f̂emea em determinada faixa etária, fazendo com que ao final obtemos a

proporç̃ao das f̂emeas em cada faixa etária. Esses valores serão base para a determinação dos

melhores perı́odos de colheita a fim de que elas sejam sustentáveis.

No Caṕıtulo 2 listaremos algumas informações b́asicas das matrizes e das transformações

lineares que serão necesśarias ao entendimento dos capı́tulos posteriores.

O Caṕıtulo 3 seŕa dedicado ao estudo dos autovalores e autovetores de um operador linear.
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Ainda neste caṕıtulo, estudamos sob quais condições um operador linearé diagonaliźavel.

O último caṕıtulo é reservado ao estudo do modelo matricial de Leslie. Nele utilizamos a

teoria apresentada nos capı́tulos anteriores para investigar o crescimento ao longo dotempo de

uma populaç̃ao feminina que está dividida em faixas etárias. Por fim, analisaremos o compor-

tamento limite da distribuiç̃ao et́aria.

1.1 MOTIVAÇÃO

Dentre as diversas aplicações da mateḿatica em diversaśareas do conhecimento vamos

trabalhar com um modelo matemático que auxilia na Biologia, sendo um recurso utilizado para

descrever o crescimento de populações animais e humana.

O modelo matricial de Leslie possibilita esse estudo, determinando o limite da distribuiç̃ao

et́aria e da faixa de crescimento populacional da espécie em questão, auxiliando assim na

obtenç̃ao de colheita sustentável, indicando se a espécie corre risco de extinção, entre diversas

outras aplicaç̃oes. Trata-se de uma modelo já conhecido e bastante utilizado pelos demógrafos

desde a d́ecada de 40, quando foi desenvolvido.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Apresentar uma aplicação pŕatica deÁlgebra Linear, no qual se faz necessário o estudo

de contéudos como diagonalização de matrizes, autovalores e autovetores, que nos possibilita

o estudo do crescimento populacional de espécies animais e humana por meio de um modelo

matricial.

1.2.2 Objetivos Especı́ficos

• Apresentar os principais conceitos e teoremas relacionados a autovalores, autovetores e

diagonalizaç̃ao de matrizes, necessários ao estudo do modelo;

• Determinar o polin̂omio caracteŕıstico da matriz de Leslie;

• Verificar, por meio do conceito de limite, a existência de uḿunico autovalor positivo da

matriz de Leslie;
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• Estabelecer um modelo padrão para o ćalculo do autovetor correspondente aoúnico au-

tovalor positivo de uma matriz de Leslie;

• Verificar a relaç̃ao entre o autovalor dominante e o comportamento do crescimento popu-

lacional.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo vamos recordar alguns resultados e estabelecer algumas notaç̃oes que serão

utilizados ao longo deste trabalho. Assumiremos que o leitor esteja familiarizado com os con-

ceitos b́asicos deÁlgebra Linear como espaço vetorial e transformação linear. Ao longo de

todo texto denotaremos por IK um corpo qualquer, mas nas aplicaç̃oes utilizaremos IK= IR ou

IK = IC. Indicamos as referências (COELHO; LOURENCO, 2001; LEON, 1998; BOLDRINI

et al., 1986) para maiores detalhes.

Definição 2.1 Uma matriz obtida a partir da matriz identidade por uma das operaç̃oes ele-

mentareśe chamada de matriz elementar. Existem três tipos de matrizes elementares, uma para

cada operaç̃ao elementar.

(a) Tipo I: Uma matriz elementar do tipo Íe obtida trocando-se a ordem de duas linhas da

matriz identidade.

Exemplo 2.1 Seja

E1 =









0 1 0

1 0 0

0 0 1









E1 é a matriz elementar do tipo I, já que foi obtida trocando-se as duas primeiras linhas

da matriz identidade. Seja A uma matriz3×3.

E1A =









0 1 0

1 0 0

0 0 1

















a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









=









a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33









AE1 =









a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















0 1 0

1 0 0

0 0 1









=









a12 a11 a13

a22 a21 a23

a32 a31 a33
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Multiplicando Aà esquerda por E1, trocamos as duas primeiras linhas de A. Multiplicar

A à direita por E1 equivale a efetuar a operação elementar sobre colunas que consiste na

troca das duas primeiras colunas de A.

(b) Tipo II: Uma matriz elementar do tipo IIé uma matriz obtida multiplicando-se uma linha

da matriz identidade por uma constante não nula.

Exemplo 2.2 Seja

E2 =









1 0 0

0 1 0

0 0 3









uma matriz elementar do tipo II.

E2A =









1 0 0

0 1 0

0 0 3

















a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









=









a11 a12 a13

a21 a22 a23

3a31 3a32 3a33









AE2 =









a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















1 0 0

0 1 0

0 0 3









=









a11 a12 3a13

a21 a22 3a23

a31 a32 3a33









A multiplicaç̃ao à esquerda por E2 efetua a operaç̃ao elementar sobre as linhas que

consiste em multiplicar a terceira linha por 3, enquanto a multiplicação à direita por

E2 efetua a operaç̃ao elementar sobre as colunas que consiste em multiplicar a terceira

coluna por 3.

(c) Tipo III: Uma matriz elementar do tipo IIÍe uma matriz obtida da matriz identidade

somando-se um ḿultiplo de uma das linhas a outra linha.

Exemplo 2.3 Seja

E3 =









1 0 3

0 1 0

0 0 1









uma matriz elementar do tipo III. Se Áe uma matriz3×3, ent̃ao
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E3A =









a11+3a31 a12+3a32 a13+3a33

a21 a22 a23

a31 a32 a33









AE3 =









a11 a12 3a11+a13

a21 a22 3a21+a23

a31 a32 3a31+a33









Multiplicação à esquerda por E3 soma 3 vezes a terceira linhaà segunda. Multiplicaç̃ao

à direita por E3 soma 3 vezes a primeira colunaà terceira.

Em geral, suponha queE seja uma matriz elementarn×n. Podemos pensar emE como

sendo obtida da matriz identidade por uma operação elementar sobre as linhas ou sobre as

colunas. SeA é uma matrizn× r, multiplicar A por E à esquerda tem o efeito de efetuar a

mesma operação sobre as linhas deA. SeB é uma matrizm×n, multiplicar B por E a direita

equivale a efetuar a mesma operação sobre as colunas deB.

Definição 2.2 Uma matriz Bé equivalente por linhas a A se existe uma sequência finita de

matrizes elementares E1,E2, . . . ,Ek tal que

B= EkEk−1 . . .E1A

Em outras palavras, B́e equivalente por linhas a A se B puder ser obtida de A por um número

finito de operaç̃oes elementares.

Teorema 2.1 Uma matriz A∈MIn(IK), isto é, uma matriz quadrada de ordem n com entradas

emIK , não é invert́ıvel se, e somente se, detA= 0.

Demonstraç̃ao: A matrizA pode ser reduzida a sua forma escada reduzida por linhas por meio

de um ńumero finito de operaç̃oes elementares, logo

U = EkEk−1 . . .E1A

onde U est́a na forma escada reduzida e por linhas e as matrizesEi são elementares.

det(U) = det(EkEk−1 . . .E1A)

= det(Ek)det(Ek−1) . . .det(E1)det(A)



13

Como os determinantes das matrizesEi são todos diferentes de zero, temos quedet(A) = 0

se, e somente se,det(U) = 0. Se A ñao é invert́ıvel, ent̃aoU tem um linha contendo apenas

elementos nulos e, portanto,det(U) = 0.

SeA é invert́ıvel, ent̃aoU é triangular e todos os elementos da diagonal são iguais a 1, logo

det(U) = 1.

Proposiç̃ao 2.1 Sejam U e V dois espaços vetoriais sobreIK e T : U →V uma transformaç̃ao

linear. Ent̃ao

(a) Ker T é um subespaço vetorial de U e Im Té um subespaço vetorial de V.

(b) T é injetora se, e somente se, Ker T={0}.

Demonstraç̃ao: (a) Inicialmente, vamos provar queKerT é um subespaço vetorial deV. Sabe-

se que 0∈ KerT, portantoKerT 6=∅.

Sejamu1, u2 ∈ KerT. Ent̃ao

T(u1) = 0 e T(u2) = 0

Segue que

T(u1+u2) = T(u1)+T(u2) = 0+0= 0

Logo,u1+u2 ∈ KerT.

Sejamu∈ KerT e α ∈ IK. Temos que

T(u) = 0

T(αu) = αT(u) = α ·0= 0

Logo,αu∈ KerT.

Portanto,KerT é um subespaço vetorial deV.

Agora vamos mostrar queImT é um subespaço vetorial deV. ComoT : U → V é uma

transformaç̃ao linear, ent̃aoImT = {v∈V : ∃u∈U com T(u) = v}.

Sejamv1, v2 ∈ ImT. Ent̃ao

∃ u1 ∈U1 tal que T(u1) = v1
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∃ u2 ∈U2 tal que T(u2) = v2

Logo,v1+v2 = T(u1)+T(u2) = T(u1+u2), isto é,v1+v2 ∈ ImT.

Sejamv∈ ImT e α ∈ IK. Então

∃ u∈U tal que T(u) = v

αv= αT(u) = T(αu)

Logo,αv∈ ImT.

Portanto,ImT é um subespaço vetorial deV.

(b) (⇒) Note que seT é injetora, ent̃ao ñao pode haver nenhum vetor além de 0 emKerT,

pois sabemos queT(0) = 0.

(⇐) Sejamu1, u2 ∈U tais que

T(u1) = T(u2)

T(u1)−T(u2) = 0

T(u1−u2) = 0

Logo, u1− u2 ∈ KerT, mas por hiṕotese temos queKerT = 0, ent̃ao u1− u2 = 0 isto é,

u1 = u2.

Portanto,T é injetora.

SejaU um IK-espaço vetorial de dimensãon≥ 1 e sejamB= {u1, . . . ,un} eB ′= {v1, . . . ,vn}
duas bases deU . Considere a matrizM = (ai j )i, j = [Id]B,B ′ associadàa transformaç̃ao identi-

dade com relaç̃aoàs basesB eB′, isto é, matriz dada pelos coeficientes






























u1 = a11v1+a21v2+ . . .+an1vn =
n

∑
i=1

ai1vi

...

un = a1nv1+a2nv2+ . . .+annvn =
n

∑
i=1

ainvi .
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Com isto, sev∈U e escrevendov= (a1, . . . ,an)B = (β1, . . . ,βn)B ′ as coordenadas dev com

relaç̃aoàs basesB eB′, teremos









a11 . . . a1n
...

...

an1 . . . ann









·









a1
...

an









=









β1
...

βn









B ′

isto é, a multiplicaç̃ao deM pelas coordenadas dev na baseB fornece-nos as coordenadas de

v na baseB’. Tal matrizé chamada dematriz de mudança de bases de B’ para B. Observe que

a matrizM é sempre invertı́vel pois a transformação identidadée obviamente bijetora. Ñao é

difı́cil ver ent̃ao queM−1 é a matriz de mudanças de bases deB paraB′.

Definição 2.3 Dados U e V espaços vetoriais sobreIK , denotamos por L(U,V) o conjunto de

todas as transformaç̃oes lineares de U em V.

Teorema 2.2 Sejam U e V dois espaços vetoriais sobreIK com dimens̃oes n e m, respectiva-

mente. Ent̃ao o espaço L(U,V) tem dimensão m·n.

Demonstraç̃ao: SejamB = {u1, . . . ,un} e B ′ = {v1, . . . ,vm} bases deU e V, respecti-

vamente. Para cada par(p,q), 1 ≤ p ≤ m, e 1≤ q ≤ n, vamos definir uma transformação

Tp,q : U →V como sendo

Tp,q(ui) =

{

vp se i= q

0 se i 6= q

isto é, Tp,q(ui) = δiqvp (lembramos queδiq=1 se i = q e δiq = 0 sei 6= q). Assim teremos o

conjunto

C= {T11, . . . ,T1n,T21, . . . ,T2n, . . . ,Tm1, . . . ,Tmn}

comm·n elementos deL(U,V). Para mostrar queC geraL(U,V), sejaT ∈ L(U,V) e considere

a sua matriz[T]B,B ′ , isto é, a matriz dada por:































T(u1) = a11v1+a21v2+ . . .+am1vm =
m

∑
i=1

ai1vi

...
...

T(un) = a1nv1+a2nv2+ . . .+amnvm =
m

∑
i=1

ainvi

ou aindaT(u j) =
m

∑
i=1

ai j vi, para j = 1, . . . ,n.
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Considere agora a transformação linearSdada pela combinação linearS=
m

∑
p=1

n

∑
q=1

apqTp,q.

Vamos mostrar queS= T e para tanto, basta mostrar queS e T coincidem nos elementos de

uma base. Observe que

S(u j) =
m

∑
p=1

n

∑
q=1

apqTp,q(u j) =
m

∑
p=1

n

∑
q=1

apq(δ jpvp) =
m

∑
p=1

n

∑
q=1

ap jvp = T(u j)

para cadaj = 1, . . . ,n. Portanto,S= T e, consequentemente,C geraL(U,V).

Para mostrar queC é linearmente independente, suponha quebpq ∈ IK, com 1≤ p≤ m e

1≤ q≤ n, sejam tais que

S=
m

∑
p=1

n

∑
q=1

bpqTp,q = 0.

Em particular,S(u j) = 0 paraj = 1, . . . ,n, isto é, vale que

0= S(u j) =
m

∑
p=1

n

∑
q=1

bpqTp,q(u j) =
m

∑
p=1

bp jvp.

Como{v1, . . . ,vm} é l.i., segue quebp j = 0,∀p= 1, . . . ,me∀ j = 1, . . . ,n. Portanto,C é linear-

mente independente e, consequentemente, uma base deL(U,V).
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3 DESENVOLVIMENTO

Neste caṕıtulo vamos trabalhar os conceitos de autovalores, autovetores e diagonalização

de matrizes visando sua posterior utilização na aplicaç̃ao do Caṕıtulo 4.

3.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dada uma transformação linearT :U →V, estamos interessados em saber quais vetores são

levados em um ḿultiplo de si mesmo. Vamos formalizar este conceito na seguinte definiç̃ao.

Definição 3.1 Seja T: V →V um operador linear. Um autovalor de T́e um elementoλ ∈ IK

tal que existe um vetor não nulo v∈ V com T(v) = λv. Observe queλ pode ser o ńumero 0,

embora v ñao possa ser o vetor nulo.

Definição 3.2 Seja T: V →V um operador linear. Seλ é autovalor de T então todo vetor ñao

nulo v∈ V tal que T(v) = λv é chamado de autovetor de T associado aλ . Denotaremos por

AutT(λ ) o subespaço de V gerado por todos os autovetores associadosa λ .

Vale lembrar que chamamos de operador linear a transformação linear de um espaço vetorial

nele mesmo, e de subespaço gerado um subconjunto deV formado por todas as combinações

lineares de um conjunto{v1, . . . ,vn} de vetores.

Exemplo 3.1 Seja

T : IR2 → IR2

(x,y) 7→ (x,−y)

Pela definiç̃ao T(x,y) = λ (x,y), logo

(x,−y) = (λx,λy)
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Assim, temos o seguinte sistema de equações

{

x = λx

−y = λy

Desenvolvendo as equações acima obtemos como resultadoλ1 = 1 e λ2 = −1 que s̃ao os

autovalores de T.

Note que todo vetor(x,0) com x6= 0 é um autovetor associado ao autovalorλ1 = 1 e (0,y)

com y6= 0 é um autovetor associado ao autovalorλ2 =−1.

Assim, AutT(1) = [(1,0)] e AutT(−1) = [(0,1)].

Exemplo 3.2 Seja

T : IR2 → IR2

(x,y) 7→ (2x+2y,y)

Pela definiç̃ao T(x,y) = λ (x,y), logo

(2x+2y,y) = (λx,λy)

Assim, temos o seguinte sistema de equações

{

2x+2y = λx

y = λy

Desenvolvendo a segunda equação do sistema obtemos

y−λy = 0

y(1−λ ) = 0

y= 0 ou λ = 1

Tomando y= 0 e substituindo na primeira equação do sistema temos

2x+2.0 = λx

2x = λx

λ = 2

Logo,λ1 = 1 e λ2 = 2 são os autovalores de T.
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Substituindoλ1 = 1 na primeira equaç̃ao do sistema temos

2x+2y = 1x

x = −2y

Segue que AutT(1) = [(−2,1)].

Agora, se tomarmosλ2 = 2 temos que y= 0, conforme j́a mostrado anteriormente. Logo,

AutT(2) = [(1,0)].

Existem operadores lineares que não possuem autovalores, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3 Seja

T : IR2 → IR2

(x,y) 7→ (−y,x)

Pela definiç̃ao T(x,y) = λ (x,y), logo

(−y,x) = (λx,λy)

Obtemos o seguinte sistema de equação

{

−y = λx

x = λy

Note que ñao h́a valor real que satisfaça o sistema acima. Portanto, T não possui autova-

lores nem autovetores.

Observaç̃ao 3.1 Seja T: V −→V um operador linear ñao injetor. Ent̃ao 0é um autovalor de

T.

De fato, como T ñao é injetor ent̃ao existe um vetor ñao nulo v∈ KerT . Logo, T(v)=0=0.v,

como queŕıamos.

Vejamos agora como descobrir todos os autovalores de um operador linear, caso existam.

SejaT : V →V um operador linear ondeV é um IK-espaço vetorial de dimensão finita. Se

λ ∈ IK for um autovalor deT, ent̃ao existev 6= 0 tal queT(v) = λv, o queé equivalente a dizer

que(λ Id−T)(v) = 0, ondeId : V →V é a transformaç̃ao identidade emV. Segue então que

λ é um autovalor deT ⇔ Ker(λ Id−T) 6= 0
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SejaC uma base qualquer deV e considere a matriz[λ Id−T]C do operadorλ Id−T nesta

base. Segue do Teorema 2.1 e da Proposição 2.1 que

Ker(λ Id−T) 6= 0⇔ [λ Id−T]C nãoé invert́ıvel ⇔ det([λ Id−T]C) = 0

Esta relaç̃ao acima nos d́a uma ideia de como poderemos achar os autovalores de um dado

operadorT. SejaC uma base deV. Observe que[xId−T]C é uma matriz onde, na diagonal

principal, aparecem polin̂omios m̂onicos de grau um com coeficientes em IK e elementos de IK

nas outras posiç̃oes. Portanto,det([xId−T]C) é um polin̂omio mônico de grau n sobre IK. A

equival̂encia acima pode ser reescrita como

λ é um autovalor deT ⇔ λ é uma ráız dedet([xId−T]C).

O polinômio em quest̃ao independe da escolha da base, como veremos.

SejamC eC′ duas bases deV. Pela definiç̃ao de matriz de mudança de base estudada no

Caṕıtulo 2 sabemos que existe uma matriz invertı́vel P tal que[T]C = P−1[T]C′P, em outras pa-

lavras, as matrizes[T]C e [T]C′ são semelhantes. Daı́, se indicarmos porIdn a matriz identidade

deMn(IK), teremos

det([xId−T]C) = det(xIdn− [T]C) =

= det(xP−1IdnP−P−1[T]C′P) =

= det(P−1(xIdn− [T]C′)P) =

= detP−1 ·det(xIdn− [T]C′) ·detP=

= det(xIdn− [T]C′) =

= det([xIdn−T]C′)

(lembre-se que(detP−1) · (detP) = 1).

Assim,det(xIdn− [T]C) não depende da baseC escolhida.

Definição 3.3 Sejam T: V → V um operador linear e C uma base de V, sendo V um espaço

vetorial sobreIK de dimens̃ao finita. Chamaremos det(xIdn−TC) de polin̂omio caracteŕıstico

de T e denotaremos por pT(x).

Os autovalores de T, caso existam, serão as ráızes de seu polin̂omio caracteŕıstico.
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Exemplo 3.4 Seja T: IR3 → IR3 tal que

[T]C =









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0









Inicialmente vamos encontrar o polinômio caracteŕıstico dessa transformação conforme a

Definiç̃ao 3.3.

pT(x) = det(xId−T) =

= det









x









1 0 0

0 1 0

0 0 1









−









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

















=

= det

















x 0 0

0 x 0

0 0 x









−









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

















=

= det









x−3 −1 1

−2 x−2 1

−2 −2 x









=

= x3−5x2+8x−4

Igualando o polin̂omio caracteŕıstico a 0 obtemos as raı́zes 1 e 2. Logo, seus autovalores

são λ1 = 1 e λ2 = 2.

A transformaç̃ao é dada por









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

















x

y

z









= (3x+y−z,2x+2y−z,2x+2z)

Tomandoλ1 = 1 temos

T(x,y,z) = 1(x,y,z)

(3x+y−z,2x+2y−z,2x+2z) = (x,y,z)
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Assim, temos o seguinte sistema de equações














3x+y−z = x

2x+2y−z = y

2x+2y = z

Resolvendo o sistema obtemos2x= z e y= 0. Logo, AutT(1) = {(x,0,2x),x∈ IR}= [(1,0,2)]

Agora, tomandoλ = 2 temos

T(x,y,z) = 2(x,y,z)

(3x+y−z,2x+2y−z,2x+2z) = (2x,2y,2z)

Assim, temos o seguinte sistema de equações














3x+y−z = 2x

2x+2y−z = 2y

2x+2y = 2z

Resolvendo o sistema obtemos x= y e z= 2x. Logo, AutT(2) = {(x,x,2x),x∈ IR}= [(1,1,2)]

Observaç̃ao 3.2 Seja V umIC-espaço vetorial de dimensão n≥ 1 e seja T em L(V,V). ComoIC

é um corpo algebricamente fechado, o polinômio caracteŕıstico de T seŕa da forma

pT(x) = (x−λ1)
r1 . . .(x−λt)

rt

comλ1, . . . ,λt ∈ IC e r1 ≥ 1. Portanto, sempre existirão autovalores para T.

Teorema 3.1 Seja T: V → V um operador linear onde V́e um espaço vetorial sobreIK de

dimens̃ao finita e sejamλ1, . . . ,λt , t ≥ 1, autovalores de T, dois a dois distintos.

(a) Se v1+ . . .+vt = 0 com vi ∈ AutT(λi), i = 1, . . . , t, ent̃ao vi = 0 para cada i.

(b) Para cada i= 1, . . . , t, sejaβi um conjunto linearmente independente contido em AutT(λi).

Então β1∪β2∪ . . .∪βt é linearmente independente.

Demonstraç̃ao: (a)Vamos provar esse item pelo Princı́pio da Induç̃ao. Se tomarmost = 1,

temos quev1 = 0. Seja agorat > 1 e suponha que o resultado seja válido para todoj < t, vamos

ent̃ao prov́a-lo paraj = t. Seja

v1+v2+ . . .+vt = 0 com vi ∈ AutT(λi),∀i = 1, . . . , t. (1)
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CalculandoT em (1) teremos que

0= T(0) = T(v1+v2+ . . .+vt) = T(v1)+T(v2)+ . . .+T(vt)

e, portanto

λ1v1+λ2v2+ . . .+λtvt = 0 (2)

Multiplicando a equaç̃ao (1) porλ1 e subtraindo (2), temos

(λ1−λ2)v2+ . . .+(λ1−λt)vt = 0

temos por hiṕotese de induç̃ao que(λ1− λi)vi = 0 para cadai = 2, . . . , t. Comoλ1 6= λi

sei 6= 1, temos quevi = 0 para todoi = 2, . . . , t. Substituindo em 1, teremos quev1 = 0 como

queŕıamos.

(b) EscrevemosBi = {vi1, . . . ,vini} para cadai = 1,2, . . . , t.

Vamos mostrar queβ1∪ . . .∪ βt = {v11, . . . ,v1n1, . . . ,vt1, . . . ,vtnt} é linearmente indepen-

dente. Para isso, assuma que

a11v11+ . . .+a1n1v1n1 + . . .+at1vt1+ . . .+atnt vtnt = 0,

ondeai j ∈ IK para todoi, j.

Como
ni

∑
j=1

ai j vi j ∈ AutT(λi) para todoi, ent̃ao, segue do item anterior que
ni

∑
j=1

ai j vi j = 0,

∀i = 1, . . . , t. ComoBi é um conjunto linearmente independente teremos queai j = 0 para todo

i = 1, . . . , t e todo j = 1, . . . ,ni.

Portanto,β1∪ . . .∪βt é linearmente independente.

Dado um autovalorλ deT, o pŕoximo passo será relacionarmos a dimensãodimIK AutT(λ )
com a multiplicidade deλ como raiz do polin̂omio caracteŕıstico pT(x). Começaremos com a

seguinte definiç̃ao.

Definição 3.4 Sejaλ um autovalor de um operador linear T: V −→ V onde Vé um espaço

vetorial de dimens̃ao finita. Suponhamos que pT(x) = (x− λ )mq(x), com q(x) 6= 0, seja o

polinômio caracteŕıstico de T. O ńumero mé chamado de multiplicidade algébrica deλ e o

denotamos por ma(λ ). Chamamos de multiplicidade geométrica deλ à dimens̃ao do subespaço

AutT(λ ) e indicamos tal ńumero por mg(λ ).



24

Observaç̃ao 3.3 Note que a multiplicidade alǵebrica de um autovalorλ é o maioŕındice j, tal

que(x−λ ) j divide pT(x).

Proposiç̃ao 3.1 Sejaλ um autovalor de T: V →V, onde Vé um espaço vetorial de dimensão

finita. Ent̃ao mg(λ )≤ ma(λ ).

Demonstraç̃ao: SejaW = AutT(λ ) e assuma quedimIKW = s e dimIKV = n. SejaB ′ =

{w1, . . . ,ws} uma base deW. Como B ′é linearmente independente, existe uma baseB =

{w1, . . . ,ws,ws+1, . . . ,wn} deV contendoB ′. ComoT(wi) = λwi parai = 1, . . . ,s, teremos:

[T]B =





































λ 0 . . . 0

0 λ . . . 0 A1
...

...

0 0 . . . λ

0 0 . . . 0
...

...
... A2

0 0 . . . 0





































ondeA1 ∈ Ms×(n−s)(IK) eA2 ∈ M(n−s)×(n−s)(IK).

Vamos, ent̃ao, determinar o polin̂omio caracteŕıstico,

pT(x) = det(xIdn− [T]B)

= det















xId(s)−















λ 0 · · · 0

0 λ · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λ





























·det(xId(n−s)−A2)

= (x−λ )s ·det(xId(n−s)−A2)

Por definiç̃ao, temos quema(λ ) é o maioŕındice j tal que(x−λ ) j divide pT(x). Portanto,

mg(λ ) = s≤ ma(λ ), como queŕıamos.

Seja agoraT : V → V um operador linear, ondeV é um espaço vetorial de dimensão fi-

nita, tal quepT(x) = (x− λ1)
n1 . . .(x− λt)

nt . Deve estar claro quedimIKV =
t

∑
i=1

ni . Usando

o resultado acimáe fácil ver quedimIKV =
t

∑
i=1

dimIK AutT(λi) se, e somente se, para cadai,

ma(λi) = mg(λi).
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3.2 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES

Nesta seç̃ao veremos como fatorar uma matrizAn×n em um produto da formaXDX−1, onde

D é uma matriz diagonal.

Teorema 3.2 Seλ1,λ2, . . . ,λk são autovalores distintos de uma matriz An×n com autovetores

associados v1,v2, . . . ,vk, ent̃ao v1,v2, . . . ,vk são linearmente independentes.

Demonstraç̃ao: Sejan a dimens̃ao do subespaço deRn gerado porv1,v2, . . . ,vk e supo-

nha quen< k. Podemos supor (reordenando osvi e λi se necesśario) v1,v2, . . . ,vn são linear-

mente independentes. Comov1,v2, . . . ,vn,vn+1 são linearmente dependentes, existem escalares

c1,c2, . . . ,cn,cn+1, nem todos nulos, tais que

c1v1+ . . .+cnvn+cn+1vn+1 = 0 (3)

Observe quecn+1 tem que ser diferente de zero, pois, caso contrário, v1,v2, . . . ,vn seriam

linearmente dependentes. Logo,cn+1vn+1 6= 0 e, portanto,c1,c2, . . . ,cn não podem ser todos

nulos. Multiplicando (3) porA, obtemos

c1Av1+ . . .+cnAvn+cn+1Avn+1 = 0

ou

c1λ1v1+ . . .+cnλnvn+cn+1λn+1vn+1 = 0 (4)

Multiplicando a equaç̃ao (3) porλn+1 e subtraindo da equação (4), obtemos

c1(λ1−λn+1)v1+ . . .+cn(λn−λn+1)vn = 0

Isso contradiz a independência linear dev1, . . . ,vn. Logo,n tem que ser igual ak.

Definição 3.5 Uma matriz An×n é dita diagonaliźavel se existirem uma matriz invertı́vel X e

uma matriz diagonal D satisfazendo

X−1AX = D

Neste caso, dizemos que X diagonaliza A.

Teorema 3.3 Uma matriz An×n é diagonaliźavel se, e somente se, A tem n autovetores linear-

mente independentes.
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Demonstraç̃ao: Suponha queA temn autovetores linearmente independentesv1,v2, . . . ,vn.

Sejaλi o autovalor associado avi para cadai, sendo que alguns dosλi podem ser iguais. Seja

X a matriz cujoj-ésimo vetor colunáe o vetorv j para cadaj = 1, . . . ,n. Ent̃aoAxj = λ jv j é o

j-ésimo vetor coluna deAX. Logo

AX = (Av1,Av2, . . . ,Avn)

= (λ1v1,λ2v2, . . . ,λnvn)

= (v1,v2, . . . ,vn)















λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λn















= XD

ComoX temn colunas linearmente independentes,X é invert́ıvel e, portanto

D = X−1XD= X−1AX

Reciprocamente, suponha queA é diagonaliźavel. Ent̃ao, existe uma matriz invertı́vel X tal

queAX = XD. Sev1,v2, . . . ,vn são os vetores colunas deX, temos

Avj = λ jv j (λ j = d j j )

para cadaj. Logo, para cadaj, λ j é um autovalor deA com autovetor associadov j .

Como as colunas deX são linearmente independentes,A tem n autovetores linearmente

independentes.

Observaç̃ao 3.4 1. Se Aé diagonaliźavel, ent̃ao os vetores colunas da matriz X que di-

agonaliza A s̃ao autovetores de A e os elementos diagonais de D são os autovalores

associados.

2. A matriz ñao é única. Trocando-se a ordem das colunas de uma matriz diagonalizante X,

ou multiplicando-se por escalares não-nulos, obteremos outra matriz diagonalizante.

3. Se Aé n×n e tem n autovalores distintos, então A é diagonaliźavel. Se os autovalores

não forem distintos, A pode ser ou não diagonaliźavel, dependendo se tem ou não n

autovetores linearmente independentes.

4. Se Áe diagonaliźavel, ent̃ao A pode ser fatorada em um produto XDX−1.
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Como conseqûencia da Observação 3.4 item 4, temos que

A2 = (XDX−1)(XDX−1) = XD2X−1

e em geral,

Ak = XDkX−1

= X















(λ1)
k 0 · · · 0

0 (λ2)
k · · · 0

...
...

...

0 0 · · · (λn)
k















X−1

Uma vez obtida uma fatoraçãoA= XDX−1, é fácil calcular as potências deA.

Exemplo 3.5 Seja

A =

(

2 −3

2 −5

)

Os autovalores de A são λ1 = 1 e λ2 = −4. Os autovetores associados aλ1 e λ2 são

v1 = (3,1) e v2 = (1,2) respectivamente. Seja

X =

(

3 1

1 2

)

temos

X−1AX =
1
5

(

2 −1

−1 3

)(

2 −3

2 −5

)(

3 1

1 2

)

=

(

1 0

0 −4

)

e

XDX−1 =

(

3 1

1 2

)(

1 0

0 −4

)(

2
5 −1

5

−1
5

3
5

)

=

(

2 −3

2 −5

)

= A
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Exemplo 3.6 Seja

A =









3 −1 −2

2 0 −2

2 −1 −1









Os autovalores de A são λ1 = 0, λ2 = 1 e λ3 = 1. Temos o autovetor(1,1,1) associado a

λ1 = 0 e os autovetores(1,2,0) e (0,−2,1) associados aλ = 1. Seja

X =









1 1 0

1 2 −2

1 0 1









ent̃ao,

X−1AX =









−2 1 2

3 −1 −2

2 −1 −1

















3 −1 −2

2 0 −2

2 −1 −1

















1 1 0

1 2 −2

1 0 1









=









0 0 0

0 1 0

0 0 1









Emboraλ = 1 seja um autovalor ḿultiplo, a matriz ainda pode ser diagonalizada já que

tem tr̂es autovetores linearmente independentes. Observe também que

Ak = XDkX−1 = XDX−1 = A

para todo k≥ 1.

Se uma matriz An×n tem menos de que n autovalores linearmente independentes, dizemos

que Aé defectiva. Segue do Teorema 3.2 que uma matriz defectiva não é diagonaliźavel.

Exemplo 3.7 Seja

A =

(

1 1

0 1

)

Ambos os autovalores de A são iguais a 1. Qualquer autovetor associado aλ = 1 tem que ser

um ḿultiplo de v1 = (1,0). Logo A ñao pode ser diagonalizada.
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3.3 OPERADORES DIAGONALIŹAVEIS

Queremos encontrar uma base de um espaço vetorial na qual a matriz de um determinado

operador linear seja a mais simples possı́vel. A melhor situaç̃ao posśıvel é aquela em que

conseguimos uma matriz diagonal associada ao operador.

SejaT : V −→V um operador linear e suponha que exista uma baseβ = {v1, . . . ,vn} deV

tal que a matriz[T]β tenha a forma diagonal, istóe, tal que

[T]β =















λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...

0 0 . . . λn















com λ1 ∈ IK para i = 1, . . . ,n. Da definiç̃ao de[T]β , teremos então queT(vi) = λivi com

λi ∈ IK parai = 1, . . . ,n, istoé, a imagem de qualquer vetor da baseβ porT é um ḿultiplo deste

vetor.

Definição 3.6 Seja T:V −→V um operador linear no qual V́e um espaço vetorial de dimensão

finita. Dizemos que T́e diagonaliźavelse existir uma baseβ tal que[T]β é diagonal, o quée

equivalente a dizer que existe uma base formada por autovetores de T.

Observaç̃ao 3.5 No Caṕıtulo 2 vimos que dada uma transformação linear, sempre existe uma

matriz que a representa. Então, se pensarmos em T na representação matricial sabemos do

Teorema 3.3 que ela só seŕa diagonaliźavel se existir uma base de autovetores.

Exemplo 3.8 Seja T: IR3 → IR3 tal que

[T] =









1 2 −1

−2 −3 1

2 2 −2









Inicialmente vamos determinar o polinômio caracteŕıstico dessa transformação
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pT(x) = det(xId−T)

= det









x









1 0 0

0 1 0

0 0 1









−









1 2 −1

−2 −3 1

2 2 −2

















= det

















x 0 0

0 x 0

0 0 x









−









1 2 −1

−2 −3 1

2 2 −2

















= det









x−1 −2 1

2 x+3 −1

−2 −2 x+2









= x3+4x2+5x+2= 0

As ráızes do polin̂omio caracteŕıstico acima s̃ao -1 e -2. Logo,λ1 =−1 e λ2 =−2 são os

autovalores de T.

A transformaç̃ao é dada por









1 2 −1

−2 −3 1

2 2 −2









·









x

y

z









= (x+2y−z,−2x−3y+z,2x+2y−2z)

Tomandoλ1 =−1, por definiç̃ao, obtemos

T(x,y,z) = −1(x,y,z)

(x+2y−z,−2x−3y+z,2x+2y−2z) = (−x,−y,−z)

Assim, temos o seguinte sistema de equações














x+2y−z = −x

−2x−3y+z = −y

2x+2y−2z = −z

Resolvendo o sistema obtemos como solução z= 2x+2y.

Logo, AutT(−1) = {(x,y,2x+2y);x,y,z∈ IR}= [(1,0,2),(0,1,2)]
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Agora, tomandoλ2 =−2, por definiç̃ao, obtemos

T(x,y,z) = −2(x,y,z)

(x+2y−z,−2x−3y+z,2x+2y−2z) = (−2x,−2y,−2z)

Assim, temos o seguinte sistema de equações














x+2y−z = −2x

−2x−3y+z = −2y

2x+2y−2z = −2z

Resolvendo o sistema obtemos como solução y=−x e z= x.

Logo, AutT(−2) = {(x,−x,x);x,y,z∈ IR}= [(1,−1,1)].

Note que B= {(1,0,2),(0,1,2),(1,−1,1)} é uma base formada por autovalores, portanto

T é diagonaliźavel.

Exemplo 3.9 Seja T: IR3 → IR3 tal que

[T] =









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0









Inicialmente vamos determinar o polinômio caracteŕıstico dessa transformação

pT(x) = det(xId−T)

= det









x









1 0 0

0 1 0

0 0 1









−









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

















= det

















x 0 0

0 x 0

0 0 x









−









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

















= det









x−3 −1 1

−2 x−2 1

−2 −2 x









= x3−5x2+8x−4= 0
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As ráızes do polin̂omio caracteŕıstico acima s̃ao 1 e 2. Logo,λ1 = 1 e λ2 = 2 são os

autovalores de T.

A transformaç̃ao é dada por









3 1 −1

2 2 −1

2 2 0









·









x

y

z









= (3x+y−z,2x+2y−z,2x+2y)

Tomandoλ1 = 1, por definiç̃ao, obtemos

T(x,y,z) = 1(x,y,z)

(x+2y−z,−2x−3y+z,2x+2y−2z) = (x,y,z)

Assim, temos o seguinte sistema de equações














3x+y−z = x

2x+2y−z = y

2x+2y = z

Resolvendo o sistema obtemos como solução y= 0 e z= 2x.

Logo, AutT(1) = {(x,0,2x);x,y,z∈ IR}= [(1,0,2)].

Agora, tomandoλ2 = 2, por definiç̃ao, obtemos

T(x,y,z) = 2(x,y,z)

(x+2y−z,−2x−3y+z,2x+2y−2z) = (−2x,−2y,−2z)

Assim, temos o seguinte sistema de equações














x+2y−z = 2x

−2x−3y+z = 2y

2x+2y−2z = 2z

Resolvendo o sistema obtemos como solução y= x e z= 2x.

Logo, AutT(2) = {(x,x,2x);x,y,z∈ IR}= [(1,1,2)].

Note que os autovetores de T são os ḿultiplos de (1,0,2) ou ḿultiplos de (1,1,2). Con-

clúımos que ñao pode existir uma base deIR3 formada por autovetores de T e, portanto, T não
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é diagonaliźavel.

Estamos particularmente interessados na situação em que existe uma base de autovetores.

Tal base vai existir se, e somente se, a uniãoβ1∪ . . .∪βt for uma base deV. Não é dif́ıcil ver

que isto vai ocorrer se, e somente se,

dimIKV =
t

∑
i=1

dimIK AutT(λi)
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4 CRESCIMENTO POPULACIONAL POR FAIXA ET ÁRIA

Neste caṕıtulo vamos aplicar a teoria apresentada nos capı́tulos anteriores para estudar

o modelo matricial de Leslie. Por meio desse modeloé posśıvel analisar o crescimento de

uma populaç̃ao feminina ao longo do tempo. Além de determinar o comportamento limite da

distribuiç̃ao et́aria e da taxa de crescimento populacional.

4.1 MODELO MATRICIAL DE LESLIE

Um dos modelos de crescimento populacional mais comumente usado por deḿografosé

o assim chamado modelo Leslie, desenvolvido na década de 1940. Esse modelo descreve o

crescimento da parte fêmea de uma população animal ou humana. Neste modelo, as fêmeas s̃ao

divididas em faixas etárias de igual duração.

Por exemplo, suponha que a idade máxima atingida por qualquer fêmea da população seja

L anos (ou alguma outra unidade de tempo). Se nós dividirmos a populaç̃ao emn faixas et́arias,

ent̃ao cada faixa temL
n anos de duraç̃ao. Ńos numeramos as faixas etárias de acordo com a

tabela a seguir.

Faixa Etária Intervalo de Idade
1 [0,L/n)
2 [L/n,2L/n)
3 [2L/n,3L/n)
...

...
n−1 [(n−2)L/n,(n−1)L/n)

n [(n−1)L/n,L]

Vamos supor que sabemos o número de f̂emeas em cada uma dasn faixas no instantet = 0.

Em particular, suponha que há x(0)1 fêmeas na primeira faixa,x(0)2 fêmeas na segunda faixa, e
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assim por diante. Com estesn números, ńos formamos um vetor-coluna

x(0) =















x(0)1

x(0)2
...

x(0)n















que chamamos devetor distribuiç̃ao et́aria inicial.

À medida que o tempo avança, o número de f̂emeas dentro de cada uma dasn faixas muda

em virtude de tr̂es processos biológicos: nascimento, morte e envelhecimento. Descrevendo

estes tr̂es processos quantitativamente, nós veremos como projetar o vetor de distribuição et́aria

inicial para o futuro.

A maneira mais f́acil de estudar o processo de envelhecimentoé observar a população a in-

tervalos discretos de tempo, digamost0, t1, t2, . . . , tk, . . .. O modelo Leslie requer que a duração

entre dois tempos de observação sucessivos seja igualà duraç̃ao da faixa et́aria. Portanto, colo-

camos

t0 = 0

t1 =
L
n

t2 =
2L
n

...

tk =
kL
n

...

Com esta hiṕotese, todas as fêmeas na (i+1)-ésima faixa et́aria no instantetk+1 estavam na

i-ésima faixa no instantetk.

Os processos de nascimento e morte entre dois tempos de observaç̃oes sucessivas podem

ser descritos por meio dos seguintes parâmetros demográficos:

ai (i = 1,2, . . . ,n) é o ńumero de filhas nascidas por fêmea durante o tempo em que ela está

na i-ésima faixa et́aria;

bi (i = 1,2, . . . ,n− 1) é a fraç̃ao de f̂emeas nai-ésima faixa et́aria que se espera que vá

sobreviver e passar para a(i+1)-ésima faixa et́aria.
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Pelas definiç̃oes, ńos temos que

(i) ai ≥ 0, parai = 1,2, . . . ,n

(ii) 0< bi ≤ 1, parai = 1,2, . . . ,n−1

Note que ñao permitimos qualquerbi ser zero, pois então nenhuma f̂emea sobreviveria

além da i-́esima faixa et́aria. Ńos tamb́em vamos supor que pelo menos um dosai é positivo, de

modo que h́a algum nascimento. Qualquer faixa etária para a qual o correspondente valor deai

é positivo e chamada umafaixa et́aria fértil.

Em seguida ńos definimos o vetorx(k) de distribuiç̃ao et́aria no instantetk por

x(k) =















x(k)1

x(k)2
...

x(k)n















ondex(k)i é o ńumero de f̂emeas na i-́esima faixa et́aria no instantetk. Agora, no instantetk, as

fêmeas na primeira faixa etária s̃ao exatamente as filhas nascidas entre os instantestk−1 e tk.

Assim, podemos escrever

x(k)1 = a1x(k−1)
1 +a2x(k−1)

2 + . . .+anx(k−1)
n (1)

No qual,

x(k)1 = número de f̂emeas na faixa etária 1 no tempotk

a1x(k−1)
1 = número de filhas nascidas na faixa etária 1 entre os tempostk−1 e tk

a2x(k−1)
2 = número de filhas nascidas na faixa etária 2 entre os tempostk−1 e tk

...

anx(k−1)
n = número de filhas nascidas na faixa etárian entre os tempostk−1 e tk.

As fêmeas na (i+1)-ésima faixa et́aria(i = 1,2, . . . ,n−1) no instantetk são aquelas f̂emeas

que estavam na i-ésima faixa et́aria no instantetk−1 e que ainda vivem no instantetk. Assim,

x(k)i+1 = bix
(k−1)
i , i = 1,2, . . . ,n−1 (2)

no qual,
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x(k)i+1 = número de f̂emeas na faixa etária i+1 no instantetk

bi = fraç̃ao de f̂emeas na faixa etária i que sobrevive e passa para a faixa etária i+1

x(k−1)
i = número de f̂emeas na faixa etária i no instantetk−1

Usando notaç̃ao matricial, podemos escrever as equações (1) e (2) como




















x(k)1

x(k)2

x(k)3
...

x(k)n





















=





















a1 a2 a3 · · · an−1 an

b1 0 0 · · · 0 0

0 b2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · bn−1 0









































x(k−1)
1

x(k−1)
2

x(k−1)
3

...

x(k−1)
n





















ou mais compactamente,

x(k) = Lx(k−1),k= 1,2, . . . (3)

em queL é amatriz de Leslie

L =





















a1 a2 a3 · · · an−1 an

b1 0 0 · · · 0 0

0 b2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · bn−1 0





















(4)

Pela equaç̃ao (4) obtemos

x(1) = Lx(0)

x(2) = Lx(1) = L2x(0)

x(3) = Lx(2) = L3x(0)

...

x(k) = Lx(k−1) = Lkx(0)

(5)

Assim, se conhecermos a distribuição et́aria inicialx(0) e a matriz de LeslieL, nós podere-

mos determinar a distribuição et́aria das f̂emeas em tempos posteriores.

Exemplo 4.1 Suponha que a idade ḿaxima atingida pela f̂emeas de uma certa população ani-

mal é 15 anos e que dividimos a população em tr̂es faixas et́arias com duraç̃ao igual de 5 anos.
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Suponha que a matriz de Leslie para esta população é

L =









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0









Se inicialmente havia 1000 fêmeas em cada uma das três faixas et́arias, pela equaç̃ao 3,

temos

x(0) =









1000

1000

1000









x(1) = Lx(0) =









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0

















1000

1000

1000









=









7000

500

250









x(2) = Lx(1) =









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0

















7000

500

250









=









2750

3500

125









x(3) = Lx(2) =









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0

















2750

3500

125









=









14375

1375

875









Assim, depois de 15 anos há 14375 f̂emeas entre 0 e 5 anos de idade, 1375 fêmeas entre 5

e 10 anos de idade e 875 fêmeas entre 10 e 15 anos de idade.

4.2 COMPORTAMENTO LIMITE

Embora a equação (5) d̂e a distribuiç̃ao et́aria da populaç̃ao em qualquer instante, ela não

dá automaticamente uma ideia geral da dinâmica do processo de crescimento. Para ter isto,

precisamos investigar os autovalores e autovetores da matriz de Leslie. Sabemos da Seção

3.1 que os autovalores deL são as ráızes do polin̂omio caracteŕıstico. Vamos determinar o

polinômio caracteŕıstico de uma matriz de Leslie arbitrária dada pela equação (4).
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pT(λ ) = det(λ Id−L)

= det





















λ





















1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1





















−





















a1 a2 a3 · · · an−1 an

b1 0 0 · · · 0 0

0 b2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · bn−1 0









































= λ n−a1λ n−1−a2b1λ n−2−a3b1b2λ n−3− . . .−anb1b2 . . .bn−1

Para analisar as raı́zes desse polin̂omio, é conveniente introduzir a função

q(λ ) =
a1

λ
+

a2b1

λ 2 +
a3b1b2

λ 3 + . . .+
anb1b2 . . .bn−1

λ n (6)

Observe quep(λ ) = (1−q(λ )) ·λ n. Usando a funç̃ao (6), a equaç̃ao caracterı́sticap(λ ) = 0

pode ser escrita como

q(λ ) = 1paraλ 6= 0 (7)

Figura 1: Comportamento limite da função q

Como todos osai e bi são ñao-negativos, vemos queq(x) é monotonamente decrescente

paraλ > 0. Além disto,q(λ ) tem uma asśıntota vertical emλ = 0 e tende a zero quando

λ → ∞.

Temos quep(λ ) = (1− q(λ )) · λ n, se tomarmos qualquer autovalor deλ de L teremos

p(λ ) = 0 e, consequentementeq(λ ) = 1. Mas, conforme indicado na Figura 1 existe umúnico

λ , digamosλ = λ1, tal queq(λ1) = 1. Logo, a matrizL tem umúnico autovalor positivo.
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Tamb́em pode ser mostrado queλ1 tem multiplicidade 1. Para isso,λ1 deve ser uma raiz

simples do polin̂omio caracteŕıstico.

Proposiç̃ao 4.1 A raiz λ1 de um polin̂omio p(λ ) é simples se, e somente se, p′(λ1) é diferente

zero.

Demonstraç̃ao: Consideremos um polinômio arbitŕario

p(λ ) = (λ −λ1)
n1 · (λ −λ2)

n2 . . .(λ −λi)
ni (8)

Suponhamos, sem perda de generalidade quen1 = 1, ou seja, queλ1 é um raiz simples

desse polin̂omio, ent̃ao

p(λ ) = (λ −λ1) · (λ −λ2)
n2 . . .(λ −λi)

ni

Derivandop(λ ) teremos

p′(λ ) = 1· [(λ −λ2)
n2 . . .(λ −λi)

ni ]+ (λ −λ1)
1 · [(λ −λ2)

n2 . . .(λ −λi)
ni ]′

Observe que ao calcularmos a derivada no pontoλ1 a segunda parcela da soma se anula,

restando apenas

p′(λ1) = [(λ1−λ2)
n2 . . .(λ1−λi)

ni ]

Comoλ1 6= λi, ∀i 6= 1, ent̃ao p′(λ1) 6= 0.

Suponhamos agora que a derivada do polinômio (8) em relaç̃ao aλ1 seja diferente de zero.

Ent̃ao,

p′(λ ) = n1(λ −λ1)
n1−1 · [(λ −λ2)

n2 . . .(λ −λi)
ni ]+ (λ −λ1)

n1 · [(λ −λ2)
n2 . . .(λ −λi)

ni ]′ 6= 0

Observe que se substituirmosλ1 na equaç̃ao acima, teremos como resultadop′(λ1) = 0.

Para que possamos obterp′(λ1) 6= 0 é preciso que alguma parcela da soma não se anule.

Note que a segunda parcela sempre será igual a zero, independente do expoente. Então

precisamos que a primeira parcela seja diferente de zero. Para isso,é preciso que o expoente

n1−1 seja igual a zero, logon1 deve ser igual a 1.

Portanto,λ1 é um raiz simples do polin̂omio.

Pela proposiç̃ao acima, para que o autovalor positivoλ1 tenha multiplicidade 1 devemos

mostrar que elée uma raiz simples do polinômio caracteŕıstico da matriz de Leslie.
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Vimos quep(λ ) = (1−q(λ )) ·λ n. Calculando a derivada desse polinômio emλ1 obtemos

p′(λ1) = q′(λ1) ·λ n
1 +(1−q(λ1)) ·nλ n−1

1

Sabemos queq(λ1) = 1, por isso a segunda parcela da soma se anula. Além disso,λ n
1 6= 0.

Agora, basta mostrarmos queq′(λ1) 6= 0.

De fato, se derivarmos a equação (6) emλ1 teremos

q′(λ1) =− a1

λ 2
1

− 2a2b1

λ 3
1

− 3a3b1b2

λ 4
1

− . . .− nanb1b2 . . .bn−1

λ n−1
1

Como j́a foi definido anteriormente, não é permitido qualquerb1 ser zero e supomos que

pelo menos um dosai é positivo. Aĺem dissoλ1 tamb́emé um valor positivo. Logo, a derivada

acima ñao seŕa nula. Portanto,λ1 tem multiplicidade 1.

Queremos agora determinar o autovetor associado ao autovalor λ1. Como j́a conhecemos

o polinômio caracteŕıstico da matriz de Leslie, vamos então determinar a transformação linear.

Temos





















a1 a2 a3 · · · an−1 an

b1 0 0 · · · 0 0

0 b2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · bn−1 0





















·





















x1

x2

x3
...

xn





















= (a1x1+a2x2+ . . .+anxn,b1x1,b2x2, . . . ,bn−1xn−1)

Pela definiç̃ao de autovetores temos que

T(x1,x2, . . . ,xn) = λ1(x1,x2, . . . ,xn)

(a1x1+a2x2+ . . .+anxn,b1x1,b2x2, . . . ,bn−1xn−1) = (λ1x1,λ1x2, . . . ,λ1xn)

Donde temos o seguinte sistema de equação






































a1x1+a2x2+ . . .+anxn = λ1x1

b1x1 = λ1x2

b2x2 = λ1x3
...

...

bn−1xn−1 = λ1xn
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Para resolver tal sistema vamos escrever osxn em funç̃ao dex1. Assim

x2 = b1x1
λ1

x3 = b1b2x1
λ 2

1
...

...

xn = b1b2...bn−1x1

λ n−1
1

(9)

Substituindo esse resultados na primeira equação do sistema obtemos

a1x1+
a2b1x1

λ1
+ . . .+

anb1b2 . . .bn−1x1

λ n−1
1

= λ1x1

a1x1

λ1
+

a2b1x1

λ 2
1

+ . . .+
anb1b2 . . .bn−1x1

λ n
1

= x1

q(λ1) = x1

1 = x1

Dividindo todos os termos porx1 temos

a1

λ1
+

a2b1

λ 2
1

+
a3b1b2

λ 3
1

+ . . .+
anb1b2 . . .bn−1

λ n
1

= 1

Agora, basta substituirx1 = 1 em (9). Dessa forma obtemos o autovetor correspondente ao

autovalorλ1

v1 =





















1
b1
λ1

b1b2
λ 2

1
...

b1b2...bn−1

λ n−1
1





















(10)

Comoλ1 tem multiplicidade 1, pela Definição 3.4 e Proposiç̃ao 3.1 o auto-espaço corres-

pondente tem dimensão 1 e portanto qualquer autovetor associado aλ1 é algum ḿultiplo dev1.

Podemos resumir estes resultados no seguinte teorema.

Teorema 4.1 (Exist̂encia de um autovalor positivo) Uma matriz de Leslie L tem uḿunico

autovalor positivoλ1. Este autovalor tem multiplicidade 1 e um autovetor associado v1 cuja

entradas s̃ao todas positivas.
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Os doisúltimos resultados que apresentaremos visa garantir que o comportamento a longo

termo da distribuiç̃ao et́aria da populaç̃aoé determinado pelo autovalor positivoλ1 e seu auto-

vetorv1.

Vai além dos objetivos deste trabalho apresentar suas respectivas demonstraç̃oes. Para mai-

ores detalhes ver (ANTON; RORRES, 2001).

Teorema 4.2 (Autovalores de um matriz de Leslie)Seλ1 é oúnico autovalor positivo de uma

matriz de Leslie L eλk é qualquer outro autovalor real ou complexo de L, então |λk| ≤ λ1.

Exemplo 4.2 Seja

L =









0 0 6
1
2 0 0

0 1
3 0









Então o polin̂omio caracteŕıstico de Lé

p(λ ) = det(λ Id−L) = λ 3−1

Os autovalores de L são, portanto, as soluç̃oes deλ 3 = 1, a saber,

λ = 1, −1
2 +

√
3

2 i, −1
2 −

√
3

2 i

Todos os autovalores têm mesmo valor absoluto 1, de modo que oúnico autovalor positivo

λ1 = 1 não é dominante. Observe que esta matriz de Leslie tem a propriedade L3 = Id. Isto

significa que para qualquer escolha da distribuição et́aria inicial x(0) nós temos

x(0) = x(3) = x(6) = · · ·= x(3k) = · · ·

Isto significa que o vetor de distribuição et́aria oscila com um perı́odo de tr̂es unidade de

tempo. Tais oscilaç̃oes, chamadas ondas populacionais, não poderiam ocorrer seλ1 fosse um

autovalor dominante, como veremos a seguir.

Teorema 4.3 (Autovalor dominante) Se duas entradas sucessivas ai e ai+1 da primeira linha

de uma matriz de Leslie L são ñao-nulas, ent̃ao o autovalor positivo de Ĺe dominante.

Assim, se a população de f̂emeas tem duas faixas etárias f́erteis sucessivas, então a matriz

de Leslie tem um autovalor dominante. Isto sempre ocorre compopulaç̃oes reais se a faixa
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et́aria for tomada suficientemente pequena. Note que no Exemplo4.2 somente a terceira faixa

et́aria era f́ertil, e portanto ñao vale a hiṕotese do Teorema 4.3. No que segue, vamos supor

sempre que a condição do Teorema 4.3 está satisfeita.

Vamos supor queL é diagonaliźavel. Neste caso,L tem n autovalores,λ1,λ2, . . . ,λn, não

necessariamente distintos, en autovetores associados linearmente independentes,v1,v2, . . . ,vn.

Enumeramos o autovalor dominanteλ1 e constrúımos uma matriz cujas colunas são os autove-

tores deL.

P= (v1|v2|v3| · · · |vn)

A diagonalizaç̃ao deL é, ent̃ao, dada por

L = P















λ1 0 0 · · · 0

0 λ2 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · λn















P−1

Disso segue que

Lk = P















λ k
1 0 0 · · · 0

0 λ k
2 0 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · λ k
n















P−1

parak= 1,2, · · · . Para qualquer vetor de distribuição et́aria inicialx(0) temos, ent̃ao,

Lkx(0) = P















λ k
1 0 0 · · · 0

0 λ k
2 0 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · λ k
n















P−1x(0)

parak= 1,2, . . .. Dividindo ambos os lados desta equação porλ k
1 e lembrando quex(k) = Lkx(0),

obtemos

1

λ k
1

x(k) = P

















1 0 0 · · · 0

0
(

λ2
λ1

)k
0 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · ·
(

λn
λ1

)k

















P−1x(0) (11)

Comoλ1 é um autovalor dominante, temos
∣

∣

∣

λi
λ1

∣

∣

∣
< 1 parai = 2,3, . . . ,n. Segue que
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(

λi
λ1

)k
→ 0 quandok→ ∞, parai = 2,3, . . . ,n

Usando isto, podemos tomar o limite de ambos os lados de (11) para obter

lim
k→∞

{

1

λ k
1

x(k)
}

= P















1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0















P−1x(0) (12)

Observe queP é uma matrizn×n, poisé formada por autovetores deL. Dessa forma, se

desenvolvermos o lado esquerdo de (12) teremos

lim
k→∞

{

1

λ k
1

x(k)
}

=















v11 v21 v31 · · · vn1

v12 v22 v32 · · · vn2
...

...
...

...

v1n v2n v3n · · · vnn















·















1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0















·P−1
n×n ·















x(0)1

x(0)2
...

x(0)n















Dáı,

lim
k→∞

{

1

λ k
1

x(k)
}

=















v11 0 0 · · · 0

v12 0 0 · · · 0
...

...
...

...

v1n 0 0 · · · 0















·P−1
n×n ·















x(0)1

x(0)2
...

x(0)n















Ao multiplicarmosP−1 porx(0) teremos como resultado uma matriz coluna. Se denotamos

a primeira entrada dessa matriz pela constantec teremos

lim
k→∞

{

1

λ k
1

x(k)
}

=















cv11

cv12
...

cv1n















Ent̃ao, o lado direito de (12) pode ser reescrito comocx1, ondec é uma constante positiva
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que depende do vetor de distribuição et́aria inicialx(0). Assim, (12) fica

lim
k→∞

{

1

λ k
1

x(k)
}

= cv1 (13)

Esta equaç̃ao (13) nos d́a a aproximaç̃ao

x(k) ∼= cλ k
1v1 (14)

para valores dek. Por (3) tamb́em temos

x(k−1) ∼= cλ k−1
1 v1 (15)

Comparando as equações (3) e (15) ńos vemos que

x(k) ∼= λ1x(k−1) (16)

para valores grandes dek.

Isto significa que para valores grandes do tempo, cada vetor de distribuiç̃ao et́aria é um

múltiplo escalar do vetor de distribuição et́aria anterior, o escalar sendo o autovalor positivo da

matriz de Leslie. Consequentemente, a proporção de f̂emeas em cada faixa etária torna-se cons-

tante. Como veremos no exemplo a seguir, estas proporções no limite podem ser determinadas

a partir do autovetorv1.

Exemplo 4.3 A matriz de Leslie do Exemplo 4.1 era

L =









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0









Então, o polin̂omio caracteŕısticoé.

pT(λ ) = det(λ Id−L)

= det









λ









1 0 0

0 1 0

0 0 1









−









0 4 3
1
2 0 0

0 1
4 0

















= p(λ ) = λ 3−2λ − 3
8

Igualando o polin̂omio caracteŕıstico a 0, obtemos o autovalor positivoλ1 =
3
2.

Por (10), o autovetor correspondente deλ1 é
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v1 =









1
b1
λ1

b1b2
λ 2

1









=









1
1/2
3/2

(1/2)(1/4)
(3/2)2









=









1
1
3
1
18









Logo, AutT
(3

2

)

=
[(

1, 1
3,

1
18

)]

Por (16) ńos temos

x(k) ∼= 3
2

x(k−1)

para valores grandes de k. Logo, a cada cinco anos o número de f̂emeas em cada uma das três

faixas cresceŕa por cerca de 50%, assim como também o ńumero total de f̂emeas da população.

Por (3) ńos temos

x(k) ∼= c

(

3
2

)k









1
1
3
1
18









Consequentemente, a longo termo, as fêmeas estarão distribúıdas entre as tr̂es faixas

etárias na proporç̃ao 1 : 1
3 : 1

18. Isto corresponde a uma distribuição de 72% das fêmeas da

primeira faixa et́aria, 24% das f̂emeas da segunda faixa etária e 4% das f̂emeas na terceira

faixa et́aria.

Agora, voltemos a equação (3), que nos d́a o vetor de distribuiç̃ao et́aria da populaç̃ao para

tempos grandes

x(k) ∼= cλ k
1v1 (17)

De acordo com o valor do autovalor positivoλ1, temos tr̂es casos:

(i) A populaç̃ao acaba aumentando seλ1 > 1;

(ii) A populaç̃ao acaba diminuindo seλ1 < 1;

(iii) A população acaba estabilizando seλ1 = 1;

O casoλ1 = 1 é particularmente interessante, pois determina uma população comcresci-

mento populacional nulo. Para qualquer distribuição et́aria inicial, a populaç̃ao tende a distribuiç̃ao

et́aria limite queé algum ḿultiplo do autovetorv1. A partir das equaç̃oes (6) e (7) ńos vemos

queλ1 é um autovalor se, e somente se,

a1+a2b1+a3b1b2+ . . .+anb1b2 . . .bn−1 = 1 (18)
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A express̃ao

R= a1+a2b1+a3b1b2+ . . .+anb1b2 . . .bn−1 (19)

é chamada ataxa ĺıquida de reproduç̃ao da populaç̃ao. Assim, ńos podemos dizer que uma

populaç̃ao tem crescimento populacional nulo se, e somente se, sua taxa ĺıquida de reproduç̃ao

é 1.
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5 CONCLUSÃO

Conhecendo a ḿedia de nascimento e a probabilidade de sobrevivência em cada faixa etária

de uma populaç̃ao, constrúımos a matriz de Leslie. Ao calcularmos seus autovalores,é posśıvel

determinar como será a distribuiç̃ao do ńumero de f̂emeas em cada faixa etária.

Al ém disso, garantimos a existência de uḿunico autovalor positivo de multiplicidade um.

A partir desse autovalor, verificamos se eleé dominante ou ñao. Em caso afirmativo, concluı́mos

que a proporç̃ao de f̂emeas em cada faixa etária torna-se constante e a razão do crescimento

populacional entre uma faixa etária e outra será o pŕoprio autovalor dominante.

Como pode-se observar, para a compreensão do modelo matricial de Leslie e análise dos

resultados obtidos foi essencial o estudo de conceitos daÁlgebra Linear como autovalores,

autovetores e operadores diagonalizáveis.
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