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RESUMO

LEVANO HUAMACCTO, Elmer. Estabilizacdo de um sistema com histerese e sujeito a
falhas aleatdrias. 2014. [38|f. Dissertacdo — Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia
Elétrica, Universidade Tecnolodgica Federal do Parand. Cornélio Procépio, 2014.

Este trabalho apresenta condigbes suficientes para garantir a estabilidade em probabili-
dade para um sistema com histereses, modelado pelas equag¢des de Bouc-Wen, mediante
um controlador proporcional integral sujeito a falhas aleatérias. Quando ocorre uma falha
de forma aleaté6ria na linha transmissao, o sistema desliga o controlador e fica assim por
um tempo. Apds esse tempo, o sistema liga novamente o controle e permanece ativo até a
proxima falha que ocorre de forma aleatéria. As falhas ocorrem de acordo com o processo
de distribuigcdo de Poisson. Uma aplicagao real considerando o controle de velocidade de
um motor DC é apresentado.

Palavras-chave: Histerese 1. modelo de Bouc-Wen 2. sistemas estocasticos 3. controle
sujeito a falhas 4.



ABSTRACT

LEVANO HUAMACCTO, Elmer. Stabilization of a system with hysteresis and subject to
random failures. 2014. [38|f. Dissertacdo — Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia
Elétrica, Universidade Tecnolodgica Federal do Parand. Cornélio Procépio, 2014.

This note presents conditions to assure the stability in probability for a hysteresis Bouc-
Wen model controlled by a proportional-integral controller subject to random failures in the
transmission line. When a failure happens, the controller turns off and remains off for a
while. After that, the controller turns on and keeps working until the occurrence of the next
failure. The failures occur according to a Poisson distributed process. A numerical example
illustrates the result. A real application considering the speed control of a DC motor is
presented.

Keywords: Hysteresis 1. Bouc-Wen model 2. stochastic system 3. control failure-prone 4.
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1 INTRODUGCAO

A histerese ocorre em diversos fendmenos em fisica, quimica, biologia, engenha-
ria entre outros (TAKACS, 2000), (SPENCER, |1996). Na fisica, por exemplo, deparamos
com ela na plasticidade, fricgdo, ferromagnetismo, ferroeletricidade, supercondutividade,
adsorcao e dessorgao, € nos materiais com memaéria e muitos outros exemplos sdo conhe-
cidos (BERTTONI; MAYERGOYZ, 2005).

Vamos a considerar um cenario simples, ou seja, um sistema deterministico, cujo
estado é caracterizado por duas variaveis escalares x e ®(x), no qual assumimos que
dependem continuamente do tempo, que denotamos por ¢. Na Figura [1 esbogamos a
evolugdo do par (x(r),®(x)), gerada por o sinal de entrada x(¢) periédica e ®(x) o sinal
de saida do sistema. Se x(z) aumenta de x; para x;, o par (x(z),®P(x)) se move ao longo
de uma curva monétona ABC; inversamente, se x(¢) diminui de x, para x;, entdo, o par

(x(t),®(x)) se move ao longo de uma curva monétona diferente CDA.

D(x)

D

7

X1

A
Figura 1 — Ciclo de histerese continuo.
Fonte: Autoria prépria.

Note que a curva mantem-se seguindo um movimiento de ida e volta, conhecido
na literatura como ciclo de histerese. Neste trabalho estamos supondo, que em qual-
quer instante ¢, o estado do sistema é completamente caracterizado pelo par (x(r), D(x)).
(BERTTONI; MAYERGOYZ, [2005). Esta é uma restricao severa, e realmente falha em
varios exemplos de interesse fisico (BERTTONI; MAYERGOYZ, 2005, p. 8).

Muitos modelos matematicos foram desenvolvidos para descrever a histerese de
forma eficiente considerando o par (x,®), por exemplo, o modelo de Duhem (DUHEM,

1897) é usado para descrever a histerese em materiais elasticos, e o modelo Preisach



(PREISACH, [1935) é usado para descrever a histerese magnética. Um importante modelo
foi proposto por Bouc em 1967 (BOUC, |1967) e generalizado por Wen em 1976 (WEN,
1976). O modelo de Bouc-Wen é popular pois é capaz de capturar, em forma analitica,
uma sequéncia de ciclos de histerese existentes em uma série de sistemas nao linea-
res (SPENCER, [1996).

Nos ultimos anos o fenébmeno da histerese tem sido intensamente pesquisado
via modelos de Bouc-Wen (IKHOUANE; RODELLAR, 2005), (IKHOUANE; RODELLAR,
2006), (IKHOUANE, 2013), (ROCHDI et al.,[2009), (IKHOUANE; GOMIS| [2008) e
(IKHOUANE; MANOSA; RODELLAR, 2007). A monografia (IKHOUANE; RODELLAR,
2007) apresenta de uma maneira unificada e detalhada os resultados mais importantes
com respeito ao modelo de Bouc-Wen. O trabalho desta dissertagdo usa o modelo de
Bouc-Wen em associagédo ao controle, conforme a seguir.

A versao normalizada do modelo Bouc-Wen, dada em (IKHOUANE; RODELLAR,
2005) (veja também (IKHOUANE; GOMIS, 2008) e (IKHOUANE; RODELLAR,[2007)), re-

laciona a saida ®pw (x) e a entrada x(¢) de um sistema com histerese, da seguinte maneira:

Dpw (x)(t) = kex(t) + kyw(t), Vt >0, (1)

Ww(t) = p(i(t) — ol (1) [ [w(t)|"~w(t) — (o — 1)i()|w(r)["), (2)

com uma condigao inicial w(0). Os parametros k, >0, k,, >0, p >0, >1/2en>1, sdo
escolhidos de modo que assegurem a estabilidade do sistema com histerese descrito pelo
Equacgdes (1) e (@) (IKHOUANE; RODELLAR, 2007). Nessas condi¢des temos o seguinte

resultado,

sup [w(r)| < max{[w(0)[,1}. (3)
t>0

Para as aplicagdes, os sinais de entrada x(¢) e saida ®pw (x)() estdo acessiveis
para medigdes, e w(z) € um estado ndo acessivel a medi¢cdo (ISMAIL; IKHOUANE; RO-
DELLAR| 2009, p. 166).

Um controle para sistemas com histerese descrito pelo modelo de Bouc-Wen é de
interesse, pois, pode-se compensar a histerese. O objetivo de controle é estabilizar o sis-
tema na presenca de histerese, cujos parametros devem ser ajustados de forma especifica

para garantir a estabilidade dos sinais em malha fechada. O controlador Pl demonstrou
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ser adequado para o tratamento da histerese (IKHOUANE; RODELLAR, [2006). Uma li-
mitagdo nos resultados obtidos em (IKHOUANE; RODELLAR), 2006), € a aplicagdo aos
modelos deterministicos do modelo de Bouc-Wen. Em contraste, nossa abordagem consi-
dera o controlador Pl sujeito a um detector de falhas aleatérias, que denotamos por DF
na linha de transmissao (veja Figura[2).

Neste contexto aleat6rio, nossa contribuicdo é obter condigdes suficientes para
garantir a estabilidade em probabilidade do sistema com histerese descrito pelo modelo
de Bouc-Wen com um controlador Pl sujeito a um detector de falhas aleatérias na linha de
transmissao.

As falhas na linha transmissdo seguem um processo estocastico com uma dis-
tribuicdo de Poisson (veja Definigdo [{). Quando ocorre uma falha, o detector de falhas
desliga o controlador Pl e volta a liga lo depois de um certo tempo u constante. Sob
este comportamento aleatério, conseguimos provar a estabilidade em probabilidade para
o sistema com histerese. Tal resultado é a principal contribuicao deste trabalho.

Este trabalho, em uma parte, foi aceito na “Conference On Automatic Control-
CONTROLO 2014”, Portugal, com o titulo “Control of a hysteresis model subject to random

failures”.

1.1 OBJETIVOS

Listaremos os principais objetivos neste trabalho:
e Identificacao dos parametros do modelo de Bouc-Wen.

e Os parametros de nosso projeto de um controle Pl sujeito a falhas aleatérias na
linha de transmiss&o para um sistema com histerese, foram escolhidos satisfazendo

o teorema principal.

e Resultados experimentais.
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2 DEFINICOES BASICAS E RESULTADO PRINCIPAL

Na seguinte secao apresentamos o método de identificacdo dos parametros para

o modelo normalizado de Bouc-Wen ({)-(2), na qual faremos uso nos resultados experi-

mentais, na se¢ao 2.5.1]
2.1 IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS DO MODELO BOUC-WEN

Defina-se as seguintes fungoes,

calw)= [ du
o) = T ol Tut (o = D"’

03,00 = [ -

o 1—olul"u+(o—1)ul’

q)GJl (W> - (p(;,n (W) + (P(_;n (W)’

para um escalar w € (—1,1). Nesta secéo, w(t) denota a solugdo da Equacéo (2). Como
se mostra em (IKHOANE; RODELLAR, 2005), as fungdes ¢ ,(-), ¢g ,(-) € @5 a(-) S80 nd0
decrecentes no intervalo (—1,1), de modo que sdo bijetivas. Denotemos seus fungdes
inversas Y ,, w;jn e Y5, respectivamente.

Em muitos casos, de importancia prética, o ciclo limite de histerese podem ser
obtidos experimentalmente da seguinte forma. Para a identificacdo dos parametros o si-
nal de entrada x(z) é considerada T-periédico e continua no intervalo [0,+o0) (IKHOANE;
RODELLAR, 2005). Existe T, tal que, 0 < TT < T no qual, x é C! sobre o intervalo
(0,T") e (T*,T) com k() >0, parat € (0,7") e %(t) <0, para t € (T",T). Denotare-
mMos Xyin = x(0) € Xypax = x(T) > Xnin © Maximo e minimo do sinal x(¢), repectivamente

como na proposicao adiante.

Proposicdo 1 . Considere o sistema (1))-(2) com uma condigao inicial w(0), no qual o sinal
de entrada x(t) é T-periddica e suficientemente regular. Defina as fungdes w,, e ®,, para

quaisquer inteiro m ndo negativo, da seguinte forma:

D, (x)(7) = kex(7) +kywi(7), VT €EI0,T], (4)
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win(T) =w(mT +1), V1€l0,T]. (5)

Ent&o,

a) As sequéncias de fungées {®, } >0 € {wm}m>0 convergem uniformemente no inter-
valo [0,T| para as fungées continuas ®gyw em [0,T] e w em [0,T] respectivamente.
No qual,

By (1) = kux(T) + kiv(7), VT E[0,T],

w(T) = ‘V;,n((Pc_;n{_Wmn(p(Xmax —Xin)) } + P (X(T) = Ximin)), VT €[0,T7], (6)

w(T) = _Wc;r,n<(Pchr.,n{_V’6,n(p(Xmax_Xmin))} —p(x(T) = Xin)), VTE[TT,T]. (7)

b) Para todo t € [0,T], temos

—1< _Wc,n<p(Xmax_Xmin>) < W(T) < Wc,n(p(xmax _Xmin)> <1 (8)

Com mais detalhes veja (IKHOUANE; RODELLAR, 2007). Este método de identi-
ficacdo asume o conhecimiento de ®, que é o conhecimiento do ciclo limite obtido quando
o modelo de Bouc-Wen é exitado por sinais T-periddicas x(¢). Os parametros do modelo
Bouc-Wen sao obtidos a partir dos dois ciclos limite resultantes dos sinais periddicos. Além
disso, mostra-se em (IKHOUANE; RODELLAR| |2007) que a técnica de identificacao é ro-
busto respeito a uma classe de disturbios.

Em geral, a varidvel de estado nao-linear w(t), é ndo acessivel a medigdo. Usando
o resultado na Equagéao e a Proposigéo [Tlb, para casos praticos, o ciclo limite da his-
terese pode ser obtido experimentalmente. Entretanto, os parametros k,, ky, p, 0 e n
sdo desconhecidos. O objectivo do método de identificacédo é proposto para determinar
os valores destes parametros. Ent&o, uma veis obtido w e ®py como em Proposi¢ao

equagdes (6) e (7), temos o seguinte resultado,

=p(1-w(x)"), para w(x) =0, 9)
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=p(1+2o—-1)(—w(x))"), para w(x)<O0. (10)

Considerando dois sinais periédicos x(t) e x| (¢), tal que, x;(¢t) = x(¢) + ¢ para alguma cons-
tante ¢ dada. Denotamos as correspondentes histereses w(x) e w;(x) para x(t) e x;(t)

respectivamente. Da Proposi¢éo [{], assim temos, a seguinte equagao,

DPpw 1 (x1) = Ppw (x) +keq, VX € [Xnin, Ximax), (11)

entao,

ke = ) (12)

para qualquer x € [Xuin, Xmax|. Uma vez determinado k,, podemos calcular k,,. Definimos,

0(x) = kyw(x) = Ppw (x) —kyx,  Vx € [Xinin, Xmax|- (13)

Calculemos o parametro y dada na equagao seguinte. Usando a Equagéo (9), temos que,

do(x)
dx

=vy—b0O(x)", para 6(x)>0, (14)

entdo, da Equagéo (14), temos que,

y— [d@(x)} 7 (15)

no qual, x* é tal que 8(x*) = 0. A existéncia deste zero, decorre do fato que a fungéo
w(x) é crescente de X, até Xiax Para x € [Xin, Xmax]. LOgoO, considere-se x5 > xj > x*.
Avaliamos a Equagéo (14), para calcular o valor do parametro n,
do(x
|: di )}xzxﬁ -7
"8 | T80
S

*

X:Xl

()

~—
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também, temos que,

[,

b= 2 17
o) .

agora, calculamos os valores dos parametros k,, e p, tal que,

Y
w=1/7 1
b=/ (18)

_r
p=r (19)

Uma vez que o parametro k,, tenha sido determinado, a fungdo w(x) pode ser calculada

para todo x € [Xuin, Xmax| @ partir da Equagéo (13), temos que,

w(x) = —=. (20)

Para o parametro restante o, usamos a Equagéao (10),

.

N —
|
S
—~~
=
W %
=
S

no qual x3, foi escolhido de forma que w(x3) < 0. Isto é equivalentemente xj < x*. Esta
metodologia de identificacdo pode ser aplicado sistematicamente seguindo os passos des-

critos no seguinte Quadro.
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Passos para a identificacdo dos parametros do modelo Bouc-Wen
Passo 01 | Exitamos o sistema de Bouc-Wen com uma sinal T-periédica x(7).
A saida chega a um estado de equilibrio @y (x). Uma vez que
a entrada e a saida sdo mensuraveis, a relagéo (x, P (x)) é
conhecido ( veja Proposigao .
Passo 02 | Escolhnemos uma constante g para excitar o modelo de Bouc-Wen
com a entrada x;(¢) = x(t) + g. A saida chega um estado de equilibrio
Dpw 1 (x1). A relagdo (x1,Ppw 1(x1)) é determinada.
Passo 03 | Calculamos o coeficiente k., usar a Equagao (12).
Passo 04 | Calculamos a fungédo 6(x), usar a Equagéo (13).
Passo 05 | Procuramos o zero da fungdo 6(x), que é x*, tal que 6(x*) = 0.
Passo 06 | Calculamos o valor do parametro ¥, usar a Equagéo (15).
Passo 07 | Escolhemos os pontos x] e x; tal que x* < x] < x;. Calculamos o
parametro n e b, usando as Equagodes e (17).
Passo 08 | Calculamos os parametros k,, e p, usando as Equacgdes e (19).
Passo 09 | Calculamos a fungédo w(x), usar Equagao (20).
Passo 10 | Escolhemos o ponto x3 tal que x3 < x*. Calculamos o parametro o,

usar a Equagéo (21).

2.2 DEFINICOES BASICAS

O simbolo A(:) denota a parte real de um nimero complexo e escrevemos A
para denotar a taxa de ocorréncia. Quando A é uma matriz quadrada n x n, A(A) :=
{max(A(i)), i=1,2,...,n}, denota a parte real dos autovalores da matriz A, no qual A (i)
é autovalor da matriz A. Denotamos a norma de Frobenius por ||-|| e o valor absoluto por
|-| . A expresséo ¢y denota a funcéo indicadora. O simbolo exp(-) denota a funcao
exponencial e &(-) denota o delta de Dirac.

Apresentamos a definicdo do processo de Poisson homogéneo.

Definicdo 1 . (BARRY, 2008, p. 21) Uma colegdo {N(t)};>0 de varidveis aleatdrias satis-
fazendo:

1) Pr [N(0)=0] = 1.

2) Para0 <ty <t <t..., temos que N((t;,t;+1]), i =0,1,2,..., sdo varidveis aleatdrias
independentes.

3) Para todo s,t > 0 com uma taxa de ocorréncia A > 0, temos,

Hw“wbzﬂ:ewb%@;?ﬂﬁ—wﬂ n=0,1,2,... (22)

€ chamado de processo de Poisson homogéneo.
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&(r) x(7) D (x)(1)
e »  BW =

Y
S
=y

Figura 2 — Diagrama de blocos do controle PI sujeito a falhas aleatorias.
Fonte: Autoria prépria.

2.3 CONTROLE PARA UM SISTEMA COM HISTERESE

Vejamos o esquema de controle Pl para um sistema com histerese descrito pelo
modelo de Bouc-Wen (veja Figura[2). Os instantes de tempo 0 < #; < 1;... < f representam
as falhas que acontecem de maneira aleatéria na linha de transmiss@o. Daqui em adiante
considere BW para dizer Bouc-Wen.

Quando ocorre uma falha na linha de transmissao, as duas constantes kp e k;
se tornam zero, isto equivale a uma ordem dada pelo detector de falhas DF para que o
controlador se desligue. O controlador fica desligado durante um certo periédo de tempo,
a ser determinado no projeto do controlador. Denotamos por u > 0 este periodo de tempo
na qual o controlador fica desligado depois de cada falha. Em aplica¢des, p pode ser
escolhida para atender os requisitos de estabilidade, mais adiante vamos explorar sua
importancia.

Apos o tempo u passar o sistema liga o controlador Pl e isto acontece precisa-
mente no momento s, =, + 1. Para um melhor entendimento veja Figura Observe
que nos momentos de tempo s; e f , o controlador Pl muda de estado, de 'ON’ para
'OFF’, e vice-versa. Essa metodologia 'ON’ e 'OFF’ sera util para provar a estabilidade em
probabilidade conforme adiante.

Observacao 1 . Notar que, i > 0 é um valor deterministico escolhido antecipadamente no
projeto. A proxima falha na linha de transmisséo, ocorre no instante t;,. de forma aleatdria,
obedecendo o modelo de Poisson. Este modelo representa a probabilidade de ocorréncia
de um certo “numero de chegadas” em um determinado tempo. Neste trabalho modela,
por exemplo o numero de falhas na linha de transmiss&o.

A probabilidade de Poisson é definida para uma varidvel aleatéria discreta (22).
Ou seja, Pr[X = n| representa a probabilidade de ocorrerem n falhas na unidade de tempo

trabalhada, sendo A a média de chegadas na unidade de tempo. A distribuicdo expo-
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ON

TR ) TR R
OFF '

I Sk Tpt1 Skl Tr+2 Sk2

Figura 3 — Na figura, ‘OFF’ vai de #; até s; e ‘ON’ vai de s; até 7.
Fonte: Autoria prépria.

nencial é a correspondente da distribuicdo de Poisson para o0s intervalos entre chegadas.
Quando ocorrem falhas, por tanto, seque o modelo de Poisson em sua taxa de chegada
e comporta-se segundo a distribuicdo exponencial, em termos de tempo entre chegadas.
Nesse sentido, seja O := t;.1 — sx para todo k > 0, é uma varidvel aleatéria i.i.d com a
distribugdo de probabilidade exponencial (ROSS,|1985, p. 202),

Pr[§, =t] = Aexp(—At), Vi>0,Vk>0, 1 >0. (23)

A fungao indicadora 1., auxilia a representar o ligamento e desligamento do con-
trole, ou seja, quando ¢ € [sy,#+1) temos 1 e 0 no outro caso. Entdo, pode-se definir os

parametros do controle da seguinte maneira,

kp(t) = Licigu.nkp € ki(t) = ligig ki, V120, (24)

na qual kp e k; séo constantes fixas.
De acordo com o esquema de controle mostrado na Figura[2] pode-se reescrever

as equacoes do controlador, tal que,

§(t) =kp(t)e(t) +q(t), Vt=>0, (25)
4(1) = k(1) / "e(t)dT, V>0, (26)
e(t) (Skotest) (r(t> — @y (x) (t))a Vi >0, (27)

no qual x(z) satisfaz a seguinte relagéo,

x(t)+ax(t) =&E(r), Vi>0, (28)
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para a > 0 uma constante dada.

Observacao 2 . Notar em (25), £ (¢) tem descontinuidades de primeira especie para A > 0,

entretanto, a solugdo x(t) da equagao diferencial é continua.

Derivando a Equagéo (26), temos,

a) = k) [ e@as ke

Tk

— (3-8, [ e(0)dt+ki(0)elt),

= e(sk) —e(ter1) +ki(t)e(r),

no qual &, (¢) é a fungéo delta de Dirac tal que tem a seguinte propriedade
t
/tk 8, (1)e(T)dT = e(sy),
e da Equacao temos que,
q(1) = ki(t)e(t), Vi =0, (29)
logo, substituindo a Equagéo na Equacgao temos que,
§(t) = ki(t)r(t) — ki (t)@pw (x) (1), ¥t >0, (30)
substituindo a Equacao (1) na Equagao temos que,
q(1) = ki (0)r(t) = ky (t)kax(r) — ki () kyw(t), Vi =0, (31)
de outro lado, se substituirmos a Equacéao na Equacao temos que,
x(t) = —ax(t) +kp(t)e(t) +q(t), Vt>0, (32)

logo, se substituirmos a Equacao e depois a Equacéo (1) na Equacgéo temos que,
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x(t) = —ax(t) +q(t) + kp(t)r(t) — kp(t)kex(t) — kp(t)kyw(t), Vt >0, (33)

entdo, das equagdes e temos o seguinte sistema linear,

Y(t)=A@)Y(t)+H(t), VYi>0, (34)
no qual,
x(1) —(a+kp(t)ky) 1
Y(t)= , At) = : (35)
q(t) —ky(t)ky 0
e
kp(l) —kp(t)kw
H(t) = r(t) + w(t)
k](t) —kl(t>kw

Vamos a definir a matrix A (que ndo depende do tempo) motivada por sua versao,
que depende do tempo em (34).

—(a+kpky) 1
ik, O

Podemos apresentar um importante resultado preliminar. Denotamos por E a es-
peranca matematica de uma variavel aleatéria. A prova encontra-se na subsecao adiante.

O seguinte lema garanta uma condicdo para a convergéncia na média ou em L!
das varidveis aleatérias x(#;). Este resultado é de grande importancia na prova de nosso
resultado principal.

Lema 1 . Seja {#,} uma sequéncia que representa um processo estocastico para os ins-
tantes de tempo onde ocorrém as falhas conforme com o esquema de controle mostrado

na Figura[d Entao existe uma constante c > 0, tal que,

[Elx(t)]| < ¢, Vk>0,
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se e somente se A(A) — A < 0.
Observacao 3 . A condi¢cdo de estabilidade A(A) — A < 0 no Lemal1] se determina, medi-

ante andlise do polinémio caracteristico da matrizA — A1,

p(s) = 5%+ (a+kpky +2A)s + A(a+ kpky + 1) + kpke = 0. (36)

De acordo com as condigdes de Routh-Hurwitz (CHEN, |1998), as raizes de p(s) tém parte

real negativa se e somente se,

atkpke+24 >0 e A(a+kpky+2A)+kpky >0, (37)

sdo satisfeitas. A condigdo em é necessaria e suficiente para que A(A) — A < 0.
Para provar o Lema[f] precisamos de alguns resultados preliminares.
Proposicao 2 . (HIRSCH; SMALE, 1974, p. 84) Seja A uma matriz de dimensdo n x n.

Entao existe uma matriz inversivel Z, tal que,

A=2ZJ, 27"

no qual, J4, é a forma de Jordan correspondente a matrix A. Por outra parte, temos para

qualquer escalar c, se cumpre que,
exp(cA) = Zexp(cJa)Z "

Lema 2 . Seja A uma matriz de dimensé&o 2.

(i) A matriz M; = E[exp(Ad;)], Vk > 0, existe se e somente se A(A) — A < 0.

(i) Seja h uma fungéo vetorial continua e limitada de dimengdo 2. A matriz quadrada
Ok
M, =E [/ exp(A(& — 7))h(T)dT|, (38)
0

existe se A(A) — A < 0.

Demonstragdo. [Prova de (i)] Lembrar o processo de intervalos entre chegadas, no qual,

O = trr1 — Sk, k > 0 é uma varidvel aleatéria, entdo exp(Ad;) € uma varidvel aleatéria e
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escrevemos,

—+oo
My = E[exp(A&)] = /0 exp(Ar) Pr[8, = f]dr,

~+oo
= l/ exp(Ar)exp(—At)dt,
0

usando o resultado obtido na Proposicao |2, entdo na expressao acima temos que,

o0
M = A Zexp(Jut)Z ™ exp(—At)dt
0

~+o0
— /1/ Zexp (Ja — A1) Z " \dt.
0

Sejam o] e 0, autovalores de A, entdo a matriz J4 — Al assume as formas,

o1 —A 0 o —A 1
ou ,
0 Gz—l 0 Gl—)L

logo, a matriz exp ((J4 — AI)t), tem alguma destas formas (CHEN, 1998)

[exp«o]—z)r) 0 ] " [exp«ol—m rexp((ol—w)]
0 exp((0y — A)1) 0 exp((o1—A)r) |

o0

entdo, a integral / exp ((Ja4 — Al)r)dt existe, se e somente se, ambos A(0])—A <0 e
0

A(02) — A < 0 se cumprem. Esta condigdo é equivalente a condigdo A(A) —A < 0. Com

este argumento terminamos a demostracao de (i).

[Prova de (ii)] Se fazemos uma avaliagédo direta do valor esperado na expressao
temos que,

M, — E { /O ¥ exp(A(6, r))h(r)dr] 7
- /O +°° ( /0 "exp(A(t — r))h(r)dr) Aexp(—A)dr,

_ 2 /O "7 exp(At) exp(— A1) ( /O texp(—A’c)h(r)dr) dr,

aplicando a Proposigéo [2 na identidade anterior, temos que,
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My =2, /0 " Zexp((Ja— AD)Z! ( /O tZexp(—JA*c)Z_lh(r)dr) dr,

) /O " Zexp(Ja— AD)0) ( /O t exp(—JAr)Zlh(r)dr) dr,

assim temos,
e d
el < [ exp(an — A { [ llexp(-aae) e ) )

desde que, h:= A||Z||[|Z7"||(sup,> ||A(?)]|). Logo com argumentos simples, podemos ter,

lexp((Ja = AD)r)|| < texp((A(A) =A)1)

e que,

lexp(=JaT)[| < Texp(A(A)7),

substituindo as duas desigualdades em e com a ajuda de alguns calculos adicionais,
podemos mostrar que o limite superior de M, depende de A(A) — A < 0. Com esse argu-
mento terminamos a demostracao de (ii).

O

2.3.1 Prova do Lema(d]

Apresentamos a demostragdo do Lema([i] Se divide a prova em dois casos.
Demonstragdo.Caso 1. Controle ligado:
Neste caso ¢ pertence ao intervalo [sg,#+1), no qual kp(t) = kp e k;(t) = k;, entdo de (34),

temos que

Y(t) =AY () +h(t), Vt€ [si,ter1), (40)

no qual,
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x(1) —(a+kpky) 1
Y(t) = , A= ,
Q(t) _klkx 0
e
kp _kPkw
h(t) = r(t) + w(t)
ki —kiky,

A solucao da expressao ¢ dada por,
t
Y (6) = exp(A(r — )Y (50) + [ exp(Ale — (e, (1)
Sk
set 141 em (41), e lembrando que & = ;41 — sk, temos que,
Ok
Y (t1) = exp(AS)Y (50) + | exp(A (& —7)h(z —s)d. (42)

logo, introduzimos o operador valor esperado em ambos os lados da Equacao

B Gen)] = Eloxp(a807 (0] +B | [ expla 8~ 0tz —so)de].

5 (43)
— ElexpAEN ()] +E | [ expla 8~ e)i(zsue.

no qual, a ultima igualdade resulta da propriedade i.i.d do processo de Poisson. Com o
Lema (2) e a Equacéo obtemos a seguinte desigualdade,

EY (g DI < [IMUIELY (s)][] + [1M2]], - k=0, (44)

no qual M; e M, s&o matrizes que satisfazem o Lema[2] Na definigdo do vetor Y (), temos

que,

em particular, temos que,
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WY ()] < [[My]] + (M2, (46)
quando |x(so)| = [x(0)| = 1.
Caso 2. Controle desligado:
Agora provamos que,
[Blx(s)]| <1, Vk>0. (47)

Quando o controlador esta desligado, ¢ pertence ao intervalo [t,s;), entdo temos que
kp(t) = ki(t) = 0. As equagdes (25)-(28) nos garantam que ¢(r) = &(t) = 0 e também
que x(t) +ax(t) = 0 quando ¢ € [, sx). A solugdo deste sistema homogéneo é dado por

x(t) = x(tr) exp(—a(t —tr)), Vt € [t,sk)- (48)

Suponhamos que |E[x(#)]| é limitado superiormente por uma constante cy, tal que, c; :=
max(1, ||M|| + ||M2]|) ndo depende de k, no qual M; e M, sdo matrizes definidas como no

Lema[2] Entdo, com essa suposicao, e aplicando em (48), temos que,

[El(0)]] = [Elx(z)]exp(—a(t —)) < crexp(—alt — 1)), Vi € [tg; k) (49)

Lembrando que sy =, + 1 para todo k > 0, agora escolhemos u > 0 para garantir um
fator de decrecimiento exponencial apropriado. De fato, se deixarmos que u > 0 seja

suficientemente grande, tal que,

0> log(cl), (50)
a
isto equivale escrever,
crexp(—ap) < 1, (51)
entdo, para r 1 s, em (49), temos que,
lim |E[x(¢)]| < cjexp(—au) < 1, (52)

118k
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assim temos, de e que ||E[Y (sx)]|| = |E[x(sx)]| < 1. Aplicando esse fato na desi-
gualdade (44), concluimos que,

[[EY (e DI < (M + [[Ma]],

a prova do resultado segue por indugao.

2.3.2 Estabilidade em probabilidade

Apresentamos o conceito de estabilidade estudado neste trabalho.

Definicao 2 . (KOZIN, 1969) Dizemos que um modelo estocastico ndo linear de Bouc-Wen
(1) -2) e (25)-(28) ¢ estavel em probabilidade, se dado € >0 e M > 0, existe § = 5(&,M,1y),
tal que,

x(tp)| < 6 temos,

Pr <sup|<I>BW(x)(t)| > M) < E.

1>t

Observacdo 4 . A Definicdo [3 equivale dizer que existe uma constante suficientemente

grande M > 0 que depende de € > 0, tal que,

Pr (sup\CI)BW(x)(t)\ < M) >1—e.

t>19

Os resultados a seguir serdo uteis na prova do principal resultado dessa monogra-
fia.

Proposicao 3 .[Desigualdade de Markov] (LIN; BAl, 2011, Th. 6.1, p. 52). Seja X uma va-
ridvel aleatdria e g(x) > 0 uma fungdo ndo decrescente em R. Entdo, para qualquer x € R,

temos que,

ElsX)]

Pr(X >x) < ()

Lema 3 . Seja X uma varidvel aleatdria e ¢ > 0 uma constante fixa, tal que, |E[X]| < c. Se

g(x) > 0 é uma fungao concava ndo decrescente, entao,

, Vx>0.



26

Demonstragdo. Desde que g(-) é uma fungdo concava, usamos a desigualdade de Jen-
sen (LIN; BAI, 2011, Th. 8.4.a) para afirmar que E[g(X)] < g(E[X]). A condigdo |X| > x
significa que X > x >0 ou que 0 > —x > X. No caso X > x > 0, temos imediatamente da

Proposicao |3, temos que,

Elg(¥)] _ ¢(EX])

X =0 <=y = e

(53)

Agora na condicdo 0 > —x > X, consideramos Y = —X, entdo temos que —x > —Y ou

equivalentemente Y > x > 0. Por tanto, do passo anterior, podemos obter,

quwggig) (54)
Desde que,
[E[X]| = | - E[X]| = [E[-X]| = [E[Y]|,
da hipétese g(-) é ndo decrescente, temos que,
g(E[X]) <g(c) e g(E[Y]) <g(c), (55)

relembrando,

Pr(|X| > x) =Pr({X > x} ou {—x > X1}),
=Pr(X > x)+Pr(—x > X),
=Pr(X > x)+Pr(Y > x),

aplicando (53)—(55) na ultima igualdade, na qual concluimos que,

g(EX]) | 8(EY]) _ 28(c)

Pr(|X| > x) < 2 glx) ~ g(x)

assim fica provado o Lema 3
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2.4 RESULTADO PRINCIPAL
Apresentamos na sequéncia o principal resultado dessa monografia.

Teorema 1 . O modelo estocéstico ndo linear de Bouc-Wen dado em (1)-(2) e (25)-(28), é
estavel em probabilidade, se A(A) — A < 0.

Observacao 5 . A importancia deste resultado, reside na sua aplicacdo para estabelecer
um controle para os sistemas n&o lineares modelado por equagbes do tipo Bouc Wen.
Notar que, em (37), é uma condigdo necessaria e suficiente para garantimos a estabilidade
no mesmo sentido que o Teoremal(l]

Tal afirmacéao é ilustrada via aplicacdo real de controle de um motor DC sujeito a

falhas, a ser descrito na Seg¢ao|2.5 adiante.

2.4.1 Prova do Teoremaldl

Demonstragdo. O Lemal(i]garante a existéncia de uma constante ¢ > 0, tal que,

Ex(w)]| < e, Vk>0, (56)

no qual nos momentos 7, para todo k > 0, se establece o tempo entre chegadas ¢, =
tri1 — i, k > 0. Logo, aplicando no Lema3|com g(x) =log(x), x > 0, temos que,

2log(c)

Pr(|x(t)| > x) < Vx>0, Vk>0
()] 20) < JE0S Va0 ,
ou equivalentemente
21
Pr(x(r)| <) > 1— 22 il w0, (57)
log(x)

De outra parte, seja T > 0 uma constante suficientemente grande. Entédo, a probabilidade

que o tempo entre chegadas & se encontra no interior do intervalo (0,7] é

Pr(0 < & < T) = / " A exp(—Ar)dr = 1 —exp(—AT). (58)
0

Como 1, e O, sdo variaveis aleatérias independentes, podemos escrever (57) e
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da seguinte forma,

Pr({0 < & < T} e {|x(t)| < x})

— Pr(0 < & < T) Pr(|x(t)] < x) > (1 —exp(=AT)) (1 - zli‘ﬁi‘;)) |

Isso significa que para alguns momentos de tempo ¢ > 0, a probabilidade que o

evento

{tk <t <ty <tk+T} e |x(tk)] <x e ’X(tk+1)| <X,

acontega é maior que (1 —exp(—AT)) (1 —2log(c)/log(x)). Entdo, com esse resultado e
a continuidade de x(¢) (veja Observagéo [2) podemos afirmar que existe constante M =
M(x,T), tal que,

|)C(l)| <M, Vi € [tk7tk+T)7 (59)

com uma probabilidade maior que (1 —exp(—AT)) (1 —2log(c)/log(x)).
Aplicando e (3) em (), obtemos,

|[Paw () (1) ] < kax (1) + k[ w(2) | < kM + K, (60)

assim fica provado o resultado principal para x e T qualquer.

2.5 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta secdo apresentamos um experimento pratico. A Figura |4| apresenta o kit
didatico Datapool Servomecanismo modelo 2208, que permite o controle de velocidade
do motor de corrente continua DC (Direct Current). Também usamos uma placa de aqui-
sicdo dos dados produzida pela National Instruments denominada NI USB-6008. E um
dispositivo simples e de baixo custo para o interfaceamento ENTRADA/SAIDA de sinais
em relagdo ao PC. Esta placa pode ser conectada via cabo USB a um PC executando o

Matlab, e o Matlab realiza as tarefas de enviar e ler voltagens nos terminais da placa.
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Figura 4 — Kit didatico Datapool Servomecanismo e placa de aquisicao dos dados.
Fonte: Autoria prépria.

2.5.1 Identificagdo do Modelo de Bouc-Wen para motor DC

Desejamos determinar os parametros k, >0, k,, >0,p >0,6>1/2en >1como
em e via experimento pratico com o kit Datapool Servomecanismo. O sinal de
entrada periédico é x(r) e o sinal de saida é y(r). Os sinais se relacionam da seguinte

maneira:

y(t) = Ppw (x)(t) + yo. (61)

Note que yo € uma constante a ser calculada. Apresentamos agora 0os passos do processo

de identificagdo de parametros do modelo de Bouc-Wen deacordo com Quadro.

Passo 01: Considere como sinal periddica de entrada ao sistema uma fungado com frequéncia
de oscilagéo escolhida de modo a ser menor possivel. Adotaremos a fungdo x(z) =
0.6+ 0.1sen(pi*t/2) no qual ¢ € [0, 16], pois satisfaz os requisitos do Kit Datapool
Servomecanismo e a placa de aquisi¢ao dos dados.

Passo 02: Escolhemos ¢ = 0.3 para gerar o sinal x;(¢) = x(¢) + ¢ no qual t esta em [0 : 16] se-

gundos e obter o sinal de saida do Kit Datapool y; (1) = ®gw (x1)(¢), no qual,
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Figura 5 — Média de k, no tempo.

Passo 03:

Passo 04:

Passo 05:

Fonte: Autoria prépria.

yi(t) —y(r) = Ppw (x1)(t) — Ppw (x)(¢), Vr>0.

Calculamos k,,

k= 0 =0 _ Pow ()0 = Paw@)(0) g (62)
q q

para algum valor fixo x1,x € [Xnin, Xmax). Escolnemos a média de k,, dada na Equagéao
(62). Na Figura [5, visualizamos a média de k,, que é aproximadamente 3.7024. O

valor que usaremos na equagao seguinte.

Calculamos a histerese do Kit Datapool Servomecanismo, a qual denotamos por
0 (x),

0(x) = Ppw (x)(t) —kpx, Vt>0. (63)

Veja Figura[6l A curva de histerese sera util no proximo passo.

Calculamos o valor de yp. Somamos y, em ambos lados da Equacgéo (63), temos

que,

0(x)+yo = Ppw (x)(t) +yo — kex = y(t) —kyx, V& >0. (64)
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Figura 6 — Histerese do Kit Datapool Servomecanismo.
Fonte: Autoria proépria.

0.05~ X: 0.5984
Y: -0.0001277
0 T

-0.35 L L L L I |
0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7

X(t)

Figura 7 — Localizacao dos pontos x;, x; e x3 na histerese do Kit Datapool.
Fonte: Autoria prépria.

Essa igualdade em (64) nos possibilita obter de maneira experimental, que yp = 0.65.
Agora calculamos os parametros n, k,,, p € . No passo 4, definimos a equagéo da

histerese do Kit Datapool Servomecanismo, 6(x).

Passo 06: Na Figura|§|, observamos a existéncia do ponto x* tal que 6(x*) = 0, entao escolhe-
mos da Figura [6| uma curva superior da histerese do Kit Datapool, como se mostra
na Figura[7 isto, para a alocagao do ponto x*. Com ajuda deste ponto, calculamos
logo os pontos xi, x» € x3. A histerese do Kit Datapool Servomecanismo ndo é uma
curva regular, isto € devido a aparicao de ruido no momento da aquisicdo dos dados

do Kit Datapool Servomecanismo. Entdo precisamos de uma regularizagéo de 6(x).
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Na Figura |7, P(x) representa um polinémio regularizador de 6(x), que na verdade
€ um polindmio aproximado que usaremos para fazer as derivadas de forma regular
da curva de histerese nos pontos x*, x;, x, € x3. De forma experimental temos,
x* =0.5984, com esse valor calculamos o valor de 7.

_dp(y)

— W‘F"* =1.0780. (65)

no qual,

P(x) 2 0.1929x —0.7834x° +1.3613x° — 1.3117x* +-0.7570x" — 0.2616x* +1.0062x — 0.0041.

Passo 07: Agora devemos escolher x3 de modo que x3 < x* < x| < x,. Adotamos no experimento

x3 =0.5081, x; = 0.6579 e x, = 0.6828 e estes valores produzem,

dP(x) e, —a
dx "7
lo
o CZCT
X=X
n= dx —1.5817, (66)
P(x2)
log
P(x1)
Passo 08: Calculamos k,, e p,
1/n
a
ky = P(x2) PG —0.4514, (67)
T ax e
p—=-L —21939, (68)
kyy
0 P
Passo 09: Assim pode-se calcular a fungéo w(x) = % Com fines praticos, w(x) = g
w w
Passo 10: Logo, calculamos o,
dP(x
S P +1 | =0.799. (69)

2 P(x3)\"
ky
Confrontamos os dados reais obtidos no Kit Datapool Servomecanismo com o0s

dados da simulacao do modelo de Bouc-Wen.
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Figura 8 - Comparacao entre os sinais de saida, simulado e experimental, do Kit Datapool.
Fonte: Autoria prépria.

Na Figural[8] temos, o sinal de entrada x(r), o sinal de saida da simulagéo ®gw (x)(r)
e o sinal de saida do Kit Datapool y(z). Note-se na Figurauma semelhancga entre os sinais

de saida real e simulado.

2.6 CONTROLE SUJEITO A FALHAS

O Kit Datapool Servomecanismo foi avaliado sob controle Pl sujeito a falhas. No
projeto do controlador Pl. Tenhendo em conta a condicao (37), adotamos os valores a

sequir:

a=10 ; K,=0.1 ; Kp=15 e A=0.25, (70)

tais valores satisfazem os requisitos de estabilidade do Teorema|[l] Adotamos como sinal
de referéncia r(t) = 3rad/s.

Na Figura [9] apresentamos os efeitos do controle Pl sujeito a falhas aleatérias
para um sistema com histerese. Vemos como o controle Pl age imediatamente depois de
ocorrido uma falha de forma aleatéria. Quando ocdrre uma falha o sistema fica desligado
por u = 0.27 segundos. Depois de passar esse tempo o controlador volta atuar, de modo
que a velocidade do motor DC siga o sinal de referéncia.

De modo a ilustrar a influéncia das falhas no comportamento médio do equipa-
mento, realizamos 600 experimentos distintos.

A Figura[10] apresenta a média obtida experimentalmente para os sinais. Nota-se
claramente a existencia de um erro entre a referéncia e a velocidade angular angular média

do motor DC. A Figura[T1] por sua vez, ilustra o desvio padrdo de tais realizagoes.
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Figura 9 — Efeito do controle Pl sujeito a falhas para uma realizacao.
Fonte: Autoria prépria.
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Figura 10 — Média do sinal de saida para 600 realizacées.
Fonte: Autoria prépria.
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Figura 11 — Média e desvio padrao para 600 realizagcoes.
Fonte: Autoria prépria.

Em resumo, nota-se experimentalmente que o sistema mantén-se estavel, o que

confirma o resultado apresentado no Teorema (]
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3 CONSIDERAGCOES FINAIS

Neste trabalho apresentou-se resultados de estabilidade para um modelo de Bouc-
Wen com controle Pl sujeito a falhas aleatérias. Tais falhas seguem um processo de Pois-
son.

A monografia revisita um método de identificagdo para o modelo de Bouc-Wen,
que usa a descricdo analitica do ciclo limite de histerese. O método consiste em excitar o
sistema de histerese com dois sinais de entrada, que diferem por uma constante ¢, e usar
os ciclos limite obtidos para derivar os parametros do modelo de Bouc-Wen. Esta técnica
fornece os valores exatos dos parametros (IKHOUANE; RODELLAR, 2007).

Neste trabalho usou-se a hipétese do Teorema (1| na secéo para desenhar
um controlador PI sujeito a falhas aleatérias, que estabilize o sistema modelado pelas
equacoes de Bouc-Wen. Com um experimento pratico, que serve para avaliar as condigdes
que garantam a estabilidade em probabilidade do sinal de saida, ®gw (x)(z) para w
limitado, no qual se uso o controle Pl sujeito a falhas aleatérias.

A simulagdes numéricas dadas nas Figura [9) e Figura mostram a eficacia do

controle Pl sujeito a falhas aleatérias, para estabilizar o sistema com histerese.
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