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RESUMO

PISSAREK, Clévis Jodo. CONGRUENCIAS E POLINOMIOS: UMA APLICACAO. 60 f.
Dissertacao — Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Curitiba, 2015.

Este trabalho tem como objetivo aprofundar o conhecimento dos professores do ensino médio e
fundamental a respeito de congruéncia e polindmios. Apesar de congruéncia nao ser abordado
nas escolas, este assunto justifica alguns conceitos repassados aos alunos, como por exemplo
a divisibilidade de um ndmero por outro. A congruéncia ainda pode auxiliar na verificagao de
raizes de polindmios. Aqui, os polindmios sdo tratados como elementos de um anel, o anel dos
polindmios, e varios resultados utilizados em sala de aula sdo justificados a partir da estrutura
desse anel. Com esses dois conceitos, ainda € feito um breve estudo de congruéncia polinomial.

Palavras-chave: Congruéncia, Funcio Polinomial, Congruéncia Polinomial.



ABSTRACT

PISSAREK, Clévis Jodo. CONGRUENCES AND POLYNOMIALS: AN APPLICATION. 60
f. Dissertacdo — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Curitiba, 2015.

The aim of this work is to deepen the knowledge of elementary and high school teachers about
congruence and polynomials. Although congruence is not studied in schools, this subject jus-
tifies some concepts passed to the students, such as the divisibility of one number by another.
The congruence can also help to verify roots of polynomials. Here, polynomials are treated
as elements of a ring, the ring of polynomials, and several results used in the classroom are
justified from the structure of this ring. These concepts are used for a brief study of polynomial
congruence.

Keywords: Congruency, polynomial function, polynomial congruence.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho teve inicio quando surgiu uma davida em resolver o seguinte problema

de congruéncia polinomial, do segundo exame de qualificacdo de 2013 do PROFMAT:

“ Determinar todos os inteiros X que sdo solugoes da congruéncia
X¥ x4 x2-2X =0 (mod7)”

Como congruéncia polinomial ndo é um assunto visto em turmas do ensino fundamental e
médio, entdo resolvemos estudar os conceitos de congruéncia e polindmios de modo mais
aprofundado e, por fim, unir esses dois assuntos num estudo um pouco mais avancado para

a resolugdo de problemas de congruéncia polinomial.

O assunto congruéncia também nao € estudado nas escolas, mas vérios trabalhos en-
volvendo esse assunto e a possibilidade de abordagem em sala de aula foram discutidas em
alguns trabalhos do préprio PROFMAT. Carl Friedrich Gauss foi o pai da congruéncia, apre-
sentando a congruéncia a partir de um trabalho realizado em 1801, Disquisitiones Arithmeticae,
quando tinha exatos 24 anos de idade. Varias ideias usadas na teoria dos nimeros foram co-
locadas nesse trabalho, até mesmo a simbologia usada na congruéncia atual foi a mesma que
Gauss usou no principio. Dentre as vastas aplicagcdes de congruéncia, podemos citar seu uso
no sistema de codigo de barra, no digito verificador do Cadastro de Pessoas Fisicas na Receita
Federal (CPF), saber qual dia da semana serd daqui a n dias, critérios de divisibilidade de um
nimero por outro, etc. Em provas da OBMEP também surgem com certa frequéncia problemas

que podem ser resolvidas utilizando congruéncias.

O outro assunto estudado neste trabalho € polindmio. Polindmios aparecem em vérias
areas da matemadtica e outras ciéncias. Por exemplo, eles sdo utilizados para formar equacdes
polinomiais, que codificam grande variedade de problemas, desde problemas de palavras ele-
mentares a problemas complicados nas ciéncias, eles sdo usados para definir as fun¢des polino-
miais, que aparecem nas definicdes que variam de quimica bdsica e fisica, para a economia e

ciéncias sociais, sdo utilizados no célculo e anélise numérica para aproximar outras funcoes, en-
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tre outras. Nas escolas, polindmio é um tdpico enfrentado com certa resisténcia entre os alunos.
Para que isto ndo ocorra, € necessdrio um bom preparo dos professores. Neste sentido, fizemos
um aprofundamento tedrico do assunto. Aqui, polindmio foi trabalhado como elemento de um
anel, o anel dos polindmios. A estrutura desse anel justifica varios resultados utilizados em sala
de aula, como o algoritmo da divisdo euclidiana, a fatoracdo (redutibilidade / irredutibilidade),

nimero de raizes num polindmios, etc.

Este trabalho foi dividido em 3 capitulos. O primeiro capitulo trata de conceitos
basicos de congruéncias e resultados cldssicos como o Teorema de Euler e o Pequeno Teo-
rema de Fermat. No segundo capitulo, tratamos de polindmios como elementos do anel de
polindmios. E feito um estudo dos principais resultados sobre esse anel, dando uma especial
atencao aos critérios de irredutibilidade. Encontrar raizes de polindmios € um problema antigo,
mas nao existem métodos gerais para encontrd-los. Para polindmios de grau menor ou igual a
4 sdo conhecidos os métodos para encontrar as raizes. Por volta de 1824, Niels Henrik Abel
demostrou que ndo ha uma férmula geral por radicais para resolver equagdes de grau no minimo
5. Entretanto, sabia-se que alguns casos particulares dessas equacgdes podiam ser resolvidas por
radicais. Para polindmios de grau maior ou igual a 5, Evariste Galois delineou pela primeira
vez o conceito de grupo, associando a cada equacao um grupo de permutagdes € mostrando que
a resolucdo através de radicais dependia de uma propriedade que esses grupos poderiam ou nao
dispor. Nao fizemos este estudo, mas focamos uma parte deste capitulo visando a redutibilidade
de um polindmio, pois uma vez que o polindmio esta fatorado, reduzimos a busca das raizes
sobre os polindmios de grau menor, dos que compdem a fatoragdo. Para finalizar, no dltimo
capitulo € feito um estudo visando a resolu¢do de congruéncia polinomial, onde os principais

teoremas que auxiliam no nosso estudo sao o Teorema Chinés dos Restos e o Lema de Hensel.

Vamos enunciar os principais resultados e exemplifica-los. Esses assuntos ndo sdo
vistos diretamente no ensino fundamental e médio mas aparece implicitamente em Olimpiadas
de Matemdtica. O aluno ndo ird desenvolver na forma como iremos abordar, mas como este
material visa apoiar professores, resolveremos alguns problemas de modo mais formal, com o

simbolo = de congruéncia e suas propriedades.
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2  CONGRUENCIAS

Neste capitulo inicial iremos trabalhar com o conceito de congruéncia. Carl Friedrich
Gauss foi o grande introdutor da congruéncia, mostrando ao mundo a congruéncia a partir de
um trabalho realizado em 1801, Disquisitiones Arithmeticae, quando tinha apenas 24 anos de
idade. Varias ideias usadas na teoria dos nimeros foram colocadas nesse trabalho, até mesmo

o simbolo usado na congruéncia atual foi o que Gauss usou naquela época.

Definicao 2.1. [Congruéncias] Seja m um nimero natural diferente de zero. Diremos que dois
numeros naturais a € b sdo congruentes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m

sdo iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes méodulo m, escreve-se a = b mod m.

Exemplo 2.2. Aritmética dos Restos

1) 15 = 8 mod 7 pois o resto das divisdes de 15 e de 8 por 7 sdo os mesmos.
2) 16 =31 mod 5, pois o resto das divisdes de 16 e de 31 por 5 sdo os mesmos.
3) 14 # 7 mod 4, pois o resto da divisdo de 14 por 4 € 2, enquanto o resto da divisdo de 7
por 4 é 3.
Os seguintes resultados seguem direto do algoritmo da divisdo.

Proposicao 2.3. Todo niimero inteiro a é congruente modulo m a um e somente um dos niimeros

0,1,2,3,...,m— 1.

Proposicao 2.4. Sejam a um niimero inteiro qualquer e m um inteiro maior do que 1. Suponha
que r seja um nimero inteiro tal que 0 < r <m e a =r mod m. Entdo o resto da divisdo de a

pormér.
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Teorema 2.5. Sejam € N, com m > 1. Para todos a,b,c € N, tem-se que
(i) a = amod m,
(ii) se a = b mod m, entdo b = a mod m,

(iii) se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.

Teorema 2.6. Suponha que a,b € N sdo tais que b > a. Tem-se que a = b mod m se, e somente

se, m|b—a.
Demonstragao:

Sejam a =mq+r,comr <meb=mq +r, comr < m, as divisdes euclidianas de a

e b por m, respectivamente. Logo,
b—a=m(q —q)+ (" —r), ser' >r

b—a=m(qd—q)—(r—7r), ser>r

onde ¥ —r < m, ou r— ¥ < m. Portanto, a = b mod m se, e somente se, r =/, o que é

equivalente a dizer que m | b — a.

Teorema 2.7. Sejam a,b,c,d,m € N, comm > 1.
i)Sea=bmodmec=dmodm, entdo a+c=b+dmod m.
ii) Se a = b mod m e c = d mod m, entdo ac = bd mod m.
Demonstragao:

Suponhamos que a = b mod m e ¢ = d mod m. Podemos, sem perda de generalidade,

supor que b > aed > c. Logo, temos que m |b—aem |d —c.

(i) Basta observar que m | (b —a)+ (d —¢) e, portanto, m | (b+d) — (a+c), o que

prova essa parte do resultado.

(ii) Basta notar que bd — ac = d(b— a) 4+ a(d — ¢) e concluir que m | bd — ac

O exemplo a seguir é uma aplica¢do do Teorema anterior
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Exemplo 2.8. Questio sobre congruéncias
(Olimpiadas de matematica - Obmep - 1° fase 2011 - Nivel 2 questao 2)
Qual é oresto dadivisdode 1 x2x3 x4 x---x 2011421 por 8?
Como 1 x2x3x4x---x2011 é multiplo de 8 entao:
I x2x3x4x---x2011 = 0mod 8 temos
21 = 5 mod 8 logo o resto da divisdo de
I x2x3x4x---x2011421 por 8 € 5.
Exemplo 2.9. Questio sobre congruéncias
(Olimpiadas de matematica - Obmep - 1* fase 2013 - Nivel 3 questdo 2)
Quantos sinais de adi¢do foram utilizados na expressao
240+14+3+2404+3+1+---4+24+0+1=2013?
Pegue os blocos que estdo se repetindo = 2+ 0+ 1+ 3 = 6 e tem quatro sinais
(tem o + antes do 2)
Agora, como o resultado é 2013, divide por um bloco para saber quantos blocos sdo:
2013 +6 =335,5, ou seja, 2013 =3 mod 6
Como cada bloco tem quatro sinais, multiplica-se 335,5 por 4 = 335,5 x 4 = 1342

Assim temos 335 blocos com 4 sinais € como o primeiro bloco tem 3 sinais considera-
mos um sinal a mais, compensaremos tirando um sinal do bloco final +2+0+1, assim fica bem
explicado o porqué de multiplicar 335,5 blocos por 4 tendo o resultado do nimero de sinais da

expressao ficado num total de 1342 blocos.
Corolario 2.10. Para todosn € N*, a,b € N, com m > 1, se a = b mod m, entdo, a" = b" mod m.
Corolario 2.11. Sejam a,b,m € N*, com m > 1. Se a+ b = 0 mod m, entdo, para todo n € N,

tem-se que

a2n = bZn 2n+1 + b2n+1

modmea = 0 mod m.

Demonstragao:

O resultado € claramente vélido para n = 0. Podemos ainda supor, sem perda de gene-

ralidade, que a > b. Como a+b = 0 mod m, segue-se que m | a+b e, portanto, m | (a+b)(a—b).
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Como (a+b)(a—b) = a*> — b?, segue-se que a> = b> mod m. Aplicando o corolario 2.10, temos

que a”" = b** mod m para todo n € N*. Por outro lado, como
a2n+1 +b2n+1 — (a+b)(a2n _ba2n71 4. _b2n71a+b2n),

e m | a+ b, segue-se que m | a®**! +b>" 1 e, portanto, a®* ! + b*"*! = 0 mod m.
[ |

Observagdo: o coroldrio acima serd de grande utilidade no que se segue e substitui as

seguintes relagcdes:

a=—-bmodm=a"=b"modm e "' =—-b"" modm,
J4 que nao trabalhamos com niimeros negativos.

Com os resultados anteriores podemos explicar alguns critérios de divisibilidade.
DIVISIBILIDADE por 3.

Escrevamos um niimero a na sua representacao decimal: a = a, - - - ajap.
Restos da divisdo por 3: Como 10" = 1 mod 3, temos que
a=a,-10"+---+a;-10+ap-1= a,+---+ay +ag mod 3,

Logo o resto da divis@o de a por 3 € igual ao resto da divisdo de
b=a,+---+ay+agpor 3.

DIVISIBILIDADE por 9.

Escrevamos um numero a na sua representagdo decimal: a = a, - - - ajap.
Restos da divisdo por 9: Como 10" = 1 mod 9, temos que
a=a,-100+---+a;-10+ap-1= a,+---+ay +ag mod 9,

Logo o resto da divisdo de a por 9 € igual ao resto da divisao de
b=a,+---+ay+agpor9.

DIVISIBILIDADE por 11.

Escrevamos um nimero a na sua representacao decimal: a = a, - - - ajap.

Restos da divisdo por 11: Como 10" = 1mod 11 sen é pare
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10" = 10 mod 11 se n é impar temos que
a=ao+10a; +ar+ 10az +--- mod 11, logo o resto da divisao
de a por 11 € igual ao resto da divisao de b = a9+ 10a; +ap + 10a3 + - - -, por 11,

ao qual podemos aplicar novamente a regra acima etc.

Teorema 2.12. Sejam a,b,c,m € N, com m > 1. Tem-se que

atc=b+cmodm <= a=bmodm.

Demonstragao:

Se a = b mod m, segue-se imediatamente do Teorema 2.7 que a +c¢ = b+ ¢ mod m,
pois ¢ = ¢ mod m. Reciprocamente, suponhamos que a + ¢ = b+ ¢ mod m. Sem perda de
generalidade, podemos supor b+c¢ > a+c. Logo,m |b+c—(a+c), 0 que implicaque m | b—a

e, consequentemente, a = b mod m.

O Teorema a seguir mostra que o cancelamento no caso do produto nio € valido em

geral.

Exemplo 2.13. Seja a congruéncia 14 = 6 mod 8. Vamos mostrar que ndo é vdlida a lei do

cancelamento no caso do produto.

Como 14= 6 mod8 e 7-2= 3-2 mod 8 sdo a mesma congruéncia, se cancelarmos o
termo 2 que € o termo semelhante da segunda congruéncia teremos: 7= 3 mod 8. O que € um

absurdo.

Logo, a lei do cancelamento para o produto nao € vélida em geral.

Teorema 2.14. Sejam a,b,c,m € N, com ¢ # 0 e m > 1. Temos que

ac = bc mod m < a = b mod .
mdc(c,m)

Demonstragao:

m e c
dc(c,m) mdc(c,m)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que bc > ac. Como —

sdo coprimos, temos que
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c
=b d b— o~ (b=
ac cmod m<—m | ( a)c — mdc(c,m) ( a) de(C,M)
= T |b—a<=a=bmod
. —a a = b mo .
mdc(c,m) mdc(c,m)

Corolario 2.15. Sejam a,b,c,m € N, comm > 1 e mdc(c,m) = 1. Temos que

ac = bc mod m <— a = b mod m.

Lema 2.16 (Euclides). Sejam a,b,n € N com a < na < b. Entdo mdc(a,b) = mdc(a,b — na).
Demonstragdo:

Sejad =mdc(a,b—na). Comod |aed | (b—na), segue que d divide b = b — na+ na.
Logo, d € um divisor comum de a e b. Suponha agora que c seja um divisor comum de a e b;

logo, ¢ € um divisor comum de a e b — na e, portanto, c | d. Isso prova que d = mdc(a,b).
|

Observacao: Com a mesma técnica usada na prova do Lema de Euclides, poder-se-ia provar

que, para todos a,b,n € N, com na > b, tem-se mdc(a,b) = mdc(a,na+D).

Exemplo 2.17. Determinar os valores de a e n para os quais a + 1 divide a®* ™! — 1.

Note que
mdc(a+1,a® ' — 1) =mdc(a+1,a(a® —1)+a—1) = mdc(a+1,a—1).

Portanto, a + 1 | a*"+!

— 1, para algum n € N, se e somente se,
a+1=mdc(a+1,a**' —1)=mdc(a+1,a—1), o que ocorre se, e somente se, a = 1.
Teorema 2.18. Sejam a,b € Nym,n,m,...,m, € N\ {0,1}. Temos que

i)sea=bmodm e n|m, entdo a =b mod n;

ii)a=bmodmi,i=1,...,r <= a=bmod [my,...,m,], onde [my,...,m,| denota o

minimo miltiplo comum de my,mo, ... ,m,

iii) se a = b mod m, entdo mdc(a,m) = mdc(b,m).
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Demonstragao:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que b > a.

(i) Se a = b mod m, entdo m | b—a . Como n | m, segue-se que n | b —a. Logo,
a = b mod n.

(i) Sea=bmod m;,i = 1,...,r, entdo m; | b— a, para todo i. Sendo b — a um mdltiplo
de cada m;, segue-se que [my,...,m,| | b—a, o que prova que a =bmod|my,...,m,]. Areciproca

decorre do item (i).

(iii) Se a = b mod m, entdo m | b — a e, portanto, b = a+tm com t € N. Logo, pelo

Lema de Euclides, temos que

mdc(a,m) = mdc(a+tm,m) = mdc(b,m).

Definicao 2.19. [Funcao ¢ de Euler] Para cada inteiro n > 1, indicaremos por ¢(n) o nimero
de inteiros positivos, menores ou iguais a n, que sao relativamente primos com n. A func¢do

assim definida chama-se funcdo ¢ de Euler.

Por exemplo, se n = 4, os inteiros positivos menores ou iguais a 4, relativamente primos
com 4, sdo 1 e 3, assim ¢(4) = 2. Analogamente, temos ¢(5) =4, ¢(6) =2 e, se p € primo,
¢(p)=p—L

Vamos finalizar o capitulo com dois Teoremas Classicos envolvendo congruéncia

Teorema 2.20 (Euler). Sejam n,a € N comn > 1 e mdc(a,n) = 1. Entdo,
a®™ = 1 mod n.

Demonstragao:

Dado n, vamos considerar o conjunto de nimeros compreendidos entre 1 e (n—1)

que sao relativamente primos com n, que denotaremos
A={x1,x2,...,%}, istoé,cada x; étalque 1 <x;<n—1 e mdc(x;,n)=1.

Agora, dado outro nimero a tal que mdc(a,n) = 1, consideramos o conjunto de

nimeros B = {x1a, xa,..., xa}.

Como x;a € relativamente primo com n, o resto da divisdo de x;a por n deve ser um

dos elementos de A.
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Ainda, como x;a = x; (mod n) para algum j e como mdc(a,n) = 1 entdo:
xia = xj (mod n) p/ um tnico j pois se x;a = x;j (mod n) e xja = x; (mod n) entdo:

xj = x; (mod n), logo j =k ndo pode pois 1 <x; <n—1, ou seja, temos que cada

um dos elementos de B sdo congruentes a algum elemento de A.
Temos entdo que:
x1a = (x;)1 (mod n)
x2a = (xi)2 (mod n)
xa = (x;); (mod n),
em que os elementos (x;)1, (x;)2,...,(x;); sdo os de A em outra ordem.
Multiplicando essas congruéncias, temos
X1x2... % -d =x1x2...x (mod n).

Como cada x;,1 < i < t, € relativamente primo com n, temos que

mdc(x1x3...x,n) =1 e podemos cancelar para obter a' =1 (mod n).

Notemos, finalmente, que o conjunto A = {xy,xy,...,%} dasconsideracdes anteriores
esta formado precisamente pelos inteiros positivos, menores ou iguais a n, relativamente primos

com n; logo t = ¢(n).

Desta forma completamos a demonstragdao do Teorema de Euler.

Corolario 2.21 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a,p € N, onde p é um niimero primo e

mdc(a,p) = 1. Tem-se que

a’~' =1 mod p.

Demonstragio: Basta notar que, sendo p primo, ¢(p) = p — 1.
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3  POLINOMIOS

Em matematica, a teoria de anéis € o estudo de estruturas algébricas com duas operacdes

bindrias, adi¢do (+) e multiplicacdo (-), e que possuem propriedades similares as dos inteiros.

A teoria moderna dos anéis teve origem no século XIX, em duas fontes distintas: em
Richard Dedekind(1831-1916), que introduziu em 1871 a nogdo de ideal, no seu trabalho de
generalizar o Teorema Fundamental da Aritmética (da factorizagc@o tinica em primos) a contex-
tos mais abstractos, e no trabalho de David Hilbert (1862-1945). O termo anel (Zahlring) foi
criado por Hilbert no artigo Die Theorie der algebraischen Zahlkorper, Jahresbericht der Deuts-
chen Mathematiker Vereiningung, Vol. 4, 1897. Edmund Lasker (1868-1941) e F. S. Macaulay

(1862-1927) tiveram participagdo no desenvolvimento da teoria de anéis de polindmios.

A matemdtica que mais contribuiu para o avanco do ponto de vista abstrato na teoria
dos anéis foi Emmy Noether (1882-1935). E costume indicar o seu artigo “Ideal theory in
rings” de 1921 como origem da teoria abstrata dos anéis. O seu tratamento axiomatico, muito

elegante, constituiu uma novidade ao tempo.

Em teoria dos anéis, um ideal € um subconjunto especial de um anel. O conceito
generaliza de uma maneira apropriada algumas propriedades de grande importancia para os

nimeros inteiros como os “nimeros pares’e os nimeros “multiplos de 3”.

Por exemplo, em anéis estuda-se ideais primos ao invés de nimeros primos, define-se
ideais coprimos como generalizacdes dos nimeros coprimos e pode-se provar o teorema chinés
dos restos para ideais. Podemos ainda fazer analogias com o algoritmo da divisdo e fatoragcdo

em primos dos nimeros inteiros com a dos polindmios.

Definicao 3.1. [Anel] Um anel comutativo com unidade (A,+,-) é um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munido de uma operacao denotada por + (chamada adi¢ao) e de uma

operacdo denotada por - (chamada multiplica¢do) que satisfazem as condi¢des seguintes:
A.1) A adicdo € associativa, isto €,

Vx,y,z€A,  (x+y)+z=x+(+2)
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A.2) Existe um elemento neutro com respeito a adicao, isto &,

d0€A talque,Vxe€A, O+x=xex+0=u,

A.3)Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adi¢ao, isto €,

VxecA,Jz€Atalque x+z=0ez+x=0.

A.4) A adicdo é comutativa, isto €,

Vx,yeA, x+y=y+=x.

M.1) A multiplicacdo € associativa, isto €,

Vx,y,z€A, (x-y)-z=x-(y-2)

M.2) Existe um elemento neutro com respeito a multiplicagdo,isto &,

JleAtalque,VxcA, 1l-x=xexl=x

M.3) A multiplicagdo é comutativa, isto €,

Vx,y€A, x-y=y-x

AM) A adicdo € distributiva relativamente a multiplicacdo, isto €,

Vx,y,z€A, x-(y+z)=x-y+x-z

Observacado: O elemento neutro com respeito a adicao serd chamado zero. O inverso de x com
respeito a adi¢do serd denotado por -x. A defini¢do de anel € um pouco mais geral, sem as
propriedades M.2) e M.3), mas como utilizaremos somente anel comutativo com a unidade,

preferimos utilizar a definicao acima.

Exemplo 3.2. O conjunto Z dos inteiros com a adi¢do e multiplicagdo usuais € um anel co-
mutativo com elemento neutro em relagdo a multiplicacio sendo 1. O conjunto dos elementos

invertiveis é {1,—1}.
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Defini¢ao 3.3 (Subanel). Seja (A,+,-) um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Suponha-
mos que B seja fechado para as operagoes + e - de A, isto é,
a)x,yeEB=x+yeB
b)x,yeB=x-yeB.

Assim podemos também considerar a soma e o produto como operacdes em B. Se

(B,+,-) for um anel com as operagdes de A dizemos que B é um subanel de A.

Definicao 3.4. [Ideal] Um subanel I de um anel A é chamado um ideal de A se para todo a € A
etodox €1 tem-se xa € [ e ax € I. Assim, um subanel de um anel A € um ideal se ele absorve

os elementos de A, isto é, al C [ e Ia C I paratodo aem A. Um ideal [ de A € proprio se I # A.
Exemplo 3.5. (Z,+,-) anel. Todo ideal de Z é do tipomZ ={b € Z / b=ma coma € Z}.

Definicao 3.6. [Quociente de anel por ideal] Seja I um ideal de um anel A. Para cada a € A,

sejaa+1 aclasse de amédulo I, isto é, a+1 = {b € A/a—b € I}. As operagdes naturais
D(a+D)+b+I)=(a+b)+I
2) (a+1I)-(b+1)=(a-b)+1I

definem uma estrutura de anel no conjunto das classes. Chamamos de anel quociente e

denotamos A = A/I.

Exemplo 3.7. Z/pZ =7, ={a+pZ|acZ} ={0,1,2,...,p—1} onde
a={beZ|a—beply={beZ|a—b=pc, paraalgumc € Z} ={b €Z | b= amod p}.

Definindo as operagoes em Z,, pord+b=a+bed-b=a-b temos que (Zp,+,-) é um anel.

Definicao 3.8. [Dominio de Integridade]

Um anel (D, +,-) é chamado dominio ou dominio de integridade se ele satisfaz a seguinte

condigao:

M.4) O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D é um elemento nao nulo, isto €,

Vx,y € D\{0}, x-y#0

Um anel (K, +,-) é corpo se ele satisfaz a seguinte condigao:

M.4’) Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicacao,

isto €,
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Vxe K\{0}, JyeKtalquex-y=1.
Exemplo 3.9. O anel Z dos inteiros € um dominio de integridade.

Definicao 3.10. [Homomorfismos de Anéis]

Sejam (A,+,-) e (B,®,®) dois anéis com unidade. Uma aplicagdo f:A — B é um

homomorfismo se ela € compativel com as estruturas de anéis, isto €, se
) flx+y)=fx)® f(y),Vx,y €A
(i) f(x-y) = f(x) © f(y),Vx,y EA.

Proposicao 3.11. Sejam (A,+,-) e (B,®,®) anéise f : (a,+,-) = (B,H,®) um homomorfismo
de anéis. Entdo f(04) = Op.

Exemplo 3.12. Id : (A,+,-) — (A,+,-), definido por Id(a) = a,Va € A, é um homomorfismo

chamado identidade.

Exemplo 3.13. E:(A,+,-) — (B,®,®), definido por E(a) = 0p, Va € A, é uma aplicagio satis-

fazendo (i) e (i1) mas nao (iii).

Exemplo 3.14. Se I é um ideal do anel (A, +,-), entdo @ : (A,+,-) — (A/I,®,®), definido
por ¢(a) =a+1, Ya € A, ¢ um homomorfismo chamado homomorfismo candnico ou projecao

canonica.

Exemplo 3.15. Se(B,®,®) é um anel, entdo ¢ : (Z,+,-) — (B,®,®) definido por

¢(n)=1pS1pD---@1p,Yn >0,
nV\erZeS

¢(—n)=(~1p)®(~1p) ©-- ®(~1p) ,Vn >0,
nvezes

¢ um homomorfismo. Ele é o tinico homomorfismo de (Z,+,-) em (B, ®,®).

Exemplo 3.16. Se f: (A;,+,-) — (A2,+,-) e g:(A2,+,-) = (A3,+,-) sdo homomorfismos,

entdo go f: (A1,+,) = (Az,+,-) € um homomorfismo.
Propriedades Elementares

Seja f: (A,+,) — (B,+,-) um homomorfismo de anéis.

1) Sejaker f:= {a € A;f(a) =0} C A. Entdo ker f é um ideal de (A,+,-) chamado

nucleo de f.
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2)Sejalm f:={f(a);a € A} C B. Entdo (Imf,+,-) € um anel chamado imagem de f.
3) f é injetivo se, e somente se, ker f = {0}

Definicao 3.17. Um homomorfismo de anéis f : A — B € um isomorfismo se ele € injetivo e

sobrejetivo.

Note que neste caso, a aplicacio inversa f~! : B— A também é um homomorfismo de
anéis. Quando existe um isomorfismo entre dois anéis A e B, dizemos que A e B sdo isomorfos

e denotamos por A ~ B.

3.1 CORPO DE FRACOES

Sendo a construgdo do corpo de fracdes Q = {% cm,n € Z,nF#* 0} a partir do dominio Z,

vamos construir um corpo K a partir de um dado dominio D.

Seja D um dominio de integridade qualquer e seja Df = D\ {0}.

Vamos definir uma relagcdo de equivaléncia no conjunto,

o/ =D x D*={(a,b) :a € D,b € D*}. De fato, se (a,b),(c,d) € &/ entdo

(a,b) ~ (c,d) < ad = bc,

claramente define uma relagdo de equivaléncia no conjunto .o/

Vamos denotar por ¥ (em vez de (a,b)) aclasse de equivaléncia § = {(x,y) € &/ : xb =ya}.

Assim,
ngem%/ ~ & bx=ayemD.
y

Agora vamos definir operagdes + € - no conjunto quociente
a
| ~={=:aeDbeD') =K
Jo= {2 a )
Sejam (a,b) e (c,d) € D x D*. Entdo, soma:

B ad + bc
 bd

SR
SH

produto:
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Observe que se b,d € D' entdo b-d € D* pois D é um dominio de integridade.

Como das vezes anteriores em que definimos operagdes em conjuntos quocientes, vamos

provar que as operagdes acima estdao “ bem definidas”’em K.

C/

a ; entdo,

De fato, suponhamos que 7 =3, € 5=

Q|

Agora,

%_'_% — adbq;bc — a/db’jj/c/ _ Z—i‘f’% N (ad—i—bc)b'd/ _ (a/d/—l—blcl)bd emD &
(ab")(dd") + (cd")(bb') = (d'b)(dd") + (c'd)(bb’) em D e o item 1) segue das igualdades

ab' =bd ecd =cd.

Para a demonstracdo de 2) basta observar que - § = ;’7; : 2_// & (ab') - (cd') = (d'b)(dd)emDe

o resultado segue pelas igualdades ab’ = a’'b e cd' = c'd.

Vamos denotar por a* = { onde a € D e 1 € a unidade de D, e denotaremos
D*:{a*:%:aED} CK:{‘E‘:aGD,bEDﬁ}.

E ficil provar que D* é um dominio de integridade com unidade 1* € D*. Alids 1* é tal que,

paratodo 7 € K entdo 3 -1* =17 = 7 e mais ainda, para todo 7 € K

temos g+0* :0*+g = g.
Consideremos agora a seguinte fungao:
¢:D— D*.
a—a*,
E de imediata verificacdo que:
a) Imo = D*
b) Ker(¢p) ={a€eD:a*=0"} ={0}

¢) (a+b)=(a+b)" =a*+b*=q@(a)+¢(b)Va,bec D
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d) (a-b)=(a-b)*=a*-b*=¢(a) @(b)VYa,b €D
Portanto D ~ D* C K.
Observe também que, se % #0*em K, isto é, a # 0 em D, entdo % € K e mais, % . g = 1%

Como D ~ D* C K dizemos que D esta imerso em K. Observe também que b* - % =1"se

b#0, b e D. Agora é facil provar que:
D*={a*:ac€ D} CK={a*- (b*)"':a* € D*,b* € D* comb* # 0*}.

O corpo K construido neste pardgrafo recebe o nome de corpo de fragcdes do dominio D.
3.2 ANEIS DE POLINOMIOS

Vamos agora definir o principal elemento de nosso trabalho, os anéis de polindmios.
Suas propriedades justificam as manipulagdes que estamos acostumados a utilizar em sala de

aula com os alunos.

Definicao 3.18. [Anéis de Polindmios]

Seja (A, +,-) um anel comutativo. Um polindmio de uma varidvel sobre A é uma sequéncia
(ap,ai,...,an,...), onde a; € A para todo indice e onde a; # 0 somente para um nimero finito

de indices.

Seja 7 = { polindbmios numa varidvel sobre A }. No conjunto 7, definimos as operagdes

seguintes:

& A XA — of
((ao,al,...),(b07b17...)) — (ao+bo,a; +by,...)
©: A XA — of
((ao,al,...),(bo,bl,...)) — (co,€1,€2,€3,C4,Cs,...)

onde

;

co = aopbo

c1 =aopby+a1by

cn = aobp +arby 1 +aby 2+ +a,—1b1 +anbg
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Afirmo: (&7,®,®) é um anel onde:
e 0 elemento neutro de & é o elemento (0,0,0,...)
e 0 elemento neutro de ® € o elemento (1,0,0,...)

e 0 oposto de (ag,ay,-..,ap,...) com respeito a operagao @ é o elemento
(—a(), —aly..., —ap, )
Observe que a multiplicacdo de <7 é comutativa pois a multiplicacdo de A é comutativa. Se

(ap,ar,...) ¢ um elemento de <7, entdo o simbolo (agp,ay,...)" designard o elemento

(ag,ai,...)® (ag,ay,...) ®---®(ag,ay,...).

(.

~~
nvezes

Usando as definicdes de @ e @, € facil ver que
(0,...,0,a,,0,0,0,...) = (a,,0,0,...) ®(0,...,0,1,0,0,...)

—— ——
lugar n+1 lugar n+1

e que (0,...,0,1,0,0,...) = (0,1,0,0,...)".
Tugarn+1

Portanto

(ag,ay,...,an,0,0,...) = (ap,0,0,...)
®|(a1,0,0,...)®(0,1,0,0,...)]
®[(a2,0,0,...) ®(0,1,0,0,....)?]
D
®[(an,0,0,...) ®(0,1,0,0,...)"].

Para simplificar, vamos usar as seguintes notacoes:

X=(0,1,...,0,...)

a; = (a;,0,0,...)

Assim, o simbolo a; vai ser usado para indicar duas coisas diferentes: o elemento a; de A e
(a;,0,0,...) de <.

Finalmente, no lugar de escrever & e ©, vamos escrever + € -. Assim, o simbolo +
(respectivamente o simbolo -) serd usado para designar duas coisas distintas: a adicdio de A e a

adicdo de &7 (respectivamente a multiplica¢do de A e a multiplicagdo de .o7); Com essas
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convengoes,
(ag,ai,...,an,0,...) =ag+a1X +---+a,X", onde a;X' designa a; - X'.

Entao:
n .
Jz%:{ a; X nGNeaieA}
i=0

e as operacdes deste anel sdo as usuais. Vamos denotar o anel (<7, +,-) por A[X], e chama-lo

de anel de polindmios numa varidvel sobre A.
Exemplo 3.19. Z[X]| = {ap+ a1 X +a1X*+... +a, X" |a; €Z, i=1,2,...,n}

Definicao 3.20. [Coeficiente lider]

Seja A[x] um anel de polindmio e

a4+ +ax' +ag, € Alx]

Para o maior i com a; # 0 (se houver), a; € chamado de coeficiente lider ou dominante do

polindmio. se o coeficiente lider for igual a 1, dizemos que o polindmio € monico.

Por exemplo, o coeficiente lider do polindmio 4x> 4 x3 4 2x* € Z[x] é 4.

Definiciio 3.21. [Grau de um Polinémio] Sejam A[X] um anel de polindmio e P(x) = azx* +
-« +ax' +ay € A[X] ndo nulo. O grau do polindmio P(x) é dado pelo maior valor de k

inteiro, tal que ax # 0 e a; = 0 para todo inteiro j > k
Por exemplo, o grau do polindmio 12x° +x* 4 6x% € Z[x] é 5.

O polindmio x* — 2x + 1 € Z[X] é um polindémio ménico de grau 3.

O grau do polindmio f(x) serd denotado por d f(x).
Definicao 3.22. [Raiz de um polindmio]

Diz-se que r € A é uma raiz ou zero do polindmio p(x) € A[X]| se p(r)=0.
Definicao 3.23. [Dominios Euclidianos]

Um dominio euclidiano (D, +, -, ¢) é um dominio de integridade (D,+,-) com uma fungio

¢ :D\{0} - N=1{0,1,2,...} que satisfaz as propriedades seguintes:
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1) Va,b € D,b # 0, existem ¢, r € D tais que a= bt + r com
o(r) <o(b)
ou r=0
2) ¢(a) < @(ab),Ya,b € D\ {0}.
Teorema 3.24 (Algoritmo de Euclides para Z). Seja | |: Z — N a fungdo valor absoluto. Entdo:

(i) (Z,+,,

) é um dominio euclidiano, isto é,
o (Z,+,-) é um dominio,

eVa,b € Z, b+#O0, existem t,r € 7 tais que a=bt + r com

{o<r<|by

ou r=0

oVa,beZ\ {0},

al<|ab|.

(ii) Tais elementos t e r podem ser efetivamente calculados.
(iii.1) Em geral, tais inteiros t e r ndo sdo unicos.

(iii.2) E sempre possivel escolher r > 0, e isso de maneira iinica.
Demonstragao:

(1) e (i1): Que (Z,+,-) € um dominio.

Sebe Z\ {0}, temos | b | > I, e consequentemente

la|<|a||b|=]|abl,VacZ.

Agora, sejam a,b € Z, b # 0. Procuramos elementos t e r € Z tais que a = bt+r com r
“pequeno’e positivo (afim de obter (iii.2)), isto €, procuramos t € Z tal que a - bt seja

“pequeno’e positivo. Vejamos a ideia da provano casob >0ea > 0.

Neste caso, temos b > 1 e existe um unico inteiro t tal que

th<a e (t+1)b>a
pela propriedade arquimediana.

Observe que este inteiro t € necessariamente tal que 0 < t < a, de modo que calculando

0b,1b,2b,...,ab, vamos de fato encontra-lo. Tome r = a - tb (que pode ser efetivamente calculado
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pois a e b sdo dados e t foi calculado).Temos a = bt + r com r > 0; além disto, de (t+1)b >
a, obtemos | a |[=r=a-tb < b= b |. Os outros casos podem ser tratados de maneira similar.

Tratamos agora o problema da unicidade. Se existem elementos t1,r1,t,r; € Z tais que

a=bty+ri=btp+r, com

entdo temos |b||t; — 12| = |b(t; —12)| = |r1 —r2| < |b|, logo |t} —t2] =0 e portanto, 1} =1, e

r1 = rp. Falta agora verificar (iii.1). Podemos escrever

3=2.1+1 (t=1,r=1)

3=22+ (-1) (t=2,r=-1),

isto é, temos duas possibilidades para a divisao de 3 por 2.

Observagdo. O algoritmo tem muitas aplicacdes tedricas e praticas sendo uma ferra-
menta de porte essencial. Ele pode ser usado para gerar quase todas as aplicacdes tradicionais
usadas em diferentes culturas em todo o mundo. Ele é um elemento-chave dos algarismos de
RSA, um método de criptografia de chave publica usado no comércio eletronico. Ele € usado
para resolver as equagdes diofantinas, utilizado na descoberta de nimeros que sejam convenien-
tes em multiplas congruéncias como exemplo o teorema chinés dos restos ou na caracterizagao

do inverso multiplicativo de um ndmero finito.

Vejamos agora um algoritmo para polindmios andlogo ao algoritmo de Euclides para
Z.

Teorema 3.25. Seja (K,+,- ) um corpo e seja K[X] o anel de polinomios numa varidvel sobre

K. Seja grau: K[X]\ { 0 } — N a fun¢do grau. Entdo:
(i) (K[X],grau) é um dominio euclidiano,isto é:
o K[X] é um dominio,
oV 1(X),g(X) € K[X], g(X) # 0, existem polinomios t(X),r(X) € K[X] tais que

f(X)=g(X)- HX)+r(X) com
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graur(X) < grau g(X)
our(X)=0

o VfiX)g(X) € KIX]\{0}, graufiX) < grau(fiX)g(X)).

(ii) Tais polinémios t(X) e r(X) podem ser efetivamente calculados.

(iii) Tais polinomios t(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Agora, observando que todo elemento nao-nulo de um corpo € invertivel, isto é, possui
inverso com respeito a multiplicacao, obtemos o Teorema 3.25 como consequéncia do seguinte

Teorema.

Teorema 3.26. Sejam (R, +,-) um anel e R[X] o anel de polindmios numa varidvel sobre R. Seja

g(X)e R[X] um polinomio cujo coeficiente lider é invertivel em R. Entdo,
(i) Existem t(X),r(X) € R[X] tais que

fiX)=g(X)- t(X) + r(X) com

graur(X) < grau g(X)
our(X)=0

(ii) Tais polinémios t(X) e r(X) podem ser efetivamente calculados.

(iii) Tais polinomios t(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Demonstragao:

(i) e (ii). Se f(X)=0 ou se grau f(X)<grau g(X), acabou: tome ¢(X) =0e r(X) = f(X).
Se grau f(X)> grau g(X) = m, escreva f(X) = a,X" +---+ap com n> m e a, # 0, e escreva
g(X) = by X"+ -+ by. Pela hipdtese, o coeficiente lider b,, de g(X) € invertivel em R, logo
# € R e ,portanto, #anX "M ¢ R[X]. Observe que ia,,X"*m € exatamente o polindmio pelo

qual se precisa multiplicar o primeiro termo de g(X) para se obter o primeiro termo de f(X).

Temos entao:

b b
f(X>—$anX”""g(X):(an1—a” - ‘)X”‘1+~--+ (an_m—a" °)X""”+--~

bm b

v~

chame isso de f|(X) € R[X]

e f(X)=g(X )#anX =M 4 f1(X). Observe que biman e f1(X) foram efetivamente calculados.
Se f1 = 0 ou se grau fi(X) <grau g(X) = m, acabou: tome #(X) = ~a,X" " e

m

r(X) = fi(X). Se p=grau fi(X) > m, repita o processo com fi(X) = c¢,X? +---+co com
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n—1>p>mec,#0,etome f(X)=fi(X)— #chp*mg(X); temos entao:

£ = 8(X) [ fLanX? 7+ L e Xr | 4 (),

m

com bLan, bicp, f2(X) efetivamente calculaveis.
Se f2(X) = 0 ou se grau f>(X) < m, acabou: tome

1 1
1(X) = b—aanfm%- b—chp’m er(X) = f2(X)
m m

Se grau f>(X) > m, repita o processo. Como grau f(X) > graufi(X) > graufa(X) > ---,
obtemos depois de um nimero finito de passos um polindmio f;(X) nulo ou de grau menor que
m. Tome r(X) = fi(X).

(iii) Se existem polindmios 71 (X),r(X),12(X), 2 (X) € R[X] tais que

f=gthi+r =gh+r, com
{ graury < grau g (our; =0)

graury < grau g (oury =0),

entdo g(X) - [t (X) —12(X)] = r2(X) — r1(X). Suponha que o polindmio #; (X) —#,(X) seja

ndo-nulo; temos entdo

grau(ry(X) —ri (X)) = grau(g(X) - [ (X) —12(X)]) = grau g(X) + grau(t, (X) — (X)),
onde a ultima igualdade acima decorre da hipétese que o coeficiente do termo de maior grau de
g(X) é invertivel em R. Assim, grau (rp(X) —r1(X)) > grau g(X), o que é absurdo pois temos
grau (ry(X) —r1(X)) < max {grau (r(X)),graur,(X)} < grau g(X).

A demonstragdo acima generaliza o processo usual da divisdo de polindmios que exi-

bimos no seguinte exemplo concreto em Z[X].

Resolucao:
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fX)=2X*+3X3 +0X2+2X +1 | -X2—5  =g(X)

—(2X* +0X3 4+ 10X?) —2X%2 -3X+10=1(X)

fi(X) = 3X3—10X% +2X + 1

—(3X3 +0X?% + 15X)

HX) = —10X% — 13X + 1

—(—10X? 40X —50)

r(X) = —13X +51
Assim obtemos que
2X4 4+ 3X3 42X +1 = (—X?—5)(—2X? —3X +10) + (—13X +51),onde

grau(—13X +51) =1 < 2 = grau(—X?* - 5).

O algoritmo da divisao € uma ferramenta importante, possui diversas aplicagcdes.

O Teorema a seguir € uma aplicagdo do algoritmo da divisao e nos dd uma fatoracao

de um polindmio de modo que fica facil verificar as raizes do polindmio.

Teorema 3.27. Sejam A um anel, f(X) € A[X] e a € A. Entdo f(a) =0 se, e somente se, existe
um polinomio t(X) € A[X] tal quef(X) = (X — a)t(X).

Demonstragao:

Pela proposic¢do 3.26, sabemos que existem t(X), r(X) € A[X] tais que

fX)=(X—0)t(X)+r(X) com grau r(X) < grau(X —a) = 1 ou r(X) = 0, isto &,
com r(X) uma constante. Entdo f(a) = (@ —a)t(a) +r(a) =r(o) = r(X) e, portanto,

fla) =0+ f(X) = (X —a)i(X).

Definicao 3.28. Sejam A um anel, f(X) € A[X], a € A, e um inteiro s > 1. Dizemos que o é
uma raiz de f(X) de multiplicidade s se (X — &)* divide f(X) mas (X — &)**! ndo divide f(X).

Teorema 3.29. Sejam A um anel,f(X) € A[X], a € A, e seja s > 1 um inteiro. Entdo as

afirmacdes seguintes sdo equivalentes:

(i) @ é uma raiz de f(X) de multiplicidade s.
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(ii) Existe h(X) € A[X] tal que f(X) = (X — a)*h(X) com h(o) # 0
Demonstragao.

(i) = (ii). Aplique o Teorema 3.27. (ii) = (i). Devemos mostrar que (X — &)**! nio
divide f(X). Suponha que (X — &)**! divida f(X). Temos entio

(X —a)’h(X) = f(X) = (X — a)**!1(X) para algum polindmio [(X) € A[X], logo
(X —0)*[h(X)— (X —a)l(X)] =0. Como (X — &)® € um polindmio mdnico, obtemos
h(X)— (X —o)l(X)=0. Entdo h(X) = (X — a){(X) e portanto h(ct) = 0, o que contradiz

nossa hipotese.

Definicao 3.30. [Irredutivel] Seja A um anel comutativo. Um elemento a € A € dito irredutivel
se a£0,seadA*={x€A|xy=yx=1paraalgumy € A} e se a=bc com b,c € A, entdo
beA*ouceA*

Vamos definir uma série de conceitos necessarios para um importante resultado sobre

fatoracdo de polindmios.

Definicao 3.31. [Polindmios irredutiveis] Seja R um dominio de integridade. Dizemos que o
polindmio ndo constante p(x) € irredutivel em R[x] (ou irredutivel sobre R) se é impossivel
expressar p(x) como um produto a(x)b(x) de dois polindmios a(x) e b(x) em R[x] cujos graus

sdo ambos maiores ou iguais a 1.

Definicao 3.32. [Elemento Associado] Seja D um anel. Dois elementos a,b € D sdo associados

(em D) se existe u € D, u invertivel em D, tal que a = ub.
Definicao 3.33. Em teoria dos anéis, um dominio de integridade D é chamado dominio de

fatoracdo tnica (denotado de DFU) ou fatorial se:

1.Va € D, sea¢ D" ea+0temos que Jc; € D irredutiveis Vi € I, = {1,2,3,...,n} tal que
n

a = HC,'
i=1

3

n
2. Sejaa= Hc,- e a— djcom c;,d; irredutiveis Vi€ I, eVj€l, Entio m=n e
i=1 j=
Existe o : I, — I, bijecao, tal que ¢; € associado a dg(;)

—_

Teorema 3.34. Sejam D um dominio e 0 # f(X) € D[X]. Entdo:
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1) Niimero de raizes de f(X) em D[X] (contando as multiplicidades) é menor ou igual ao grau

de f(X).
2) Chamando o, ..., 0, essas raizes e denotando por ey, ...,e, as suas multiplicidades, temos

fX)=X—0ay)...(X —0,)t(X), onde t(X) € D[X]| é um polinémio que ndo tem raiz em
D.

Demonstragao.

e Se f(X) ndo tem raiz em D, acabou.

e Se f(X) temumaraiz @ em D de multiplicidade e, entdo

fX) = (X — o)1 (X)

comt(X) € D[X]et;(ar) #0. Se f(X) ndo tem outra raiz em D, entdo acabou, pois:
f{raizes de f(X) em D} =e <ej+graut|(X) = grau f(X).

e Se f(X) tem uma outra raiz o em D de multiplicidade e;, entdo
() f(X) = (X — )11 (X) = (X — 02)h1 (X)

com h1(X) € D[X] e hj(ap) # 0. Se K denota o corpo de fragdes de D, entdo K[X] é um
dominio fatorial e f(X) tem uma tnica fatoracdo em polindmios irredutiveis em K[X].
Como X — 1 e X — ap sdo irredutiveis e ndo sdo associados, entdo em vista da igualdade (*),

existe 1(X) € K[X] tal que
HnX)=X-m)2n(X).

Por outro lado, jd que #1(X) e (X — )2 € D[X] e que (X — 0)°? € monico, temos
n(X) € D[X] e portanto

JX) =X — o) (X — ) n(X)

com(X) € D[X], (o)) #0etr(ax) #0. Se f(X) ndo tem outra raiz em D, entdo acabou
pois:

f{raizes de f(X) em D} =e|+ep < grauf(X).

e Se f(X) tem uma outra raiz o3 em D de multiplicidade e3, entdo temos:
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FX) =X —0n)" (X — )20 (X) = (X — 03)h(X)
com hp(X) € D[X] e hp(a3) # 0, e obteremos
H(X)=(X—a)%3(X) com3(X) € D[X].
O processo tem que terminar pois grau f(X) > graut)(X) > grautr(X) > ....
|

Esse teorema € importante e nos d4 a quantidade maxima de raizes de um polindmio
num anel. Além disso, se sdo dadas as raizes podemos fatorar o polindbmio como no item 2 do
teorema. E claro que se o polindmio estd fatorado como produto de polindémios ménicos de grau
1, entdo facilmente encontramos as raizes. Encontrar raizes € um problema antigo e nao ha um
método geral para este problema. Para polindmios de grau 1 e 2 sdo faceis. Para os de grau 3 e
4 existem métodos de resolucdo por radicais mas nao € pratico e ndo € muito utilizado. Vamos
estudar quando certos polindmios sdo irredutiveis, assim reduzimos alguns casos na busca de

raizes de polindmios.

Defini¢do 3.35. Seja f(X) =ag+ai1X +aX*>+- - +a,X" € A[X] um polindmio ndo nulo. Cha-
mamos de contetddo de f(X), e denotaremos por C(f), o MDC dos coeficientes ag,aj,a; ..., an
de f(X). Repare que dado f(X) = ag+ a1 X + a;X* + --- 4+ a,X" vamos ter para cada
0 <i < nb; €Atal que a; = C(f)b;. Definindo-se fi(X) = by + b1 X + bpX? + -+ + b, X"
temos que f(X) = C(f)/i(X) e C(f1(X)) = 1.

Quando um polindémio tem contetido igual a 1 dizemos esse polindmio € primitivo. No

caso acima fj(X) € primitivo e acabamos de ver que todo polindmio f(X) satisfaz
f(X)=C(f)fi(X), com f(X) primitivo.

Teorema 3.36 (Gauss). Sejam D um dominio fatorial e K seu corpo de fracoes.

Se g(X) € D[X] tem grau > 1, entdo g(X) € irredutivel em D[X] se, e somente se, g(X)
é primitivo em D[X] e irredutivel em K[X].

Demonstracao
“ <=7 ¢ claro.

“ = ” Suponha por absurdo que g(X) = A(X)I(X) com h(X),[(X) € K[X]

de grau > 1. Podemos escrever h(X) = (%)hi(X) e [(X) = (%) (X) com a,b,d’,b' € D, b#
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0, b # 0, h(X), [;(X) € D[X] polindmios primitivos de grau > 1 e, portanto,
g(X) = (Z—Z:)hl(X)ll(X) ou também,  bb'g(X) = ad'h(X)(X). Vemos que
bb'C(g(X)) =C(bb'g(X)) = C(ad'h(X)1(X)) = ad'C(h (X)), (X)) = ad.

Portanto (%) = C(g(X)) € D.  Assim, g(X) = (%) (X)[;(X); com % hy(X) €
D[X] de grau>1,ecom [;(X) € D[X] de grau > 1, isto é, g(X) é produto de dois fatores de
grau > 1 em D[X]; absurdo.

Teorema 3.37 (Teorema de Bezout). Dados inteiros a e b, ambos ndo nulos, existem inteiros m

e n tais que am + bn = mdc(a, b).

Observacao: Como consequéncia imediata da identidade de Bézout, temos que se ¢ é
um inteiro que divide a e b, entdao ¢ também divide mdc(a,b). Ora, se m, n sdo inteiros tais
que am +bn = mdc (a,b) e q1, g, inteiros tais que a = gjc e b = gac, entdo (qym+ gan)c =
mdc(a,b), ou seja, ¢ divide mdc(a,b). Um outro coroldrio da identidade de Bézout afirma que
a equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tem solugdo se mdc(a,b) divide c. Realmente, tem-se
pela identidade de Bézout que existem inteiros m, n tais que am + bn = mdc(a,b) e, assim,
desde que ¢ = g mdc(a,b), g(am+ bn) = a(gm) + b(gn) = g mdc(a,b) = c, isto &, (gm,qn) é

solucdo da equacao diofantina linear.

A demonstracdo do teorema de Bézout para polindmios € feita de maneira andloga a
demonstracdo para nimeros inteiros. Em matematica, particularmente em teoria dos nimeros,
a identidade de Bézout, também é chamada como lema de Bézout, teorema de Bézout ou ainda
teorema de Bachet-Bézout. O matematico francés Etienne Bézout (1730 - 1783), cujo nome
do lema esta associado, provou o andlogo do resultado para polindmios. Foi Claude Gaspard
Bachet de Méziriac (1581 - 1638), outro matematico franc€s, quem provou a identidade para

nameros inteiros.

Definicao 3.38. Sejam f(X) e g(X) pertencentes a K[X] dois polindmios ndo simultanea-
mente nulos. Um polindmio d(X) pertencente a K[X] é chamado de méximo divisor comum

de f(X) e g(X),com anotagdo mdc (f(X),g(X)) se satisfaz as seguintes condi¢des:
) d(X) | f(X) e d(X) | g(X)

(i) Para todo  polindbmio  d'(X)  pertencente  ao  corpo K[X],
sed' (X) | f(X) e d'(X)|g(X) entdo d'(X)|d(X).

Teorema 3.39. Seja K um corpo e p(x) um polindmio irredutivel em K[x]. Se a(x),b(x) € K|x]

sdo tais que p(x) divide a(x)b(x), entdo p(x) divide a(x) ou p(x) divide b(x).



37

Demonstragao:

Suponha que p(x) ndo divide a(x), e seja d(x) = mdc(p(x), a(x)). Como p(x) € ir-
redutivel e ndo divide a(x), o grau de d(x) ndo pode ser maior do que zero. Logo d(x) = 1.
Pelo Teorema de Bézout, existem r(x) e s(x) tais que a(x)r(x) 4+ p(x)s(x) = 1. Multiplicando a

igualdade acima por b(x) e observando que p(x) | a(x)b(x)obtemos:

a(x)b(x)r(x) + p(x)b(x)s(x) = b(x) <= p(x)(q(x)r(x) +blx)s(x)) = b(x),

isto é, p(x)|b(x).
|

Observe que o principal na demonstragio acima é observar que mdc(p(x),a(x)) = 1.
1

Assim, temos o seguinte resultado: se p(x)|a(x)b(x) e mdc(p(x),a(x)) = 1, entdo

p(x)|b(x), com a mesma demonstragio dada acima.

Teorema 3.40. Todo polinomio ndo nulo em K[x], considerando K um corpo, pode ser fatorado
em K[x] como um produto de polinémios irredutiveis. Esta fatoragdo é vinica, a menos da ordem

dos fatores e da multiplicagcdo por constantes ndo nulas de K.
Demonstragao:
Seja f(x) € K[x] —0.

Vamos provar por indug@o sobre d f(x) =n. Se n =0 entdo f(x) = u é uma constante
ndo nula. Assim, podemos assumir que d f(x) = n > 1. Vamos supor pela hipétese de indugéo

que todo polindmio nao nulo de grau menor que n pode ser escrito na expressao desejada.
Suponha que f(x) é um polindmio redutivel sobre K. Assim,
Jg(x),h(x) € K[x],1 < dg(x) <n,1 <dh(x) <n tais que f(x) = g(x) - h(x).
Agora, por inducao temos,

glx)=a-pi(x)---pr(x),a € K\{0} e pi(x),...,pr(x) polindmios irredutiveis sobre
K. Analogamente, h(x) =b- py11(x) - pm(x),b € K\ {0} e prri(x),..., pm(x) polindmios ir-
redutiveis sobre K. Assim, f(x) =u-pi(x)--- pm(x), onde u=ab € K\{0}e pi(x),..., pm(x)

polindmios irredutiveis sobre K.

Vamos agora demonstrar a unicidade da expressao.

Suponhamos f(x) =u-p;(x) - pm(x) =u’-p}(x)- - pi(x) onde u,u’ € K\{0} e pi(x)...

sdo polindmios irredutiveis sobre K. Assim, temos, p;i(x) | pj(x)...pi(x) e daf segue que
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Jul € K\ {0} tal que pi(x) =u}- pi(x) (nesse caso dizemos que p’(x) e p;(x) sdo associa-
dos em K|[x]).

Agora o teorema segue por inducao sobre m.

Se m =1 e p;(x) irredutivel temos que necessariamente s = 1 e p;(x) e p}(x) sdo as-
sociados em K|[x]. Suponhamos m > 1. De pi(x) = u,- p1(x) e sendo K[x] um dominio temos
que: u-pr(x)---pm(x) =o' -ui- pi(x)--- pi_1(x) - pir1(x)- - ps(x) e dai segue pela hipétese de
inducdo que m— 1 =s—1 (isto é, m =s) e mais, cada p’j (x) estd associado com algum p;(x)

através de uma constante, e isto termina a demonstragcdo do teorema.

Corolario 3.41. Seja D um dominio. Sejam f(X), g(X) € D[X] dois polinémios de grau menor
ou igual a n tais que f(o) = g(a)para (n+ 1) elementos o distintos de D. Entdo f(X) = g(X).

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 3.34 e o Teorema anterior ao polindmio

f(X) —g(X).

3.3 CRITERIOS DE IRREDUTIBILIDADE

Mesmo se D for um dominio fatorial (ou até um corpo), pode nao existir um algoritmo
que determine se um polindmio qualquer f(X) € D[X] é irredutivel ou ndo. Mesmo que tal
algoritmo exista (¢ o caso por exemplo em Z[X]), ele pode ser tdo “brando”’que na prética ndo
seja utilizavel. Vamos estabelecer algumas maneiras para que um polindmio f(X) € D[X] seja
irredutivel. Primeiro, lembramos que no caso de D ser um dominio fatorial com corpo de
fracdes K, a irredutibilidade de f(X) em D[X] esté relacionada com a irredutibilidade de f(X)
em K[X]. Na maior parte das vezes vai ser mais facil procurar os fatores em D[X] pois D
sendo um conjunto menor que K, hd menos fatores que valem para serem testados em D[x].

Mostraremos isto com alguns exemplos.

Exemplo 3.42. Seja f(X) = X* —X?+1 € Z[X]. Vamos mostrar que f(X) ¢ irredutivel em
Z[X], ou seja, que f(X) ndo é um produto de dois fatores de grau > lem Z[X].

of(X) ndo tem um fator de grau 1 em Z[X]. Com efeito, se ele tivesse, este fator
(que tem que ser monico pois f(X) é monico) seria do tipo X —a com a € Z, isto é, terfamos

X*—X?2+1= (X —a)g(X) com g(X) € Z[X]. Olhando para o termo constante, terfamos 1 = am
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comm € Z,logo a = =£1, isto €, -1 seria raiz de X% — X2+ 1. No entanto, é imediato verificar
que nem 1, nem -1, so raizes de X* — X2 + 1.(Observe que se tivéssemos trabalhado em Q[X]
no lugar de Z[X], a priori a poderia ser qualquer elemento diferente de zero de Q e logo ndo

daria para verificar, um por um, que nenhum a de Q é raizde f(X)).

of(X) ndo tem fator g(X) de grau 3 em Z[X]. Com efeito, se ele tivesse, terfamos
f(X)=g(X)h(X), onde h(X) € Z[X] teria necessariamente grau 1, mas isto & impossivel pelo

caso precedente.
¢ f(X) ndo tem fator de grau 2 em Z[X]. Com efeito, se ele tivesse, teriamos
X4 X241 =(X>+aX +b)(X>+cX +d) comab,c,d € Z
(termo constante) 1 =bd, logob=d==1;
(termo em X) O=ad+bc=b(a+c) logo a=—c;
(termo em X?2) —1=2b—d?, logo a*—1=2b=+2;

2 _

assim a®> =3 ou a®> = —1, o que é impossivel. Logo f(x) é irredutivel em Z[X].

Vejamos agora um critério de irredutibilidade, se A é um anel e I € um ideal de A, ja
sabemos que a aplicagcdo
AX] = (A/D[X]

fX):=YaX = f(X) = LaX'
é um homomorfismo de anéis.

Escolhendo o ideal I de maneira adequada, pode-se esperar que o anel A /I seja relati-
vamente simples para a andlise do polindmio reduzido f(X). Conseguindo informagdes sobre

o reduzido, podemos esperar traduzi-las em informagdes sobre o polindomio f(X).

Teorema 3.43. Seja A um anel, I um ideal e f(X) € A[X] um polindmio ménico. Se f(X) é
irredutivel em (A/I)[X], entdo f(X) é irredutivel em A[X].

Demonstragao.

Seja f(x) =ag+a1X +arX*+...+X" com ag,ay,...,a, 1 €A polindmio mdnico
em A[X]

Suponha que f(X) =h(X)g(X) onde grau(h) < grau(f) e grau(g) < grau(f). Po-

demos supor
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h(X)=1X"4+b, 1 X" '+ . +bX+by

gX)=1X 4, 1 X . +eX +oo

onde r+s = n.

h(X) e g(X) sdo monicos pois f(X) é mdnico, logo A(X) e g(X) sido monicos em
(A/nxl,
grau h(X)=grauh(X) e graug(X) = grau g(X)

Assim h(X) e g(X) ndo sdo constantes. Logo f € redutivel em (A/I)[X].
[

Observagdo: Ressaltamos aqui a hipdtese do polindmio ser monico € crucial, pois caso
ndo seja, o teorema ndo vale. Vejamos um exemplo: Seja f(x) = 3x° +x € Z[X]. Entdo f(X) =
x(3x% + 1) é redutivel em Z[X]. No entanto, f(x) = x é irredutivel em (Z/3Z)[X] = Z3[X]. Ou

seja, o teorema anterior nao € valido.

Teorema 3.44. Seja f(X) € Z[X| um polinémio ménico.
Seja p um niimero primo.

a) Sejam i, ..., 7, as raizes de f(X) em Z pZ. Caso f(X) tenha uma raiz & € 7, entdo
existe um indice i € {1,...,r} tal que a = yj(modp).

b) Suponha que grau (f(X)) =3 e que f(X) = (X —7)@(X) com @(X) irredutivel em
(Z/pZ)[X). Entdo f(X) é irredutivel em Z[X|, ou f(X) possui uma raiz o € Z tal que

o = y(modp).
Demonstracao.

a) Como p é um niimero primo, entdo Z/pZ é um corpo, logo Z/pZ[X| é um dominio
fatoriale X —7,,...,X —7, sdo os fatores irredutiveis de grau 1 de f(X). Caso f(X) tenha uma
raiz o em 7, entdo X — o é um fator de f(X) em Z[X], logo existe um indice i € 1,...,r tal

que @ =7, i.e., talque o= y(modp).
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b) Suponha que f(X) ndo seja irredutivel em Z[X], logo f(X) = g(X)h(X) com
g(X),h(X) € Z[X]| monicos de grau maior ou igual a 1.
Temos entdo f(X)=g(X)h(X) em (Z/pZ)[X].

Pela hipétese, f(X) = (X —7)@(X) é uma fatoragdo em elementos irredutiveis em
(Z/pZ)[X]. Como (Z/pZ)[X] é um dominio fatorial, concluimos que g(X) =X —7 ou h(X) =
X —7,eportantoque g(X) =X —aouh(X)=X—acomo € Ze a=7ymodp.

Exemplo 3.45. Seja f(X) = X3 + (13291)X2 + 3002X + 12.001 € Z[X]. Olhando médulo 3,

temos
fX)=X342X+1¢€(Z/3Z)[X]

Este polindmio f(X) é irredutivel em (Z/3Z)[X] pois, se ele fosse redutivel em
(Z/37Z)[X], entdo ele teria um fator de grau 1, logo possuiria uma raiz em (Z/3Z), o que é
absurdo pois £(0) =1#0, f(1)=1+#0, f(2) =1 # 0. Logo pelo item b do teorema anterior

temos que f(X) € irredutivel em Z[X].

Exemplo 3.46. Seja f(X) = X3 — 15X + 10X — 83 € Z[X]. Olhando médulo 2, temos f(X) =
X3+ X2 4+1€(Z/27)[X], que é irredutivel em (Z/2Z)[X]. Logo f(X) & irredutivel em Z[X].

Exemplo 3.47. O polindmio f(X) = X3 — 15X? + 10X — 84 ¢ irredutivel em Z[X].

Basta mostrar que f(X) ndo tem raizes em Z. Uma raiz em Z tem que ser um di-
visor de 84. Como x* — 15x> + 10x — 84 = (x> +bx +c) - (x+d), entdo o termo independente

¢-d = —84. Assim d divide 84 , portanto, basta verificar que:
{£1,+2,43,£4,+6,+7,+12,4+14,4£21,+28,+42 e +84} ndo sdo raizes de f(X).
Vamos utilizar o teorema anterior para diminuir o nimero destas verificagdes.

Mod 37Z, temos
Ff(X)=X(X2+1)em (Z/3Z)[X]

e, claramente, X2 + 1 é irredutivel em (Z/37Z)[X]. Logo se o é raizde f(X) em Z, entdo
o = 0(mod3). Portanto bastaria verificar que +3,46,+12,£21, 442 ¢ +-84 ndo sdo raizes de

fX) .

Queremos limitar ainda mais o nimero destas verificagdes. Mod 57, temos
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fX)=(X—-4)(X?+4X +1) em (Z/5Z)[X]

e, claramente, X? +4X + 1 é irredutivel em (Z/57Z)[X]. Logo se « é raizem Z/5Z de f(X),

entdo o = 4(mod5). Portanto bastaria verificar que -6,-21 e 84 ndo sdo raizes de f(X) .

Facilmente verifica-se que os nimeros inteiros negativos 3 ndo sio raizes de f(X),
pois f(B) < 0. Verifica-se finalmente diretamente que f(84) # 0. Concluimos entdo que f(X)

¢ irredutivel em Z[X].

Observacao: O método do exemplo anterior foi fazer consideragdes (modp), para di-
versos primos p em Z, acumulando entdo informag¢des que nos permitiram concluir algo sobre

o polindmio original f(X) de Z[X].

A seguir, estabelecemos um critério que se destaca pela facilidade de seu uso quando

se conhece os elementos irredutiveis de um dominio fatorial.

Teorema 3.48. (Critério de Eisenstein). Sejam D um dominio fatorial e
f(X)=a X"+ a1 X" '+ +ag € D|X]

um polinomio de grau > 1.

Se existe um elemento irredutivel p € D tal que Vi <n—1,

ijan
p|ai,
p*fao,

entdo f(X) ndo é o produto de dois fatores de grau > 1 em D[X] (equivalentemente, o

polinomio f(X) é irredutivel em K[X], onde K é o corpo de fracoes de D).

Demonstragao.

Suponha que a afirmagao seja falsa, isto é suponha que f(X) = g(X)h(X) com

gX)=0oX*+---+ouX+ o0y € D[X],a; #0,
h(X)ZﬁtX[—i-"'—i-[ﬁX—}—ﬁoGD[X],ﬁ,750,

s,t > 1(equivalentemente,s,t <n—1).

Temos
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;

aog = 0pPo
plow e ptPo
P\ao, - ou

plBp e plop.

| P* 1 ao,

pois D ¢ fatorial

Digamos que seja o caso p | ap e pt By (o outro caso é andlogo a esse). Temos

an:asﬁt
= ploseptp:.
p1an

Seja o, u < s < n—1, o coeficiente do termo de mais baixo grau de g(X) que p ndo

divida e considere o coeficiente a, em f(X).

Temos

au:a()ﬁu"‘alﬁufl‘i_""}‘auflﬁl + auﬁO

p divide p ndo divide
e, portanto, p ndo divide a,,. Isto contradiz a hipétese que p divide a;, V; <n—1.

Observagdo. Na demonstragdo do Teorema 3.48 a hipétese de que D fatorial somente
foi usada para concluir que o elemento irredutivel p € D € um elemento primo (ie., se a,b € D
e p|ab,entdo p | aou p|b). O Critério de Eisenstein poderia entdo ter sido enunciado com as

hipéteses de D ser um dominio qualquer e p € D ser um elemento primo.

Este critério foi elaborado pelo matematico alemao Gotthold Eisensten, estabelecendo

uma regra que permite classificar alguns polindmios com coeficientes inteiros como irredutiveis.

O critério de Eisenstein pode ser utilizado em sala de aula para mostrar quando um
polindmio com coeficientes inteiros ndo possui raiz inteira. O método utilizando o Teorema
3.44 nao seria para aplicar em sala de aula mas € uma ferramenta interessante para o professor,
uma vez que este deve sempre possuir uma fundamentacao tedrica além do que € repassado aos

alunos.
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4 CONGRUENCIAS POLINOMIAIS

Neste capitulo iremos estudar conceitos envolvendo congruéncia e polindmios. Apesar
do assunto congruéncia nao ser um assunto visto no ensino fundamental e médio, vamos dedicar
este capitulo a um conceito mais avangado, aplicando resultados dos capitulos anteriores. Va-
mos estudar congruéncia do tipo f(x) = 0 (mod n), n € N com f(x) € Z[X]. O Teorema Chinés
do Resto e o Lema de Hensel serdo os resultados mais importantes para este capitulo, uma vez

que podemos justificar a resolu¢do de uma congruéncia polinomial com estes resultados.

Teorema 4.1. Seja f(x) = ap+aix+ ...+ ax* um polinémio com coeficientes dals inteiros.

Entdo vale a implicagdo a = b (mod m) = f(a) = f(b) (mod m), para quaisquer inteiros a,b.

Demonstracao.

fla)—f(b) = (ag+aja+...+ard*) — (ag+ab+ ... +ab*) =
aj(a—b)+ax(a®> —b*) +...+ap(a* - ).

Em vista da fatoracio @’ —b' = (¢’ +a'?b+...+b'") - (a—Db), que é vilida para qualquer
inteiro i > 1, concluimos que (a—b) | f(a) — f(b). Entdo se m | a — b, evidentemente

m | f(a) = f(b).

Exemplo 4.2. Sejaa = (72)° +(72)° +2.
Mostraremos que 7 | a
Seja f(x) = x% 4 x> 4-2. Dado o fato que 72 = 2 (mod 7), calculemos f(2):
f(2)=20+2942=64+32+2=98=14-7

Teorema 4.3. Sejam f(x) = ag+ajx+ ... +axk e g(x) = bo+b1x+ ...+ bix! dois polinémios

com coeficientes inteiros. Dados a,b € Z, vale a implicacdo
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a=b (mod m) —

Demonstragao.

Seja a = b (mod m). Entdo, pelo teorema anterior, f(a) = f(b) (mod m),

g(a) = g(b) (mod m). Como a congruéncia preserva as operagdes + ¢ -, obtemos

fa)+g(a) = f(b) +8(b) (mod m),  f(a)g(a) = f(b)g(b) (mod m)

Teorema 4.4. Dado um niimero inteiro a, entdo a congruéncia ax =1 (mod m) admite solu¢do

se, e somente se, mdc(a,m) = 1.
Demonstragao.

Sejam a,b inteiros. Entdo ab = 1 (mod m) equivale a ab — cm = 1 para algum inteiro

¢, ou seja mdc(a,m) = 1, entdo a existéncia de b estd garantida pelo algoritmo Euclideano.
|

Observacao: O inverso b de a modulo m, foi determinado moédulo m; os outros sao
todos congruentes entre si. Assim por abuso de linguagem falaremos do inverso de a mod m ,

ou da solugdo de ax = 1 (mod m), e o indicaremos por (1), ou (a~!).

Teorema 4.5. A congruéncia ax = b (mod m) é soliivel se, e somente se, mdc(a,m) | b. Quais-

quer duas solugoes (se existirem) sdo congruentes modulo m.
Demonstragao.

Seja d o maximo divisor comum de a e m . Se existir uma solucdo c da congruéncia
ax = b (mod m), entdo m | ac — b, e dai, necessariamente, d | b. Por outro lado, se d | b, entdo
resolver ax = b (mod m) equivale a resolugdo de a'x = b’ (mod m'), onde d' = 4, b/ =5 ¢
m = 7. Pois, se xo fosse uma solugdo da primeira congruéncia, ele seria também uma solugdo
da segunda e vice versa. A solugdo da segunda é o = (%)m/b’ e € facilmente verificdvel, e
que xo = & é uma soluc@o de ax = b (mod m). Considerando xy como solu¢do da congruéncia
soldvel ax = b (mod m), suas solugdes sdo do tipo: x = xo (mod m) ou escrita de uma maneira

equivalente x = xo+tm com t € Z.
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Teorema 4.6. Seja f(x) um polinomio com coeficientes inteiros. Sejamry,ra, ..., uma colecdo
de inteiros positivos primos entre sie m=rir; ...ry. Entdo, resolver f(x) =0 (mod m) equivale

resolver o sistema simultdneo das congruéncias f(x) =0 (mod r;), i=1,2,... k.
Demonstragao.

Seja xo uma solugdo de f(x) =0 (mod m). Entao, m | f(xo) e obviamente r; | f(xp) para
todo i ou  seja, f(xo)) = 0 (mod r) para todo i, entdo

m=m.m.c.(ri,...,ry) | f(x0), e assim f(xo) = 0 (mod m).

Exemplo 4.7. Consideremos a congruéncia 35x = 1 (mod 51).

Tendo em vista que 51 = 3-17, entdo pelo teorema anterior basta-nos resolver o sistema

simultaneo,
35x =1 (mod 3), 35x =1 (mod 17).
Estes em si reduzem-se a x = —1 (mod 3) e x=1 (mod 17).
As solugdes da primeira congruéncia sdo xg = —1 4 3k para qualquer inteiro k, e dessas

procuramos aquelas que satisfazem a segunda congruéncia. Logo, k deve satisfazer
—143k=1 (mod 17), i.e, 3k = 2 (mod 17).

Dado o fato que (%)17 =6, obtemos kg =2- (%)17 = 12 que é uma solucdo da dltima

congruéncia. Entdo xo = —1+4 3kp = 35 € uma solucio da congruéncia original.

Sejam, ry,ra,...,r;, uma colecao de inteiros positivos primos entre si e seja m =ryry...r.
Para cada i, mdc(™,r;) = 1 e, portanto, ((“2)~!),, existe. Para cada i, escolhamos o menor
1 i

inverso positivo e denotaremos ((%2)~1),, - 2 por &;.
L 1

Evidentemente, & =1 (mod r;) e & =0 (mod r;) sei# j. Os inteiros €,&,...,&

satisfazem as seguintes propriedades de “ortogonalidade”

Teorema 4.8. (i) €e; =0 (mod m) < i# j.

k k
(ii) Z a;i& = Zbisi (mod m) <= a; = b; (mod r;) paratodo i,
i=1 i=1
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k
(i) ) & =1 (mod m).
=1

1

Demonstracao

A demonstracdo € de facil verificagcdo utilizando as defini¢des de &; e congruéncia.

|
Teorema 4.9 (Teorema Chinés do Resto). Sejam ay,an,...,a; uma colecdo de inteiros. O
k
sistema simultdneo de equacdes x = a; (mod r;), i=1,2,... k tem a solug¢do xy = Z a;&. Além
i=1
do mais, todas as solugoes sdo congruentes entre si modulo m.
Demonstracao.
Para cada j,tendo em vista que & =1 (modrj), xo€; =xo (mod r;). Por outro lado,
k
X0Ej = Za,-eisj = a,e7 (mod m) (ii). Entdo, para cada j, xo = xo&; = a; (mod r;).
i=1
A ultima afirmacdo € uma simples aplicacdo da parte (ii) do teorema anterior.
|

Exemplo 4.10. Se de uma cesta com ovos retirarmos trés unidades por vez, sobra um ovo. O
mesmo acontece se 0s ovos sao retirados 4 a4 ou 5 a 5. Mas nao resta nenhum ovo se retirarmos

7 unidades por vez. Encontrar o menor nimero possivel de ovos.

Sejam:

( x=1mod 3
x=1mod 4
x=1mod5

\ x=0mod7

a=1 e i=1,23ea4=0

rn=3, n=4 rn=5 rn=71
xo=Y aigi=1-e1+1-&+1-&3+0-&
m=3-4.5-7

my = 140
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my = 105
m3 =84
my = 60

&=((5) "%

g1 = ((140)7")3-140 =2 140 = 280
& =((105)71)4-105=1-105 = 105
e3=((84)"1)5-84=4-84 =336

&, = ((60)~1)7-60 =2-60 = 120

Logo: xp =280+ 1054336 = 721 = 301 (mod 420), que € solugdo do sistema de

congruéncia.

Teorema 4.11. Seja f(x) um polinémio com coeficientes inteiros. Para cada i,1 <i <k,
k

seja a; uma solugdo de f(x) =0 (mod r;). Entdo x, = Z a;€; € uma solugdo de f(x) =0 (mod m).
i=1

Demonstragao.

O Teorema Chinés do Resto afirma que xo = a; (mod r;) para todo i. Da,
f(x0) = f(a;) =0 (mod r;) para todo i. Como r; | f(xg) parai=1,2,... k,

m=m.m.c. (r1,r,...,rx) | f(x0); ou seja, f(xo) =0 (mod m)

Corolario 4.12. Sejam f(x) um polinémio com coeficientes inteiros, e m um inteiro positivo
tendo a fatora¢do canbnica m = p‘f‘1 . p‘zx2 e pg". Entdo, f(xo) =0 (mod m) tem solugdo, se e

somente se, f(xo) =0 (mod p{") tem solugdo para cada i.

Exemplo 4.13. Encontrar todas as solugdes de f(x) = x> +5x+9 =0 (mod 15). Consideremos

o sistema
f(x) =x*> —x=0 (mod 3)
f(x)=x*>—1=0 (mod 5)

As solucdes ndo congruentes modulo 3 da primeira sdo a; =0, a; = 1 e da segunda

que sdo nao congruentes moédulo 5, by = —1, by = 1.

Entdo pelo Teorema Chinés do Resto, f(x) = 0 (mod 15) admite quatro solugdes ndo

congruentes modulo 15. Elas sao
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Cij = (%)3-5-6154—(%)5 -3'bj i,j=1,2. Logo, c11 =—6, c1o =06, c31 =4, cn=16.
4.1 CONGRUENCIAS DE GRAUS GERAIS (METODOS DE REDUCAO)

Sejam m € Z,m > 0 e f(X) € Z[X]. Estamos interessados em encontrar valores de
X (mod m) que satisfazem a congruéncia polinomial f(X) = 0 (mod m). Pelo colorario 4.12

podemos reduzir nosso estudo ao caso m = p%, isto é quando m € poténcia de primo.

A resolugdo de f(x) =0 (mod p*) onde o > 2, pode ser reduzida a de f(x) =0 (mod p).
Alids, tendo em vista que f(x) = 0 (mod p®) implica em f(x) = 0 (mod p®*~'), o método para
achar as solugdes da primeira seria encontrar as solugdes ap,aa, ... ,as, ndo congruentes modulo

p®~1, da segunda e depois voltar para a primeira e testar x = a; +tp*~ ! onde 0 <t < p.

Entdo o método geral consiste na construc@o a partir das solugdes de f(x) = 0(modp)
as de f(x) = 0 (mod p?), e com essas subir gradativamente até chegar as de f(x) =0 ( modp®).

Esta subida sera facilitada pelos resultados seguintes.

Seja f(x) = ag +ayx+axx* + . .. +arx* um polindmio com coeficientes inteiros. Con-

sideremos f(x+y).
fx+y) =ao+ai(x+y) +ar(x+y)* +as(x+y)* ...+ ap(x+y)k
=ap+ay(x+y) +ay(x® +2xy +y?) +az (x> +3x%y + 37 +y) + ...
=aqy +a1x—|—a2x2—|—a3x3 +...
+y(ar +2axx+3azx* +...)
2 (ap +3azx+...) +y (a3 +...) + ...
Esta expansao sugere que

" (x G)(x
Flety) = £ +3f () + 252 4y g 4

que nada mais € que a expansao de Taylor!

Teorema 4.14. Se f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros entdo f(x+y) = f(x)+yf’ (x)+

0 (x
. —l—y’f ( ) +.. —I—ykf ( ) e, para cada i, f—() é um polinomio com coeficientes inteiros.

Lema 4.15 (Lema de Hensel). Seja p um niimero primo , f(x) € Z[x|, e m,a € Z tais que m > 0
e f(a) =0 (mod p™). Entdo:

1) se f'(a) #0 (mod p) e f(a) Z 0 (mod p"*"), entdo existe um tinico inteiro t tal que 1 <
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t<p—1leflat+tp™) =0 (mod p™"). Especificamente, t é determinado pela equacéo

tf'(a) = —%Z) (mod p);

2) Se f'(a) =0 (mod p) e f(a) =0 (mod p™*"), entdo para todo t tal que 1 <t < p—1,
fla+tp™) =0 (mod p™*1);

3) Se f'(a) =0 (mod p) e f(a) Z0 (mod p"™*"), entdo nio existe 1 <t < p—1 tal que
fla+tp™) =0 (mod p™1).

Demonstragao:

Observe inicialmente que se f(x) = apx + -+ +ajx+ag € Z[x], entdo, para qualquer
inteiro ¢ temos

f+tp™) = f(x)+tp"f'(x) (mod p" ).

Vamos analisar cada um dos casos:

1) Seja a um inteiro tal que f(a) =0 (mod p) e f(a) # 0 (mod p™*1). Isto implica que
p™| fla)e &Z) #0 (mod p). Como f’(a) # 0 (mod p), entdo existe um dnico ¢, médulo
p

p, tal que tf'(a) + LZ) =0 (mod p), ou seja, 1 f'(a) = —% + kp, para algum inteiro
p

k. Assim,

flatip") = fl@)+1p" @) = fla)+p" (——“ +kp)

Portanto, existe exatamente um tnico a’(mod p"*!) tal que f(a’) =0 (mod p"*!) e

d =a (mod p™),istoé,a' = a+tp™(mod p™*1). Além disso, t = —%(f’(a))1 (mod p).

2) Suponha agora f'(a) =0 (mod p) e f(a) =0 (mod p"*1). Assim f'(a) = kp, e agora,

para qualquer inteiro ¢ temos

fla+1p™) = fla)+1p"f'(a) = f(a) +tkp™*' = f(a) = 0 (mod p"*!).

Portanto, existem p elementos ¢’ (mod p"*!) tais que f(a’) =0 (mod p"*!) e d =

a (mod p™).
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3) Se f'(a) =0 (mod p) e f(a) Z0 (mod p™*1), entdo f'(a) = kp e para qualquer inteiro ¢

temos

fla+tp™) = fla)+1p™f'(a) = f(a)+tkp™ ™" = f(a) # 0 (mod p"*').

Portanto, nio existe ' tal que f(a’) =0 (mod p"*!) e d’ = a (mod p™). W

Observagdo: Pelo item 2) do Lema de Hensel, numa congruéncia polinomial, o nimero
de solugdes pode ser maior que o grau do polindmio, caso a congruéncia polinomial seja

modulo um nimero composto. No caso mddulo p, com p primo, o Teorema de Lagrange

garante que o numero de solu¢des € no maximo igual ao grau do polindmio.

Teorema 4.16. Seja  f(a) = 0 (mod pP). Entdo para d = a + tpP,
£(a') =0 (mod pP*1) == t£'(a) = — L9 (mod p)

Demonstragao.

Sejad’ =a+1tpP, onde t serd determinado para que f(a') = 0 (mod pP*"). Pela expansio de

Taylor,

f"(a)

fld) = fla+ipP) = fla)+@pP)f (@) + (P P

+...

Entio, de f(a') = 0 (mod pP+'), obtem-se 0= f(a)+ (tpP)f'(a) (mod pBP+).
Tendo em vista que p[3 | f(a), esta congruéncia pode ser posta na forma

tf'(a) = —% (mod p), e ela possui solugdes se e somente se

(f'(a),p) =1ou, p|fa)ep] %.

Exemplo 4.17. Seja f(x) = x> +5x —9; entdo, f'(x) = 2x+5.
Desejamos encontrar todas as solugdes de f(x) = 0 (mod 25).
As solucdes de f(x) =x*>+1 =0 (mod 5) sio x = =+2 (mod 5).

Sejam a; = -2, a, = 2. Entﬁo,f(al) = —15, f(az) =35, f’(al) =1, f/(az) =0.
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Resolvemos

(mod 5)

Entdo, t; =3 et = 1 (mod 5); daf as solugdes de f(x) = 0 (mod 5°) sdo congruentes com
d)=-2+3-5=13,d),=2+5=7, médulo 25.

Exemplo 4.18. Seja f(X) = X> +3X? +23 e consideremos a congruéncia
f(X) =0 (mod 3 x 5?)

(i) Primeiramente vamos calcular as solugdes de f(X) =0 (mod 3) e de f(X) =0 (mod 5).

Por tentativas obtemos X = 1 (mod 3) e X =4 (mod 5), respectivamente;
(ii) Para calcular as solu¢des de f(X) = 0 (mod 5°) precisamos encontrar os valores de t tais
que f(4+5¢t) =0 (mod 5%).
Temos:
f(4+5¢t) =0 (mod 5%)
(44 5t)3 +3(4+5t)> +23 =0 (mod 5°)
43+ (3-4%.5t) +3(4%>+2-4-5t) +23 =0 (mod 5°)
10t + 10 = 0 (mod 5°)
2t+2=0 (mod>5)
t =4 (mod 5)
t =445k, paraalgumk € 7
As solucdes de f(X) =0 (mod 5%) sdo X = 4+ 5t = 4+ 5(4 4 5k) = 24 + 25k, ou seja,
X =24 (mod 25)

(iii) As solucdes de f(X) =0 (mod 3 x 5?) sio as solugdes do sistema

X =1 (mod 3)
X =24 (mod 25)

Pelo Teorema Chinés do Resto, este sistema admite uma tnica solu¢do médulo 3 x 52. Feitos

os cdlculos obtemos: X =49 (mod 3 x 25).
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Exemplo 4.19. Seja f(X) = X* — 11X3 +26X? — 22X + 123 e consideremos a congruéncia
f(X)= 0 (mod 13 x 5°)

Utilizando o mesmo processo que no exemplo anterior.

(i) Assolugdes de f(X) =0 (mod 13) e de f(X) =0 (mod 5) sdo respectivamente
X =1 (mod 13) e X =3 (mod 5);

(ii) Para calcular as solu¢des de f(X) = 0 (mod 5°), procuraremos valores de t tais que
f(3+5t) =0 (mod 5°)
Assim,

f(345t) =0 (mod 5%) <=
(3456)* — 11(3+5¢t)3 +26(3 +5¢)% —22(3 4 5t) 4+ 123 = 0 (mod 5?)

= (3*+4x33x51) —11(3° +3 x 32 x 5t) +26(3% +2 x 3 x 5t) —22(345¢) + 123 =
0 (mod 5%)

= 275t +75 = 0 (mod 5%)
<= 0=0 (mod 25)
Temos assim, que t € qualquer e portanto existem 5 solu¢des incongruentes modulo 25:

3,8,13,18 e 23;

(iii) Para o cdlculo das solugdes de f(X) = 0(mod5>) precisamos resolver 5 congruéncias:

f(3+5%) =0 (mod5%);
f(8+5%) =0 (mod5%);
f(13+5%) =0 (mod 5°);
F(18+5%t) =0 (mod 5%);
f(2345%t) =0 (mod 5%).

Desenvolvendo e simplificando obtemos,
¢ 3+70r =0 (mod5), que ndo tem solugio;

¢34+ 80t =0 (mod5), que ndo tem solugao;

¢ 84+ 50t =0 (mod 5), que ndo tem solugao;

( )
© 95— 10t = 0 (mod 5), qualquer valor de t é soluc@o;
0( )
e 0+ 10t =0 (mod 5), qualquer valor de t € solugdo;

Assim as solugdes da congruéncia f(X) = 0 (mod 125) sdo: 13+ 25s com s €
{0,1,2,3,4} e 23+ 25t comt € {0,1,2,3,4};
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(iiii) O método para encontrar as solugdes de f(X) = 0(mod13 x 53) é o seguinte: para cada
solucdo a da congruéncia f(X) = 0 (mod 5%), e cada solugdo b da congruéncia

f(X) =0 (mod 13), resolveremos o sistema

X =a (mod 5%)
X = b (mod 13).

Ficamos assim com 10 sistemas para resolver. Pelo Teorema Chinés dos restos cada um deles
tem uma unica solu¢do médulo 13 x 53. Feitas as contas, as 10 solugdes sao: 248, 313, 573,
638, 898, 963, 1223, 1288, 1548 e 1613.

Embora nao tenhamos meios de resolver f(x) =0 (mod p) para um polindmio f de grau geral,

¢ ainda possivel reduzir f para um outro de grau menor que p.

Teorema 4.20. Seja p um primo. Entdo todo inteiro satisfaz a congruéncia xP = x (mod p)
Demonstragao.
O que temos aqui nada mais € que a variacao do Teorema de Fermat.

Corolario 4.21. Seja p um primo. Dado um polinémio f(x) com coeficientes inteiros, existe

g(x) um polinémio com coeficientes inteiros e de grau menor que p tal que

f(a) = g(a) (mod p) para qualquer inteiro a.

Demonstragao.
Pelo teorema anterior, x” -x' = x?T' = x-x' = x'*1 (mod p)
J’_

esta satisfeita para todos os inteiros. Entiio g(x) obtem-se trocando x** por x'*'no polindmio

f().

Exemplo 4.22. Seja p =5 e f(x) = 2x’ +x°+3x> 4 1. Entdo a congruéncia
fr)=223+x2+35 +1
=542 +1=x*+1 (mod 5)
Esta satisfeita para todos os inteiros.

Os proximos dois resultados serdo utilizados para a demonstracdo do Teorema de La-

grange, nosso ultimo resultado.
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Teorema 4.23. Sejam a, b inteiros positivos e mdc (a,b) =d. Se d ndo divide c entdo a equagcdo
a-x+b-y = c ndo possui nenhuma solugdo inteira. Se d | ¢ ela possui infinitas solucdes e se

xX=2Xx9 e y=Yyo éuma solucdo particular entdo todas as solucoes sdao dadas por;

QU

x=x0+(7)k

)k

QU

y=y0—(

Onde k é um inteiro.

Demonstragao.

Se d ndo divide c, entdo a equagdo a-x+ b -y = ¢ ndo possui solucdo, pois como o
mdc(a,b) =d implicaque d | a e d |b. Assim d deveria dividir c, j4 que c estd escrito como

combinacao linear de a e b.

Suponha que d | ¢ pelo Teorema de Bezout existem inteiros ng e my tais que

a-ng+b-my=d

De d | ¢ existe um inteiro k tal que ¢ = k - d. Multiplicando ambos os membros da igualdade

acima por k obtemos:

a-(ng-k)+b-(mg-k)=k-d=c

Assim o par (xg,y0), sendo xo = ngk e yo = mpk é uma solu¢do de a-x+b-y = c. Note que é

facil verificar que os pares da solucdo da equagdo a-x+b-y = c sio da forma

b
x:xo—f—(c—l)k

a
y=yo— (=) k

Veja que
a-xtby=a-(xo+(3) k) +b0o—(3)-k)
=a-x0+(“d—”)-k+b-y0—(@)-k
=a-xo+b-yo

Note que acabamos de mostrar que a partir de uma solucdo particular (xg,yp) podemos gerar
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infinitas solugoes.

Agora s6 basta mostrar que toda solu¢ao da equacdo a-x+b-y = c é da forma

b
x:x0+(3)~k

a
y=yo—(5)k

Vamos supor que (x,y) é a solu¢do de a-x+b-y = ¢ e ainda (xo,yo) é uma solugdo particular

a-xo+b-yy = c. Subtraindo as duas ultimas igualdades temos:
a-x+b-y—a-xo—b-yo=a(x—xop)+b.(y—yp) =0.

O que implicaem a- (x —xp) = —b- (y —yo). Como o mdc (a,b) =d podemos escrever
que mde (%, g) = 1. Dividindo a igualdade acima por d.

4-(x—x0)==5-(v—y0) =515 (x—x0)

Usando o Lema de Euclides & | (x —xo), portanto existe um k inteiro tal que;

b b
x—x0:k~gz>x:xo+3~k.

Substituindo x na equacdo acima obtemos;

b
y=yo— -k

Proposicao 4.24. Sejam a, b, m inteiros tais que m >0 e mdc(a,m) = d. No caso em que d
ndo divide b a congruéncia a-x = b mod m ndo possui nenhuma solucdo e quando d divide b

possui exatamente d solugdo incongruente modulo m.

Demonstracao.

Sabemos que o inteiro x € solucdo de a-x = bmod m se, e somente se, existe um inteiro y tal
que a-x=b+m-y, ouseja, a-x—m-y=>b. Sabemos que de acordo o Teorema 4.23 esta
equacdo ndo possui nenhuma solugéo caso d ndo divide be se d | b entdo a dita equagdo

possui infinitas solucdes dadas por:
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3

x:xo—(g)-k
yzﬂrﬂgyk

onde (xg,yo) é uma solucdo particular de a-x —m -y = b. Assim a congruéncia a-x = b mod m

possuem infinitas solu¢des dadas por

m
x:xo—(g)-k

Estamos interessados em saber o nimero de solu¢des incongruentes. Tome x1,x, solucdes

congruente médulo m. Entdo x; = xo — (%) - k1 =xo — (%) - ko = x mod m. O que implica
(%) ki = (%) -kamod m. Ecomo (%) |me((%),m)="% temos pelalei do cancelamento
que:

k1 = ko mod m

Assim concluimos que as solucdes incongruentes serdo obtidas ao tomarmos

x=x0— (7) -k, comk englobando todos os restos possiveis na divisdo por d.
|

Vamos finalizar este capitulo com o Teorema de Lagrange que nos diz quantas raizes

podemos ter numa equacdo do tipo f(x) = 0 (modp)

Teorema 4.25 (Lagrange). Se p é primo e f é um polindmio de grau m com coeficientes inteiros,

a congruéncia f(x) =0 (mod p) admite no mdximo m solugoes.
Demonstragao.

A demonstracdo deste resultado pode ser feita por inducdo no grau m do polindmio
f. De fato, quando m = 1 obtém-se uma congruéncia do tipo ax = b mod p, a qual, como
sabemos, admite solucdes se e s6 se mdc(a,p) = 1. Neste caso, de acordo com a Proposi¢ao
4.24 existe uma Unica solugdo, e portanto o resultado verifica-se trivialmente. Supondo entdao
que este resultado € vélido para qualquer polindmio de grau menor que m, € que a congruéncia
f(x) = 0 mod p admite pelo menos uma solugdo, digamos a, podemos escrever a referida

congruéncia na forma

f(x) = (x—a)g(x) mod p,
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onde g denota um polindmio de grau m — 1 com coeficientes inteiros. Ora, natural-
mente, todas as solug¢des de f(x) =0 mod p incongruentes modulo p com a sdo obrigatoriamente
também solucdes de g(x) mod p. No entanto, esta dltima congruéncia tem, necessariamente,
grau maior ou igual a 1 e menor ou igual a m — 1. Assim, aplicando a hipétese de indugdo
conclui-se que esta admite no maximo m — 1 solugdes, o que, como a é raiz de f(x) = 0 mod p,

implica naturalmente que f(x) = 0 mod p tem, no maximo, m solugdes.
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5 CONCLUSAO

O trabalho buscou ajudar professores no que diz respeito aos polindmios.

O trabalho auxilia no caréter de verificar alguns critérios de decomposi¢ao de um po-
lindbmio em fatores irredutiveis, influencia no desenvolvimento de equacdes polinomiais, no
teorema do resto, aborda os principais conceitos envolvidos no ensino médio quanto ao tépico
de polindmios de uma maneira ou de outra ja que observa o polindmio como elemento de um
anel, no caso, um anel de polindmio. J4 para académicos de matemadtica o trabalho visa uma
leitura que pode aprofundar conceitos de anel de polindmios dentre outros conceitos que sao
abordados para que a leitura fique ainda mais rica e aprofundada nos alicerces que geram a

fatoracdo de um polindmio.

As congruéncias entram no papel de explorar os critérios de divisibilidade de nlimeros

inteiros com uma forma distinta de observacao.

Sdo vistos teoremas cldssicos, lembrando que hd um capitulo inteiro de congruéncias
polinomiais, ou seja, o trabalho avanga para conceitos que podem até nao ser vistos na graduacao

talvez s6 na pds-graduacao.
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