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Resumo

O objetivo dessa tese ¢é formalizar a analise das redes de Petri temporais usando a algebra
intervalar como ferramental matematico. A algebra intervalar é tradicionalmente usada na
solugao de problemas relacionados com imprecisao. Por sua vez, as redes de Petri temporais
se caracterizam, por definicao, por possuir um intervalo temporal que delimita os periodos
minimos e maximos de sensibilizacao das transicoes. Em conseqiiéncia, a imprecisao quanto
a data de disparo das transicoes é denotada por um intervalo. Assim, neste trabalho, a
dinamica dos intervalos de disparos ao longo da evolugao da rede é modelada por uma equacao
linear intervalar, que possibilita o calculo de intervalos de tempo de ocorréncias de transicoes
sem que seja necessario explorar, completa ou parcialmente, o espaco de estados. Essa mesma
equacao pode ser usada para tratar do problema inverso: identificar seqiiéncias de disparos
de transicoes que permitam alcancar uma determinada marcagao respeitando uma janela
temporal pré-definida. Este problema foi denominado de alcancabilidade temporal. Ao longo
do desenvolvimento dessa abordagem, outros importantes resultados foram obtidos, tais
como: método enumerativo usando tempo global para andlise via alcancabilidade da rede,
métodos de reducao baseados em aproximagoes intervalares, redugao do espago de estados, e
uma alternativa para construcao do grafo de estados com dominios relativos e intervalos de
disparos com tempo absoluto. A abordagem desenvolvida foi aplicada a diferentes problemas
a fim de calcular grandezas como: tempos maximo e minimo entre a ocorréncia de duas

transicoes, validacao de seqiiéncias de disparos, tempos de ciclos, entre outras.
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Abstract

The objective of this thesis is to establish formal conditions for time Petri nets analysis
by interval algebra. The interval algebra is traditionally used as a mathematical tool in
the solution of problems related to uncertainty. In fact time Petri nets are characterized by
presenting an uncertainty at the moment of its transitions firing. This imprecision is denoted
by a firing interval. Thus, in this work the dynamics of the firing intervals throughout the
evolution of the net is represented by a linear interval equation, which makes possible the
calculation of transition firing intervals without generating the whole space of states to be
explored, completely or partially. Also, this interval equation is used to solve a kind of
inverse problem to the previous one. That is, given a time specification for a time Petri
net to evalue from a state to another one any to compute the possibilities of firings between
these two states, in case that it exists. Throughout the development of the approach, other
important results have been obtained, such as: reduction methods for time Petri nets baseds
interval approximation, reduction of the state space, and an alternative for the construction
of the state graph with relative and absolute times. The developed approach was applied
to different problems to compute metrics such as: maximum and minimum time separation
ocurrence of two transition, the scheduling validation of firing sequence, times of cycles,

among others.



1 Apresentacao e Objetivos

1.1 Introducao

Nas tultimas décadas, as redes de Petri tém sido extensivamente utilizadas como forma-
lismo para modelar, analisar, simular, controlar e avaliar o comportamento de sistemas que
tém fortes caracteristicas de concorréncia, sincronizagao e compartilhamento. Dessa forma,
elas tém exercido um papel fundamental no desenvolvimento de tais sistemas, pois além
de possuirem um forte apelo grafico, as redes de Petri tém uma formulacao algébrica que
permite provar a existéncia ou nao de propriedades. Devido ao seu refinado grau de controle
sobre concorréncia, sincronizacao e conflito, as redes de Petri descrevem, de modo natural,
o comportamento logico dos sistemas modelados. Entretanto, quando os sistemas expres-
sam alguma caracteristica além do aspecto légico é necesséario utilizar extensoes das redes
de Petri que possibilitem expressar tais caracteristicas. Com isso, a rede adquire uma maior
capacidade de representagao. Contudo, esse ganho de expressividade vem acompanhado
por alguma deficiéncia no seu formalismo. Por exemplo, as extensoes temporais aumentam
a capacidade de representacao das redes de Petri, mas diminuem seu poder de estimacao
[Mur89, Pet81].

Nos sistemas reais, o tempo é um fator que tem fundamental importancia no compor-
tamento dos sistemas. Para modelos em redes de Petri, o tempo tem sido responsavel por
diversas extensoes. Existem varias formas de se incorporar o tempo as redes de Petri, en-
tretanto, dois principios gerais regem a maioria delas: um que associa um tempo de atraso
(delay) com o instante de ocorréncia de uma transigao e outro que associa um atraso, acres-
cido de uma imprecisao, no instante da ocorréncia de uma transicao. O primeiro grupo foi
introduzido em [Ram74] e sob o ponto de vista do modelo, significa a duragdo de alguma
atividade. J& o segundo grupo, foi introduzido em [Mer74, MF76] e significa a duracao de

uma atividade acrescida de uma imprecisao no fim dessa atividade.

Desde os trabalhos de Ranchandani [Ram74] e Merlin [Mer74, MF76], diferentes exten-
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soes temporais de redes de Petri tém sido propostas na literatura. Cada uma delas diferindo
da outra, nao s6 na forma de incorporar o tempo, mas também devido a fatores, tais como:

elemento ao qual o tempo é associado, tipo de restricao do tempo e propriedade da restricao
[CMS99].

Entre as extensoes temporais, o modelo proposto por Merlin e Faber [Mer74, MFT76],
conhecido como Redes de Petri Temporais (RPTs) tem mostrado ser um dos mais atrativos,
no sentido de que seu poder de representagao ¢ maior ou igual do que muitas das demais
extensoes temporais das redes de Petri. Nessas redes, as restrigoes de tempo sao associadas as
transicoes sob a forma de um intervalo. Esse intervalo representa a duracao de uma atividade
acrescido de uma imprecisao quanto ao instante do término dessa atividade. Inicialmente
usadas na descricao de protocolos de comunicagao, as redes de Petri temporais tiveram seu
campo de aplicacao ampliado para diversas outras areas, tais como: sistemas de manufatura,

sistemas de tempo real, modelos de validacao e verificacao, controle supervisorio, robdtica

[Nid94, BBAC02, SK98, MGV00].

A anadlise das redes de Petri temporais geralmente é feita por métodos enumerativos, os
quais explicitam todos os estados alcancaveis pelo sistema e sao denominados por métodos
de exploracao do espago de estados. E através dessa exploracao que diferentes tipos de

propriedades podem ser verificadas.

A exploracao do espaco de estados é feita de modo recursivo, comecando por um estado
inicial e encontrando todos os estados sucessores. Quando o espaco de estados é finito,
ele pode ser explorado completamente. Infelizmente, muitos sistemas, apesar de terem um
espaco de estado finito, sao intrataveis devido ao nimero elevado de estados. Em alguns
casos, o tamanho do espaco de estados pode crescer exponencialmente em relagao ao tamanho

do sistema [God96]. Esse problema é conhecido como explosao do nimero de estados.

Uma representacao mais compacta do espaco de estados de uma RPT é apresentada em
[BM82, BD91] e denominada de Classe de Estados. A classe de estados é uma compactagao
de estados sob a mesma marcacgao. Dessa forma, o uso das redes de Petri temporais, como
formalismo para modelagem e andlise de sistemas dependentes do tempo, tornou-se mais

atrativo e adequado para diferentes aplicagoes [Vic01, XHD02, BV95].

Apesar das vantagens em termos de uma representacado mais compacta, a andlise de
uma rede de Petri temporal, via classes de estados, apresenta algumas limitagoes, tais como:
imprecisao nos resultados, elevado ntimero de variaveis no sistema de equacgoes, necessidade

de construcao do grafo de alcancabilidade completo das classes e permanéncia do problema
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de explosao do niimero de estados. Mesmo para redes limitadas, a necessidade de explicitar
todas as possibilidades de ocorréncias, mantém o problema da explosao do niimero de estados.
Diversos métodos que buscam superar as limitagoes das classes de estado tém surgido nos

ultimos anos, principalmente, para a verificacao de modelos.

Buscando um modelo intermediério, em [PZ98] é apresentado o conceito de classe de
estados inteiros. Nele, a ocorréncia de uma transicao acontece em tempos inteiros e sao
estabelecidas condigoes suficientes para provar as propriedades do sistema modelado. Ja
em [YRO8, BV03], o tempo é tratado de forma continua e a mudanca de estado ocorre,
tanto pela continua evolugao do tempo, quanto pelo disparo de uma transi¢ao. Dessa forma,
com o alto grau de ramificacao obtido, as redes temporais sao utilizadas em verificacao de
modelos (model checking). Seu comportamento dinamico é expresso por férmulas lgicas
que podem ser usadas para verificar propriedades de interesse. Diversos outros trabalhos
tém apresentado diferentes classes de estados para verificacao de modelos, cada uma delas
preservando propriedades relativas a légica temporal tipo linear (LTL) e tipo ramificada
(CLT) no tempo [Ger99, Lil99, GRRO05, Vic01]. Outros trabalhos, usando as redes de Petri
temporais como modelo para verificagao formal, utilizam outros recursos mateméaticos para
andlise das redes de Petri temporais, tais como: matriz de intervalos (BDM- Bound Difference
Matriz), algebra de processos (time process) ou métodos baseados em ordem parcial [BV95,
BPVO05, Aur96, WG93)].

Muitos trabalhos, mesmo usando as classes de estados propostas em [BM82, BD91],
procuram superar suas limitagoes: seja modificando a forma de tratar o tempo [TYC95,
Vic01, WDOO0], seja transformando o grafo de classes em um autémato temporizado e assim,
podendo utilizar as técnicas de reducao ja estabelecidas [GRR05, BCH'05, PP04], ou ainda,
explorando apenas uma regiao do espago de estados [SLK04, BBAC04, PZS99, PZH97].

Nos ultimos anos outras ferramentas matematicas tém sido utilizadas para explorar alge-
bricamente as extensoes temporais das redes de Petri. Considerando uma extensao temporal
especial das redes de Petri, em [Coh01] é mostrado que o comportamento de um sistema a
eventos discretos pode ser tratado como um sistema linear, nao do ponto de vista da algebra
convencional, mas do ponto de vista da dlgebra maz-plus. J& em [JBH99] é usada a Algebm
Intervalar na estimacao de datas de ocorréncia em uma grafo de estado temporizado. Usando
o conceito de aproximacao intervalar é mostrado ser possivel estimar as datas de ocorréncia
para que uma determinada tarefa seja executada dentro de um tempo especificado. Esse
trabalho ja aponta para o uso da andlise intervalar como uma possibilidade formal para

tratar sistemas temporizados e modelados por uma rede de Petri temporizada. Além disso,
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dois importantes fatores sao ressaltados com este trabalho. O primeiro, é a possibilidade
da estimacao de datas ou uma faixa de datas, na qual ocorrerda determinado evento. Um
segundo fator, pode ser considerado como sendo o problema inverso, ou seja, dado uma rede

temporal e uma restri¢ao de tempo para sua execucao, quais as possibilidade dessa execugao.

Essa tese propoe utilizar a algebra intervalar para analise de RPT, cujos resultados
parciais podem ser encontrados em [LLKO6b, LLKOGa]. Nestes trabalhos é apresentado o
uso da algebra intervalar como ferramenta matematica para andlise de uma rede de Petri
temporal. A dinamica dos intervalos, ao longo da evolucao da rede, é expressada por uma
equacao linear intervalar. Essa equagao possibilita, nao s6 o calculo de intervalos de tempo
para a ocorréncia de uma seqiiéncia de transicoes, mas também, possibilita delimitar uma

regiao de ocorréncias contendo as seqiiéncias que respeitam a especificacao de tempo.

1.2 Objetivos e Justificativas

O objetivo geral dessa tese é tratar o problema de anélise das redes de Petri temporais

sob o ponto de vista da algebra intervalar. Esse objetivo é desenvolvido em duas partes:

e Formalizacao, no ambito da dlgebra intervalar, de uma equacao linear intervalar para

estimacao de intervalos de tempo de um estado alcangavel a partir de outro;

e Formalizacao de uma solucao, mesmo que aproximada, para alcancabilidade de inter-

valos de um estado, a partir de outro estado para uma dada especificacao temporal.

O primeiro item significa estabelecer condigoes formais para a estimacao de intervalos de
tempo para ocorréncias de transicoes em uma rede de Petri temporal. Essa estimacao deve
ser obtida sem explorar, completa ou parcialmente, o espaco de estados da rede. Esse objetivo
tem como justificativa o fato das técnicas, para andlise das redes de Petri temporais, serem
técnicas enumerativas, ou seja, a partir de um estado inicial, calculam-se os intervalos para
os estados sucessores e de maneira recursiva chega-se ao estado especificado. Dessa forma,
o horizonte de estimacao ¢, no méaximo, de uma ocorréncia. Essas técnicas geralmente
aumentam a imprecisao nas datas de ocorréncia das transi¢oes, além de dependerem da

resolucao de um exaustivo sistema de inequagoes.

O segundo item é um tipo de problema inverso ao primeiro. Ou seja, dados os estados,
inicial e final, de um sistema modelado com redes de Petri temporais e uma especificacao de
tempo, quais sao as possibilidades de ocorréncias de transicoes para alcancar um estado a

partir do outro?
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Para alcangar tais objetivos, sera desenvolvido método exaustivo para analise de uma
RPT baseado no tempo global de execucao da rede. Usando elementos da matematica
intervalar, o método possibilitara nao soé reduzir a complexidade da enumeracao das classes

como também formalizar os dois objetivos principais descritos acima.

Para ampliar a classe de RPT's a qual se aplica a abordagem, serao desenvolvidos dois
métodos de reducao para uma RPT. Tais métodos permitirao incorpar informgoes sobre o
tempo de dispara das chamadas transi¢oes persistentes, as quais sao transicoes que perme-

necem habilitadas quando da mudanca de estado em uma RPT.

1.3 Estrutura do Trabalho

No Capitulo 2 é definido o conjunto dos intervalos e as operagoes basicas sobre seus
elementos. Alguns conceitos algébricos e topoldgicos da algebra intervalar, assim como, a

analise de sistema de equacoes intervalares, sao apresentados.

No Capitulo 3 sao apresentados os conceitos basicos das redes de Petri e uma introducao
aos seus modelos temporais. Uma atencao especial é dada as redes temporais e a alguns

métodos de andlise, por serem a base dessa tese.

O Capitulo 4 apresenta uma contribuicao para o problema de andlise das RPTs via
alcancabilidade da rede. Um método enumerativo que apresenta algumas vantagens em

relacao aos similares encontrados na literatura é, entao, proposto.

No Capitulo 5 é apresentada uma revisao de alguns dos mais importantes métodos para
reducao do espaco de estados em uma RPT. No Capitulo 6, sob o conceito de ordem parcial, é
proposto um algoritmo que, a partir de uma rede original, gera uma rede reduzida equivalente

e capaz de recuperar os estados da rede original.

No Capitulo 7, usando recursos da algebra intervalar, é apresentada uma contribui¢ao ao
problema de estimacao de tempos em uma RPT. Utilizando o método de reducao proposto

no Capitulo 6, a equacao intervalar é aplicada a uma classe mais ampla das RPT's.

No Capitulo 8, a denominada Alcancabilidade de Intervalos de Tempo de uma rede de
Petri temporal é explorada utilizando a equacao intervalar gerada pelo modelo reduzido da

rede.

Por fim, no Capitulo 9 sao apresentadas as consideragoes finais e as perspectivas futuras

para o trabalho.



2 Algebra Intervalar

A &lgebra intervalar é um ferramenta matematica inicialmente utilizada para solucionar
problemas relacionados com erros em computacao cientifica, porém, a partir dos trabalhos
de R. M. Moore, no inicio dos anos 60 [Mo095|, ganhou seu préprio espaco. Nos tltimos
anos, entretanto, tem sido aplicada em areas, tais como: Robdtica, Controle Robusto e
Otimizacao. Paralelo a Moore, outros pesquisadores estudaram a manipulagao intervalar na
algebra linear [HW04, AMO00, Neu90].

Neste capitulo sao definidos os conjuntos dos intervalos e as operacoes basicas sobre
seus elementos. Alguns conceitos algébricos e topolégicos da dlgebra intervalar sao também
tratados. Em seguida, é apresentado um conjunto de solugoes particulares para um sistema
de equagoes intervalares. Esse conjunto é denominado conjunto de solucoes restritas, também
conhecidas como solugoes toleraveis. O conjunto de solugoes restritas serd utilizado nos

Capitulos 7 e 8.

2.1 Intervalos
Um intervalo é definido como sendo o conjunto
x=[xx={xeR|x<x<7}

sendo, x e X denominados limites inferior e superior do intervalo x, respectivamente.

O espaco dos intervalos, IR, é entao,
IR={[x,%] | x<X, x, ¥ € R}.

Cada elemento de IR é chamado intervalo.

Sejam x = [x,X], y = [y,] ¢ z =[z,Z] intervalos.
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A intersecg3o de dois intervalos x e y é definida como segue,
xNy=4{keR|k € xek €y}

Se xNy # 0 = xNy = [max{x, y}, min{Xx, y}].

A uniZo de dois intervalos x e y nem sempre é um intervalo e é definida por

xUy={keR|kex ou key}

Para tornar o conjunto de intervalos fechado em relacao a operacao uniao, é definida a

operacao uniao intervalar, como segue,

A unido intervalar de dois intervalos x e y, denotada por LI, é o menor intervalo que

contém X e y, como segue,

x Uy= [xUy] = [min{x, y}, max{%, y}]

2.1.1 Relagcao de Ordem

H4& na literatura varios tipos de relagoes de ordem definidas sobre IR [Mo095, JKDW95,
HWO04]. Entre outras, pode-se citar:

Definigao 2.1 (Menor)
X <y&=x<y

Esta definicao equivale a,

Vx ex,Vyey) (x <y).

Também poderia ser definida como segue,
(Vx € x) (3y €y) (x <y),ou(Fx€x)(Vyey)(x<y)

A relagao < ¢é apenas transitiva.

Definigao 2.2 (Igualdade)

x=y=Wxex)Fyey)(x=y), Gxex)(Vyecy) (x =y



2.1 Intervalos

O célculo em funcao dos extremos dos intervalos é:
X =y & XxX=),Xx=Yy

A relagao de igualdade é reflexiva, simétrica e transitiva.

Defini¢ao 2.3 (Menor ou igual)
x<y=Wxex)@yecy) x=<y), Gxex)(Vyecy) x <y
O célculo em funcao dos extremos dos intervalos é:
XSy <= XSy, X<y
Propriedades:

o Reflexiva: x < x
e Antissimétrica fraca: x <y, y < x=x =y

o Transitiva: x <y, y <z=—x =2
Definigao 2.4 (Inclusao)
x Cy=Vxex,xey

O célculo em funcao dos extremos dos intervalos é:

Propriedades:

o Reflexiva: x C x
e Antissimétrica fraca: x Cy,y C x=x =Yy

e Transitiva: x Cy,y Cz=—x C z
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2.1.2 Estrutura Algébrica
1. Operagdes basicas:

e X +y=[x+y, X+

ex —y=[x—y, %)

e X y= [min{)_cx, Xy, Xy, Xy}, max{xy, xy, Xy, Xﬂ

o x/y=[min{x/y, x/y, %/ y, X/ ¥}, max{x/y, x/5,%/y, %/¥}], y # 0

2. Propriedades:

e X t+ty=Yy+x
ext(y+tz)=(xty) +z
e x+0=x

e . x=x

ex(y+z) Cxy+x-z

2.2 Vetores e Matrizes

e Um vetor intervalar x € IR" é um vetor cujos n componentes (coordenadas), sdo

intervalos x; € IR.

O vetor intervalar pode ser denotado como:

— produto cartesiano: X = x| XXy X ... XX

— vetor de componentes reais: X = [x] X ... xn]T

Um vetor real x € R”" é dito contido em x se, somente se, Vx; € x; (i=1,...,n).

Operagoes com vetores:

OX = 00X X0 Xy X...X0 X,
T
X'y =X Y XX Yo XXXy 0 Y,

X+YyY =XtV XX2+ Y X...XXy +Y,
e Uma matriz intervalar A € IR"™*”" é uma matriz cujos elementos sao intervalos.

Uma matriz real A € R™", com elementos g;;, ¢ dita contida na matriz intervalar A

(A € A), se, somente se a;; € Ajjparatodoi=1,....me j=1,...,n.
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2.3 Funcao Intervalar

Intuitivamente, uma func¢ao intervalar pode ser entendida como uma aplicacao de inter-

valos e suas operagoes para estimar limites de variacao de uma funcao.

2.3.1 Fungao sobre Intervalo

Seja f uma fungao continua no dominio x € IR. A imagem de x é, como segue,

fx)={fx) | x € x}

f(x) é, portanto, toda a faixa de valores de f sobre o intervalo x.

Dada uma funcao em R, para estendé-la de forma natural ao IR basta substituir na ex-
pressao inicial as variaveis reais por intervalos e as operagoes reais por operagoes intervalares,

obtendo assim a fungao denominada extensao intervalar natural, F(x) [Moo95].

A funcao extensao intervalar natural pode apresentar alguns problemas, tais como:

1. Amplificacdo do resultado

Exemplo 2.1 Seja a fungao real f(x) = com x € [1, 2]. Calculam-se, entdo, os

X
1+x
sequintes valores:

£(01,2) = [1/2, 2/3] € [0.5, 0.67]

e sua extensao intervalar,
F(1,2))=[1/3, 1] € 03, 1]

Esta amplificacao se deve ao fato de uma variavel aparecer mais de uma vez na extensao
intervalar natural, entao, ela atua como um conjunto de variaveis intervalares de mesmo

valor, porém, independentes entre si.

2. A extensao intervalar natural nao esta trivialmente relacionada com as correspondentes

funcoes reais.

Exemplo 2.2 Seja

e sua extensao intervalar,
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sendo que F(x) nao estd definida para x = [—1, 2], por exemplo.

3. Expressoes equivalentes em R, podem nao produzir extensoes equivalentes em IR, ou

seja, nao existe uma tnica expressao intervalar natural.

Exemplo 2.3 Sejam as sequintes funcoes reais equivalentes:
1\* 1
A =2—x o p)=(x-3) ~5

suas extensoes intervalares naturais sao:

Ax)=x*-x e B(x)= <x—%)2_é_11

cujos resultados para x = [0, 2] séo

) 1\ 1
A0, 2)=0.22-0.2=[-2.4) e B(0.2)= (10.21-3) ~;=[-1/42

Formalmente, uma extensao intervalar, se existe, é definida como segue,

Definigao 2.5 (Eztensdo Intervalar) Uma func¢io F é extensdo intervalar de f se

f(x) = F(x) Vx e R

(2.1)
F(x) € F(x) Vx e IR"

Exemplo 2.4 Ezxemplos de extensoes intervalares:

f(x) = sin(x); F(x) = [-1, 1]
flx) =x(1—-x) Fx) =x-(1 —x)
2

fnx) = (n+x, xq)  Fxp),x) = (x1 + %2, x1-X1)
A extensao intervalar permite, por morfismo, embutir R em IR. Os elementos de IR,
os quais nao sao de R, sao chamados intervalos préprios e os que sao de R, sao chamados

pontuais.
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2.4 Equacoes Lineares Intervalares

Sao equagoes algébricas lineares da forma,
Ax =b, (2.2)

com A € IR™" b eIR™ x e R"

A Equacao (2.2) pode ser tratada como a familia de todos os sistemas de equagoes lineares
do tipo
Ax=" (2.3)

sendo A € R™" b e R"|A € Aje beb.

O conjunto solugao para (2.2), denominado solugao geral (united solution set), é o con-

junto
Se={x € R"|dA € A, 3b € b, Ax=b }. (2.4)

Z, ¢ o conjunto de todas as solugbes possiveis para (2.2).

Geralmente, esse conjunto ¢é de dificil descri¢ao, principalmente quando envolve mais que
um ortante [HWO04, Sha04, Sha97]. Em razao disso, sao adotados como conjunto solugao e

denotada S,, aproximacoes na forma de intervalos que sejam o mais préximo possivel de 7.

O problema de calcular a solugao intervalar para a Equagao (2.2) é um problema bem
resolvido na literatura. Existem varios métodos iterativos para calcular aproximagoes inter-
valares, ou seja, aproximagoes por vetores intervalares, como solugao para (2.2) [JKDW95,
Neu90]

Entre os principais métodos, tém-se:

1. o método de eliminacdo Gaussiana na sua versao intervalar, [JKDW95]. A solugao
obtida por esse método contém a solugao .%,, porém, devido as operagoes intervalares,
nem sempre ¢ possivel obter uma solucao que seja a mais préoxima de .%,. Além disso,
a aplicacao desse método é impossibilitada quando um intervalo contém o elemento

Z€ero;

2. Uma alternativa ao método de eliminagao Gaussiana, quanto a distancia entre a solugao
calculada e a solugao .7, é o uso de pré-condicionamento de sistemas, [HW04, Neu90].
Usando operagoes intervalares, o sistema (2.2) é transformado em um sistema equiva-
lente, cuja matriz dos coeficientes se aproxima de uma matriz diagonal e com isso, o

vetor solucao melhor se aproxima do conjunto .%.
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3. Em Hansen [HWO04, Han00] é apresentado um procedimento para célculo da solugao
intervalar, explorando o pré-condicionamento do sistema (2.2). Em Neumaier [Neu90],
uma férmula fechada, para o calculo do vetor solugao, é apresentada e pode ser aplicada

para alguns casos de (2.2).

Tanto o método de eliminacao Gaussiana, quanto o método de Hansen e também as
férmulas fechadas, sao limitados a casos onde a matriz A é regular! e suas solucoes

intervalares encontradas sao aproximacoes externas.

Na maioria dos problemas praticos, porém, deseja-se obter solucoes mais restritas que a
solugao geral, ou seja, ao invés de calcular o conjunto solucao que leve algum A para algum
y, deseja-se o conjunto solucao que aplicado a qualquer A sempre leve para y. Na Figura 1

é mostrada a representacao grafica de uma equagao intervalar do tipo Ax=y:
[5, 10] x = [10, 20]

sendo A =[5, 10] e y = [10, 20].
Utilizando a operacao de divisao, por exemplo, obtém-se:

y  [10,20]

A [5,10]

:[173]

ou seja, uma faixa de valores para x que para algum A satisfaz a equagao acima. Porém,
existem valores de A, para os quais Ax leva para fora do intervalo y, como mostrada na
Figura la. Para manter os valores de Ax dentro do intervalo y, sera necessério restringir

essa faixa de valores de x, como mostrado na Figura 1b.

A resolugao do conjunto solugao geral para que o sistema (2.2) se comporte dentro da
faixa delimitada por b, é denominado problema de tolerdncia (tolerance problem) e o conjunto
solucao para esse problema é chamado conjunto das solug¢des tolerdveis. Ao longo do texto,

o conjunto das solugoes toleraveis serd denominado conjunto das solucoes restritas.

2.5 Conjunto das Solucoes Restritas

O problema com solucoes restritas é um tipico problema de controle com saida estabili-
zada dentro de um intervalo [Sha04, Sha05, Sha01, BP01]. O conjunto das solugoes restritas

LA matriz A é dita regular se VA € A,Vb € b a equacio Ax=b tem solucao tinica ¥ = A~ 'b
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LA Y

5 10
Ax _
1 3

(a)

\J

X 5 10 20 40

(b)

Figura 1: Solugao geral (a) e solugao restrita (b)

¢ definido como segue:

S ={xeR"|VA € A,3beb, Ax=b}, (2.5)
ou seja, .%» é o conjunto formado por todos os x € R” tal que o produto Ax ocorre em b,
qualquer que seja A € A.

O sistema (2.2) também pode ser caracterizado por seus subconjuntos
Ax C b, VAEA, (2.6)
e o conjunto solucao pode ser definido por,

S ={x € R"| Ax C b}. (2.7)

2.5.1 Caracterizacao do Conjunto das Solugoes Restritas

<

A <A, elemento a elemento. Pode-se, entao,
] e de modo semelhante, b = [b,b], b € bR".

Sejam as matrizes A, Ae A€ R™" ¢ A
definir a matriz intervalar A como A = [A,A

Usando as matrizes limites de A, o conjunto solucgao restrita pode ser caracterizado como

um poliedro convexo [Sha01l, Sha04, BP01].

Defini¢ao 2.6 (Poliedro)[Sch00] Um conjunto P é um poliedro convexo se puder ser escrito



2.5 Conjunto das Solugoes Restritas 15

como
P={zeR"| Az<b, Ac R beR"} (2.8)

Teorema 2.5 Seja ., o conjunto solugao restrita do sistema (2.2). Se A >0 e >0,

entdo, ., € um poliedro convexo.

Prova 2.6 Sejam A =[4,4] e b= [b, b

Das definicoes (2.5) e (2.7), tem-se que
Az Cb V4 € A.
Assim, para £ >0
Az C Az = [Az, Az].
Escolhendo Az = Az, tem-se Az C b. Logo,
b<Az<d. (2.9)
De maneira semelhante, para Az = Az, tem-se

b

IN

Az <. (2.10)

Como Az < Az, de (2.9) e (2.10), obtém-se

8
v

IS
8
VAN

S ol o

(2.11)

8
v

Portanto, o conjunto solucao restrita € caracterizado por reunir as solugoes z € R" e que
satisfazem (2.11).

Em relacdo aos conjuntos poliédricos [Sha01]:

e P coincide com a intersecao de um niimero finito de hiperplanos e semi-espagos. Sendo
um hiperplano um conjunto da forma {x € R"la’x = b} R"” e um semi-espaco um

conjunto da forma {x € R"|a’x < b}, para algum vetor a € R" e b € R.

e Os conjuntos poliédricos convexos quando limitados sao denominados politopos. Um

politopo pode ser caracterizado pelo seu conjunto vértices.
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e Um conjunto {x € R*|Ax =b,x >0} é também um poliedro, pois pode ser escrito como
{x|Ax <Db, —Ax < —b,x > 0}.
e Se b =0, P torna-se um cone poliédrico convexo.

Voltando ao sistema (2.11), ele pode ser reescrito na forma (2.8), como a seguir,

Aix < by

(2.12
x>0 )

N\T N\T
Sendo,A1:<—A A> eb1:<—’g b)

Pela definigao (2.6), portanto, o conjunto solugao restrita .#,, para x > 0, é um poliedro

convexo e tem as caracteristicas descritas acima.

Sabendo que a solucgao restrita pode ser caracterizada por um poliedro convexo, como
entao descrever esse poliedro? Uma alternativa é a enumeracao dos pontos extremos, tam-
bém chamados de vértices, desse poliedro [Mur85]. Assim, usando elementos da teoria de
programagao linear, o conjunto solucao .7, é delimitado pelos vértices do poliedro que o

caracteriza.

Através da introducao das correspondentes variaveis de folga, o sistema (2.12) pode ser

transformado em um sistema de equagoes, como segue,

AMx+1Is =Dy,
x>0

sendo, I € R¥"™<2m ¢ g € R?™,

Assim,

(A11)<Z>:bl’
x>0

T
Considerando Ay = (A1 I), xg = ( X s ) e bg = by,

Agx, =Dy

) 2.13
. (2.13)
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sendo, Ay € RZm<(n42m) y c ROH2M) ¢ p, € R¥",

Qualquer vetor %, tal que AgX = b, podendo ou nao satisfazer a condig¢ao £ > 0, é conhe-
cido como solugao de (2.13). Porém, se ¥ também satisfaz a ¥ > 0, entdo, X é denominada
solucao factivel. Assim, o conjunto .#,, para X > 0, é o conjunto das solucoes factiveis do

sistema (2.13) e pode ser descrito pelo conjunto {X > 0| A% =Dg}.

Solucao Restrita Limitada

Seja K o conjunto de solugoes factiveis do sistema de equagoes
Ax=b (2.14)

sendo A € R™" ¢ b € R".

Caso os vetores coluna de A sejam linearmente independentes, entao, X é uma solu¢do
basica factivel de (2.14). O vetor b pode, entdo, ser expresso como uma combinagao linear
positiva dos vetores coluna A na qual os coeficientes da combinacao sao os elementos de x
[Mur85].

Assim, qualquer submatriz quadrada de A que seja nao singular e de ordem m x m, forma
uma base, B, para o sistema (2.14) e as varidveis associadas a esses vetores sdo denominadas
variaveis bdsicas, xg. Os demais vetores coluna de A sao denominados vetores coluna nao
basicos e formam a matriz N. As variaveis associadas a tais vetores sao chamadas variaveis

nao basicas, xy. O sistema (2.14) pode ser particionado e reescrito como,

X
(s )() >
XN

xg>0,xy >0

Uma solugao basica factivel pode ser obtido tornando todas as variaveis nao bésicas
iguais a zero e resolvendo o sistema de equacoes para os valores das variaveis basicas. Logo,

o sistema anterior torna-se,
XB
(5 n) ()=
0

cuja solucao factivel é determinada por

X = B~ b

2.15
>0 (2.15)
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Se o conjunto de solugoes factiveis K é limitado, entao, ele pode ser representado por um
politopo, cujos vértices sao relacionados as solugoes basicas factiveis, segundo o teorema a

seguir.

Teorema 2.7 ([Mur85]) Seja K € R", o conjunto de solugdes factiveis do sistema Az =b,
para £ > 0. Entao, T € K € uma solugcao bdsica factivel se, e somente, € um ponto extremo

de K.

n
O numero de solucoes béasicas factiveis do sistemas Ax = b é limitado a . Isto
m
porque cada solucao basica factivel é associada a uma ou mais bases para Ax = b.

Baseado no teorema (2.7) e também no fato de o nimero de solugdes béasicas factiveis ser
limitado, podem-se determinar os pontos extremos do politopo que caracteriza o conjunto

de solugoes factiveis do sistema (2.14), como a seguir.

1. Seja m x n a ordem da matriz A do sistema (2.14).

2. Calcula-se o nimero maximo de pontos extremos, como segue,

n ot
ny — = —.
m m!(n—m)!

3. Calculam-se as nv possiveis combinagoes das n colunas, na forma m x m.

4. Sendo t uma matriz de ordem nv x m, das combinacoes das colunas de A, entao, para
i=1,...,nv:
e Bi=A(.,t(i,j)), sendo j=1,...,m.
o %, =B b

e Se %; >0, entdo, X é um ponto extremo de (2.14).

Solugcao Restrita Homogénea

Considerando o sistema de equagdes dado por (2.14), uma solugao homogénea é um vetor
§ € R", satisfazendo a condicao,
Ay =0

2.16
>0 (2.16)
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Como, entao, caracterizar o conjunto solu¢ao homogénea?

Na teoria dos poliedros convexos, o conjunto de pontos C no espaco Euclidiano, é definido

como um cone poliédrico se
C={y[Ay <0} (2.17)

O conjunto solucao homogénea, portanto, é considerado um cone poliédrico convexo, e

pode ser gerado por um ntmero finito de vetores by, -+ ,b,, tal que,
m
=Y biy; y;,>0. (2.18)

i=1

O espago do conjunto solugdo de Ay = 0 é denominado espago nulo de A, ou Null(A)
positivo e os vetores geradores desse espaco, sao os vetores geradores do cone poliédrico

(2.18). Assim, tem-se que,

C= (b, ,bm) C Null(h)

Outro importante resultado da teoria dos poliedros estabelece que o cone poliédrico pode
ser obtida pela combinacao linear positiva dos vetores basicos ou vetores geradores do espago
C. Assim, para o cone (2.18) e § € C, tem-se,

§ € cone(bj,, - ,b;,), parab;,---,b;, linearmente independentes e escolhidos de (by,--- ,by).
Portanto, V§ € C e solucao de (2.16), pode ser expressa como uma combinagdo convexa

positiva dos vetores geradores do cone C. Além disso, se existe § € R", tal que

A§ =0
4 g o1, (2.19)
y: >0

§ é chamada solucao extrema do cone e a restrigao Z,d: 1§ =1 elimina o ponto 0 e normaliza

a solucao.
Solucao Restrita Completa
Teorema 2.8 Seja K o conjunto de solugoes factiveis de (2.14).

1. Se 0 € solugao unica do sistema homogéneo correspondente, entao, toda solugao factivel

pode ser expressa como uma combinac¢do convexa das solugoes bdsicas factiveis.
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2. Se 0 nao é a unica solugao do sistema homogéneo correspondente, entao, toda solugao
factivel é a soma da combinagao convexa das solugoes basicas factiveis e a combinacao

nao negativa das solucoes homogéneas extremas correspondentes.

O teorema 2.8 é extremamente 1til na resolugao de problemas que envolvem poliedros
convexos ilimitados. Se % é uma solugao factivel para (2.14) e § é uma solugao homogénea
para (2.16), entdo X+ @F é também uma solucdo basica para (2.14), sendo ® um escalar

qualquer.
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3 Redes de Petri e suas Extensoes
Temporais

Na primeira secao deste capitulo sao apresentados alguns conceitos relativos as redes de
Petri. Sao conceitos béasicos, necessarios apenas para uniformizar a linguagem usada no texto,
porém, dispensavel para iniciados em redes de Petri. Na segunda se¢ao sao apresentados, de
modo introdutoério, alguns diferentes modelos de redes de Petri com extensao para o tempo.
Uma atengao maior é dada as redes de Petri temporais, por serem a base desse trabalho. Na
ultima se¢ao do capitulo sao apresentados alguns métodos para analise das redes temporais,

em especial, os métodos de alcancabilidade que usam o conceito de classe de estados.

3.1 Redes de Petri

As redes de Petri constituem uma poderosa ferramenta para modelagem, anélise, verifica-
¢ao e validacao de propriedades de sistemas concorrentes, sincronizantes e que compartilham

recursos [Mur89, ZD93, Pet81, Sil93].

3.1.1 Estrutura

Defini¢ao 3.1 (Rede de Petri) Uma rede de Petri (RP) lugar/transicdo € uma quddrupla
N=(P,T,Pre,Pos), sendo:

1. P, o conjunto finito e nao vazio de lugares
2. T, o conjunto finito e nao vazio de transigcoes
3. PNT =0

4. Pre : PxT — N, a funcdo incidéncia de entrada, sendo N o conjunto dos nimeros

naturais (peso dos arcos de entrada nas transigoes, p —t). Pré-condigoes ligando
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lugares as transigoes.

5. Pos: T xP— N, a funcao incidéncia de saida, sendo N o conjunto dos nimeros natu-

rais (peso dos arcos de saida das transicoes, t — p). Pré-condigoes ligando transi¢oes

a lugares.

Defini¢ao 3.2 (Rede de Petri Ordindria) Uma RP € dita ordindria se suas fungoes de

incidéncia podem assumir apenas os valores 0 e 1. Ou seja, Vt € T,V p € P:

Pre(p,t) € {0, 1}
Pos(t,p) € {0, 1}

Defini¢ao 3.3 (Conjuntos Caracteristicos) Seja N uma RP tal que,t €T e p€ P. Os

sequintes conjuntos sao entdao, definidos:

Congunto dos lugares de entrada de t: *t={peP|Pre(p,t) >0}
Congunto dos lugares de saida de t: t*={pe€P]|Pos(t,p) >0}
Congunto das transi¢oes de entrada de p: *p={t € T | Pos(t,p) > 0}

Congunto das transi¢oes de saida de p:  p*={t €T | Pre(p,t) > 0}

Defini¢ao 3.4 (Representacdo Matricial) Uma RP pode ser definida por meio de suas
matrizes caracteristicas. Seja m o numero de lugares de P e n o numero de transicoes de T .
As matrizes caracteristicas de uma RP

1. matriz incidéncia de entrada, Pre = [Pre(p;,tj)|mxn-

2. matriz incidéncia de satda, Pos = [Pos(pi,t;)lmxn.

3. matriz incidéncia, D= Pos — Pre

Os vetores coluna (linha) das matrizes Pre e Pos serdo denotados como:

Pre(t) =Pre(.,t) (Pre(p)=Pre(p,.))
Pos(t) =Pos(.,t) (Pos(p) =Pos(p,.))
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3.1.2 Comportamento

A dinamica de uma RP, em termos de transicao de estado, pode ser representada pela

marcacao e sua evolugao ao longo da rede.

Definicao 3.5 (Marcacgao) A marca¢ao de uma RP € uma aplica¢io associando um inteiro
nao negativo a cada lugar da rede. A marcacdo pode ser representado por um vetor m —

dimensional®, sendo m o nimero de lugares da rede.

Definicao 3.6 (Rede de Petri Marcada) Uma RP marcada é o par (N,My), sendo My a

marcagao inicial da rede

Defini¢ao 3.7 (Habilitagdo de Transigdo) Uma transicio t € T estard habilitada, ou
sensibilizada, por uma marcagao M se, e somente se, ¥ p € °t, for verificada a sequinte
condicao:

M > Pre(t). (3.1)

O conjunto de transi¢oes habilitadas por uma marcacgao M, é representado por 77, sendo

) o conjunto de transi¢oes habilitadas pela marcagao inicial.

Definicao 3.8 (Mudanca de Marcagdo) Set é uma transicao habilitada por uma marca¢ao
My, entao t pode disparar. O disparo da transicao t retira marcas dos lugares °t e coloca
marcas lugares t*, levando a rede a uma nova marcag¢ao, M. A evolucao da marcacdo na

rede, € descrita pela equacao :

My = My + Pos(t) — Pre(t) = My + D(t) (3.2)
Quanto aos disparos das transicoes:

e 530 atomicos (instantaneos e indivisiveis)
e sdo assincronos (um de cada vez)
e 530 indeterministicos (ndo ha regra de escolha)

e nio ha medida temporal (apenas ordem causal)

lquando nao gerar confusdo, o vetor M, também expressard um conjunto dos lugares marcados, por
exemplo: M= p,, pe
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Para uma marcacao M, alcangavel a partir de My, pelo disparo do vetor quantidade de
disparos de transicoes, q € (Z1)", a Equacao (3.2) passa a ser a equacao de estado, como
segue,

My = Mo + Dq (3.3)

Definicao 3.9 (Transigées Persistentes). Duas transigoes habilitadas sao persistentes
se o disparo de uma nao interfere no disparo da outra. Uma RP € persistente se todas as

suas transicoes sao persistentes.

Definigao 3.10 (4lcancgabilidade). O conjunto de todas as marcagoes alcangdveis, a par-
tir da marcacao inicial My, pelo disparo de segiiéncias de transicoes, € denominado conjunto

de alcangabilidade de My e denotado Z(My).

3.1.3 Propriedades

Defini¢ao 3.11 (Rede Reversivel) Uma RP ¢ dita reversivel se, e somente se, a partir

de qualquer marcagao alcancdvel da rede é possivel alcancar a marcacao inicial.

Ao longo deste texto, as redes reversiveis também serao tratadas como redes ciclicas,

embora uma rede ciclica, nao necessariamente, seja reversivel.

Definicao 3.12 (Rede Consistente) Uma RP € dita consistente se, e somente se, existe
uma seqiiéncia de disparo, envolvendo todas as transicoes da rede, tal que a rede seja rever-

stvel.

Defini¢ao 3.13 (Rede K-Limitada) Uma RP € dita k— limitada se, e somente se, qualquer
que seja sua marcacao, qualquer lugar da rede tem capacidade limitada a k marcas. Quando

k=1 a rede é dita sequra.

Definicio 3.14 (Grafo Marcado) E wma RP ordindria tal que
"pil=1e [pi|=1, VpicP

1sto €, cada lugar da rede tem apenas um arco de entrada e um arco de saida.

Grafo marcado permite a modelagem de concorréncia e sincronismo mas, nao conflito.
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Definicio 3.15 (Livre Escolha) E wma RP ordindria tal que
[P} > 1 = "ul=1, Vi € pf

isto €, se duas transigoes t; e tj compartilham mesmo lugar de entrada p, entdo, p € o inico

lugar de entrada de t; e t;.

3.2 Redes de Petri com Tempo

As RP, apresentadas até aqui, nao consideraram, diretamente, a interferéncia do tempo
no seu comportamento. Porém, ao considerar, por exemplo, a nao existéncia de uma espe-
cificacao a respeito de quando uma transicao habilitada ird disparar, é semelhante a admitir
um indeterminismo sobre quando sera esse disparo. Assim, quando se passa a considerar
a interferéncia do tempo, isto nada mais é que uma forma de reduzir esse indeterminismo.
A maneira como se considera o tempo leva a diferentes modelos de RP com tempo, ou as

chamadas extensoes temporais das RPs.

Um aspecto importante, seja qual for a forma de especificar o tempo, é como se interpreta
o tempo. Este aspecto é denominado de semantica do tempo e, para as RPs, ha basicamente,

duas semanticas distintas:

e Tempo de Sensibilizacao, determina o tempo que deve transcorrer desde o momento
da habilitacao de uma transicao até o momento do seu disparo. O disparo ocorre de

forma atomica, ou seja, disparo instantaneo, indivisivel.

e Tempo de Disparo, o disparo de uma transicao ocorre em trés fases: retirada da

marca, disparo atomico e colocacao da marca.

Outro aspecto importante, em relagao ao tempo, é quanto a efetivacao do disparo de
uma transicao habilitada. Para alguns sistemas, o disparo de uma transicao habilitada deve
ocorrer em determinado tempo. Nestes casos, a semantica do tempo é denominada semantica
forte, em oposicao a semantica fraca, na qual o disparo de uma transicao habilitada nao é

obrigatorio, porém, se ocorrer, deve ser em um determinado tempo.

As primeiras redes de Petri com interferéncia do tempo foram apresentadas por Ram-
chandani [Ram74] e Merlin [Mer74], em suas teses de doutorado. Desde entao, um grande
nimero de diferentes modelos de redes de Petri com tempo tem sido proposto na literatura.

Geralmente, os modelos se diferenciam em aspectos, tais como: tipo de temporizacao, lo-
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calizagao da restricdo temporal e propriedade da restrigao [CMS99]. Independente desses
aspectos, podem-se agrupar as extensoes temporais das redes de Petri em quatro grandes

categorias:

e Redes de Petri Temporais (Time Petri Nets). A restricdo temporal é um inter-
valo de tempo associado a cada transicao. Foram inicialmente usadas na descricao de
protocolos de comunicagao, entretanto, seu campo de aplicagao tem se ampliado para
areas como: manufatura, sistemas em tempo real, validacao e verificacao de sistemas

[Nid94, BM82, BV95, MGV00].

e Redes de Petri Temporizadas (Timed Petri Nets). Permitem que transigoes ou
lugares retenham marcas durante um intervalo de tempo. Sao comumente usadas na

andlise de sistemas de manufatura [Fre82, Sif77].

e Marcas Temporizadas. A restricao temporal é associada a marca ao se propagar na

rede. Sao largamente usadas em problemas de producao [Cel82, TYC95].

e Modelos Probabilisticos. Sao as chamadas redes de Petri Estocésticas e sao usadas
para estimacao de desempenho de grandes sistemas. Uma probabilidade é associada

com uma das opgoes, transi¢ao, lugar ou marca [Mur89].

Ao longo deste trabalho de tese, serao analisadas as redes de Petri, inicialmente propostas
por Merlin e Faber [Mer74, MEF76] e ampliadas em [BD91], sdo as denominadas Redes de Petri
Temporais (RPTs). Este modelo mostra-se adequado para expressar a maioria dos requisitos

temporais, além de ser mais geral que as demais extensoes temporais [BV95, MGV00].

3.3 Redes de Petri Temporais

As RPTs sao extensoes das RPs em que a interferéncia do tempo ocorre por meio de
dois fatores: atraso e imprecisao na data (instante) do disparo das transigdes. Em termos
do comportamento dinamico da rede, o atraso significa que uma transicao ao ser habilitada
pela marcacgao, nao necessariamente estara pronta para ser disparada, mas sim, depois de um
tempo (atraso), denominado limite minimo de sensibiliza¢ao. Decorrido o tempo minimo de
sensibilizacao, a transicao estara pronta para ser disparada, porém, a data desse disparo nao
é exata, mas sim, imprecisa. Além desses dois fatores, a semantica quanto ao disparo das
transicoes é uma semantica forte. Isto significa que, mesmo havendo uma imprecisao na data

de disparo das transicoes, se decorrido o tempo dessa imprecisao e a transicao permanece
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sensibilizada, entao, ela deve ser disparada. O limite maximo de tempo, para o qual uma

transicao deve ser disparada, é denominado limite méaximo de sensibilizacao.

Defini¢ao 3.16 (Rede de Petri Temporal) Uma rede de Petri Temporal é uma tripla
RPT = (N, My, ), sendo:

e N, uma RP ordindria
e My: P — N, a marcacao inicial

o I:T— (Q"x(QFU{e}), funcdo intervalos estdticos, sendo Q" conjunto dos niimeros

racionals positivos, juntamente com o zero?

A fungao I’ associa, a cada transigdo r € T, um intervalo I*(¢) = [6%(r),A%(¢)], sendo
8%(¢) o limite inferior de sensibilizagao (lis) e A*(t) o limite superior de sensibilizagao (lss)

da transicao t, e verificando as seguintes condicoes.

o 0<8%(r) <A (r)
e <03 <

° OSAsgoo

Estando uma transicao habilitada pela marcacao, nao necessariamente ela pode disparar.
O disparo dessa transicao s6 ocorrera se o tempo de habilitacao for, no minimo, igual ao
limite inferior de sensibilizacao da transigao, 8°(¢). Supondo que uma transigao ¢ torna-se
habilitada pela marcacao, no instante 0, o disparo de t nao ocorrera antes do instante 6 + &%,
e nao depois do instante 6 +A°. Se ocorrer, serd no intervalo [0 +8°, 6 +A°]. Enquanto a
transicao t estiver habilitada, as marcas permanecem em seus lugares de entrada, podendo,

inclusive, serem removidas pelo disparo de outras transigoes.

Devido a interferéncia do tempo no processo de disparo das transigoes, em uma RPT,
apenas a marcacao nao ¢ suficiente para caracterizar um estado do sistema modelado. Tam-
bém é preciso incluir uma informacao a respeito do tempo de sensibilizacao das transicoes
habilitadas da rede.

2A escolha de Q* diferencia-se da proposta inicial de Merlin e Faber [Mer74, MF76] e em [BD91], nas
quais a funcao I* estd definida em R e N, respectivamente.
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Definigao 3.17 (Estado) O estado de uma RPT é definido pelo par ( M, reldgio), sendo M a
marcagao da rede e relégio a informacao a respeito do tempo de sensibiliza¢ao das transi¢oes
habilitadas no estado. Para o estado inicial { My, reldgiog ) a fungao relégio é dada como

seque,
0, set € 7

* caso contrdrio

relogiop(t) = {

sendo, * desativagao do relégio de t.

Conforme a Definicao 3.17, o estado em uma RPT depende da marcacao e do tempo de
sensibilizacao das transicoes habilitadas pela marcagao. Assim, a mudanca de estado pode

ocorrer devido a esses dois fatores:

1. mudanca continua do tempo, sem disparo de transicao.

2. disparo de transicao, sem ajuste do relogio, também chamada de mudanca discreta do

estado.

A transicao de estado devido a mudanca continua do tempo, resulta em um novo estado

(M, relogio; ) tal que,

2.Vt € Hp, relogio(t)+1 < A(r)

3.Vt eT,
relogio(t)+t set € H

relogio| (t) = {

* caso contrario

A fungao relogio(t) nao deve exceder o limite A°.

Seja o estado ( My, relogio; ), resultante do disparo de uma transicao t; € T, a partir do
estado (M, relogio ), entdo,

1. Ij € I

2. M = M + Pos(t;) — Pre(t))

3. relogio(t;) > 8°(t))
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4. Parat € T
0, se t é recém-habilitada
relogio|(t) = ¢ relogio(t), set ja estava habilitada
*, se t nao esta habilitada

No primeiro caso, a mudanca de estado ocorre devido a mudanca de tempo, nao ha
disparo de transicao. Havendo possibilidade de disparo de uma transigao, esse disparo sera
instantaneo, nao consumindo tempo. O disparo de uma transicao s6 ocorrera se sua fun-
¢ao relogio (clock) for maior ou igual ao seu 8*. Ocorrido o disparo de uma transigao, as
novas transicoes habilitadas disparam seus reldgios a partir de zero, transicoes que persisti-
rem habilitadas terao seus reldgios mantidos e as transicoes desabilitadas terao os reldgios

desativados.

As duas possibilidades, mudanca continua e mudanca discreta do estado de uma RPT,
sao adotadas quando a rede é usada como verificador de modelos (model checking). O
comportamento da rede é, entao, interpretado como férmulas logicas temporais, as quais
descrevem propriedades de interesse. As logicas temporais mais populares sao do tipo linear
e ramificada. A légica temporal linear (LTL) é usada para expressar propriedades como
seguranga, bloqueio, entre outras. J& a légica temporal tipo ramificada (CLT), tem um
maior poder de expressao e preserva propriedades s6 observaveis com a ramificacao do tempo
[Ger99, RR98]. Geralmente, as abordagens que usam tal conceito [YS97, XuaOl, GRRO5],
valem-se de recursos de simulac¢ao para propdsito de andlise [BRV03, Yov97, GGRO5].

Os métodos de analise das RPT's, considerando a mudanca de estado apenas pelo disparo
de uma transicao, geralmente utilizam o conceito de Classe de Estados. Uma classe de estados
representa uma compactacao de estados continuos no tempo, que estao sujeitos a mesma
marcacao. As classes de estados foram introduzidas em [BM82, BD91] e seu uso, como
formalismo para modelagem e andlise de sistemas dependentes do tempo, tornou-as mais

atrativas e adequadas a outras aplicagoes, que nao verificagdo de modelos [Vic01, XHDO02,
BV95, MGV00, TYC95, WD00, LLKO05].

Defini¢ao 3.18 (Classe de Estados) Uma classe de estado de uma RPT, é definida pelo
par CS = (M, D), sendo,
e M, a marcacao da rede

e D, ¢ um conjunto de inequacoes expressando os intervalos de disparos das transigoes

habilitadas por M, chamado dominio dinamico da rede.
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Mesmo utilizando o conceito de classe de estados, existem diferentes extensoes para as
RPTs, cada uma adequada a uma aplicacao especifica [BV95, TYC95, BBAC04, PZ91,
LLKO05]. Na préxima segao serao apresentadas duas diferentes abordagens para andlise de

RPTs, baseadas no conceito de classe de estados.

3.4 Analise de Redes de Petri Temporais via Classe de
Estados

Os principais métodos para analise das RPT's sao baseados na enumeracao do completo
espaco de estados da rede, dai serem chamados de métodos exaustivos ou enumerativos. Um
desses métodos é denominado método enumerativo baseado em classe de estados [BM82,
BD91]. Nele, um relégio local é associado a cada transigao, de modo a totalizar o tempo de

habilitacao.

Outras abordagens, também usando o conceito de classe de estados, tratam o tempo de
forma absoluta, ou seja, fixam uma referéncia e todos os tempos sao contados relativos a
essa referéncia [WDO00, XHD02, LLKO05]. As duas préximas subsegoes apresentam, por meio

de um exemplo, o calculo das classes de estados nas duas abordagens.

3.4.1 Método Enumerativo usando Tempo Relativo

Introduzido por [BM82] e depois revisado em [BD91], esse método utiliza a defini¢ao
3.18, para uma classe de estados. Na Figura 2 é mostrada uma RPT, que sera analisada
considerando o método enumerativo baseado em classe de estado e os tempos dos dominios

dinamicos sao relativos a entrada na classe.

p, P,
t [1,3] t,[2,5]
P, P,

Figura 2: Rede de Petri temporal, dominio relativo

e Na classe inicial CSy = (Mp,Dg), a marcagao My habilita as transi¢oes #; e f,. Ambas
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estao habilitadas e tém como dominios os intervalos estaticos da rede, como segue,

Mo= p1,p2
CSo={ Dy= 1<0;<3
2<0,<5

Uma transicao t; € Dy, ¢ disparavel em um instante 7o se, e somente se,

8(t)) < T < min{A()}, Vie H

As transicoes 1] e rp podem disparar, pois seus limites inferiores sao menores que qual-
quer dos limites superiores das transi¢oes habilitadas.
Os intervalos de disparos para 1 e f, sao [1,3] e [2,3], respectivamente.

e Disparando #1, com intervalo de disparo ID = [1, 3], a marcagao e o dominio da nova

classe sao calculados, como segue:

My =p2,p3
D i°(r) se t é recém habilitada
1 pu—
[max{0, &;(t) —A1(ID)}, max{0, A;(t) —8;(ID)}| set é persistente

Na nova classe, apenas f, esta habilitada. Como f, ja estava habilitada, seu intervalo

dinamico de disparo ¢é atualizado, como segue,
D (%) = [max{0, 2 -3}, max{0, 5—1}] =0, 4]

A nova classe CS; é caracterizada como segue,

M = ps,
cs = M= pup
D= 0<6,<4

O tempo de execucao da seqiiéncia ty,1, sera igual a soma dos tempos relativos, ou
sefa, [1, 3]+ [0, 4] = [1, 7).
e Voltando a classe CSy e disparando #, no intervalo ID = [2, 3], pois
ID(1) = 2, min3, 5}] = 2, 3]
O intervalo relativo de #; é [max{0,1—3}, 3—2] =0, 1].

A nova classe CS; é caracterizada como segue,

M= pi,
s, —4 2= Pup
Dy= 0<6,<1
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Assim, o intervalo de tempo para execugao da seqiiéncia tp, 11 sera: [2, 3]+10, 1] =2, 4].

Na Figura 3 é mostrado o grafo de classes correspondente.

Figura 3: Grafo de classes para a rede mostrada na Fig. 2

Para a execugao da seqiiéncia tf;, considerando que foram habilitadas no mesmo instante
e como o disparo de uma independe do disparo da outra, o tempo de execucao da seqiiéncia
dependera do disparo de 1, logo, o intervalo de tempo para a seqiiéncia ocorrer serd [2, 5].
Ja para a execucao da seqiiéncia tty, o intervalo de tempo de t;, apés o disparo de 1, é
igual [2, 3]. Comparados aos resultados calculados observa-se que em ambos os casos ha

uma superestimagao dos resultados.

Para redes com alto grau de concorréncia, essa imprecisao aumenta consideravelmente.
Esse aumento da imprecisao se deve ao fato de o tempo relativo perder informacao do

momento de habilitacdo das transicoes persistentes?.

Outro fator responsavel pelo aumento da imprecisao é a operagao subtracao de intervalos.
Na matematica intervalar a operacao diferenca entre intervalos aumenta a imprecisao do
resultado, pois o intervalo resultante da operacao ¢ alargado. Esse problema ¢é conhecido
como dependéncia. Uma maneira de cancelar esse efeito é utilizar a técnica da compensacao.
Seja, por exemplo, a operacao [2, 5] —[1, 3] =[2—3, 5—1] = [0, 4], pois o tempo é sempre
positivo. Se for utilizada a técnica da compensagao, esta operagao seria [2—1, 5—3] =1, 2]

que somado a [1, 3] resultaria no intervalo [2, 5], que ¢é exatamente o intervalo de execucao

3Transicoes persistentes sao transicoes que, uma vez habilitadas, sé seu préprio disparo pode desabilita-la.
Porém, hé diferentes graus de persisténcia. Quando a transicao pode ser desabilitada pelo disparo de outra
ela é chamada de herdada.
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da seqiiéncia t1,t;. Para o segundo caso, ter-se-ia: [2, 3] —[2, 3] = [0, 0]. Logo, o intervalo

para a seqiiéncia tp, 11, seria [2, 3].

3.4.2 Método Enumerativo usando Relé6gio Global

O uso do tempo global na anélise das RPT's aparece em diversos trabalhos encontrados
na literatura, principalmente naqueles que consideram a mudanca de estado devido ao tempo
[YS97, Lil99, GRRO05]. Usando o conceito de classes de estado, em [WD00, XHDO02] é definida
uma classe de estado como sendo uma tripla CS = (M,D,ST), sendo M e D a marcagao e o
dominio de intervalos de disparos, iguais ao método apresentado na subsecao anterior, porém,
usando o tempo global, enquanto o terceiro elemento ST, é uma espécie de relégio global
(time stamp), que é disparado no inicio da execugdo da rede e é atualizado durante sua

evolugao.

Assim, como no caso anterior, sera usada a rede mostrada na Figura 4, para apresentar,

de modo informal, as classes de estado com reldgio global.

P

t [1,3]

P, P,

t, [2,4] t, [5,6]

Pe

Figura 4: Rede de Petri temporal para andlise usando relégio global

1. Classe inicial:
Mo= po
CSo=14 Dp= 1<t <3
STo = 1[0,0], tempo absoluto
Para a classe inicial, o relégio de tempo absoluto é disparado no instante zero e o

dominio das transicoes habilitadas sao os préprios intervalos estaticos dessas transicoes.

Nessa classe, apenas fy esta habilitada.
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2. O disparo de #y ocorrera no intervalo de tempo ID(ty) = [1, 3.
O disparo de g habilita as transicoes t; e f; e atualiza o relégio global S77. Os dominios
sao, entao, obtidos a partir da soma do relégio ST;, com os intervalos estaticos das

transicoes 1 e tp. Logo, a nova classe calculada é caracterizada, como segue,
STy =STo+1Do = [0, 0] +[1, 3] =1, 3]

Di(t1) =ST1 +[2, 4] = [3, 7]

Di(ty) =ST1 + 1[5, 6] =[6, 9]

§
M= p1,p2
s S1 = [1,3],tempo absoluto para entrada na classe
1 p—
3<y <7
Dy =
\ 6<1n<9

As transicoes 1| e rp estao disparaveis.

3. Disparando f,, seu intervalo de disparo sera ID(t) = [6, 7]

My = P1,Pf
CS =< ST, = [6,7], tempo absoluto
D= 6 <7

O relégio de tempo absoluto ST, é atualizado pelo intervalo de disparo ID(t;). Apés o
disparo de 1, a transicao t; permanece habilitada, logo seu dominio é atualizado pelo
relégio global da classe, ou seja, [max(3,6), 7] = [6, 7]. A transi¢ao #; teve o limite

inferior invadido pelo tempo do disparo de .

4. A transicao 1, portanto, deve disparar no intervalo absoluto [6, 7]. Assim, a seqiiéncia
to, 1,11 seria dispardavel no minimo em 6 e no maximo em 7 unidades de tempo. Ja a
seqiiéncia f, 11,1, teria um intervalo de tempo de disparo igual a [6, 9], conforme Figura
5.

Analisando a rede da Figura 4, observa-se que o disparo da transicao t;, deve ocorrer
no intervalo [2,4], tempo contado a partir de sua habilitacdo, enquanto a transi¢ao #, deve
disparar no intervalo [5,6], a partir de sua habilitagdo. Além disso, as transicoes 1 e t; s@o
habilitadas no mesmo instante pelo disparo de fy. Como o tempo de sensibilizacao maxima
de #; ¢ inferior ao de sensibilizacao minima de #,, entao, #; ird disparar antes que f, esteja

sensibilizada pelo seu tempo minimo. Assim, a seqiiéncia fg,f,t; nao é executavel, pois a
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Figura 5: Grafo de classes para rede da Fig. 4

transicao t; deve ter sido disparada quando f; estiver habilitada para o ser. Dessa forma, a
analise, usando tempo absoluto para calcular os dominios das transi¢coes recém habilitadas,

pode levar a seqiiéncias que nao sao executaveis pela rede.

Enquanto o método das classes de estado usando tempo relativo tem problemas com
transicoes persistentes, as classes de estado usando tempo absoluto tém limitagoes com tran-

sicoes recém-habilitadas.
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4 Analise das Redes de Petri
Temporais Usando Tempo Global

Este capitulo apresenta uma contribuicao para o problema de andlise das RPT's via al-
cangabilidade da rede. Baseado no conceito de classes de estados e tratando o tempo de
disparo das transicoes como tempo absoluto, também chamado de tempo global, é apresen-
tado um método enumerativo que possibilita explorar todo o espaco de estados de uma
RPT. Inicialmente ¢ apresentado o procedimento para aplicacao do método e em seguida sao
analisadas algumas vantagens e limitacoes, as quais foram superadas, em relacao a outros
métodos. Ao fim do capitulo, uma aplicacdo explorando o método proposto para andlise de

uma RPT é apresentada.

4.1 Analise da Alcancabilidade Usando Tempo (Global

O tempo global considera um relégio global que é disparado com o inicio da execucao da
rede e ¢é atualizado pelo disparo das transi¢oes. O uso do relégio global aparece em trabalhos
que tratam o tempo de forma continua, como em [YS97, Lil99], e naqueles em que o estado
é tratado de forma compacta, como em [XHD02, WD00, LLKO05]. Em todos estes trabalhos
existe uma funcao que, como um relogio global, acumula o tempo a partir do instante inicial

de execucao da rede.

A abordagem proposta se difere das demais que utilizam o tempo global, nos seguintes

pontos:

e incorpora o tempo absoluto (global) ao intervalo de disparo dinamico de cada transigao
habilitada;

e a verificacao da disparabilidade de cada transicao habilitada é aplicada diferentemente

para as transicoes persistentes e para as transicoes recém-habilitadas;
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e 0 dominio dos intervalos de disparo dinamicos pode utilizar o tempo absoluto ou rela-

tivo;
e trata da multipla habilitacao de transicoes;

e cria para o tempo global um grafo de classes limitado;

Os conceitos gerais, definidos para a andlise baseada em classe de estados de uma RPT,
sao adotados na andlise proposta. Sao elas: semantica forte para o tempo de disparo de uma
transicao, atomicidade do disparo, mudanga de estado (classe de estados) com o disparo de

transicao e redes seguras.

4.1.1 O Estado de uma RPT com Tempo Global

O estado de uma RPT é definido por sua marcacao M e um vetor de intervalos de disparos

composto por transicoes habilitadas pela marcacao M, ou seja, é uma classe de estados.

Formalmente, uma classe de estados S de uma RPT usando o tempo global é definida

pelo par S = (M, I), sendo

e M a marcacao atual da rede

e I, vetor dos intervalos de disparos das transicoes habilitadas pela marcacao M, ou do-

minio dinamico.

O vetor dos intervalos de tempo I ¢é diferente do dominio de disparos definido para
a classe de estado, pois os tempos sao absolutos, ou seja, sao tempos contados a partir do
inicio da execugao da rede. Durante a evolucao da rede, o vetor de intervalos varia, tanto por
causa do numero de transi¢oes habilitadas pela marcacao, quanto pelo instante de disparo de
algumas das transi¢oes habilitadas. Na classe inicial Sp, o vetor dos intervalos Iy é definido
pelos intervalos estaticos das transicoes habilitadas nesta classe. Por exemplo, para a rede

mostrada na Figura 6, a classe inicial é caracterizada, como segue:

So = (Mo, Ip)

Mo=[1100]T
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Pooq12] Py 23]
—
t) t
P, [23] P, [4 5]
O
t t

Figura 6: Rede de Petri Temporal

4.1.2 Disparabilidade de um Conjunto de Transicoes

Para uma classe S = (M,I) de uma RPT, o conjunto de transigoes habilitadas pela mar-
cacao M é denotado por 7. Algumas das transicoes pertencentes a .7 podem nao disparar
na classe S. O fato de uma transicao estar habilitada em uma determinada classe, nao de-
termina necessariamente que ela ira disparar nessa classe, pois uma outra transicao podera
ser disparada antes do tempo minimo de sensibilizacao da referida transicao. Dessa forma,
pode-se estabelecer uma condicao de disparabilidade. Essa condicao é expressada através da

definicao de transicao disparavel, como segue.

Definicao 4.1 (Transigdo Dispardvel) Seja J, o conjunto de transi¢oes habilitadas em

uma classe S de uma RPT. Uma transicao t; € S ¢ dita dispardvel em S se, e somente se,
d(¢j) < min{A(z)} (4.1)
sendo, t € H e

e 3(t;) o limite inferior do intervalo de tempo para que a transicdao t; possa ser disparada

e A(t) o limite superior do intervalo de disparo de cada transiciot € H.

sendo, 8(t;) e A(t), relativos ao inicio de execucao da rede.

O conjunto das transi¢oes disparaveis em cada classe é denotado por Z.

4.1.3 Regra de Disparo e Mudanca de Classe de Estados

A mudanca de uma classe de estados para outra ocorre devido ao disparo de alguma
transicao. O instante de disparo de uma transicao varia com o limite superior minimo das
transicoes dispardveis na referida classe, logo, o intervalo de disparo de uma transi¢ao pode

diferir do intervalo dinamico da transicao.
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Definigao 4.2 (Intervalo de Disparo) Sejat; € Yy em uma classe Sy. O disparo de t;,

na classe Sy, ocorrerd no intervalo de disparo ¢, definido como seque.

id(tj) = [So(tj), min{Ao(t)}} = [SS(tj), min{As(t)}] (4.2)
sendo, t € F).

O intervalo de disparo, portanto, é limitado pelo instante em que a transicao é minima-

mente sensibilizada para disparar e a condi¢ao de disparabilidade (4.1).

A mudanca de classe ocorre devido ao disparo de uma transicao e a nova classe serd

caracterizada conforme o enunciado e as regras a seguir.

Seja S1 = (M, 1) uma classe alcancada, a partir de So, pelo disparo de t; no
intervalo de ig = [89,A9]. Quando t; dispara, a marcagio da rede e o valor dos

intervalos das transigcoes habilitadas sao alterados, como segue.

1. Remocao e adigao de marcas nos lugares de entrada e saida da transicao ¢;, conforme
Equacao (3.2).

2. Os intervalos de disparo das transicoes habilitadas, em S}, sao atualizados. Isto ocorre

de diferentes maneiras, como segue:

(a) para transi¢oes persistentes, ou transi¢oes habilitadas antes e depois do disparo

de t;, ou seja, Vt # t; et persistente, entao,
1 () = [max{ﬁd,ﬁs(t)}, AS(t) (4.3)

(b) para transicoes habilitadas apés o disparo de ¢}, as chamadas recém-habilitadas,
téem-se:

I(r) =i +1(r) (4.4)

Da Equagao (4.3), nota-se que uma transigao que persiste habilitada, quando ha uma
mudanca de classe, pode ter seu intervalo de disparo, na nova classe, alterado pelo intervalo
da transigao que disparou. Ja pela Equacao (4.4), as transigdes que s@o recém-habilitadas
tém como intervalo de disparo a soma do seu intervalo estédtico e o intervalo de disparo da

transicao que leva a rede a nova classe.

As equagbes (4.3) e (4.4) possibilitam que o conjunto de transi¢oes habilitadas em S

seja separado em dois conjuntos disjuntos, dados por:
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e conjunto das transi¢oes persistentes, ou transigoes que permanecem habilitadas quando

da mudanca de classe, de Sy para Sy, a partir do disparo de ¢}, ou seja,

Pi=1{t € At € A\ {1} (45)

e conjunto das transicoes novas ou transicoes recém-habilitadas:

M={r € At & P} (4.6)

Das equagoes (4.5) e (4.6) nota-se que, caso uma transi¢do disparada em Sy continue

habilitada em Sy, ela sera tratada como uma transicao nova.

Considerando a rede mostrada na Figura 6, e disparando a transigao t; em qualquer

instante pertencente ao intervalo [1, 2|, a rede alcanga a classe S1, com as seguintes caracte-

risticas:
S1 =M, I);
M =[0111]T;

A = {tr,13,14 }, transigoes habilitadas;

I (r2) =Ip(t2) = [2, 3], transi¢do persistente;

I () =i%(r)) + I°(13) = [1, 2]+ [2, 3] = [3, 5], transicio recém-habilitada;
I () =i%(r) + I°(t4) = [1, 2] + [4, 5] =[5, 7], transicdo recém-habilitada;

]
[ E
]

91 = {1y}, transigao disparavel.

1,
L= [3
[57

~N N

A verificacao da condicao de disparabilidade de uma transicao, via intervalos dinamicos
com tempo global, nem sempre expressa a verdade. As operacgoes com intervalos guardam
ou expressam situagoes que nao ocorrem no plano real. No caso das RPT's, isso pode refletir
em falsos cendrios de execucao de seqiiéncias de transicoes. Para ilustrar, serd considerada

a RPT mostrada na Figura 7.
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Na classe inicial apenas a transicao t; esta habilitada e seu disparo habilitara, no mesmo
instante, as transigoes f; e 3 e seus intervalos de disparo serao [6, 13] e [8, 16], respectiva-
mente. Ambas estarao dispardveis, com intervalos de disparos iguais a [6, 13] para 3 e [8, 13]
para tp, como t, e t3 compartilham o mesmo lugar de entrada, elas estariam em conflito, como

mostrado na Figura 8.

Assumindo que o tempo de disparo de #; pertence ao intervalo [4, 10], por exemplo, em
0(t1) = 10, o intervalo de disparo da transigao 3 seria [12, 13], e o intervalo de disparo de t,
seria [14, 16]. Portanto, apenas a transigao 3 serd dispardvel e nao havera conflito entre as
transicoes t, e t3. Esta é uma situagao em que a soma de dois intervalos expos a existéncia

de um conflito que na realidade nao existe.

t [2,3]
t [4,10] A Cp
3 3
Po . P, \_ ( >
tz _,6] P>

Figura 8: Grafo de classes para a rede da Fig. 7

Neste caso, a soma do intervalo [4, 10] com o intervalo [4, 6] gera um intervalo que
considera o disparo de t; entre os instantes 4 e 10. Formalmente, a soma de dois intervalos

X e y ¢é definida como sendo

x+y={x+y|x € x,y €y}
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Assim, aparecem situagoes como, t3 considera que o disparo de f; ocorreu no instante
10, por exemplo, logo o intervalo de t3 seria [12, 13]. Enquanto, para t;, o disparo de f;
ocorreu no instante 6, por exemplo, logo, o intervalo de disparo de t; seria [10, 12]. Como
[12, 13]N[10, 12] # @, ambas seriam dispardveis!.

Para evitar que uma transicao nao disparavel seja incluida entre as disparaveis e com
isso levar a validacao de falsas execucoes, como no exemplo acima, o conceito de transicao
disparavel (4.1) é redefinido, separando as transigdes persistentes das recém habilitadas.
Assim, uma transicao ¢; € 5, em uma classe S de uma RPT, é considerada disparavel se, e
somente se,

8°(tj) < A’(t), parat € N
d(tj) < A(t), parat € &

(4.7)

Para t; ser dispardvel ela tem que atender duas condigoes de disparabilidade, uma no seu
dominio estatico, outra no dominio dinamico. No exemplo, portanto, usando a condicao
(4.7), verifica-se que a transigao f, é disparavel pelo seu intervalo dinamico mas nao o é pelo

seu intervalo estatico. Dessa forma, essa limitagao do método ¢é superada.

Apesar da analise usando tempo global evitar o aumento da imprecisao nos resultados,
a informacao temporal ao fim da analise de uma seqiiéncia de disparos de transicoes, omite
informagoes a respeito dos tempos relativos das transigoes em cada classe. Para superar essa

limitagao sera apresentado um método que retine a analise global e relativa do tempo.

4.2 Analise com Tempo Global e Dominio Relativo

Nesta secao ¢ apresentada uma analise baseada em classe de estados, porém, o dominio
dinamico de cada transicao adota o tempo relativo a sua entrada. Porém, o cédlculo para a

atualizacdo dos intervalos das transigoes persistentes é diferente dos utilizados em [BD91].

Usando conceitos da algebra intervalar completa [Sha96], tem-se a seguinte defini¢ao

para a subtracao entre dois intervalos, também conhecida como subtracao dependente:

Sejam x e y dois intervalos fechados, tais que, x= [a, b] e y=[c, d]. A subtracao depen-

dente entre x e y, denotada por x©y é calculada, como segue
XxOoy=la—c, b—d|

O resultado dessa operacao pode fugir da definicao dada para intervalo. QQuando isso ocorrer

L0 fato de haver um interseccdo entre os intervalos, significa que a condicdo de disparabilidade é satisfeita.
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tem-se o chamado intervalo impréprio, que é uma extensao do intervalo classico.

Para os intervalos representando tempo, o calculo da subtracao dependente assume a
forma, como segue:

x © y = [max{0,a — c}, max{0,b —d}|

Utilizando as definigoes da andlise com tempo global, algumas regras para tratar o do-

minio das transi¢oes, usando o tempo relativo, sao apresentadas, como segue,

1. Na classe inicial os intervalos dinamicos sao os préprios intervalos estaticos das transi-

¢oes habilitadas.

2. Seja a classe Sj11 = (Mj41,1j41), alcancada a partir da classe S; = (M;,1;), devido ao
disparo de uma transicao #;. Sendo i;’?(tk) =[8;(t), Aj(tx)] o intervalo de disparo com
tempo absoluto de f#; na classe j e i?r (ty) = [der (t), Aj?r (tx)] seu intervalo de disparo
com tempo relativo, como mostrado na Figura 9. Os intervalos na classe S;41 podem

ser calculados com segue.

Intervalos de tempo

/ absolutos \

it + i, )

Tempos

i,,=r relativos

s s o
i,,=i-i (tk) e/ou,

=00 i)

Figura 9: Classe de estados com dominio relativo

e Vetor marcagao M;, é obtido pela Equagao 3.2.
e Intervalos dos dominios dinamicos com tempo relativo:

(a) intervalo de tempo na classe S
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Lo () = (1), se, t € N1
Ii(r) — i?’(tk) se,t € P41, relativo cldssico
;‘+1 :I;(t) S) i?r(tk) se, t € Pj,t € Pjiq, relativo completo

Os intervalos I,1(f) sdo intervalos de tempo das transicoes habilitadas na
classe S;i1, considerando o tempo relativo aquela classe, por isso deve ser
representado por um intervalo préprio. Esse tempo é importante para de-
terminar as transicoes dispardveis em S;; 1. Se uma transicao persistente na
classe j+ 1, ja o era na classe j, entao, ela carrega seus dois intervalos dina-
micos relativos. O primeiro i relativo ao tempo na classe e o segundo, i},

que carrega a informacao relativa aos disparos das transi¢oes concorrentes.

(b) intervalo de disparo com tempo relativo

[8;+1(2), min{A; 1 (1)}], set € Ay

idr (t) — : L
l;+1 S/ ljr(l‘k), set € P

J+1

3. Intervalo de disparo com tempo absoluto.

Seja tyy1 € Zj11. O intervalo de disparo de 1, com tempo absoluto, é calculado,
como segue,

.d .d .d
1 () =15 (0) + 17 (1)

O intervalo de disparo da transicao que causa a mudanca de classe ocorre no tempo
absoluto determinado pelo ultimo disparo absoluto acrescido do disparo relativo dessa

transicao.

Para ilustrar a abordagem, a alcancabilidade da rede mostrada na Figura 10 serd anali-

sada. As classes alcangadas sao calculadas, como segue:

P

Ps t; [3,4] Ps

Figura 10: Exemplo de uma RPT para analise de dominio relativo
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° SO = <M0,Io>
Mo =p1
JH =1

Iy="0(n) =1, 4 =i(n)
e 5= <M1,Il>

My = p2,p3

J€ = 13, ambas sao transicoes recém-habilitadas.

I, = ( Li(t2) ) = ( 0, 2] ) , (dominio relativo)
Il(t3) [3a 4]

O dominio relativo possibilita uma verificagao direta da condicao de disparabilidade.
Assim, comparando os dominios relativos das transi¢coes habilitadas, nota-se que apenas
t, é dispardvel e o intervalo de disparo relativo é igual a [0, 2]. O disparo com intervalo

de tempo absoluto é calculado, como segue,

() =i (1) +i{ () = [1, 4 +10, 2] = [1, 6]
o 5= (M, Ir)

My = p3,p4

6 = t3, transicao persistente

Como 13 € JA etz € I, ety # t3 entao,

I(t3) =1(13) — if’(tz) = [max{0, 1}, max{0,4}] = [1, 4] intervalo dinamico relativo
classico.

I5(13) =11(13) © i‘f’(tz) = [max{0,3}, max{0,2}] = [3, 2| intervalo dindmico completo.
i(3) =i%(t) + I5(13) = [1, 6] + [3, 2] = [4, 8], intervalo de disparo absoluto

e 53 = <M3,I3>

M3 = p4, ps

J5 = 1y, transicao recém habilitada
Ty(t4) = Ti(tg) = [1, 1]
19(ts) = i4(t3) + 15 (ta) = [4, 8] +[1, 1] =[5, 9], intervalo de disparo absoluto

A Figura 11 mostra o grafo de classes para a rede considerada e observa-se que, o intervalo
de tempo para a rede alcancar a classe S4, a partir da classe inicial, é igual ao obtido usando

dominio de disparos com tempo absoluto.
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Figura 11: Grafo de classes da RPT mostrada na Fig. 10 usando dominio relativo

Tratar o dominio de disparos usando o tempo relativo possibilita obter-se, ao fim da
analise de uma execucao, tanto o tempo global de execucao das transi¢oes quanto o tempo
de cada uma relativo a habilitacao. Entre outras vantagens tém-se: facilidade para planejar
escalonamento, nao ha necessidade de resolver inequacoes e evitaria o problema de explosao

do ntumero de classes geradas quando os dominios sao tratados com tempo global.

4.3 Escalonamento de Seqiiéncias de Transicoes

O disparo de uma transicao em um instante 0 leva uma RPT de uma classe inicial Sy
para a classe S;. Tal mudanca de classe é dita escalonavel ou executavel se, e somente se, a

transicao t é disparavel em 6. Caso o seja, a mudanca é denotada como segue,

so s,

O uso do tempo global para a anélise de alcangabilidade permite verificar se uma seqiién-
cia de transicoes ¢ =1q,...,t,, € executavel, ou escalonavel, ou seja, se existem classes
So,51,--.,3,, tais que,

9 5 67[77’1
502 515, 4,

sendo 01,...,0, os instantes de disparos das transicoes f; € G. A essa seqiiéncia de classes

denomina-se de trajetoria.

Caso uma das transicoes nao seja disparavel, a seqiiéncia é dita nao escalonavel. O
teorema a seguir mostra que as regras de disparo, estabelecidas pela abordagem proposta,

permitem calcular classes e suas relagoes, conforme o enunciado a seguir.

Dado um escalonamento E = (01,t1),(02,%2),...,(8,,%,) a ser alcancado nas classes S; =
(M;,I;), sendo j=0,1,...,n, pode-se construir uma trajetéria T = S LN Si [—2>, ,t—"> Sn,

usando a anélise baseada no tempo global.

e Para E = (01,11), se t; é disparavel, entdo, My | My > Pre(#;). Considerando, Sy =
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(Mp,Ip) como a classe inicial e 5 = {r € T | Mp > Pre(t)} o conjunto das transigoes
habilitadas, o dominio Iy dos intervalos é dado pelo vetor dos intervalos estaticos das
transigoes t € J4, ou seja, Ip(r) =T°(¢). Se t; dispara em 01, a condigao de disparabi-

lidade 4.7 deve ser satisfeita, logo,
Ss(l‘l) <0 < min{As(t)}
Disparando #; no instante 01, a classe S; é alcangada e pode ser caracterizada.

e Uma nova marcacao € calculada pela Equacao 3.2 e o conjunto de transicoes habilitadas

por Mj, sao obtidos como segue,
M; =My + Pos(t;) — Pre(t))
J4 ={t €T |M; > Pre(t).

Os intervalos de disparo das transicoes habilitadas sao calculados pela equacao,

L) 0, + I’(1), se teM
1 pr—
[max{01, 8°(¢)}, A*(r)], se te€ P
Assim, S| = <M1,I]>.
Sendo Ij(f) = [81(f2), Ai(z)], o intervalo de disparo de t; € 7. Se r, é disparavel em

S1, entao,

01 +08%(r2) < min{A(r)} se heM
ou,

max{01,0°(2)} < min{A;(r)}, se t, € P
Logo, t, disparando em 0, € [81(f2), Ai(t)], a classe S| alcanca S,.

e Para o disparo da transicao t,, as equagoes para calculo dos intervalos de disparo,

estabelecem as condigoes para existéncia de uma classe Sj,.

Assim, para o escalonamento E = (81,1),(02,52),...,(0,,%,) pode-se construir uma tra-
. . t 1 In ,
jetéria m = S) — S| ——, -+, —= S, na qual tal escalonamento podera ser executado.

Exemplo 4.1 Para a RPT, mostrada na Figura 12, serd verificado se a seqiiéncia ¢ =

H—t—t3—t4—15 € escalondvel.
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Figura 12: RPT para andlise de seqiiéncia de transigoes

Mo = {p1}

1. Classe inicial S :
Ip =0, 5]

= {t1}

2. Disparando f; no intervalo i¢ = [0, 5]

M = {p2}
Classe S : I - ( (1, 9] >
t6[5, 12]
A1 = {1216}
M ={t,16}
2, ={t}

Como as transigoes 1, e tg estao recém-habilitadas, a verificagao da condicao de dispa-
rabilidade ¢é feita utilizando os intervalos estaticos dessas transicoes. Essa verificacao

¢ mostrada, como segue,

8%(t) =1 < min{ 4, 7)}

8°(tg) =5 > min{4, 7},
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te nao ¢é disparavel antes de t;. Apesar de o intervalo I} indicar um conflito entre estas
transicoes, a verificacao usando os intervalos estaticos mostra que isto nao é verdade,

pela condicao de disparabilidade (4.7), t, nao é escalonavel nessa classe, apenas 1, o é.

3. Disparando ; no intervalo i = [1, 9]

My = {p3,pa}
Classe S; : ( f3 ) ( 2, 12] >
L= -
ty 5, 14]
6 = {t3,14}
M ={t3,14}
.@2 = {t3}

Como as transigoes t3 e t4 sao recém-habilitadas, o teste para verificar se sao disparaveis

¢ aplicado aos seus intervalos estaticos.

4. Disparando #3 no intervalo i = [2, 12]

M3 = {ps,pa}
Classe S3 : I — ( 0[5 14 )
5 = {ta}
P = {1}
D3 = {14}

Como a transicao t4 estava habilitada na classe S, e continua habilitada em S3, ela é

uma transicao persistente.

5. Disparando 4 no intervalo i¢ = [5, 14]

My = ,
Classe Sy : 4= {ps:po}
u:(g:mlm)
Ay = {15}
Dy = {t5}

6. O disparo de 15, portanto, ocorrerd no intervalo [6, 19]. Logo, a seqiiéncia 6 =1 —ty —

t3 —t4 —t5 € escalondvel.

Entretanto, a seqiiéncia f =t —t) —t4 — 3 — 5 ndo é escalondvel, visto que a transicao

t4 nao pode disparar antes que t3, pois,

) (t4) =4 > min{A(l3),A(l‘4)} =3
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Dessa forma, é possivel fazer uma analise parcial da alcangabilidade. Caso contrério,
apenas a analise via completo grafo de alcangabilidade seria possivel de ser realizada, mesmo

para verificar uma seqiiéncia.

4.4 Maultipla Habilitacao de Transicoes

As técnicas para andlise de RPT evitam ou limitam o uso do conceito de multipla
habilitacao. Entretanto, esse conceito é uma parte importante do poder de expressao das
RPTs e adequado para modelar o comportamento de importantes sistemas em tempo real
[BDO1]. A nocao de multipla habilitacao de transigoes aparece na modelagem de sistemas
temporizados sujeitos a paralelismo. Essa nocao ¢ bem definida em teoria das filas quando
se tém N servidores com iguais tempos de servigo e em paralelo. Esta configuracao pode ser
modelada por um lugar ligado a uma transicao temporizada. Dessa forma, a transicao pode

ser habilitada N vezes, simultaneamente.

Usando um exemplo simples, conforme a Figura 13, o conceito de multipla habilitacao
pode ser melhor entendido. A transigao #; esta habilitada por uma dupla marcagdo no seu
lugar de entrada. A diferenca na representacao das marcas no lugar pg serve apenas para
facilitar o entendimento, nao existe qualquer distincao entre elas. A transicao t; é, entao,
habilitada pelas duas marcas em pg, e seu intervalo de disparo é composto de dois relégio
globais, como mostrado na Figura 13a. Disparando t1, devido a um dos relégios, a transi¢ao
tp torna-se habilitada, como mostrado na Figura 13b. Disparando #; outra vez, a transicao

1y passa a condicao de dupla habilitacao, conforme Figura 13c.

t;:[1,31[1,3] t;1,3] t,:3,6] [3,6]
t,[3,6]

(a) (b) (c)

Figura 13: Multipla habilitagao de transicoes

Na Figura 14, é mostrado o grafo de alcancabilidade, dos intervalos, para a RPT mos-
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trada na Figura 13, ndo considerando (a) e considerando (b) a miltipla habilitacao.

Ambos os grafos tém mesmo numero de classes, pois a condigao de habilitacao dada pela
marcacao é a mesma para ambos os casos. Porém, a habilitacao pela restricao temporal
torna as abordagens com diferentes intervalos de disparos para a mesma marcacao. Na
realidade, cada multipla habilitacao de uma transicao demanda um tempo que é no maximo
o tempo de uma habilitagao, enquanto no caso de nao considerar multipla habilitacao a cada
multipla marcacao, a transicao demandara um multiplo tempo de uma habilitacao simples,

como mostra o exemplo na Figura 13.

Para o disparo da seqiiéncia t; — 1, nao considerando multipla habilitacao, o intervalo
de tempo foi [2, 6], enquanto considerando a multipla habilitacao o intervalo de tempo foi

1, 3].

t:01,3] t:01,31[1,3]
tli b #
12,61 t:[1,3]
ti3.6] t,:[3,6]
/\tzs ‘tl/\
t,:[3,6] t,:[3,6] t,:[3.6113.6] W33
lg lh lg LH
tz:[5,9] tZ:[5'6] tZ:[3'6] tz:[5,6]
N i ' E
@ (b)

Figura 14: Grafo de alcancabilidade para a rede da Figura 13

4.5 Equivaléncia de Estados

Um dos problemas dos métodos enumerativos, usando tempo global, é a geracao indefi-

nida de classes com a mudanca continua do tempo.

Na Figura 15 sao mostrados uma RPT e seus grafos de alcancabilidade: quando a
rede nao é temporizada, Figura 15a e, considerando as informacoes temporais, Figura 15b.
Para a rede com informacao temporal e com marcacao 2p3 pode ser alcangado por diferentes

intervalos de tempo. Disparando a seqiiéncia 6| =11,,,13, a partir da classe Sy, a rede alcanca
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S1 = (2p3,[3,6]), enquanto o disparo da seqiiéncia 6 = t1,3,5, leva a Sy = (2p3,[3,7]), logo
S| #£ Sy

Sob o ponto de vista légico, as classes S| e S» sao iguais, visto que tém mesma marcacao,
porém S pode ser alcancada em 7 unidades de tempo, enquanto S, é alcangada, no maximo,
em 6 unidades de tempo. Caso o interesse seja a classe em que apenas o lugar p3 tenha marca,
pode-se considerar que as classes S1 e S» sao equivalentes pois Mj =M, e I} C I, Logo, S; e

S>, 15b passariam a ser uma sé classe.

P,
t,[1,3]
P, P, P,
12,4 —— It [13]
P,
Py
P t,[1,3]
R #
P, P, P, P,
t, t, t[3,7]
£[2,6]
t t

. P, P, P, P,
3 t, t,[3,6] t[3,7]
2p, t, i L t,

2p3 2p3

(@) (b)

Figura 15: Grafo de Alcancabilidade (a) rede nao temporizada (b) rede temporal

Definicao 4.3 (Classes Equivalentes) Sejam S; = (M;, Ij) e Sy = (M, It), duas classes

alcancdveis de uma RPT. S; e Si sdo equivalentes se, e somente se,

M; M,
I; I
A=

N
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4.5.1 Rede Reversivel ou Ciclica

Um caso especial de equivaléncia ocorre quando a rede é repetitiva. Neste caso, a cada
ciclo da rede tem-se classes com mesma marcacao e com intervalos de disparo proporcionais,

como definido a seguir.

Seja uma RPT ciclica com periodo de repeticao d € IQ". Dadas duas classes
So = (Mo, Ip) e S, = (M, I,,) separadas por k ciclos e sendo My = M, os intervalos

de disparos I e I, sao relacionados da seguinte forma

I, =Ip+dk k=0,1,... (4.9)

Demonstracao:
Seja g1 o vetor de disparo tal que

So L 8.
sendo S = (Mp,I;) Assim,
Ii=1p+d
ed=I 61

Para S, = <M2,12>
L=I+d=1p+2d

I,=Ip+dk

Assim, as classes com mesma marcacao e com vetor de intervalos proporcionais sao
consideradas equivalentes e o termo dk pode ser assumido como um vetor intervalar de

disparo associado a transicao t;, ou seja,

A definicao de classes equivalentes para uma rede ciclica evita que, mesmo para uma

rede segura, a andlise via tempo global leve a um espaco de estados finito.



4.6 Aplicagoes 54

4.6 Aplicacoes

Para a rede mostrada na Figura 16, uma parte do correspondente grafo de classes é

mostrado na Figura 17.

t,00,1]

&
t[2,4]

Figura 16: RPT para Aplicacao

Nao assumindo a equivaléncia entre classes, a rede mostrada na Figura 16, gera um espaco
de classes infinito, mostrado, parcialmente na Figura 17. Porém, considerando a equivaléncia
entre classes que tém mesma marcacao e possuem intervalos que guardam uma relagao de
inclusao, obtém-se um grafo equivalente finito, capaz de gerar todas as classes da rede. Para

a rede mostrada na Figura 17, foram identificadas as seguintes classes equivalentes:

My =My
LCL
Ha = I

Na classe Sy4, disparando a transicao t, a rede assume a mesma marcacao que Sj e
o intervalo de disparo I pode ser escrito em funcao de I;. Na realidade, a subrede

formada por poty pats forma uma rede ciclica, logo, a Equagao (4.9), relaciona I4 e I,

( [0, 14] ) ( 0, 2] >

Iy, =1y+dk = + ki

[0, 12] [0, 0]
~——

i(t4)

Ccomo segue,

sendo k; =0,1,2,....
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S

0

M0=pl
£,00,10]

Figura 17: Grafo de classes para a rede da Fig. 16

A classe Sy pode ser agrupada a S; e a transicao t4, que alcanca Sy, a partir da classe

0,2
S,, terd como intervalo de disparo o vetor intervalar d = < 0, 2] >

[0, 0]
M3 =My
LCI

A classe §7 pode ser gerada a partir de S3 pela seguinte relagao:

( [0, 14] ) ( [0, 3] >
I =1;+dk = + ko
2, 16] [0, 1]

sendo kp =0,1,2,....

Assim, o disparo de 14, para levar a rede de S5 para a classe S7 (agora S3), é igual ao

valor d, ou seja,
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[ ] SSgS6

De maneira semelhante, as classes S5 e Sg tém seus intervalos relacionados , como segue:

I =I5+ dk; = [0, 13]+ 0, 2]k,

O intervalo de disparo de fp, para levar S3 a classe Sg (agora S3), assume o valor de d,

) _ [Ov 3]
is(t4) = ( 0, 1 >

e As classes S7 e §3 tém duas alternativas para alcancar a classe Sy. Essas duas alterna-

ou seja,

tivas sao fundidas, porém, preservando as restricoes de tempo de cada uma, conforme

mostrado na Figura 18.

Assim, o grafo de classes que teria dimensao ilimitada, devido a presenga de ciclos inter-
nos, passa a uma estrutura limitada e capaz de gerar o completo espaco de estados da rede,
como mostrado na Figura 182. Por exemplo, analisando a seqiiéncia 6| = 11141315 tém-se as

seguintes classes :

S6 hé uma transicio habilitada e seu disparo ocorrera no intervalo i = [0, 10]
My = p2,p3
2. 8= I I(l‘z) [0, 14]
1 pu— pu—
I (t3) [07 12]
Nessa classe ha duas transicoes habilitadas e ambas podem disparar. O intervalo de

disparo de cada uma é i = [0, 12]. Disparando f, tem-se,

2As mudancas de classe onde nao aparecem os intervalos de disparos das transiccoes obedecem a regra
geral de transicao de classe 4.2
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My = p3,pa
3. $2=1% I(ts) =10, 12]
I(t4) = [07 13]

0
Disparando f4, seu intervalo de disparo serd i¢ = [0, 12] e carrega a informagao ( 0, ) ki

a ser acrescida a classe S1, de modo a formar o estado S %, como segue,

My = p2,p3
4. 8= non s ( [0,2]>:<[0, 16])
[0, 0] [0, 12]

0,2
O disparo de 3 ocorrerd no intervalo i = [0, 12] e carrega a informacio ( 0.0 ) ki

a ser acrescida ao estado S3. Assim,

M3 = p2,pa

5. 8= - ( I(1,) ) L ( [0, 2] )kl: ( [0, 16] )
1(15) [0, 0] 2, 16]

A transigao ts, portanto, ira disparar no intervalo de tempo [2, 16], para k; = 1 contado

a partir do inicio da execucao da rede.

Dominio Relativo

Na Figura 19 é mostrado o grafo de classes da rede mostrada na Fig. 16. Neste grafo,
os dominios de disparo sao tempos relativos cujos valores possibilitam o célculo direto do

tempo global da rede.

Analisando a seqiiéncia 6| = t 4135 no grafo da Figura 19 obtém-se os seguintes tempos

relativos em cada classe,

e { To(n) = [0, 10
i (t;) = [0, 10]

O tempo global para o disparo de 7 é i%(¢;) = [0, 10].
Ii(t) =0, 4]
L (13) = [0, 2]
i (1) = i (13) = [0, 2

Disparando 1, tem-se i(1,) = i4(r;) +i% (1) = [0, 10] + [0, 2] = [0, 12].

2. 81 =
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t,[0,14]
t,[0,12]

. IS(Z4 = [07 1]
PRI ) =0,
(1) = 0, 0

(

Is(12) = [0, 4]

Is(13) = [0, O]

4. 85 =2 (1) =0, 0]
i (1) = [0, 0]

[ i”(15) = [0, 0]

Disparando 3, seu intervalo global serd [0, 12].

/

16(1‘2) = [O, 4]

o IS(IS) = [27 4]
757N i) = (0.0
| i7(t5) = [2, 4]

O disparo de 15, entao, serd no intervalo de tempo global igual a [0, 12]+[2, 4] = [2, 16]
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Figura 19: Grafo de classes usando dominio relativo para a rede mostrada na Fig. 16

Além de obter o tempo global para o disparo da seqiiéncia, também sao obtidos os
tempos relativos de cada transicao da seqiiéncia. Neste exemplo, para manter essa seqiiéncia
dentro do intervalo [2, 16], s6 podem variar os tempos de disparo de t1,1, e t5 cujos intervalos

relativos de disparos sao [0, 10], [0, 2] e [2, 4], respectivamente.

4.7 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado um método enumerativo para andlise via alcangabilidade
de uma RPT e denominado tempo global. Usando o tempo de execucao da rede como
referéncia, foi mostrado, entretanto, que para estabelecer a condicao de disparabilidade, de-
finida originalmente pela literatura, o tempo global pode levar a resultados falsos. Assim,
foi proposto que tal condicao fosse verificada usando tanto o tempo global, quanto o rela-
tivo. Usando elementos da algebra intervalar, o método do tempo global possibilita reduzir a
complexidade da enumeracao das classes, em relacao a outros métodos enumerativos. Além

disso, o método mostrou-se capaz de tratar dominios dinamicos usando o tempo relativo a
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habilitacao de cada transicao. Esta informacao pode ser utilizada tanto no escalonamento
de tarefas, como na validagao de seqiiéncias de transi¢oes. Por fim, mostrou-se que o mé-
todo proposto é capaz de superar uma limitacao a qual estava sujeito e que diz respeito a
enumeracao das classes. Através do conceito de equivaléncia de classes, pode-se enumerar

um grafo de classes finito usando o tempo global.
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5 Métodos de Reducao para Redes
de Petri Temporais

Neste capitulo sao revisados alguns dos principais métodos de reducao do espaco de
estados para andlise via alcancabilidade das RPTs. Essa reducao pode ser no espaco de
busca ou na redugao do modelo. Os métodos que reduzem o espaco de busca sao denominados
métodos baseados em ordem parcial e, por algum critério de sele¢ao, agem sobre parte do
espaco de estados. Os métodos de reducao do modelo, por sua vez, reduzem o modelo do
sistema eliminando estruturas que apresentam certas regularidades. Dependendo do objetivo,

um ou outro método pode ser mais eficiente.

5.1 Analise das RPT's via Alcancabilidade

A anélise via alcancabilidade é baseada na geracao do grafo de alcancabilidade para um
modelo formal do sistema. Os vértices do grafo de alcancabilidade apresentam todos os
estados alcancaveis, a partir do estado inicial, e as arestas sao as transicoes que levam de
um estado a outro. Se o sistema tem um espago de estado finito, entao, ele pode ser gerado

automaticamente por meio de um computador [Val94, God96].

Entretanto, muitos sistemas, apesar de terem um espaco de estados finito sao intrata-
veis do ponto de vista do ntimero de estados. Em alguns casos, o tamanho do espaco de
estados pode crescer exponencialmente em relagao ao tamanho do sistema. Esse problema é

conhecido como explosao do nimero de estados [God96].

Uma maneira de contornar o problema da explosao do ntimero de estados ¢ através da
analise parcial do espago de estados. Para analisar parcialmente o espago de estados existem
uma variedade de métodos que exploram estruturas padrao do sistema. Essas estruturas sao
causadas por regularidades ou por diferentes maneiras de execucao de equivalentes operacoes

do sistema modelado. A exploracao de tais estruturas tem levado ao desenvolvimento de
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métodos que geram um grafo de alcancabilidade reduzido.

Existem vérias maneiras para se agruparem esses métodos, uma delas é classifica-los em
dois grandes grupos: os métodos de reducao do espaco de estados baseados na semantica
de ordem parcial e os métodos de reducao do modelo, inspirados nas regras de reducao
para as redes de Petri nao temporizadas. No primeiro grupo estao os algoritmos de anélise
que verificam determinadas propriedades da rede, sem explorar todo o espaco de estados.
Nesse grupo estao os métodos que exploram particularidades dos sistemas, tais como, in-
dependéncia entre transi¢oes, conjuntos de transigcoes persistentes e planificacao da rede
[God96, Val92, WG93, SB97, DBDS94|. No segundo grupo estdao os métodos de reducao
que usam regras que permitem agrupar transigoes e lugares da rede, mantendo propriedades
como, limitacdo, seguranga e vivacidade [SB96, Ber87, JM92, BB02]. Em ambos os grupos,
se consegue uma reducao consideravel no tamanho do espaco de estados, tornando tratavel

a analise via alcancabilidade.

5.2 Analise de RPTs via Métodos Baseados em Ordem
Parcial

A idéia principal desses métodos esta na garantia que, do ponto de vista da andlise, a
expansao de todas as possibilidades de interacao entre as ocorréncias de um sistema con-
corrente é desnecessaria. Ou ainda, para se verificar determinadas propriedades de uma RP

contendo transicoes concorrentes, a exploracao do espaco de estados completo é redundante
[God96].

Baseados nessa idéia, os métodos de ordem parcial exploram a possibilidade de limitar o
numero de interagoes entre as ocorréncias. Dessa forma, evita-se ocorréncias nao necessarias
para verificacao, por exemplo, de uma determinada propriedade. Basicamente, o que diferen-
cia um método de ordem parcial de outro é o algoritmo de busca do conjunto de transicoes

necessarias para a descricao reduzida do espaco de estados.

Toda a idéia dos métodos de ordem parcial para andlise de alcangabilidade esta baseada
na definicao de transi¢oes independentes que, intuitivamente, significa o seguinte: duas ou
mais transicoes sao independentes se a ordem de execucao das mesmas nao é importante,
pois o resultado serd o mesmo. Essa definicao, para o caso nao temporizado, é formalizada

em [God96] e adaptada como segue.

Defini¢ao 5.1 (Independéncia de Transigdes) Duas transicoes ty e tp, sao independen-
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tes se, e somente se, para todos os estados S do espago de estado:

1. se t; estd habilitada no estado S e S N S', entdo, tp estard habilitada em S se, e

somente se, ty permanecer habilitada em S'; e

2. set; ety estao habilitadas em S, entdo, existe um tunico estado S’ tal que S UL

s g

No caso das RPTs, ou qualquer outra semantica com restricao temporal, deve haver uma

notagao do tempo incorporada a Definicao 5.1.

Na seqiiéncia, serao apresentados duas das técnicas para reducao do espaco de estados

baseadas em ordem parcial.

5.2.1 Conjuntos Persistentes

Intuitivamente, um conjunto de transig¢oes persistentes pode ser entendido pela seguinte
situacao: dado um estado § de uma RP ordinaria, um subconjunto 7y das transicoes ha-
bilitadas em S é chamado persistente! se todas as outras transicoes habilitadas e que nao
pertencem a Ty sao disparaveis em S. Assim, qualquer disparo de transi¢oes nao pertencentes
ao subconjunto Ty, independe das transicoes de T;. Ou melhor, estados alcangaveis a partir

de S, devido ao disparo de transigoes fora de T, nao interagem com, e nem afetam o conjunto

T;.
) )
Figura 20: Exemplo de uma RP com transicoes independentes
Consideremos, por exemplo, a RP mostrada na Figura 20. Essa rede tem seis possibi-
lidades de seqiiéncias de disparos (f16213,...,130t1). Todas essas seqiiéncias levam ao mesmo

estado. Segundo os métodos de andlise baseados em ordem parcial, para propdsitos de ana-
lise de bloqueio, por exemplo, é suficiente explorar uma, e somente uma, das seqiiéncias

possiveis.

Lo conceito de conjuntos persistentes, também chamado stubborn sets, é muito mais abrangente e serve

para qualquer semantica que trata de sistemas concorrentes
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Introduzido por Antti Valmari [Val92], o objetivo do método baseado em conjuntos per-
sistentes é a geragao automatica de um espaco de estados reduzido, explorando a independén-
cia entre transicoes. Essa reducao é obtida a partir da particao, a cada estado alcancgavel,
do conjunto de transi¢oes habilitadas em dois subconjuntos independentes, o conjunto de
transicoes persistentes e o conjunto das transi¢oes nao persistentes. Por fim, apenas as tran-
sicoes habilitadas pertencentes ao conjunto persistente sao consideradas e apenas uma parte

do grafo de estados é incluida explicitamente no grafo de alcancabilidade resultante.

Formalmente, as condigoes para que, em um determinado estado S, um subconjunto
de transigdes sejam persistentes sao dadas em [God96, Val92, Var93]. Informalmente, um

conjunto de transicoes persistentes Ty ¢ tal que,

e contém pelo menos uma transicao habilitada;

e transicoes habilitadas, contidas em T;, nao podem ser desabilitadas pelo disparo de

transicoes fora de Ty;

e transicoes desabilitadas, contidas em Ty nao devem se tornar habilitadas devido ao

disparo de transicoes fora de Tj.

Em geral, um estado de uma dada rede pode ser associado a multiplos conjuntos persis-
tentes. Por exemplo, para a rede mostrada na Figura 20, cada um dos conjuntos {t;}, {2}
e {13}, satisfaz as condi¢oes acima. Portanto, um deles pode ser selecionado de forma nao
deterministica para ser o conjunto T;. Na Figura 21, por exemplo, é apresentado o espaco

de estado completo (a) e o reduzido (b) tendo sido escolhido um desses subconjuntos.

oy

Y

(a) (b)

Figura 21: Completo (a) e reduzido (b) espago de estado da RP mostrada na Figura 20

Em [Val92] é mostrado que o método de busca baseado nos conjuntos persistentes é

sensivel a escolha nao deterministica em cada estado e recomenda uma heuristica para selecao
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do conjunto Ty com menor nimero de transi¢oes habilitadas. Porém, [God96] mostra que a

busca escolhendo um caminho menor nao necessariamente leva ao menor niimero de estados.

Uma das vantagens de se usarem os métodos de reducao, baseados nos conjuntos persis-
tentes, é quando o sistema contém um elevado grau de paralelismo. Em RP, por exemplo, o

método pode resultar numa reducao drastica no niimero de estados.

Um ponto fraco desses métodos é que os conjuntos persistentes sao sensiveis a presenca
de lugares redundantes na rede. A presenca de lugares redundantes tornam transigcoes inde-
pendentes em dependentes. Esse fato, apesar de nao afetar o espaco de estados completo,
afeta drasticamente o tamanho do espago de estados obtido pelos conjuntos persistentes
[Val92].

Vérios algoritmos para verificagao de sistemas concorrentes em tempo real, especialmente
para RPT, surgiram paralelamente. Um dos trabalhos pioneiros foi o de Tomohiro Yoneda
[YS97]. Neste trabalho é apresentado um algoritmo de verificagdo para uma RPT segura e
usando légica temporal para extrair propriedades inerentes ao sistema modelado.

Em [Lil99], a condigao de habilitagao foi trocada pela condigao de disparabilidade e usando
uma representagao do espago de estado similar & introduzida por McMillan [McM92], conhe-
cida como unfolding. O autor consegue extrair o conjunto de transicoes persistentes dentre
as transigoes disparaveis da rede.

Em [SB97], o método de reducdo do tamanho do espaco de estados durante a andlise de
alcancabilidade também ¢é estendido para andalise de modelos temporizados. Neste trabalho,
os autores geram um algoritmo para analise automatica de software a tempo real usando

uma RPT particular.

5.2.2 Unfolding ou Desdobramento

A técnica do unfolding, cujo termo que mais se aproxima em portugues é Desdobra-
mento, foi originalmente apresentado por K. L. McMillan [McM92] e se constitui em uma
das mais bem sucedidas técnicas para deteccao de bloqueio. Nessa técnica, uma RP segura
é transformada em uma rede aciclica por um processo chamado unfolding. O unfolding gera
uma rede aciclica finita, tendo exatamente as mesmas marcagoes alcancaveis que a rede ori-
ginal. A anélise estrutural na rede desdobrada é bem mais facil do que da rede original e
como a semantica usada é baseada na relacao de ordem parcial, o problema de explosao do
numero de estados pode ser evitado por meio de uma busca seletiva. Uma vez gerado o

unfolding, aplicam-se diferentes métodos de andlise, tais como, algoritmo branch-and-bound
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em [McM92; Lil99], transformagdo do unfolding em subconjuntos de unfoldings livres de
bloqueio [TKK98, LK06], entre outros.

Alguns elementos bésicos para o entendimento da técnica unfolding [McM92, ES01], séo

sumarizados a seguir.

Definicao 5.2 (Relagdo de Ordem) [TKK9S8]- Seja N =(P,T,F), uma RP aciclica e x1,x, €
PUT

e x| precede x3 (x1 X xp) se (x1,x2) pertence ao fecho reflexivo-transitivo de F, ou seja,

existe um caminho entre x1 e xp. A relacdo de precedéncia € reflexiva, assim, Vx:x < x.

e x| exp sdo conflitantes (x1 Vxp) se existe ty,tr € T, distintos, tal que *t; Nt #0, ] < x|
et) < xp.

® x| e xp sdo concorrentes (x1 || xp) se ndo sao precedentes nem conflitantes.

As RP aciclicas sao faceis de serem analisadas, pois suas propriedades sao completamente
especificadas por relagoes de ordem [RK04]. Dessa forma, para analise e/ou manipulagao de
uma RP geral, um primeiro passo ¢ transformé-la numa descricao aciclica equivalente. Essa

equivaléncia entre as redes é baseada na seguinte definicao.

Defini¢ao 5.3 (Trago Equivalente) [KKTT98] - As redes Ny e Ny com conjuntos de
transicoes Ty e T, respectivamente, sao traco equivalentes em relacao a wma parte r de
{1} x{Ta} se, e somente se para qualquer seqiiéncia s =ty,... t,..., vidvel em Ny, existe

uma seqiiéncia ¢ =Ty,...,Tk,..., vidvel em Ny e vice-versa.

Defini¢o 5.4 (Rede de Ocorréncia) [TKK98] - E uma rede aciclica N = (P,T,F), na

qual todo lugar p € P tem, no mdximo, uma transicao de entrada, ou seja, |*p| < 1.

Existe na literatura uma variedade de algoritmos para a obtencao da rede de ocorréncia
McM92, TKK98, LK06, ES01]. Por meio de um exemplo bésico, os conceitos necessérios

para determinar uma rede de ocorréncia, serao apresentados, como segue.
Exemplo 5.1 Na Figura 22a é mostrado uma RP ciclica com marcagao inicial My = p1,p2.

e Segundo a Definicao 5.2, tém-se as seguintes relagoes de ordem para a RP na Fig. 22a:

ta || tp, th = tc <14, p1 || P2, P1 || P4, ta V1o
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ron

t

s~ o . . . o~ n
e Cada transigao #; (lugar p;), na rede original, tem um conjunto de transigdes t;,¢; ,; ...,
! 1 n ~ . ~ .
(lugares p;,p;,p; ,-..) correspondentes, na rede de ocorréncia. Sao as chamadas ins-
tancias de f; (p;). A rede original é trago equivalente da sua rede de ocorréncia, ou

seja, qualquer execugao viavel na rede de ocorréncia, ¢ também viavel na rede original.

A Figura 22b mostra a rede de ocorréncia correspondente para a RP da Figura 22a.

(a) (b)

Figura 22: RP ciclica (a) e a rede de ocorréncia (b)

Embora a rede de ocorréncia possa ser infinita é sempre possivel trunc|a-la numa subrede
denominada "prefixo finito completo’a qual possui todas as informacoes a respeito da rede
original. Esse prefixo finito completo é o chamado unfolding ou rede desdobrada. Para
truncar a rede de ocorréncia é necessario a nocao de configuracao local e marcacao bésica
[ESO01]

Definigao 5.5 (Configuracao) [TKK98] - um conjunto de transicoes C CT' éuma confi-

gura¢ao na rede de ocorréncia se:

/ / . / L /
e para cadat € C, a configuracao C contém t e todos os seus precedentes;

/ ~ , . A .
e C nao contém transicoes mutuamente conflitantes;
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~ 7/ . 7/ / 7/
e A configuragao minima que contémt e todos os seus precedentes, € chamado configu-

ragio local da transicio t e é denotado por {=<1'}.

Cada configuracao c corresponde a uma marcacao que é alcancavel a partir de My apos
todas as transicoes de C terem sido disparadas. Essa marcacao é chamada marcacao final e
¢ denotada por MF(C/). Uma marcagao final de uma configuracao local de ¢ é chamada de

~ s - 4 / /
marcagao basica de ¢ e é denotada por Mp(t ).

A . ~ . ~ ! . ~
As redes de ocorréncia sao truncadas por uma transicao #; chamada transicao de corte

(cut-off).

« ~ . ~ .~ / A . 7
Defini¢ao 5.6 (Transigdo de Corte) - uma transiciot de uma rede de ocorréncia € uma

transicao de corte se existe uma outra transicao t;- tal que:
) MB(t;) :MB(I;) e 1{= tl/} > #{= t;}, sendo § a cardinalidade.

A rede resultante da rede de ocorréncia, removendo todos os lugares e transicoes que

sucedem as transicoes de corte, é o unfolding.

Na rede de ocorréncia da RP da Figura 22b, a configuragao local {= c,} ¢ igual a

{t,, tl/), r.}. A marcacio bésica Mp(c ) = {p;,p;}.

As redes de ocorréncia sao truncadas pela transicao de corte segundo diferentes critérios
.~ / . , s . ~ s
e classes de RP. Para que uma transicao t; seja de corte é necessario que a marcacao bésica
! . ~ .~ ., ~ .
de t; repita a marcacao de alguma outra transicao ¢ jo Ja gerada pela rede de ocorréncia. Na

Figura 23 é mostrado o unfolding para rede ciclica da Figura 22a.

Existem varios trabalhos usando unfolding na anélise de RP via relacao de ordem. Além
da facilidade de anédlise obtida ao transformar uma RP ciclica em uma equivalente aciclica,
os métodos de relacao de ordem usando unfolding, permitem verificar propriedades das RPs,
tais como, seguranca, limitagao, persisténcia, entre outras. Na seqiiéncia, sao apresentados

alguns teoremas e proposicoes resultantes da andlise de RP usando unfolding.

Teorema 5.2 ([McM92]) Seja N' o unfolding de N. A marcagio M é alcangdvel de N se, e

somente se, € a marca¢ao final Mg de alguma c finita de N.

Proposicao 5.3 ([KKTT98]/) Uma RP ¢é segura, se e somente se, cada lugar p ndo tem

istancias concorrentes no seu unfolding
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Figura 23: Unfolding da rede de ocorréncia da Figura 22(b)

Proposicao 5.4 ([KKTT98]) Seja N o unfolding de N. N € ilimitada se, e somente se,
existe uma transicaot € T que tem duas instancias em N/, e t", tais que { = { e MB(t/) <
Mp(t").

Adaptando o conceito de transi¢oes independentes de [God96], [Lil99] é desenvolvido alguns
algoritmos para o célculo do conjunto de transicoes persistentes, usando unfolding como
estrutura causal de uma RPT. Em [LKO06], é analisado um escalonamento para anélise de
parametros de desempenho em um sistema de manufatura usando o processo de unfolding

de uma RPT.

5.3 Meétodos de Reducao para Redes de Petri Tempo-
rais

Os métodos de reducao para as RPT sao baseados nas técnicas de reducao estabelecidas
para redes nao temporizadas. Por meio de agrupamento de transicoes e lugares, esses métodos
visam reduzir o modelo, mantendo inalteradas as propriedades da rede original. Em geral,
partem do seguinte principio, qualquer redugao no tamanho da RP, resulta em consideravel

redugao no tamanho do espago de estados correspondente [Ber87, SB96, JM92].

Varios trabalhos, investigando técnicas de reducao para RP, sao encontrados na litera-

tura. Em particular, [Ber87] desenvolve uma série de regras para redu¢ao de uma RP. Em
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[DE95]. Sao desenvolvidas regras de redugao para uma subclasse de RP chamada, rede de
livre escolha. Quanto as RPT, o principal e primeiro método de reducao do espago de esta-
dos é o grafo de classes de estados. Apesar das criticas quanto a sua precisao na verificacao
quantitativa de propriedades temporais, muitas das alternativas que surgiram , tanto para
reducao do espaco de estados, quanto para verificacao e validacao de execucoes com restricoes
de tempo, sao baseadas nas classes de estados. Dentre as alternativas a classe de estados
tem-se, por exemplo, o algoritmo baseado em zona (conjunto de restrigoes e clocks), que
possibilita transformar o espaco de classes em um automato temporizado, ao qual pode-se
aplicar métodos de reducao. Outra alternativa esta no trabalho apresentado em [BV03| que

propoe uma classe compacta de estado atomico.

Para as RPT's sao poucos os trabalhos baseados em técnicas de reducao do modelo. Dois
importantes trabalhos nessa linha, sdo apresentados em [SB96, JM92]. Nas duas proximas

secoes € feita uma introducao a esses trabalhos.

5.3.1 Reducao de RPTs Pontuais

Em [SB96], um conjunto de regras para redugao de redes ordindrias, sao entendidas para
as RPTs e, usando a nocao de equivaléncia entre redes, os autores mostram que as restricoes
temporais sao preservadas. Usado para andlise de programas para tempo real codificado em
ADA, o modelo adota um caso particular das RPTs, a chamada rede STP (Simple Time
Petri Net). Nesta rede, os intervalos associados as transi¢oes s@o trocados por pontos. Esta
simplificacao ¢ justificada pelos autores para gerar o espaco de estados mais rapidamente e

para facilitar a analise de programas para tempo real.

Nas Figuras (24) e (25), é mostrada a fusdo de transigoes em série e em paralelo. As
regras para tais fusoes serao apresentadas conjuntamente com as regras para reducao de
RPTs, pois uma STPN é uma RPT particular.

Vérias outras regras sao apresentadas em [SB96]. Todas elas, porém, sdo propostas para
serem usadas em redes STP. Além disso, as regras foram criadas para andlise de programas
para tempo real. Portanto, nao ha qualquer garantia que sejam validas ou adequadas para

outros tipos de sistemas.
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t, 11,11 i ‘ Afll.l] tf[3,3]‘A‘ Nzll,ll

t,2,2

Figura 24: Fusao de transi¢coes em série para redes STP

t [1,1]

t, [2, 2] 1t,12, 2]

P, P,

Figura 25: Fusao de transicoes paralelas para redes STP



5.8 Meétodos de Reducdo para Redes de Petri Temporais 72

5.3.2 Reducao de RPT com Atraso

Em [JM92] é apresentado uma derivagao das RPT's chamada RPT com atraso e que sera
tratada por DTPN (Delay Time Petri Nets). A DTPN é uma extensao das RPs com tempo
tendo associado a cada arco um intervalo estatico de atraso. Desta forma, uma marca s6 sera
utilizada para habilitar uma transicao de saida, apds o intervalo de tempo estatico associado
ao arco que liga o lugar a transicdo. A habilitacao de uma transi¢do ocorre, portanto, apos

a liberagao, pelo arco de entrada da transicao, da marca que ela necessita para o disparo.

Na Figura 26 mostra-se um exemplo simples de uma DTPN. Os lugares p; e pp estao
inicialmente marcados. A marca no lugar p; pode ser usada para habilitar a transicao ¢ no
intervalo [1, 2]. Enquanto a marca em p; pode ser usada por  no intervalo [0, 3]. A transigao
t comeca a ser habilitada quando ambas as marcas puderem ser usadas para habilita-la. O
inicio da habilitacao de ¢ é, entao 1, pois a marca 1 s6 podera ser usada a partir desse
instante, ja que a marca 2 estd disponivel desde o instante 0. O maximo de tempo para que

t permaneca habilitada ¢ 3, que ¢ o maximo tempo de liberagao do arco p, —¢

P, P,
L marca 1 disponivel para t
® marcal (1, 2] [0, 3] \:Ei marca 2 disponivel para t
® marca?2 \,;‘/ t comeca a ser habilitada

t dispara

marca 1 chega em p,

P, p, /:> marca 2 chega em p,

Figura 26: Um exemplo de uma DTPN

Segundo os autores, as redes de Petri temporais e as temporizadas, passam a ser subclas-
ses das DTPNSs, pois podem ser representadas a partir das DTPNs. Por exemplo, uma RPT
¢ uma DTPN com todos os intervalos estaticos de atraso iguais a [0, 0]. Na transformagcao
de uma RPT para um DTPN, ja se consegue uma primeira reducao na rede, e a partir de

um conjunto de regras para fusao de transi¢oes e lugares obtém-se uma rede reduzida.
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6 Meétodos de Reducao via
Aproximacao Intervalar

Este capitulo apresenta uma contribuicao para o problema de reducao de uma RPT.
Na primeira parte do capitulo, Secao 6.1, é apresentado um método analitico que, através
de um conjunto de regras, possibilita o agrupamento de transicoes e lugares de uma RPT.
O objetivo desse agrupamento é provocar uma reducao no modelo, sem comprometer as
informagoes temporais da rede. Na segunda parte do capitulo, Secao 6.2, é apresentado um
algoritmo que, usando elementos dos métodos de ordem parcial, produz uma rede reduzida.

A rede reduzida pode ser obtida a partir da rede original ou de parte dela.

6.1 Meétodo de Reducao para RPT Baseado em Regras

Baseado nas regras de reducao para as RP nao temporizadas e respeitando as restrigoes
de tempo de cada transicao da rede, este método pode produzir uma reducao drastica no
espago de estados da rede original, principalmente, quando héd um elevado grau de paralelismo

na estrutura.

Retornando a rede mostrada na Figura 20, acrescenta-se um intervalo de tempo de
sensibilizacao a cada transi¢ao, de modo que todas sejam dispardveis no estado inicial. O
grafo de alcangabilidade da rede original é mostrado na Figura 27a. Para a rede reduzida, o

grafo é mostrado na Figura 27b.

Assim, a partir do estado Sy, para alcancar o estado Sg, em vez de optar por uma das
possibilidades, agrupam-se as transicoes cujos disparos sao independentes que juntas levam
ao estado final de interesse, Sr. Desta forma, preserva-se todas possibilidades de execucao

da rede original.

A rede reduzida deve ser capaz de representar a rede original. Porém, ocultando estados

intermediarios desnecessarios a anélise de alcancabilidade.
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(a) (b)

Figura 27: Espago de estado completo (a) e reduzido (b), para a rede da Figura 20

6.1.1 Equivaléncia de Redes

O objetivo de se reduzir uma rede de Petri, temporizada ou nao, é obter uma rede que,

sob determinado ponto de vista, seja equivalente a rede original.

No caso das redes temporais, a rede reduzida deve preservar nao apenas as propriedades
légicas como, bloqueio, seguranga, limitacao, entre outras, mas também garantir que as

restri¢oes temporais impostas a rede original sejam respeitadas.

Definigao 6.1 (RedesEquivalentes) - Seja N uma rede de Petri, temporizada ou nao, a qual
é transformada em uma rede N através de agrupamentos de lugares e transi¢oes. Seja tam-
bém U o conjunto de lugares e transi¢oes que foram agrupados. A rede N € dita equivalente

\ / . \ . . ~
a rede N se ssatisfaz as sequintes condicoes,

. L(N)\U:L(N’)\U

e Se a rede original é sequra, entao, a rede reduzida também o é.

sendo L (N) o conjunto de todas as seqiiéncias legais de transi¢oes disparadas a partir de M.

A primeira proposicao assegura que as redes, original e reduzida, geram a mesma seqiién-
cia, quando retirados da rede os elementos envolvidos no agrupamento. A segunda proposicao

assegura a primeira condi¢ao, como serd visto.
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6.1.2 Fusao de Transicoes Concorrentes

Seja um grupo de transicoes 7, € T em uma RPT. Se todas as transicoes t; € T, tém
lugares de entrada distintos e todos esses lugares tém uma mesma transicao precedente e
nao pertencente a T,, entao o conjunto T, pode ser representado por uma unica transicao,

como mostrado na Figura 28.

Figura 28: Fusao de transi¢oes em paralelo

Formalmente, tem-se que:
Um conjunto de transicoes Ty, € substituivel por uma tnica transicao t, se, e somente

se, existir uma transicdao to ¢ T, e para cada t; € Ty, hd um lugar distinto p;, tal que:

1. Cada lugar p; tem a mesma transi¢ao de entrada, ou seja, *p; = {to}.
2. Todo lugar p; tem uma sd transicao de saida, p? = {t;}.
3. Para toda transicdo t; € T,, tem-se °t; = {p;}.
4. Todos os lugares p; tém a mesma marcagao inicial.
5. Qualquer par de transicoes t;,t; € Ty, t; # t;, deve ter: ©(t;) N ©*(t;) #0
Aproximagdo Intervalar:
O intervalo estético da transicao t, serd a uniao intervalar dos intervalos estaticos das tran-

sicoes t;,
i(ty) =i(r)U...Ui(t;) = [min{d;}, max{A;}]. (6.1)

Sendo, i(#;) = [§;, Aj] o intervalo estético da transigao .

As quatro primeiras condigoes sao essencialmente as mesmas para as redes de Petri

sem tempo. Em [SB96] tais condigoes sao aplicadas a uma classe particular de RPT, na
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qual, as transicoes em paralelo devem ter intervalos estaticos pontuais e iguais. A quinta
condicao garante que, ao serem habilitadas, todas as transicoes t; € T, serao disparaveis.
Em uma RP marcada, a transicao fy é a transicao habilitada pela marcacao inicial e Mg é
a marcacao objetivo, ou marcacao final. Portanto, o objetivo da fusao das transicoes t; é
ter uma estrutura seqiiencial que facilite o calculo do intervalo de tempo necessario para, a

partir da marcagao inicial, alcangar uma marcacao desejada.

Algumas estruturas, por serem comuns, podem ter um equivalente seqiiencial definido

como em [PZH97]. Algumas dessas estruturas sdo apresentadas, como segue:

e Ramo Sincronizante - caso as quatro primeiras condig¢oes sejam atendidas, e existindo

uma transicao t; ¢ T), tal que:

() 17 ={pi} e p} ={1;};
(ii) *tj ={pi}
(iii) M(*t;) = M(*) = 0.

Aproximagdo Intervalar

O intervalo da transicao ¢, ¢ calculado, como segue:

i(,) = [max{8;}, max{A;}]. (6.2)

Para a transicao t; tornar-se habilitada ¢ necessdrio que todos os seus lugares de en-
trada, p;, estejam marcados. Para tanto, as transigoes #; devem ter sido disparadas.
Estando em paralelo, a ultima a atingir o limite minimo de sensibilizacao serd a que
tiver maior limite inferior do intervalo estatico. De maneira semelhante, a transicao de
maior limite superior do intervalo estatico determinard o maximo tempo de sensibili-

zagao de t;.

Na Figura 29, é mostrado um exemplo de um ramo sincronizante. Nesta rede, a
habilitacao da transicao t3 s6 podera ocorrer apds todos os seus lugares de entrada
estarem marcados e isto s6 acontecera quando houver o disparo da transicao com
maior limite estatico inferior, que neste caso é a transicao t», e no maximo quando
houver o disparo da transicao com maior limite estatico superior, que neste exemplo
também é t,. Esses limites, portanto, determinam o intervalo da transicao equivalente,

como definido pela Equacao (6.2).

A Figura 30 mostra o grafo de alcangabilidade da marcagao inicial My = po na rede
original e na rede reduzida. Na rede original, o conjunto de transicoes ¢ dado por

T =11,t,13 e o conjunto das transicoes agrupadas e U =t1,tp,f,. Assim,
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t,[1,3] | | | t,12,4]

P, P,

t,[2, 4]

O

Figura 29: Exemplo de sincronizacao

L (N) = to, tot1, tot1 12, tot 11213, totaty , totat 113
L (N’) = 10, ol p, ol pl3
L(N)\U = to,tot3tp = L (N) \U
o conjunto de estados alcancados a partir de My para as redes, original e reduzida, sem

as transicoes envolvidas no agrupamento, sao iguais, logo, a rede reduzida e a original,

sao equivalentes.

e Exclusdo Matua (Muter)- E uma estrutura para assegurar que apenas uma execucao
por vez seja capaz de usar um recurso compartilhado. No contexto das RPs pode ser
definido de varias formas. Por exemplo, quaisquer duas transicoes estao em exclusao
mutua se elas formam um invariante de lugar e a marcacao inicial tal que a soma das

marcas no lugar do invariante ¢é igual a 1.

Na Figura 31a ¢ mostrado um muter em uma RPT. Neste caso, apesar das transigoes
11 e tp estarem conflitantes pois, *t; N* ) = ps, o disparo de f;, por exemplo, nao retira
a marca do lugar p,. Portanto, sendo uma rede segura, a estrutura muter pode ser

transformada numa estrutura seqiiencial, como mostrado na Figura 31b.

e Ramos Paralelos Independentes - a partir da marcacao inicial, sao derivados ca-
minhos independentes T;, compostos de lugares e transicoes, conforme mostrado na

Figura 32, satisfazendo as seguintes condigoes:

— cada caminho T; =1y, p1j,t1j,. .-, Pmj, OU Seja, inicia na transi¢ao ty e termina em
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[5,10]

(a) (b)

Figura 30: Grafo de alcancabilidade das redes original e reduzida, mostradas na Figura 29

je
-

t out,

Figura 31: Exclusao Mutua (a) e sua equivalente reduzida (b)
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um lugar da marcagao final Mp.

— cada lugar p € T;, possuit uma, e somente uma, transi¢ao de entrada e uma e
somente uma, transi¢ao de saida. Enquanto, cada transi¢do t € T; possui um so

lugar de entrada.

— para todo p € Tj, My(p) =0

P

pl

Figura 32: Fusao de ramos paralelos independentes

Respeitadas as condigoes anteriores e as condigoes gerais da regra para fusao de transicoes
paralelas, as transigoes t1; € ®;, j € {1,...,n}, podem ser fundidas e o intervalo resultante é
obtido usando a Equacdo (6.2). A partir da fusdo das transi¢oes #1;, novas transicoes podem
atender as condigoes para que possam também serem fundidas. Assim, pode-se obter uma
rede seqiiéncia equivalente, cujo intervalo de tempo para, a partir da marcagao inicial My, se

alcancar a marcagao objetivo Mg, contém todas as possibilidades da rede original.
De uma maneira geral tem-se a seguinte situcao:

Seja T = (RP,I*) uma RPT. Se a partir da marcagao inicial, a rede possuir caminhos
paralelos e independentes, que levem a lugares da marcacdo final, esses caminhos podem ter
suas transicoes fundidas, sequnda a regra de fusao de transicoes. Na rede reduzida o intervalo
de tempo necessdrio para uma marca, a partir da marcagao inicial, alcancar a marcacao final,

contém os intervalos de todos os caminhos independentes da rede e que foram fundidos.

Na Figura 32 sao mostrados caminhos paralelos independentes.
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Prova 6.1 Qualquer caminho independente T;, iniciado em ty e terminado em um lugar

pj€P | Mp(pj) >0, terd um intervalo de tempo, no mdzimo igual a:
i(mj) = (1) +4'(117) + -+ (tmj) = do+ LIy [8ij, Aij]
sendo t,; € °p;.

e O intervalo da rede equivalente i,y € composto pelos sequintes intervalos,

teqg =% (fo) + X0 [min{d (t;1),...,0 (fin) }, max{A(t;1),...,A(tn)}]

como,
min{d(r11),...,0(tn1)} < 8(tj1), Vj=1,...,n
¢
max{A(ti1),...,Ata1)} > Altj1), Vj=1,...,n
e [ogo,

[min{S(tll),...,S(tnl)}, maX{A(tll),...,A(tnl)}] D) [5(1‘]'1), A(l‘jl] V] =1,...,n

e Assim,

(10) + X%y [min{3 (11),..-.8 (1)}, max{A(ta), .. At)}] 2 #(10) + X2y [8 (1), Altr)]
e Logo,

ieq 2 i(nj)v VjE{l,...,l’l}

Exemplo 6.2 Na Figura 33 € mostrada a fusdo das transicoes ty e t, em paralelo. A fusao

dessas transicoes gera a fusao das transicoes t3 e ty.

Na Figura 34 é mostrado o grafo de alcancabilidade para a rede da Figura 33a com
marcagao inicial My = pg e marcagao final Mg = {ps, ps}. Apesar de haver apenas dois
caminhos, existem seis possibilidades de execucao entre a marcacao inicial e a marcagao
final. Usando a regra para fusao de transicoes, pode-se reduzir consideravelmente essas
possibilidades e ainda calcular o intervalo de tempo para, a partir da marcacgao My, se alcancar
a marcacao Mg. A Figura 35 mostra a alcangabilidade quando apenas uma redugao ¢é feita

(a) e quando a rede original é reduzida a forma seqiiencial (b)
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Figura 33: Fusao de ramos paralelos

[2, 5]
[3, 5]

[4 9] t, [2, 5]
[3 5] t,[4, 8]
t ] [2 5]

Figura 34: Alcancabilidade completa para a rede da Fig. 33
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TR

@ . @ )

[4,9]
[3,8]
[3,9]
(4, 8]
(4, 9] tpz

v

t

4

-

(a) (b)

Figura 35: Alcangabilidade reduzida devido a fusao das transigoes t; —ty (a), t3 —t4 (D)

6.1.3 Fusao de Transicoes Conflitantes

Uma das estruturas mais comuns na modelagem de sistemas é o conflito. Do ponto de
vista da andlise, a melhor alternativa é verificar cada uma das possibilidades conflitantes.
Essa alternativa, em muitos casos, pode ser bastante trabalhosa e cara em termos computa-

cionais. Assim, esta subsecao apresenta uma regra para fusao de transicoes conflitantes.
Seja T, C T, um conjunto de transicoes conflitantes. T, pode ser substituido por uma
transicao equivalente, t., caso as sequintes condicoes sejam satisfeitas:
1. Todas as transicoes conflitantes tém mesmo lugar de entrada, ou seja, Apg tal que
YVt € T. entdo, *t = {po}.

2. O lugar py € seguro e tem as transicoes conflitantes, como conjunto de transi¢oes de

saida, ou seja, py = T;
3. A intersecao dos intervalos estdaticos das transi¢oes conflitantes deve ser nao nulo, ou

seja, sety, ty € T,, entdo, ©(t1) N ¢ (tr) # 0

Aproximagdo Intervalar:

O intervalo da transicao equivalente z. é calculado como segue:
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i(t.) = [min{dy,...,8,}, min{Ay,...,A,}] (6.3)

sendo, §; e A;, i=1,...,n, os limites inferiores e superiores dos intervalos estaticos das tran-

sicoes conflitantes.

O intervalo da transicao equivalente esta baseado na regra de disparabilidade para tran-
sicoes habilitadas em uma RPT, ou seja, se um grupo de transi¢coes concorrem pela mesma
marcacao, o limite méaximo para essa concorréncia serd o menor dos limites superiores das
transicoes. Enquanto que o limite inferior serd estabelecido pela transicao de menor limite

inferior.

A Figura 36 mostra uma estrutura com duas transicoes conflitantes, t; e ;. Ambas
atendem as condigoes exigidas na Subsecao 6.1.3, entao elas podem ser fundidas, como
mostrado na Figura 36b. A fusao de transi¢oes conflitantes podera gerar uma estrutura
concorrente, como mostra a Figura 36b. Essas novas estruturas, se atenderem as condicoes

da Subsegao 6.1.2, poderao ter suas transicoes fundidas, como mostra a Figura 36c¢.

t, [1, 2] t, [1, 2]? t, [1, 2]?

P

t [1,3]

O,

(a) (b) (c)

Figura 36: Transi¢oes conflitantes (a) fusao de transi¢oes conflitantes (b) fusao de transigoes
concorrentes (c)

6.1.4 Fusao de Transicoes em Série

A condicao para fusao de duas transicoes em série t e f, é que ambas possam ser dispa-
radas ou que nenhuma das duas jamais dispare. Para que essa condicao exista é preciso que

sejam separadas por um lugar p, tal que:

1. O lugar p nao tem marcagao inicial, My(p) = 0.
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2. O lugar p é o unico lugar de saida de #; e o tnico lugar de entrada de fp, ou seja,
1t =*1n={p}.

3. O lugar p sé esta conectado as transicgoes t; e tp, de modo que, *p =1t e p* =1;.

4. ¥V p € °n, entao p* = {11}, exceto se, i*(t;) = [0, 0].

Aprozimacao Intervalar:
Neste caso, t e 1, podem ser trocadas por uma transicao t;, com intervalo estatico calculado

como segue:
i°(1;) =1(n) +1'(2)

Na Figura 37 é mostrado um exemplo de fusao de transi¢oes em série.

Po

t1[1,2l?

Figura 37: Fusao de transicoes em série

As trés primeiras condigOes sas as mesmas para as RPs nao temporizadas. A quarta
condicao ¢ ilustrada na Figura 38. Na Figura 38a, o lugar p; satisfaz as trés primeiras
condigoes da regra acima. Caso nao houvesse a quarta condicao, as transigoes 1 e t, poderiam
ser trocadas por uma unica transi¢ao, como mostra a rede na Figura 38b. Assim, uma marca
em po habilita as transicoes ; e t3, como sao conflitantes, qualquer das duas poderia disparar,
dentro do intervalo [3, 4]. Porém, a quarta condigao impede que tal fus@o seja feita, pois a
transicao 3, devido ao seu intervalo estatico de disparo, nao estd em conflito com a transicao

1.

As regras para fusao de transigoes em série sao definidas para redes seguras, pois assegura-

se a condicao de equivaléncia entre a rede original e a rede reduzida, como mostrado a seguir.

Considerando Sy = ( My, Ip ) como sendo o estado inicial e Sp = (Mg, Ir ) o estado final

e sendo a rede segura, tém-se para a Figura 37,
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Py
t[1,2 t,[3, 4] P,
p P,

) On

(a) (b)

Figura 38: Fusao inadequada de transigoes em série

e para rede original

Mo = My =
So = 0= Po (tlv[j]) S =14 1=pr (’2’[_1’?]) Sp = {Mp = pF
Iy =1, 2] iy =1, 4]

e para rede reduzida

Mo = po v
So=19 . Callgh Sr = {Mr = pr
10 = [1, 2]

As regras para fusao série também podem ser utilizadas para redes k-limitadas. Consi-
derando a rede mostrada na Figura 37, se a rede original tem marcagao inicial My(pg) =2, na
Figura 39a sao mostradas as marcagoes alcancaveis entre My e Mg. O grafo da rede reduzida,
Figura 39b, possui apenas os estados alcancados pelos disparos da transicao t;, que corres-
ponde ao disparo da seqiiéncia 1. Porém, como o interesse esta na estimacao do intervalo
de tempo entre Sy e Sr, nao havendo qualquer interesse em estados intermediarios, pode-
se verificar que o intervalo de tempo para alcancar o estado final, usando a rede reduzida,

contém os intervalos obtidos usando a rede original, ou seja [2, 8] D [2, 6].

Existem outras estruturas que permitem fundir transicoes em série, entretanto cada uma
tem sua particularidade quando analisada com uma RPT, impossibilitando, portanto, uma
generalizacao. Nesta tese, s6 serd utilizado este tipo de reducao, quando nao houver qualquer

interesse nos estados intermediarios ou, entao, quando a rede for segura.
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(@) (b)

Figura 39: Grafo de classes para a rede da Figura 37 com My(po) =2

6.1.5 Reducao de Lugares Redundantes

Fusao de Lugares Paralelos

Se dois lugares p; e p sao paralelos e satisfazem as seguintes condicoes:

1. M(p1) = Mo(p2) = 0;

2.°p1="prepl=p5#0

Entao, um dos lugares pode ser removido, como mostrado na Figura 40.

Remocao de Lugares

e Se um lugar p tem marcagao inicial My(p) =0 e p nao tem transicao de entrada, ou

seja, *p =0, entao, p e toda t € p*, podem ser removidos.

e Seum lugar p nunca é obstdculo para o disparo de suas transi¢oes de saida, entao, p é
denominado de lugar implicito e pode ser removido, sem que cause qualquer modifica¢ao

no comportamento da rede.
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t[1,2] t,[1,2]
Py P, [ P,
t,[0, 2] %tz[o, 2]

Figura 40: Fusao de lugares paralelos

Na Figura 41 é mostrado um caso especial de remocao de lugar.

Po t,[1, 2] t 11, 2]
P, —> P,

t,[0, 2] t,[0, 2]

Figura 41: Reducao de um lugar implicito

6.2 Método de Reducao para uma RTP via Relagao
de Ordem

O principio béasico desse método é garantir que, se existem duas ou mais possibilidades
de ocorréncias concorrentes em uma RPT, elas podem ser representadas por uma tnica
ocorréncia, desde que sejam mantidas as condic¢oes logicas e temporais da rede. Dessa forma,
pode-se limitar o nimero de ocorréncias redundantes e transformar a rede original em um

modelo equivalente bem mais simples.

Uma outra idéia na qual o método se baseia é que a ocorréncia de uma transicao de-
pende, fundamentalmente, da ocorréncia dos seus antecessores. Agrupando as transicoes da
rede, segundo sua ordem de precedéncia, o método ordena todas as seqiiéncias de transicoes

originadas a partir das transi¢oes inicialmente habilitadas.

Explorando esses dois principios, o algoritmo produz uma rede reduzida, que capta e

agrupa estruturas que podem ser executadas concorrentemente, respeitando as dependéncias
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entre ocorréncias. Essas estruturas sao identificadas através de uma matriz de transicoes que

apresenta, de forma ordenada, todas as transicoes da rede original.

Toda transformacao obtida é baseada no seguinte principio: se em uma RPT héa dois
estados S1 e Sy, tal que, Sy é alcancavel a partir de S7, entao existe um caminho equivalente

entre 1 e Sy e que contém todos os demais caminhos.

Baseado nesse principio, é construida uma estrutura algébrica, cujos os elementos estao

descritos a seguir.

6.2.1 Matriz de Transicoes

A matriz de transicoes relaciona as transicoes da rede, segundo suas relagoes de prece-
déncia na rede. A matriz de transigoes é obtida a partir do conceito de matriz de caminhos
da teoria de grafos orientados [LL04] e sua redugdo a partir de técnicas que exploram a

existéncia do paralelismo e do conflito estruturais em uma RPT.

Para gerar a matriz de transicoes, a rede é tratada como sendo uma rede aciclica que é

o traco fundamental. Para isso, serao formadas estruturas conforme explicado a seguir.

6.2.2 Conjunto de Transicoes

Sejam T e P, os conjuntos de transicoes e lugares de uma RPT, respectivamente. Os
conjuntos T e P podem ser particionados em subconjuntos disjuntos, segundo a ordem de
precedéncia das transicoes e dos lugares na rede. Assim, os seguintes pares de conjuntos

serao formados:

Py={peP|*p =0}

[ J

To={to, €T | *to, C Py} ouTo={t;, €T | Pre(to,) <M(°to,)}
. Pi={peP\Pk | *pCTp}

h = {tli ET\T | El(toﬂtli)’ lo, N s Io; € To}
, 2={peP\{RURA} | *pCTi}

T, ={t, e T\{TWUT} | (to;,11,,12,), to, 3 1, 3 to;, to, € To,ti, € T1}
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Po={peP\UZ; 'P | *pCT1}
o T,={m eT\UZ; ' |
E|<t0i7"*7tni)7 t()i f_\<./ thnia t()i S TO?"' 7tn—li € Tn—]}

sendo, 7, = 1, a ordem de precedéncia entre as transicoes t, e f,. Isto significa que t, precede

Y

tp, ou seja, ty N °tp # 0.

Para uma rede marcada, entretanto, Py é o conjunto dos lugares com marcas, enquanto
que Ty é conjunto das transicoes habilitadas pela marcacao inicial ou, é o conjunto das

transigoes fonte, caso Py = 0 [Mur89].

O conjunto T, contém todas conexoes entre cada transicao fonte ou transicao inicialmente
habilitada e as suas transicoes sucessoras. Portanto, se ha um caminho entre uma transicao ¢
pertencente ao conjunto Ty e uma transicao objetivo, ou transicao que leva a uma marcagao

desejada, esse caminho serd composto por elementos de T,.

6.2.3 Cardinalidade e Enumeracao dos Conjuntos de Transicoes

A cardinalidade de cada conjunto T (k=0,...,n), é indicada pelo niimero de transigoes
ou o numero de tuplas que Ti contém e é denotada por §7;. Enquanto a cardinalidade de T
¢ igual ao nimero de transicoes da rede.

T =A{(to1,- - tk1), .-, (tois- - s lmk) }

N J

Vo '
T Tim

T=TuhLuUu...T,

Dentre os conjuntos T o conjunto Ty é o mais precedente de todos, ou seja, os elementos
desse conjunto, precedem, estruturalmente, todos os demais elementos de 7. Na outra extre-
midade da ordem de precedéncia estd o conjunto 7j,, cujos elementos sao os mais sucessores

de todos.

Baseado na ordem de precedéncia, podem-se enumerar os elementos dos conjuntos Tj.
Qualquer elemento dos subconjuntos T\{Tp,7,} é ordenado segundo sua posi¢ao na tupla.
Porém, se um determinado elemento pertence a uma tupla do conjunto 7, e esse mesmo
elemento pertence a uma tupla de um conjunto T\ 7,, entdo, esse elemento serd ordenado

segundo a sua ordem em T},

IPara evitar a busca pela ordem de elementos pertencentes a mais de um conjunto Ty, deve-se comecar a
enumeragao a partir dos elementos de T,,.
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Para ordenar os conjuntos 7; uma funcao f : T — N ¢ definida, como segue:
ftor) = 1, ft2) = 2, oy fltom) = m

f(tnl):p_r, f(tn2):p_r+l7 Tty f(tnr):p

sendo m = {Ty, r =1T,, e p =1T.

6.2.4 Matriz Parcial

Cada subconjunto Tj, com suas transicoes ja ordenadas, é transformado em uma matriz
com numero de linhas igual a cardinalidade de T} e o nimero de colunas igual a cardinalidade
de T. A posicao das transicoes nas colunas segue a ordem de precedéncia na rede, ou seja, se
t1 ocupa a coluna 2 e tg ocupa a coluna 4, entao, t; = g, ou entre ] e t; nao ha dependéncia.

A matriz parcial é, entao, definida como segue.

Defini¢ao 6.2 (Matriz Parcial) Seja uma RPT e T o conjunto de suas transi¢oes. Para
cada conjunto T, CT e Tp = {(to1,--- k1) (t0is- - stmx)} tem-se uma matriz parcial MP,
———— ———

T Tion
booleana e de ordem r X n, sendo r a cardinalidade do conjunto Ty e n a cardinalidade de T .

Os elementos da matriz MP sao definidos pela sequinte relagao,

1, set; 3 t;

0, caso contrdrio

sendo, tj, tj € Ty, i=1,...,r

6.2.5 Matriz de Transicoes

A matriz de transicoes é composta das matrizes parciais da rede. A matriz tera ordem
mr X n, sendo my a soma das cardinalidades dos T} conjuntos e n a cardinalidade de T. Logo,

a matriz de transicoes ¢ obtida como segue,

MPg

MP;
MT=| (6.5)

MP,,



6.2 Método de Reducdo para uma RTP via Relacao de Ordem 91

A matriz MT apresenta todas as relagoes de precedéncia entre as transigoes da rede.
Se a matriz de transicoes apresenta duas ou mais linhas, nas quais os ultimos elementos
pertencem a mesma coluna, entao, estas linhas podem ser agrupadas pois, representam
diferentes ramificagbes para se chegar a mesma transicao. Apods o agrupamento, a linha

resultante conterd todas as precedéncias dessa transicao.

Apo6s todos os agrupamentos possiveis das linhas, a matriz assume a forma quadratica de
ordem igual ao niimero de transicoes na rede e nessa forma passa a ser um caso particular da
matriz fecho transitivo, definida na teoria dos grafos para representar relacoes de precedéncia
[LLO4].

6.2.6 Reducao da Matriz de Transigoes

A matriz MT sera submetida a um processo de reducao, agrupando linhas e colunas que
representam transicoes independentes ou conflitantes. O objetivo é transformar a matriz MT
numa matriz reduzida equivalente, em que suas linhas representam juncoes de caminhos que

levam ao mesmo objetivo. O processo de reducao utiliza o seguinte procedimento:

1. Repetir o passo 2, enquanto as condicoes de aggrupamento forem atendidas.
2. Variaride 1 a n:

(a) Se MT(i+1,i)=0
(b) Verificar se existe precedente comum, CASO SIM:

i. Agrupar as linhas e colunas i e i+ 1 de MT, de modo que, para j=1,2,...,n:

A. Somar linha ¢ com i+ 1
Se MT(i, j) =MT(i, j) +MT(i+1,j) > 1, fazer
MT(i,j) = 1.
B. Somar coluna i com i+ 1
Se MT(j,i) +MT(j,i+1) > 1, fazer
MT(j,i) = 1.

ii. Anular linha e coluna i+1
3. Fazer MI = MT.

4. Verificar se t, e t;, podem ser agrupadas

Se i(t,) Ni(tp) # 0
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e Set. Styet. Sty

— Se Pre(t,) = Pre(t) e *(Pre(t,)) =* (Pre(t,)) =t., entdo, t,p =1, V1 €,

i(tap) = [min{d(1a),8 (1) }, min{A(ta), A(2)}]
— Se Pre(t,) N Pre(ty) #0

Transformar a estrutura
— Se Pre(t,) N Pre(ty) =0
(a) Se *(Pre(t,)) =* (Pre(tp)) =1,

* Se (Pos(1,))® = (Pos(tp))® =tg, entao, t,p =14 || tp €,

i(t,p) = [max{d(t,),0 (tp) }, max{A(t,),A(tp)}]

« Caso contrario, entdo, t,, =1, || t5 €,

i(fap) = [min{8 (t),8 (1) }, max{A(ta), Aty)}]

(b) Se tg, tp, € Ty, entdo, ty, =1, || 1y €,

i(typ) = [min{d(2,),d (1)}, max{A(t,),A(tp)}]
e Se=1,3t,=20

— Sety, ty € Ty, entao, ty, =1, || 1p €,
i(tap) = [min{d(1a),0 (1) }, max{A(ta),Altp)}]
6.2.7 Matriz Intervalar
A matriz intervalar C pode, entao, ser definida, como segue:

Definigao 6.3 Seja MI € Z+"™", uma matriz booleana resultante do agrupamento de transi-
coes conflitantes e independentes. A matriz C € IR™" ¢ denominada matriz intervalar de
uma RPT, e € obtida substituindo o elementos MI(i,j) =1 pelos intervalos das transi¢oes

equivalentes, como seque,

e Seja r a ordem da matriz reduzida MI.

Variar j=1,2,...,r ei=j,2,...,r:
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Se MI(i,j) =1,
fazer C(i,j) = i(o;),

A matriz intervalar C apresenta todas as relacoes de precedéncia entre as transicoes da
rede. A partir dessa matriz, pode-se analisar, para uma ampla classe de RPT, aspectos
como: intervalo de tempo para ocorréncia de determinada transicao, média de disparo em

um intervalo de tempo especificado, tempo de ciclo, entre outros.

Exemplo 6.3 Seja uma RPT cujas tiplas geradas por cada subconjunto do conjunto de

transicoes, a0 como seque:

To=1{n}

h={(n.n2), (t1,13), (11,15)}

T ={(t1,2,14), (t1,13,15), (t1,15,16) }
T3 = {(t1,12,14,1) , (t1,13,15,%6) }

A partir das matrizes parciais MP, geradas pelos conjuntos acima, forma-se a matriz de
transigoes, MT.
Po=(100000)

110
1 01
1 00

0 0

00

01

11010
MP,=]1 0 1 0 1

110101
101011

MP; =

MP; =
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100000
110000
101000 100000
100010 110000

T B e I B
101010 110100
100001 101010
110101 O R
101011

n b 13 14 15 g

A matriz de transicoes apresenta todas as relagoes de precedéncia entre as transicoes da
rede. Aplicando o algoritmo de reducgao, apresentado na se¢ao anterior, obtém-se a matriz

de transicoes com todas as relagoes de precedéncia entre as transicoes.

Na matriz MT, as transicoes t, e t3 atendem ao requisito para serem agrupadas, pois

ambas tém mesma precedéncia, ou seja,
h IShetp I rout;=*h = °nK

As transicoes t e t3 s6 dependem da transicao f;. Essas duas transicoes podem ser

agrupadas, pois sao independentes.

Entretanto, as transicoes t4 e t5, apesar de verificarem a primeira condi¢ao para serem

agrupadas, nao dependem uma da outra, elas nao possuem mesma precedéncia, ou seja,
h Jtety I s
As transicoes t4 e t5 podem até ser independentes, mas nao temporalmente.

Apos o agrupamento das transigoes f, e f3, a matriz tem sua ordem reduzida. A enume-

racao das transicoes é, entao, atualizada e novo processo de reducao da rede é verificado.

Na segunda verificacao, as transicoes t4 e t5 passam a atender as condicoes de agrupa-

mento, pois a fusao das transicoes 1, e t3 passa a ser precedente dessas transicoes.

Apdés fundir 74 com t5 a matriz MT assume a forma MI, como segue:



6.2 Método de Reducdo para uma RTP via Relacao de Ordem 95

1 00 00O

1 000
1 1000

1100

MIT=| 111 00 MI =

1110
11010

1111
1 1111

Substituindo em MI os elementos de valor 1 pelos respectivos intervalos estaticos equiva-

lentes, tem-se a matriz C dos intervalos da rede reduzida equivalente.

6.2.8 Recursos Compartilhados

Dependendo da configuracao do acesso ao recurso compartilhado, o método baseado na
ordem de execugao das transi¢oes pode nao ser capaz de captar a dependéncia entre transi-
¢oes mutuamente dependentes. Portanto, caso a rede tenha compartilhamento de recurso, a
estrutura envolvendo tal compartilhamento deve ser analisada separadamente. Nessa verifi-
cagao, analisar se é preciso, ou nao, fazer alguma transformacao para que o algoritmo seja
aplicado, ou se é possivel aplicar tal algoritmo. Na Figura 42, sao apresentados dois casos

de compartilhamento de recursos. Ambos apresentam a seguinte matriz de transicoes:

t t

0 0

Figura 42: Exclusdo mitua persistente (a) e seqiiencial (b)
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1 0000 fo
1 1T00O0 3]
MT = 1 0100 f
11010 3
1 0101 14

Aplicando o método de reducao proposto, as transicoes t; e f, podem ser agrupadas
e por meio da verificacao das transicoes envolvidas, elas serao agrupadas como transicoes
conflitantes. Apds o agrupamento dessas transicoes, outras duas, t3 e t4, também serao agru-
padas como transicoes concorrentes, devido a fusao das transicoes precedentes conflitantes.

A matriz MT, entao, assume a seguinte forma,

1 00 to
MT = 110 1Vt
1 11 1Yy

Considerando como sendo seguras as redes mostradas na Figura 42, obtém-se os seguintes

resultados:

e Mutex Persistente
Para a rede mostrada na Figura 42a sempre que houver um disparo de 1y as transigoes
11 e tp ficarao em conflito, portanto, sempre haverd as seqiiéncias t; — 3 ou tp —t4, que
podem ser agrupadas, resultando na matriz MT, obtida acima. Neste caso, portanto, o

algoritmo capta a dependéncia entre as transicoes.

e Mutex Seqiiencial
Entretanto, para a rede mostrada a Figura 42b, apds o conflito inicial, a rede funcionara

como uma rede seqiiencial, executando uma das duas seqiiéncias seguintes,

Ih—t1—13—1h—1t4 ou, fop—thh—t4—1t — 13

Ou seja, com excecao do conflito inicial, hd uma seqiiéncia que, devido ao compartilha-
mento do lugar p3, nao é captada pelo método do ordenamento, visto neste capitulo.
Dessa forma, para que o algoritmo seja capaz de captar todas as relagoes de dependén-
cia entre as transicoes da rede, sempre que for identificado estruturas que compartilham
recursos, essas estruturas serao transformadas em estruturas aciclicas. O processo de

transformacao serd semelhante ao do unfolding, porém, com corte no primeiro ciclo
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da rede. A estrutura transformada sera incorporada a rede original para aplicacao do
processo de reducao. Na Figura 43 é mostrado um processo de transformacao de uma

estrutura com compartilhamento de recursos em um estrutura seqiiencial.

tD

tout

p.
v

p.

v, It

4

21

2

Py
L
s2

2

Sai'

Figura 43: Transformacao de uma estrutura de compartilhamento em seqiiencial

A rede equivalente mostrada na Figura 43¢ pode, entao, ser incorporada a rede.

6.3 Aplicacao

Na Figura 44 é mostrado o modelo de um escalonamento em uma RP7T para um sistema
temporizado, composto de 2 recursos, R e Ry, os quais sao utilizados para execucao de 4
diferentes tarefas a, b, c,e d. No estado inicial, a tarefa b tem prioridade sobre as demais.
Ao término da tarefa b, o recurso R ira assistir a tarefa a, enquanto o recurso Ry ird assistir
a tarefa d, que tem prioridade sobre a tarefa c. A tarefa c deve ser assistida pelo recurso

R,. Na Tabela 1 sao descritos os significados dos lugares e transicoes da rede.

A matriz intervalar da rede pode ser obtida a partir do algoritmo proposto na Secao 6.2
ou por aplicacao, passo a passo, das regras de reducao propostas na Secao 6.1. Ambos serao

apresentados a seguir:

e matriz de transigoes
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t; t,
b o » [0,5] [0,5]
19
A a b P20
P2 P21 P22 P,
t3 t o t 6
[2,5] [3,5] ™ X 5 | [2,4] [2,5]
1
Te el S wl)
t; [4,8] ]t & [2, 6] 14, 6]] to
el o g,
ta] 12,31 tiz
d
C
Po plO
Pi7  Pig
b5 [70,5] [0,51 | tie

Tabela 1: Significado dos lugares e transi¢oes da RPT mostrada na Figura 44

251 ¢

Figura 44: RPT para um Escalonamento de Tarefas

|

Lugar

\ Descricao

P1,P2,P9,P10

P3,.-.,P6 € P11,---,P14

decisao sobre quem ird executar a tarefa
execucao de tarefas

P7,P8, P15, P16 tarefas a, b, c,d terminadas, respectivamente
P19, P20 disponibilidade do sistema
P17, P18, P21, P22 disponibilidade dos recursos
H,t,t1,t2 solicitacao dos recursos

13,...,110 € 113,...,120
11,22

inicio e término de tarefas
deslocamento dos recursos
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Na primeira iteracao do processo de reducao tém-se os seguinte passos:

1. i=1: MT(2,1) = 1 significa que as transigoes , e ts ndo podem ser agrupadas pois
t, precede t5. Como nao houve agrupamento, faz-se i =i+ 1

2. i=2: MT(3,2) =0 e como MT(2,1) =MT(3,1) = 1, ou seja, as transicoes f5 e tg tém
mesma transigao precedente que é t; e como Pre(fs) = Pre(tg) elas sao conflitantes
e podem ser agrupadas ja que i(ts) Ni(ts) # 0. Como houve agrupamento, entao,
faz-se i=1i+2.

3. i=4: MT(5,4) =0, porém, MT(4,3) # MT(5,3), logo, as transi¢oes correspondentes,

f9 € tjp, NA0 sao agrupaveis, pois tém precedentes diferentes.
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4. i=5: MT(6,5) # 1, logo, as transigoes nao sao agrupaveis.
5. i=6: M6 =0eMT(6,5)=MT(7,5) =1, porém na rede original tem-se Pos(Pre(t|2)) =
to,t19 e Pos(Pre(t))) = t9,t10,t21. Nao podem ser agrupados como concorrentes,

pois podem ser habilitadas por diferentes ocorréncias.
6. i="7: MT(8,7) = 1, logo, ndo podem ser agrupadas.
7.

Ao fim da primeira iteracdo, os pares de transicoes t3 —t4, t5 —tg, 113 —ti4 € t5 —
1 aparecem como agrupaveis, todos como transi¢oes conflitantes. Assim, tem-se os

seguintes intervalos para cada par:

i(z V1y) = [min{2,3}, min{5,5}] [
(ts V t6) = [min{2,2}, min{4,5}] [
i(l‘13 V t14) = [min{0,0}, m1n{5,5}] = [0, 5]
( [ I =1

i(t15 V tl6) = min{0,0}, m1n{5,5}

1

sendo que "V”denota o conflito entre transigoes.

Na segunda iteracao, devido ao agrupamento anterior, aparecem novos pares agrupa-

veis, t7 —tg, 19,110, 117 —t1g € 119 — tg, cujos intervalos sao:

i(t7 Yg) = [min{4,4}, max{6,8}] = [4, §]
i(tg Y 1o) = [min{2,4}, max{6,6}] = [2, 6]
i(h7 Y t13) = [min{2,1}, max{5,4}] = [1,5]
i(ti9 ¥ rp9) = [min{3,5}, max{6,8}] = [3, §]

sendo que "VY7significa paralelismo resultante do agrupamento de precedentes conflitan-

tes.

Apos tais agrupamentos, a matriz MT assume a forma seguinte:
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15}

15 Vig
f9 Vo
2
n
Vi
7 Vig
115 Viie
19 V20
1
n3 Vg
5y}
17 Vi

_ R o s s e e e e e e e O

— = = = = = = = = = = OO
_— == = === O O O = O O O
_ = O ==, O O === o O O O
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_ = O = = O O = O O O O O o

—_ == === O O O O O O O
_— === == O O O O O O O O
- = O = = O O O O O O O O O
_ = O = O O O O O O O O o ©

- O O O O O O O o o o o o
_ O O O O O O O O o o o o o

e e T e T T e T S e S e S e S e S e S
S O = O O O O O o o o o o o

[S—
[S—
[S—

1

Efetuando mais uma iteracao ha alguns pares de transicoes que satisfazem a primeira
condicao de agrupamento, porém, no processo de verificagao da precedéncia esses pares

nao atendem a condicao exigida para que sejam agrupados.

Com o fim dos agrupamentos concorrentes pode-se fazer novos agrupamentos, agora
daquelas transicoes em série. Desejando-se agrupar as tarefas a, b, ¢ e d elas podem
ser delimitadas pela solicitacao e liberacao dos recursos R; e R,. Portanto, o inicio
e término de cada tarefa sao determinados pelas transicoes tp e t9_1q, 1] € t7_g, 11
e 117-18, 12 € ti9_p0, respectivamente. Pode-se, entao, agrupar as linhas e colunas

correspondentes as transicoes pertencentes a essa delimitacao, como segue:

th+(ts V t6) + (tg YV110)
12
t1+ (3 Vig) + (17 V1g)
(ti5 Vt16) + (t19 Y 120)
t11+(t13 V)

MT? =

[5%)
7 Vit

_— = = = = O = O
_ = O = O = O O
_ = == = O O O
-_ = O = O O O O
S O = O O O O O
- - O O O O O O
- O O O O O O O

VG G U s U S G GG w—y

53

Observa-se que matriz MT? pode induzir & existéncia de um paralelismo entre as tran-

siches nas posicoes MT?(2,2) e MT?(3,3), porém, s6 apés o término dos agrupamentos
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série é que podera executar o algoritmo para agrupamento de transi¢oes concorrentes.

Baseado na ordem de precedéncia, pode-se observar na matriz MT?, a seguinte ordem:

ty = (t15Vtie) + (tio Y120)

i+ (113 V) = (17 Vhs)

Logo, pode-se fazer a fusao série de tais transicoes, formando a matriz equivalente das

tarefas a,b,c e d, como segue.

Tarefa a: 1, =t +(t3Vta)+ (t7V13) = [6, 18]
Tarefab: 1, =6+ (ts V tg)+ (19 V110) = [4, 15]
Tarefac: 1. =t +(t13Vta)+ (7 VHg) = [3, 13]
Tarefa d: 1, =112+ (t15Vtie) + (t19 Y 120) = [4, 16]

Ip
Iq
MT? = fa
I

%)

—_ = e e e e
—_ == O = O
e ==
- o = O O O
o =, O ©O o o
_ o © O o O

21
As transigoes t, e ty, assim como . e tr, podem, entao, serem agrupadas, com segue,

i(ty || z5) = [min{6, 4}, max{18, 16}] = [4, 18]
i(te || 2) = [min{3, 2}, max{13, 5}] = [2, 13]

Apods tal agrupamento, resulta na matriz M;, que apresenta de forma compacta, todas

as relagoes de precedéncia entre as transicoes na rede.

MT* =

O U w—y

0
1
1
1

—_— = O O
- O O O
OQN
w0

e Matriz Intervalar

Substituindo em MI os elementos iguais a 1 por seus respectivos intervalos, tem-se a

matriz intervalar correspondente.
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[4,15] 0 ;b
oo | 415 [ 18] te3
[4,15] [4,18] [2, 13] o
[4,15] [4,18] [2,13] [2,5] 1

Todo processo de reducao pode também ser desenvolvido analiticamente, aplicando as

regras de reducao proposta na Secao 6.1, como segue:

e reducgao grafica
Na Figura 45 é mostrado o processo de reducao da tarefa a da rede. Nesta tarefa,
as transicoes f3 e f4 estao conflitantes e como os caminhos iniciados por ambas levam
ao mesmo lugar p7, pode-se aplicar a regra de juncao das transicoes para calcular a

aproximacao intervalar que contera os intervalos de tempo de ambos os caminhos, logo,

te1 =13V1y
i(tg1) = [min{2,3}, min{5, 5}] = 2, 5]

Ao agrupar 13 e t4, as transicoes t7 e fg passam a condigao de concorrentes, Figura 45b.

Portanto, também podem ser agrupadas,

Igp =17 Vitg
i, = [min{4, 4}, max{6, 8 }| = [4, §]

Finalmente, toda tarefa a, mostrada na Figura 45c, pode ser agrupada em uma tinica

transicao t,, como mostrado na Figura 45d.
i(ta) = i(11) +i(tg1) +iltg2) = [0, 5]+ 2, 5] 4[4, 8] = [6, 18]

De modo semelhante, as tarefas b,c e d sao agrupadas obtendo-se a rede reduzida

mostrada na Figura 46 e que corresponde & matriz MT?.

Na Figura 47 é mostrado a rede da Figura 46, sendo vista como uma rede aciclica.
Nesta rede nota-se que as transicoes f, e fz, assim como f. e tp; sao concorrentes.

Portanto, podem ser agrupadas.

O agrupamento dessas transicoes sao, entao, como segue:

te3 =14 ||ty = i(ty3) = [min{6,4}, max{16,18 }] = [4, 18]
foa =1 H 1y = i(tg4) = [min{3,2}, max{13,5 }] = [2, 13]
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t,| [6,18]

P ()

(c) (d)

Figura 45: Redugao de um moddulo conflitante

77H77

sendo que ”||”"significa paralelismo entre as transicoes.

Na Figura 48 é mostrada uma rede equivalente, obtida pelo processo de reducao e tendo
seus lacos recuperados. Essa rede tem como matriz de transicoes a matriz reduzida

obtida pelo processo matricial.

A partir da rede equivalente, mostrada na Figura 48 ou a partir da matriz reduzida MI,
obtém-se a matriz intervalar C, substituindo cada elemento da MI por seu respectivo

intervalo, como a seguir:

¢

| <i set; precedet; (6.6)

J
, J<i setjnao precedet;
J
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Assim,
Ip lg3 lo4 1531
[4, 15] 0 0 0
C= [4, 15]  [4, 18] 0 0
[4, 15] [4, 18] [2, 13]
[4, 15]  [4,18] [2,13] [2, 5]

As redes 46 e 48 sao redes equivalentes, porém com diferentes niveis de reducao. Para
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P1o

Figura 48: RPT reduzida equivalente & matriz MT*

obter-se a matriz intervalar é preciso que a rede reduzida na forma tal, que suas transicoes,
sejam dependentes umas das outras. Isto significa que, se houver possibilidade de reducao de
transicoes ela deve ser feita. A partir da matriz intervalar se pode obter uma analise temporal
das RPTs sem que seja necessario executar a rede. No préximo capitulo tal equagao sera

explorada.

6.4 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados dois métodos para reducao de RPTs. No primeiro
método foram usados os mesmos principios da reducao das RPs nao temporizadas, porém,
considerando as restricoes de tempo impostas a rede. O método possibilita o agrupamento
entre transicoes e entre lugares da rede original, obtendo-se um modelo reduzido, porém,
capaz de gerar um espaco de estados reduzido, mas que contém, de forma compactada, o
espaco de estados da rede original. O segundo método apresenta um algoritmo para im-
plementagao de um método de reducao para uma RPT. O método é baseado na relagao de
ordem entre as transicoes. Essa relacao de ordem é estabelecida nao apenas pelas relacoes
causais das transicoes, mas também devido as relagoes temporais entre elas. O algoritmo
proposto explora estruturas regulares da rede e, através de agrupamento de linhas e colunas,

obtém-se uma matriz reduzida e que equivale a uma rede reduzida. Além do agrupamento
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das estruturas concorrentes, que permite gerar uma rede equivalente, sem ou com poucas
transicoes persistentes, a rede reduzida possibilita a andlise via alcancabilidade, com o nu-
mero de estados bastante reduzido em relacao a rede original. Na maioria dos problemas de
reducao, qualquer dos dois métodos apresentard a mesma rede reduzida, exceto os casos em
que ha exclusao mutua. Nestes casos o método baseado em relacao de ordem, nao capta tal

estrutura.
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7 Aproximacoes Intervalares para
Estimacao de Tempos em RPT's

A anélise das redes de Petri temporais tem sido feita, basicamente, por meio de métodos
enumerativos, os quais relacionam os estados alcancaveis da rede. Nesse caso, o problema de
estimacao dos tempos de disparos em uma RP7T tem um horizonte limitado pela necessidade
de explicitar todo o espaco de estados. Alguns trabalhos procuram determinar o intervalo

de tempo para ocorréncia de determinada seqiiéncia de transi¢oes, porém, um conjunto de
inequagoes deve ser solucionado [BV95, TYC95, SLK04, PZ91].

Nesse capitulo, usando recursos da algebra intervalar, é apresentada uma contribuicao
para o problema de estimacao de tempos de execugao em uma RPT. Inicialmente, desenvolve-
se uma expressao algébrica para calculo de intervalos dinamicos entre dois estados consecu-
tivos de uma RPT. Sob determinadas restrigoes, essa expressao é transformada em uma
equacao intervalar, mesmo que para uma classe restrita de redes de Petri. A partir da equa-
¢ao intervalar é possivel calcular intervalos de tempo de disparo de transicoes habilitadas
apds a ocorréncia de uma seqiiéncia de disparo de transigoes. Utilizando um dos métodos de
redugao, propostos no Capitulo 6, a equagao intervalar é aplicada a uma classe mais ampla de
redes de Petri temporais. Por fim, uma aplicacao explorando as potencialidades da equacao

intervalar no célculo de medidas de desempenho é apresentada.

7.1 Estimacao de Intervalos de Tempo em RPT

Conforme analisado no Capitulo 4, a anélise de uma RPT via alcangabilidade consiste
em a cada estado estimar o seu sucessor, seja qual for o método ou ferramenta de simulacao.
Assim, dado um estado Sp, os métodos permitem avaliar se Sy é capaz de alcancar algum
estado S devido a ocorréncia de uma transicao. Neste capitulo, entretanto, sera explorado

o seguinte problema:
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Seja Sy o estado inicial de uma RPT. Assumindo que uma seqiiéncia de tran-
si¢oes G; € executdvel a partir de So e o seu disparo pode levar a rede ao estado
Sn. Qual deve ser o intervalo de tempo de disparo das transicoes habilitadas

em S, ?

A essa formulagao denomina-se Fstimacao de Intervalos de Tempo para uma RPT, como

estd ilustrada na Figura 49.

Figura 49: Estimacao do estado S, a partir de Sy

Usando a analise baseada em tempo global, esse problema sera transformado em um pro-
blema de equacao intervalar e através do conceito de aproximacao intervalar e rede reduzida

serd proposta uma estimagao como solucao para tal problema.

7.2 Foérmula Algébrica para Calculo de Intervalos

No capitulo 4, o estado inicial de uma RPT foi definido pelo par Sy = (M, Iy), sendo My a
marcagao inicial da rede e Iy o conjunto de intervalos de disparo das transi¢oes habilitadas.
Suponha que a mudanga para um novo estado S} = (My,1I;), alcancédvel a partir de Sy, ocorre

devido ao disparo de uma transicao ¢; no intervalo i1 =187 A9].

.d
(tj, 1

So —" 8

O intervalo de disparo de cada transi¢ao ¢ habilitada no novo estado S; é determinado
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COmo segue:

Li(t) = { o o (7.1)

[max{Sd, do(1)}, Ao(2)], 1€ 2

sendo [dp, Ag| o intervalo de disparo da transi¢ao t em Sy, .41, o conjunto das transigoes
habilitadas a partir do disparo de t; e &7 é o conjunto de transicoes persistentes, ou seja,
transicoes habilitadas em Sy e que permaneceram habilitadas em S, mesmo apds o disparo

de t;.

Em uma RPT, quando héd duas ou mais transi¢oes habilitadas a disparar, qualquer
uma delas pode ser a primeira. Entretanto, dependendo de qual delas dispare primeiro, tal
disparo pode interferir nos intervalos de disparos das outras que permaneceram habilitadas.
Por exemplo, se as transicoes ti, f, e t3 estao habilitadas em um determinado estado e
[1, 4], [2, 5], [0, 3] s@o seus intervalos de disparo, respectivamente, entao, no intervalo [1, 3],
qualquer das trés transicoes pode disparar. Considerando que o disparo de qualquer uma

delas nao desabilita as demais, tem-se que:

e Disparando t1, os intervalos de t; e t3 serao [2, 5] e [1, 3], respectivamente.
e Disparando f, os intervalos de #; e t3 serdo [2, 4] e [2, 3], respectivamente.

e Disparando f3, os intervalos de #; e 1 serao [1, 4] e [2, 5], respectivamente.

Nota-se que o disparo da transicao t3, foi o iinico que nao modificou os intervalos das demais
transicoes. De um modo geral, tem-se que: se em determinado estado ha duas ou mais
transicoes habilitadas a disparar, o disparo daquela que tem o menor limite inferior do
intervalo de sensibilizacdo nao ira interferir nos intervalos das demais transicoes. A partir

dessa afirmativa, serd assumida a seguinte suposi¢ao em relagao a equacao (7.1):

max {89, 8 (1)} = 8o(1), (7.2)

ou seja, entre as transicoes disparaveis no estado Sy, deve-se, se possivel, escolher entre as
disparaveis, aquela com menor limite inferior do intervalo de sensibilizacao. Uma escolha
diferente pode acarretar em um aumento da imprecisao dos intervalos de disparos subseqiien-

tes.
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Baseado na condigao (7.2), a equagao (7.1) pode ser reescrita, como segue:

) s
i+ 1), teM
IM0={ . (7.3)
[Bo(t), Ao(t)] =io(t), t€ P
ou seja, em uma RPT, quando ocorre uma mudanca de estado, os intervalos das transicoes
recém-habilitadas terao acrescidos aos seus intervalos estaticos, o intervalo de disparo da

transicao recém-disparada, enquanto que as transicoes que permaneceram habilitadas, terao

seus intervalos de disparo inalterados.

A equagao (7.3) também apresenta uma particdo do conjunto de transigoes habilitadas
#41 em dois conjuntos disjuntos: conjunto de transi¢oes recém-habilitadas (ou novas) A1,
e conjunto de transi¢oes persistentes &?). A partir desses conjuntos, pode-se definir uma

representagao vetorial para a equagao (7.3).

Definigao 7.1 (Vetores de Transig¢des) Seja uma RPT com n transicoes. Definem-se os
vetores h, n e p, como sendo vetores de O's e 1's, representando transicoes habilitadas, recém-
habilitadas e persistentes, respectivamente. Se o elemento na posicao j do vetor tem valor
1, entao, a transicao correspondente estard recém-habilitada ou € uma transicao persistente.

Caso contrdrio, o elemento terd valor 0.

Assim, a representacao dos estados de habilitacao das transi¢coes passa de uma representacao

por conjuntos para uma representacao vetorial.

S —h
N —n
Y —p

e, a partir da Equagao (7.3), esses vetores guardam entre si a seguinte relacao,
h=n+p (7.4)

Assim, o conjunto de intervalos das transigoes habilitadas em Sy, conforme Equacao (7.3),
pode ser escrito na forma vetorial,

I, = In1 +Ip1 (75)

sendo, I,; o vetor dos intervalos das transi¢oes recém-habilitadas, I,; € o vetor intervalar das
transigoes habilitadas no estado Sy e que permaneceram habilitadas no estado S (transigoes

persistentes).
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O intervalo dinamico das transigoes recém-habilitadas, resulta da soma de um intervalo

de disparo com seus intervalos estaticos. Na forma vetorial tem-se, como segue
_«d s

sendo, i € IQT um simples intervalo e I* € (IQ")" um vetor de intervalos.

Para que o intervalo i’ seja adicionado a cada elemento j de I, em que n(j) = 1, define-se

o vetor coluna unitario u, tal que,
I, = (idu+1s> 0y

Quanto ao vetor das transicoes persistentes, os intervalos de disparo permanecem iguais

aos do estado anterior, conforme condigao (7.2), ou seja

IP1 = Ipp;

Portanto, a equagao (7.3) assume a forma vetorial definitiva, como segue:
I, = (idu—i—IS) n; + Iop, (7.6)

sendo,

I, € IQ" o vetor cujos elementos sao os intervalos de disparo para as transi¢oes habilitadas

ou sao zeros para as transicoes desabilitadas;

I’ € 1Q" o vetor dos intervalos estaticos;
i o intervalo de disparo da transicdo recém-disparada, ¢ s
u vetor coluna unitario.

Para o estado inicial, o vetor intervalos de disparos é dado por Iy = I’hg, sendo hg o vetor

das transicoes habilitadas nesse estado.

A equagdo (7.6), pode ser calculada a partir das operagoes definidas na Secao 2 e da

seguinte operacao:

1. Produto componente a componente de um vetor intervalar por um vetor pontual.
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a1, bi] q1 la1, bi]-q1

[am bn] dn [an; bn] “qn

sendo,

lablq; =

la,b] seqi=1

{ 0 seqi =0
Neste caso, g; = 0 representa transicao desabilitada, enquanto g; = 1 representa transicao
habilitada. Desta forma, pode-se diferenciar uma transicao nao habilitada 0 de uma outra

habilitada, porém, com intervalo [0,0].

A equagdo (7.6) ¢ uma forma fechada para o cdlculo de intervalos de disparos das tran-
sicoes em uma RPT. Por meio dessa equacao podem-se mapear todos os intervalos possiveis

de serem alcancados pela rede, sem que seja necessario executa-la.

Generalizando, um estado Sy, alcancdvel a partir de um estado Si, devido ao disparo

de uma transigao #;, pode ser caracterizado pelo par (Mg, Ix11), obtido por:

Mg1+1 = Mg +Post(r) — Pre(r)

L (T ; (7.7)
k+1 = (Vu+1 )0y + Lipgyg

O par de equagdes (7.7) caracteriza completamente a dinamica de uma RPT, e possibilita
obter resultados algébricos para estimar a evolugao dos intervalos de disparos das transigoes,

sem que a rede seja executada.

Exemplo 7.1 Baseando-se na RPT mostrada na figura 50 e aplicando a equagdio (7.7),

determina-se o intervalo de tempo necessdrio para que a transicao t4 possa ser disparada.

P, 5 Pa [0, 21
®4, 4.0 [0, 0]
[0, 2]

Figura 50: RPT para o Exemplo 7.1
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e As matrizes de entrada e saida da rede e o vetor de intervalos estdticos sao dados a

seguir:
1 000 0 00O
0100 0 00O
Pre=| 0 0 1 0 |, Pos = 1 000
0010 01 00
0001 0010

I = ([1,2] 0,2] [0,0] [0,2))"
e O estado inicial So(Mo, Ip) é caracterizado como segue:
T
Mo=|1 100 0]

T
M()ZPre(tl),M()Zpre(tz):>h0:Ll 1 0 0]

To=Tho=( (1,2 [0.2) 0 0)

Portanto, no estado inicial, as transigoes t; e f estao habilitadas. Usando a condicao

(7.2), a transicao a ser disparada serd a transicao f,.

e Disparando a transigdo f;, o seu intervalo de disparo serd iy = [0, 2]. O novo estado

S1 = (Mp,I), pode ser calculado, como segue:

M=[1001 O}T
M12Pre(t1):>h1:[l 00 O}T
n; =max{0, hj —ho\{n2}} =0=h; =p,
L =Top; = ( [1.2) 0 0 O)T

e Disparando a transicdo 71, no intervalo i = [1, 2], um novo estado S, = (Mp,I,) é

alcancado e calculado, como segue:

T
M=10011 O}
MzzPre(tg):>h2=[O 0 1 O}T
ny = max{0, h, —h;\{#1}} =hy = p, =0
Izz(idu+Is)n2=(O 0 [1,2] O)T
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e Disparando a transicio 3, no intervalo i = [1, 2], um novo estado S3 = (M3,I3) ¢

alcancado, e pode ser calculado por:

M5=|0 0 0 0 1]T
M32Pre(t4):>h3:[0 00 1}T

n3 = max{0, h3 —hy \ {r3}} =h3 = p; =0
I3:(idu—|—Is)n3=<0 0 0 [1,4] )T

O intervalo I3(4) = [1,4] é o intervalo de disparo da transi¢do 4 e esse intervalo indica o
intervalo de tempo para ocorréncia do disparo da transigao t4, contado a partir do inicio da
execucao da rede. Qualquer dos caminhos usados para, a partir da marcacao My, alcancar a
marcacao M3, o intervalo de tempo estaré contido no intervalo [1, 4]. O intervalo I3 é uma

aproximacao intervalar externa.

7.3 Equacao Linear Intervalar para uma RPT

A equacao (7.7) possibilita o cdlculo dos intervalos de disparo das transigoes habilitadas
devido ao disparo de uma tnica transicao. Para algumas classes de RPT, tais como alguns
grafos marcados, redes de livre escolha e méaquinas de estado, entre outras, cada estado
da rede pode apresentar apenas uma transicao disparavel ou o disparo de uma transicao
desabilita todas as outras que estavam habilitadas. Na figura 51, é mostrado um exemplo de
uma RPT que satisfaz tal condicao. Nestes casos, a cada estado alcancado pela rede, o vetor
de transigdes persistentes serd nulo, e o termo correspondente na equagao (7.7) se anula, ou
seja,

p=0 = h=n (7.8)

Assim, a equagao (7.7) assume, para essa classe particular de RPT, a seguinte forma:

I, = (idu+IS> by, pr=0 (7.9)

Na andlise dessa classe das RPT's, pode-se avangar na evolugao da rede com a execucao
de uma seqiiéncia de transigoes. Supondo que uma seqiiéncia de disparos de transicoes,
G, seja executavel, a partir do estado Sy, e alcance o estado S;. Como nao ha transicoes

persistentes em cada um dos estados intermediarios, tém-se que:

(¢ O [¢) ()
So—5 8] - 58 ~ S)g— Sk
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1

(121 |

[(1,21] [L.3T]

[0,3]

Figura 51: RPT que nao apresenta transicao persistente

Sendo a seqiiéncia 6 executavel, é possivel calcular os intervalos de disparo das transicoes

habilitadas em S; sem recorrer aos métodos enumerativos?

Usando a equagao (7.9), tem-se para cada estado os seguintes intervalos de disparo:

S Iy = ’hy,
"1 =70

No estado inicial Sp, as transi¢oes habilitadas tém como intervalo de disparo seus

intervalos estaticos.

Disparando 6] a rede alcanga o estado Sj.

i’ =T'(c1) +T(02)

No estado S cada transicao habilitada tem como intervalo dinamico a soma do seu

¢ { I = (ia+I)h; = (I'(61)u+ I )hy

intervalo estatico com o intervalo de disparo de o.

Com o disparo da transicao 6, seu intervalo de disparo serd o aciimulo dos intervalos

desde o inicio da execucao da rede.

.s { L = (ifu+ )by = (I(01) + '(62) Ju+ )by
21 i = I!(61) + I*(62) + I*(o3)



7.8 FEquacao Linear Intervalar para uma RPT 117

.S Lo = (i%u+ Ty = (P(o))u+--+ Ty
k-1
i’ =T(01) +- + I (0k_1) = X+ (o))

.S {Ik — (i%u+ Ty = ((61)ut -+ F)hy

Portanto, as transicoes habilitadas no estado Sj terao seus intervalos de disparo calculados

pelo vetor de intervalos

(7.10)

Para cada transi¢ao habilitada em Si, o intervalo de disparo sera igual a soma dos

intervalos estaticos das transicoes da seqiiéncia, adicionado ao seu intervalo estatico.

Assumindo como sendo n, o nimero de transi¢oes na rede e definindo o vetor q, de (s
e I's, como sendo um vetor de disparo de transicoes, a equacao (7.10) pode ser escrita para

cada transicao, como a seguir,

L(o) = (XL T(o))a (7.11)
p

=0

A equagao (7.11) pode ser vista como um produto intervalar entre o vetor de intervalos
estaticos da rede I’ e o vetor pontual q, que representa as quantidades de disparos das
transigoes, ou seja, q € (ZT)". O resultado da equacao (7.11) é um intervalo que representa o
tempo de disparo para uma transicao habilitada, apés uma seqiiéncia de disparo de transicoes.
Logo,

i, = (Is)Tq

7.12
b =0 (7.12)

Considerando ¢ = (I*)7 a equacdo (7.12) assume a forma de uma equacdo linear inter-

valar do tipo

= (7.13)
p=0

sendo, c € IQ", i € IQ, q € (ZT)™.
A equagao (7.13) permite acompanhar a evolugao dos intervalos de disparo em uma RPT
e possibilita o calculo do intervalo de disparo de uma transicao habilitada em Sy, apds uma

seqiiéncia de disparo de transicoes, a partir de Sy, sem que seja necessario determinar estados

intermedidrios. Porém, a rede deve ser: segura, ciclica (repetitiva) e nao persistente.

Apesar da restricao p = 0 ter limitado a uma restrita classe de RPT, a aplicagao da
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equacao (7.13) é um importante meio para a formulagao de possibilidades para anélise de
uma RPT. Calculos como medidas de desempenho, validacao de seqiiéncias de execucao e
também solucao de problemas como alcancabilidade de intervalos, entre outros, de sistemas

com restricoes temporais.

O intervalo i é delimitado pelos valores minimos e maximos para a execucao de uma
seqiiéncia e, juntamente com a equacao de estado das RPs, podem mapear toda a evolucao
de uma RPT.

No exemplo a seguir, alguns problemas serao explorados, enquanto outros aparecerao ao

longo das demais segoes.

Exemplo 7.2 A RPT mostrada na Figura 52 é uma rede sequra denominada closed-loop, e
¢ muito utilizada na modelagem de protocolos de comunicacao. Um transmissor envia uma
mensagem a partir de uma caixa eletronica e também ativa uma unidade de recepcao para
sinalizar o momento do envio de uma nova mensagem. Na Tabela 2 é mostrado o significado

de cada lugar e transicao da rede.

Figura 52: Exemplo de uma RPT closed-loop

A marcagao inicial da rede é Mp=[10100 O]T e o vetor intervalos estaticos
I'=([1,4], [3.4], [2,5], 5, 8))"

Assim, a equacgao (7.13) é escrita como segue,

L\ [«
- 3,4] 92
| 12,9 %
S, 8] q4
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Tabela 2: Significado dos lugares e transicoes da RPT mostrada na Figura 52
’ Lugar ‘ Descricao

P1 transmissor pronto para enviar uma mensagem
P2 transmissor em estado de recepcao

D3 receptor pronto pra receber mensagem

P4 mensagem recebida pelo receptor

Ds mensagem sendo transmitida

D6 mensagem confirmando sucesso na recepgao

n transmissor enviou mensagem

o) transmissor elaborar nova mensagem

3 receptor recebeu mensagem

14 receptor envia confirmagao e prepara-se para receber nova mensagem

e Sendog=[111 I]T, ou seja, disparando todas as transigoes, o intervalo de disparo da

ultima transicao ¢ obtido como segue:

T
[1,4] 1
i= 3,4 = (11, 21]
2, 5] 1
5, 8] 1

Esse intervalo representa o intervalo de disparo da seqiiéncia de transigoes ¢ =t —
t) —t3 —t4, independente da ordem de disparo e esse intervalo corresponde ao tempo
de execugao da seqiiéncia. Devido a mg=[101 O]T, o vetor g representa seqiiéncia a

seguir,
t 15 t t /
My — My — My —— M3 — M,

e O resultado da equagao (7.13) representa o intervalo de tempo para execugao dessa
seqiiéncia e é denominado intervalo de tempo global. Cada transicao da rede tem seu
intervalo de tempo global (tempo contado a partir da execuc¢ao da rede), e terd seu

valor dependente do instante de ocorréncia na seqiiéncia.

— Se a marcacao inicial da rede é My, entdo, a seqiiéncia de disparo é dada por
6 =1t —t3—t4 —tp. Para o primeiro ciclo, os tempos globais das transi¢oes sao

calculados como segue:

IlG(h) = [17 4]
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IG(13) = 15(t) + I (13)
I5(t4) = Ts(t4) +1(13)
I5(12) = Lo(t2) + 1 (ta)

— Para os demais ciclos, o tempo global de cada transicao é obtido adicionando

[1,4]+]2,5] =3, 9]
[5, 8]+[3, 9] =8, 17]
3, 4]+ 8, 17] = [11, 21]

I
I

o tempo no primeiro ciclo ao tempo de ciclo da rede vezes o ntimero de ciclos.

Assim,

1% = 15 + dku, (7.14)

sendo, Ilé o vetor intervalo de tempo global apés k =0,1,2,3,...,N disparos de

cada transicao; d = [c_l , a € IR é intervalo de tempo de um ciclo.

— A Tabela 3 mostra os tempos globais para os primeiros trés ciclos da rede.

Tabela 3: Tempos globais de cada transicao

| T kI:bo kI:é kIz?;z
n | (L4 | [1,4 | [12,25] | [23,46]
12,5 3,9 |[14,30] | [25,51]
| [5.8] | [8,17] | [19,38] | [40,59]
| 3.4] | [11,21] | [22,42] | [33,63]

e O intervalo de tempo para um ciclo da rede foi obtido igual a [11,21], porém, em
problemas reais trabalha-se com ciclos pontuais. Para um ciclo de 15 u.t. pode-se
obter os tempos de cada transicao, como segue.

Teém-se que,

Deve-se calcular os inteiros {c € ¢ | cq; = 15}.

Assumindo valores inteiros para c,
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Assim, pode-se gerar os chamados estados inteiros [PZ98], ou seja, pode-se ramifi-
car o intervalo de tempo de disparo das transicoes habilitadas, gerando um grafo de

alcangabilidade bem mais amplo.

7.4 Equacao Intervalar Geral para uma RPT

A Equacao (7.13) foi obtida considerando a rede nao persistente, segura e reversivel. A
partir dos resultados do Capitulo 6 é possivel ampliar a classe de RPT para a qual a equacao
intervalar (7.13) pode ser aplicada. Portanto, para uma RPT, na sua forma reduzida, pode-
se determinar os intervalos de disparo das transicoes da rede, usando a equagao intervalar,
agora na forma matricial, como segue:

(

C(i,i) =T (i),
C(i,j)=I(j), j<i set; precedet;
C(i,j) =0, j<i setjnao precedet;
| Clj)=0,  j>i
A Equacao intervalar 7.13 assume, entao, uma forma matricial, como segue,
I=Cq (7.16)

sendo que, C € IQ™" ¢ a matriz de intervalos de uma RPT, g€ (Z")" é o vetor quantidade
de disparos das transigoes e I € IQ" sao as restrigoes de tempo para os caminhos formados

pelas linhas de C.

A equagao (7.16) é uma férmula geral para analise temporal da rede. Ela amplia a classe
das RPT, para a qual pode-se estimar a dinamica dos intervalos de disparo das transigoes,
com a mudanca de estado da rede. Também possibilita, sob o ponto de vista temporal, a
verificacao e a validagao de seqiiéncias de disparos de transicoes, sem que seja necessaria a

execucao da rede.

Nota-se que a equacao (7.13) passa a ser um caso particular da equagao (7.16), sendo o
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vetor ¢ a ultima linha da matriz C.

Com a definicao da matriz intervalar torna-se possivel a estimacao do intervalo de disparo
de todas as transigoes da rede. Ela também possibilita expressar restrigdoes temporais para
uma regiao da rede, sem que seja necessario analisar toda a rede. Para isso, basta que a

matriz C seja a matriz intervalar equivalente a regiao desejada.

A Equacao (7.7) pode agora ser generalizada, como segue,

{ M = My +Dq 717

I=Cq

Exemplo 7.3 Atribuindo a matriz MI, obtida no Exemplo 6.3, um vetor de intervalos estdti-
cos dado por P = ([1,2] [2, 3] [1, 4] [1, 2])" e usando a equagio (7.16), obtém-se os sequintes

resultados:

Matriz Intervalar e Rede Equivalente

Substituindo os intervalos estaticos por suas posicoes na matriz M; obtém-se a matriz in-
tervalar C. A tltima linha da matriz C, geralmente guarda todas as relacoes de precedéncia,
quando isso ocorre ela pode ser representada por uma rede equivalente, como a rede ciclica,

mostrada na Figura 53.

[1,2] O
1,2 , 3
o | 12 e
[1,2] [2,3] [1,4]
[, 2] 2,3] [1,4] [1,2]
t[1,2] p £,02,3] P, £, 11.4] b, t,[1,2]

Figura 53: RPT ciclica equivalente para a matriz C

Na sua forma padrao, a equacao intervalar é dada como segue:
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[1, 2] 0 0 0 qi1
cqo| 2R3 00 .
[17 2] [27 3] [17 4] 0 q3
[17 2] [27 3] [1? 4] [17 2] q4

Para calculo dos intervalos de disparo das transigdes, a equagao (7.16) pode assumir

formas particulares, conforme o tipo de rede a ser analisada.

1. Rede Ciclica Segura

Neste caso, todos os lugares da rede podem receber no maximo uma marca por vez e a
rede assume a forma da Figura 53. Considerando a rede com uma marcacao inicial, o
intervalo de tempo de disparo para um ciclo de execucao que equivale a seqiiéncia de

disparo t; —tp —t3 —t4, tém-se,

sendo, g =[1111]7.

Em uma rede ciclica segura, portanto, a aproximacao intervalar para o disparo de uma
seqiiéncia de transigoes obtém-se diretamente da soma dos intervalos que compoem
a rede equivalente. Neste caso, a aproximagao intervalar contém do menor ao maior

tempo para a execucao da seqiiéncia, ou seja, para q fixo,

{vce C, 31 €1]|1I =Cq}

O vetor I, portanto, é um envelope intervalar contendo desde o pior até o melhor tempo

para uma execugao g.

De forma semelhante a Secao 7.3, para se obter o intervalo de tempo global de cada
transicdo pertencente a seqiiéncia usa-se a equagao (7.14). Porém, para o primeiro
ciclo de execucdo da rede, cada elemento do vetor I(j) representa o tempo global da
transicao t;. Assim, para o primeiro ciclo, o vetor tempo global da rede é calculado

como Segue,
I;=Cq

para ¢=[1111]T.
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Para calcular o tempo global de uma transicao em um ciclo qualquer da rede, deve-se
usar a Equacao (7.14). Para o segundo ciclo, os tempos globais das transigdes, sao

calculados como segue,

[1, 2] 1 [6, 13]
17, = Cq+dku = 3, 3] +[5, 11] Lo B
[4, 9] 1 [9, 20]
[5, 11] 1 (10, 22]

sendo, ¢=[1111]T.

Na Figura 54 é mostrado um exemplo de uma rede ciclica segura cuja equivalente é a

rede da Figura 53.

T —

Figura 54: Grafo marcado temporal ciclico

2. Rede Aciclica Segura

Para as redes aciclicas, como nao ha ciclo, costuma-se calcular o fluxo de marcas por
unidade de tempo para uma transicao da rede, correspondendo a taxa de disparo
da transicao. Para obter essa taxa, uma rede aciclica pode ser vista como sendo
uma rede ciclica, com capacidade suficiente para manter continuo o fluxo de marcas
entrando na rede. Dessa forma, no lugar de alimentacao da rede ciclica equivalente,

deve haver um nimero de marcas, no minimo igual ao nimero de lugares na rede
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aciclica. Considerando os dados do Exemplo 7.3, uma rede aciclica é mostrada na
Figura 55, sendo a parte sombreada correspondente ao lugar de alimentacao da rede

ciclica equivalente.

t[1,2] t,[2,3] P, £ [1,4] ;[:Dz]—>

Figura 55: RPT aciclica e segura

Como a rede é segura, cada lugar da rede s6 pode receber uma marca por vez. Assim,
para M = 3, tém-se o seguinte intervalo de tempo para que as trés marcas completem

um ciclo:

Ié} n [172] 5] [375] 13 [439] Iy [57 11]
IZ, 14,7 | 12]6,10] | 3[7,14] | 14]8,16]
I3, 1[7,12] | £2[9,15] | 13]10,19] | #4[11,21]

e A primeira marca faria o percurso num intervalo de tempo igual ao caso da rede
ciclica segura, ou seja, nao sofre qualquer influéncia causada pela intercalacao!.
O tempo global para a primeira marca, portanto, € o menor intervalo de tempo

de ciclo da rede.

e A segunda marca é mantida no lugar inicial, até que a primeira marca permita
que ela entre na rede. O tempo global inicial, para a segunda marca habilitar a
transicao t1, ¢ obtido a partir do tempo decorrido desde o inicio da execucao da

rede, acrescido do intervalo estatico da transicao ;.

e A terceira marca, idem com relacao a segunda.

Para que as trés marcas completem o ciclo, o intervalo de tempo pode ser obtido a

partir desses limites, ou seja,
I=15(t4) NI5(2g) NI (1) = [5, 11]N[8, 16] N [11, 21] = [11, 21].

Esse tempo corresponde a um ciclo médio na rede ciclica com trés marcas, logo, o

intervalo de tempo médio para uma marca seria [3, 7|ut /marcas. Isto significa que em

ntercalacdo é o efeito o dominio que uma transicio exerce sobre o da outra
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uma rede aciclica segura na qual cada um dos seus lugares possui uma marca, a taxa
média de disparo da transicao de saida equivale ao tempo de ciclo por marca de uma

rede ciclica segura equivalente.

Baseado nos intervalos obtidos, o intervalo de tempo global, correspondente a taxa de

disparo da transicao de saida, em uma rede aciclica é calculado como segue:.
o I5(s) =15, 11]
o I5(ta) = Lg(ta) + (U(11) + ' (12))
o I5(1a) = L5(ta) +2(F (1) + (1)) = 16+ 257, T'(1)

Seja e uma matriz identidade de ordem igual ao nimero de transicoes da rede,

tém-se, entao:

(1 0 0 | el

01 0 e
o ¢ — —

0 -~ 0 0 1 e

Assumindo P como sendo o numero de lugares de uma rede aciclica na sua forma
reduzida, como mostrado na Figura 55, o intervalo de tempo i,, para que as M marcas
atravessem a rede, sendo M < P é calculado pela a aproximacao intervalar dada pela

equagao (7.16), acrescida de um fator, como segue:

ig =cq+cqg, =c(q+q,) (7.18)
sendo, c € IR", ¢, = (M —1) (Z?g] ei)T.

A equagao (7.18), também pode ser utilizada para calcular tempo de ciclo de uma rede

ciclica "semi-segura”; ou seja, uma rede ciclica com P lugares sendo, (P — 1) lugares se-

guros e um lugar k-limitado. Na Figura 56a é mostrado uma rede semi-ciclica contendo

4 lugares, porém, trés desses lugares sao lugares seguros, ou seja, a marcacao de cada
) ) ) Y >

desses lugares é no méaximo igual a 1. Nas Figuras 56b,c e d sao mostrados diferentes

estados dessa rede.

3. Rede Aciclica K-Limitada

Cada lugar da rede aciclica tem capacidade de receber no maximo k marcas. Neste
caso, pode-se usar o resultado anterior, passando a rede aciclica de k-limitada para
uma rede "semi-segura’. Para uma rede aciclica com P lugares, tém-se as seguintes

relacoes com rede segura:
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[ ] [ ] [ ]
£,2,3] t,[1,4] t,02,3] t,[1,4]
t[l Zwu | t[l Zl\@’ju |
° [ ]

t23) £ 4] t02,3] t, [1,4]

t,[12] t1.2] £ [1.2]

| | pz p4 ’_j

(c) (d)

Figura 56: RPT semi-ciclica

Numero de Lugares | k-limitada | Ciclica Segura
pP=2 k=2 M=1
k=4 M=2
P=3 k=3 M=1
k=6 M=2
k=9 M=3

7.5 Aplicacoes

Nesta secao serao apresentadas algumas aplicagoes que exploram os resultados obtidos
nesse capitulo. Usando a equacao intervalar geral pode-se obter medidas como: tempo de
ciclo, tempo de execucao de tarefas, programacgao para utilizacdo de recursos, entre outros.
Além disso, explorando os resultados do Capitulo 6, sera feita uma analise sobre o grafo de
alcangabilidade da rede mostrada na Figura 44. Para isso, serd utilizada sua rede equivalente

mostrada na Figura 57.

A partir da rede equivalente, mostrada na Figura 57 ou a partir da matriz reduzida
MI, obtém-se a matriz intervalar C, substituindo cada elemento da MI por seu respectivo

intervalo, como seguir:
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P1o

Figura 57: RPT reduzida obtida na aplicacao do Capitulo 6

Ip Ig3 Tga 1
[4, 15] 0 0 0
C= [4, 15]  [4, 18] 0 0
4, 15]  [4, 18] [2, 12] 0
[4,15]  [4,18] [2,12] [2,5]

Usando a equagao intervalar (7.16), pode-se calcular aproximagoes intervalares e datas
para execucao de determinadas tarefas do sistema. Além disso, algumas medidas de desem-

penho podem ser obtidas via equacao intervalar.

1. Equacao intervalar

4, 15] 0 0 0 ai
| e e 0 0 o
4, 15]  [4,18] [2, 13] 0 @
4,15  [4,18] [2,13] [2,5] s

2. Tempo de ciclo

Um ciclo representa o tempo, ou intervalo de tempo, para se completar um servico.

Neste caso, corresponde ao tempo entre a habilitacao da transicao t, e o disparo da
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transicao ;. Usando a equacao intervalar para o sistema, obtém-se o intervalo de

tempo correspondente, como segue:

[4, 15]
8, 33]
(10, 46]
12, 51]

I=Cqy=

sendo, ¢g=[1111]T.

O intervalo [12, 51] é uma aproximagao intervalar para os possiveis tempos necessarios
para se completar um servico. Na realidade, quando ocorre o disparo da ultima transi-
¢ao, representando a disponibilidade para realizar novo servigo, este ja foi inicializado
pelo servidor Ry, significando que o intervalo real para um ciclo, pode ser menor que o

calculado.

3. Tempo para execucgao de cada tarefa

Na rede reduzida, os tempos estao associados as transicoes agrupadas, correspondendo,
portanto, a execucao conjunta de tarefas. Os tempos globais dessas tarefas sao obtidos

na rede original ou a partir dos tempos da rede reduzida equivalente, como segue,

Para a rede reduzida, mostrada na Figura 48, as transicoes fg3 € 44 tiveram os seguintes

tempos globais:
iG(ty3) = [8, 33]
ig(tg4) = [10, 46]
A transicao te3 resulta do seguinte agrupamento:

tg3 = ta || 14, logo,
i(tg3) = [min{8,, 84}, max{A,,Ad }]

Sendo i(t,) = [84,Ad] = [6, 18] ¢ i(ty) = [84,A4] = [4, 16], tém-se :

t3: [4, 18] - [8, 33]
ta: 6, 18] - [2, 33]
ta:[4, 16) <% 8, 7]

Como iG(tg3) € i(ty3) sdo intervalos dependentes, entdo, d pode ser calculado usando a

subtracao dependente, como segue,
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ig(ty3) =i(te3) +d
dZiG(tg3) o i(tg3) = [4, 15]

Assim,

i6(ta) = i(ta) + d = [10, 33]
ig(l‘d) = i(td) +d = [8, 31]

Repetindo, para a transicao tg4, o procedimento usado no item anterior, tém-se:

tos : [2, 13] - [10, 46
te: 3, 13] -5 2, 46]

1 [2, 5] - [10, 7]

Como,
d=ig(tgs) © i(tea) = [8, 33]

os tempos globais das transigoes ?. e ty;, sao:

iG(re) = [3+48, 46] =[11, 46]
iG(r22) = [10, 5+33] = [10, 38]

Tem-se, entao, os seguintes tempos globais e relativos, para cada tarefa:

Tabela 4: Tempos globais e relativos de cada transicao
Tarefa \ Tempo Global \ Tempo Relativo

b [4, 15] [4, 15]
a [10, 33] [6, 18]
d 8, 31] [4, 16]
C [11, 46] 3, 13]
22 (10, 38] 2, 7]
21 [12, 51] 1, 5]

Os intervalos das transicoes acima representam os tempo para execucao de cada tarefa.
A execucao da tarefa t,, por exemplo, significa a ocorréncia da seqiiéncia t; —t3 —t7 ou

1 —14—13.

Dessa forma, os intervalos de disparo de transi¢oes para estados intermediarios podem
ser obtidos sem executar a rede e sem mapear o completo espaco de estado. Assim,
o disparo da seqiiéncia t, =t; —t3 —t7 ou t, =t —t4 — tg ocorre no intervalo de tempo

global [10, 33]. Este valor é contado a partir do estado inicial, portanto, o intervalo de
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tempo da tarefa t;, estd embutido neste intervalo. O tempo de execucao da tarefa t, é

obtido pela subtracao dependente entre ¢, e f,, como segue:
() = i6(ta) © i6(tr) = [8,33] — [4, 15] = [4, 18].
Esse tempo corresponde ao tempo relativo da tarefa a, ou seja, seu tempo de execugao.

4. Utilizacao dos recursos

Baseado nos resultados via equagao intervalar, pode-se também avaliar a utilizacao dos
recursos R| e Ry. Na Figura 58 sao mostrados os intervalos para possiveis execucoes
da rede reduzida, a partir da qual pode-se determinar os tempos de execugao de cada

tarefa, bem como verificacao e validacao de seqiiéncias para execucao do servigo.

\J

4 12 24 32 44 52

Figura 58: Tempo global e escala de operacao dos recursos R; e R;

Para a escala de servigo sugerida, os intervalos de tempo globais, sao calculados como
segue:
[4, 12]
14, 24
% = 14, 24] + [20, 20]ku
[26, 32]

34, 44]

sendo k o numero de servigos completados e d = [20, 20] o tempo de ciclo.

5. espaco de estados reduzido

A anélise via alcancabilidade para a rede mostrada na Figura 44 é inviavel devido ao
problema de explosao do nimero de estados. Porém, considerando a rede mostrada na

Figura 59, pode-se avaliar, via alcancabilidade, questoes como intervalos de tempo com
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variacao da seqiiéncia de execucao das tarefas, bloqueio no uso dos recursos, tempo de

espera, entre outros.

Na Figura 60 é mostrado o grafo de classe para a rede reduzida da Figura 45.

Figura 59: RPT reduzida representando as tarefas

Devido a natureza do tempo global, o grafo ¢ ilimitado, caso nao se considere a equi-
valéncia de classes. Uma forma de garantir a equivaléncia seria manter a rede com
mesma seqiiéncia, com isso o intervalo de tempo de ciclo seria o mesmo e as classes
com mesma marcacao teriam tempos proporcionais. Por exemplo, para a rede mos-
trada na Figura 59, sendo mantida a seqiiéncia ¢ =1, —t, —t; —t. —try — 171, 0 intervalo
de tempo global para o disparo de cada transicao seria calculado conforme a Equacao
(7.14), como segue:

4, 15]
8, 31]
Ig = 8,31 + [12, 36]ku
[11, 36]
[11, 36]
(12, 36]

Caso se amplie o intervalo de ciclo, novas seqiiéncias poderao ser realizadas e mesmo
assim se obterem classes equivalentes, como é o caso das seqiiéncias ressaltadas na
Figura 60, em que o tempo de ciclo é ampliado para [12, 41]. Com isso, a rede passa
a ter 4 caminhos possiveis de serem seguidos, mantendo o tempo de ciclo dentro do

estabelecido.
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22 ! ’
. 6 \ t, '\;
o/ \ »
[13,46] t [13,46] t | [15,41] t [13,44] [13,36] L
[14,48] [17,51] 2| [13,36] [16,51] t [14,41]
' t

tv ty ty t, +
14,4 ]

tZZ t21 c z
[17,51] [17,51]
15,51
t t21 t21 t

21 22 22

@

Figura 60: Espaco de classes de estados reduzido

7.6 Conclusoes

Neste capitulo foi proposto uma solugao, via aproximacao intervalar, para o problema
de estimacao de intervalos de disparos. A equacao intervalar é composta pelos intervalos
estaticos de uma RPT equivalente, obtida por um dos métodos de redugao, discutidos no
Capitulo 5. Para determinada seqiiéncia de disparo, é possivel calcular o intervalo de tempo,
no qual, para qualquer data de disparo, o tempo resultante permanecera dentro desse inter-
valo. O calculo é feito sem que seja necessario executar a rede e o resultado é obtido sem

que seja necessario lancar mao de qualquer complexidade algébrica.

A equacao intervalar mostrou-se adequada para redes ciclicas e aciclicas, seguras e k-
limitadas. Além disso, a equagao também possibilita o calculo de métricas que sao utilizadas
na analise de desempenho de sistemas, tais como: tempo de ciclo, taxa de disparo, escalona-

mento de tarefas, entre outros.

A partir da equacao intervalar também foi possivel restringir o espaco de estado de uma
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RPT a uma regiao do espaco e assim delimitar o espaco de busca, por exemplo. A equacao
intervalar, portanto, mostrou-se adequada nao sé como solucao para o problema da estimacao

de intervalos de tempo, como também, para analise dos requisitos temporais impostos a uma

RPT.
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8 Alcancabilidade de Intervalo de
Tempo em uma RPT

Neste capitulo é apresentado o problema de Alcancabilidade de um Intervalo de Tempo

em uma RPT e que pode ser enunciado da seguinte forma:

Seja So = (My, Io) o estado inicial de uma RPT. Assumindo que o estado S, =

(My, L)) seja alcangavel, a partir de Sp, para a rede sem restri¢gao temporal.

Quais as possiveis seqiiencias de transicoes, erecutdveis ou nao, capazes de

levar a rede do estado So para S,, dentro de determinada restricao de tempo

I?

O problema é denominado de Alcancabilidade de um Intervalo de Tempo para uma RPT
e se resume em uma busca das possiveis seqiiéncias para, a partir de um estado inicial,
alcancar um estado objetivo, dentro de uma especificacao de tempo. Na Figura 61 é ilustrado

tal problema.

Figura 61: Alcangabilidade de intervalos de tempo

De forma semelhante ao problema de estimacao de intervalos de tempo, o problema al-
cangabilidade de intervalos serd tratado como um problema de andlise intervalar. O objetivo,
portanto, é delimitar uma regiao do espacgo de seqiiéncias, na qual qualquer execucao leva

para o intervalo especificado. Desta forma, o problema de alcancabilidade de intervalos, sera
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resumido a caracterizacao do conjunto solugao de uma equacao linear intervalar obtida a

partir de uma RPT reduzida e sujeita a determinadas restricoes de tempo.

8.1 Equacao Intervalar e o Problema de Alcancgabili-
dade de Intervalos

Conforme o Capitulo 7, a estimagao de intervalos de tempo, para execucao de uma
seqiiéncia de transigoes foi resolvido através de uma equacao intervalar, obtida a partir de

uma RPT reduzida. Tal equacao intervalar é da forma:
Cq=1 (8.1)

sendo, C € IQ™*" a matriz dos intervalos estaticos da rede, I € IQ" o vetor restricao de tempo

para disparos de transigoes e q € (Z7)" o vetor quantidade de disparo.

O problema de alcancabilidade de intervalos consiste, conforme enunciado, em determinar
a solugao da Equacao (8.1), quando se conhece a matriz intervalar, C, e as restrigdes de

tempo, I, impostas a rede.

Conforme apresentado no Capitulo 2, uma equacao intervalar pode ser interpretada de

diferentes maneiras. Uma delas é a solugao geral (united solution set), dada como segue:

2,={q e (Z")"|3Cc € C,IT €l,Cq=I} = {q € (Z")"|Cqn I # 0} (8.2)

A solugao geral contém a uniao de todas solugoes que para algum C e algum I satisfazem
a Equagao (8.1). Isto significa que a solucao geral pode conter seqiiéncias de transigdes que
nao satisfazem as restrigoes temporais, uma vez que nao valem para todo C. Na Figura 62 é
mostrado que, do espaco de seqiiéncias gerado por uma RPT, o conjunto das solugoes gerais

serd composto por todas as seqiiéncias que levam a algum intervalo comum com a restri¢ao

Uma solucao alternativa, discutida no Capitulo 2, é o conjunto das solucoes restritas,

definida por:

9,={q € (Z")"|VC e C,31 €1 Cqg=i}, (8.3)

ou seja, 2, é o conjunto formado por todos os q € (Z1)" tal que o produto Cq ocorre em I,

qualquer que seja C € C.
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Figura 62: Solucao geral de uma equagao intervalar

O conjunto das solugoes restritas também pode ser definido, como segue.

2,={q € (Z')'|CqC . (8.4)

Para as RPT's, isto significa que qualquer seqiiéncia de transicoes, pertencente ao con-
junto de solugoes restritas, ird respeitar a restricao de tempo. Isso, entretanto, nao valida
tais seqiiéncias, pois o fato de se obter uma seqiiéncia de transi¢oes, nao assegura que tal
transicao serd executavel. Porém, as seqiiéncias validas pertencem ao conjunto de solucoes

restritas.

Na Figura 63 é mostrado que o conjunto 2, é formado por todas as seqiiéncias geradas
por uma RPT, tal que, quando executadas, tém seus intervalos de tempo respeitando a

restricao temporal, imposta a rede.

Cq,
C
——
|
Cq

Figura 63: Solucao restrita de uma equacao intervalar

O conjunto de solugbes restritas Z,, para a Equagao (8.1), é a solucdo de interesse para
determinar o conjunto de seqiiéncias de transicoes, sejam elas viaveis ou nao, para levar uma

RPT, desde o estado Sy até estado S,,, dentro de um especificado intervalo de tempo.
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8.2 Aproximacao Intervalar para o Conjunto de Solu-
coes Restritas

O conjunto solugao restrita, 2,, apesar de ser composto por intervalos, nem sempre tem

uma forma intervalar, pois a composicao de intervalos geralmente nao é um intervalo.

Conforme discutido no Capitulo 2, o conjunto solucao restrita 2,, quando confinado no
primeiro ortante, pode ser caracterizado por um poliedro convexo, podendo ser representado

por uma solucao intervalar q.

A solugao intervalar pode ser: uma aproximacao externa, q,, Ou Uma aproximagao
interna, q;,;, desse poliedro. Quando o conjunto de solugoes restritas ¢ limitado e nao vazio,
a aproximacao intervalar existe e pode ser encontrada, conforme mostrado na Figura 64a. Um
método para determinar a aproximagao intervalar externa étima é encontrado em [Sha97],
enquanto métodos para encontrar a aproximagao intervalar interna maxima sao encontrados
em [Sha01, Sha04]. Considerando apenas os intervalos cldssicos (fechados), quando o poliedro

¢ ilimitado, pode-se ter uma das seguintes situagoes:

e A aproximagao externa nao existe, Figuras 64b,c,d;

e Qualquer aproximagao intervalar interna é significativamente menor que o conjunto

calculado, Figuras 64b,c,d;

e A aproximacao intervalar interna maxima pode nao existir, Figuras 64b,c.

8.2.1 Calculo da Aproximacao Intervalar Interna para o Conjunto
das Solucoes Restritas

Dada uma RPT, juntamente com uma especificagao de tempo, quais as pos-.

stveis seqliéncias de transigoes, vidveis ou nao, capazes de levar a rede do seu

estado inicial So = (My, Ly) ao estado S, = (M, I,), dentro da restricao de tempo

especificada?

A justificativa para calcular uma aproximacao interna, ao invés da externa, estd na
especificacao do problema, a qual estabelece que a solugao, se existir, deve levar a rede para

a marcacao desejada dentro do tempo especificado.

1. A partir do modelo reduzido de uma RPT, obtém-se a matriz intervalar, C, conforme
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x2 A xz /

—

L)

~ i X,
(a) (b)
%A X,
7—>
xl xl
(c) (d)

Figura 64: Aproximagoes intervalares de poliedros

Equacao (6.6). Como é conhecida uma especificagdo de tempo, I, o problema, entao,

é encontrar o conjunto solucao da equacao intervalar,
Cq=1

sendo, [C] =[cC], [I] =[-I T]

2. A equacao intervalar acima é transformada em um sistema de equagdes lineares do
tipo:
Ax =D,

(1) (1)

3. O conjunto solucao do sistema Ax=b ¢ determinado através dos pontos extremos do

sendo,

Ql 1

poliedro convexo que o caracteriza.

4. O conjunto dos pontos extremos, 7', é obtido, conforme apresentado no Capitulo 2, da
seguinte forma: enumerando todas as possiveis bases do sistema Ax=b, para o conjunto
de solucoes limitadas e calculando o espago nulo de A, para o conjunto das solugoes

ilimitadas.
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5. A primeira aproximagao intervalar, denominada de q,,;, ¢ obtida pelos limites maximos
e minimos de cada coordenada do conjunto ¥". Assim, q,,, ¢ uma aproximacao externa,

calculada como segue:
Qo = [min{ ¥}, max{¥}], i=1,...,n
6. A partir do vetor q,,, determina-se o vetor qg, interno ao poliedro, como a seguir

qQo = [maxqext<'7 1)7 minqext('az)]

7. Se Cqy €1, entao, q = qp e expande-se q, pelo limite superior, de modo a explorar a

relacao entre o nimero de disparos das transigoes.
8. Se Cqy € I, faz-se q = qq, e varia-se q, contraindo-o pelo limite inferior, até que Cq C L.

9. Solucao intervalar restrita, q, = q

ext

int

X
Figura 65: Aproximagao intervalar interna

Se o vetor q é uma aproximacao intervalar interna, entao, ele pode nao conter toda a
regiao na qual Cq C 1 é satisfeita. Entretanto, se o vetor q é uma aproximacao externa, esse
vetor contera toda a regiao na qual a condi¢ao Cq, C I é satisfeita, porém, também podera
conter elementos que nao respeitam a restricao temporal. A figura 65 ilustra os possiveis

limites para as aproximagoes interna e externa.

Para alguns tipos de RPT, pode-se obter uma aproximacao interna, o mais proximo
possivel do conjunto 2,. Isto ocorre devido ao fato de nao haver restricao entre o niimero

de disparos das transicoes da rede. Neste caso, a solucao 2, seria dada por

Qint = qu (85)
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q

‘/ext
==L .

g -

X
Figura 66: Aproximagoes interna e externa

sendo g; € (IZ™)", conforme mostrado na figura 66.

A partir do vetor q,, pode-se gerar todas as possiveis seqiiéncias de transigoes, factiveis
ou nao, que levam o sistema modelado ao estado desejado e respeitando as restricoes de

tempo especificadas.

Exemplo 8.1 O modelo reduzido de uma RPT, € mostrado na Figura 67. A matriz inter-

valar equivalente e o vetor de restricoes temporais sao dados, como seque,

Figura 67: Modelo reduzido de uma RPT, Exemplo 8.1

1,2 0 0 [0,15]
C=| [1,2] [2,4] © I=| [5,30] (8.6)
[1,2] [2,4] [1,3] (10, 50]

Algoritmo para calculo da aproximagao intervalar interna

e Solugdo Limitada

1. Para a RPT, mostrada na Figura 67, a equagao intervalar é dada como,

Cg=1
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2. O sistema de equacoes, Ax=b, para obtencao do conjunto de solugoes restritas, é

) (3)

dado, como segue:

I
N
|
al 1Q

X1
1 0 10o0o000)\|™ 0
1 =2 o10o000]|[™ 5
121001000 ||| | -0
> 0 oooo0o1o00 /||l | | 10
> 4 0000010/ 30
2 4 3000001 7 50

X8

X9

3. Calculo do niimero maximo de solugoes bésicas viaveis para Ax = b

n
ny = =84
m

sendo, n o numero de colunas e m o niumero de linhas de A. Assim, ha 84 possi-
bilidades de combinar as 9 colunas de A em grupos de 6. Cada um desses grupos
pode formar uma base B.
4. Solucoes viaveis
x=B"lb
sendo X > 0.
5. Conjunto de de solugoes de associadas aos vértices do politopo que caracteriza
Ax=b.
0 0O0O0OOS5S 5 8 8 8 8 8
V1={f}=]13 3 5880 000 1 44
51300 7 5 13 3 12 0 0 7

e Solugdo Ilimitada

6. O sistema homogéneo correspondente, Ay = 0, tem uma tnica solugao (nula), logo,

a solugao completa é limitada.

e Calculo das Aproximagdes
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10.

11.

O vetor solucao intervalar externa q,,, € a primeira aproximacao interna q, sao

dados, como segue:

[0, 8] [0, 8]
Qexr = [O; 8] o = [07 8]
[0,13] [0, 8]

. Tanto q,,, quanto q, possuem elementos que levam Cq para fora do intervalo I.

Considerando que a rede é ciclica e segura, calcula-se o vetor intervalar para a
solugao restrita variando o vetor qg, de modo Cq,y C I, conforme a relacao entre

os disparos das transi¢oes da rede. A aproximacao interna encontrada é dada por:
3,10]

[9,30]
2,5] [11,45]

qr = cl

sendo,
2<q<q+1
43 <q2<qg3+1
93 <q1<g3+1
g3 >0

Exemplos de seqiiéncias

3 3 5

q, = 3 3 e 5

2 3 5
O vetor intervalar solucao também pode ser obtido usando métodos iterativos,
tais como: eliminacao Gaussiana, método de Hansen e a formula de Neumaier,

conforme Apéndice A. Os resultados, usando tais métodos, sao mostrados na

tabela 5. Todos esses resultados, porém, apresentam uma aproximacgao externa.

Tabela 5: Vetor Solucao Geral (q,,)

] Eliminacao \ Hansen \ Neumaier ‘
3,20] 0,15] [0,15]
0,15] 2,7 (2,7
0,40)] 2,20] [2,20]
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Exemplo 8.2 Considerando que os intervalos estaticos da rede mostrada na Figura 67 fo-
ram alterados e 0s novos intervalos sao dados na matriz intervalar (8.7). Nota-se que 0s

intervalos da primeira coluna foram trocados por intervalos nulos,

0,00 0 0
C=|1[00 [2,4 o |- (8.7)
[0,0] [2,4] [1,3]

Seguindo o procedimento apresentado no Exemplo 8.1, obtém-se os seguintes resultados:

e Solugdo Limitada

1. O conjunto de pontos extremos é dado por

0 0 00O
=13 3 58 8
513007

2. O vetor solucao intervalar externa q,,, ¢ dado por

[0,0]
Yext = [37 8]
[0,13]

3. O intervalo [0,0], para a primeira coordenada do vetor gy, poderia significar que,
a transicao associada a esta variavel nao faz qualquer disparo, porém, a realidade é
o oposto. Se a rede é ciclica, o nimero de disparos dessa transicao sera pelo menos

igual ao das demais transigoes. Desta forma, os seguintes vetores intervalares sao

obtidos,
3, 8] [4,8]
W= 3.8 | d%a=| [47
3, 8] 3,7]

4. Caso a rede seja aciclica, a transi¢ao associada ao intervalo [0, 0], por ser transi¢ao
fonte, é permanentemente habilitada e pode disparar indefinidamente, sem que

seu dispare altere o intervalo de tempo dinamico.

e Solucdo Ilimitada
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1. Sob o ponto de vista analitico, o conjunto solucao limitada 2, para a rede aciclica,
¢ apenas uma solucao particular, visto que a solugao homogénea de Ag =0, q > 0,

¢ diferente da trivial e igual a
¥ = (100)"

2. Um vetor § € #; aponta a direcao da coordenada na qual o poliedro cresce definido
por #1. Isto significa que a primeira varidvel do vetor q,,, pode assumir qualquer

valor pertencente ao conjunto {0,1,...,}.
e Solugao Completa

1. A solucao completa, segundo o Teorema 2.8, é calculada como segue:

O 6 6 6 06
V=N+07= 3 3 5 8 8
5 13 0 0 7
2. Os vetores q,,, ¢ q, sao obtidos e dados por,
[0,8] [4,8]
Aexr = [07 8] Qro1 = [4a7]
[0,8] 3,7]

3. Na Figura 68 sao mostrados o conjunto solugao, o vetor aproximacao externa e o

vetor solugao restrita (toleravel), para 6 = 20.

0 2 4 6 E] 10 12 u °

Figura 68: Conjunto solucao ilimitada, Exemplo

Isto mostra que as solugoes limitadas e ilimitadas devem der consideradas conjuntamente.
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Se a matriz C tem coluna nula, os métodos iterativos, para calculo da solucao intervalar
geral, sao inviaveis, devido a impossibilidade da divisao por zero, como é o caso do processo
de eliminacao, por exemplo. Ja o cédlculo pelo método de Hansen e também de Neumaier é

inviavel pelo fato da matriz C ser nao regular.

8.3 Aplicacoes

Na Figura 69 é mostrada uma planta de manufatura, a qual pode assumir diferentes
configuragoes. Os recursos R, R; e R3 alimentam as maquinas M;/Mj, M3 e My/Ms,

respectivamente.

A planta é capaz de fabricar diferentes pecas ao mesmo tempo, conforme sua progra-
macao. Por exemplo, na Tabela 6 sao mostrados trés tipos de produtos que podem ser

manufaturados pela planta.

M1 M2

B

M3

M4 M5
R3

Figura 69: Exemplo de uma planta de manufatura

%

Na Figura 70 é mostrado o modelo da rede Petri temporal da planta, j& com os tempos

minimo e maximo de operagao de cada componente da planta. Na tabela 7 é apresentada a
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Tabela 6: Processos da planta
Etapas ‘ Produto 1 ‘ Produto 2 ‘ Produto 3 ‘

E, M /My —Ry | M{ /My —Ry | M;/M>— R,
E, Ms;—R, Ms;—R, Ms;—R,
Es M, — R; Ri Ms — R;
tl tZ
[0,5] [0,5]
Rl
(e ° ’ oM
t3 t,
4, 6] 4, 8]
Bl
t5
P [0,5]
A
A [ ) R,
M3 °® P3
t6
R3
[4, 10] o
A
BZ
t7 t9
[0.5] (0,5]
M4 . P4 Ps . M5
tio tg Y ty
14, 6] (s | | e
Pe p7 Pg

Figura 70: Rede de Petri temporal da planta

descri¢ao de cada elemento da figura 70.

Considerando um periodo de 300 unidades de tempo, contados a partir do inicio de ope-

racao da planta, serd feita uma verificagao das possiveis quantidades de produtos finalizados

pela planta, para diferentes configuracoes.
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Tabela 7: Descricao dos elementos da rede de Petri

’ Componente \ Descricao ‘

M,...,Ms | Maquinas disponiveis
R1,R>,R;3 Robos disponiveis
A Alimentacao de pecas a serem trabalhadas
Ply---5 D5 Maquinas e robos nao disponiveis
1,t,t5,17 Deslocamento e pegas
13,14, Maquinas em operacao

Cada produto terminado significa uma seqiiéncia de transicao executada. O problema,
portanto, é determinar as quantidades das possiveis seqiiéncias necessarias para completar
cada produto. Tais seqiiéncias tém inicio em #; ou #; e terminam nos lugares pg, p7 € ps.

Para o produto 1, por exemplo, a planta deve executar a seguinte seqiiéncia,
I —13—15—1te — 17— 10

ou

Iy —14—15—1g— 17— 110

Pode-se verificar se tal seqiiéncia é executavel e caso sim, qual o intervalo de tempo
para executd-la. O mesmo procedimento deve ser feito para as seqiiéncias que levam a
manufatura dos produtos 2 e 3. Como esses produtos utilizam os mesmos recursos, se deve

fazer um escalonamento para o uso de tais recursos.

Uma outra maneira de verificar quais as possibilidades de execugao é usar a abordagem
proposta neste capitulo. Para isso, utiliza-se a rede reduzida do modelo original, como é

mostrada na Figura 71.

Nesta aplicagao, serao exploradas diferentes configuracoes para a planta.

1. Rede Ciclica - A planta funciona de forma fechada, ou seja, cada peca que entra na
planta é transportada através de um pallet e apds o término de cada produto, retorna

ao inicio da planta.

e Rede Ciclica Segura - apenas uma pega é trabalhada por vez na planta. Para

esta configuracao, a rede reduzida é mostrada na figura 72.

A matriz C da equagao intervalar (8.1) para a rede reduzida é dada por,
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P1

"
t [4,13] - —

o

Y

P2
t2 o - - @

t3[2,11] '\\\\\ ps/’—ﬁ ’—:—‘ ’T"b
R

Figura 71: Reducao da rede de Petri temporal

t [4,13] t [2,11]

Figura 72: Rede reduzida para rede segura

[4,13] 0 0 qi [0, 300]
C=| [4,13] [4,15] 0 g | =] [0,300]
[4,13] [4,15] [2,11] 4 [0, 300]

Como a rede é segura o numero de disparo das transicoes da rede serao iguais e

a matriz C assumird a forma de vetor intervalar, logo

cqg=1i
T
[47 13] 90
[4, 15] Qp | = [0, 300]
2, 11] 43

Como para cada produto acabado tem-se qy = q, = q3 = ¢, entao, o vetor ¢ pode
ser substituido por um intervalo, resultante da soma dos intervalos das transicoes.
Assim, para o periodo especificado, tem-se as seguintes quantidades de processos

completados:



8.8 Aplicacgoes 150

[10, 39] g = [0, 300]
Para que a solucao q seja uma solugao restrita, ou seja, cq C i, deve-se ter,

0 < 10g <300 e 0<39g < 300

q=>

Sle

=0e q§%=7,6

sendo g € 2’1, a solucdo intervalar, para o intervalo especificado é, entao,

Qi = [Oa 7]

Assim, para se fabricar 7 produtos, independente de qual deles, pode-se fazé-los

dentro do periodo de 300 unidades de tempo.

e Rede Ciclica N-Limitada - A planta é configurada para trabalhar mais de uma
peca ao mesmo tempo e os buffers intermedidrios tém capacidades limitadas ao
nimero de pecas que a planta é capaz de manufaturar simultaneamente. Uma

rede reduzida ciclica 2-limitada, para essa configuracao é mostrada na figura 73.

Figura 73: Rede ciclica 2-limitada

A equacao intervalar, para rede com mais de uma marca é dada por,
Cqy=1 (8.8)

sendo qy = [1,N]g, N o niimero de marcas na rede.

Assim, para N =2, a quantidade de disparos de transicoes no tempo especificado

¢ igual a,
ay = [1,N]g =1, 2][0,7] = [0, 14]

2. Rede Aciclica - A planta funciona de forma aberta, com alimentagao constante e
independente de pecas a serem trabalhadas. A planta pode ainda ser configurada

CcOo1mao:
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t  [4,13] t, [4,15]

Figura 74: Rede aciclica e segura

e Rede Aciclica Segura - Neste caso, a alimentacao de marcas na rede independe
do retorno dado pela tltima transi¢ao, como foi o caso ciclico. O modelo reduzido
como mostrado na figura 741
Utilizando o modelo reduzido, observa-se que, sempre que a transicao t, estiver
habilitada, as transicoes t; e 3 estarao desabilitadas, e vice-versa. Neste caso, as
transicoes t e t3 podem ser reduzidas a uma so transicao, a fim de se calcular o
tempo necesséario para se manufaturar completamente uma peca. Isto é ilustrado

na figura 75.

L . » STE)

Figura 75: Rede aciclica e segura em execucgao

t, [4,15]

]

Figura 76: Rede reduzida aciclica e segura equivalente a rede

t,5[4,13]

Assim, a rede aciclica segura, mostrada em 76, equivale a rede mostrada na figura

76 e a equacao intervalar assume a forma,
8,28]q = [0,300].

O vetor intervalo das quantidades de disparo é dado por,

q=10,10].

LConforme definicdo, uma rede aciclica nao possui qualquer ciclo, portanto os lugares marcados, mostrados
nessa figura sao apenas para forcar a condicao de seguranca dos lugares da rede.



8.4 Conclusoes 152

Usando a rede reduzida, mostrada na figura 76, pode-se gerar um mapa dos

intervalos de execucao da rede, como o seguinte:

t t
4, 13] —- (8, 28] —2- 12, 41] —2- [16, 58] —2- [20, 69] - --
Assim, segundo determinada politica, pode-se programar um escalonamento a ser
executado pela planta. Por exemplo, iniciando a operacgao pela etapa E; e esta
etapa durando todo seu intervalo, ou seja, [4, 13], pode-se obter um escalonamento

para a planta.

e Rede Aciclica Livre - Cada etapa do processo tem alimentacao suficiente de
modo a ser independente da etapa anterior. Portanto, cada transicao da rede tem

liberdade para disparar. Assim, a matriz C assume a forma diagonal, como segue,

4,13] 0 0 0 [0, 300]
0 [415 0 o | =1 [0 300

A solucao intervalar, para a equacao acima, é obtida a partir dos pontos extremos

do poliedro que a caracteriza e é dado por,
0, 23]
q=1 10,20]
[0,27]
O espaco da solucao restrita para as tarefas completadas é a regiao Q,, mostrado

na figura 77. A regiao delimitada por Q; representa uma rede ciclica com a

seguinte relagao entre os disparos:

q+q2+q3=20

8.4 Conclusoes

Neste capitulo foi abordado o problema de alcancabilidade de intervalos de tempo. O
problema consiste em determinar as seqiiéncias de transicoes capazes de levar uma RPT, a

partir de um estado inicial, para um estado objetivo, dentro de um tempo pré-estabelecido.

Usando o processo de reducao do modelo original da rede, o problema da alcancabili-

dade foi transformado em um problema de solucao de uma equacao linear intervalar. Esse
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7]

q2
=

a1

o3

ql

Figura 77: Solucao restrita para as redes aciclicas livre Q; e limitada Q

problema é bastante discutido na literatura, principalmente por assumir diversas particula-

ridades. Uma dessas particularidades foi explorada neste capitulo.

Transformando o problema de solucao de uma equagcao intervalar, em um problema de
solugao de um sistema de equagoes lineares e usando elementos da algebra linear e da anélise
convexa, foi obtido um procedimento que delimita uma regiao na qual se encontra o conjunto

solugao do problema.

Até o momento nao foram encontrados na literatura trabalhos sobre o problema de se
determinar um intervalo para um numero de disparos de transicoes num dado intervalo de

tempo. Este capitulo é uma contribuicao para a solugao deste problema via analise intervalar.
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9 Conclusoes e Trabalhos Futuros

9.1 Conclusoes

Nas tltimas décadas, as redes de Petri tém sido utilizadas em diversas areas tecnold-
gicas, contribuindo nao sé para o melhor entendimento dos sistemas por elas modelados,
mas permitindo o desenvolvimento desses sistemas. Novas ferramentas de simulagao possi-
bilitam cada vez mais a exploracao de diferentes formas de implementacao. Por sua vez, o
uso de novas ferramentas algébricas fornece cada vez mais condigoes formais para andlise,
validagao e estimacao do sistema modelado. O surgimento das redes de Petri temporais,
juntamente com outras extensoes das redes de Petri, aumentaram ainda mais o seu poder
de expressividade. O aumento do poder de representacao, no entanto, foi acompanhado de
uma maior complexidade computacional nos procedimentos de analise. Diferentes propostas
de como tratar o tempo, de maneira a compensar o custo computacional, tém surgido na
literatura. Neste contexto, o trabalho apresentado nesta tese apresenta duas contribuicoes
principais. Primeiro, por utilizar uma ferramenta matematica concebida para tratar como
intervalo, grandezas que por sua natureza sao intervalares, ou seja, as incertezas intervalares
relacionadas aos momentos de disparo das transi¢oes nao sao tratadas como incertezas no
campo dos reais e sim como elemento do espaco dos intervalos, conseqiientemente, sujeitas
as operacoes, propriedades e topologia préprias. Segundo, o ganho de se poder estimar,
mesmo que com certo grau de aumento na imprecisao dos resultados, intervalos de tempos
de disparo para um horizonte além do préximo estado, sem gerar, mesmo que parcialmente,

o grafo de estados da rede.

Apesar da complexidade das redes temporais nao seguras, por causa do forte efeito da
intercalagao dos disparos, a equagao intervalar possibilita a estimacao de algumas medidas
quantitativas para tais redes. Entre essas medidas, tém-se: tempo de ciclo em redes reversi-
veis, taxa de disparo em redes aciclicas, tempo de execugao de tarefas e tempo entre disparos
de transigoes. Além disso, a equacao possibilita a validacao de seqiiéncias de ocorréncias de

transicoes, o que permite, por exemplo, o planejamento de um escalonamento para execugao
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de tarefas a serem executadas no sistema modelado.

Uma outra contribuicao deste trabalho esta em possibilitar uma relacao inversa entre
as classes de estados da rede. Nos diversos trabalhos encontrados na literatura que trata
da anélise de redes temporais, nao existe uma relacao de bijecao entre dois dominios de
disparos pertencentes a dois estados, mesmo que um seja alcangavel pelo outro. A partir da
equacao intervalar, entretanto, é possivel determinar uma regiao do espaco de disparos, na
qual é possivel identificar, caso existam, quais os vetores de disparos que levam a rede de
um estado a outro qualquer, dentro de uma pré-definida restricao temporal. A importancia
dessa contribuicao se estende desde a possibilidade de reducao do espago de busca, para
analise de alcancabilidade, até a possibilidade de resolugao de problemas de escalonamento

e controle sob restricao de tempo.

O desenvolvimento dessas principais contribuigoes sé foram possiveis gracas a outras

menores, mas nao menos importantes, tais como:

1. Desenvolvimento de um método exaustivo para analise de uma RPT, baseado no tempo
global de execucao da rede. Usando elementos da matematica intervalar, o método
possibilitou nao sé reduzir a complexidade da enumeracao das classes, mas também

apresentou algumas vantagens em relagao aos equivalentes encontrados na literatura:
e Nao aumento da imprecisao dos intervalos de disparos em caso de disparos de
transi¢oes concorrentes;
e Possibilidade de tratar os dominios dinamicos usando tempo global ou relativo;

e Validacao de seqiiéncias de disparos de transicoes sem que seja necessaria a cons-

trucao do completo espaco de estados; e

e Reducao do grafo de alcancabilidade da rede com a defini¢ao de equivaléncia entre

classes de estados.

2. Um conjunto de regras de reducao para uma RPT, que transforma uma rede original
em uma rede reduzida. Este conjunto de regras preserva as restricoes temporais e

viabilidade de ocorréncias das transigoes.

3. Um algoritmo que implementa o processo de reducao para redes seguras. Usando ele-
mentos de conjuntos ordenados parcialmente o algoritmo capta todas as concorréncias

da rede e gera uma matriz que equivale a uma rede reduzida da rede original.

4. Implementacao de uma ferramenta computacional para simulagao e analise das RPT's.



9.2 Trabalhos Futuros 156

9.2 Trabalhos Futuros

Essa pesquisa permitiu explorar um pouco da potencialidade algébrica das redes de Petri
temporais por meio de uma nova ferramenta matematica que é a dlgebra intervalar. Desta
forma, varias questoes tanto do ponto vista da anélise das redes de Petri temporais quanto da
exploracao da algebra intervalar, sao apontadas ao longo do trabalho. Dentre estas questoes

pode-se citar:

1. Usar a abordagem intervalar modal em substituicao aos intervalos cléssicos e estender
para o campo dos reais os intervalos de tempo. Assim, importantes fatores podem
ser explorados, tais como: o alargamento de resultados intervalares devido as ope-
racoes com intervalos classicos, a possibilidade de explorar propriedades inerentes a

ramificacao do tempo, por exemplo, a vivacidade de uma transicao.

2. Formalizar o algoritmo de reducao baseado em relacao de ordem usando algebra in-
tervalar e explorando diferentes tipos de aproximacoes. Por exemplo, na concorréncia
entre transicoes ao invés de considerar uma aproximacao intervalar externa, onde todos

os disparos sao possiveis, pode-se considerar apenas a regiao comum a esses disparos.

3. Explorar a andlise considerando o tempo de disparo como absoluto e o tempo dos
intervalos dinamicos como relativo. Apesar da importancia desse resultado, ele foi
analisado apenas como uma maneira de corrigir uma limitacao da analise usando o

tempo global.

4. Desenvolver uma solucao algébrica fechada para o problema de alcangabilidade de

intervalos e estende-la para a abordagem nodal.

5. Estender a abordagem para outras areas de aplicacao tais como, controle supervisorio,

escalonamento, verificagao formal.

6. Implementar novos moédulos na ferramenta de simulacao, tais como: reducao de uma
rede de Petri temporal, estimacao de classes de estados, calculo dos caminhos viaveis

para se alcancar determinada classe a partir de uma classe inicial, entre outros.
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APENDICE A - Equacoes Lineares

Intervalares

A.1 Sistema de Equacoes Lineares Intervalares

Seja o conjunto de equacoes lineares

Ax =b, (A.1)
com A € IR™" b elIR" e x € R".

Determinar o vetor intervalar do conjunto solugdo de (A.1) é um problema NP-dificil
[HWO04]. Uma pratica comum ¢ determinar o vetor envelope através de métodos iterativos.
Esses métodos, porém, sao bastante afetados com o efeito dependéncia, além de dependerem
da regularidade da matriz A. H4, entretanto, diversos trabalhos explorando diferentes técni-
cas, tais como: geometria do problema, pré-condicionamento do sistema, formulas fechadas,

entre outras.

A.1.1 Meétodos Iterativos

A intervalizagao direta desses métodos obtém-se trocando as varidveis reais por seus
respectivos dominios intervalares e as operacoes da aritmética real pelas correspondentes na

intervalar. Porém, devido ao efeito dependéncia [Moo095], os resultados sao hiperestimados.
e Intervalizacao da Eliminacao de Gauss Apresentado na Tabela 8
O método de eliminacao Gaussiana apresenta solucao intervalar muito distante do con-

junto solucao. Uma forma de melhorar a estimativa externa dos métodos iterativos é usar um

conjunto solugao geral auxiliar obtido por meio do pré-condicionamento do sistema original.
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Tabela 8: Intervalizacao Gaussiana

1 fori=1,....,n

2 if a; #0

3 for j=i+1,....,n
4  aj=aji/a;

5 bj=b; —a;x*b;
6 for k=1,....n

T aj=aj; — oj*xay

8 fori=mn,..., 1

9 X; = <bl — Z}}:i—o—l a,-j*xj> /a,-i

A.1.2 Pré-Condicionamento

O Pré-condicionamento do sistema A.1 consiste em encontrar um sistema equivalente

que possua uma solugao intervalar mais proxima da solugao geral [HWO04]..

O processo consiste nos seguintes passos:

1. Calcular a matriz centro de A

2
2. Calcular a matriz condicionamento
B=A"
3. Calcula-se o sistema pré-condicionado
BA x= Bb
M r

Mx =r
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A.1.3 Envelope Intervalar da Solugao Geral

A partir do sistema pré-condicionado, além de melhorar a eficiencia dos métodos ite-

rativos, em [HWO04] é apresentado um procedimento para obtengao do vetor intervalar que

contém a solucao geral para o sistema A.1. Este procedimento é apresentado, como segue,

Sejam, M =M, M| e r = [z, T

1. Limitante superior do vetor
h = PT;

sendo, P=M""!

2. Limitante inferior do vetor

h=
sendo,
Ci= 2p,.,.1_ ; Z; = (r;+T;)P;i—e! PT
S¢ = [h, b
condicao:

e Ocentrode M é1I
e M ¢ regular

e 0< =T

A.1.4 Formula Fechada

Em [Neu90| é apresentado o célculo do envelope intervalar para a solugao geral, sob

algumas restrigoes, como segue:

Zill_a, 1B se
A b| se

A~ D, A D] se

%
o

IAN W
o



RESUMO

O objetivo dessa tese ¢é formalizar a analise das redes de Petri temporais usando a algebra
intervalar como ferramental matematico. A algebra intervalar é tradicionalmente usada na
solucao de problemas relacionados com imprecisao. Por sua vez, as redes de Petri temporais
se caracterizam, por definigdo, por possuir um intervalo temporal que delimita os periodos
minimos e maximos de sensibilizacao das transi¢oes. Em conseqiiéncia, a imprecisao quanto
a data de disparo das transicoes é denotada por um intervalo. Assim, neste trabalho, a
dinamica dos intervalos de disparos ao longo da evolugao da rede é modelada por uma equacgao
linear intervalar, que possibilita o calculo de intervalos de tempo de ocorréncias de transicoes
sem que seja necessario explorar, completa ou parcialmente, o espaco de estados. Essa mesma
equacao pode ser usada para tratar do problema inverso: identificar seqiiéncias de disparos
de transicoes que permitam alcancar uma determinada marcacao respeitando uma janela
temporal pré-definida. FEste problema foi denominado de alcancabilidade temporal. Ao
longo do desenvolvimento dessa abordagem, outros importantes resultados foram obtidos,
tais como: método enumerativo usando tempo global para analise via alcancabilidade da
rede, métodos de reducao baseados em aproximacoes intervalares, reducao do espaco de
estados. A abordagem desenvolvida foi aplicada a diferentes problemas a fim de calcular
grandezas como: tempos maximo e minimo entre a ocorréncia de duas transicoes, validacao

de seqiiencias de disparos, tempos de ciclos, entre outras.
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