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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo do problema do Isomorfismo de Grafos. Para tal, um
estudo a respeito da Teoria de Grafos e suas propriedades, fazem-se necessarios.

Ha diversas discussoes a respeito que sao de interesse de areas relacionadas com a ciéncia da
computagao. Desta forma, a contribuigao a comunidade académica que este trabalho pretende alcancar
é a principal motivagao para a sua realizagao.

O trabalho seguird em duas frentes, primeiramente uma tedrica e conceitual a respeito da te-
oria de grafos e complexidade algoritmica, para que tenhamos um ferramental matemético para tratar
adequadamente o problema do isomorfismo em grafos.

Em um segundo momento serd analisado o problema do isomorfismo e suas especificidades, e,
por fim, a criacao de um exemplo de como se comportaria este problema para uma classe especifica de

grafos em comparagao com o caso geral.

Palavras-chave: Grafos, Complexidade, Isomorfismo.



Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Grafos tem sido utilizada em varios ramos da ciéncia pela sua capacidade de representar
elementos de uma determinada natureza e suas relagoes, como por exemplo, o estudo de associagoes entre
elementos em diferentes ramos da ciéncia como a genética e a quimica, dentre outros.

Muitas situagoes reais podem ser descritas por diagramas que consistem em um conjunto de
pontos e linhas que agrupam alguns desses pontos. Desta forma os pontos poderiam representar, por
exemplo, pessoas e as linhas representariam a uniao entre elas (BONDY; MURTY, 1976). Outro exemplo
pratico que podemos citar é a andlise de caracteristicas de uma rede, que permite o desenvolvimento
de novas estratégias em diferentes dreas do conhecimento onde possa ser aplicada, como por exemplo, o
desenvolvimento de novas estratégias de prevencao contra virus na maior rede mundial de computadores,
ou ainda o mapeamento de redes cerebrais e suas reagoes bioquimicas entre as células (BARABASI, 2003).

Diversos problemas praticos podem ser modelados como problemas em grafos, dentro os mais
importantes destaca-se o Problema do Isomorfismo, que é o foco deste trabalho. O problema do isomor-
fismo tem importancia ndo somente pratica mas também tedrica, que é o foco principal deste trabalho.
Em particular, este é um raro problema para o qual nao se conhece nenhum algoritmo polinomial para a
sua resolucao, mas por outro lado ha fortes evidéncias de que o problema também nao seja NP-Completo

(ARORA e BARAK, 2009).

1.1 Justificativa

Neste trabalho serd abordado um tema de natureza tedrica e cientifica, e, portanto, o objetivo é produzir
um texto cientifico abordando o assunto do isomorfismo de grafos.

A produgao de um texto cientifico a respeito do problema do isomorfismo de grafos contribuird, em
cunho didético, com a comunidade cientifica, sendo esta a principal justificativa para o desenvolvimento

deste trabalho.



1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Analisar o problema do isomorfismo de grafos abordando suas especificidades e estado da arte, além do

estudo de como se comportaria este problema para uma classe especifica de grafos, no caso os grafos Split.

1.2.2 Objetivos Especificos

Este trabalho possui como objetivos especificos:

e Desenvolver um material tedrico a respeito de dois temas principais, a Teoria de Grafos, tendo como

foco de estudo o isomorfismo em grafos, e a Teoria de Complexidade Computacional;
e Realizar o embasamento tedrico do estado da arte do problema do isomorfismo em grafos;

e Detalhar um exemplo encontrado pela autora deste trabalho juntamente com seu orientador de uma
classe especifica de grafos em que o problema do isomorfismo continua dificil de resolver assim como

no caso geral.

1.3 Metodologia

Para uma melhor organizacao, o trabalho foi subdividido em duas grandes etapas. Em cada uma serao
realizadas atividades interdependentes e que se relacionam para a obtengao do objetivo final.

Na primeira etapa serd abordado a respeito da Teoria de Grafos, conceituando suas principais
caracteristicas, defini¢oes e as principais classes de grafos que influenciam o problema do isomorfismo.
Também sera estudado o tema relacionado & Teoria de Complexidade Computacional, seus conceitos,
assim como a andlise das principais classes de complexidade de algoritmos, como P, NP, e sua relagao
com o problema do isomorfismo.

Na segunda etapa, a énfase estara no estudo do problema do isomorfismo propriamente dito, onde
primeiramente serd analisado seu estado da arte (defini¢oes, aplicagbes praticas e algoritmos existentes
para o problema), e posteriormente serd mostrado um exemplo encontrado para uma classe especifica de
grafos em que o problema do isomorfismo continua dificil de resolver assim como no caso geral.

Uma descricao ilustrada a respeito dessas atividades esta representada na Figura 1.1.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 encontram-se conceitos sobre a teoria
de grafos e a de complexidade computacional. No capitulo 3 é abordado o objeto deste trabalho, ou
seja, primeiramente é analisado o estado da arte de isomorfismo em grafos e posteriormente a forma
de operagao de um dos algoritmos mais utilizados atualmente para a sua resolugao, denominado Nauty

(MCKAY, 2013). Por fim, o capitulo 4 apresenta um exemplo realizado para este trabalho mostrando
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Figura 1.1: Estrutura analitica do projeto.

Fonte: Prépria

uma classe especifica de grafos escolhida em que o problema permanece dificil, ou seja, a resolugao do

problema, mesmo nesta classe restrita de grafos, é tao dificil como o problema em um grafo qualquer.



Capitulo 2

Referencial Teodrico

Os conceitos necessarios para tratar do problema de isomorfismo de grafos requer um estudo a respeito
da Teoria de Grafos. Assim, defini¢oes classicas, principais caracteristicas e sua utilidade na resolugao de
problemas reais serao apresentadas neste Capitulo.

Além disso, faz-se necessario também um embasamento tedrico a respeito de algoritmos que se
comportam em tempo polinomial, ou seja, defini¢bes e caracteristicas a respeito da Teoria de Complexi-
dade serao abordadas num segundo momento.

Desta forma, nesta secao serao apresentados conceitos introdutoérios dentro destes temas para

que uma fundamentagao do estado da arte possa ser apresentada.

2.1 Grafos

Grafos sao abstragbes matematicas utilizadas para representar situagoes reais, onde os vértices repre-
sentam alguma informacio e as arestas os relacionamentos entre dois nés. Nao hd uma maneira tnica
de desenhar um grafo, as posigoes absolutas dos vértices e arestas nao possuem nenhum significado,
desta forma, um grafo retrata meramente a relagao de incidéncia entre esses vértices e arestas (BONDY;
MURTY, 1976).

As definicoes e terminologias bésicas de grafos apresentadas neste trabalho seguem as adotadas
comumente na literatura, como nos livros de Bondy e Murty (1976), West (2002) e Golumbic (2004).

Formalmente, um grafo G é um par ordenado G = (V, E) que consiste em um conjunto V' nao
vazio de nés, ou vértices, um conjunto E de arestas. Normalmente denotamos uma aresta {vq, v2} apenas
por v1vy. Também costumamos denotar o conjunto de vértices de um grafo G por V(G) e o conjunto de
arestas por E(G).

Se v1vy é uma aresta de F(G), dizemos que vy é adjacente a vy, por exemplo: na Figura 2.1, os
vértices 2 e 3 sao adjacentes porém 2 e 4 nao sao, assim como dizemos que a aresta v;v € incidente a
V1 € Vg.

Um grafo ¢ dito nao-direcionado se sua relacao de adjacéncia é simétrica, ou seja, se £ = E~!

(Figura 2.1).
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Figura 2.1: Exemplo de grafo nao-direcionado.

Fonte: Dasgupta et al (2006, p.92).

Em grafos direcionados (ou digrafos), arestas sdo pares ordenados (v1v2) onde cada aresta tem
um sentido ou orientacdo (Figura 2.2). Assim, se (u,v) € E(G), dizemos que (u,v) é uma aresta de u
para v. No caso de arestas direcionadas também usamos a notagao uv.
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Figura 2.2: Exemplo de grafo direcionado.

Fonte: Dasgupta et al (2006, p.99).

Além do direcionamento, hé diversas propriedades a respeito de grafos. Por exemplo, para alguns
problemas pode ser necessirio associar um peso (valor numérico) a cada aresta que liga um vértice a
outro indicando alguma propriedade (peso, distancia, etc.), neste caso diz-se que se trata de um grafo
ponderado. O grau de um né é o nimero de arestas incidentes a este no.

Um grafo é dito completo se todo par de vértices distintos sdo adjacentes entre si, e um grafo
completo com n vértices é denotado por K,. Um subgrafo de um grafo G = (V, E) é um grafo H =

(V',E') que satisfaz V! CV e £/ C E. Um tipo de subgrafo com particular importancia é chamado de



“subgrafo induzido” por um conjunto de vértices, o qual serd descrito melhor quando forem analisadas
algumas classes de grafos especificas.

O complemento de G é um grafo H tais que dois vértices em H sao adjacentes se e somente
se eles nao forem adjacentes em G. Um grafo é dito conexo se existe um caminho entre cada par de
vértices, caso contrario, G é desconexo.

Um caminho em um grafo é uma sequéncia finita e ndo vazia de nds intercalados com arestas,
onde um caminho deve obrigatoriamente iniciar e terminar em algum né (nao podendo iniciar ou terminar
em uma aresta). Se hd um caminho do né vy & vy, dizemos que vy é a origem e v é o destino, e vy,
Va,..., Up_1 S840 nos internos. O inteiro k é o comprimento do caminho.

Um caminho simples em um grafo é quando nenhum vértice ocorre mais do que uma vez.
Podemos definir ainda, a respeito do comprimento de um caminho, que é o nimero de arestas que um
grafo nao valorado contém. Caso haja repeticdo de uma aresta conta-se cada vez em que esta é usada.
No caso de grafos ponderados é a soma dos pesos de percorrer cada aresta.

Um ciclo em um grafo é caracterizado através de um caminho fechado, ou seja, a origem e destino
se tratam do mesmo vértice, e nenhum outro né é repetido mais de uma vez. Um ciclo de tamanho k é
chamado k-ciclo, por exemplo, um 3-ciclo é chamado frequentemente de triangulo. Por ultimo, um grafo
sem ciclos é dito aciclico.

Um grafo é chamado de esparso se a quantidade arestas for da ordem de O(]V]), e no caso
contrario, quando o ntimero de arestas for da ordem de |V |?, diz-se que esse grafo é denso.

Por fim, alguns conceitos a respeito de multigrafo. Um multigrafo é um grafo nao orientado
que possui arestas paralelas (com as mesmas extremidades) e lagos (arestas cujas extremidades s@o o

mesmo nd). Assim, grafos que ndo possuem lagos nem arestas paralelas sdo denominados grafos simples.

2.1.1 Classificagao de Grafos

Muitos problemas podem ser tratados por algoritmos mais eficientes se reduzirmos o problema a uma
classe de grafos mais especifica. Por isso uma breve introdugao a algumas classes particulares de grafos

faz-se necessario.
e Grafo Bipartido

Um grafo nao direcionado G = (V, E) é dito bipartido se seus vértices puderem ser divididos
em dois conjuntos disjuntos nao vazios (S; e S3), onde apenas nds pertencentes a conjuntos diferentes
sao adjacentes, em outras palavras, toda aresta de GG possui uma extremidade em S; e outra em Ss.
Costumamos utilizar a notagdo G = (51, S, F) para enfatizar a partigao.

Um grafo bipartido G = (S1, 52, E) é dito “completo” se possui uma aresta para cada par de
vértices v; € 51 e v; € Sy, ou seja, todas as possibilidades de ligagdes entre os nds sao satisfeitas.

Se a quantidade de nds de um conjunto for a e do outro b, este é denotado por K, ; (Figura 2.3).

e Grafo Planar
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Figura 2.3: Exemplo de grafo bipartido.

Fonte: Propria.

Um grafo planar é aquele que pode ser desenhado no plano sem que duas arestas se cruzem. Uma
representacgao planar divide o plano em regices chamadas faces, onde arestas limitam e determinam uma
face (Figura 2.4).

De acordo com a teoria de Kuratowski (BONDY; MURTY, 1976), um grafo é planar se e somente
se ele ndo contém um K5 ou um K3 3 como minor (ou seja, quaisquer subdivisoes suas). Outro fato sobre
grafos planares, diz respeito & descoberta de Euler, sobre a relagdo entre o ntimero de vértices (n), o de

arestas (a) e o de regides (r) em um grafo planar, em que nomeou essa relaciao de férmula de Euler:

n-a-+r=2.

Figura 2.4: Exemplo de grafo planar.

Fonte: Prépria.

o Grafos Perfeitos

Esta classe é importante por diversos motivos como, por exemplo, hd muitos problemas de inte-
resse pratico mas intrataveis, que podem ser resolvidos eficientemente quando restritos a classe de grafos
perfeitos.

Para a caracterizacao de grafos perfeitos, primeiramente é preciso entender sobre uma clique em
um grafo, sobre coloracao de grafos e o que vem a ser um subgrafo induzido.

Uma clique em um grafo é um subgrafo completo, ou seja, um conjunto de nés em que todos
estejam conectados entre si. Podemos denotar como K,, como sendo um grafo completo com n vértices,

ou ainda uma n-clique.
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A coloracao de grafos trata da atribuicdo de rétulos (ou cores) a elementos de um grafo (que
podem ser seus vértices, suas arestas ou ainda suas faces) de forma que nao haja dois elementos adjacentes

com a mesma cor. No caso da coloracgao de vértices, que € o tipo de coloragao ligado aos grafos perfeitos,

a coloracao deve seguir uma logica tal que dois vértices adjacentes nao compartilhem a mesma cor. Da
mesma forma ocorre para a coloragdo de arestas e de faces.

Uma observagao importante é que no estudo da coloragao de grafos onde se procura obter o
menor nimero possivel de cores (“nimero cromdtico”), observa-se que dado um grafo G, o seu nimero
cromético x(G) deve ser maior ou igual ao tamanho da maior clique desse grafo, w(G), pois todos os

vértices de sua clique maxima devem possuir cores diferentes, uma vez que estao todos ligados entre si,
(pré-requisito para se ter uma clique).

Por ultimo, temos o conceito de subgrafo induzido. Um subgrafo induzido de um grafo G é um

grafo cujo conjunto de vértices é um subconjunto do conjunto de vértices de G e 0 mesmo ocorre com
suas arestas, ou seja, se para qualquer par de vértices do subgrafo, uma aresta entre esses vértices deve

ocorrer se, e somente se, ela também ocorre em G. Em outras palavras, um subgrafo é dito induzido de
G se ele tem todas as arestas que ocorrem em G referentes ao mesmo conjunto de vértices.

Assim, finalmente serd possivel definir um grafo perfeito.

os seus subgrafos induzidos. Em outras palavras: w(H) = x(H) para todo subgrafo induzido H de G
(Figura 2.5).

Todo grafo G é dito perfeito se o

tamanho da sua maior clique é igual ao seu nimero cromatico, e isso permanece verdade para todos
Desta forma, como dito anteriormente, como o nimero da clique fornece um limite inferior para o

numero cromatico, um grafo perfeito é aquele em que este limite inferior é bastante rigido, nao sé no grafo

como em todos os subgrafos induzidos. Os grafos perfeitos incluem vérias familias de grafos e unificam

definidas na sequéncia.

os resultados relativos a coloragoes e cliques nesses grupos. Alguns exemplos de grafos perfeitos sao os
grafos bipartidos - j4 mencionados -, as arvores, os grafos cordais e os grafos split. Estas classes serao

2
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Figura 2.5: Exemplo de grafo perfeito.

Fonte: Prépria.



e Arvore

Foi dito anteriormente que a restricao de um problema dificil a uma classe de grafos em par-
ticular pode fazer com que o problema seja resolvido em tempo polinomial, e isso é particularmente
interessante quando o grafo apresenta uma estrutura de arvore. Desta forma, algumas defini¢bes bésicas
s@o necessarias. Estes seguem o adotado por West (2002).

Uma arvore é um grafo conectado e aciclico, portanto, dois vértices quaisquer sao conectados por
um unico caminho. Uma folha é dito como sendo um vértice de grau 1 e os demais nés de uma arvore
possuem grau maior ou igual a 1.

Uma 4rvore enraizada é um tipo especial de drvore que apresenta um vértice (raiz) que se
distingue dos demais. Assim, uma arvore enraizada possui uma ramificagdo ordenada dos demais nés a
partir da raiz. Arvores enraizadas possuem diversas aplicagoes, como por exemplo, em armazenagem de
dados e buscas.

Uma 4arvore binaria é uma arvore enraizada onde cada vértice possui no maximo dois filhos,
e cada um dos seus filhos sdo designados como “filho & esquerda” ou “filho & direita”. As subdrvores
enraizadas nos filhos do né raiz sdo a “subdrvore esquerda” e a “subdrvore direita” da arvore (Figura 2.6).
Uma arvore binaria completa é quando todos os nds internos possuem dois filhos e todas as folhas
estdo na mesma profundidade.

Em especial, estruturas em arvore sao bastante utilizadas em diversas aplicagbes que vao desde
problemas de buscas e localizagao rapida de registros até representagoes algébricas envolvendo operacoes
bindrias, por isso esta classe de grafos é de especial interesse dentro da area de estruturas de dados, porém

maiores detalhes a esse respeito nao fazem parte deste trabalho.

/ Ill'-, ;.f \
\ [\
5-{ e 7 Ey& ge
L
10 11 -X 120

Figura 2.6: Exemplo de arvore.

Fonte: Propria.

e Grafo Cordal

Seja um grafo G nao direcionado, G é dito cordal (ou triangularizado) quando em todo ciclo
com comprimento maior do que 3 existe uma aresta (corda) nao pertencente ao ciclo mas que liga dois

vértices desse ciclo (GOLUMBIC, 2004) (Figura 2.7). Esse tipo de grafo torna-se importante pois certos
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problemas que seriam NP-dificeis (explicagdo encontra-se na préxima se¢do) em grafos genéricos passam

a executarem em tempo polinomial em grafos cordais.

3
.
1 K_/-» .f.-' 'I.III
| I / )
\ '4 \\

Figura 2.7: Exemplo de grafo cordal.

Fonte: Prépria.

e Grafo Split

Para a caracterizagao de um grafo split, primeiramente é preciso entender o que vem a ser um
conjunto independente. Um conjunto independente é um conjunto S de vértices em G tal que nao existem
dois vértices adjacentes em S, ou em outras palavras, é um grafo tal que seu complemento é uma clique.

Assim, um grafo split é aquele no qual o seu conjunto vértices V(G) pode ser subdividido em
dois subconjuntos, tal que um é uma clique - um conjunto de nés em que todos estejam conectados entre
si - e outro é um conjunto independente. Uma definicao alternativa seria: grafo split é um grafo cordal

em que o seu complemento também é cordal (Figura 2.8).
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Figura 2.8: Exemplo de grafo split.

Fonte: Propria.
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2.1.2 O Problema do Isomorfismo de Grafos

Nao necessariamente dois grafos que diferem em sua representacao visual sao realmente grafos diferentes
entre si, ou seja, podem ser diferentes visualmente, mas serem estruturalmente equivalentes (mesmos nés,
mesmas arestas e mesma relacdo de adjacéncia entre vértices). Desta forma, estruturas que sdo iguais
excetuando-se suas mudancgas de nomes, sao ditas isomorfas.

O problema do isomorfismo nao é tao simples como aparenta, portanto, como este tema sera o
objeto de estudo deste trabalho, uma defini¢ao formal a respeito de isomorfismo de grafos se faz necessério.

Dois grafos G = (V4, E1) e H = (Va, E3) sdo isomorfos se existem fungdes bijetoras entre vértices
de G para vértices de H, tal que preservem suas adjacéncias. Em outras palavras: fi: Vi — Vo e fo:
FE, — FE5 onde as fungoes f1 e fo sao bijegOes entre os vértices e as arestas de um grafo para outro,
respectivamente. Neste caso, dizemos que G ¢ isomorfo a H.

Se H é isomorfo a G, entao G também é isomorfo a H, mas frequentemente dizemos que “G e H
sao isomorfos”, assim, o adjetivo “isomorfico” aplica-se a pares de grafos.

A Figura 2.9 ilustra um exemplo de isomorfismo em grafos, onde as bije¢oes que tornam os grafos

isomorfos sao:

Grafo G Grafo H Grafo |
a21 an
9 a;; 10 13 ., 14
ayg aps E:TH a9
Il. - 12. 15 = .16
a3 a4
Jgr 1 —- 9 — 17 Jr a1 — a3 — 23
2 — 10 — 18 A2 — A14 — Q24
J - 11 — 19 A3 — A1 — A27
4 — 12 — 20 A4 — A1 — A28
S - 13 — 21 as — A17 — A290
6 — 14 — 22 Ag — 18 — A0
7T — 15 — 23 a7 — a1 — a31
8§ — 16 — 24 ag — A0 — A32

A9 — A1 — A3
A0 — A22 — A34
a11 — A3 — A35

A12 — A4 — A36

Figura 2.9: Grafos isomorfos.

Fonte: Prépria, baseada em Fortin (1996, p.2).

A nocao de isomorfismo pode também ser aplicada a grafos direcionados. Neste caso apenas é
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preciso tomar cuidado para considerar a orientagao das arestas, que nao devem diferir entre os grafos.

Contudo, uma constatagdo importante a esse respeito é que de acordo com Miller (1978), o
problema do isomorfismo de grafos nao orientados é tao dificil quanto o problema do isomorfismo geral.

O problema do isomorfismo em grafos possui bastante importancia tanto tedrica quanto pratica
e é bastante estudado na ciéncia da computagao. Suspeita-se que nao seja um problema “NP-Completo”
(definigdo encontra-se na préxima segéo), no entanto, apesar de muitos esforgos ainda néo foi encontrado
nenhum algoritmo de tempo polinomial para o problema.

Ao passo que a andlise do problema do isomorfismo quanto & sua complexidade computacional
ja seria o suficiente para justificar seu estudo, existe muitas aplicagbes praticas que necessitam de um
algoritmo eficiente para este problema, por exemplo, na area de visao computacional, para analisar a
disposicao de objetos em uma cena ou na detecgao de um objeto embutido em um padrao, ou ainda na
quimica organica, onde cientistas lidam frequentemente com grafos que representam links entre moléculas
(FORTIN, 1996).

A principal estratégia utilizada na resolugdo do problema de isomorfismo em grafos é a identifi-
cacao de vértices equivalentes para mapeamento, isto é, vértices que possuam as mesmas caracteristicas
como sequéncias de graus, distancias entre os vértices, entre outros.

Desta forma, para se provar que dois grafos nao sdo isomorfos, basta constatar que a(s) bije-
¢ao(0es) necessaria(s) nao existe(m). Assim, algumas condigoes triviais sob as quais dois grafos nao sao

isomorfos sao os casos em que os grafos diferem quanto:

1. A quantidade de nds;

2. A quantidade de arestas;

3. A existéncia de aresta(s) paralela(s) em um grafo e auséncia em outro;

4. A existéncia de lago(s) em um grafo e auséncia em outro;

5. A existéncia de uma granularidade de um né em um grafo e ndo no outro;
6. A conectividade dos grafos;

7. A existéncia de ciclo(s) em um grafo e auséncia em outro.

Entretanto, mesmo que o par de grafos satisfaca essas condicoes, eles podem nao ser isomorfos.

2.1.3 Respresentacao de Grafos

Para a resolugao de problemas em grafos é importante a andlise da melhor maneira de se representar um
grafo computacionalmente, o que envolve duas estruturas de dados usuais: uma matriz de adjacéncias ou
uma lista de adjacéncias.

Na Matriz de adjacéncias um grafo é representado por uma matriz n x n, onde o elemento M; ;

¢ o numero de arestas entre os nés n; e nj. Para um grafo nao-direcionado, a matriz de adjacéncia sera

sempre simétrica, porém o contrario ndo ocorre em grafos direcionados. Ainda, considerando um grafo
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simples com pesos em suas arestas, é possivel representar a matriz de adjacéncia com os valores destes
pesos ao invés de apenas a indicacao de presenca ou auséncia de uma aresta entre dois nés.
Suas vantagens podem ser descritas como: uma maior facilidade e rapidez de implementagao e
também em checar se uma certa aresta existe ou nao. Suas desvantagens sao que a necessidade de alocar
. 2 d d d . d 7.
uma matriz n° pode demandar muito espaco de memoria.

Na Lista de Adjacéncias, o grafo é representado por um vetor de vértices e por varias listas, onde

cada vértice possui uma lista de todos os vértices adjacentes a ele. Para percorrer de um item para outro
na lista de um determinado vértice sao usados ponteiros e essa estrutura chama-se lista encadeada. Para
casos de grafos rotulados ou com pesos é possivel incluir dados adicionais junto com o né na lista de
adjacéncia.

As vantagens dessa forma de representacao de grafos sdo: uma melhor representagio para grafos
esparsos, um menor consumo de meméria e a nao necessidade de representagao de arestas inexistentes
no grafo original, diminuindo entao a complexidade de buscas no grafo. Ja suas desvantagens podem
ser citadas como: necessidade de uma codificacao mais demorada e maior dificuldade na verificagao da

existéncia de certa aresta no grafo.

2.2 Complexidade

Como este trabalho refere-se ao estudo de algoritmos computacionais, é de grande importancia o estudo
dos recursos computacionais (como o tempo) que sao exigidos por esses algoritmos. Assim, é importante
ressaltar algumas diferencas entre certas defini¢oes e de acordo com o enfoque do que esta sendo analisado.

De acordo com Goldreich (2010), quando o estudo incide sobre os recursos que sdo necessirios
para que um algoritmo resolva uma tarefa especifica ele € visto como pertencente a teoria da complexidade
computacional ou “Teoria da Complexidade”. J& quando o foco é sobre a concepgao e anélise de algoritmos
especificos (em vez de sobre a complexidade intrinseca da tarefa, ou problema), o estudo é visto como
pertencendo a outro dominio relacionado — o “Projeto e Anédlise de Algoritmo”.

Além disso, Projeto e Andlise de Algoritmos tende a ser subdividido de acordo com o dominio
da matematica, ciéncia, engenharia e em que se concentram os problemas computacionais. J4 a Teoria
da Complexidade normalmente mantém uma unidade de estudo de problemas computacionais que sao
resolvidos com certos recursos (independentemente das origens desses problemas).

Portanto, o que sera tratado neste trabalho se referird ao estudo da teoria de complexidade.

A teoria de complexidade de algoritmos é de fundamental importancia néo sé na area da ciéncia
da computacao como também diversas areas a qual a computagao esta relacionada, como por exemplo,
engenharia e seguranga. A sua importancia decorre do fato de que a andlise e classificacdo correta de um
problema dentro de classes de problemas conhecidos se torna fundamental na busca por uma solucéo.

Primeiramente é necessério definir o que é um problema. Segundo Cormen et al (2001), um
problema pode ser de dois tipos: abstratos e concretos. Um problema abstrato é uma relacao bindria (R)
entre um conjunto de instancias (I) e um conjunto de solugdes (S), por exemplo, o problema abstrato

pode ser a soma de dois niimeros, entao a instancia sao os dois niimeros reais e a solugao serd um nimero
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real. A relacdo bindria R é um subconjunto do produto cartesiano de S x I.

Dentre os problemas abstratos encontram-se os problemas de otimizagdo (quando algum valor
deve ser maximizado ou minimizado) e os de decisdo (quando o conjunto de solugdes resume-se em “sim”
ou “nao”).

Contudo, ainda de acordo com os autores, para que um computador possa resolver um problema,
as suas instancias devem ser codificadas de maneira que o computador possa interpreté-las, e para isso
é necessério a defini¢ao de uma codificagao de objetos abstratos (as instancias de I) em cadeias bindrias
(C) de qualquer natureza. Assim, ao se mapear (codificar) de I para C estamos transformando um
problema abstrato em um problema concreto. Por exemplo, I pode ser o conjunto I = {0,1,2,3} e seu

mapeamento é C = {00,01,10,11}.

2.2.1 Classes de Complexidade

As classes de complexidade de algoritmos agrupam problemas com caracteristicas semelhantes, assim, as

classificagoes e definigdes apresentadas na sequéncia seguem o padrao adotado por Cormen et al (2001).
e (lasse P:

A classe de complexidade P (Polynomial Time) é definida como sendo a classe de problemas
concretos de decisdo que podem ser resolvidos em tempo polinomial (admitem algoritmo polinomial),
ou, mais precisamente, problemas que podem ser resolvidos em tempo O(n*), para alguma constante k,
onde n é o tamanho da entrada do problema.

Em seu aspecto pratico trata-se de problemas que sao soliveis por uma maquina de Turing
deterministica (dado o estado atual da mdquina e todas as entradas, hd apenas uma acdo possivel que
ela pode realizar), sequencial (executa agdes uma apds a outra) e de tempo polinomial em relagdo ao

tamanho da entrada.
o Classe NP:

A classe de complexidade NP (Nondeterministic Polynomial Time) é a classe de problemas que
podem ser verificados em tempo polinomial (admitem um algoritmo de certificagdo que é polinomial).
Para um melhor entendimento do que vem a ser o termo “verificado”, podemos pensar da seguinte maneira:
se especificarmos de alguma forma um “certificado” a uma solucao, entao podemos verificar que este
certificado é correto em tempo polinomial em relagao ao tamanho de entrada do problema. Por exemplo:
em um problema que se deseja obter um caminho especifico em um grafo, um certificado poderia ser uma
sequéncia especifica de vértices em que podemos checar facilmente em tempo polinomial se esta dada
sequéncia satisfaz o problema.

Por fim, analogamente a classe P, solugoes para problemas em NP podem ser encontrados em

tempo polinomial em uma méaquina de Turing nao-deterministica.

e NP-Completo:
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Considerando um problema pertencente a classe NP, por exemplo, nomeando-o de A, se todos
os problemas da classe NP podem ser reduzidos ao problema A, entdo A pertence aos NP-Completos.

Diz-se que os NP-Completos sao os problemas mais dificeis em NP.
e NP-Dificil:

Da mesma forma que na classificagdo anterior, considerando um problema B (que pode ser
pertencente & classe NP ou nao), se todos os problemas de NP e NP-Completos podem ser reduzidos ao
problema B, entdo B pertence aos NP-Dificeis. Diz-se que essa classe (NP-Dificeis) sdo os problemas que
sao pelo menos tao dificeis quanto os NP-Completos, ou seja, com um grau de dificuldade no minimo
igual aos NP-Completos.

Problemas NP-Dificeis nao precisam estar em NP, ou seja, nao precisam ter solugoes verificaveis
em tempo polinomial.

A Figura 2.10 mostra um esquema da intersecgao das classes apresentadas mais aceito atualmente.

NP

NP-

completo

Figura 2.10: Classes de complexidade.

Fonte: Prépria baseada em Cormen et al (2001).

Portanto, de acordo com o exposto acima, verificamos que como as classes NP-Completo e NP-
Dificil “derivam” de NP, podemos resumir em duas as classes de complexidade: a classe P e a NP, onde,
de uma maneira informal, a classe P é a dos problemas resolvidos “rapidamente” e a classe NP é a de
problemas verificados “rapidamente”.

Podemos verificar também que qualquer problema em P também estda em NP, pois uma vez que
um problema estda em P, entdo podemos resolvé-lo em tempo polinomial sem mesmo ter fornecido um
“certificado” como solugao, e se conhecemos um algoritmo que resolva o problema em tempo polinomial,
certamente podemos deduzir que um algoritmo de verificagdo rodard também em tempo polinomial.

Desta forma, sabemos que P C NP, contudo esta relacdo entre as classes introduz uma das
maiores questoes em aberto da ciéncia da computacao: se P é um subconjunto préprio de NP. A famosa
pergunta: P = N P? gira em torno dos NP-Completos, pois se é possivel resolver em tempo polinomial
um NP-Completo é possivel resolver todos os problemas em NP em tempo polinomial devido a defini¢ao

de NP-Completo.
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Cabe destacar aqui ainda a relacao entre o Problema do Isomorfismo de Grafos e as classes de
complexidade de algoritmos. Primeiramente, o problema de isomorfismo de grafos é de grande interesse
para a ciéncia da computacao, pois sua classificacao é considerada indefinida entre as classes de comple-
xidade P e NP-Completo. Alguns pesquisadores conjecturam que existe um algoritmo polinomial para
o problema, o que comprovaria que o mesmo estd em P, contudo, devido a nao existéncia ainda de um
algoritmo com essa caracteristica, muitos acreditam que o problema nao pertenga a classe P e nem a
classe NP-Completo (ARORA e BARAK, 2009).

Como o relacionamento dessas duas classes é de grande importancia para este trabalho, maiores

informacoes a respeito serdo tratadas na secdo seguinte.

2.2.2 P vs NP

Como introduzido anteriormente, este famoso questionamento dentro da teoria de complexidade pode ser
considerado como se perguntissemos se encontrar solugoes para alguns problemas é mais dificil do que
verificar a validade de certas solucGes para os mesmos.

Segundo Goldreich (2010), acredita-se que a resposta a estas formulagoes é que encontrar solugdes
é mais dificil do que verificar se certa solucao satisfaz o problema, ou seja, cré-se que P é diferente de NP.
Assim, os conceitos e argumentos apresentados nesta secao se referem as ideias segundo este autor.

Como jé visto, um problema em NP é chamado NP-Completo se um algoritmo eficiente para este
problema pode ser convertido em outro algoritmo eficiente para qualquer outro problema em NP.

Quando somos confrontados com um problema aparentemente dificil em NP, s6 podemos provar
que ele nao estd em P, assumindo que NP é diferente de P. Assim, a busca atual se refere em encontrar
meios de se provar que, se o problema em questao estd em P, entdao NP é igual a P, o que significa que
todos os problemas em NP estao em P.

E aqui que a teoria da NP-Completude entra em cena. Segue-se que, se algum problema NP-
Completo estiver em P, entao todos os problemas em NP estao em P. Ja por outro lado, se NP for diferente
de P, entao nenhum problema NP-Completo pode estar em P. Consequentemente, a questao P vs NP
gira em torno de se um problema especifico NP-Completo pode ou nao ser resolvido de forma eficiente.

Na verdade, o objetivo da classe NP inteira (incluindo a P) estd centrada em cada problema
NP-Completo individualmente. Em particular, mostra que um problema que é NP-Completo implica que
este problema nao estd em P, ao menos que P seja igual a NP.

Problemas NP-Completos existem, e, além disso, centenas de problemas computacionais prove-
nientes de diversas dreas da matematica e das ciéncias sao classificados como NP-Completos.

Exemplos de problemas NP-Completos conhecidos podem ser: encontrar uma atribuigao satis-
fatéria para certa férmula booleana (ou decidir se tal atribuigio existe), encontrar uma 3-coloragao de
vértices de um grafo (ou decidir se tal coloracdo existe). Tabela 1 mostra um quadro com alguns outros
exemplos de problemas pertencentes a cada uma das classes mencionadas.

Assim, na coluna a direita temos problemas que podem ser resolvidos eficientemente por diversos
algoritmos especificos (programagao dindmica, fluxo em redes, busca em grafos, algoritmos gulosos, etc.).

Estes problemas sao ditos faceis por diferentes razdes. Ja os problemas a esquerda sao dificeis pela mesma
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Problemas Dificeis (NP-Completos) Problemas Faceis (em P)
3SAT 2SAT, HORN SAT
Problema do Caixeiro Viajante Arvore Geradora Minima

Caminho Mais Longo (Longest Path) Caminho Mais Curto (Shortest Path)

3D Matching Bipartite Matching

Problema da Mochila (Knapsack) Unary Knapsack

Conjunto Indepentente (Independent Set) | Conjunto Independente em Arvores

Programacao Linear Inteira Programaca Linear
Caminho de Rudrata (Rudrata Path) Caminho Euleriano (Euler Path)
Corte Balanceado (Balanced Cut) Corte Minimo (Minimum Cut)

Tabela 2.1: Classes de complexidade.
Fonte: Dasgupta et al, (2006, p.257).

razao, em sua esséncia todos se referem ao mesmo problema apenas se apresentam em diferentes formatos,
ou seja, sao equivalentes e cada um pode ser reduzido a qualquer um dos outros.

Esta questao entre equivaléncia de problemas gira em torno da teoria da NP-Completude, que esté
centrada na ideia de uma “reducao eficiente”, baseada em uma relagao entre problemas computacionais.
Genericamente falando, um problema computacional é eficientemente redutivel a outro problema se for
possivel resolver de forma eficiente o primeiro problema quando fornecido algum algoritmo (eficiente)
para a solugdo do segundo. Assim, o primeiro problema nédo é mais dificil de resolver do que o segundo.
Como j4 visto, um problema em NP ¢é dito NP-Completo se qualquer problema em NP é redutivel a ele,
o que significa que o primeiro problema “codifica” todos os problemas em NP (e assim, em certo sentido,
¢é o mais dificil entre eles).

Os problemas da coluna esquerda da tabela sao de certa forma, o mesmo problema, mas apre-
sentados em formatos diferentes. Portanto, se um deles possui um algoritmo que o resolve em tempo
polinomial, entao todos os problemas em NP possuem um algoritmo de tempo polinomial.

Na sequencia sera melhor explicado a questao de redugao de problemas computacionais. Mas

para isto é necessario primeiramente o conceito de problemas de busca e decisao.

2.2.3 Problemas Computacionais

Em matemaética assim como em diversas outras ciéncias, é habitual discutir objetos sem especificar sua
representacgao. Isto nao é possivel na teoria da computagao, em que a representagao de objectos desem-
penha um papel central no seu estudo. Sob certo sentido, uma computacao meramente transforma uma
representacao de um objeto em outra representacdo do mesmo objeto. Assim, um célculo concebido para
resolver um problema apenas transforma a instancia do problema em sua solucao, que pode ser pensada
como sendo uma representagao da instancia. Na verdade, a resposta a qualquer pergunta especifica esta
implicita na prépria pergunta, e a computagao é encarregada de tornar esta resposta explicita (Goldreich,

2010).
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Problemas computacionais se referem a objetos que sao representados de alguma forma, tal que
fornega uma descricao “explicita”’ e “completa”’ do objeto correspondente.

Ha dois tipos fundamentais de problemas computacionais, os chamados problemas de busca e
problemas de decisao. Em ambos os casos, as nocoes-chave sao instancias do problema e especificagao do
problema. As definigbes a seguir estao baseadas em Goldreich (2010).

- Problemas de Busca: Um problema de busca consiste em uma especificacao de um conjunto de

solugoes vélidas (inclusive a solugdo vazia) para cada instancia possivel. Dado uma insténcia, é necessdrio
encontrar uma solucgéo correspondente (ou determinar que nenhuma solugéo existe).

Grande parte da ciéncia da computagdo baseia-se na resolucao de problemas de busca, como por
exemplo, encontrar caminhos mais curtos em um grafo, encontrar uma ocorréncia de certo padrao em
uma dada string, encontrar o valor médio de uma determinada lista de niimeros, etc.

Além disso, os problemas de busca correspondem ao conceito comum de “resolucdo de um pro-
blema” (por exemplo, a procura de um caminho entre dois locais). Assim, de acordo com Dasgupta et al
(2006), a discussao sobre a complexidade de problemas como esse corresponde a muitas necessidades pra-
ticas. Outros exemplos bastante comuns sao a ordenacao de uma sequéncia de nimeros, a multiplicagao
de ntmeros inteiros e a fatoracdo prima de um nimero composto.

- Problemas de Decisao: Um problema de decisao consiste em uma especificagao de um subcon-

junto de instancias possiveis. Dado uma instancia, é necessario determinar se a instancia estd no conjunto
especificado.

Por exemplo, considerando o problema em que é dado um ntimero natural e necessita-se saber se
o nimero é primo ou nao (isto é, se o nimero estd no conjunto de niimeros primos). Assim, problemas
de decisao geralmente procuram decidir se um determinado objeto tem uma certa propriedade, que em
geral se referem a tarefas comuns (como por exemplo, determinar se o seméforo estd vermelho).

Um importante tipo de problema de decisao se refere aqueles derivados de problemas de busca
considerando que o conjunto de instancias contém uma solugao. De fato, ser capaz de determinar se
existe ou nao uma solugao é um pré-requisito para resolver o problema de busca correspondente.

Especificamente para este tipo de problema, a fungao que o resolve é uma fungao booleana, que
indica membros a um certo conjunto predeterminado, ou seja, é necessario uma funcao f para indicar
se uma instancia x reside ou nao no conjunto predeterminado S. Esta indicacao é representada por um
valor binério (1 corresponde a uma resposta positiva e 0 a uma resposta negativa). Assim, dado z, a
funcao tem como saida 1 se x € S, e 0 caso contrario.

Outra observagao € que a fungao f que resolve um problema de decisao é exclusivamente deter-
minada pelo proprio problema de decisao, isto é, se f resolve o problema de decisao de S, entao f é igual

a funcao caracteristica de S.

2.2.4 Redugao

Segundo Goldreich (2010), podemos dizer grosseiramente, que a computagdo é um processo que mo-
difica um ambiente relativamente grande através de aplicagoes repetidas de uma regra simples e pré-

determinada.
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Estamos interessados em um processo computacional (célculo), em que uma regra estd concebida
para atingir um efeito desejado. O estado inicial ao qual a computagao é aplicada codifica uma sequéncia
de entrada, e o estado final (ao final da computacao) codifica uma sequéncia de saida. Assim, a compu-
tagao define um mapeamento de entradas para saidas, e tal mapeamento pode ser visto como a solugao
de um problema de busca (dado uma instancia x encontre uma soluc¢do y que se relacione a x de alguma
forma predeterminada) ou como um problema de decisao (dado uma instincia x, determine se x possui
alguma propriedade especifica ou nao).

De um modo geral, um problema computacional A é (eficientemente) redutivel a um problema B
se este segundo consegue resolver (eficientemente) o primeiro quando se fornece um algoritmo (eficiente)
para a solugao de B.

Para exemplificar melhor, podemos ver uma redu¢do de um problema de busca A para um
problema de busca B como sendo um algoritmo de tempo polinomial f que transforma qualquer instancia
I de A em uma instancia f(I) em B, junto a outro algoritmo de tempo polinomial h que mapeia qualquer
solugao S de f(I) de volta a uma solugao h(S) de I, (conforme Figura 2.11). Se f(I) ndo possui solugao,
entao I também nao possui. Esses dois procedimentos, f e h, implica que qualquer algoritmo que atue

no problema B pode ser convertido em um algoritmo para o problema A por escalonamento entre f e h

(DASGUPTA et al, 2006).

Algoritmo para A

Solucdo 5 de fi) . :
Instancia Insténcia fil) Algoritmo h Solugdo h(S) de 1

I S para B

Newhuma solugdo p/ fi1)

Nenhuma solugdo para I

Figura 2.11: Redugao de um problema A para B.
Fonte: Prépria, baseada em Dasgupta et al (2006, p.259).

Em outras palavras, se dois problemas X e Y em NP, dizemos que Y é redutivel a um problema

de Y em uma instancia “i” de

de decisao X se existe um algoritmo que transforma qualquer instancia “j”

[1352) (1344

X tal que “j” é positiva se e somente se “i” for positiva. Pode-se dizer, entao que Y é redutivel a X se Y
for um “subproblema”; ou um “caso particular” de X.
Sao considerados aqui apenas os algoritmos de redugoes polinomiais. E se existe uma redugao

polinomial de Y a X, escrevemos Y <, X.
e 3SAT — Conjunto Independente

Para explicitar um exemplo de reducao de um problema a outro, podemos demonstrar a reducao
do problema 3SAT ao do Conjunto Independente de acordo com Dasgupta et al, (2006).

A entrada do problema 3SAT é um conjunto de cldusulas, cada uma com trés ou menos literais,
por exemplo:

(mxVyV-z)AlzV-yVz)AlxVyVz)A(-zV-y)
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Onde se pretende encontrar uma atribuicao verdade que satisfaca o conjunto. No Conjunto

[P

Independente a entrada é um grafo e um ndmero “g”’, em que o objetivo estd em encontrar um conjunto
com “g” vértices nao adjacentes.

Desta forma, iremos relacionar a légica booleana com grafos para isto. O grafo produzido é
formado a partir do momento que escolhemos um literal de cada cldusula como sendo o valor verdade (ou
true), onde se escolhermos —z em uma cldusula, ndo podemos escolher x em outra. Qualquer escolha de
literais, um de cada cldusula, especifica uma atribuigdo verdade (onde os literais escolhidos ndo podem
receber ambos os valores).

Assim, representamos uma clausula, por exemplo: (zV-yV z), por um tridngulo com cada vértice
indicado por x, —y, z, pois ao ter seus trés vértices ligados entre si, teremos que escolher apenas um deles
para o conjunto independente. No caso de clausulas com apenas dois literais, a representagao se dé por
meio de uma aresta ligando os dois literais, e o caso de uma clausula com apenas um literal, seu valor ja
estaria automaticamente determinado, nao necessitando maiores analises.

No grafo resultante, o conjunto independente deve ter no maximo um literal de cada clausula.
Para garantir que sera escolhido exatamente um de cada cldusula, podemos partir do nimero k como
sendo o nimero de cldusulas, que no exemplo, k = 4.

O préximo passo é escolher uma maneira que nos impecga de escolher dois literais opostos (exem-
plo: & e —x) em diferentes clausulas. Para isto, colocamos uma aresta entre dois vértices correspondendo

a literais opostos. O grafo obtido com isso é mostrado na Figura 2.12.

Figura 2.12: Grafo resultante.
Fonte: Dasgupta et al (2006, p.264).

Resumindo os passos seguidos até aqui, tivemos que, a partir de uma instancia I do problema

3SAT, criamos uma instancia (G, k) do problema do Conjunto Independente, onde:

e G: é o grafo com um tridangulo para cada cldusula (ou uma aresta, caso a cldusula possua apenas
dois literais), com seus vértices indicados por cada literal, e arestas entre dois vértices quaisquer

ligando literais opostos;

e k: é o objetivo, ou o niimero de clausulas.

Esta construgao pode ser feita em tempo polinomial. Contudo, em uma reducao nao basta apenas

mapearmos instancias do primeiro problema a insténcias do segundo (ou seja, a funcao f da Figura 2.11),
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mas também uma maneira de reconstruir uma solugao para o primeiro exemplo a partir de uma solugao
do segundo (a funcdo h). Assim:

1. Dado um conjunto independente S com k vértices em G, é possivel recuperar de forma eficiente
a atribuicao verdade satisfatéria para 1.

Como o conjunto S ndo pode conter vértices rotulados, por exemplo, com z e =z, entao atribuimos
a x o valor true se S contém o vértice x, e false se S contém o valor -z (se ndo contiver nenhum, atribuir
qualquer valor para z). Uma vez que S possui k vértices, ele deve ter um vértice por cldusula e esta
atribuicao verdade satisfaz cada literal especifico e, portanto, satisfaz também todas as clausulas.

2. Se o grafo G nao possuir nenhum conjunto independente de tamanho k, entdo a férmula
booleana I é insatisfativel.

Geralmente é mais facil provar o contrario, onde se I tiver uma atribuicao satisfativel entao G tem
um conjunto independente de tamanho k. Isto é feito da seguinte forma: para cada cldusula, escolhe-se
algum literal cujo valor sob uma atribuicao satisfatéria seja true (deve haver pelo menos um literal), e

adiciona-se o vértice correspondente a S. Ao final, S conterd um conjunto independente.

2.2.5 Isomorfismo e Teoria de Complexidade

Segundo Arora e Barak (2009), um dos aspectos notdveis da NP-Completude é que um ndmero sur-
preendente de problemas NP - incluindo alguns que foram estudados por muitas décadas - se tornaram
NP-Completos.

Este fenémeno sugere uma conjectura interessante: para todos os problemas em NP, ou ele é P

ou NP-Completo (Figura 2.13).
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Figura 2.13: Classes de complexidade.
Fonte: Prépria baseada em Dasgupta et al, (2006, p.260).

H4 também, segundo o autor, um teorema chamado de Teorema de Ladner baseado nessa

ideia. Maiores detalhes a respeito da prova deste teorema nao fazem parte do escopo deste trabalho.

Teorema de Ladner (Linguagem “NP-Intermedidria”): suponha que P # NP.
Entao existe uma linguagem L € NP\ P que nao é NP-Completa.

Se P=NP, entao a conjectura de que para todos os problemas em NP ou eles sao P ou NP-
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Completo é realmente verdadeira mas ndo traz maiores interesses. Mas caso P # N P (como se acredita),
h4 uma linguagem L € NP\ P que ndo é NP-Completa, conforme o teorema acima.

Em outras palavras, se for provado que P # N P, entao existem problemas em NP que nao estao
nem em P nem em NP-Completo e tais problemas sao chamados de problemas “NP-Intermedidrios”.

Na verdade, existem muito poucos problemas candidatos para essa linguagem, pois a maioria foi
resolvido por algum algoritmo criado ou alguma reducao realizada.

Duas excegOes interessantes neste contexto sao o problema da Fatoragao e do Isomorfismo em
Grafos. Nenhum algoritmo de tempo polinomial é conhecido atualmente para esses problemas, e hé fortes
indicios de que eles nao sejam NP-Completos.

Desta forma, como este trabalho tratara sobre o isomorfismo de grafos, este é um caso especial
de problemas pois é um dos poucos que se encontra em NP mas que nao se sabe se ele estd em P, NP-
Completo ou NP-Intermedidrio. Esta resposta nao é conhecida, porém hé fortes evidéncias de que ele

nao esteja, pelo menos, em NP-Completo (Figura 2.14).
NP- \

Completo

Nt L A

Isomorfismo

Figura 2.14: Teorema de Ladner.
Fonte: Prépria baseada em Dasgupta et al, (2006, p.260).

2.2.6 A Classe coNP

Como ja visto, a classe NP refere-se aos problemas que podem ser verificados em tempo polinomial, ou
seja, existe um algoritmo verificador que recebe uma instancia do problema e também um “certificado” da
solucao. Assim, o verificador checard em tempo polinomial se o certificado satisfaz ou nao o problema, ou
seja, respondera “sim” ou “nao” ao final. No caso da resposta positiva dizemos que o verificador aceitou
o certificado.

Desta forma, a classe NP é o conjunto de todos os problemas de decisao para os quais existem
verificadores polinomiais. Contudo, a pertinéncia de um problema de decisao a esta classe nem sempre é
identificado facilmente.

Para um melhor entendimento quanto a esta questao é preciso incluir alguns conceitos sobre as
classes de complexidade ja vistas anteriormente. Os problemas de decisao ocorrem em pares complemen-

tares. O complemento de um problema de decisdo X é o problema de decisao Y, se Y possuir as mesmas
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instancias que X, além de toda instancia positiva de X ser negativa em Y e vice-versa.

Assim, hé classes complementares as classes de complexidade (de problemas de decisdo) j& ana-
lisadas, onde ao precedermos seu nome com o prefixo “co” queremos dizer que é a classe de conjuntos
complementares, ou seja:

coC ={{0,1} x\S: S e C}.

Por exemplo, coNP é uma classe de complexidade que contém os complementos dos problemas
encontrados na classe NP. Um problema de decisao Y pertence a coNP se, e somente se, o seu comple-
mento X estiver em NP. Em outras palavras, coNP é a classe de problemas para o qual existam provas
eficientemente verificaveis para a nao existéncia de instancia, os chamados contra-exemplos.

Por exemplo, SAT pertence a classe NP, isso implica que o conjunto de todas as férmulas insa-
tisfaziveis estd em coNP. Da mesma forma, se o problema do caminho Halmiltoniano estd em NP, entao
o problema co-Halmiltoniano estd em coNP, por definicao.

Se E C {0,1}« é uma linguagem, denota-se por E : {0,1} * \ E.

Uma definigao mais formal esse respeito seria:

coNP:{F:FEc NP}

Da mesma forma, um problema coNP-Completo é o complemento de um problema NP-Completo.

Um problema de decisao X é dito coNP-Completo se estd em coNP e se qualquer problema
Y, em coNP, pode ser reduzido em tempo polinomial & X, ou seja, existe um algoritmo polinomial que
pode transformar qualquer instancia de Y em uma instancia de X com o mesmo valor verdade.

A partir das defini¢cGes acima a respeito das classes complementares mencionadas, podemos fazer
primeiramente uma analise a respeito de conjecturas existentes e posteriormente como elas se relacionam

com o problema do isomorfismo de grafos.
e Conjecturas:

Dizemos que uma classe é fechada a complementacao caso ela seja igual ao seu complemento.
Assim, foi provada que a classe P é fechada a complementagao, ou seja, P = coP. Além disso, acredita-se
que NP # coNP, ou seja, que a classe NP nédo é fechada a complementagdo. Desta forma, podemos
verificar que esta conjectura esta intimamente ligada ao famoso questionamento P vs NP, pois: sabemos
que P é fechada a complementagao, e além disso, caso fosse provado que P = NP, isso implicaria na classe
NP também ser fechada a complementagao, contrariando a ideia inicial.

Proposi¢dao 1: Supondo que NP # coNP e que A € NP tal que todo conjunto em NP é redutivel
a A (A é NP-Completo). Portanto, pela definicio, A ndo estd em NP.

De acordo com um Teorema de Garey (1979): “Se existe um problema NP-Completo A, e seu
complementar A estd em NP, entdo NP = coNP”.

Como consequéncia desse teorema, um problema A - para o qual tanto A quanto A pertencem a
NP - nao pode ser NP-Completo a nao ser que NP = coNP, contrariando nossa proposi¢gao. Assim, nao
se poderia esperar que tal problema A seja NP-Completo realmente. Tudo isso mostra que ha uma forte

ligacdo entre os problemas NP-Completos e a conjectura de que NP # coN P.
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Outro esclarecimento a respeito é que os conjuntos das classes NP e coNP possuem uma intersecao
nao vazia, e toda linguagem em P encontra-se nesta interseccdo, NPNcoN P (ARORA e BARAK, 2009).

Com tudo isso, se assumirmos que NP # coNP, a Proposi¢cio 1 implica que conjuntos em
NP NcoNP nao podem ser NP-Completos.

O autor ainda ressalta se nao haveria a possibilidade de ao utilizarmos certos tipos de redugoes
mais limitantes nao poderiamos estar excluindo a classe de problemas NP-Completos da interseccao
NP # coNP erroneamente. H& um teorema que afirma que esta situagdo nao é possivel. O teorema
afirma que alguns conjuntos em NP nao podem ser reduzidos a conjuntos que se encontram na intersecgao
NP N coNP mesmo sob redugdes gerais, e caso isso fosse possivel entdo terfamos que: NP = coNP.

Em particular, assumindo que NP # coN P, nenhum conjunto em NP N coNP pode ser NP-
Completo. Uma vez que NP N coN P é conjecturado a ser um superconjunto proprio de P, segue-se que
existem problemas de decisao em NP que nao estdo nem em P, ou seja, sdo especificamente os problemas
de decisao que estao na intersecgdo de: (NP NcoNP) # P (assumindo que NP # coNP).

Por fim, podemos chegar a seguinte conclusao de acordo com tudo o que foi exposto acima: as-
sumindo que NP # coN P, e considerando o fato de que existe uma classe intermedidria que se encontra
na interseccdo NP N coN P, problemas NP-Completos ndo podem estar nesta intersecgao, e, consequen-
temente, ndo podem pertencer ao conjunto coNP (apenas & NP, conforme j& visto em se¢oes anteriores).
Pois caso problemas NP-Completos estivessem em coNP também, todos esses conjuntos estariam em P,
ou seja: NP =coNP = P (ARORA e BARAK, 2009), e por fim terfamos provado a famosa questao em
aberto da ciéncia da computacao: P = NP.

Lembrando, por fim, que esta conclusao parte-se do pressuposto de que NP # coNP. Assim,
isto ajuda reforcar a conjectura de que realmente P é diferente de NP, pois acredita-se que a classe NP
nao é fechada a complementagao. Portanto, caso seja provado que NP # coN P realmente, entdo teremos
automaticamente provado que P # NP.

A Figura 2.15 exemplifica a relagdo entre essas classes conforme tudo o que foi exposto até entéo,

presumindo-se que NP # coNP.
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Figura 2.15: Visao geral das classes considerando-se que: P # (NP NcoNP) # NP.
Fonte: Goldreich (2010, p.158).

e O problema do Isomorfismo de Grafos:

Conforme ja exposto anteriormente neste trabalho, nao hd nenhum algoritmo de tempo polinomial



25

conhecido para determinar se dois grafos sao isomorfos, porém, ha fortes evidéncias de que o problema
também nao é NP-Completo (ARORA e BARAK, 2009).

De acordo com Goldreich (2010), existem problemas conhecidos que se encontram na intersecgéo
NP N coNP, porém, ndo se conhece nenhum algoritmo que os resolva em tempo polinomial (ou seja,
nao estdo em P). Exemplos de problemas neste conjunto sdo a Fatoragdo e o Isomorfismo de Grafos.
Acredita-se que o problema da fatoracao de nimeros inteiros nao seja NP-Completo, pois caso contrario,
NP = coNP. Quanto ao isomorfismo, acredita-se que o ele esteja em coNP (o que faz esta questao ser
outro problema em aberto na ciéncia da computagao).

E fécil verificar que o problema do isomorfismo estd em NP. O problema maior é se ele esta em
coNP. Onde, caso esteja, entao isto se torna mais uma prova de que o problema do isomorfismo nao é
NP-Completo, ao menos que: NP = coNP = P.

Assim, podemos verificar que ha uma forte ligacao entre o Isomorfismo em Grafos e as conjecturas
entre as classes NP e coNP explicitadas na se¢ao anterior.

Sobre algoritmos que resolvem o problema do isomorfismo, o melhor até hoje conhecido é exe-
cutado em tempo de O(W/nlogn) para grafos com n vértices (MCKAY, 2013). Varios casos especiais sdo
conhecidos por estarem em P. Assim como varios problemas sdo conhecidos por serem NP-Dificeis. As-
sim, o isomorfismo é amplamente considerado ser da classe NP-Intermediaria. A Figura 2.16 ilustra essa

situacao.
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Figura 2.16: Isomorfismo.

Fonte: Prépria, baseada em Goldreich (2010, p.158).

Assim, o objetivo até aqui foi situar o problema do isomorfismo no atual cenério dentro da teoria
de complexidade, bem como introduzir os principais conceitos e relagoes existentes entre as diversas
classes e como isso interfere na resolucao de problemas e andlises de algoritmos computacionais.

Na préxima secao serd abordado o problema do isomorfismo de grafos propriamente dito, seu

estado da arte e os algoritmos que serao analisados para resolugao.



Capitulo 3

Isomorfismo de Grafos

Nesta secao sera abordado o tema do isomorfismo em grafos propriamente dito.

Como ja citado anteriormente, o problema do isomorfismo é de fundamental importancia, mas de
dificil tratamento. Sabemos também que ele se encontra em NP, porém, ainda nao é conhecido nenhum
algoritmo deterministico que o resolva em tempo polinomial e nem se sabe se este pertence a coNP
também, além de haver fortes evidéncias de que nao é NP-Completo.

Esta ambiguidade do exato local em que se encontra o isomorfismo dentro das classes de comple-
xidade influenciou a existéncia de muitas pesquisas na area.

Enquanto que a posicao do isomorfismo dentro da andlise de complexidade ja é suficiente para
se justificar seu estudo, também existem muitas aplicacGes praticas para as quais seria interessante a
obtengao de um algoritmo de execugao eficiente para o problema. Assim muitos artigos discutem como
construir verificadores rdpidos e praticos. Algumas dessas rotinas sdo originadas de algoritmos especiais
que executam em tempo polinomial para classes bastante especificas de grafos. Contudo, a maioria dos
algoritmos préticos nao possui um pior caso polinomial (FORTIN, 1996).

Mais adiante retornaremos a esta questao dos algoritmos que executam em tempo polinomi-
ais para certas classes especiais de grafos. Primeiramente é preciso definir alguns conceitos gerais que

permeiam o problema do isomorfismo. Os termos abaixo seguem o adotado por Fortin (1996).
e Automorfismo

O automorfismo de um grafo G pode ser definido como um isomorfismo entre duas cépias de G,
ou em outras palavras, é um mapeamento f entre pares de vértices e arestas tais que (a,b) € E <=
(f(a), f(b)) € E. Um Automorfismo Trivial é um automorfismo onde f(a) = a para todo a € V. Uma
Parti¢ao de Automorfismo de um grafo G é uma sequencia de subconjuntos disjuntos Vi, ..., Vi, para os
quais todos os pares de vértices a,b € V;, ocorre um automorfismo onde f(a) =b. Assim, a Particao de
Automorfismo divide V em conjuntos que consistem de todos os vértices que podem ser mapeados uns
aos outros.

A Figura 3.1 ilustra um exemplo de automorfismo, onde o mapeamento f; entre vértices e fo

entre arestas se da da seguinte maneira:
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ﬁi 1 -0 6 —1 ﬁ: a; — ap Ag — A1 a1 — an
D s T 7 -3 Ay — Ag A7 — A3 a2 — Ay
3 — 10 8 — 5 a3 — Ag ag— as a3 — a1
4 — 8 9 — 4 a4 — as A9 — Ay A4 — A13
5—9 10 — 2 as — ag A — A2 a5 — an

Figura 3.1: Exemplo de automorfismo.

Fonte: Prépria.

e Isomorfismo-Completo

Uma vez que o problema do isomorfismo nao é classificado nem em P nem em NP-Completo,
pesquisadores tém considerado outras abordagens na determinagao de sua complexidade. Uma dessas
abordagens é defini-lo como estando em sua prépria classe de complexidade, a Isomorfismo-Completo, e
a0 mesmo tempo procurar por quais outros problemas possam estar inseridos nesta classe em particular.
Outra abordagem estd na generalizacao da nogao de NP em nocoes mais sutis de complexidade, e no
estudo do local exato do problema do isomorfismo nestas novas classes. Uma terceira abordagem ainda é
tentar determinar quais classes de grafos em que o problema do isomorfismo se situe em P quando estiver
restrito a estes grafos.

Quanto & classe prépria do problema, a Isomorfismo-Completo, Mathon (1979 apud FORTIN,
1996, p.3) mostrou que o problema de contar o nimero de isomorfismos existentes entre dois grafos
pertence a esta classe. Este resultado evidencia ainda mais a conjectura de que o problema do isomorfismo
nao é NP-Completo, uma vez que a busca por versoes de problemas NP-Completos, segundo o autor,
parecem ser muito mais dificeis que seus problemas de decisdo equivalentes.

Mathon também demonstrou os estritos lagos entre o problema do isomorfismo e do automorfismo,
onde o isomorfismo é equivalente ao problema de contar o nimero de automorfismos nao triviais existentes
em um grafo.

O autor também mostrou que ha muitos problemas conhecidos por serem polinomialmente equi-
valentes ao problema do isomorfismo.

Alguns exemplos de grafos em que o isomorfismo se encontra em Isomorfismo-Completo sdo: gra-
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fos bipartidos, grafos linha (“line graphs”), digrafos aciclicos enraizados, grafos cordais, grafos split, grafos
orientados transitivamente e grafos requlares. E de se esperar estes resultados, pois muitas dessas classes
citadas apresentam certa quantidade de regularidade fazendo com que a obtengao de um isomorfismo se
torne mais dificil.

No capitulo 4 serd mostrada uma anélise criada pela autora deste trabalho juntamente com o
orientador, a respeito da equivaléncia polinomial entre classes de grafos e o problema do isomorfismo.
No referido capitulo foi analisado sobre grafos bipartidos e grafos splits, e a relagao entre eles com as

redugoes de NP-Completude.

3.1 Classes de Grafos Onde o Problema de Testar o Isomorfismo

Esta em P

Retornando a questao dos algoritmos em tempo polinomiais conhecidos para classes especiais de grafos,
o primeiro maior resultado neste campo foi com o artigo de Luks (1982 apud FORTIN, 1996, p.6). Ele
mostrou que para grafos que possuem graus limitados, por exemplo, com grau méximo menor ou igual a
alguma constante K, existe um algoritmo de tempo polinomial para checar o isomorfismo.

Outras propriedades também tém sido estudadas e uma delas, segundo Fortin (1996), se refere ao
genus de um grafo, onde se quiséssemos fazer a imersao de um grafo em uma superficie tal que duas linhas
nao se cruzem, pode ser necessaria uma superficie com uma estrutura bastante complexa dependendo do
grafo. O genus é a medida de quao complicado tal superficie pode ser, e a distribuicao em genus de um
grafo é definida como uma sequencia de nimeros gi, go,... tal que g; é o nimero de maneiras para se
desenhar um grafo em uma superficie de genus 1.

Filotti e Mayer (1980 apud FORTIN, 1996, p.6) mostraram que se fixarmos um valor K, entéo os
grafos que tém g > 0 podem ser checados quanto ao isomorfismo em tempo polinomial. Este algoritmo
nio é muito pratico, pois seu tempo de execucao é O(n°*) onde ¢ > 300 é uma constante. Grafos planares
s@o um caso especial deste resultado, pois eles podem ser imersos no plano (ou numa esfera) e por isso tem
gr > 0 para todos K > 1. Isso foi primeiramente mostrado por Hopcroft e Wong (1974 apud FORTIN,
1996, p.7), em que grafos planares podem ser checados quanto ao isomorfismo em tempo linear, embora
seu algoritmo possua uma grande constante o que faz com que ele seja inapropriado na pratica.

Segundo McKay (2013), grafos que possuem grau ou genus limitados admitem algoritmos de
tempo polinomiais. Porém, os algoritmos resultantes de todas essas classes sao na maioria das vezes poucos
usados na pratica, com excegao de apenas algumas classes de grafos, tais como as arvores e grafos planares.
Contudo, existem ainda abordagens praticas que vem sendo tratados de forma satisfatéria por meio de
heuristicas, que superam os métodos gerais, onde as mais eficientes sao baseadas em procedimentos que
agrupam vértices de acordo com suas similaridades como as que serao estudados nesta segao.

Ainda, para citar mais exemplos, outra classe de grafos onde o isomorfismo pode ser resolvido
eficientemente é a de grafos de arcos-circulares. Grafos de arcos circulares sdo aqueles que podem ser
criados ao inserir certo nimero de arcos em um circulo, criando um vértice para cada arco, e juntando

dois vértices caso seus arcos se sobreponham. Uma subclasse de grafos de arcos circulares é a de grafos
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de intervalo, onde os “arcos” sado restritos a um nimero real em linha. Hsu (1995 apud FORTIN, 1996,
p.7) mostrou que existe um algoritmo O(mn) para testar o isomorfismo desses grafos, onde m é o ntiimero
de arestas, e n é o numero de vértices. Este resultado é interessante, segundo o autor, pelo fato de nao
requerer nenhum parametro como constante, além disso, aparenta ser aplicado a um grande conjunto
préatico de grafos.

H&4 muitas outras classes especificas de grafos para as quais o problema do isomorfismo pode
ser resolvido em tempo polinomial. Por exemplo, Cogis e Guinaldo (1995 apud FORTIN, 1996, p.7)
mostram que o isomorfismo para grafos conceituais que possuem uma fungao de ordenagao linear podem
ser resolvidos em tempo polinomial. Esta classe especifica de grafos é de interesse especial & comunidade
de inteligéncia artificial, onde grafos conceituais sao usados como técnicas para a representagao do co-
nhecimento. Outras classes de grafo tais como drvores, grafos de permutacao e partial k-trees, também
possuem problemas de isomorfismo que estdo em P.

Como vimos, ha muitas classes de grafos em que o problema do isomorfismo pode ser resolvido em
tempo polinomial, porém como muitas vezes se tratam de grafos bastante especificos, tais consideragoes
nao sao muito comuns em situacoes vidveis reais. Desta forma, na sequencia iremos abordar algoritmos

de isomorfismo de grafos com um enfoque pratico, baseando-se em Fortin (1996).

3.2 Algoritmos de Isomorfismo - Aplicacoes Praticas

Um dos fatores a contribuir para essa grande quantidade de esforcos a respeito do problema do isomorfismo
de grafos s@o sem duvidas as muitas aplicagoes préticas da técnica. Ha duas amplas abordagens para
resolver o problema do isomorfismo. A primeira abordagem é a partir dos dois grafos a serem comparados
procurar um isomorfismo diretamente entre eles. Esta abordagem possui a vantagem de que mesmo que
existam vérios isomorfismos entre os grafos, somente o primeiro precisa ser considerado.

A segunda abordagem se trata de, a partir de um grafo simples G, computar algumas fungoes
C(G) que retorne uma rotulagem candnica; onde um rétulo candnico significa que C(G) = C(H) se G
e H forem isomorfos. Tal rotulacao nao sé resolve o problema do isomorfismo, mas possui também um
interesse particular em aplicagoes praticas, como na quimica organica.

A area de processamento de imagens se classifica junto com a quimica como um grande dominio
de aplicagao na busca de um isomorfismo eficiente. Os grafos que surgem neste dominio de aplicagao sao
grafos planares que representam as inter-relagoes entre objetos em uma cena, por isso, como citado na
secao anterior, a verificacao de um isomorfismo planar pode ser resolvido em tempo linear.

Uma importante ferramenta pratica na resolucao de problemas de isomorfismo em grafos é o

chamado Invariante de Vértices, que sera tratado a seguir.
e Invariante de Vértices

Uma técnica bastante pratica, que é independente do algoritmo usado para efetivamente resolver
o problema do isomorfismo é o uso da Invariante de Vértices. A invariante de vértice é algum ntimero

i(v) atribuido ao vértice v tal que caso exista algum isomorfismo que mapeie v para v" entao i(v) = i(v').
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O exemplo tipico de uma invariante de vértice é o grau de um vértice: se v e v’ sd0 mapeados um ao outro
sob algum isomorfismo, entao certamente eles devem ter o mesmo grau. E possivel notar que o oposto
nao é verdadeiro, ou seja, se dois vértices tém o mesmo grau, isso nao significa que exista necessariamente
um isomorfismo entre eles. De fato, se existe uma invariante de vértice computavel polinomialmente
para o qual o oposto se mantém (exista realmente um isomorfismo), entdo temos uma solugdo de tempo
polinomial para o problema do isomorfismo.

Existem muitas invariantes de vértices que foram propostas na literatura. Abaixo estao listadas
algumas invariantes que estao presentes em um algoritmo para o isomorfismo chamado Nauty, o qual sera
visto com mais detalhes na sequéncia.

- twopaths: atribui um nimero a v baseado nos vértices alcangaveis ao longo de um caminho de
comprimento dois.

- adjacency triangles: atribui um ntimero a v baseado no tamanho da vizinhanga comum daqueles
vizinhos adjacentes de v.

- k-cliques: atribui um ntumero a v baseado no niimero de diferentes cliques de tamanho k que
contém v.

- independent k-sets: atribui um numero a v baseado no numero de diferentes conjuntos inde-
pendentes de tamanho k que contém v.

- distances: atribui um numero a v baseado no niimero de vértices que cada distancia de 1 a n a
partir de v.

Ainda segundo Fortin (1996), fazendo uma anélise prética, invariantes de vértices sdo tipicamente
usadas para combinar os resultados de muitas invariantes. Por exemplo, se um vértice tem grau 5, pertence
a 2 cliques de tamanho 4, e pode alcangar 9 vértices em caminhos de comprimento 2, entao uma invariante
composta poderia ser “529”. Esta habilidade de compor invariantes levou ao caso em que algoritmos
praticos sempre usam o grau como a invariante “base”, e outras invariantes vao acrescentando-se a ela
para compor o valor final.

Uma observacao importante a respeito dessas outras invariantes é que o uso de invariantes de
vértices no célculo do problema do isomorfismo pode nao resultar em uma diminuicdo do espago de
busca realmente, pois pode ser um pouco custoso calculd-las comparado ao tempo total de execugao do
algoritmo. Com isto verifica-se que muitos problemas de isomorfismo podem ser resolvidos de forma
direta (quando busca-se diretamente descobrir um mapeamento entre os vértices) em menos tempo do
que levaria para calcular as invariantes mais eficazes, além do que a determinagao de qual (e se alguma)
invariante serd melhor para um grafo em particular nao é uma tarefa trivial.

Assim, o que é feito realmente é deixar a decisdo de se e quando usar uma invariante de vértice
para o usudrio (exceto para o caso do grau, que é sempre usado). Entao se um usudrio se depara com um
numero muito grande de grafos dificeis, é possivel realizar uma andlise a partir do tempo para determinar
experimentalmente qual invariante usar. Outra justificativa para isto é que usar o grau como invariante
é suficiente para a maioria dos grafos encontrados na pratica, e, portanto, o usudrio somente precisa

intervir se o grafo possuir uma estrutura bastante regular.

¢ Rotulagem Canoénica
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Como ja citado brevemente a respeito, uma das abordagens de resolugao do problema do isomor-
fismo estd em computar algumas fungées C'(G) que retorne uma rotulagem canoénica para o grafo G -
onde, se C(G) = C(H) entao G e H sao isomorfos.

Neste ponto nds iremos adentrar a respeito desta questao e de sua relacao com a técnica de
invariantes vista anteriormente e introduzir na sequencia o método preferido atualmente para resolucao o
problema do isomorfismo de grafos: o algoritmo Nauty (FORTIN, 1996). Os termos e definigbes a seguir
segue o adotado por McKay (2013).

Para que um algoritmo determine se dois grafos com n vértices sao isomorfos ou nao, seria
preciso testar todos os mapeamentos entre seus vértices, ou seja: n!. Porém, o tempo necessario para
esta computagao torna-o inviavel, com excegao de casos em que os grafos sejam muito pequenos ou de
classes especiais como jé citado (&rvores, grafos planares, etc.).

Segundo McKay (2013), testar diretamente se dois grafos sdo isomorfos possui a vantagem de
que um isomorfismo pode ser encontrado muito antes de uma busca exaustiva (Backtracking Search) ser
finalizada. Por outro lado, esta abordagem é pouco adequada para os problemas onde busca-se a rejeigao
de isomorfirsmos a partir de um conjunto de grafos ou de identificacao de um grafo em uma base de
dados. Por esta razao, a abordagem prética mais comum é a rotulagem candnica, um processo em
que um grafo é renomeado (é encontrado um nimero que representa o grafo) de tal modo a que os grafos
isomorfos sdo idénticos apds a classificacao (rotulagdo). A rotulagem candnica trabalha em um grafo por
vez.

Na sequencia serd tratado mais formalmente o algoritmo Nauty.

3.3 Nauty

H& diversos algoritmos publicados sobre o problema do isomorfismo. No entanto, ainda de acordo com
McKay (2013), a histéria mostra que as abordagens mais bem sucedidas envolvem o desenvolvimento de
heuristicas, onde, dentre elas, as mais eficientes se baseiam na identificagao de vértices juntamente com
o refinamento de partigdes do conjunto de vértices.

Isso se deve ao fato de que ao analisar cada grafo separadamente no intuito de identificar diferencas
estruturais entre os vértices e agrupa-los de acordo com suas semelhancas, evitamos mapear vértices para
os quais tenham sido identificadas certas diferengas (por exemplo, graus distintos). E exatamente esta a
ideia que rege os algoritmos denominados algoritmos de refinamento.

Este paradigma de “refinamento individualizado” foi introduzido por Parris e Read (1969), no
entanto, o primeiro programa que pode lidar tanto com grafos regulares com centenas de vértices quanto
com grafos com grandes grupos de automorfismo foi o de McKay (1978, 1980), que mais tarde se tornou
conhecido como Nauty. Sua principal vantagem sobre os programas anteriores foi o seu uso inovador de
automorfismos para “podar” a pesquisa.

Portanto, a identificacao de vértices juntamente com o refinamento de partigoes do conjunto
de vértices ocorre da seguinte maneira, primeiramente identificamos vértices e suas caracteristicas, as

chamadas invariantes, como ja visto. Com isso provocamos um particionamento inicial do conjunto
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de vértices, e posteriormente, utilizamos procedimentos de refinamento com o objetivo de identificar
caracteristicas adicionais que possibilitem distinguirmos vértices nao similares.

Assim, nesta se¢ao serdo vistas definigdes a respeito de coloragoes (partigoes) e invariantes. Serd
visto também conceitos a respeito da busca em arvore, que esta no nicleo da maioria dos algoritmos de
isomorfismo em grafos. As definigdes e conceitos utilizados na sequencia estao baseados em Fortin (1996)

e McKay (2013).
e Particoes

No centro de operagoes do Nauty esta a ideia de particdo ordenada, ou colora¢ao. Uma partigao,
ou coloragao, 7 divide os vértices do grafo em subconjuntos disjuntos nao vazios de V' (chamados células):
Vi, Va, ..., Vi. O ndmero de cores, ou seja, k, é denotado por |r|. Portanto, uma célula de 7 é um conjunto
de vértices com alguma determinada cor. Por fim, se a um grafo G esta associada uma coloragao 7, diz-se
que este é um grafo colorido denotado por G, e dois vértices u e v tém a mesma cor se 7(u) = 7(v).

Uma particdo com somente conjuntos unitérios vai ser chamada de parti¢do folha (ou no caso
especifico do Nauty eles sao referidos como parti¢oes ou coloragoes discretas, entretanto o termo particao
folha destaca o seu papel como folhas em uma drvore de busca). Podemos notar também que uma colora-
¢ao discreta é uma permutagao em V. Portanto, o ponto chave desta questao é que quando encontramos
uma particao folha, ela define uma re-rotulacao do grafo onde o vértice na célula V; fica rotulado como 1.

Se m e ' sao coloragoes, entdo 7' é mais fina ou igual & m — escrito por: @ Y 7 - se, para
qualquer par de vértices, o fato de ambos pertencerem & mesma classe de coloracao em 7’ implicar que
estes também pertencem & mesma classe de colora¢do em . Em termos formais: 7(v) < w(w) — 7'(v)
< 7'(w) para todo v,w € V. Isto implica que cada célula de 7’ é um subconjunto de uma célula de m,
mas o inverso nao ¢é verdadeiro.

Uma vez que uma coloragao particiona V em células, ela é frequentemente chamada de parti¢do,
como ja visto. Entretanto, é importante destacar que as cores aparecem em certa ordem especifica por
isso a necessidade de defini¢oes como “mais fino”.

Por exemplo, consideremos o grafo da Figura 3.2. Sao dadas trés partigoes folha para os vértices
no grafo, e associado a cada particdo estd a matriz de adjacéncia onde a ordem dos vértices nas linhas e
colunas correspondem & ordem dos vértices nas partigoes. Automorfismos sao conhecidos por encontrar
duas parti¢oes folha distintas que (apés a re-rotulagdo) dao origem ao mesmo grafo. No exemplo |c|alb]
e |a|c|b| proporcionam a mesma matriz e portanto definem um automorfismo.

H& duas operagoes principais que o Nauty realiza em particoes: refinar uma particdo e gerar
os filhos de uma particdo. O objetivo dos procedimentos de refinamento é tentar descobrir diferengas
estruturais entre os vértices de uma particao e produzir, a cada iteracao, uma coloracao mais fina que
a coloracao anterior. E durante o refinamento que as invariantes dos vértices podem ser usadas, sendo
calculadas para cada vértice em todo o grafo para criar uma particao inicial, e entao uma nova invariante
é calculada limitado as células da partigao para tentar distingui-las melhor.

Assim, se para alguns vértices de uma classe de coloracao forem detectadas caracteristicas que os

diferenciam dos demais, a eles atribui-se uma nova cor. Este processo, denominado refinamento, termina
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Figura 3.2: Descobrindo um automorfismo pela comparacao de partigoes folha.

Fonte: Fortin (1996, p.13).

quando nenhum vértice pode ser mais distinguido. Diz-se entao que a coloracao tornou-se estdvel.
Para exemplificar o exposto, assuma que d(v, S) retorna o nimero de vizinhos de v que estao no

conjunto S. Nés podemos entao definir uma operagao de refinamento como:
1. 7w« apartigdo inicial V1, Vs, ...V}, onde para todos os vértices x, y € V; temos que d(z, V') = d(y, V).
2. Selecione um V; € 7 tal que V; tenha mais que um elemento.
3. Para cada v € V;, calcule a seguinte sequéncia: a, = [d(v,V1),...,d(v, V})]

4. Divida V; em um ndmero de subconjuntos, de modo que os vértices em cada subconjunto tenham

0 mesmo valor para ay.

Na verdade, nos passos acima iniciamos selecionando V; e percorremos todos os V; (incluindo
aqueles criados depois da divisao) até que nao seja possivel quebrar mais em nenhuma célula.

Nos geramos os filhos de uma partigao ao escolher a primeira célula V; que tenha mais do que um
membro, e entdo para cada vértice v € V; criamos uma particao-filha que é: Vi, ..., Vi1, {v}, V;/{v},
Vit1, -+., Vi Ou seja, criamos um novo filho para o vértice v quebrando a célula V; em duas células,

uma que contém somente v e outra que contém V; sem wv.
e Conclusao

Como conclusao, podemos observar o sucesso de um programa como o Nauty sobre uma abor-
dagem mais direta para o problema do isomorfismo de grafos. Nao é dificil especular porque Nauty se
comporta melhor. Apesar de os dois programas fazerem uso de invariantes de vértices, o Nauty usa-os
em seu processo de refinamento, enquanto que o algoritmo direto usa-os quando decide se expande um
isomorfismo encontrado ou nao.

A principal diferenca entre as duas técnicas parece ser seus usos dos resultados parciais. Sem-

pre que Nauty explora uma porgao da arvore de busca e encontra um automorfismo, ele ird trabalhar
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com a informacao encontrada, descartando partigoes da arvore de busca. J& a busca direta nao utiliza
informacoes obtidas previamente, “desperdicando” assim um conhecimento que poderia ser aproveitado

(FORTIN, 1996).



Capitulo 4

Resultados Obtidos

Neste capitulo serd apresentado um resultado original obtido pela autora deste trabalho juntamente com
o seu orientador, mais especificamente, é mostrado que o problema do isomorfismo de grafos split é
isomorfismo-completo, ou seja, tao dificil quanto o problema do isomorfismo no caso geral. Para tal,
faremos uma reducgao do problema do isomorfismo em grafos bipartidos.

E importante observar entretanto, que embora a reducao mostrada neste trabalho tenha sido
obtida de maneira independente, os autores encontraram outra redugao que assemelha-se ao que Lueker
(1977) também obteve. A diferenca é que neste trabalho foi analisada uma redugao de grafo bipartido
para grafo split, j4 Lueker realizou uma reducao a partir de um grafo qualquer para grafo cordal. Porém,
Stewart (1978) observou que esse mapeamento realizado por Lueker também demonstra o isomorfismo
completude para grafos split, uma vez que ela é uma subclasse de grafos cordais, por isso a semelhanga
com o obtido neste trabalho.

Primeiramente cabe destacar que o resultado obtido baseia-se na ideia de que a partir de um
par de grafos quaisquer, podemos encontrar uma transformagao tal que o par de grafos gerados serao
isomorfos se e somente se os originais também forem, ou seja, se o par de grafos originais sao isomorfos
os novos grafos gerados também serao.

Assim, tomando como base a Figura 4.1 podemos ver trés grafos bipartidos onde a partir deles
foram gerados grafos splits correspondentes da seguinte maneira:

Dado um grafo bipartido G = (V, E), onde V ¢é particionado em dois conjuntos A e B, sendo:
{a1, az, ..., ap} € A, e {by, ba, ..., by} € B, o grafo split correspondente ao grafo bipartido serd
G' = (V',E'), onde:

V'=V UX, onde: X = {uy;|a;b; € E(G)}

E' = AUBUX, onde: A = {a;u;j | a;b; € E(G)}, B = {bju;; | biaj € E(G)} e X' = {todas as
arestas possiveis entre os elementos de X}

A ideia é que dois grafos bipartidos sao isomorfos se e somente se seus grafos split correspondentes
forem isomorfos entre si.

Isto é possivel notar na Figura 4.1, onde os Grafos Bipartidos 1 e 2 apesar de aparentarem serem

diferentes eles sao isomorfos. B possivel notar que o Grafo Split gerado por eles é o mesmo.
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Grafo Bipartido 1 Grafo Bipartido 2 Grafo Bipartido 3

—e /10

Grafo Split 1 Grafo Split 2

Figura 4.1: Relagao entre Grafos Bipartidos e Splits correspondentes.

Fonte: Propria.

J& no caso do Grafo Bipartido 3, ele nao é isomorfo aos outros dois, mesmo sendo igual a quanti-
dade de vértices e de grau de cada um dos conjuntos independentes aos dos outros grafos Bipartidos. Por
exemplo, em todos os grafos bipartidos existem sete vértices divididos em dois conjuntos independentes,
um com quatro e outro com trés vértices. No conjunto com quatro, ha um vértice de grau 3, um de grau
2 e dois vértices com grau 1. No conjunto menor ha um vértice de grau 3 e dois com grau 2. Isso ocorre
nos trés grafos bipartidos, porém apenas o terceiro nao é isomorfo aos outros dois, devido as relagoes de
incidéncias entre arestas e vértices neste grafo diferir das incidéncias nos demais grafos. Por consequéncia,
o Grafo Split gerado pelo Grafo Bipartido 3 também nao corresponde ao grafo Split anterior.

Podemos agora analisar com mais detalhes uma relacao citada no capitulo 3, em que, segundo
Mathon (1979), hd muitos problemas conhecidos por serem polinomialmente equivalentes ao problema
do isomorfismo. Podemos notar que isto é semelhante as redugoes de NP-Completude ja analisadas
anteriormente também. Assim, um problema pode ser redutivel a outro quando existe um algoritmo
que transforma qualquer instancia de um problema geral em uma instancia de outro mais especifico. Da
mesma forma ocorre com problemas Isomorfismo-Completo, onde ao transformarmos um grafo qualquer

em algum com certas propriedades mais especificas, podemos analisar seu comportamento e procurar
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por uma solugao, que pode ser tao dificil quanto no caso geral, ou neste caso tornar-se polinomial a sua
resolucao.

Para exemplificar, uma estratégia para provarmos que o problema do isomorfismo continua dificil
em uma certa classe de grafos mais especifica (por exemplo, os grafos cordais) é feita uma reducao da
mesma forma que é feita para NP-Completude da seguinte maneira: a partir de um par de grafos gerais
os transformamos em grafos cordais e analisamos o isomorfismo nestes novos grafos. O resultado deve
ser tao dificil quanto em problemas NP-Completo, pois conforme ja visto anteriormente, grafos cordais
se encontram na classe Isomorfismo-Completo.

Outro exemplo seria a transformacao de um grafo geral em um bipartido. Sabemos que grafos
bipartidos também se encontram em Isomorfismo-Completo e portanto é dificil testar sua resolugao.

Desta transformagao de grafos gerais para bipartidos e da relagao entre estes e grafos splits
analisados anteriormente é que foram concluidos alguns aspectos neste trabalho e que estao relatados a
seguir.

Para resolver o problema do isomorfismo entre dois grafos gerais, nés podemos da mesma forma
que na abordagem anterior (em que trabalhamos com redugoes para mostrar que um problema continua
dificil em uma classe de grafos mais especifica), transforméa-los primeiramente em grafos bipartidos e
a partir destes, em grafos split conforme descrito anteriormente. Assim, se os grafos originais forem
isomorfos os splits finais gerados também serao isomorfos.

Com isso, concluimos que uma vez sabendo que é dificil testar o isomorfismo em grafos bipartidos,
a verificagao do isomorfismo em grafos split também deve ser dificil, pois, caso contréario, terfamos uma
solugao polinomial para grafos bipartidos. Por consequéncia, e paralelamente ao estudo tedrico realizado
anteriormente sobre o problema do isomorfismo, podemos dizer que grafos split também pertencem a

classe mais dificil de resolucao do problema do isomorfismo, a Isomorfismo-Completo.

4.1 Conclusoes

E possivel verificar que um dos resultados interessantes deste trabalho foi o embasamento teérico a respeito
dos conceitos necessarios para tratar o problema do isomorfismo de grafos, como por exemplo, o estudo
da teoria de grafos, da teoria de complexidade e do proprio estado da arte do problema.

Foi utilizada uma abordagem que tratasse cada tema em questao sob um enfoque abrangente,
procurando analisar conceitos, defini¢coes e os principais embasamentos tedricos que auxiliassem o desen-
volvimento do problema do isomorfismo e sua posterior andlise.

Como j4 citado, o problema do isomorfismo em grafos possui bastante importancia tanto tedrica
quanto pratica. H4 também muitos esforcos na busca por um algoritmo que o resolva em tempo polino-
mial. Sendo assim, este trabalho procurou analisar os principais aspectos que influenciam e caracterizam
o problema do isomorfismo em diferentes tipos de grafos de uma maneira global, sem se ater em um tnico
tema ou assunto especifico ao longo de seu desenvolvimento.

Por fim, o resultado original obtido com este trabalho - que se deu através da transformacao de

grafos bipartidos para grafos split e das conclusoes inferidas por essa transformacao - também contribuiu



38

para producao de um material cientifico a respeito do problema em questao, colaborando conjuntamente

com a comunidade cientifica, sendo esta a principal motivacao para o desenvolvimento deste trabalho.
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