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RESUMO

SPENGLER, Hellen Cristina. SISTEMAS NAO-LINEARES, METODO DE NEWTON E
FRACTAIS. 37 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Licenciatura em Matematica, Univer-
sidade Tecnologica Federal do Parand. Curitiba, 2014.

Este trabalho apresenta um estudo sobre a resolugdo de sistemas nao-lineares do tipo F (x) = 0,
em que F é uma fungio de Q C R? — R?, por meio do Método de Newton. Contém uma
breve revisao bibliografica do Método de Newton, para uma equacio ndo-linear e depois para
sistemas de duas equagdes nao-lineares. Discute o conceito e caracteristicas dos fractais, bem
como apresenta alguns modelos precursores. Traz a implementacao dos métodos para sistemas
ndo-lineares em R? utilizando o software Matlab, tratando de casos de interesse, considerando
a andlise das bacias de atragdo e formacdo de fractais.

Palavras-chave: Sistemas nao-lineares, Método de Newton, Fractais



ABSTRACT

SPENGLER, Hellen Cristina. NONLINEAR SYSTEMS, NEWTON’S METHOD AND FRAC-
TALS. 37 f. Trabalho de Conclusido de Curso — Licenciatura em Matematica, Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2014.

This paper presents a study on the resolution of nonlinear systems of type F (x) = 0, where F
is a function from Q C R? — R?, by Newton’s method. It contains a brief literature review
of Newton’s method for one and two nonlinear equations. It discusses the concept and charac-
teristics of fractals and presents some precursors models. An implementation of methods for
nonlinear systems in R2 using the Matlab software are presented for cases of interest, conside-
ring the analysis of its basins of attraction and formation of fractals.

Keywords: Nonlinear systems, Newton’s method, Fractals
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1 INTRODUCAO

A geometria fractal é capaz de descrever objetos quando a geometria euclidiana falha,
utilizando o conceito de dimensdes fraciondrias. Dessa forma € possivel descrever contornos de
montanhas e superficies pulmonares, detectar nicleos atipicos (tumores) e geografias em pro-
cesso de erosao, fragmentar florestas, etc (FALCONER, 1990). Outra aplicagdo estd no aspecto
artistico, dado por suas caracteristicas que determinam padrdes de extrema beleza, tendo ainda

uma base computacional que viabiliza a manipulacdo dos fractais (BARNLEY et al., 1988).

Os fractais sdo formas geométricas abstratas de uma beleza incrivel, com padrdes com-
plexos que se repetem infinitamente, mesmo limitados a uma drea finita. Existem diversas for-
mas de se gerar um fractal, sendo caracteristico o uso de processos iterativos, tais como 0s
métodos de resolucdo de sistemas ndo-lineares (método de Newton, Broyden, Halley, Gradi-

ente) e sistemas dinamicos complexos (SERRA; KARAS, 1997), (BARNLEY et al., 1988).

Nesse trabalho € abordado o método de Newton para obter solu¢des aproximadas de
sistemas de equagdes nio-lineares do tipo F (x) = 0, em que F é uma funcio de Q C R? em
R%. Aplicando-se o método de Newton para um conjunto de aproximagdes iniciais do sis-
tema ndo-linear F (x) = 0, é construido um mapa de cores que identifica 0 comportamento
desses pontos quanto a convergéncia. Quando um conjunto de aproximagdes iniciais possuem
um mesmo comportamento, isto €, convergem para uma mesma solugdo, tem-se uma bacia
de atracdo daquela solu¢do. A formacdo de um fractal esta relacionada com as estruturas das
bacias de atragao (SERRA; KARAS, 1997). Utilizando o software Matlab, foram escolhidas
as aproximagdes das solucdes de equagdes no corpo dos complexos, um célculo equivalente a

resolugdio de um sistema nao-linear em R?, para observar a formacdo fractal.

Além do estudo do método de Newton para sistemas ndo-lineares, tem-se também
como objetivo o estudo breve da histéria e teoria dos fractais, e dos softwares Matlab e Latex,

que possibilitaram a implementacdo dos métodos, visualizacao dos fractais e redacdo do texto.

O trabalho estd organizado em cinco capitulos e um apéndice. O capitulo 2 traz uma

breve revisao bibliogridfica do método de Newton para uma equagdo ndo-linear e para um sis-



tema de duas equagdes nado-lineares. O capitulo 3 discute algumas nogdes sobre fractais, dentre
notas histdricas, caracteristicas e aplicacdes. O capitulo 4 apresenta a implementacao do método
e andlise dos exemplos sobre a formacao de bacias de atracao e formacao de fractais. O capitulo
5 apresenta as consideracdes finais do estudo e resultados obtidos e, finalmente, o apéndice traz
os programas produzidos pela autora para implementacdo do método e visualizacao dos fractais,

com o uso do softaware Matlab.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesse capitulo € feita uma breve revisdo bibliogrifica do método de Newton
para uma equacdo ndo-linear e para um sistema de duas equacdes nao-lineares, focando na

conceitualizagdo, interpretacdo geométrica e principais resultados de convergéncia.

2.1 METODO DE NEWTON

O documento De metodis fluxionum et serierum infinitarum, publicada em 1671,
¢ a primeira referéncia ao método de Newton. Tal método procura aproximar a solugdo analitica

quando esta ndo € viavel, seja pela dificuldade ou excessivo tempo de calculo.

Hoje, com o crescimento industrial e tecnoldgico, sdo indmeras as situacdes que
dependem desses recursos, empregando entao a necessidade de seu estudo e compreensao (CU-

NHA, 2000).

2.1.1 METODO DE NEWTON PARA UMA EQUACAO NAO-LINEAR

O método de Newton tem por objetivo aproximar a solucido de equacdes nao-
lineares (CUNHA, 2000). No caso de um sistema ndo-linear de uma equagdo, y = f(x),

objetiva-se aproximar o valor de x* € R tal que f (x*) = 0.

Assim, escolhida arbitrariamente uma aproximacao inicial xy, toma-se uma line-
arizagdo de f nesse ponto, ou seja, a aproximagdo da curva y = f(x) por sua reta tangente
tracada no ponto (xp, f (x)). O ponto seguinte, x|, serd a interse¢do dessa reta com o eixo x
(solug@o de uma equacdo linear). De modo analogo, o ponto x, serd a interse¢ao do eixo x com

a linearizacdo de f no ponto x.

Procurando generalizar o processo de iteracao para x;| tem-se o método de New-

ton para uma equacgdo nao-linear:



ano =T _ iy
Xk — Xke+1
xk+1:xk—%, (k:(),l,...).

Como critério de parada para o método, € possivel estabelecer uma tolerancia €
que limite a diferenca entre os resultados (|x; —xz_1| < €) ou a prépria func¢do aplicada em x;
(If (xx)| < €), em que x; € a solugdo obtida. Além disso, para o caso de ndo convergéncia, se

estabelece um nimero maximo de iteracdes (BURDEN; FAIRES, 2003).

Figura 1: Iteracoes do método de Newton.

Fonte: Autoria propria.

Note que os pontos obtidos a cada iteragdo (x;,x2,x3,...) sdo considerados aproxi-

magdes sucessivas para x*.

2.1.2  METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS DE DUAS EQUACOES NAO-LINEARES

Considere o conjunto de duas equacdes nao-lineares (BROYDEN, 1965),

f1(x1,x2) =0,
fo(x1,x2) =0.



Em notacgdo vetorial, para uma escrita mais concisa, o sistema formado por essas

equagdes serd representado por
F(x)=0, (1)

em que x = (x1,x2)" é um vetor coluna de varidveis independentes e F (x) = (f; (x), f2 (x))" é

uma fung¢do vetorial.
Agora, seja x; a i-ésima aproximacdo da solu¢do. Denotando F (x;) por F;, o
método de Newton € definido por:

-1
Xiv1 =X —A; F,

em que A; é a matriz jacobiana (d fj/dx;) avaliada em x;.

Definicao 2.1. Suponha C C R" um conjunto aberto e f : C — R™ é diferencidvel em C. Entdo,
as derivadas parciais d fj]dxy existem, e a matriz Jacobiana da fungdo f com respeito a base

canonica em R" e R™ é dada por

o of o
dx; Idxa dx,
W n
dx; dxa dx,

onde cada derivada parcial é avaliada em x = (xy,...,x,). Esta matriz é chamada de matriz

Jacobiana de f ou de matriz derivada.

Note que o processo de iteracdo € andlogo ao problema de uma equagdo nao-
linear, mas para obter a aproximacgdo € utilizada a série de Taylor de primeira ordem para

fungdes vetoriais com varidveis vetoriais (DENNIS; MORE, 1977).

Uma dificuldade encontrada no método € a inversao da matriz Jacobiana, processo
excessivamente laborioso para matrizes de grande porte. Assim, procurando evitar essa inversao

faz-se necesséria a resolugdo do sistema linear

AiV - _E7 (2)
em que v = X;;1 — X;. Note que os valores de A; e F; sdo conhecidos, restando apenas encontrar
o valor do vetor v.

A seguinte figura ilustra a interpretacao geométrica do método de Newton para
um sistema de duas equagdes nado-lineares. Andlogamente ao processo de uma equagiao nao-

linear, as retas representam as linearizagdes de f] e f> na k-ésima aproximagao de x*, em que o



encontro dessas retas resulta na proxima aproximagao.

Figura 2: Iteracoes do método de Newton para sistemas nao-lineares.

Fonte: Autoria propria.

A andlise do método utiliza-se das seguintes defini¢des, conforme (BUCHNAN;
TURNER, 1992) e (NOCEDAL; WRIGHT, 1999).

Definicio 2.2. Uma fungdo F : Q € R* — R? satisfaz a condicdo Lipschitz com constante

Lipschitz A, se para todo e qualquer (xq,yo) e (x1,y1),

|F (x0,y0) = F (x1,31) || < A|| (x0,0) — (x1,31) |-

Definicao 2.3. A ordem de convergéncia é p (p > 1), para uma sequéncia {x;}, se existe uma

constante positiva M tal que,

”XH—I —X*H <M,
| xi — x*||7

para todo i suficientemente grande. Uma convergéncia é dita superlinear se,

L i = x|

=0.
oo || x; — X*||
E uma convergéncia é dita quadrdtica se,
fim X1 =X

= =P
Além disso, serdao assumidas as seguintes propriedades (DENNIS; MORE, 1977):

1. A func¢do F é continuamente diferencidvel em um conjunto aberto D.

ii. Existe um x* pertencente a D tal que F (x*) = 0 e F’ (x*) é ndo singular. 3)
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Algumas vezes é necessario supor que F' satisfaga a condigdo Lipschitz em x*,

existindo uma constante 6 tal que,

IF"(x) = F'(x") || < 8]lx—x7||. @)

Observe que na condicdo acima, se D for suficientemente pequeno, entao € satis-

feito que F ¢é duas vezes diferencidvel em x* (DENNIS; MORE, 1977).

Portanto o proximo resultado € um resumo das vantagens do método.

Teorema 2.4. Seja F : R? — R? satisfazendo as suposicées (3). Entdo, existe um conjunto
aberto S, com constante x*, tal que para qualquer xo € S as iteracoes de Newton sdo bem
definidas, permanecem em S e convergem para x*. Além disso, existe uma sequéncia {a;} com

convergéncia para zero tal que
| xit1 — x| < og]|x; — x*||, (i=0,1,...). 5)
Se F satisfazer (4), entdo existe uma constante P tal que

Ixier = x| < Bl —x*%, (i=0,1,...). (©)

A primeira vantagem mostrada nesse teorema, satisfeitas as hipoteses, € que existe
um conjunto S onde as iteragdes de Newton permanecem em S e convergem para x*, isto €, ha

uma garantia da convergéncia do método.

Outra vantagem é convergéncia superlinear por (5), e até mesmo uma convergéncia
quadratica, por (6). Estas afirmacdes garantem que o método € autocorretivo, ou seja, a cada

iterag@o o erro diminuird, eventualmente levando a aproximacao da solugao.

Entre as desvantagens, estdo a escolha da aproximacao inicial (pois o conjunto S

pode ser pequeno) e o uso de O (n3) operagOes aritméticas por iteracao.

Mas a principal desvantagem estd em encontrar a inversa da matriz jacobiana.
Uma das soluc¢des encontrada foi aproximar essa matriz por diferencas finitas e fixa-la em certo
numero de iteracdes, no entanto houve maior demora na convergéncia. Portanto, é calculado

um sistema a parte, como explicado anteriormente em (2), para evitar a inversao em si.

Com este propoésito, foram desenvolvidos estudos para contornar a situacao, cri-
ando formas similares chamadas de métodos Quase-Newton (BROYDEN, 1965), que nao sao

abordadas nesse trabalho.
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3 NOCOES DE FRACTAIS

Nesse capitulo s@o discutidas algumas noc¢des sobre fractais, dentre essas suas

principais notas histdricas, conceitualiza¢do, modelos precursores e aplicagdes.
3.1 NOTAS HISTORICAS

Benoit Mandelbrot (1924 —2010) néo foi o primeiro a perceber a existéncia dos
fractais, mas promoveu o inicio de uma fase de estudos sobre eles, utilizando o computador e
juntando trabalhos ja produzidos com suas idéias. Conseguiu, assim, caracterizar e discernir

uma regularidade nos fractais, antes considerada inexistente.

Natural da Varsévia (Pol6nia), onde ndo permaneceu muito tempo pois logo sua
familia precisou escapar do nazismo, mudando-se para Franc¢a (1936). Somente apds a segunda
guerra mundial pode voltar aos estudos, na Escola Politécnica de Paris, onde participou do
grupo Bourbaki do qual seu tio Szolem Mandelbrot fazia parte. Ja nos Estados Unidos, em
1948, estudou Ciéncia Aeroespacial, vindo a trabalhar com problemas de economia para IBM -
Centro de Pesquisas Thomas Watson. L4 resolveu um problema de ruidos nas linhas telefonicas
das redes dos computadores, utilizando o trabalho da Poeira de Cantor, pois esses ruidos eram
irregulares e ndo conseguiam ser simplesmente removidos. A partir disso, Mandelbrot lidou
com diversos problemas: frequéncias de palavras em linguistica, flutuagdes da bolsa de valores,

turbuléncias, aglomerados de galéxias, etc.

Alguns de seus livros publicados sdo “Les Objets Fractals: Forme, Hasard et
Dimension” e “The Fractal Geometry of Nature” ambos de 1975, e “Fractals and Chaos:
The Mandelbrot Set and Beyond”de 2004. Esses trabalhos possuem diversas representagdes de

fractais geradas por computadores, muito diferente da filosofia do grupo Bourbaki.
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3.2 CARACTERISTICAS

Os fractais sao formas geométricas abstratas de uma beleza incrivel, com padroes
complexos que se repetem infinitamente, mesmo limitados a uma 4drea finita. Porém, tem-se
uma dificuldade para defini-lo. Conforme (BARBOSA, 2005), Mandelbrot inicialmente prop0os

a seguinte defini¢ao:

Um fractal € um conjunto para o qual a dimensdao Hausdorft-Besicovitch excede estrita-

mente a dimensao topoldgica.

Esse trabalho nao tratara sobre a dimensao Hausdorff-Besicovitch (FALCONER,
1990). Porém, esta definicdo ndao abrange alguns objetos da fisica considerados fractais. Como
ainda ndo se tem uma definicdo formal, segue-se a compreensao de suas caracteristicas. Se-
gundo (SERRA; KARAS, 1997), as caracteristicas mais comuns sio a estrutura fina, a auto-

similaridade e a simplicidade da lei de formagao.

A estrutura fina se refere a grande quantidade de detalhes: pode-se aproximar a

figura o quanto se queira que ainda haverd a mesma quantidade de detalhamento anterior.

A auto-similaridade € a caracteristica onde as partes possuem semelhancga a figura
inteira ou a uma parte maior (com possiveis rotacdes e translacdes). Existem mais especificacoes,
como a auto-similaridade estrita, onde uma parte possui exatamente a forma de uma parte maior.
A auto-similaridade estocéstica apresenta-se quando hd uma similaridade estatistica entre partes

e subpartes (distribui¢do estatistica, média e desvio padrao).

Nao se tem uma representacdo analitica dos fractais, porém seus processos de
formacdo sdo em geral iterativos e relativamente simples, dando lugar ao uso de computadores,
ferramenta essencial para representacdo e andlise destas estruturas tdo cadticas. Note-se que

caos € referido a comportamentos irregulares, aleatérios e desordenados.

Outro aspecto importante € a dimensdao. Conforme (BARNLEY et al., 1988),
um objeto unidimensional com auto-similaridade, um segmento de linha por exemplo, pode
ser dividido em N partes identicas, entdo sendo escalado pela razio r = IL\, Analogamente,
um objeto bidimensional, tal como a drea de um plano, pode ser dividido em N partes auto-
similares, sendo escalado num fator r = ﬁ Um objeto tridimensional como um cubo sendo
dividido em N menores cubos, pode ser escalado pela razdo r = %m Generalizando, para

um objeto D-dimensional com auto-similaridade pode ser dividido em N menores cOpias de si
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mesmo, sendo escalado pela razdo r = % ou

N=—.
’,D

Assim, dado um objeto auto-similar de N partes, escalonado por um razao r, a

dimensdo fractal ¢ dada por
_ logN

D= B
log -

Note que a dimensao fractal ndo necessita ser inteira.

==

| | 1-D N partes, escaladas pela razdo 7" =

Nrl=1

1
2 o D N partes) escaladas pela raZglO T = W

Nr? =1

1
3-D N partes, escaladas pela razdo T = N3

Nr3 =1

Figura 3: Interpretacao da dimensao em termos da auto-similaridade.

Fonte: Autoria propria.

Para o célculo da dimensao sem a necessidade de existéncia de auto-similaridade
€ usado o método de contagem de caixas. Nesse método cobre-se a figura com uma malha
de quadrados de lado 8, e toma-se n como o nimero de quadrados hachurados. Quando & é
muito grande a cobertura tem pouca precisao, pois com poucos quadrados a figura seré contida,

assim ndo atentando aos detalhes e a dimensao da figura. Logo quanto menor o valor de 6 mais
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precisa serd a cobertura, ou seja, faz-se tender para zero o valor de 8, tendo a dimensao como

Figura 4: Malha de quadrados do método da contagem de caixas.

Fonte: Autoria propria.

3.3 EXEMPLOS

Existem diversos fractais, dentre os mais conhecidos estido os fractais formados
por sistemas dindmicos complexos (conjunto de Mandelbrot e conjunto de Julia), pelo método

de Newton ou por outros processos (Floco de Koch, Tapete de Sierpinski, Poeira de Cantor).

3.3.1 SISTEMAS DINAMICOS COMPLEXOS: O CONJUNTO DE MANDELBROT E O
CONJUNTO DE JULIA

Conforme (SERRA; KARAS, 1997), um sistema dindmico complexo consiste
basicamente numa funcao que gera, iterativamente, um novo valor pela aplicacao dessa fungao

no valor anterior. Suponha f : C — C continua e zp € C dados,
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20 (ponto inicial)
21 = f(z0) = f'(20)
2= flz1) = fo f(z0) = £*(20)

2= fla-1)=fofo..flz0) = f*(z0)-
Logo, zx = f¥(z0), em que k indica a k-ésima iteracio da fungio f.

Assim, a sequéncia de pontos z; gerada pela funcdo f e o ponto inicial zg chama-
se orbita progressiva. Da mesma forma, a sequéncia z_; constituida pelas pré-imagens de zq e

referente a funcdo f chama-se drbita regressiva:

20 (ponto inicial)
z-1, talque f(z-1)=20

z-p, talque f(z—2)=2z-1 ou fz(Z—z) =20

zk, talque f(z ) =z_g-1) ou f*(z4) =20

A unido das 6rbitas progressivas e regressivas denomina-se Orbita total.

Quanto a propriedade das 6rbitas pode-se classifica-las em orbitas confinadas, que
se localizam numa regido limitada do plano C, ou orbitas fugitivas, que se prolongam para o
infinito. Assim denomina-se o conjunto dos pontos z € C que originam &rbitas fugitivas por

bacia de atragdo do infinito Bo.:

Bw:{zEC: ‘fk(z)‘—wo quando k—>c>o}.

E o conjunto dos pontos que originam 6rbitas confinadas é denominado conjunto

ou bacia de confinamento K:

K= {z eC: ’fk(z)‘ < 6, paraqualquer k inteiro}.

Observe que estes dois conjuntos, B. e K, dividem o plano C. Além disso, a

fronteira deles chama-se conjunto de Julia de uma funcao polinomial f, denotado por J.

Outro conceito importante € a estabilidade. Um ponto z € C € estdvel, se existe
uma vizinhanca de z, tal que os pontos gerem Orbitas (referente a f) com comportamento similar

a orbita de z. O conjunto desses pontos chama-se conjunto estdvel.
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Analogamente, um ponto z € C € instdvel, se qualquer vizinhanga de z possuir ao
menos um ponto que gere Orbita (referente a f) com comportamento diverso da 6rbita de z. O

conjunto desses pontos chama-se conjunto instdvel.

Note que, todo ponto instdvel de f deve estar na fronteira de B.. € K (dB. = dK).
Logo o conjunto de Julia € instdvel. O conjunto complementar de J € um conjunto estavel,

chamado de conjunto de Fatou e denotado por F. Assim,

F=C\J ou C=JUF.

Um fato interessante estd no conjunto de Julia de uma fungdo quadritica
f(z) = 22 + ¢, que tem sua morfologia dependente apenas do parimetro ¢ (c = p+qi, p e g

reais), denominando assim por J(c).

A morfologia é o conjunto dos pontos ¢ € C que geram Orbitas confinadas. O
conjunto de Mandelbrot é a morfologia da familia quadritica f(z) = z> + ¢ quanto ao parAmetro
¢, como pode ser visto na Figura 3. Este conjunto serve como um mapeamento dos conjuntos de
Julia, sendo que quanto mais perto o parametro c estiver da fronteira do conjunto de Mandelbrot,

mais intrincados serdo os detalhes de J(c).

Figura 5: Conjunto de Mandelbrot para f(z) = z>+c,em que ¢ = p+qi,com p,q € R.



(@) c=0+0i

(©) ¢ =0.3375+0.275i

(e) ¢ = 0.3875+0.375i

() 0.3875+0.4i
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(b) c=0.175+0.15i

(d) ¢=0.375+0.285:

(f) 0.3875+0.3i

(h) 0.4+ 0.46i

Figura 6: Conjuntos de Julia para diferentes parametros c.
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3.3.2 CURVA E FLOCO DE KOCH, TAPETE DE SIERPINSKI E POEIRA DE CANTOR

Em 1904 o matematico polonés Helge von Koch (1870 — 1924) elaborou um dos
mais conhecidos fractais, a curva de Koch (BARBOSA, 2005).

Seu conceito € simples: dado um segmento unitario AB retira-se o terco médio
central e substitui-se pela parte superior de um tridngulo equilatero de lado 1/3. Assim a cada

iteracdo, para todos os segmento aplica-se 0 mesmo processo feito com AB.

Note que o fator de redugdo sempre serd 1/3, onde geram-se 4 novos segmentos
para cada segmento existente. Ou seja, forma-se uma progressdo geométrica de razdo 4/3

(maior do que 1), logo tendo-se que

4 k
lim (—) = oo,
k—4o0 \ 3

em que k representa o numero de iteracdes. Portanto o comprimento da curva crescera indefini-

damente a medida que o nimero de iteragdes aumenta.

@ k=0 (b) k=1
(© k=2 d) k=3
() k=4

Figura 7: Curva de Koch em diferentes iteracoes.

Fonte: Autoria propria.
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Além disso, este fractal apresenta auto-similaridade estrita € com a mesma analise

anterior obtem-se sua dimensio,

Uma variacao desse fractal € o floco de koch, que tem como base um tridngulo

equildtero ao invés de um segmento.

(@) k=0 b) k=1 ©) k=2 ) k=3

Figura 8: Floco de Koch em diferentes iteracoes.

Fonte: Autoria propria.

Outro fractal conhecido € o fapete de Sierpinski, recebendo o nome do matemaético
polonés Waclaw Sierpinski (1882 — 1969), (BARBOSA, 2005).

Sua formacdo consiste no seguinte processo: dado um quadrado, dividi-lo em
nove quadrados congruentes e retirar o central. Nas itera¢des seguintes, € aplicado 0 mesmo

processo para cada quadrado restante.

e i
- S

(@) k=0 (b) k=1 (©) k=2

Figura 9: Tapete de Sierpinski em diferentes iteracoes.

Fonte: Autoria propria.

Observe que este fractal possui auto-similaridade estrita, onde para cada quadrado

obtem-se 8 novas subpartes similares e com um fator de reducéo de 1/3, ou seja, sua dimensio
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¢ dada por

Da mesma forma, tem-se que sua area tende para zero quando o numero de

8 k
lim(~) =0
Pl (9) ’

em que k representa o nimero de iteragoes.

iteragdes aumenta,

Uma variacao do Tapete de Sierpinski € o tridngulo de Sierpinski. Como sugere o
nome, toma-se como base um triangulo que € dividido em quatro tridngulos menores de mesma
area e congruéntes ao inicial, dos quais retira-se a parte central. A cada nova iteragao o processo

¢ repetido em cada triangulo restante da iteracao anterior.

No entanto uma impressionante relacdo existe entre esse fractal e o triangulo
de Pascal. Realizando a congruéncia de médulo dois de todos os nimeros que compdem o
triangulo de Pascal, tem-se uma novo tridngulo formado de uns e zeros. Considerando que
os ndmeros um e zero representem duas cores diferentes, tem-se imagens equivalentes ao

Tridngulo de Pascal (BARNLEY et al., 1988).

Figura 10: Triangulo de Sierpinski obtido pelo triangulo de Pascal.

Fonte: Autoria propria.

O fractal Poeira de Cantor leva o nome do matematico George Ferdinand Cantor

(1845 —1918), conhecido por seus estudos sobre a teoria dos conjuntos e topologia.
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Para sua constru¢do toma-se inicialmente o intervalo [0, 1], entdo retira-se o terco

médio central do intervalo. A cada iteragc@o repete-se o processo com os seguimentos restantes.

(@ k=0 (b) k=1

) k=2 ) k=3

() k=4

Figura 11: Poeira de Cantor em diferentes iteracoes.

Fonte: Autoria propria.

Observe que quanto maior o nimero de iteracdoes kK, menor o comprimento res-
tante. Assim como seu nome refere, assemelha-se a uma poeira. A cada iteragdo é tomado 2/3

do comprimento dos seguimentos restantes, logo tem-se que

2\
lkzlli?o(g) =0

Entretanto, o nimero de intervalos ny criados pelo processo cresce, dobrando a
cada iteragao,

n; = lim 2% = oo,
k—yoo

Da mesma forma, tendo o fator de reducéo 1/3 e dividindo todos os segmentos

por iteracdo, a sua dimensao € determinada por
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesse capitulo sdo apresentados os resultados numéricos da implementagdo do

método de Newton, com o auxilio do software Matlab.

4.1 METODOLOGIA

Como descrito nos capitulos anteriores, o método de Newton também € utili-
zado para obter solu¢des aproximadas de sistemas nao-lineares. Considerando que um sistema
ndo-linear possua n solugdes (n € N, n > 1), para um valor inicial xg o método retornard a
aproximagao de uma dessas n solugdes, exceto quando nao se garante que as condi¢des de

convergencia estao satisfeitas.

Aplicando-se o método de Newton para um conjunto de aproximagdes iniciais
para o sistema nao-linear F (x) = 0, é construido um mapa (de cores) que identifica a con-
vergéncia desses pontos, ou seja, seu comportamento. Quando F é uma fungio de Q C R? em

R?, tem-se 0 mapa de uma regido de escolha do R?.

Em casos especiais os pontos desses conjuntos podem convergir para uma mesma
solucdo, sendo entdo descritos por bacias de atragdo, conforme o capitulo 2. No caso dos
fractais, essas bacias tem comportamento cadtico, porém com formagdes especificas, como a

auto-similaridade e a estrutura fina (SERRA; KARAS, 1997).

4.2 APLICACOES

Em geral a escolha aleatdria dos sistemas nao-lineares, para implementaciao do
método de Newton, ndo formam fractais. No entanto, em muitos casos ha a presencga de bacias
de atragdo com um comportamento bem definido, ou seja, suas fronteiras ndo estdo caotica-

mente dispostas.
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Exemplo 4.1. Seja o seguinte sistema ndo-linear em R? e a classificacio de suas solucdes.
2
ATy = 07
{ (N
2x+y=0.
solucdo cor

(0,0)  vermelho
(2,—4) amarelo

Tabela 1: Classificacao de cores para solucoes de (7).

Como resultado da implementacdo, em Matlab, do método de Newton para (7),
obteve-se a formacgao de duas bacias de atracdo referentes as solucdes. As bacias dividem o
plano em duas regides onde a fronteira estd bem definida, isto €, ndo houve a formacgdo de
fractais. Nota-se também que a jacobiana de (7) é diferente de O para todo x,y € R, logo o

método ndo falha em nenhuma aproximacao inicial escolhida.

Figura 12: Bacias de atracdo das solucgdes do sistema (7) no intervalo —3 < x,y < 3.

Fonte: Autoria propria.

Conforme estudos de Gaston Julia (1893 — 1978) e Pierre Fatou (1878 — 1929),
o método de Newton também pode ser utilizado para aproximar solu¢des de equacgdes a valores
complexos, um célculo equivalente a uso de um sistema ndo-linear em R2. Nas implementagdes

obteve-se diversos exemplos com formacgao de fractais.

A seguir apresentam-se os casos estudados e suas respectivas implementacoes.

Exemplo 4.2. p(z) =2° — 1

Considere o seguinte polindmio p (z) = z> — 1, em que z € C. Para determinar suas
raizes pelo do método de Newton deve-se encontrar o sistema em R? com solucdes equivalentes

as raizes do polindomio.
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Assim, tomando z = x+ iy (x,y € R) e substituindo na equacdo do polindmio,
tem-se que

(x+iy)*—1=0,

ou seja,
(x3 — ?vcy2 — 1) +i (3x2y —y3) =0.

Logo, o método de Newton consegue determinar aproximacdes para as solucdes

do seguinte sistema nio-linear em R?.

¥ —3x2—1=0,
{ ®)

3x%y—y3 =0.

Para implementacdo cada solugdo € classificada por uma cor, de forma a indicar

para qual solu¢ao um dado xy converge.

solugdo cor
(1,0) azul

Tabela 2: Classificaciio de cores para solucdes de p (z) = z° — 1.

Figura 13: Bacias de atragdo das solucdes do sistema (8), no intervalo —2 < x,y < 2.

Fonte: Autoria propria.
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Na implementacdo notam-se trés bacias de atracdo, sendo que se dividem em
partes desconexas. Além disso, o sombreamento das bacias representa a demora do método
para encontrar a solu¢do, quanto mais sombreamento maior o nimero de iteragdes realizadas.
Analizando a jacobiana de (8), observa-se a ndo garantia de que as hipéteses iniciais do teorema
2.4 sejam satisfeitas na origem, logo ndo tendo convergéncia. No entanto existem outros pontos

similares, em que o sombreamento se torna mais intenso.

A fronteira das bacias de atragdo € a regido que apresenta maior instabilidade,
onde o método tem excessivas iteracdes e diversas variacdes das bacias em pequenos intervalos.

Nessas regides hd a formacio fractal do polindmio p (z) = z° — 1.

Ampliando sob a fronteira das bacias tem-se a repeticdo da estrutura inicial, ou
seja, existe a auto-similaridade. Como sao utilizadas aproximacoes, a imagem nao representa
totalmente a figura, logo para observar a estrutura fina é necessdrio o uso de ampliagdes em

intervalos determinados.

Figura 14: Zoom de p(z) = z> — 1, no intervalo —1.75 <x < —1.15e —0.3 <y < 0.3.

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 4.3. p(z) =2’ — 1

O seguinte sistema ndo-linear em R? tem solucdes equivalentes as raizes do po-

linémio p(z) =z° — 1,em que z € C.
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€))

¥ — 1032 +5x* —1=0,
5xty — 10x%y° +y° = 0.

As solugdes de (9) tem a classificagdo de cores de acordo com a tabela abaixo.

solucdo cor
(1,0) vermelho

Tabela 3: Classificacdo de cores para solucdes de p (z) = z° — 1.

Figura 15: Bacias de atragdo das solugdes de (9) , no intervalo —1.7 <x,y < 1.7.

Fonte: Autoria propria.
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Assim como a implementagdo do polindmio p (z) = z*> — 1, as bacias estio dispos-
tas de forma a constituir um fractal em suas fronteiras. Os pontos em que ndo ha convergéncia

estdo essencialmente nos centros das formacoes de “flores”, onde hd maior sombreamento.

Facilmente observa-se a auto-similaridade nas ampliacdes das fronteiras dessas
bacias. Nessas regides ha grande instabilidade, isto €, tais fronteiras constituem o conjunto de

Julia.

Figura 16: Zoom de p(z) = z° — I, nointervalo —1.5<x < —1 e —0.25 <y <0.25.

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 4.4. p(z) =7° —z

As solugdes do sistema ndo-linear abaixo sdo equivalente as raizes do polindmio

3

p(z) =z —z,emquezeC.

3_3 2 =0
S e (10)
3x2y—y> —y=0.
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A classificag@o de cores para as trés solucdes o sistema conforme a tabela.

solucao cor

(1,0) azul
(—1,0) amarelo
(0,0) verde

Tabela 4: Classificaciio de cores para solucdes de p (z) = z° —z.

Note que as bacias de atracdo ndo possuem a mesma disposicao dos exemplos
anteriores, mas a formagdo de fractal também se localiza na regido de fronteira dessas bacias.
Tais regides constituem o conjunto de Julia, pela instabilidade entre as bacias e também do

método, pois é onde tem maior sombreamento.

3

Figura 17: Bacias de atracdo das solugdes de p(z) =z’ —z, nointervalo —2 <x,y <2.

Fonte: Autoria prorpria.

Conforme anteriormente, dada uma ampliag@o nas regides de fronteira das bacias
de atracdo evidencia-se a auto-similaridade e estrutura fina, caracteristicas de um fractal. Ob-
serve que as imagens tem limitagdes em representar o fractal, pois utiliza-se de aproximagdes

das solucgdes.
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Figura 18: Zoom de p(z) = 22 —z,nointervalo —1 <x< —0.5 ¢ —0.25< y <0.25.

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 4.5. p(z) =z* —z

O polinémio p(z) = z* — z (z € C), tem raizes equivalentes as solugdes do se-

guinte sistema nao-linear:

4 2 4
o622y —x=0

4x3y —4xy®* —y=0.

A implementac@o utiliza-se da classificacdo das solu¢des de (11) conforme a ta-

bela abaixo.
solucdo cor
(0,0) roXo
(1,0) azul claro
— % ,— @ verde
3

(—%, %) laranja

Tabela 5: Classificacio de cores para solucdes de p (z) = z* —z.
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Sua implementacio é semelhante a formagao fractal do polinémio p (z) =z° —z,

porém agora com quatro bacias de atracao referentes as quatro raizes. As fronteiras continuam

a ter maior instabilidade e por consequéncia constituem o conjunto de Julia.

4

Figura 19: Bacias de atrac@o das solugdes de p(z) =z" —z, no intervalo —2 < x,y < 2.

Fonte: Autoria propria.

Assim as fronteiras das bacias apresentam uma formacao fractal. Tomada uma
ampliacdo dessas regides, observa-se a repeticao da estrutura em forma de “lagos”’em diversos
fatores de reducgdo, ou seja, tem-se auto-similaridade. Tais repeticdes se constituem com infi-
nitos fatores de reducéo (caracteristica de estrutura fina), notando a limitacao de representacdo

da imagem.
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Figura 20: Zoomde p(z) =z* —z,nointervalo —1.75 <x < —1.15e —0.3 <y <0.3.

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 4.6. p(z) =2° —z

A seguir o sistema ndo-linear com solugdes equivalentes as raizes do polindmio

p(z) =2 —z (z€C), e aclassificacio destas solugdes conforme a tabela.

4_1032 54_ =0
{x X"yT 4 dxyT —x , (12)

5x*y —10x%y® +y° —x =0.

solucao cor
(0,0) laranja
(1,0) rosa

(—1,0) 10X0

(0,—1) verde

(0,1)  azul claro

Tabela 6: Classificacio de cores para solucdes de p (z) = z° —z.
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Diferente do esperado, conforme os exemplos da implementagio de p (z) = -z

4

e p(z) =z —z, as cinco bacias de atracdo ndo constituem todo o plano, tendo grandes areas em

que o método falha (representadas pela colorag@o preta).

Figura 21: Bacias de atragio das solugdes de p(z) =z’ —z, nointervalo —2 < x,y < 2.

Fonte: Autoria propria.

No entanto, conforme os exemplos anteriores a disposi¢ao do fractal localiza-se
nas fronteiras das bacias de atracdo, em que o sombreamento € maior. Dada uma ampliacao
nas fronteiras das bacias, vizualiza-se as caracteristicas de auto-similaridade e estrutura fina

(considerando as limita¢des da imagem).

Observe que mesmo nas fronteiras das bacias de atragcdo, onde localiza-se a forma-
cao fractal, hd novamente regides de nao convergéncia dispostas com a mesma ordem da figura

inicial.



Figura 22: Zoom de p(z) =7z’ —z,nointervalo —0.2<x<02 e —1 <y < —0.6.

Fonte: Autoria propria.

Figura 23: Zoom de p(z) =7z’ —z,nointervalo —1 <x< —0.5 e —0.25 <y < 0.25.

Fonte: Autoria propria.

33
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5 CONCLUSOES

O método de Newton € um processo que fornece aproximacdes das solucoes
analiticas de equagdes ndo-lineares, podendo ser estendido para sistemas nao-lineares. Mesmo
que algumas das hipdteses que garantem a convergéncia do método nao sejam satisfeitas, como
por exemplo a derivada nio estar definida em dado intervalo, seu uso € recorrente pela 6tima

convergéncia.

Além disso, pode ser aplicado como uma forma de mapear a convergéncia de um
conjunto de pontos iniciais do sistema ndo-linear F (x) = 0, principalmente nas situacoes em
que se tem mais de uma solugdo esperada. Conforme estudos anteriores, esses conjuntos podem
constituir uma bacia de atracdo, onde os pontos exibem mesmo comportamento, ou seja, esses

pontos convergem para uma mesma solugao.

Dentre os sistemas ndo-lineares em RZ, em geral este comportamento é bem de-
finido. Porém em casos especiais tem-se a instabilidade do método e a caoticidade entre as ba-
cias de atracdo, constituindo a formagio fractal. Os sistemas nio-lineares em R? com solugdes
equivalentes as raizes de fungdes complexas sdo parte desses casos, trazendo varios exemplos

de fractais.

Os fractais ainda levantam dividas sobre sua defini¢do e propriedades, conforme
exposto no capitulo 2. Para futuros trabalhos espera-se explorar essas dividas e ampliar o

entendimento desse assunto.
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APENDICE A - PROGRAMAS

o)

% Implementacdo do método de Newton;

function [x, k] = newton(x0, itmax, tol)
k=1;
erro=1;

x=x0;

while k<itmax & erro>tol

x1=x(1);
xX2=xX(2);

F=[x1"3-3*x1*x2"2-x1 ; 3%x172%x2-%x2"3-X2
J=[ 3*x172-3%x2"2-1 -6*x1*x2 ; 6*x1*x2

d=J\-F;

x=x+d;

k=k+1;
erro=norm(d) ;
end

end

36

i
3xx172-3*x2"2-11;



$Implementagdao dos Fractais;

function fractal(a,b,c,d,n)

sl=zeros(n,n);

aux=0;

warning (" off’)

vl=linspace (a, b, n);

v2=linspace(c,d,n);

s2=ones (n,n);

s3=s2;
for i=1:n
for j=1:n
x0 = [vl(i) ; v2(3)];
[sol, k] = newton(x0, 50, 10~ (-3));
if norm(sol-[1;0]) < 10" (=3)
sl(n+l-3,1)=1/2;
s3(n+l-j,1i)=s3(n+1-3j,1i)-(k/50);
elseif norm(sol-[-1;0]) < 10" (-3)
sl(n+l-3,1)=1/6;
s3(n+l-j,i)=s3(n+1-3,1)-(k/50);
elseif norm(sol-[0;0]) < 10~ (=3)
sl(n+l-73,1)=1/3;
s3(n+l-j,1i)=s3(n+1-3j,1i)-(k/50);
else
s3(n+l1-3,1i)=0;
end
end
end
imagem(:, :,1)=s1;
imagem(:, :,2)=s2;
imagem(:, :, 3)=s3;

imagem=hsv2rgb (imagem) ;

figure

imshow (imagem)

end
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