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RESUMO

SILVA, Victoria Mazotti Rodrigues da. Calculando o volume de poliedros convexos. 129 f.
Trabalho de conclusao de curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Tecno-
l6gica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

Apresentamos neste trabalho duas estratégias para calcular o volume de alguns poliedros conve-
xos das seguintes classes: poliedros Platonicos, poliedros Arquimedianos, poliedros de Catalan
e poliedros de Johnson. Essas estratégias consistem em: decompor o poliedro convexo em poli-
edros convexos de volume conhecido, como prismas e pirdmides; partindo de um poliedro con-
vexo de volume conhecido, como o cubo por exemplo, eliminar poliedros convexos de volume
conhecido, como prismas e pirdmides, até obter o poliedro convexo do qual se quer determi-
nar a medida do volume. Concluimos apresentando atividades de composi¢ao/decomposi¢ao
de poliedros convexos para o cdlculo do volume empregando o GeoGebra 3D. Essas atividades
sdo propostas para o Curso de Licenciatura em Matematica, porém podem ser adaptadas para o
Ensino Médio.

Palavras-chave: poliedros Platonicos; poliedros Arquimedianos; poliedros de Catalan; polie-
dros de Johnson; GeoGebra 3D.



ABSTRACT

SILVA, Victoria Mazotti Rodrigues da. Calculating the volume of convex polyhedra. 129 f.
Trabalho de conclusao de curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Tecno-
l6gica Federal do Parand. Curitiba, 2018.

We present in this work two strategies to calculate the volume of some convex polyhedra of the
following classes: Platonic polyhedra, Archimedean polyhedra, Catalan’s polyhedra and John-
son’s polyhedra. These strategies consist of: decomposing the convex polyhedron into convex
polyhedra of known volume, such as prisms and pyramids; starting from a convex polyhedron of
known volume, such as the cube, for example, to eliminate convex polyhedra of known volume,
such as prisms and pyramids, to obtain the convex polyhedron from which the volume measu-
rement is to be determined. We conclude by presenting composition/decomposition activities
of convex polyhedra for the calculation of the volume using GeoGebra 3D. These activities are
proposed for the Graduation in Mathematics, but can be adapted for High School.

Keywords: Platonic polyhedra; Archimedean polyhedra; Catalan’s polyhedra; Johnson’s polye-
dra; GeoGebra 3D.
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1 INTRODUCAO

O célculo do volume de um poliedro convexo pode ser uma tarefa complexa. Podemos

empregar basicamente duas estratégias:

1. Decompor o poliedro em poliedros com volume conhecido, como prismas e piramides;

2. Partindo de um poliedro de volume conhecido, como o cubo por exemplo, eliminar po-
liedros de volume conhecido, como prismas e piramides, até obter o poliedro do qual se

quer determinar a medida do volume.

A Figura 1.1 ilustra a primeira estratégia com a decomposic¢ao do poliedro de Johnson

J51, o prisma triangular triaumentado, em prismas e piramides convexos.

(a) b)

Figura 1.1: (a) Poliedro de Johnson J51; (b) poliedro J51 decomposto em prismas e pirdmides
- Fonte: s6lidos construidos na disciplina de Geometria B

As Figuras 1.2 e 1.3 ilustram, respectivamente, a segunda estratégia com a decompo-

sicdo:

¢ de um cubo em um rombicuboctaedro;

* de um icosaedro regular em um icosaedro truncado.



(a) (b)

Figura 1.2: Obtencdo de um poliedro por decomposi¢do: (a) cubo; (b) rombicuboctaedro -
Fonte: s6lidos construidos na disciplina de Geometria Espacial

(@) (b)

Figura 1.3: Obtencdo de um poliedro por decomposi¢do: (a) icosaedro regular; (b) icosaedro
truncado - Fonte: s6lidos construidos na disciplina de Geometria Espacial

O célculo do volume de um poliedro convexo € um tema pertinente a formacdo geo-
métrica do professor de Matemadtica. A escassez de referéncias bibliograficas em portugués
justifica a elaborac@o de material didético sobre o tema. Além disso, hd na natureza cristais e
organismos vivos com formatos poliédricos. O volume de uma pedra preciosa e de uma massa

viral, por exemplo, sdo medidas que devem, sob certas circunstancias, ser calculadas.

1.1 ESTRUTURAS MOLECULARES

Ao final do primeiro ano do Ensino Médio, deparamo-nos na disciplina de Quimica
com estruturas moleculares. Ao estudé-las, percebemos que cada uma possui um formato di-
ferente dependendo do nimero de dtomos e ligagdes existentes. Por conta da repulsio entre

elétrons, que possuem cargas negativas, algumas estruturas assumem formatos poliédricos.



* Silicato (SiO4)

Compondo a mais importante classe mineral, os silicatos constituem 95% do volume
da crosta terrestre. Segundo (MACHADO, 2017), "os silicatos sao essenciais na producdo de
ceramica, refratdrios, fibra de vidro e vdrios outros produtos usados na fabricagdo de utensilios".
Os silicatos também estdo presentes na alimentacdo humana, pois sdo minerais absorvidos pelas

plantas, muitas das quais nos servem de alimento.

Os silicatos s@o compostos de silicio e oxigénio. Uma molécula de silicato contém um
atomo de silicio, que se encontra no centro, e quatro dtomos de oxigénio, que se dispdem nos

vértices de um tetraedro, como mostra a Figura 1.4.

Figura 1.4: Molécula de silicato (UFC, 2017)

* Metano (CHy)

O metano € um gdas incolor da familia dos alcenos e uma das primeiras estruturas
moleculares estudadas em Quimica. Uma molécula de metano tem um 4dtomo de carbono no
centro e quatro atomos de hidrogénio dispostos nos vértices de um tetraedro, como ilustra a

Figura 1.5.

&
@ -

Figura 1.5: Molécula de metano (DIAS, 2017b)

¢ Cloreto de sédio (NaCl)

A reacdo quimica de neutralizacdo de um 4cido por uma base produz um sal e dgua.

Da reacdo entre acido cloridrico (HCI) e hidréxido de sédio (NaOH), obtemos o sal cloreto



de sédio, popularmente conhecido como sal de cozinha. A estrutura molecular do sal de co-
zinha possui formato cibico. Ao se unirem, os dtomos de sédio e de cloro formam moléculas

hexaédricas regulares, como mostra a Figura 1.6.

8
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Figura 1.6: Molécula de cloreto de s6dio (DIAS, 2017a)

* Fulereno (Cg)

Em 1985, o buckminsterfulereno, também conhecido como fulereno, foi descoberto
pelo inglés Harold W. Kroto e pelos americanos Robert F. Curl e Richard E. Smalley. A desco-
berta lhes rendeu o Prémio Nobel de Quimica em 1996. Segundo (KANSO, 2012), a molécula
possui esse nome "em homenagem ao arquiteto norte-americano Richard Buckminster Fuller

(1895-1983), célebre pelos seus trabalhos dotados de cipulas geodésicas".

Segundo (KANSO, 2012), os fulerenos sdo obtidos "por meio da irradiacdo de uma
superficie de grafite com emprego de laser em um jato pulsado de hélio de alta densidade, a
uma temperatura de 10.000°C". Apds o processo, os dtomos de carbono se unem em formato

de icosaedro truncado, como na Figura 1.7.

Figura 1.7: Molécula de fulereno (OLIVEIRA, 2017)

* POSS

Constituidos de silicio e oxigénio, os POSS (Poliedros Oligoméricos Silsesquioxanos)
possuem um grupo organico ligado ao dtomo de silicio. Na Figura 1.8, esses grupos organicos
estdo denotados por R. Segundo (BIANCHI, 2011), "as estuturas dos POSS (gaiolas) podem

4



conter de 4 a 12 atomos de silicio com 4 a 12 radicais organicos ligados aos atomos de sili-
cio". Dessa forma, os POSS possuem formato de prismas com bases diferentes, dependendo do

nimero de dtomos de silicio que a estrutura possui.
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Figura 1.8: Estruturas de POSS: (a) prisma quadrangular; (b) prisma pentagonal - (JOSE;
PRADO, 2005)

Na Figura 1.8(a), vemos que um octadmero (estrutura que possui oito dtomos de silicio)
possui o formato ctbico; na Figura 1.8(b), que um decamero (estrutura que possui dez dtomos

de silicio) possui o formato de prisma pentagonal.

1.2 CONSTRUCOES HUMANAS

Ao olharmos a nossa volta, identificamos diversos objetos e constru¢des com formatos
poliédricos. Dentre eles, o corpo de algumas canetas com formato de prisma hexagonal, as
caixas de leite com formato de paralelepipedo reto retangulo e as Piramides de Gizé - Figura

1.9(a), e do Louvre - Figura 1.9(b), com formato de piramide quadrangular.

() (b)

Figura 1.9: (a) Piramides de Gizé (CURIOSO, 2017); (b) piramide do Museu do Louvre (DE-
SIGN, 2013)



Os exemplos anteriores sdo criacoes do homem. Contudo, também encontramos na na-
tureza estruturas poliédricas construidas por outros seres vivos, como os favos de mel fabricados

pelas abelhas com estruturas no formato de prisma hexagonal, ilustrados na Figura 1.10.

iy

Figura 1.10: Favo de mel (BONADIO, 2017)

1.3 CRISTAIS

Segundo (AURELIO, 2016), cristal € um "s6lido de forma poliédrica regular”. Defi-
nindo cristais segundo (GEOTECNIA, 2009), temos que, em um ambiente favoravel, "os grupos
de dtomos (moléculas) se juntam em forma ordenada”, o que afeta a forma que os cristais assu-
mem, pois admitem "uma geometria em que as faces sio planas". Ao assumirem tal geometria,

o resultado final da formacao de cristais € o formato poliédrico, como ilustrado na Figura 1.11.

(a) b)

Figura 1.11: Cristais: (a) grossular; (b) spessartine - (DATABASE, 2000)

Podemos dividir os minerais em sete sistemas cristalinos. Cada um deles possui um
valor para constantes paramétricas e angulares que definem a que sistema o mineral pertence.

Segundo (NEVES, 2008), os sistemas sdo: "Cubico ou Isomérico, Tetragonal ou Quadrético,



Rdmbico ou Ortorrdmbico, Hexagonal, Trigonal ou Romboédrico, Monoclinico ou Clinorrom-

bico e Triclinico ou Andrtico".

Cada sistema possui um solido fundamental, como o cubo, o romboedro e prismas
de base quadrada e hexagonal. A Figura 1.12(a) mostra um cristal com formato de prisma

quadrangular; as Figuras 1.12(b) e 1.12(c) mostram cristais com formato de prisma hexagonal.

(a) (b) (©)

Figura 1.12: Cristais: (a) turmalina; (b) aquamarine; (c) biotite - (DATABASE, 2000)

O sistema Cubico ou Isomérico possui 14 formas, entre elas o tetraedro, o octaedro,
o trapezoedro e o rombododecaedro, que podem estar combinadas ou ndo. As Figuras 1.13(a),
1.13(b) e 1.13(c) mostram cristais com o formato de um dodecaedro rdmbico, um poliedro de
Catalan; a Figura 1.14(a) mostra um cristal com o formato de um octaedro regular, um poliedro
Platonico; as Figuras 1.14(b) e 1.14(c) mostram, respectivamentem, cristais com o formato de

piramide triangular e piramide quadrangular.

(a) (b) (©

Figura 1.13: Cristais: (a) andradite; (b) uvarovite; (c) dravite - (DATABASE, 2000)



(a) (b) (©)

Figura 1.14: Cristais: (a) spinel; (b) eulytine; (c) zirconio - (DATABASE, 2000)

1.4 VIRUS

Ao iniciarmos o estudo dos seres vivos, na disciplina de Biologia, deparamo-nos com
os virus. Segundo (AURELIO, 2016), o virus € um "microrganismo invisivel ao microscépio
optico que atravessa os filtros que ret€ém habitualmente as bactérias, possuindo um sé tipo de

acido nucleico A".

Com estruturas simples, por possuirem apenas um capsideo e o DNA, os virus pos-
suem caracteristicas morfolégicas que definem seu formato. Este pode variar entre espiralado,

esférico, encapsulado, ctibico, icosaédrico e espermatozoidal.

Causador de doencas respiratdrias e oculares, o adenovirus - Figura 1.15(a), é um "vi-
rus ndo encapsulado com um capsideo icosaédrico" (BALDOR, 2016). Com o mesmo formato,

encontramos o Varicela-Zoster - Figura 1.15(b), causador da catapora.

(a) (b)

Figura 1.15: Virus: (a) Adenovirus (BALDOR, 2016); (b) Varicela-Zoster (SOPHIA, 2014)

O virus da herpes simples € outro virus com formato icosaédrico, porém encapsulado,

como ilustra a Figura 1.16. Segundo (REIS, 2012), a herpes simples € uma "infec¢do viral



comum que se caracteriza pelo surgimento de pequenas bolhas ao redor dos l4dbios e/ou dos

genitais — mas que também podem aparecer em qualquer outra parte do corpo".

Figura 1.16: Virus da herpes simples (MICHENER, 2013)

1.5 RADIOLARIOS

Segundo (KOCHHANN, 2011), "Radiolarios sdo protistas planctonicos amplamente
distribuidos pelos oceanos modernos e do passado geoldgico". Vivem no fundo dos oceanos

e possuem o esqueleto formado por silica, proveniente de onde habitam. Seu esqueleto cresce

seguindo um padrao geométrico, como na Figura 1.17.

Figura 1.17: Radiolarios (DOLVEN; SKJERPEN, 2000)

Antigos no planeta, eles "remetem ao Cambriano da Austrdlia, apresentando formas

conicas, esferas fechadas e espiculas isoladas" (KOCHHANN, 2011), como ilustra a Figura

1.18.



(a) (b)

Figura 1.18: Radioldrios: (a) com espiculas; (b) com formato de esfera fechada - (DOLVEN;
SKJERPEN, 2000)

Por possuirem crescimento com padrdes geométricos, alguns radioldrios assumem o
formato poliédrico, como € o caso da Astrosphaera hexagonalis, descoberta por Haeckel em

1887, que possui o formato semelhante ao de um icosaedro, como mostra a Figura 1.19.

Figura 1.19: Astrosphaera hexagonalis (DOLVEN; SKJERPEN, 2000)

1.6 NOCAO INTUITIVA DE VOLUME DE UM SOLIDO

Derivada do Latim, a palavra "volumen, de volvere, ato de fazer rodar; acabou se
aplicando aos livros antigos, aqueles que eram de papiro e a gente precisava fazer girar na
mao para ler" (PALAVRA, 2017). A Figura 1.20 mostra um desses livros de enrolar. Quando
os livros eram grandes e ocupavam muito espaco, o volume foi aplicado a nogdo espacial,

tornando-se uma grandeza fisica.
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Figura 1.20: Livro de papiro (BAPTISTA, 2011)

Para (LIMA, 1991), "o volume de um sélido € a quantidade de espaco por ele ocu-
pada". Porém, como calculamos o espago ocupado por um sélido? Segundo (LIMA, 1991),

para calcularmos o volume "deveremos compard-lo com uma unidade".

Considerando como unidade um cubo unitario, com aresta de medida uma unidade de
comprimento, ou luc, por definicdo, seu volume serd uma unidade de volume, ou luv. Entdo,
para calcular o volume de um sélido, devemos determinar quantos cubos unitdrios cabem nele,

como ilustra a Figura 1.21.

b
L |

%

Figura 1.21: Sélidos divididos em cubos unitarios (OBJETIVO, 2017)

Quando o sélido possui formato irregular, seu volume pode ser calculado por meio da
imersdo. Ao sair gritando Eureka e correndo nu por Siracusa, Arquimedes havia descoberto
que o volume de um sdélido irregular pode ser calculado pelo volume de dgua deslocado ao se
afundar o mesmo na dgua (BATALHA; BENTO, 2007), como exemplifica a Figura 1.22.
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Figura 1.22: Volume de um sélido irregular por imersdao (TARINGA, 2012)

1.7 METODOLOGIAS

Serdo utilizadas as metodologias descritas a seguir.

1. Confeccdo dos poliedros e decomposicdo dos mesmos

Os poliedros serdo confeccionados manualmente, assim como suas decomposi¢des. As

Figuras 1.1 e 1.2 ilustram essa estratégia.

2. Impressdo 3D

Com o avango da tecnologia e a inven¢do da impressora 3D, podemos criar diversos
objetos poliédricos com o auxilio desse instrumento. Os poliedros da Figura 1.3 foram

criados com uma impressora 3D.

3. GeoGebra 3D

Com o auxilio de softwares, podemos desenhar graficamente poliedros. Um desses softwa-
res € o GeoGebra 3D. A partir do desenho do poliedro, podemos visualizar formas de

decomp6-lo em poliedros conhecidos ou compd-lo a partir de poliedros conhecidos.

4. Fotografia

Poliedros construidos manualmente ou com auxilio da impressora 3D serdo fotografados
para ilustrar a decomposi¢@o ou a composi¢do. Empregamos a fotografia para registrar as

Figuras 1.1, 1.2 e 1.3.

12



1.8 OBIJETIVOS

1.8.1 OBIJETIVO GERAL

Estabelecer estratégias para calcular o volume de alguns poliedros convexos das se-
guintes classes: poliedros Platdnicos, poliedros Arquimedianos, poliedros de Catalan, poliedros

de Johnson.

1.8.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Explorar o software GeoGebra 3D, propondo atividades de composi¢ao/decomposicdo de

poliedros convexos para serem desenvolvidas com o aplicativo.

* Organizar material diddtico para o Curso de Licenciatura em Matemdtica da UTFPR,

Campus Curitiba.

* Compilar os trabalhos semestrais da disciplina Geometria B, do Curso de Licenciatura em
Matematica, e da disciplina Geometria Espacial, do Mestrado Profissional em Matemaética
em Rede Nacional - PROFMAT, ambos da UTFPR, Campus Curitiba, sobre o calculo do

volume de poliedros convexos.

1.9 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho esté estruturado da seguinte forma:

1. no Capitulo 1, apresentamos a justificativa, a metodologia, os objetivos e discorremos

sobre poliedros na natureza e o conceito de volume;

2. no Capitulo 2, conceituamos poliedro convexo e classificamos os poliedros quanto a re-

gularidade;

3. nos Capitulos 3, 4, 5 e 6, apresentamos estratégias para calcular o volume de alguns

poliedros Platonicos, Arquimedianos, de Catalan e de Johnson, respectivamente;

4. no Capitulo 7, propomos atividades de composi¢do/decomposi¢do de poliedros convexos

para o calculo do volume empregando o GeoGebra 3D;

5. no Capitulo 8, mencionamos as conclusdes.
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2 POLIEDROS CONVEXOS

Antes de iniciarmos o calculo do volume de poliedros convexos, algumas definicdes
sdo necessdrias. A primeira delas € a defini¢do de poliedro convexo. Outras definicdes mencio-

nadas neste capitulo sdo apresentadas nos Capitulos 3, 4, 5 e 6.

2.1 DEFINICAO

Segundo (COXETER, 1973), um poliedro pode ser definido como "a finite, connected
set of plane polygons, such that every side of each polygons belongs also to just one other poly-
gon"!. Dessa forma, para que o poliedro seja convexo é preciso que dois poligonos ndo estejam
no mesmo plano e que o plano de cada poligono deixe os demais em um mesmo semiespaco

(DOLCE; POMPEU, 2013), como na Figura 2.1(a).

Poliedro convexo Poliedro nao convexo

P

(a) (b)
Figura 2.1: Poliedros (SCHOOL, 2017)

2.2 ELEMENTOS

Os elementos de um poliedro sdo as faces, os vértices e as arestas, representados na

Figura 2.2.

'um poliedro é um conjunto finito de poligonos conectados, onde todo lado de um poligono pertence a apenas
um outro poligono (COXETER, 1973).
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FACE VERTICE ARESTA

Figura 2.2: Elementos de um poliedro (LIMEIRA, 2014)

Segundo (DOLCE; POMPEU, 2013), as faces do poliedro sdo os poligonos que o
compdem, as arestas sao os lados dos poligonos, os vértices sdo os vértices dos poligonos e a

unido das faces € a superficie do poliedro.

René Descartes (1596-1650) 2 formulou uma relacdo entre o nimero de vértices, ares-
tas e faces de um poliedro. Como essa relacdao foi demonstrada por Leonhard Euler (1707-

1783)3, ela leva seu nome (SIMOES; BUENO, 2008).

2.3 RELACAO DE EULER

Para (COXETER, 1973), um poliedro satisfaz a relacdo de Euler quando "every simple

closed curve drawn on the surface can be shrunk, or every circuit of edges bounds a region"?.

Poliedros que satisfazem a relacdo de Euler sdo poliedros Eulerianos. Nem todo poliedro Eule-
riano € convexo, mas todo poliedro convexo € Euleriano (DOLCE; POMPEU, 2013). Apresen-
tamos a seguir, segundo (DOLCE; POMPEU, 2013), a prova para a relacdo de Euler.

Teorema 2.1 (Relacao de Euler) Para todo poliedro convexo, vale a relagcdo

V-A+F =2, (2.1)
ondeV é o niimero de vértices, A o de arestas e F o de faces do poliedro.

Demonstracdo.

Inicialmente, consideremos uma superficie poliédrica limitada convexa aberta>. Pro-

2René Descartes: filésofo, fisico e matematico francés.

3Leonhard Euler: matemdtico e fisico suico.

“toda curva fechada simples desenhada na superficie pode ser diminuida (encolhida), ou cada circuito de arestas
limita uma regido (COXETER, 1973).

SA defini¢do pode ser encontrada em (DOLCE; POMPEU, 2013).
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varemos, por indug¢do finita sobre o nimero de faces, que

VA +F =1, (2.2)

onde V' € o niimero de vértice, A’ é o nimero de arestas e F’ é o nimero de faces da superficie

poliédrica limitada convexa aberta, doravante denominada simplesmente superficie aberta.

)

iii)

Base de inducgdo

Seja F/ = 1. Neste caso, a superficie aberta se reduz a um poligono de n lados. Assim,
Vi=A=neV -A+F =n—n+1=1.

Hipdtese de inducdo

Suponhamos que a relag¢do (2.2) vale para uma superficie aberta com F” faces, V" vértices
e A” arestas, ou seja,
VA" 4 F =1, 2.3)

Validade para o sucessor, isto é, para uma superficie aberta de F” + 1 faces

Ao acrescentarmos uma face a superficie aberta, temos vértices e arestas coincidentes a
vértices e arestas jd existentes. Assim, se a face acrescentada a superficie aberta de V’
vértices, A’ arestas e F’ faces tem n arestas com m arestas coincidentes, onde m < n,

temos para a nova superficie aberta que:

F'=F'"+1, (2.4)
Al=A"+n—m; (2.5
Vi=V'+n—(m+1). (2.6)

Logo, por (2.4), (2.5) e (2.6), concluimos que:

V-A+F =V'+n—(m+1)—(A"+n—m)+F"+1
=V'+n-m—1-A"—n+m+F"+1
=V"—A"+F". (2.7)

Em (2.7), temos a hipétese de indugdo (if). Portanto, V' — A’ +F' = 1.

16



Consideremos agora uma superficie poliédrica limitada convexa fechada®, com F fa-

ces, V vértices e A arestas.

Retirando uma face dessa superficie, obtemos uma superficie aberta de V' vértices, A’

arestas e F’ faces para a qual vale a relagdo (2.2). Dessa forma, V' =V, A'=AeF' =F — 1.

Portanto, temos que
V —A+F =V-A+F—-1=1,

isto €,
V—_A+F =2.

2.4 OPERACOES DE TRANSFORMACAO SOBRE POLIEDROS

Podemos transformar poliedros removendo, acoplando ou girando poliedros. Apresen-

tamos a seguir as operagdes que transformam poliedros em outros poliedros.

2.4.1 POLIEDROS DUAIS

Segundo (SANTOS, 1999), obtemos o dual de um poliedro unindo por segmentos de
reta os centros das faces consecutivas do poliedro. Dessa maneira, um novo poliedro é formado,
dentro do primeiro, de modo que os vértices do poliedro interior coincidem com o centro das

faces do poliedro exterior. A Figura 2.3 ilustra os duais dos poliedros Platdnicos.
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Figura 2.3: Poliedros Platonicos e seus duais (SANTOS, 1999)

oA definicao pode ser encontrada em (DOLCE; POMPEU, 2013).
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Na Figura 2.3, podemos observar, a partir do cubo, que primeiro determinamos o centro
de cada face e depois unimos os centros das faces adjacentes, formando um novo poliedro. Este

poliedro € o poliedro dual do poliedro original.

24.2 TRUNCAMENTO

O truncamento "consiste em cortar os vértices ou as arestas de um sélido" (LOCCI,

2011). A Figura 2.4 mostra o truncamento de um cubo.

(a) (b)

Figura 2.4: Truncamento do cubo: (a) cubo; (b) cubo truncado (IAVE, 2017)

Na Figura 2.4, ao removermos as oito piramides dos vértices do cubo, um poliedro
Platénico, obtemos o cubo truncado, um poliedro Arquimediano. Muitos poliedros sdao obtidos

a partir do truncamento, como a maioria dos poliedros Arquimedianos.

243 ACUMULACAO

Segundo (RESEARCH, 2018), "cumulation is the dual operation of truncation which

replaces the faces of a polyhedron with pyramids of height h (where h may be positive, zero, or
n7

negative) having the face as the base"’. A Figura 2.5 ilustra a acumulag¢do do tetraedro regular.

=> =>

Figura 2.5: Acumulacio do tetraedro regular

7a acumulagio é a operacdo dual do truncamento que substitui as faces do poliedro por pirAmides de altura h

(onde h pode ser positiva, nula ou negativa) tendo a face como base (RESEARCH, 2018).
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Ao acumularmos piramides nas faces do tetraedro regular, este um poliedro Platonico,
obtemos o tetraedro triakis, um poliedro de Catalan. Muitos poliedro sdo obtidos a partir da

acumulag@o, como a maioria dos poliedros de Catalan.

2.4.4 SNUBIFICACAO

u ao ' 1 i , u
A snubficacdo "consiste em afastar as faces do poliedro, rodar as mesmas de um
certo angulo (normalmente 45°), e preencher o espaco vazio entre as novas faces com trian-

gulos" (LOCCI, 2011). A Figura 2.6 mostra a snubificagdo do cubo.

<= >
:> :>&7:>
<>

Figura 2.6: Snubficacio do cubo

Ao snubficarmos o cubo, um poliedro Platonico, obtemos o cubo snub, um poliedro

Arquimediano. Dois poliedros Arquimedianos sdo obtidos por snubficagao.

2.4.5 EXPANSAO

Segundo (RESEARCH, 2018), "expansion is a special case of snubification in which

no twist occurs"8. A Figura 2.7 ilustra a expansio do cubo.

< >

=> = U7 1
<l 7

Figura 2.7: Expansao do cubo

Ao expandirmos o cubo, um poliedro Platdnico, obtemos o rombicuboctaedro, um

8expansido é um caso especial de snubficacdo onde nio ocorrem rotagdes (RESEARCH, 2018).
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poliedro Arquimediano. Alguns poliedros Arquimedianos podem ser obtidos por meio da ex-

pansdo de poliedros Platonicos.

2.4.6 COMPOSICAO

Para (RESEARCH, 2018), a composicao € "an arrangement of a number of interpe-
netrating polyhedra, either all the same or of several distinct types, usually having visually at-
tractive symmetric properties"®. A Figura 2.8 mostra um poliedro composto por dois tetraedros

regulares.

>/
o7
N\

N
L

e
N

Figura 2.8: Poliedro composto por dois tetraedros regulares

Ao compormos dois tetraedros regulares, obtemos o Stella Octangula. Podemos obter
um poliedro composto a partir de poliedros Platonicos e Arquimedianos ou a partir de poliedros

e seus duais.

247 ESTRELAMENTO

Segundo (LOCCI, 2011), o estrelamento "consiste em estender os planos definidos
pelas faces do poliedro até se intersectarem, formando assim um novo sélido". A Figura 2.9

ilustra o estrelamento do dodecaedro regular.

Figura 2.9: Estrelamento do dodecaedro regular

“um arranjo de virios poliedros interpenetrantes, todos iguais ou de varios tipos distintos, geralmente com

propriedades simétricas visualmente atraentes (RESEARCH, 2018).
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Ao estrelarmos o dodecaedro regular, um poliedro Platonico, obtemos o pequeno do-

decaedro estrelado, um poliedro de Kepler-Poinsot.

2.5 CLASSES

Podemos dividir os poliedros em duas classes: os poliedros regulares e os ndo regula-

Ies.

2.5.1 POLIEDROS REGULARES

Segundo (DOLCE; POMPEU, 2013), poliedros regulares sdo aqueles que:

1. possuem poligonos regulares e congruentes em suas faces;

2. possuem angulos poliédricos congruentes.

Podemos entdo descrever dois tipos de poliedros com essas caracteristicas: os polie-

dros Platonicos e os poliedros de Kepler-Poinsot.

a) Poliedros Platonicos

Poliedros que possuem o mesmo poligono regular em cada face, com o mesmo nu-
mero de faces se encontrando em cada vértice. Os poliedros Platonicos sdo os Unicos poliedros

convexos que atendem a esses critérios (MCCOOEY, 2015).

b) Poliedros de Kepler-Poinsot

Os poliedros de Kepler-Poinsot sdo aqueles que se autointersectam. Eles sdo regulares
pois cada um tem o mesmo poligono regular ou estrela em cada face, com o mesmo niimero de
faces se encontrando em cada vértice. Foram descritos quatro poliedros de Kepler-Poinsot: o
pequeno dodecaedro estrelado, o grande dodecaedro estrelado, o grande dodecaedro e o grande
icosaedro. Os dois primeiros foram descobertos por Johannes Kepler (1571-1630) e os ou-
tros dois por Louis Poinsot (1777-1859) (MCCOOREY, 2015). A Figura 2.10 ilustra os quatro

poliedros de Kepler-Poinsot.
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%

() (d)

53

(a)

(b)

Figura 2.10: Poliedros de Kepler-Poinsot: (a) pequeno dodecaedro estrelado; (b) grande dode-
caedro estrelado; (c¢) grande dodecaedro; (d) grande icosaedro (MCCOOEY, 2015)

2.5.2 POLIEDROS NAO REGULARES

Sdo os poliedros que ndo atendem aos critérios de regularidade. Sado poliedros como
os Arquimedianos, os de Catalan, os de Johnson, as piramides, as dipiramides, os prismas, os

antiprismas e os trapezoedros.
a) Poliedros Arquimedianos

Um poliedro Arquimediano ou semirregular é um poliedro convexo cujas faces sdao
poligonos regulares de dois ou mais tipos, que se encontram no mesmo padrdo em torno de
cada vértice. Estes poliedros t€m simetria rotacional de grupo poliédrico (tetraédrico, octaé-
drico ou icosaédrico). Existem outros poliedros, que ndo os Arquimedianos, que possuem faces
poligonais regulares de dois ou mais tipos, reunidos no mesmo padrdo em torno de cada vér-
tice. Contudo, nenhum deles possui simetria rotacional. Assim, os poliedros Arquimedianos

sdo somente treze (MCCOOEY, 2015).
b) Poliedros de Catalan

Os poliedros de Catalan ndo possuem poligonos regulares compondo suas faces. Al-

guns possuem faces definidas por tridngulos is6sceles ou escalenos, por losangos, por deltdi-

10

des'” ou por pentdgonos ndo regulares. Os poliedros de Catalan sdo duais dos poliedros Arqui-

medianos.

19Deltéide ou pipa é um quadrildtero ndo regular, cujos lados contiguos sio congruentes dois a dois. O deltéide
€ o dual do trapézio isdsceles.
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¢) Poliedros de Johnson

Sao poliedros cujas faces sao poligonos regulares, porém nao sdo todas de um tipo, ou

quando sdo, ndo possuem angulos poliédricos congruentes.
d) Piramides

Segundo (MUNIZ NETO, 2013), dados um poligono convexo AjA;...A, € um ponto
V nao pertencente ao plano de A1A3...A,, apiramide VA1A;...A,, de vértice V e base A1A; ...
Ay, € a porcdo limitada do espago tridimensional delimitada por AjA,...A, e pelos tridngu-
los VAjA;+1, 1 <i < n, com a convencdo de que A,;; =A;. A Figura 2.11 ilustra algumas

pirdmides.

() (b)

Figura 2.11: Piramides: (a) piramide triangular; (b) piramide pentagonal

e) Prismas e Antiprismas

Para (MUNIZ NETO, 2013), dados dois poligonos convexos AjA; ...A, e A|A} .. A,

situados em planos paralelos, tais que as retas A 1A{,A2A£, ... ,AnAfl também sdo paralelas, o

prisma de bases A1Az...A, e A|A) ... A}, é a por¢do limitada do espago tridimensional delimi-
tada pelos poligonos AjA;...A, e A|A ... A) e pelos paralelogramos A;A; 1A}, A}, 1 <i<n,

com a convengdo de que A, 1| = A e A; | = A}. A Figura 2.12 mostra alguns prismas.

Segundo (LOPES, 2012), "os antiprismas sdo compostos por duas faces poligonais
iguais e paralelas chamadas diretrizes, ligados por tridangulos. O nimero de triangulos é o dobro

do nimero de lados da face diretriz". A Figura 2.13 ilustra alguns antiprismas.
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(a) (b)

Figura 2.12: Prismas: (a) prisma triangular; (b) prisma hexagonal

() (b)

Figura 2.13: Antiprismas: (a) antiprisma quadrado; (b) antiprisma hexagonal (MCCOOEY,
2015)

f) Dipiramides e Trapezoedros

Segundo (MCCOOREY, 2015), as dipiramides sdo os duais dos prismas € os trapezoe-
dros s@o os duais dos antiprismas. As faces das dipirdmides sdo tridngulos e as dos trapezoedros

sdo deltdides, como ilustra a Figura 2.14.

() (b)

Figura 2.14: (a) Dipiramide heptagonal; (b) trapezoedro hexagonal (MCCOOEY, 2015)
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3 POLIEDROS PLATONICOS

Provavelmente, os poliedros Platonicos ja eram conhecidos antes de 500 a.C.. Eles
foram nomeados em homenagem ao antigo filésofo grego Platio! (428 a.C. - 348 a.C.), que os

mencionou em seu didlogo Timeu, escrito por volta de 360 a.C. (MCCOOEY, 2015).

3.1 DEFINICAO

Um poliedro Platonico "é aquele que possui como faces poligonos regulares congru-
entes, e todos os vértices unem a mesma quantia de poligonos" (BUSKE, 2007). Ainda, se-
gundo (DOLCE; POMPEU, 2013), um poliedro € dito de Platao se, e somente se:

1. possui todas as faces com 0 mesmo nimero n de arestas;
2. possui todos os angulos poliédricos com o mesmo nimero m de arestas;

3. vale a Relagdo de Euler.

Teorema 3.1 (Classes de poliedros Platonicos) Existem apenas cinco classes de poliedros de

Platdo.

Demonstracdo.

Como o poliedro € Platonico, temos que:

1. todas as faces possuem o mesmo nimero n, n > 3, de arestas. Assim,

nF =2A,
2A

F=—; (3.1)
n

2. todos os vértices possuem o0 mesmo numero m, m > 3, de arestas. Logo,

mV =2A,
2A

V=—: (3.2)
m

'Platdo: filésofo e matemdtico grego, discipulo de Sécrates e mentor de Aristételes; fundador da Academia de
Atenas.
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3. arelacdo de Euler € valida. Portanto,
V-A+F=2. (3.3)

Substituindo (3.1) e (3.2) em (3.3), obtemos:

V-A+F=2
2A 2A
——A
n
2
(__1+_) ™
n
2 1+2_2
m n A
I 1 1 1
4= 34
m 2+n A 4)
Considerando m e n simultaneamente maiores do que 3, temos que:
1 1
m>=24=—<-
m 4
1 1
>4=-<
" n 4
1+1<1
m n 2
1 1 1
—— =+ - <0. (3.5)
m 2 n

Ao compararmos (3.5) e (3.4), constatamos que

1
—<0=A4<0,
A

o que € claramente um absurdo, pois o nimero de arestas de um poliedro ndo pode ser negativo.
Logo, m e n ndo podem ser simultaneamente maiores do que 3. Assim, ou o poliedro possui

faces triangulares (n = 3) e/ou possui angulos triedros (m = 3).

Se m = 3, temos por (3.4) que:

1 1+1_1

m 2 n A

1 1+1_1

3 2 n A
1 1 1
12 3.6
n 6 A (3.6)

1 1
Em (3.6), como A >0, — > 8:>n<6. Assim, se m = 3, temos que n =3 oun =4
n
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oun=>,.

Se n = 3, temos por (3.4) que:

I|—3|=

_|_

S|I—ol= -
+

11
n A
11
3 A
1 1
- =—. 3.7
64 (3.7)

1 1
Em (3.7), como A >0, — > 3 = m < 6. Assim, se n =3, temos que m =3 oum =4
m

oum=>5.

Dessa forma, com as relagdes (3.1), (3.2) e (3.4) estabelecemos as cinco classes de

poliedros de Platdo, mencionadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Classes de poliedros Platonicos

m|n|A |V | F | Classes de poliedros
313|6 |4 |4 | Tetraedros
314|128 |6 | Hexaedros

4 |3]112|6 |8 | Octaedros

3 15|30 |20 |12 | Dodecaedros

5 | 313012 |20 | Icosaedros

3.2 POLIEDROS REGULARES

Conforme as defini¢cdes apresentadas no Capitulo 2, um poliedro regular € um poliedro

com faces e angulos poliédricos (vértices) congruentes. Assim, um poliedro convexo regular

¢ um poliedro de Platdo (a reciproca ndo é verdadeira) e existem, portanto, somente cinco

poliedros convexos regulares, ilustrados na Figura 3.1. Estes poliedros tém faces triangulares,

quadrangulares ou pentagonais, e angulos poliédricos triedros, tetraédricos ou pentaédricos,

como provado no Teorema 3.1.
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(a) (b)
(©) (d) (e)

Figura 3.1: Poliedros regulares: (a) tetraedro regular; (b) octaedro regular; (c) hexaedro regu-
lar; (d) dodecaedro regular; (e) icosaedro regular

3.3 VOLUME

Calcularemos o volume dos poliedros Platonicos regulares porque estes sdo a base para

o célculo do volume de outros poliedros.

3.3.1 TETRAEDRO REGULAR

O tetraedro regular é composto por 4 vértices, 6 arestas e 4 faces regulares, todas

triangulares, como ilustra a Figura 3.2.

() (b)

Figura 3.2: Tetraedro regular: (a) sélido; (b) planificagao

28



Como o tetraedro regular € uma piramide de base triangular, o volume V; desse poliedro
¢ dado por
ApH
Vi= Tv

onde A, € a medida da 4rea da base e H € a medida da altura.

(3.8)

Determinaremos inicialmente a drea A; da base, que € um triangulo equilatero de lado
a, sendo a a medida da aresta do tetraedro regular. Para tanto, devemos calcular a altura A

desse triangulo, a qual também € uma mediana do tridngulo. Dessa forma, temos as medidas

indicadas na Figura 3.3.

4] a

a (4]

2 2

Figura 3.3: Triangulo equilatero de lado a e altura &

A altura & divide o tridngulo equildtero em dois tridngulos retangulos congruentes.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras a um desses tridngulos, obtemos:

22 2)2
a” =h —l—(z
2
R %
T
h2_3_az
4
3
hzga. (3.9)

Assim, por (3.9), a area da base € dada por:

ah
A, =4
b=
a—a\/§
Ap=—3
A, :?az. (3.10)

Precisamos ainda determinar a altura H do tetraedro, indicada na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Altura H do tetraedro regular de aresta a

2
Na Figura 3.4, a medida b corresponde a 3 da medida (3.9) da altura (ou da mediana)

do triangulo equilétero. Logo,

2h
p=""
3 9
a3
2 _
h—
3 b
b :?a. G.11)

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b

(3.11) e H, temos que:

a’ =H? + b?
3 2
2 2 a
—H V-
a +< 3 >
3a?
2 2
—H*4+
a + 9
2
=2 %
73
H? :2_az
3
6
H:\/?_a. (3.12)

Finalmente, substituindo (3.10) e (3.12) em (3.8), obtemos para o volume do tetraedro

regular:
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AH

Vi==3

142 3a\/6
Vi=r

3 4 3

a’\/18
V, =

36

3a’\/2
y, Z30V2

36

2
Vt:%a? (3.13)

Logo, o volume V; do tetraedro regular é dado por

_ V25

Vi= DY

onde a é a medida da aresta do poliedro.

3.3.2 HEXAEDRO REGULAR

O hexaedro regular € composto por 8 vértices, 12 arestas e 6 faces quadradas, como

ilustra a Figura 3.5.

(a) (b)

Figura 3.5: Hexaedro regular: (a) sélido; (b) planificacao

O volume V), do hexaedro regular é dado por

3
Vh:a,

onde a é a medida da aresta do poliedro. A demonstracao construtivista dessa relagdo pode ser

encontrada em (DOLCE; POMPEU, 2013), em (MUNIZ NETO, 2013), em (LIMA, 1991) e
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em (FERNANDES, 2018).

3.3.3 OCTAEDRO REGULAR

O octaedro regular é composto por 6 vértices, 12 arestas e 8 faces triangulares regula-

res, como ilustra a Figura 3.6.

(a) (b)

Figura 3.6: Octaedro regular: (a) sélido; (b) planificacao

Podemos decompor o octaedro regular em duas piramides congruentes de base qua-

drada, como na Figura 3.7. Assim, o volume V,, do octaedro regular ¢ dado por
Vo =2V), (3.14)

sendo V), o volume de cada uma das pirdmides nas quais o octaedro regular foi decomposto.

Figura 3.7: Decomposicio do octaedro regular

Para calcularmos o volume dessas piramides, precisamos determinar a altura H, indi-

cada na Figura 3.8.
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Figura 3.8: Altura da piramide que compode o octaedro regular

Na Figura 3.8, d é a metade da diagonal do quadrado que define a base da pirdmide.

2
Como o lado desse quadrado € a, medida da aresta do octaedro regular, temos que d = -4

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo de hipotenusa a e catetos d e H,

ilustrado na Figura 3.8, obtemos:

az:Hera’2
2
2
2
2
2 2, a
—H?+ —
a +2
2
a
H>=—
2
2
Hzga. (3.15)

A érea Aj; do quadrado de lado a, base da piramide, é A}, = a*. Usando essa relacdo e

a igualdade (3.15), temos que o volume da piramide é:

1
V, = A H
p 3 b
1% :1a2@
)
2
V,= %aS. (3.16)

Substituindo (3.16) em (3.14), concluimos que:

V, =2V,
3V2
a
V,=2 .
2
V, = gcﬁ. (3.17)
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Logo, o volume V,, do octaedro regular € dado por

Vo

V25
:—a7
3

onde a é a medida da aresta do poliedro.

3.3.4 DODECAEDRO REGULAR

O dodecaedro regular € composto por 20 vértices, 30 arestas e 12 faces pentagonais

regulares, como ilustra a Figura 3.9.

(a) (b)

Figura 3.9: Dodecaedro regular: (a) sélido; (b) planificagao

Podemos decompor o dodecaedro regular removendo 6 poliedros congruentes, de forma
a obtermos um cubo cuja aresta € a diagonal d do pentdgono regular que define a face do dode-

caedro. Essa decomposi¢do estd ilustrada na Figura 3.10.

-

Figura 3.10: Decomposi¢do do dodecaedro regular

A Figura 3.11 mostra os poliedros resultantes da decomposi¢do, com as medidas das

arestas. A medida a € a aresta do dodecaedro regular.
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o \@d
Vo N i

Figura 3.11: Poliedros oriundos da decomposicao do dodecaedro regular com as medidas das
arestas

Assim, o volume V,; do dodecaedro regular € dado por

Vi =6V, +V,, (3.18)

onde V), € o volume do poliedro removido e V. € o volume do cubo.

Calcularemos primeiramente o volume do cubo. Para tanto, precisamos determinar a

medida da diagonal do pentdgono regular. A Figura 3.12 mostra as medidas relevantes na face
pentagonal do dodecaedro regular.

=)
IR
i)

2 2
a
(@) (b)

Figura 3.12: Face do dodecaedro regular: (a) diagonal; (b) tridngulo isdsceles obtido a partir
dos lados e da diagonal do pentdgono regular

Como o € um angulo interno do pentdgono regular, temos que:

180°(5—2)
o= — s
o 540°

5
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o =108°. (3.19)

Na Figura 3.12(b), o tridngulo isésceles € dividido em dois tridngulos retangulos. Nes-

ses tridngulos, temos, usando (3.19), que:

o
Z 4B =90°
> tP
108°
2

+B =90°
B =(90 — 54)°
B =36°. (3.20)

Sabendo que

V5+1
4

cos (36°) =

cos(36°) —@

V341 _d
4 2a
d:2a<\/§+1)

4
V5+1
2

(N()S et al., 2017), obtemos:

d= a. (3.21)

Dessa forma, o volume V, do cubo € igual a:

Ve =d
3
v a (\/24- 1)
V. :% (8\/§+ 16)
v, = (\f5+2) &, (3.22)

Agora, precisamos determinar o volume do poliedro removido. Esse poliedro pode ser

decomposto em duas piramides de base retangular e em um prisma triangular, como mostra a
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Figura 3.13.

[—N=( =1

Figura 3.13: Decomposi¢do do poliedro removido do dodecaedro regular

Dessa maneira, o volume V), do poliedro € dado por

Vp =2V, + Vo, (3.23)

onde V)1 € o volume da pirdmide de base retangular e V), € o volume do prisma triangular. A

Figura 3.14 mostra a face trapezoidal do poliedro apds a decomposigao.

a

b a b
Figura 3.14: Face trapezoidal do poliedro apds a decomposi¢do

Na Figura 3.14, h; € a altura do trapézio. Empregando (3.21), obtemos:

a+2b=d
Zb:a(\/iﬂ) »
)
b :\/54_ 1a. (3.24)

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b
e h; e utilizando (3.24), constatamos que:

a* =b? +/’l12
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2

a(V5-1)

m2—d? — .
a? (6—2\/§>
h12 :az— —_—
16
2
a (10-1—2\/3)
h?* =
16
V10+2V/5
I :+\/_a. (3.25)

Para determinar o volume do prisma, precisamos calcular a drea da base triangular e a
altura. Na Figura 3.14, podemos observar que a altura mede a. A Figura 3.15 mostra o tridngulo

que forma a base do prisma.

.

hy \\\\h]

ha \

d

Figura 3.15: Triangulo que forma a base do prisma triangular

Na Figura 3.15, aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa

d
h e catetos 5 e hy e utilizando (3.21) e (3.25), obtemos:

d 2
h12:<§> +hy?
2
2 fa(V5+1
(3\/10+2\f5) = —< 7 ) +h?

e (10+2ﬁ) 2 (6—1—2\/5)

= BC 16
4
hy? :12%
7y _ZZ
hy=3. (3.26)

Empregando (3.21) e (3.26), temos que a drea A do tridngulo da Figura 3.15 € dada
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por:

dh
An ="
),
Apr = 22 2
Ay :\6; L2 (3.27)

Assim, por (3.27), temos que o volume V> do prisma triangular € igual a:

Vo2 =Ap1a
a’ (1 + \/5)
541
Vo = fTJra? (3.28)

Falta-nos ainda calcular o volume da pirdmide de base retangular. Pela Figura 3.13,
temos que a altura da piramide € a altura h, do tridngulo que forma a base do prisma triangular.
Como a base da piramide € um retangulo de lados b e d, usando (3.21) e (3.24), obtemos para a

area Ay, da base da pirdmide:

Ay =bd
a<\/§—1) a(\/§+l)
A P—
b2 4 2
4a?
=g
2
a
A =% (3.29)

Dessa forma, por (3.26) e (3.29), o volume V),; da pirdmide € igual a:

1
Vi1 =§Ab2h2
v _1a2a
Pt=397
3
a
Voi=—. 3.30
PP 12 (3.30)

Substituindo (3.28) e (3.30) em (3.23), temos que o volume do poliedro é dado por:
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Vp =2Vp1 +Vp2

a3 a’ <1+\/§>
=t

4a® +3d3 (\/§+ 1)
Vo= 24

3vV5+7

="z a. (3.31)

Por fim, substituindo (3.22) e (3.31) em (3.18), concluimos que o volume V; do dode-

caedro regular é dado por:

Vy =6V, +V,
3

Vs :6;—4 (7+3\/§> +d (¢5+2)

a’ <7+3\/§)

Vd :f —|—a3 <\/§+2>

10 (V3+2) +a* (1+3V5)
4

V=

_7\/§+15a3

v,
d 4

(3.32)

Portanto, o volume V,; do dodecaedro regular é dado por

TV5+15 4
=—a

Vd 4 )

sendo a a medida da aresta do poliedro.

3.3.5 ICOSAEDRO REGULAR

O icosaedro regular € composto por 12 vértices, 30 arestas e 20 faces triangulares

regulares, como ilustra a Figura 3.16.
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(a)

Figura 3.16: Icosaedro regular: (a) s6lido; (b) planificacao

(b)

Podemos decompor o icosaedro regular em 20 piramides cujas bases sdo as faces do
icosaedro e a aresta lateral € o raio da esfera circunscrita ao icosaedro, como ilustra a Figura
3.17.

Figura 3.17: Decomposi¢do do icosaedro regular

Dessa forma, o volume V; do icosaedro regular é dado por
Vi =20V, (3.33)

onde V), € o volume da piramide triangular removida.

Para determinarmos a medida da aresta lateral de cada pirdmide, devemos determinar o
raio da esfera circunscrita ao icosaedro regular”. Para tanto, seccionamos o icosaedro segundo
um plano que passa pelo centro e por dois pares de vértices opostos, determinando assim o

poligono pontilhado da Figura 3.18.

2Todo poliedro regular é inscritivel e circunscritivel a uma esfera.
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(a) (b)

Figura 3.18: Icosaedro regular: (a) se¢do passando pelo centro e por dois pares de vértices
opostos; (b) poligono da secao

Denotando a aresta do icosaedro regular por a, temos que a altura 4 do tridngulo equi-
latero que forma a face do icosaedro define quatro dos seis lados do hexdgono - Figura 3.18(b).
Precisamos determinar a diagonal m do hexdgono nao regular porque esta equivale ao didme-
tro da esfera circunscrita ou ao dobro da medida da aresta lateral das pirdmides triangulares

removidas.

Como o hexdgono é ndo regular e nao possuimos informacdes acerca dos angulos,

precisamos seccionar o icosaedro regular por outro plano, como na Figura 3.19.

(a) (b)

Figura 3.19: Icosaedro regular: (a) secao passando por cinco vértices de um pentdgono regular;
(b) poligono da sec¢do

A interseccdo do icosaedro regular com esse plano é um pentdgono regular, cuja dia-

gonal d estd contida no plano da Figura 3.18, como ilustra a Figura 3.20.
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(a) (b)

Figura 3.20: Icosaedro regular: (a) secdes; (b) poligono de uma secao

Pela Figura 3.20, sabemos que m € a diagonal do retangulo de lados a e d e, por (3.21),

541
V5t a. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa m e

qued =

catetos a € d, temos que:

m? :a’2—|—a2
a(\/g—i—l)

m=| —=——~| +a

2 2 (6+2V5) +a®
m —4 a

a2
mZZZ <1o+2\/§>
m:Ma, (3.34)

Sendo m o dobro da medida da aresta lateral, temos que as pirdmides removidas t€m

dimensdes como na Figura 3.21.

Figura 3.21: Piramide triangular removida do icosaedro regular
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2
Na Figura 3.21, a medida b equivale a 3 da altura do tridngulo equildtero de lado a.

Assim, aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo de hipotenusa ™ ¢ catetos H e
b, temos, por (3.11) e (3.34), que:

m\ 2 2 2
— | =H"+b
(5) =+

2 2
@ (10+2f5) :H2+%

16
g (30+6\/§— 16)
48

2 :a2 (7 —2k43\/§>

H:2—\/6\/7+3\/§
V424185

H=———7—a. .
B a (3.35)

H? =

Segundo (N()S etal., 2017), podemos transformar um radical duplo do tipo VA £ VB
em radicais simples do tipo \/a + Vb, com A,B,a,b € Q1 A? > B, A> — B sendo um quadrado

perfeito e ndo sendo B um quadrado perfeito, através da relacio

2 _ 2 _
VAL VB=[ATVATE V;‘BM/A— V;‘B. (3.36)

Temos um radical duplo em (3.35), o qual pode ser escrito como \/42+18v/5 =
V42 ++/1620. Aplicando a transformacao (3.36), com A =42 e B = 1620, obtemos:

/ 42 + /422 — 1620 42 — /422 — 1620
42—1—\/16202\/ i > —l—\/ 5

24144 (42— /144
\/42+\/1620:\/+T+\/T
\ 42+ 1620:\/42;12+\/42;12

4
\/342+\/1620=\/57+\/%

42 +v/1620 =v27+ V15
42 +/1620 =3/3 +V15. (3.37)

Substituindo (3.37) em (3.35), temos que a altura da pirdmide € igual a

44



T
H— Ma. (3.38)

Como a base da piramide € um tridngulo equildtero, temos por (3.10) que a area A,

3
desse triangulo é A, = Taz. Assim, empregando (3.10) e (3.38), o volume da pirdmide pode

SE€r EXpresso por:

1

Vp =3AbH
v, — ;“4 & (3v3+V15)
v, = 144(9+3f)

V543 4
—a .

P =718

(3.39)

Substituindo (3.39) em (3.33), concluimos que o volume V; do icosaedro regular € dado

por:
V; =20V,
7 20% (3 +V5 )
v :@cf (3.40)

Logo, o volume V; do icosaedro regular é dado por

5(\6+3)a3

Vi =
1 12 )

onde a é a medida da aresta do poliedro.
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4 POLIEDROS ARQUIMEDIANOS
4.1 DEFINICAO

Os poliedros Arquimedianos foram descritos por Pappus de Alexandria por volta de
340 d.C. e ele os atribuiu a Arquimedes' (287 a.C. - 212 a.C.). Se Pappus nio os tivesse
atribuido a Arquimedes, ndao saberiamos que ele os havia estudado, pois os escritos do proprio
Arquimedes sobre o assunto foram perdidos (MCCOOEY, 2015).

Poliedros Arquimedianos, ou semirregulares, sdo "poliedros convexos cujas faces sdo
poligonos regulares de mais de um tipo" (LOPES, 2012). Neste tipo de poliedro, os "vértices
sdo congruentes, isto é, existe 0 mesmo arranjo de poligonos em torno de cada vértice" (LOPES,
2012).

4.2 TIPOS

Segundo (LOPES, 2012), "existem apenas treze poliedros Arquimedianos e sdo todos
obtidos por operacdes sobre os s6lidos Platonicos"”, sendo onze deles obtidos por truncamento

e dois por snubficacdo. A Figura 4.1 mostra os treze poliedros Arquimedianos.

CRKIADDHE
DOHROE

(k)

Figura 4.1: Poliedros Arquimedianos: (a) tetraedro truncado; (b) cuboctaedro; (c) cubo trun-
cado; (d) octaedro truncado; (e) rombicuboctaedro; (f) cuboctaedro truncado; (g) cubo snub;
(h) icosidodecaedro; (i) dodecaedro truncado; (j) icosaedro truncado; (k) rombicosidodecaedro;
(1) icosidodecaedro truncado; (m) icosidodecaedro snub

'Arquimedes de Siracusa: inventor, fisico, matematico, filésofo, engenheiro e astrdnomo grego; considerado
por muitos o maior matemadtico da antiguidade.
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4.3 VOLUME

Calcularemos o volume de trés poliedros Arquimedianos obtidos por truncamento de
poliedros Platonicos regulares: o octaedro regular, o dodecaedro regular e o icosaedro regular.
Como estratégia para o cdlculo do volume, descontaremos do volume desses s6lidos Platonicos,

deduzido no Capitulo 3, o volume das piramides eliminadas no processo de truncamento.

4.3.1 OCTAEDRO TRUNCADO

O octaedro truncado é composto por 24 vértices, 36 arestas e 14 faces regulares, sendo

6 faces quadradas e 8 faces hexagonais, como ilustra a Figura 4.2.
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. £ e
- /! .
-

~

(a) (b)

Figura 4.2: Octaedro truncado: (a) sélido; (b) planificacao

No processo de truncamento do octaedro regular, sdo removidas a partir de cada um

dos 6 vértices piramides congruentes regulares de base quadrada, como mostra a Figura 4.3.

Figura 4.3: Truncamento do octaedro regular
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Dessa forma, o volume V,; do octaedro truncado é dado por
Vot == Vo - 6Vp, (4'1)

sendo V,, o volume do octaedro regular e, V,,, o volume de cada uma das piramides retiradas a

partir dos seis vértices.

Para determinar as dimensdes dessas piramides, consideramos inicialmente o poligono
das faces do octaedro regular. Sabemos que esse poligono € um tridngulo equildtero. Assim,
quando truncamos o octaedro regular, a face hexagonal do octaedro truncado é definida como

na Figura 4.4(a), onde as partes sombreadas sdo as partes que serdo removidas.

(a) b)

Figura 4.4: (a) Face hexagonal do octaedro truncado a partir da face triangular do octaedro
regular; (b) angulos e medidas na face triangular do octaedro regular e na face hexagonal do
octaedro truncado

Denominando a aresta da face hexagonal do octaedro truncado de a, devemos obter o
valor da medida x e dos angulos o e f3, ilustrados na Figura 4.4(b), para que possamos calcular

o volume das piramides que serdao removidas.

Sabemos que « e 3 sdo dngulos suplementares. Logo,

o+ B =180°. (4.2)

Como f é um angulo interno do hexdgono regular que define uma das faces do octaedro

truncado, temos que:

_ 180°(6—2)
= 6
720°
= 6



B = 120°. (4.3)

Substituindo (4.3) em (4.2), obtemos & = 60°. Dessa forma, os tridngulos removidos

da face triangular também sdo equiléteros. Portanto,
a=x,

e retiramos uma piramide quadrangular regular de cada vértice do octaedro regular, como mos-

tra a Figura 4.5.

Figura 4.5: Piramides removidas no processo de truncamento do octaedro regular

Para calcular o volume dessas piramides quadrangulares regulares de base de lado a
e, consequentemente, de drea A, = az, devemos determinar a medida da altura H, ilustrada na

Figura 4.6.

Figura 4.6: Piramide removida a partir dos vértices do octaedro regular

Como d é a metade da medida da diagonal do quadrado que define a base da piramide,

. av?
ou seja, d = — temos que:

L=H L2
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2 2, 4
— g4+
a +2
2
a
Pop2_
2
HZ_a—2
2
V2
H=""a.
2(1

Dessa maneira, o volume V), da pirdmide removida € dado por:

1

Vp - gAbH,

V, = laz—a\/E
P37 27
2

V, = %cﬁ.

Por serem removidas 6 piramides, temos que:

p
6V, = 6%&,

6V, = V2a’. (4.4)

Para calcularmos o volume V,; do octaedro truncado, devemos determinar o volume
V, do octaedro regular, ilustrado na Figura 4.5. Para tanto, devemos conhecer as dimensdes do

octaedro regular e calcular seu volume por meio da relagdo (3.17).

Como as arestas do octaedro truncado t€ém medida a e as arestas das piramides removi-

das também medem a, entdo a aresta do octaedro regular tem medida 3a e, por (3.17), o volume

do octaedro regular é

3a)3V/2
v, = COV2
_ 27a*V2
o — 3 bl
V, =92 . (4.5)

Substituindo (4.4) e (4.5) em (4.1), concluimos que
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Vo = 924> — \/§a3,
Vor = 8\/5613.

Assim, o volume V,; do octaedro truncado é dado por

Vor = 8\/5(13 )

onde a € a medida da aresta do poliedro.

4.3.2 DODECAEDRO TRUNCADO

O dodecaedro truncado € composto por 60 vértices, 90 arestas e 32 faces regulares,

sendo 20 faces triangulares e 12 faces decagonais, como ilustra a Figura 4.7.

(a) (b)

Figura 4.7: Dodecaedro truncado: (a) sélido; (b) planificagao

No processo de truncamento do dodecaedro regular, sdo removidas a partir de cada um

dos 20 vértices piramides congruentes regulares de base triangular, como mostra a Figura 4.8.

Q- -

Figura 4.8: Truncamento do dodecaedro regular
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Dessa maneira, o volume V,;, do dodecaedro truncado é dado por
Vir = Va =20V, (4.6)

sendo V; o volume do dodecaedro regular e, V), o volume de cada uma das pirdmides retiradas

a partir dos vinte vértices.

Para determinar as dimensdes dessas piramides, consideramos primeiramente o poli-
gono das faces do dodecaedro regular. Sabemos que esse poligono é um pentigono regular.
Assim, quando truncamos o dodecaedro regular, a face decagonal do dodecaedro truncado é

definida como na Figura 4.9(a), onde as partes sombreadas sdo as partes que serdo removidas.

(a) (b)

Figura 4.9: (a) Face decagonal do dodecaedro truncado a partir da face pentagonal do do-
decaedro regular; (b) angulos e medidas na face pentagonal do dodecaedro regular e na face
decagonal do dodecaedro truncado

Denotando a aresta da face decagonal do dodecaedro truncado por a, devemos calcu-
lar o valor da medida x e dos adngulos o e B, ilustrados na Figura 4.9(b), para que possamos

determinar o volume das piramides que serdo removidas.

Sabemos que o e 3 sdo dngulos suplementares. Logo,

o+ B = 180°. 4.7)

Como B é um angulo interno do decdgono regular, que define uma das faces do dode-

caedro truncado, temos que:
B 180°(10—-2)

P 10
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1440°
= 10

B =144°.

(4.8)

Substituindo (4.8) em (4.7), obtemos o = 36°.
Denominando y a medida dos angulos internos do pentdgono regular, temos que:

_180°(5-2)
r=""75
~540°
5
Y =108°.

4.9)

Dessa maneira, a face lateral das piramides a serem removidas € um tridngulo isésceles,

ilustrado na Figura 4.10(a).

(a) (b)

Figura 4.10: Piramide removida do vértice do dodecaedro regular: (a) face lateral; (b) divisao

da face lateral

Precisamos agora determinar o valor de x em funcdo de a. Para tanto, dividimos o

tridngulo isésceles em dois tridngulos retangulos, como na Figura 4.10(b). Sabendo que

V5+1
4

cos (36°) =

(N()S et al., 2017), temos que:

A~
= NI
N~

cos(ot) =

_a
* " 2c0s(36°)
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X =
5 V541
4
Y= a
IRVAES
2
2a

RYAES
2a V5-1

A1V

2a<\/§—1>

=
I

Vi-1 (4.10)

Para calcular o volume das piramides triangulares regulares removidas a partir dos

vértices do dodecaedro regular, devemos determinar a medida da altura H, ilustrada na Figura

4.11.

b

Figura 4.11: Piramide removida a partir dos vértices do dodecaedro regular

Nessas piramides, a base é um tridngulo equilatero e a projecdo ortogonal do vértice

sobre o plano dessa base € o baricentro do tridngulo (como no caso do tetraedro). Dessa forma,

temos por (3.11) que

b:?a. 4.11)

Assim, aplicando o teorema de Pitdgoras e empregando (4.10) e (4.11), obtemos:

2 —H2 2
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2 2
(5] ()

o2 (o)

302 <6—2\/§> — 42
12
g (14—6\/§>
12
2 a’ <7 B 3\/3)

H” =
6

a
H=—21\/7-3V5
V6

a V6
H:%\/7—3\/§%

H :M—wa/ga. (4.12)

H* =

H* =

O radical duplo em (4.12) pode ser escrito como

V42— 18v3 = /42— V/T620. (4.13)

Empregando a relacdo (3.36) para transformar o radical duplo (4.13), onde A =42 e
B = 1620, obtemos:

42 4+/422 162 42— /422162
\/42—\/1620:\/ + > 60—\/ > 620

12— V1620 — 424144 [42—/144
2 2
/742_ *1620:\/42;12_\/42;12
4
42—\/1620:\/57—\/?

42 — /1620 =v27 — V15
42 — /1620 =3v/3 —V/15. (4.14)

Substituindo (4.14) em (4.12), temos que
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H=—F—ua (4.15)
No célculo do volume das piramides removidas, precisamos da drea A, da base da
2
piramide. Como essa base € um tridngulo equilatero, temos por (3.10) que A}, = . Dessa
forma, utilizando (3.10) e (4.15), concluimos que:
1
Vp :gAbH
1a’>\/3a
— 2 (3v3- Vi)
=374 6 ( V3
Cl3 \/—
vy =5 (9-3V5)
)
3-5 ,
Vy, = v (4.16)

Como sdo retiradas 20 piramides a partir dos vértices do dodecaedro regular, temos,

por (4.16), que:

20V, =20

20V, :wcﬁ (4.17)

3—ﬁa3
24

Por fim, precisamos estabelecer a medida do lado do dodecaedro regular, ilustrado na
Figura 4.8. Como as arestas do dodecaedro truncado t€ém medida a e as arestas laterais das
piramides removidas tém medida x, a aresta d do dodecaedro regular possui medida a + 2x.

Dessa forma, empregando (4.10), estabelecemos que:
d =a+2x
d=a+25 (V5-1)
d=a+a (\/5 — 1>
d =V/5a. (4.18)

Assim, por (3.32), o volume do dodecaedro original é dado por

_TV5+15 4

1 (4.19)

\Z}

Substituindo (4.18) em (4.19), temos que:
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Vv, = (“\/_) (15+7\/_)
desasf (15+7\/§)
Vv, = SZ (15f+35)

v, :wa? (4.20)

Finalizando, substituindo (4.17) e (4.20) em (4.6), concluimos que:
Var =Vaq — 20V,
2543
Vi = (3\/' ) > (3—\/§>

7543 <3\/_+7>—10a (3—\/§>
12

P (225\/5 +525> P (30— 10\/5)
B 12

& (225¢§ 452530+ 10\/5)
B 12
P (235¢§ +495)

12

5(47\/§+99) 3

th: 12 a .

th =

th =

Portanto, o volume V,;; do dodecaedro truncado é dado por

5 (47\/§+99)
Vi = 3
dt 12 a,

sendo a a medida da aresta do poliedro.

4.3.3 ICOSAEDRO TRUNCADO

O icosaedro truncado é composto por 60 vértices, 90 arestas e 32 faces regulares, sendo

12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais, como ilustra a Figura 4.12.
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(@) (b)

Figura 4.12: Icosaedro truncado: (a) sélido; (b) planificagdao

No processo de truncamento do icosaedro regular, sdo removidas a partir de cada um

dos 12 vértices piramides congruentes regulares de base pentagonal, como mostra a Figura 4.13.

—

Figura 4.13: Truncamento do icosaedro regular

Dessa forma, o volume Vj; do icosaedro truncado € dado por
Vie = Vi — 12V, 4.21)

sendo V; o volume do icosaedro regular e, V), o volume de cada uma das pirAmides retiradas a

partir dos doze vértices.

Para estabelecer as dimensdes dessas pirdmides, consideramos inicialmente o poligono
das faces do icosaedro regular. Sabemos que esse poligono é um tridngulo equildtero. Assim,
quando truncamos o icosaedro regular, a face hexagonal do icosaedro truncado é definida como
na Figura 4.4(a), onde as partes sombreadas sdo as partes que serdo removidas. Calculando a
medida de x e dos angulos « e 3, ilustrado na Figura 4.4(b), concluimos que as arestas laterais
das pirdmides removidas t€ém a mesma medida a das arestas do icosaedro truncado. Portanto, a

piramide removida é como na Figura 4.14.
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cl

Figura 4.14: Piramide removida a partir dos vértices do icosaedro regular

Para calcular o volume dessa piramide, temos que calcular primeiramente a drea do
pentdgono regular. Para tanto, dividimos o pentdgono regular, a partir do centro, em 5 triangulos
is6sceles congruentes, ilustrados na Figura 4.15(a). No célculo da drea desse triangulo isésceles,
precisamos determinar a medida da altura hp, ilustrada na Figura 4.15(b). No cdlculo de Ay,

podemos utilizar g(36°) ou cos(54°).

36°

54°

R
bR

a

(a) b)

Figura 4.15: Piramide removida do vértice do icosaedro regular: (a) base pentagonal; (b)
triangulo isdsceles que compde a base

Sabendo que

€ que, consequentemente,

temos que:

2sen®(36°) + cos?(36°) = 1
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8(367) :cos(36°)
5-V5
1g(36°) = 1+8¢§
4
16(36%) = /5—8\/§1+4\/§
tg<36o):1+2¢§ 5_2¢§
tg(36°) :\/6+z\/§5_2\/§
18(36°) = ;é
o [5—V53-45
'8(36 )_\/3+\/§3—\/§

tg(36°

[20—8+v/5
4

\/5—2V5.

Empregando (4.22), obtemos para hy:

) =
1g(36°) =

(5)
tg(36°) :hL1
(5)
5—2\f5:L1
T
2v/5-2V5
- a 5425
2v/5-2v55+2V5
Iy :a\/ 54+2V5
2v/25-20
I :a\/ 5 +2\/§£
2V5 V5
25+10V5
hy :Ta.
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Como a area A, do pentdgono regular, base da pirdmide removida dos vértices do
icosaedro regular, é dada por 5A;, sendo A; a drea de cada um dos cinco tridngulos isésceles nos

quais o pentdgono foi decomposto a partir do centro, obtemos com (4.23):

1
Ap :5501’11
1 a\/25+10V/5
Ap=5-a———F——
2 10
V2541
A, :ﬂa? (4.24)

4

Falta-nos ainda determinar a altura H da piramide. Aplicando o teorema de Pitdgoras

no triangulo retangulo de catetos H e h; e cuja hipotenusa s, € a altura da face lateral da

3
piramide - Figura 4.14, que por (3.9) é hy = \/T—a, temos, utilizando (4.23), que:

h5 =H?+h?
2 2
aV/3 i ay/25+10v/5
2 - 10
L 3@ @ (25+10V5)
H2 =24
4 100
X a2<75—25—10\/§)
H° =
100
2
o a (50—10\/§>
H? —
100
V30— 1

Agora, podemos determinar com (4.24) e (4.25) o volume da piramide. Logo:

1

Vp :gApH
v _14°V25+10v/5a/50— 105
P3 4 10
a3\/<25+ 10\/§> (50— 10\6)
Vo= 120
v _a®\/750+250V/5
P 120
v  54%\/30410V/5
=

120
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V/30+10V/5
v, :;——4\/_(13. (4.26)

Temos um radical duplo em (4.26), o qual pode ser escrito como \/30+ 10v/5 =
v/ 30+ +/500. Aplicando a transformacdo (3.36), com A = 30 e B = 500, obtemos:

/ 30+ /302 — 500 30 — /302 —500
30+\/SOO:\/ * > +\/ 2

/730+m:\/30+2\/400+\/30—2\/400
/730+\/%:\/30;20+\/3o;20
/ 1
/304500 = @Jr 10
2 2
30+ v/500 =v25 4+ /5
30+ /500 =5+ /5. (4.27)

Substituindo (4.27) em (4.26), temos que o volume da piramide removida é dado por:

V5+5
Vo =", a. (4.28)

Para calcularmos o volume V;; do icosaedro truncado, devemos determinar o volume
Vi do icosaedro regular. Como as arestas do icosaedro truncado tém medida a e as arestas das
piramides removidas também medem a, entdo a aresta do icosaedro regular tem medida 3a e,

por (3.40), o volume do icosaedro regular € igual a:

3
V=20 54 vs)
45(3+/5
V; :#ﬁ (4.29)

Assim, substituindo (4.28) e (4.29) em (4.21), podemos finalmente deduzir o volume

do icosaedro truncado:
Vi =V; — 12V,

Vi =454a3 (3+\f5> - 125 (5+\f5>
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3

3
Vi :“Z (135 +45\/§> - % (5+\/§)
& (135 +45\5-2 <5+\/§))

4
(43\/§+ 125)

‘/it = 4 a3.

Vit:

Logo, o volume Vj; do icosaedro truncado é dado por

(43\/§+ 125) 3

Vit: 4 a,

onde a é a medida da aresta do poliedro.
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S POLIEDROS DE CATALAN

5.1 DEFINICAO

Os poliedros de Catalan sdo duais dos poliedros Arquimedianos. Foram nomeados
pelo matematico belga Eugene Catalan (1814-1894), que descreveu o conjunto completo pela
primeira vez em 1865. Dos 13 poliedros, dois deles, o dodecaedro rombico e o triacontaedro
rombico, foram descritos em 1611 por Johannes Kepler. Os poliedros de Catalan t€ém apenas um

tipo de face, o angulo diedro constante e a mesma simetria que seu dual (MCCOOEY, 2015).
5.2 TIPOS

Segundo (LOPES, 2012), os poliedros de Catalan sdo duais dos poliedros de Arqui-
medes. Logo, sdo treze poliedros uma vez que ha treze poliedros de Arquimedes. A Figura 5.1
mostra os treze poliedros de Catalan, enquanto a Tabela 5.1 relaciona cada poliedro de Catalan
ao seu dual Arquimediano. Os poliedros de Arquimedes sao ilustrados na Figura 4.1 presente

no Capitulo 4.

&@@@@@@

Figura 5.1: Poliedros de Catalan: (a) tetraedro triakis; (b) dodecaedro rombico; (c) hexaedro
tetrakis; (d) octaedro triakis; (e) icositetraedro deltoidal; (f) icositetraedro pentagonal; (g) tria-
contaedro rombico; (h) dodecaedro disdiakis; (i) dodecaedro pentakis; (j) icosaedro triakis; (k)
hexecontaedro deltoidal; (1) hexecontaedro pentagonal; (m) triacontaedro disdiakis
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Tabela 5.1: Poliedros de Catalan e seus duais

Poliedro de Catalan

Poliedro Arquimediano dual

Tetraedro triakis

Tetraedro truncado

Dodecaedro rombico

Cuboctaedro

Hexaedro tetrakis

Octaedro truncado

Octaedro triakis

Cubo truncado

Icositetraedro deltoidal Rombicuboctaedro
Icositetraedro pentagonal | Cubo snub
Triacontaedro rombico Icosidodecaedro

Dodecaedro disdiakis

Cuboctaedro truncado

Dodecaedro pentakis

Icosaedro truncado

Icosaedro triakis

Dodecaedro truncado

Hexecontaedro deltoidal

Rombicosidodecaedro

Hexecontaedro pentagonal

Icosidodecaedro snub

Triacontaedro disdiakis

Icosidodecaedro truncado

5.3 VOLUME

Calcularemos o volume de trés poliedros de Catalan obtidos por acumulagdo de polie-
dros Platdnicos regulares: o tetraedro triakis, o dodecaedro rombico e o octaedro triakis. Como
estratégia para o cdlculo do volume, somaremos ao volume desses s6lidos Platonicos, deduzidos
no Capitulo 3, o volume das piramides acrescidas no processo de acumulagdo.

5.3.1 TETRAEDRO TRIAKIS

O tetraedro triakis pode ser obtido por acumulagdo do tetraedro regular ao acoplarmos

uma piramide triangular em cada face, como na Figura 5.2.

=> =>

Figura 5.2: Acumulacio do tetraedro regular
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O tetraedro triakis € composto por 12 faces, 18 arestas e 8 vértices. Suas faces sdo

formadas por tridngulos isdsceles e suas arestas tém dois comprimentos:

1. as 6 maiores sdo as arestas do tetraedro regular sobre cujas faces se faz a acumulacgao;

2. as 12 menores sdo as arestas laterais das piramides acopladas as faces do tetraedro regular

na acumulacgao.

A Figura 5.3 ilustra o tetraedro triakis e sua planificagao.

(a) (b)

Figura 5.3: Tetraedro triakis: (a) s6lido; (b) planificagcdo

Dessa forma, o volume V;; do tetraedro triakis € dado por
Vie = Vi +4V), (5.1

onde V; € o volume do tetraedro regular e V), € o volume da pirdmide acoplada. Essa pirimide
tem a forma e as dimensdes daquela ilustrada na Figura 5.4, onde a é a medida da aresta do

tetraedro regular e x é a medida da aresta lateral da piramide acoplada.

Figura 5.4: Piramide da acumulacio do tetraedro regular
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1
Sabemos que a base da piramide é um tridngulo equildtero. A medida b equivale a —

da altura h; desse tridngulo, ou seja:

_lav3
3 2
V3

b :?a. (5.2)

b

Para calcular o volume das pirdmides, precisamos estabelecer uma relagdo entre as
arestas curtas e as longas. Segundo (RESEARCH, 2018), ao formarmos o tetraedro triakis a

partir de seu dual, o tetraedro truncado, com aresta unitdria, obtemos um tetraedro triakis com

. 9
a maior aresta a = 3 e a menor aresta x = 5
Considerando a maior aresta com medida arbitraria a, temos, por semelhanca de trin-
gulos, que:
a 3
9
5
9a
— =3x
5
3a
X=—. 53
5 (5.3)

W ]

(a) (b)

Figura 5.5: Face do tetraedro triakis: (a) lados (b) altura

Podemos determinar a altura s, da face do tetraedro triakis aplicando o teorema de
sz IUN N . a .
Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa x e catetos /; e 7 Assim, usando (5.3), temos

que:

67



2
X = (f) +h%

2
h3 :9_“2 _ f
25 4
#:%f—%f
2 100
11a?
h =
27100
V11
]’lz :Wa. (54)

Para calcular a altura H da piramide, destacada na Figura 5.4, aplicamos o teorema de
Pitdgoras no triangulo retangulo de hipotenusa h, e catetos H e b. Logo, empregando (5.2) e

(5.4), obtemos:

Wy =H>+ D’
2 2
H? = vii _ ﬁ
|10 “ 6
, 1la>
100 12
7 _ 33a%—254*
300
8
300
H:2a\/§
10V/3
H:2a\/6
30
V6
H=—a. .
T (5.5)

A drea Aj, da base da pirdmide € a drea (3.10) do tridngulo equildtero. Dessa maneira,

por (3.10) e (5.5), temos que:
1

szgAbH
_1a2 3a\/6
P73 4 15

3a3V/2

V, = a’v2

180
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V2 5

V”_60

(5.6)

O volume V; do tetraedro regular de aresta a é dado por (3.13). Substituindo (3.13) e

(5.6) em (5.1), concluimos que o volume V;; do tetraedro triakis é dado por:

Vie =V + 4V,
3 2 3 2
v, -8 \/_+a V2
12 15
v _5a3\/§+4a3\/§
1t — 60
9a3\/§
Vtt:
60
3v/2
Vi =5 a. (5.7)

Logo, o volume V;; do tetraedro triakis é dado por

3\/'3

Vie =
"= 50

onde a ¢ a medida da maior aresta do poliedro (ou a medida da aresta do tetraedro regular).

Podemos também determinar o volume do tetraedro triakis a partir da medida de sua

menor aresta x. Para tanto, expressamos a em funcao de x. Por (5.3), temos que:

\
-5
S5x
== 5.8
a== (5.8)

Substituindo (5.8) em (5.7), temos que:

_3a3\/§
20

5x 3
3(=) V2
Vo \3/)
It 20
125x3/2
180
25\/§x3
36

tr =

sz:
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Logo, o volume V;; do tetraedro triakis é dado por

25V2 4
— X

V., =
1t 36 9

onde x ¢ a medida da menor aresta do poliedro (ou a aresta lateral da piramide acoplada na

acumulag¢do do tetraedro regular).

5.3.2 DODECAEDRO ROMBICO

O dodecaedro rdmbico é composto por 12 faces, 24 arestas e 14 vértices. Suas faces

s@o losangos e suas arestas sao congruentes, como ilustra a Figura 5.6.

©

(a) (b)

Figura 5.6: Dodecaedro rombico: (a) sélido; (b) planificagao

O dodecaedro rombico pode ser obtido por acumulagdo do cubo ao acoplarmos uma

piramide em cada face, como na Figura 5.7.

Figura 5.7: Acumulacao do cubo

Podemos também obter o dodecaedro rombico por meio do truncamento das arestas

do cubo, como ilustra a Figura 5.8.
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Figura 5.8: Truncamento das arestas do cubo

Dessa forma, o volume V- do dodecaedro rombico € dado por
Vir = Ve — (4Vp1 +4Vp0 +4V,3) (5.9)

onde V. € o volume do cubo, V)1 € o volume do prisma removido, V), € o volume da primeira

pirdmide removida e V)3 € o volume da segunda pirdmide removida.

Considerando ¢ a medida da aresta do cubo, removemos primeiramente 4 prismas de

base triangular ao truncarmos 4 pares de arestas paralelas do cubo, como na Figura 5.9.

=> Ny o>

Figura 5.9: Primeiro truncamento das arestas do cubo

Temos entdo a face do cubo com as medidas indicadas na Figura 5.10, onde b € a

medida de 8 arestas do paralelepipedo reto retangulo obtido no truncamento.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo da Figura 5.10, de hipotenusa

14
b e catetos 3 temos que:
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b=V (5.10)
2

l
3 b
£ b
2

L [

2 2

Figura 5.10: Face do cubo apds o truncamento: a parte cinza € a parte removida

Dessa forma, o prisma triangular removido no primeiro truncamento das arestas do

cubo tem forma e dimensdes como na Figura 5.11.

Q

14

E
2.6

Figura 5.11: Prisma removido no primeiro truncamento das arestas do cubo

S

+

Como a base do prisma triangular € um triangulo retangulo, o volume do prisma é dado

por:
I
63
V= (5.11)

Agora, truncamos 2 arestas paralelas do paralelepipedo reto retdngulo do primeiro
truncamento (essas arestas também sao arestas do cubo inicial), removendo 4 pirdmides e ob-

tendo um octaedro ndo regular, como ilustra a Figura 5.12.

72



Figura 5.12: Segundo truncamento das arestas do cubo

Temos assim a face lateral do paralelepipedo reto retingulo com as medidas indicadas

na Figura 5.13, sendo ¢ a medida de 8 arestas do octaedro ndo regular obtido no truncamento.

l 14

Figura 5.13: Face lateral do paralelepipedo reto retangulo apds o truncamento: a parte cinza é
a parte removida

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo da Figura 5.13, de hipotenusa

14
cecatetos b e 5 temos, usando (5.10), que:

4 4
342
2 E—
€T
c:éﬁ. (5.12)

A piramide removida no segundo truncamento das arestas do cubo tem um angulo
triedro trirretangulo, como mostra a Figura 5.14. Logo, o volume dessa piramide, utilizando
(5.10), é igual a:

73



P390
N2 032
7 o
Y=g
£3
Vo =31 (5.13)

Para finalizar, truncamos o octaedro ndo regular pelas duas dltimas arestas paralelas do

cubo inicial, como na Figura 5.15.

Figura 5.15: Terceiro truncamento das arestas do cubo

Temos entdo a face lateral do octaedro ndo regular com as medidas indicadas na Figura

5.16, onde a é a medida da aresta do dodecaedro rOmbico.

Figura 5.16: Face lateral do octaedro ndo regular apds o truncamento: a parte cinza € a parte
removida
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Na Figura 5.16, a = % pelo teorema da base média do triangulo. Logo, por (5.12),
temos que:

a=S
2
03
2
4=
V3
=Yy,
=7

(5.14)

Dessa forma, a piramide removida no terceiro truncamento das arestas do cubo tem

forma e dimensdes como na Figura 5.17, onde D é a medida da diagonal maior do losango que
define a base da piramide.

Figura 5.17: Piramide removida no terceiro truncamento das arestas do cubo

Na Figura 5.16, D é a altura do tridngulo relativa a base ¢. Aplicando o teorema de
. . ) l
Pitdgoras no tridngulo retangulo de hipotenusa c e catetos D e —, temos, com (5.12), que:

0\ 2
2 2

=D -
c +<2)

D? :3_62 _ ﬁ
4 4
202
D> ="
4
2
ngﬁ.

(5.15)

Aplicando agora o teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo da Figura 5.17, de
D
hipotenusa 3 e catetos H e 3 obtemos, usando (5.15):
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20
4 16
202
H> ="
16
Hsgﬁ (5.16)

Para determinar o volume da pirdmide, resta apenas calcularmos a drea da base. Como
esta é um losango, a drea equivale a metade do produto das diagonais. Falta-nos a medida d da

diagonal menor, ilustrada na Figura 5.18.

(STl
NS TR~

Figura 5.18: Base da piramide removida no terceiro truncamento das arestas do cubo

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo da Figura 5.18, de hipotenusa

D d
a e catetos 0} e > obtemos, por meio de (5.14) e de (5.15):

(343

%{}ﬁ+f

16 16 4

¢ 32 22

4 16 16

d* 2

4 16

d_t

2 4

d:é (5.17)

76



Portanto, por (5.15) e (5.17), a 4rea A;, da base da piramide € igual a:

Dd
Ay =—
)
e\/ig
2 2
Ay =—2 2
b 2

g
A, :\/?_62,

e, por (5.16) e (5.18), o volume V)3 da pirdmide € dado por:

(5.18)

]
Vp3:§AbH
_1evana
PPT3T8 4
63
- 5.1
48 (5.19)

Vi3

Substituindo (5.11), (5.13) e (5.19) em (5.9), concluimos que o volume V,;,- do dodeca-
edro rombico € igual a:

Vir =V — (4Vp1 +4Vp0 +4V)3)

AN
Var =0 — (—+—+—>

2 6 12
303
Vir =7 — v
53
Var =7 (5.20)

onde ¢ é a medida da aresta do cubo inicial.

Podemos determinar o volume do dodecaedro rombico em func¢do da medida de sua
aresta a. Empregando (5.14), temos que:

Y
=7
¢ :43£a. (5.21)

Substituindo (5.21) em (5.20), obtemos para o volume V;;, do dodecaedro rombico:

53
Var =—
dr—y
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<4a\/§>3
3
Vip =—~———7—

4
192433

Vdr - 24’17
163

Vdr :—\/_a3.

9

Logo, o volume V, do dodecaedro rémbico é dado por

16V3
= —a,

Vi
d 9

onde a é a medida da aresta do poliedro.

5.3.3 OCTAEDRO TRIAKIS

O octaedro triakis pode ser obtido por acumulacido do octaedro regular ao acoplarmos

uma piramide triangular em cada face, como na Figura 5.19.

na acumulacao.

Figura 5.19: Acumulag¢do do octaedro regular

O octaedro triakis € composto por 24 faces, 36 arestas € 14 vértices. Suas faces sdo

formadas por tridngulos isésceles e suas arestas tém dois comprimentos:

1. as 12 maiores sdo as arestas do octaedro regular sobre cujas faces se faz a acumulagio;

2. as 24 menores sdo as arestas laterais das pirimides acopladas as faces do octaedro regular

A Figura 5.3 ilustra o octaedro triakis e sua planificacdo.
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(a) (b)

Figura 5.20: Octaedro triakis: (a) sélido; (b) planificacio

Dessa forma, o volume V,;; do octaedro triakis € dado por
Vork = Vo + 8V, (5.22)

onde V,, € o volume do octaedro regular e V), € o volume da pirdmide acoplada. Essa pirimide
tem a forma e as dimensdes daquela ilustrada na Figura 5.21, onde a é a medida da aresta do

octaedro regular e x € a medida da aresta lateral da piramide acoplada.

b

Figura 5.21: Piramide da acumula¢do do octaedro regular

Para calcular o volume das pirdmides, precisamos estabelecer uma relagdo entre as
arestas curtas e as longas. Segundo (RESEARCH, 2018), ao formarmos o octaedro triakis a
partir de seu dual, o cubo truncado, com aresta unitdria, obtemos um octaedro triakis com a

maior aresta @ = 2 + /2 e a menor aresta x = 2.

Considerando a aresta maior com medida arbitraria a, temos, por semelhanca de trian-

gulos, que:
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a_2+\/§

x 2
2a:x<2+\/§)

2a
X =

242

22 2-V2
T 2422-V2
2a(2—\/§

X

=%

X =
x:(Z—

Sabemos que a base da pirdmide é um triangulo equildtero. Aplicando o teorema de

&l\)

) a. (5.23)

Pitdgoras no tridngulo retangulo da Figura 5.21, de hipotenusa x e catetos b e H, obtemos,
usando (3.11) e (5.23):

2 =H?+b*

(a (2—\/§>)ZZH2+ (#)2
H? =2 (6—4\6)—5

3
2 a

H=———Fa. (5.24)

O radical duplo em (5.24) pode ser escrito como

%51 —36V2 = \/51 —V/2592. (5.25)

Empregando a relag@o (3.36) para transformar o radical duplo (5.25), com A =51 e
B = 2592, obtemos:
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/ 1++/512-2592 1—+/512-2592
51— 2592:\/5 + 52 59 _\/5 52 59

m \/51+3 51_3
Voo 2 8

51— /2592 =v27 — /24
51 — /2592 =33 —2V/6. (5.26)

Substituindo (5.26) em (5.24), temos que:
a
=% (3v3-2v6)

H= <xf—¥> . (5.27)

A érea A, da base da piramide € a darea (3.10) do tridngulo equildtero. Assim, por

(3.10) e (5.27), temos que:
1

szgAbH
1453 2V6
=3 (f _T>
=36 (9 6f>
3=
="y 4 (5.28)

O volume do octaedro regular é dado por (3.17). Substituindo (3.17) e (5.28) em (5.22),

concluimos que o volume V,;; do octaedro triakis € igual a:

VOlk :V + 8V
V3
V{)tk 3 — + 8E (3 2\/_)
Vo = (2 _ \/§> & (5.29)
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Logo, o volume V,;; do octaedro triakis é dado por

Votk = (2 - \/§> a37

onde a € a medida da maior aresta do poliedro (ou a medida da aresta do octaedro regular).

Podemos também determinar o volume do octaedro triakis a partir da medida de sua

menor aresta x. Para tal, expressamos a em funcdo de x. Por (5.23), temos que:

(5.30)

Substituindo (5.30) em (5.29), obtemos:

Voik =a’ <2 — \/§>

Vo = (2_)“\@)3 (2—\/5)
3

X
Votk 2
(2-v2)
X 3+22
Votk =

2(3_2\/§> 3422

x3
Vo =7 (3+2v2)

2v2+3
2

Votk = x3 .

Logo, o volume V,;; do octaedro triakis é dado por

2v2+43
2

3
Votk = X,

onde x é a medida da menor aresta do poliedro (ou a aresta lateral da piramide acoplada na

acumulag¢do do octaedro regular).
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6 POLIEDROS DE JOHNSON

6.1 DEFINICAO

Segundo (LOPES, 2012), "um sélido de Johnson é um poliedro cujas faces sdao poli-
gonos regulares e nao sao sélidos Platdonicos, nem sélidos Arquimedianos, nem prismas e nem
antiprismas". Muitos dos poliedros de Johnson "sdo derivados dos Platonicos, dos Arquime-
dianos, dos prismas e antiprismas, por adi¢do ou remogdo de partes" (BATISTA; BARCELOS,
2017).

Norman W. Johnson (1930 - 2017), matematico estadunidense, enumerou, em 1966,
92 poliedros convexos nao-uniformes de faces regulares. Victor A. Zalgaller (1920 -), matema-
tico russo, provou, em 1969, que a lista de Johnson estava completa, ou seja, sdo somente 92

poliedros com as caracteristicas supracitadas.

6.2 TIPOS

Os 92 poliedros de Johnson podem ser encontrados em (BATISTA; BARCELOS,
2017) e em (RESEARCH, 2018). Apresentamos a seguir alguns deles.

1. Pirdmides

As piramides quadrada e pentagonal sdo poliedros de Johnson com numeracgdo J1 e J2,

respectivamente. A piramide triangular de faces regulares € um poliedro Platonico.

2. Cipulas

As cupulas sdo "solidos que tém duas faces paralelas (bases), de forma que a base
menor € formada por um poligono de n lados e a base maior por um poligono de 2n lados.
Lateralmente, as ctipulas possuem n tridngulos e n quadrados" (BATISTA; BARCELOS, 2017).
Ha a cupula triangular (J3), a cipula quadrada (J4) e a ctipula pentagonal (J5), esta dltima

ilustrada na Figura 6.1.
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Figura 6.1: Cudpula pentagonal (J5) (RESEARCH, 2018)

3. Rotunda pentagonal

Segundo (BATISTA; BARCELOS, 2017), a rotunda pentagonal (J6) tem a base menor
pentagonal, a base maior decagonal e as faces laterais sdo tridngulares e pentagonais, como

ilustra a Figura 6.2.

Figura 6.2: Rotunda pentagonal (J6) (RESEARCH, 2018)

4. Esfenocorona

Conforme (BATISTA; BARCELOS, 2017), a esfenocorona (J86), ¢ um poliedro for-
mado por um esfeno e por uma corona. Uma corona € uma composicao de 8 triangulos, en-
quanto um esfeno é uma composicdo de duas lunas adjacentes, sendo que uma luna é uma
composicao de dois triangulos e um quadrado, onde os tridngulos sdo anexados em lados opos-

tos do quadrado.

Figura 6.3: Esfenocorona (RESEARCH, 2018)
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6.2.1 OPERACOES DE TRANSFORMACAO

A maior parte dos poliedros de Johnson pode ser obtida através da combinacdo de
outros poliedros. Assim, podemos duplicar, aumentar, diminuir, girar ou alongar poliedros
Platonicos, Arquimedianos e os poliedros de Johnson dos quatro tipos mencionados anterior-

mente.

1. Duplicar

Podemos duplicar piramides, obtendo bipiramides, como a bipiramide pentagonal (J13)
e a bipiramide triangular (J12); as cupulas, obtendo a ortobicipula triangular (J27), a orto-
bicupula quadrada (J28) e a ortobicupula pentagonal (J30); a rotunda pentagonal, obtendo a

ortobirrotunda pentagonal (J34), ilustrada na Figura 6.4.

Figura 6.4: Ortobirrotunda pentagonal (J34) (RESEARCH, 2018)

2. Diminuir e/ou aumentar

Na operagdo de diminuir, removemos ctpulas ou piramides do icosaedro regular e do
rombicosidodecaedro, um poliedro Platonico e um poliedro Arquimediano, respectivamente.

Na Figura 6.5, ilustramos o processo de diminuir o icosaedro regular.

Figura 6.5: Processo de diminuir o icosaedro regular, obtendo o icosaedro metabidiminuido

(J62) e o icosaedro tridiminuido (J63)
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Na operacdo de aumentar, acoplamos a uma, duas ou trés faces de um poliedro pirdmi-
des ou ctpulas. Esse poliedro pode ser um prisma triangular, pentagonal ou hexagonal (J49 a
J57), o dodecaedro regular, o tetraedro regular, o cubo truncado e o dodecaedro regular truncado
(J58 a J61 e J66 a J71), e a rotunda pentagonal (J32). A Figura 6.6 mostra o acoplamento de

piramides sobre as faces de um prisma triangular.

Figura 6.6: Processo de aumentar o prisma triangular, obtendo o prisma triangular aumentado
(J49), o prisma triangular biaumentado (J50) e o prisma triangular triaumentado (J51)

3. Alongar e/ou girar

Na opera¢do de alongar, acoplamos um prisma ao poliedro ou inserimos um prisma
apos a separacdo de partes do poliedro, como por exemplo, a separacdo das duas piramides
de um bipiramide. Podemos alongar piramides, bipiramides, cipulas, a rotunda pentagonal e

alguns poliedros aumentados. Na Figura 6.7, ilustramos a bipirdmide quadrada alongada (J15).

Figura 6.7: Bipiramide quadrada alongada (J15)

Podemos também giroalongar poliedros. Para tanto, empregamos a operacdo de alon-

gar substituindo o prisma por um antiprisma, como na Figura 6.8.

Alguns poliedros de Johnson, como o disfendide achatado (J84) e o antiprisma qua-

drado achatado (J85), ndo podem ser obtidos a partir das operagdes descritas anteriormente.
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Figura 6.8: Bipiramide quadrada giroalongada (J17)

6.3 VOLUME

Calcularemos o volume de trés poliedros de Johnson: a rotunda pentagonal, a giro-
bictipula quadrada e o cubo truncado aumentado. Como estratégia para o calculo do volume,
decomporemos cada sélido em prismas e piramides ou em um sélido Arquimediano e outro

sé6lido de Johnson.

6.3.1 ROTUNDA PENTAGONAL (J6)

A rotunda pentagonal é composta por 17 faces, 35 arestas e 20 vértices. Suas faces sao

poligonos regulares, sendo 10 tridngulos, 6 pentdgonos e um 1 decdgono, como ilustra a Figura
6.9.

(a) (b)

Figura 6.9: Rotunda pentagonal (J6): (a) sélido; (b) planificagdo

A rotunda pentagonal pode ser obtida pela decomposic¢ao do icosidodecaedro, um po-

liedro Arquimediano, como ilustra a Figura 6.10.
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Figura 6.10: Rotunda pentagonal (J6): metade do icosidodecaedro

Podemos também decompor a rotunda pentagonal em piramides cujas bases sdo as
faces triangulares e as faces pentagonais da rotunda pentagonal e cuja aresta lateral € o raio da

esfera circunscrita ao icosidodecaedro, como ilustra a Figura 6.11.

Figura 6.11: Decomposi¢do da rotunda pentagonal (J6) em pirdmides triangulares e pentago-
nais

Dessa forma, o volume V,,, da rotunda pentagonal € dado por

onde V)1 € o volume da pirdmide pentagonal e V,,; € o volume da pirAmide triangular.

Para calcular os volumes V) € V), precisamos determinar a medida do raio da cir-
cunferéncia circunscrita ao icosidodecaedro. A Figura 6.12 mostra a base maior da rotunda

pentagonal apds a decomposi¢do da mesma em piramides triangulares e pentagonais.

1
Na Figura 6.12(b), o € igual a 0 do angulo central. Logo,

o 360°
20

=18°, (6.2)
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bR
bR

(a) (b)

Figura 6.12: Base maior da rotunda pentagonal (J6): (a) medidas no decdgono regular; (b)
medidas no tridngulo isésceles que compde o decagono regular

B =90°—a ="72°. (6.3)

Sabendo que
V51
4
(NOS et al., 2017), obtemos no tridngulo isésceles da Figura 6.12(b):

sen (18°) =

a
o 2
18°) ==
sen (18°) 5
\/5—1 _a
4  2b

2a

==

2a V5+1

V514541
V541

b=—

a, (6.4)

sendo a a medida da aresta da rotunda pentagonal e » a medida do raio da esfera circunscrita ao

icosidodecaedro.

Precisamos agora calcular as alturas H; e H, das pirdmides pentagonal e triangular,
respectivamente, ilustradas na Figura 6.13. Na Figura 6.13(a), r € a medida do raio da circunfe-
réncia circunscrita ao pentdgono regular, base da piramide pentagonal. Esse pentdgono regular

pode ser decomposto em tridngulos isOsceles, como mostra a Figura 6.14.
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(a) (b)

Figura 6.13: Medidas nas pirimides da decomposicao da rotunda pentagonal (J6): (a) pirdmide
pentagonal; (b) piramide triangular

a a
36°
r
hy
a a
54°
a
= 2

(a) b)

bR

Figura 6.14: Base da piramide pentagonal: (a) medidas no pentdgono regular; (b) medidas no
triangulo isésceles que compde o pentdgono regular

A medida de A1, no tridngulo da Figura 6.14(b), € dada por (4.23). Aplicando o teorema

. cn A a .
de Pitdgoras no tridngulo retangulo de catetos i e > e hipotenusa r, obtemos:

2
()

2
(25+10v5) a2

r? = +—
100 4

P2 :% (50+105)

V3011
, :504{—00\561. 6.5)
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Dessa forma, podemos calcular a altura H; aplicando o teorema de Pitdgoras no trian-
gulo retangulo de catetos H e r e hipotenusa b da Figura 6.13(a). Assim, empregando (6.4) e

(6.5), temos que:

b? :r2+H12
(6+2\/_> (50+10f)
H2_100+40f 5
f=———a
100
2
H]2:5+ \/gaz
5
2511
H, :5+0\/§a. 6.6)

Para determinar o volume V), da pirdmide pentagonal, precisamos da drea do penta-

gono regular de aresta a, dada por (4.24). Logo, usando (4.24) e (6.6), obtemos:

1
Vo1 =§AbH1
1125+ 10/5
Vi =§;\/_azg\/25+ 105
Vo 60(25+1of>
2V5+5
Vi :%a? (6.7)

Falta-nos, portanto, o volume da piramide de base triangular. Aplicando o teorema de
Pitdgoras no tridngulo retangulo de catetos h; e Hy e hipotenusa b da Figura 6.13(b), temos,
utilizando (3.11) e (6.4), que:

b =h% + H2
. @ /s )
o= (6+2v5) -5
2
2_4
3 =5 (42+18V5)
H, :—”42—218\/561' (6.8)

H4 um radical duplo em (6.8), o qual pode ser escrito, com o emprego de (3.36), como

\/42418v/5 = 1/42+ /1620 = 3v/3 +V/15. (6.9)
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Substituindo (6.9) em (6.8), temos para a altura da pirdmide triangular

i
Hy = Ma. 6.10)

A drea da base da piramide triangular é dada por (3.10). Assim, utilizando (3.10) e

(6.10), o volume V), da pirdmide triangular € igual a:

1
V2 =§Asz
1\/_ 2da
VpZ STCI — (3\/_+ \/_>
pz —72 (9+3\/_>
V5+3
Vin==7, a. (6.11)

Substituindo (6.7) e (6.11) em (6.1), concluimos que o volume V,, da rotunda penta-
gonal € igual a:

Vrp :6Vp1 + 10Vp2

T A

V= 61“2 (5+2f>+—(3+f>
Vi = 17‘[1—;45 3 (6.12)

Logo, o volume V,,, da rotunda pentagonal € dado por

17V5+45 4

Vrp = 12 a,

onde a ¢ a medida da aresta do poliedro.

6.3.2 GIROBICUPULA QUADRADA (J29)

A giropbicupula quadrada € composta por 18 faces, 32 arestas e 16 vértices. Suas faces

sdo poligonos regulares, sendo 8 faces triangulares e 10 faces quadrangulares, como ilustra a
Figura 6.15.
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\

() (b)

Figura 6.15: Girobicupula quadrada (J29): (a) sé6lido; (b) planificacao

Podemos decompor a girobictipula quadrada em duas ctipulas quadradas, que também

sao poliedros de Johnson (J4), como ilustra a Figura 6.16.

|

\ ¢ =>

Figura 6.16: Girobicuipula quadrada (J29): decomposi¢cao em duas ctipulas quadradas

Dessa forma, o volume Vg, da girobictipula quadrada € dado por
Veg = 2Veq, (6.13)

sendo V¢, 0 volume da cipula quadrada.

Ao projetarmos ortogonalmente as arestas das faces triangulares e das faces quadran-
gulares da cupula quadrada sobre o plano da base octogonal, temos o octdgono dividido com
dimensdes como na Figura 6.17, onde a é a medida da aresta da cupula quadrada, e, consequen-

temente, da girobictipula quadrada.

Para determinar a medida x na Figura 6.17, aplicamos o teorema de Pitdgoras no trian-

gulo retangulo de catetos x e hipotenusa a. Assim:

a* =2x%
2
. :ga_ (6.14)



/]

4]

a a
X
7]
a a
4] X
a [¢]
7]

/]

Figura 6.17: Projecao ortogonal das arestas das faces triangulares e das faces quadrangulares

da cupula quadrada sobre o plano da base ocotogonal

Dividimos a cupula quadrada seccionando-a segundo as projecoes da Figura 6.17, ob-

tendo prismas e piramides como na Figura 6.18.

=>

Figura 6.18: Decomposicao da cupula quadrada (J4) em prismas e pirdmides

Na decomposicao da cipula quadrada, obtemos um prisma reto de base quadrada, 4

prismas retos de base triangular e 4 piramides retas de base triangular, com dimensdes como na

Figura 6.19.

Figura 6.19: Poliedros obtidos na decomposi¢do da cuptila quadrada
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Dessa maneira, o volume V., da cipula quadrada € dado por
Veg = Vpg +4Vp +4V), (6.15)

sendo V), o volume do prisma reto de base quadrada, V), o volume do prisma reto triangular e

Vy, 0 volume da pirdmide.

Como conhecemos as dimensdes das bases de cada poliedro da Figura 6.19, resta-nos
calcular a medida H. Para tanto, aplicamos o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo de

catetos x e H e hipotenusa a. Usando (6.14), obtemos:

a2 :xz—i—H2
2
a* = (_aﬂ) +H?
2
242
H2 =22
@7
242
H?> ="
4
2
H zga. (6.16)

Agora temos condicdes de calcular o volume dos poliedros obtidos na decomposi¢ao

da ctpula quadrada. Iniciamos pelo volume V), do prisma de base quadrada. Como a drea A,

2

da base do prisma é A, = a“, empregando (6.16), temos que:

Vyg =ApH
a\/§
Vpg =a*——
pg =4 2
2
Vi :§a3. (6.17)

Para calcular o volume do prisma triangular, precisamos determinar a medida A; da

area da base. Empregando (6.14) e (6.16), obtemos:

1
Ab :E.XH
lav2aV?2
Ap ==
2 2 2
612
Ap :Z. (6.18)



Assim, por (6.18), o volume V), do prisma triangular € igual a:

th :Aba
a2
Vp[ :ZCI
3
a
Vi = (6.19)

Para finalizar, falta-nos o volume da piramide triangular. A drea A, da base dessa

piramide € dada, com o uso de (6.14), por:
1

Ab:Exx
_la\/za\/i
b7
2
Ap =—. 6.20
b= (6.20)

Logo, utilizando (6.16) e (6.20), temos que o volume V), da pirdmide triangular € igual

a:
1
Vp :gAbH
1 a*a\2
P34 2
V2 ;
V,=—a’. 6.21
P~ 24" ©.21)
Substituindo (6.17), (6.19), (6.21) em (6.15), obtemos para o volume V., da ctpula
quadrada:

Veqg =Vpg +4Vy +4V),

3 33
2 2
a\/_+4a_+4a\/_

V. =
“@ 4 24

3 3

2 2

chcza 2\/_+a3_|_a g/_

a3
mq=§43+2v§)

2v/243
Veg :%a? (6.22)

Substituindo agora (6.22) em (6.13), concluimos que o volume V,, da girobictpula

quadrada é igual a:
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Veqg =2Veq

2v2+3
Veq =24° \/_3+
4246
Veg = f; a. (6.23)

Logo, o volume V,, da girobictpula quadrada € dado por

4246
3

_ 3
Veqg = a’,

onde a ¢ a medida da aresta do poliedro.

6.3.3 CUBO TRUNCADO AUMENTADO (J66)

O cubo truncado aumentado é composto por 22 faces, 48 arestas e 28 vértices. Suas fa-
ces sdo poligonos regulares, sendo 12 faces triangulares, 5 faces quadradas e 5 faces octogonais,

como ilustra a Figura 6.20.

(a) (b)

Figura 6.20: Cubo truncado aumentado (J66): (a) sélido; (b) planificagao

Podemos decompor o cubo truncado aumentado em um cubo truncado e uma ctpula
quadrada, um poliedro Arquimediano e um poliedro de Johnson (J4), respectivamente, como

ilustra a Figura 6.21.

Dessa forma, o volume V., do cubo truncado aumentado é dado por

Veta = Ver + ch> (6.24)
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onde V¢, € o volume do cubo truncado e V., € o volume da ctipula quadrada.

" (L

Figura 6.21: Cubo truncado aumentado (J66): decomposi¢do em um cubo truncado e uma
cupula quadrangular

O volume da cipula quadrada ja foi calculado, sendo dado por (6.22). Assim, preci-
samos somente determinar o volume do cubo truncado. Ao truncarmos o cubo, removemos 8

pirdmides triangulares, uma de cada vértice, como na Figura 6.22.

=> =>
|

Figura 6.22: Truncamento do cubo

Dessa forma, o volume V,; do cubo truncado € dado por
Vct - VC - SVp’ (6.25)

sendo V. o volume do cubo e V), 0 volume da pirdmide removida a partir do vértice do cubo.

Para determinar as dimensdes dessas piramides, consideramos inicialmente a face qua-
drada do cubo. Ao truncarmos o cubo, a face octogonal do cubo truncado € definida como na

Figura 6.23(a), onde as partes sombreadas sdo as partes que serdo removidas no truncamento.
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(a) b)

Figura 6.23: (a) Face octogonal do cubo truncado a partir da face quadrada do cubo; (b) dngulos
e medidas na face quadrada do cubo e na face octogonal do cubo truncado

Considerando a como medida da aresta do cubo truncado, precisamos determinar o
valor da medida x, indicada na Figura 6.23(b), para calcular o volume das piramides removidas.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo de catetos x e hipotenusa a, obtemos:

a* =2x*
2
X zga. (6.26)

Dessa forma, a piramide removida possui forma e medidas como na Figura 6.24.

b

Figura 6.24: Piramide removida a partir dos vértices do cubo

3
Na Figura 6.24, a medida b € dada por (3.11), ou seja, b = ga. Aplicando o teorema
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de Pitdgoras no tridngulo retangulo de catetos b e H e hipotenusa x, temos, por meio de (3.11)

e (6.26), que:
2 —H2 1
2 2
a\/§ —H2 4 a\/§
2 N 3
612 Clz
H>=— =
2 3
o 3a® —2a?
6
2
a
H> ="
6
6
H :\/?—a. 6.27)

Como a base da pirdmide € um tridngulo equilédtero de lado a, temos por (3.10) que a

3
area Ap da mesma € igual A, = Taz. Dessa forma, usando (3.10) e (6.27), obtemos para o

volume da pirdmide:

1
szgAbH
_laz 3a\/6
P34 6
v _aV18
P72
V2 4
V3 2
Vo =554 (6.28)

Por fim, falta-nos calcular o volume do cubo original. Para tanto, determinamos pri-

meiramente a medida de sua aresta. Na Figura 6.23(b), percebemos facilmente que a aresta ¢

do cubo possui medida a + 2x. Logo, por (6.26), temos que:

c :a+a\/§
c= (\f2+ 1) a. (6.29)

Dessa forma, utilizando (6.29), obtemos para o volume do cubo original:
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3

V. =c
Ve= (a(l +\/§)>3
V, = (5[2 +7) &, (6.30)

Substituindo (6.28) e (6.30) em (6.25), temos que o volume do cubo truncado € igual

Voo =V, — 8V,
3
2
Vet :a3(7 +5\/§) — 8a2{
14/2
ch =a3 (7 + —\/_>
3
7 (2ﬁ + 3)
Ve :fa? (6.31)

Finalmente, substituindo (6.22) e (6.31) em (6.24), concluimos que o volume V,, do

cubo truncado aumentado € igual a:

Veta =Ver + ch

2./2 2.2
Vg =7d° (HTf) +d3 (HT\[)

16V2+24
Vera :7&. (6.32)

Logo, o volume V,;, do cubo truncado aumentado € dado por

16v2+24 4
= a

cta — )
3

onde a € a medida da aresta do poliedro.
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7 ATIVIDADES COM O GEOGEBRA

Como forma de aplicar os conhecimentos adquiridos neste trabalho, propomos para o
curso de Licenciatura em Matematica atividades para explorar o cdlculo do volume de poliedros
convexos por meio de sua composi¢ao/decomposicao através do GeoGebra 3D. As atividades

propostas também podem ser adaptadas para o Ensino Médio.

Para executar as atividades, o estudante precisa de um computador com o software
GeoGebra 3D instalado, ou com acesso a internet para utilizar o GeoGebra 3D online (GEO-
GEBRA, 2018a). O download do software pode ser feito no site oficial do GeoGebra (GE-
OGEBRA, 2018b) e ¢é gratuito. Antes de propor as atividades, descrevemos um roteiro para

utilizacdo do software.

7.1 GEOGEBRA 3D

Ao abrir o Geobegra, a tela inicial serd a da Figura 7.1.

€% GeoGebra Classic 5 — O *

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

E -A.___. /'/ ;’ 4:\‘ 'G/.' @ ‘3‘ N =) ‘%’

b Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagao X

Entrada:

Figura 7.1: Tela inicial do GeoGebra - Janela de Visualizagdo 2D
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Nessa tela, € possivel construir poligonos, curvas e fun¢des. Podemos remover a malha
quadriculada e/ou os eixos clicando com o botdo direito do mouse na op¢ao "Malha" ou "Eixos".
Essa janela serd titil quando criarmos uma vista 2D de um plano para visualizarmos as faces de
um poliedro apds truncamentos. Ha nela icones importantes, destacados na Figura 7.2, aos

quais recorreremos em muitas ocasioes.

R A1 P O O L N =2 )

Figura 7.2: Icones da tela inicial do GeoGebra

O primeiro deles, com o icone do mouse, € referente a selecdo. Com ele, podemos
mover a tela ou selecionar um ponto, segmento, curva ou poligono. E importante voltar a ele
sempre que se queira mexer na tela ou o programa continuard construindo, a cada clique, o que
o icone selecionado anteriormente determinar. Podemos voltar a essa op¢ao apertando a tecla
ESC do teclado.

O segundo icone € referente ao ponto. Nele podemos definir pontos, intersec¢des entre
dois objetos ou o ponto médio entre dois pontos. O terceiro icone € referente a reta. Nele
podemos construir retas, semirretas, segmentos e vetores. O quarto icone € referente ao que se
pode fazer com as retas. Nele, podemos construir retas perpendiculares ou paralelas a outras

retas e segmentos, passando por um ponto existente, assim como mediatrizes e bissetrizes.

O quinto icone € referente aos poligonos. Nele podemos definir poligonos a partir de
pontos existentes ou poligonos regulares a partir de dois pontos. O sexto icone é referente aos
circulos. Nele podemos construir circulos por dois ou trés pontos, semicirculos, arcos e setores
circulares. O sétimo icone é referente as cOnicas. Nele € possivel construir elipses, hipérboles e

pardbolas ou cOnicas por meio de cinco pontos dados.

O oitavo icone € referente aos dngulos. Nele podemos determinar o angulo entre duas
retas ou construir uma reta a partir de outra com uma declividade fixa. O nono icone é referente
as operacdes com entes geométricos. Nele podemos transladar, rotacionar ou refletir objetos,

assim como criar homotetias.

O décimo icone é referente aos controles. Nele podemos atribuir valores a controles
deslizantes e utilizd-los em objetos, assim como criar caixas de texto e inserir imagens. O
décimo primeiro e tltimo icone € voltado ao controle dos objetos. Nele podemos mover a janela,
ampliar, reduzir e esconder objetos ou seus rétulos. Podemos fazer isso tudo sem precisar desse

icone, por meio do mouse.
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Para construir poliedros, precisamos da "Janela de Visualizacdo 3D", que pode ser

aberta pelo comando Ctrl+Shift+3 ou clicando em Exibir > Janela de Visualizacdo 3D. Ela

surgird como na Figura 7.3.

'} GeoGebra Classic 5 — O x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

k] A5 D D& e A @ £)IN] nec £

» Janela de Algebra X/ || » Janela de Visualizagdo 3D X

Entrada:

Figura 7.3: Tela do GeoGebra com a Janela de Visualizacdo 3D

Podemos remover o plano e/ou os eixos da mesma forma que removemos a malha e

os eixos na janela 2D da Figura 7.1. A janela 3D possui alguns icones diferentes da janela 2D,

como ilustra a Figura 7.4.

R

Al A [P DB A @) L) N e

Figura 7.4: Icones da tela do GeoGebra com a Janela de Visualizagio 3D

Os trés primeiros icones, assim como o décimo primeiro, ndo contém outros elementos

em relacdo a janela 2D, porém os demais contém. No quarto icone, podemos determinar uma

reta perpendicular a um plano passando por um ponto existente. O quinto icone apenas constréi

poligonos com os pontos definidos, ndo dando a possibilidade de construir poligonos regulares

a partir de dois vértices.
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O sexto icone nos da a possibilidade de construir circulos dados um eixo € um ponto ou
dados um centro, um raio e uma direcao. O sétimo icone € referente a intersec¢do de superficies.
O oitavo icone € referente ao plano. Nele podemos determinar planos a partir de trés pontos,
um ponto e uma reta, duas retas ou um poligono, assim como determinar planos paralelos e

perpendiculares a planos existentes.

O nono icone € referente aos poliedros. Nele podemos construir prismas e piramides a
partir de seus vértices, assim como podemos fazer a extrusdao de um prisma ou de uma piramide
a partir de uma base e de uma altura. Essa op¢do nos dé apenas prismas e piramides retos, ou
seja, prismas e piramides nos quais a projecao ortogonal do vértice sobre a base é o centro da

mesma.

O décimo icone € referente as esferas. Nele podemos construir esferas a partir de dois
pontos ou um ponto e um raio. O décimo segundo icone permite refletir um objeto a partir de
um plano. O décimo terceiro icone nos da apenas a possibilidade de inserir caixas de texto.
Para criar controles deslizantes, é preciso retornar a janela 2D. O décimo quarto icone permite

rotacionar a janela para termos vistas diferentes dos objetos construidos.

Além dos icones, temos na parte inferior das janelas 2D e 3D uma tela de Entrada. Nela
podemos declarar objetos por meio de comandos e até mesmo criar poliedros Platdonicos por
meio de dois pontos. Ela sera util na constru¢@o de poliedros, pois precisaremos definir valores
para depois utilizd-los nas coordenadas dos vértices. Como os poliedros possuem muitas faces,

utilizamos a janela de entrada 2D para definir poligonos a partir dos vértices.

Na janela de Entrada, devemos digitar um comando e pressionar a tecla Enter. O

software ndo aceita declaracdes simultaneas.

Para as coordenadas dos vértices e das faces, utilizaremos o site Visual Polyhedra
(MCCOOEY, 2015). Neste, ha uma lista de poliedros e, ao selecionarmos um, teremos uma
vista 3D do mesmo com a op¢ao de rotaciond-lo. Existem também algumas informagdes sobre
o poliedro, como nimero de vértices, faces e arestas, angulo diedro, poliedro dual, os raios das
esferas inscrita e circunscrita (se o poliedro € regular) e o volume quando a aresta € unitéria.
Logo abaixo, hd a op¢do "coordinates", que nos fornece um arquivo de texto com as coordena-

das dos vértices e das faces, como ilustra a Figura 7.5.

Para utilizarmos as coordenadas para as faces, devemos digitar na tela de Entrada Po-
ligono() e entre parénteses devemos colocar os pontos separados por virgulas. No arquivo de
texto, ilustrado na Figura 7.5, as coordenadas estdo apenas com o nimero. Devemos entio

acrescentar a letra V antes de cada nimero para obter cada face.
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Triakis Tetrahedron

C8 = 9.6363961030678927719607599258%4 = O * =qrt(2) / 28
C1 = 1.86066017177982128660126654316 = 3 * sqri(2) / 4
ve = ( C1 c1, C1)
vi=(C1, -C1, -C1)
v2 = (-C1, -C1, (1)
V3 = (-C1, €1, -C1)
v4 = ( CB, -Ce, Ca)
Vs = ( C8 ce, -Ca)
Ve = (-C8 ce, Ca)
V7 = (-C8, -Ce, -Ca)
Faces:

{4, 8, 27}

{4, 2,17}

{4,1, 8 }

{5,8, 1}

{5, 1, 3 }

{5, 3, 87}

{6,9, 3}

{6, 3,2}

{6, 2, 8 7}

{7, 1, 2}

{7, 2, 3}

{7, 3,1}

Figura 7.5: Coordenadas do tetraedro triakis (MCCOOEY, 2015)

7.2 ATIVIDADES DE COMPOSICAO/DECOMPOSICAO DE POLIEDROS CONVEXOS

O objetivo das atividades € estabelecer uma estratégia para calcular o volume de um
poliedro convexo decompondo-o em (ou compodo-o a partir de) poliedros convexos de volume

conhecido, como prismas € piramides convexos.

Como proposta de atividades, comporemos/decomporemos trés poliedros convexos:

1. o cuboctaedro, um poliedro Arquimediano com 14 faces (8 triangulares e 6 quadrangula-

res), 24 arestas e 12 vértices;

2. o hexaedro tetrakis, um poliedro de Catalan com 24 faces triangulares, 36 arestas e 14

vértices;

3. o icosaedro tridiminuido (J63), um poliedro de Johnson com 8 faces (5 triangulares e 3

pentagonais), 15 arestas e 9 vértices.
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A Figura 7.6 ilustra os trés poliedros.

(a) (b) (©)

Figura 7.6: Poliedros para as atividades: (a) cuboctaedro; (b) hexaedro tetrakis; (c) icosaedro
tridiminuido(J63) (RESEARCH, 2018)

Nas atividades, descreveremos o processo de construcdo e os passos para decompor e

afastar os poliedros obtidos, porém nao efetuaremos o cédlculo do volume.

7.2.1 CUBOCTAEDRO

Na janela de Entrada, definimos o valor CO = sqrt(2)/2 e depois os pontos (vértices)

como abaixo. A Figura 7.7 ilustra a visualiza¢do dos pontos no GeoGebra.

V0 =(C0,0.0,C0)

V1 =(C0,0.0,—C0)
V2 =(—C0,0.0,C0)
V3 =(—C0,0.0,—C0)

<

6 =(—C0,C0,0.0)
V8 =(0.0,C0,C0)

V9 =(0.0,C0, —C0)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
V10 =(0.0, €0, C0)

(

V11 =(0.0,—C0, —C0)
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» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagao 30 X
-~ Mamero
e co=071
Paonto
----- ® V0={0.71,0,0.71)
----- ® Vv1=(0.71,0,-0.71)
----- ® Vv2={0.71,0,071)
----- ® V3i={0.710,-071)
----- ® Vva=(0.71,071,0)
----- ® Vv5=(0.71,0.71,0)
----- ® V6={071,071,0) Ve
----- ® V7={071,071,0) 2
----- ® v8-(0,0.71,0.71) ® o
----- ® Vv9=(0,0.71,-0.71) .V{,flll [ 4
----- ® VvV10=(0,0.71,0.71) i
----- ® vVi11=(0,-0.71,-0.M :
( ) 7 ®
g Y5
. @ Vo
.\H ®
Y11 V1
PY L
Entrada: H

Figura 7.7: Tela do GeoGebra ap6s a inser¢do dos pontos

Em seguida, formamos as faces do cuboctaedro digitando-as uma a uma na janela de

Entrada. A visualizacio do cuboctaedro serd como na Figura 7.8.

Poligono(V0,V5,V1,V4)
Poligono(V0,V8,V2,V10)
Poligono(V7,V2,V6,V3)
Poligono(V7,V11,V5,V10)
Poligono(V9,V1,V11,V3)
Poligono(V9,V6,V8,V4)
Poligono(V0,V4,V8)
Poligono(V1,V5,V11)
Poligono(V2,V7,V10)
Poligono(V3,V6,V9)
Poligono(V4,V1,V9)

(

Poligono(V5,V0,V10)

108



Poligono(V6,V2,V8)
Poligono(V7,V3,V11)
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- Mimero
. Co=0.71
Paonto
..... ® V0={0.71,0,0.71)
..... ® Vv1={0.71,0,-0.71)
..... ® Vv2={-0.71,0,0.71)
..... ® V3i={071,0,-0.71)
..... ® V4=(0.71,0.71,0)
..... ® Vv5=(0.71,-0.71,0)
..... ® V6=(-0.71,0.71,0)
..... ® V7=(0.71,071,0)
..... ® va={0,071,0.71)
..... ® vo={0,0.71,-0.71)
..... ® V10=(0,-0.71,0.71)
..... ® V11=(0,-0.71,-0.71)
Quadrilatero
..... ® q1=1
..... ® g2-1
..... ® g3=1
..... ® g4=1
..... ® g5=1
..... ® g6=1
Segmento

Entrada:

b

Figura 7.8: Tela do GeoGebra apds a insercao das faces

Podemos remover os rétulos dos pontos clicando com o botao direito do mouse sobre
a palavra Ponto na Janela de Algebra e selecionando a op¢io "Exibir R6tulo". Para mudar a
cor das faces e dos segmentos, clicamos sobre o nome Quadrilateros ou Triangulos e seleciona-
mos a opcao Propriedades. Nela, na aba Cor, escolhemos uma cor. Caso queiramos deixar os

segmentos mais grossos ou mais finos, na aba Estilo podemos alterar a Espessura da Linha.

O cuboctaedro pode ser obtido por meio do truncamento dos vértices do cubo ou do

octaedro. Exploraremos o caso do cubo e deixaremos o caso do octaedro a cargo do leitor.

Para definir o cubo original, primeiro determinamos segmentos que sio as diagonais
das faces quadradas do cuboctaedro, porém apenas de quatro das seis faces quadradas, como
ilustra a Figura 7.9. Para isso, utilizamos o terceiro icone na opcao "Segmento" e depois clica-
mos nos pontos que devem ser as extremidades do segmento. Caso seja necessario, rotaciona-

mos a tela.
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-~ Mamero
i Co=071
Ponto
..... ® V0=(0.71,0,0.71)
..... ® Vv1=(0.71,0,-0.71)
..... ® v2={(071,0,0.71)
..... ® Vv3=(-0.71,0,-071)
..... ® V4=(0.71,0.71,0)
..... ® Vv5={0.71,-0.71,0)
..... ® V6=(-0.71,0.71,0)
..... ® V7={0.71,071,0)
..... ® vE={0,071,0.71)
..... ® vo9={0,0.71,-0.71)
..... ® V10=(0,-0.71,0.71)
..... ® V11=(0,-0.71,-0.71)
Quadrilatero

ar

Entrada:

Figura 7.9: Tela do GeoGebra apds a inser¢do dos segmentos

Ap0s isso, tracamos retas paralelas aos segmentos passando pelos outros dois vértices
da face e marcamos os pontos de intersec¢do das retas, como mostra a Figura 7.10. Para tanto,
utilizamos o quarto icone na op¢do "Reta Paralela". Depois clicamos no segmento desejado
e no ponto pelo qual desejamos que a reta passe. Para determinar os pontos das interseccoes,
utilizamos o segundo icone na op¢ao "Intercessdo de Dois Objetos"e selecionamos as duas retas

que se intersectam.

Ocultamos as retas clicando sobre a palavra Reta na Janela de Algebra com o botdo
direito do mouse e selecionando a opcao "Exibir Rétulo". Em seguida, construimos piramides
cujas bases sdo as faces triangulares do cuboctaedro e cujo vértice € o ponto de interseccao
das retas definidas na Figura 7.10. Para tal, utilizamos o nono icone na op¢ao "Piramide" e
selecionamos os vértices do poligono da base e depois o ponto da intersec¢io definido no passo
anterior. Para que a pirdmide seja construida, € preciso selecionar os pontos formando o ca-
minho poligonal e depois o ponto inicial para fechar a superficie poligonal. Por uma questao

visual, os pontos foram ocultados, como ilustra a Figura 7.11.
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Ponto

----- ® A=(-0.71,0.71,0.71)
----- ® B=(-0.71,-0.71,0.71)
----- ® C=(0.71,-0.71,0.71)
----- ® D=(-0.71,-0.71,-0.71)
----- ® E=(0.71,-0.71,-0.71)
----- ® F=(0.71,0.71,-0.71)
----- ® G=(0.71,0.71,0.71)
----- ® H=(-0.71,0.71,-0.7T1)
----- ® V0=(0.71,0,0.71)
----- ® V1=(0.71,0,-0.71)
----- ® v2=(0.71,00.71)
----- ® V3=(-0.71,0,-071)
----- ® V4=(0.71,0.71,0)
----- ® V5=(0.71,-0.71,0)
----- ® V6={-0.71,071,0)
----- ® V7={-0.71,071,0)
----- ® Vve=(0,0.71,0.71)
----- ® v9=(0,0.71,-0.71)
----- ® V10=(0,-0.71,0.71)
----- ® V11=(0,-0.71,-0.71)
Quadrilatero

ar

Entrada:

Figura 7.10: Tela do GeoGebra ap6s a insercao das retas paralelas aos segmentos
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- Nimero "
e Cco=071
Pirdmide
----- ® a=0.06
----- ® b=0.06
----- ® c=0.06
----- ® d=0.06
----- ® e=0.06
----- ® o0=0.06
----- ® s=0.06
Ponto
----- A=(-071,071,0.71)
----- B=(-0.71,-0.71, 0.71) kA4 4
----- C=(0.71,0.71,0.71)

----- D={(-0.71, 0.71, -0.71)
----- E={0.71,-0.71, -0.71)
..... F={0.71,0.71, -0.71) (‘

----- G=(0.71,0.71,0.71)
..... H={-0.71,0.71, -0.71)
..... V0 ={0.71, 0, 0.71)

..... Vi =(0.71,0,-0.71)
..... V2 ={-0.71,0,0.71)
..... V3 =(-0.71,0,-0.71)
..... V4=(0.71,0.71,0)

..... V5 =(0.71, 0.71,0)

----- V6 =(-0.71, 0.71, 0)
..... MT=InT74 074 m
< >

Entrada:

Figura 7.11: Tela do GeoGebra ap6s a inser¢ao das piramides
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Temos assim o cubo original. Podemos agora determinar a medida da aresta do cubo,
ou considerar para a mesma uma medida arbitrdria a, e remover o volume das oito piramides

construidas na Figura 7.11 do volume do cubo.

Para determinar uma relacdo entre a aresta do cubo e a aresta do cuboctaedro, utili-
zamos o oitavo icone para criar um plano que passe por uma das faces do cubo, selecionando
trés pontos ou dois segmentos da face quadrada. Depois, clicamos sobre o plano com o botdo
direito do mouse e selecionamos a op¢ao "Criar vista 2D de t", onde t € o nome do plano. Sera

aberta uma janela de visualizacdo como na Figura 7.12.
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© Mimero A * &
fo co=0.71

Pirdmide

a=10.06
b = 0.06
c=10.06
d = 0.06
e =0.06
0 =0.06
s=10.06
-~ Plano
@ t1y=-071

FPonto
----- A=(-0.71,071,0.71)
..... B=(-0.71,-0.71,0.71)
----- C={0.71,-0.71,0.71)
----- D ={-0.71, -0.71, -0.71)
----- E=(0.71,-0.71,-0.71)
----- F=(0.71,0.71,-0.71)
..... G=(0.71,0.71,0.71)
----- H={-0.71,0.71,-0.71)
----- V0 =(0.71,0,0.71)
----- V1 =(0.71, 0, -0.71)
..... V2 =(-0.71,0,0.71)
----- V3 =(-0.71, 0, -0.71)
..... V4 =(0.71,0.71,0)
..... VE=iNn74 nNn74 m

Entrada:

Figura 7.12: Tela do GeoGebra com a vista 2D do plano da face do cubo

Nessa janela 2D, podemos constatar que a diagonal da face quadrada do cuboctaedro
¢ a aresta do cubo original. Dessa forma, obtemos também a medida das arestas laterais das

piramides.
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7.2.2 HEXAEDRO TETRAKIS

Na janela de Entrada, definimos os valores CO = 3 xsqrt(2)/4 e C1 =9xsqrt(2)/8 e
logo apds os pontos como abaixo. A Figura 7.13 ilustra a visualizacdo dos pontos no GeoGebra.

V0 =(0.0,0.0,C1)
=(0.0,0.0,—C1)
V2 =(C1,0.0,0.0)
V3 =(—C1,0.0,0.0)
V4 =(0.0,C1,0.0)
V5 =(0.0,—C1,0.0)
V6 =(C0,C0,C0)
V7 =(C0,C0,—C0)
V8 =(C0, —C0,C0)
V9 =(C0,—C0,—C0)
V10 =(—C0,C0,C0)
V11 =(—C0,C0,—C0)
V12 =(—C0,—C0,C0)
V13 =(—C0,—C0,—C0)

N

Q GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A/\'\*Qé 4 @&

¥ Janela de Algebra

» Janela de Visualizagio 3D

- Nimero

C0=1.06
C1=1.59

Ponto

V0 = (0, 0,1.59)

V1 ={0,0,-1.59)

V2 =(1.59,0,0)

V3 =(-1.59, 0, 0)
V4 = (0, 1.59, 0)

V5 = (0, -1.59, 0)

V6 = (1.06, 1.06, 1.06)
V7 = (1.06, 1.06, -1.06)
V8 = (1.06, -1.06, 1.06)
V9 = (1.06, -1.06, -1.06)
V10 = {-1.06, 1.06, 1.06)
V11 = {-1.06, 1.06, -1.06)
V12 = (-1.06, -1.06, 1.06)
V13 = (-1.06, -1.06, -1.06)

Entrada:

W12

Wa

W13

1 0/0
L

VE 41
®

°| ABc :@»

WA Ve
LN

V1 Y9
L ]

>

Figura 7.13: Tela do GeoGebra ap6s a inser¢ao dos pontos
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Na préxima etapa, formamos as faces do hexaedro tetrakis digitando-as uma a uma na

janela de Entrada. A visualizacdo do hexaedro tetrakis serd como na Figura 7.14.

Poligono(V0,V6,V10)
Poligono(V0,V10,V12)
Poligono(V0,V12,V3)
Poligono(V0,V8,V6)
Poligono(V1,V7,V9)
Poligono(V1,V9,V13)
Poligono(V1,V13,V11)
Poligono(V1,V11,V7)
Poligono(V2,V6,V8)
Poligono(V2,V8,V9)
Poligono(V2,V9,V7)

)

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(
Poligono(V2,V7,V6
Poligono(V3,V10,V11)
Poligono(V3,V11,V13)
Poligono(V3,V13,V12)
Poligono(V3,V12,V10)
Poligono(V4,V6,V7)
Poligono(V4,V7,V11)
Poligono(V4,V11,V10)
Poligono(V4,V10,V6)
Poligono(V5,V8,V12)
Poligono(V5,V12,V13)
Poligono(V'5,V13,V9)

(

Poligono(V5,V9,V8)
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----- ® t1=126
----- ® t10=1.26
----- ® t11=126
----- ® t112=126
----- ® t113=126
----- ® t14=126
----- ® t115=1.26
----- ® t16=1.26
----- ® t117=126
----- ® t118=1.26
..... ® t19=1.26 W1 W0
----- ® t2=126 d
----- ® t20=1.26
----- ® t21=126
----- ® t22=1.26
----- ® t23=1.26
----- ® t24=126
----- ® t3=126
----- ® t4=126
----- ® t5=1.26
----- ® t6=1.26
----- ® t7=126
----- ® t8=126
----- ® t9=126 v

ar

Entrada:

Figura 7.14: Tela do GeoGebra ap6s a inser¢do das faces

Como o hexaedro tetrakis é obtido pela acumulacdo de uma piramide sobre cada uma
das faces de um cubo, podemos afastar essas piramides para mostrar a decomposicao do hexa-

edro tetrakis em seis piramides congruentes e um cubo.

Para isso, determinamos inicialmente o centro do hexaedro tetrakis. Utilizamos o se-
gundo icone na op¢do "Ponto Médio ou Centro" e selecionamos dois vértices de duas pird-
mides de bases paralelas. Depois, selecionamos a opcdo Exibir > Janela de Visualizagcdo ou
Ctrl+Shift+1 e criamos um controle deslizante por meio do décimo icone. O valor minimo
desse controle serd 0 e o valor maximo serd 15. Esse controle serd o raio da esfera com centro

no centro do hexaedro tetrakis.

Para criar essa esfera, utilizamos o décimo icone da Janela de Visualizacdo 3D na
opc¢ao "Esfera dados Centro e Raio". Selecionamos o ponto definido como centro e uma tela
surgird solicitando a medida do raio. Nela, devemos digitar o nome do controle deslizante e

confirmar. Teremos entdo a tela como na Figura 7.15.
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- Esfera ~
@ oEepEer=1
MNdimero
C0=1.06
C1=1.59
- . a=1
_ Plang a1
o b: 5.06z=10
o h:5.06x=0 E  —
Ponta
----- ® A=(0,0,0)

----- ® V0=(0,0,1.59)

----- ® V1=(0,0,-1.59)

----- ® V2=(1.59,0,0)

----- ® V3=(-1.5900)

----- ® V4=(0,1.59,0)

----- ® V5=(0,-1.59,0)

----- ® V6 =(1.06, 1.06, 1.06)
----- ® V7 ={(1.06, 1.06, -1.06)
----- ® VE={(1.06,-1.06, 1.06)
----- ® V9=(1.06, -1.06, -1.06)
----- ® V10 =(-1.06, 1.06, 1.06)
----- ® V11 =(-1.06, 1.06, -1.06)
----- ® V12 =(-1.06, -1.06, 1.06)
----- ® V13 =(-1.06, -1.06, -1.06)
Segmento

oM A
< >

Entrada:

Figura 7.15: Tela do GeoGebra ap6s a construcao da esfera

Ao mover o controle deslizante, ilustrado na coluna central da Figura 7.15, percebemos
que o raio da esfera aumenta ou diminui de acordo com o valor do controle. Em seguida, por
meio do oitavo icone, definimos dois planos que passam pelo centro do hexaedro tetrakis e
pelos dois vértices das piramides selecionados anteriormente, € aumentamos o raio da esfera por
meio do controle deslizante. Depois, utilizamos o sétimo icone para determinar a intersec¢ao

da esfera com cada um dos planos. como ilustra a Figura 7.16.

Na sequéncia, ocultamos os planos e a esfera da tela e construimos, por meio do ter-
ceiro icone, retas que unem os vértices das piramides de bases paralelas. Depois, com o segundo
icone, definimos a intersec¢do dessas retas com as circunferéncias determinadas pela intersec-
¢d0 da esfera com os planos - Figura 7.16. Ap0s isso, construimos vetores cuja origem € o
centro do hexaedro tetrakis e cujas extremidades s@o os pontos das intersec¢do das retas com as

circunferéncias, como ilustra a Figura 7.17.
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={0,0,0)+(0,1.41 c1

=(0,0,0) +(1.41 cos

@ ey er=4
Nimero

----- C0=1.06

----- C1=159 a=2

Plano
----- b: 5.062=10

----- ® A=(0,0,0)

----- ® vo=(0,0,1.59)

----- ® Vv1=(0,0,-1.59)

----- ® v2=(1.59,0,0)

----- ® Vv3i=(-1.59,0,0)

----- ® v4=(0,1.59,0)

..... ® v5=(0,-1.59,0)

----- @ V6 =(1.06, 1.06, 1.06)
----- ® V7 =(1.06, 1.06, -1.06)
----- @ V8 =(1.06,-1.06, 1.06)

----- ® V9 =(1.06,-1.06,-1.06)
..... B vin=11nRk 108 1 NARL
€ >

Entrada:

Figura 7.16: Tela do GeoGebra ap6s a interseccio das superficies
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%xZ#ng @ clN]fec]=] ==

» Janela de Algebra » Janela de Vist| » Janela de Visualizagio 3D e
- Cdnica "
@ BX=(0,0,0)+(0,1.41 c
) g X=(0,0,0)+(1.41 cos
-~ Esfera
[ Xy =4

Nimero
----- C0=1.06
----- C1=1.53

Plano
----- b: 5.062=0
----- d: 5.06y =0
----- e:5.06x=0
----- h: 5.06x=0
Paonto
----- ® A=(0,0,0)

®
omMmon

----- ® V0=(0,0,1.59)
----- ® V1=(0,0,-1.59)
----- ® Vv2=(1.59,0,0)
----- ® V3=(-1.59,0,0)
..... B vA=in 41Ka N v

Entrada:

Figura 7.17: Tela do GeoGebra apds a construcao dos vetores
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Em seguida, ocultamos as retas e as circunferéncias e construimos as piramides por
meio do nono icone na op¢ao "Piramide". Depois utilizamos o comando Transladar() na janela
de Entrada. Nele, digitamos o nome da piramide e do vetor, separados por virgula, dentro dos
parénteses. Caso persistam duvidas sobre qual pirdmide transladar por cada vetor, usamos a
Janela de Algebra e selecionamos cada pirdmide e cada vetor e eles aparecerdo na Janela de
Visualizacdo com uma cor diferente, até que sejam encontrados os vetores correspondentes a

cada piramide.

Logo apds, ocultamos as piramides cujo nome ndo possui o simbolo > (como m’) cli-
cando na bolinha azul ao lado do nome da pirdmide, na Janela de Algebra. Teremos assim a

tela como na Figura 7.18.

77 hexaedro triakis.ggb - O x
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I -~ Bl ) 4 @) 4] N nec] 4]

[

» Janela de Algebra X | » Janela de VisL| b Janela de Visualizagdo 3D >
Cdnica ”
EX=(0,0,0)+(0,1.41
0: X=(0,0,0)+{1.41 cos

-~ Esfera

[ CEry =4
MNimero

----- C0=1.06

----- C1=159

----- ® a=2
Pirdmide

----- 0=0.8

----- ® o-08

..... p=0.8

----- ® p-08

..... q=0.8

----- ® gq-08

----- r=08

----- ® r-o08

----- s=0.8

W
0]
(=]

A
-

Entrada:

Figura 7.18: Tela do GeoGebra apés a translagdo das piramides

Por fim, definimos o cubo central por meio do nono icone na opc¢ao "Prisma". Depois,
ocultamos os vetores, 0s segmentos e os tridngulos. Caso as piramides ndo aparecam, clicamos,
na Janela de Algebra, nas bolinhas azuis das pirAmides cujo nome possuem um ’. Caso o cubo
ndo apareca, devemos fazer o mesmo. Teremos entdo o hexaedro tetrakis decomposto como na
Figura 7.19. Podemos mover o controle deslizante para obter o poliedro original, quando o seu

valor for 0, ou sua decomposicao.
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Tridngulo ~

----- faceVOV10V12=1.26

----- faceVOV10VE = 1.26

----- faceVOV12VE = 1.26

----- faceVOVEVE = 1.26

----- faceV10V11V3=1.26

----- faceV10V11vV4=1.26

----- faceV10V12V3=1.26

----- faceV10V4VE = 1.26 -

----- faceV11V13V3i=1.26

----- faceV11V4AVT = 1.26

----- faceV12V13V3i=1.26

----- faceV12V13Vv5=1.26

----- faceV12V5VE = 1.26

----- faceV13V5V9 = 1.26

----- faceVIV11V13=1.26

----- faceVIV11V7 = 1.26

----- faceV1V13V9 =1.26

----- faceV1V7VO = 1.26

----- faceV2VeV7 = 1.26

----- faceV2V6VE = 1.26

----- faceV2Vive = 1.26

----- faceV2Vavo = 1.26

----- faceV4AVEVT = 1.26

----- faceV5VEVO = 1.26

----- =126
..... HMNn=12/ b

< »

Entrada: H

Figura 7.19: Tela do GeoGebra apds as ocultacdes

O hexaedro tetrakis possui arestas curtas e arestas longas. Por meio de (MCCOOEY,
2015), podemos obter o valor de cada aresta e generaliza-lo, como fizemos no Capitulo 5. Logo,
teremos um cubo de aresta a, onde a é a maior aresta do hexaedro tetrakis, e seis piramides de

base quadrada de arestas laterais de medida x, onde x € a menor aresta do hexaedro tetrakis.

7.2.3 ICOSAEDRO TRIDIMINUIDO (J63)

Definimos dois pontos arbitrarios A e B. Depois, na janela de Entrada, digitamos Ico-

saedro(A, B) e pressionamos a tecla Enter. O icosaedro regular serd construido como na Figura

7.20.
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Icosaedro ol

..... ® E=(4.24,3.02 231
..... ® F=(-224,3.02231)
..... ® G=(-2.24,-071,374)
..... ® H=(4.24, 0.71,3.74)
----- ® 1-(1,4893.74)

..... ® J={1,-1.156.05)
..... ® K=(3,2.31,6.05)
..... ® L={1,23,6.05)

Segmento

----- ® arestaAB=4

----- ® arestaAC=4

----- ® arestaAD=4

----- ® arestaAF=4

----- ® arestaAG=4

----- ® arestaBC=4

----- ® arestaBD=4

----- ® arestaBE=4

----- ® arestaBH=4

----- ® arestaCE=4

----- ® arestaCF=4

..... B arnetacl — A

Entrada:

ar

Figura 7.20: Tela do GeoGebra ap6s a construcio do icosaedro regular

Selecionando os vértices da maior diagonal do icosaedro regular, definimos, por meio
do segundo icone, o ponto médio dessa diagonal, obtendo o centro do icosaedro regular. Sele-
cionamos entdo a op¢ao Exibir > Janela de Visualizac¢do ou Ctrl+Shift+1 e criamos um controle
deslizante por meio do décimo icone. O valor minimo desse controle serd 0 e o valor maximo

serd 15. Esse controle serd o raio da esfera com centro no centro do icosaedro regular.

O icosaedro tridiminuido € o icosaedro regular do qual sdo removidas trés piramides
de base pentagonal. Determinamos os vértices dessas trés piramides e tracamos trés retas com
o terceiro icone, na op¢ao "Reta". Cada reta deve passar por um dos trés vértices e pelo centro
do icosaedro regular. Depois, determinamos a intersec¢ao da esfera com cada reta por meio do
segundo icone, na opcdo "Intercessdo de Dois Objetos", para obtermos os pontos que serao as

extremidades dos vetores, como ilustra a Figura 7.21.

Construimos entdo os vetores por meio do segundo icone na op¢do "Vetor". Antes,
aumentamos o raio da esfera por meio do controle deslizante para ndo selecionar os pontos do
icosaedro regular ao invés dos pontos das intersec¢des. Caso isso aconteca, o controle deslizante
ndo unird os poliedros para formar o icosaedro regular. Logo apds, ocultamos as retas e a esfera

e obtemos o icosaedro como na Figura 7.22.
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Icosaedro b=43
------ ® a=13963
Nimero
...... . h=43
Ponto
----- ® A=(10)
----- ® B=(3,0)

----- ® C=(1,346,0)

..... ® D=(1,-258231)
..... @ E-=(4.24,3.02231)
..... ® F=(-2.24,3.02231)
..... ® G=(-2.24,-0.71,3.74)
..... ® H=(4.24, 0.71,3.74)
----- ® 1=(1,4.89,3.74)

----- ® J=(1,-1.156.05)

..... ® K=(3,2.31,6.05)

..... @® L=(1,231,6.05)

..... ® M=(1,1.153.02)

..... ® N=(3.26,-0.15,-0.39)
..... ® 0=(-1.26, 246, 6.44)
..... @ P=(-2.66,-0.95,3.83)
..... @ Q-=(4.66,3.27,2.22)
..... ® R=(3.26,2.46, 6.44)
..... ® 5-=(-1.26,-0.15,-0.39)

Minbn

< >

Entrada: H

P
W

Figura 7.21: Tela do GeoGebra ap6ds construcdo da esfera e das retas
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Paonto A

----- ® A={1,0)

----- ® B=(3,0) h=43 0

----- ® C=(1,346,0) . .L

..... ® D=(1,-258 2.31)

----- ® E=(4.24,3.02 2.31)

----- ® F=(-224,3.02231)

----- ® G=(-224,071,374)

----- ® H=(4.24, 0.71,3.74)

..... ® 1=(1,489,3.74)

..... ® J={1,-1.156.05

..... ® K=(3,2.31,6.05

..... ® L=(1,231,6.05)

..... ® M=(1,1.15,3.02)

----- ® N=(3.26,0.15, -0.39)

..... ® 0=(-1.26,2.46, 6.44)

----- ® P=(-2.66,-0.96, 3.83)

----- ® Q=(4.66,3.27,2.22)

..... ® R=(3.26,2.46, 5.44)

----- ® 5=(-1.26,-0.15,-0.39)
Reta

..... f:X=(-2.24, 0.71, 3.74)+

..... 0:X=1(3,2.31,6.05) + A (.

..... h:¥X=(3,0,0)+A{-2 11

- Segmento

@ arestaAB =4

B aractad™ =4
< >

Entrada: 5

P
L

Figura 7.22: Tela do GeoGebra ap6s a construcao dos vetores
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Definimos entdo as piramides que serdo removidas por meio do nono icone, na op¢ao

"Piramide". Teremos a tela como na Figura 7.23.
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LRIl &> el 4] @) £ N x5
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Pentdgono A

----- ® faceACEHD = 27.53

----- ® faceADJLF = 27.53 h=43

----- ® faceEHJLI=27.53
Pirdmide

----- ® B=(3,0)

----- ® C=(1,3.46,0)

..... ® D=(1,-2.58 2.31)
..... ® E=(4.24,3.02,2.31)
..... ® F=(-224,3.02231)
..... ® G=(-2.24,0.71,374)
..... ® H=(4.24, 0.71,3.74)
..... ® 1=(1,4.80,3.74)

..... ® J=(1,-1.15,6.05)

..... ® K=(3,2.31,6.05)

..... ® L=(1,2.31,6.05)

..... ® M=(1,1.15,3.02)

..... ® N=(3.26,-0.15,-0.39)
..... ® 0=(-1.26, 2.46, 6.44)
..... ® P=(-2.66,-0.96, 3.83)

----- ® Q=1(4.66,3.27,2.22)
..... B B={1IR DAR R A
£ >

&
T

Entrada:

Figura 7.23: Tela do GeoGebra ap6s a defini¢do das piramides a serem removidas

Utilizamos agora o comando Transladar() na janela de Entrada. Nele, digitamos o
nome da pirdmide e do vetor, separados por virgula, dentro dos parénteses. Assim, obtemos as

translacdes como na Figura 7.24.

Por fim, ocultamos as piramides cujos nomes ndo possuem ’. Depois, ocultamos os
vértices das piramides que transladamos, pois os mesmos fazem parte do icosaedro e nao das

piramides, assim como os tridngulos que eram faces do icosaedro.

Devemos ter cuidado ao selecionar os segmentos e poligonos, pois o software consi-
dera o que estd mais proximo. Caso seja necessdrio, utilizamos o zoom e/ou rotacionamos a

tela. Obtemos assim o icosaedro tridiminuido e as trés pirdmides, como na Figura 7.25.

Como o icosaedro regular tem todas as arestas de mesma medida, as arestas das pi-
ramides removidas também tém essa medida. Dessa forma, podemos calcular o volume do
icosaedro tridiminuido multiplicando o volume da pirdmide removida por trés e diminuindo

esse volume do volume do icosaedro regular, determinado no Capitulo 3.
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Figura 7.24: Tela do GeoGebra ap6s a translacao
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Figura 7.25: Tela do GeoGebra ap6s as ocultagdes

123




8 CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho duas estratégias para calcular o volume de poliedros con-
vexos: a decomposicdo do poliedro em poliedros de volume conhecido; a eliminacdo de po-
liedros de volume conhecido de um poliedro de volume também conhecido. Aplicamos as
estratégias para calcular o volume de alguns poliedros de cada uma das seguintes classes:
poliedros Platonicos, poliedros Arquimedianos, poliedros de Catalan e poliedros de Johnson.
Utilizamos o software GeoGebra 3D para a constru¢do dos poliedros e também para as com-
posicdes/decomposicdes. No Capitulo 2, as imagens de algumas operacdes sobre poliedros
também foram construidas com o GeoGebra 3D, uma vez que ndo encontramos tais imagens na

literatura.

Ao construir a maior parte das figuras deste trabalho no GeoGebra 3D, motivamo-nos
a propor atividades para explorar o aplicativo na composi¢ao/decomposicao de poliedros com
o objetivo de estabelecer estratégias para o calculo do volume. Essas atividades sdo propostas
no capitulo final e foram pensadas para o Curso de Licenciatura em Matemdtica, podendo ser

adaptadas para o Ensino Médio.

As principais dificuldades enfrenta-
das na elaboragdo deste trabalho foram a es-
cassa bibliografia em Lingua Portuguesa, a
obtencdo das coordenadas dos vértices e das
faces de alguns poliedros, uma vez que o Vi-
sual Polyhedra nao forneceu essas coordena-
das para todos os poliedros pesquisados, € o

calculo da altura de pirdmides em algumas

decomposicdes, como a do poliedro de Joh-
son J17, a bipiramide quadrada giroalongada.
A decomposicao desse poliedro, ilustrada na
Figura 8.1, gera duas piramides quadrangu-
Figura 8.1: Bipirimide quadrada giroalongada lares ¢ um antiprisma. Em todas as tentati-
(J17): decomposi¢do em duas pirAmides qua- Vvas de decompor o antiprisma, deparamo-nos
drangulares e um antiprisma com pirdmides sem dados suficientes para de-

terminar a medida da altura.
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Esperamos que este trabalho seja util aos estudantes do Curso de Licenciatura em
Matemitica, principalmente na disciplina de geometria espacial, e também aos professores de
matematica da Educag@o Basica. Como sugestdo de continuidade, propomos o cédlculo do vo-
lume dos poliedros de Kepler-Poinsot e dos antiprismas, poliedros que ndo sao abordados no

Ensino Médio e nos cursos de Licenciatura em Matematica.
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