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RESUMO

ALMEIDA, Agatha Penteado. GERACAO COMPUTACIONAL DE MALHAS BIDIMENSI-
ONAIS ESTRUTURADAS EM TORNO DA ASA DE UMA AERONAVE. 99 {. Trabalho de
conclusdo de curso — Curso de Licenciatura em Matemadtica, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2017.

Apresentamos neste trabalho as equacdes de Thompson e as empregamos para gerar computa-
cionalmente malhas bidimensionais estruturadas para regides simplesmente e duplamente cone-
xas. Para a fronteira interna de regides duplamente conexas, selecionamos alguns perfis de asa
de uma aeronave. Discretizamos as equagdes usando diferencas finitas e utilizamos o Método
SOR para solucionar numericamente o sistema de equacdes lineares proveniente da discretiza-
cdo.

Palavras-chave: EquacGes de Thompson, malhas estruturadas, perfis de asa de uma aeronave,
Meétodo de Diferencas Finitas, Método SOR.



ABSTRACT

ALMEIDA, Agatha Penteado. COMPUTATIONAL GENERATION OF STRUCTURED TWO-
DIMENSIONAL MESHES AROUND THE WING OF AN AIRCRAFT. 99 f. Trabalho de
conclusdo de curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2017.

We present in this work the Thompson equations and we use them to generate computationally
structured two-dimensional meshes for simply and doubly connected regions. For the internal
border of doubly connected regions, we selected some wing profiles of an aircraft. We discretize
the equations using finite differences and we use the SOR Method to solve numerically the linear
system of equations from the discretization.

Keywords: Thompson equations, structured meshes, wing shapes of an aircraft, Finite Diffe-
rences Method, Sucessive Over-Relaxation Method.



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1.1 — Malha estruturada: (a) bidimensional (POINTWISE, 2012); (b) tridi-
mensional (NOS, 2007) ... ...ttt et
FIGURA 1.2 — Malha nao estruturada: (a) bidimensional (POINTWISE, 2012); (b) tri-
dimensional (EBAH, 2017a) ........ ... i
FIGURA 1.3 — Malha estruturada para regido simplesmente conexa (EBAH, 2017b) ...
FIGURA 1.4 — Malha estruturada para regido duplamente conexa (THOMPSON, 1985)
FIGURA 1.5 — Caracteristicas de um perfil aerodindmico (ALVES, 2015) ............
FIGURA 1.6 — Diferentes tipos de asa (DHARKLESS, 2015) .......................
FIGURA 1.7 — Asas de algumas aeronaves: (a) Boeing 787 (BOEING, 2017a); (b) Bo-
eing FA-18 Super Hornet (BOEING, 2017b); (c) Airbus A380 (CHAN-
DLER, 2016); (d) Mitsubishi MRJ (BLOOMBERG, 2016); (e) Embraer
KC-390 (PADILHA, 2017); (f) Embraer Ejet-E2 (LAMARCA, 2015); (g)
Airbus Beluga (MUNDO, 2014); (h) Concorde (BEGA, 2013) ...........
FIGURA 2.1 — Chapa plana cujas bordas sdo mantidas a diferentes temperaturas ......
FIGURA 2.2 — Barra termicamente isolada ............... ... ... .o ...
FIGURA 2.3 — Transformag¢do do dominio: (a) plano cartesiano; (b) plano transformado
FIGURA 3.1 — Discretizagdo da regido R: e pontos interiores da malha; [J pontos de
fronteiradamalha ....... ...
FIGURA 3.2 — Malha unidimensional com pontos uniformemente espagados .........
FIGURA 3.3 — Dominio espacial bidimensional para a equagdo discreta (3.25) ........
FIGURA 4.1 — Escoamento interno em um difusor (EBAH, 2017¢) ..................
FIGURA 4.2 — Geometriausadaparaodifusor .................coiiiiiiiieeaa....
FIGURA 4.3 — Geometria usada para 0 arco . ............ueeeeeeeeeeeeennnnnnnnnnn.
FIGURA 4.4 — Geometria usada para @naca ...............ououuuuunnnnnnneeeeeeennn.
FIGURA 4.5 — Pontos fantasmas x;,,,.+1,j € Yipget1,j> €OM j =0, 1, jypax o ovovonint.
FIGURA 4.6 — Mapeamento do dominio fisico Dy com o dominio computacional D, ..
FIGURA 4.7 — Mapeamento do quadrado unitario na regido curvilinea ABCD de Dy ..
FIGURA 4.8 — Implementacdoda TFI .......... ... . .. i
FIGURA 4.9 — Malha para regidao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes
de Thompson, com P = Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 79
TEETACOCS . . v vttt ettt ettt et e e e e e
FIGURA 4.10- Malha para regidao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes
de Thompson, com P = Q = 1, empregando SOR com w = 1,8, em 88
TEETACOCS . . v ettt ettt ettt e et e e e e
FIGURA 4.11- Malha para regidao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes
de Thompson, com P = Q = —1, empregando SOR com w = 1,8, em 75
TEETACOCS . . v vttt ettt ettt et e e e e e
FIGURA 4.12- Malha para regiao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes de
Thompson, com P = -2 e Q = 2, empregando SOR com w = 1,8, em 83
TEETACOES . . v ettt ettt ettt et e e e e
FIGURA 4.13— Malha para regiao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes de
Thompson, com P =2 e Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 103

42

42

43

43



TEETACOES . . v vttt ettt ettt et e e e
FIGURA 4.14- Malha para regidao simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes
de Thompson, com P = Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 109
TEETACOCS . . v ettt ettt ettt et e e e e e
FIGURA 4.15- Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes
de Thompson, com P = Q = 1, empregando SOR com w = 1,8, em 113
TEETACOES . . v vttt ettt ettt et e e e e
FIGURA 4.16- Malha para regidao simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes
de Thompson, com P = Q = —1, empregando SOR com w = 1,8, em 101
TEETACOES . . v ettt ettt ettt et et e
FIGURA 4.17- Malha para regiao simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes de
Thompson, com P = —2 ¢ Q = 2, empregando SOR com w = 1,8, em 96
TEETACOCS . . v vttt ettt ettt et e e e e
FIGURA 4.18- Malha para regiao simplesmente conexa, gerada a partir das equacoes de
Thompson, com P =2 e Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 127
TEETACOCS . . v ettt ettt et ettt e e e e e
FIGURA 4.19— NACAO0006 (GROUP, 2017) ..o
FIGURA 4.20- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q =0 empregando SOR com w =1,6, R=2, em 121 iteragdes ......
FIGURA 4.21- Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada
pela NACAQ0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson
com P = Q = 0 empregando SOR com w =1,6, R =2, em 121 iteracdes .
FIGURA 4.22- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q=1 empregando SOR com w=1,6, R=2, em 118 iteragdes ......
FIGURA 4.23- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q= —1 empregando SOR com w = 1,6, R =2, em 124 iteracdes ....
FIGURA 4.24- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P=1¢e Q=0empregando SOR comw = 1,6, R =2, em 118 iteracdes ..
FIGURA 4.25- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P=—1e Q=1 empregando SOR com w=1,6, R=2, em 123 iteragcdes .
FIGURA 4.26— NACAT47A415 (GROUP, 2017) ...ooii e
FIGURA 4.27- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA747A415 (51 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P = Q = 0 empregando SOR com w = 1,5, R = 2, em 240 iteracdes .
FIGURA 4.28— Malha (zoom) para regiao duplamente conexa com fronteira interna dada
pela NACA747A415 (51 pontos), gerada a partir das equagdes de Thomp-
son com P = Q =0 empregando SOR comw = 1,5, R =2, em 240 iteracdes
FIGURA 4.29- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAT747A415 (51 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P = Q = —1 empregando SOR com w = 1,5, R = 2, em 250 iteracdes
FIGURA 4.30- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAT747A415 (51 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P = Q = 10 empregando SOR com w = 1,5, R = 2, em 246 iteragdes

44

45

45

46

48

49

49

50

50
51

52

52

53



FIGURA 4.31- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAT747A415 (51 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P =1e Q=0empregando SOR comw = 1,5, R =2, em 231 iteragdes

FIGURA 4.32- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAT747A415 (51 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P=—1e Q=1 empregando SOR com w = 1,5, R =2, em 247 itera-
CO S ottt e e e

FIGURA 4.33— NACA23021 (GROUP, 2017) .. .ovv e

FIGURA 4.34- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com
P = Q =0 empregando SOR comw = 1,8, R = 3, em 98 iteracdes .......

FIGURA 4.35—- Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada
pela NACA23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P = Q = 0 empregando SOR com w = 1,8, R = 3, em 98 iteragoes ..

FIGURA 4.36- Malha para regidao duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com
P = Q=1 empregando SOR com w = 1,8, R = 3, em 105 iteracdes ......

FIGURA 4.37- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?23021 (35 pontos), gerada a partir das equacgdes de Thompson com
P=1¢e Q=0empregando SOR comw = 1,8, R =3, em 110 iteracdes ..

FIGURA 4.38— NACA2408 (GROUP, 2017) ..o

FIGURA 4.39- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA2408 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q=0 empregando SOR comw = 1,7, R=4,5, em 157 iteracdes . ...

FIGURA 4.40- Malha (zoom) para regiao duplamente conexa com fronteira interna dada
pela NACA2408 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson
com P = Q =0 empregando SOR comw = 1,7, R=4,5, em 157 iteracdes

FIGURA 4.41- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA2408 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P =0 =1 empregando SOR comw = 1,7, R=4,5, em 158 iteracdes ....

FIGURA 4.42- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA2408 (35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P=—1e Q=1empregando SOR comw = 1,7, R=4,5, em 130 iteragdes

FIGURA 4.43— NACA25112 (TOOLS, 2017) v

FIGURA 4.44- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q =0 empregando SOR com w = 1,7, R =8, em 1334 iteragdes ....

FIGURA 4.45— Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada
pela NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson
com P = Q = 0 empregando SOR com w = 1,7, R =8, em 1334 iteragcdes

FIGURA 4.46- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P = Q=1 empregando SOR comw = 1,7, R=38, em 1310 iteragdes ....

FIGURA 4.47- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com
P=—1e Q=1empregando SOR com w=1,7, R= 28, em 1281 iteracdes

FIGURA 4.48- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com

54

56

57

57
58

59

59

60

60
61

61

62

62

63



P=1¢e Q=0empregando SOR comw = 1,7, R =8, em 1555 iteracOes . 63
FIGURA 4.49— NACA6409 (GROUP, 2017) ..ot 64
FIGURA 4.50- Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela

NACA6409 (62 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com

P = Q =0 empregando SOR com w = 1,7, R =2, em 2000 iteragdes .... 65
FIGURA 4.51- Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada

pela NACA6409 (62 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson

com P = Q = 0 empregando SOR com w = 1,7, R = 2, em 2000 iteracdes 65
FIGURA 4.52—- Malha com B =0e o = v = 1 para regido simplesmente conexa, gerada

a partir das equacdes (4.5)-(4.6) empregando SOR com w = 1,8, em 91

TEOTACOS . v\t vttt ettt ettt ettt e e 66
FIGURA 4.53— Malha com B =0e o = v = 1 para regido simplesmente conexa, gerada

a partir das equagdes (4.5)-(4.6) empregando SOR com w = 1,8, em 108

1) Lo T 67
FIGURA 4.54- Malha com 8 =0, @ = ye P = Q = 0 para regido duplamente conexa

com fronteira interna dada pela NACA0006 (35 pontos), gerada a partir

das equacodes (2.59)-(2.63) empregando SOR comw =1,6, R=2, em 71

1TS) 2170 1 67
FIGURA B.1 — NACAO0006 (GROUP, 2017) . ..ot 87
FIGURA B.2 — NACAT747A415 (GROUP, 2017) ..o 89
FIGURA B.3 — NACA23021 (GROUP, 2017) .. .ooii e 91
FIGURA B.4 — NACA2408 (GROUP, 2017) ..o 93
FIGURA B.5 — NACA25112 (TOOLS, 2017) e 95

FIGURA B.6 — NACA6409 (GROUP, 2017) ..o 98



LISTA DE TABELAS

TABELA 1.1 — Sumdrio das vantagens, desvantagens e aplica¢des das familias de NA-

CAS (MARZOCCA, 2004) ...t e 6
TABELA 2.1 - Sumdrio das caracteristicas de alguns problemas fisicos (FORTUNA,

2000) .. 12
TABELA 4.1 — Tabela de convergéncia do Método SOR para malha simplesmente co-

nexa(arco)comP =0 =0 ... i e 41

TABELA 4.2 — Tabela de convergéncia do Método SOR para malha duplamente conexa
(NACAOOOO) comP =0 =0 R =2 ...nueiiiiiiiiiiiaaaen.. 41



SUMARIO

1 INTRODUGAO ..itniitinieertneeenneeennaeeesneeessneeessneessneeessneeens 1
L1 OBIETIVOS .o 3
1.1.1 ODbjetivos eSpecifiCOS ... .ottt e e e 3
1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO . ... 4
1.3 PERFIS DE ASA DE UMA AERONAVE ... . . 4
2 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS .....covvviiiieeeeennnneeeeennnnnnnnn 9
2.1 CONCEITO ... e e e e e 9
2.2 CLASSIFICACAO ... 9
2.3 CONDICOES INICIAISEDE CONTORNO ...........coiiiiiiiiiiiaiaan.. 11
2.4 EQUACOES DE THOMPSON ... ...ttt 12
2.4.1 Fungdes de transformacao . ...........ouuinnniiiii e 12
2.4.2 Mapeamento: geracdodamalha ........... ... . . 14
2.4.3 TransformacOes cOnformes . ...........oiiiiiiiiiiiiee i, 16
3 DISCRETIZACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS .........coovvvevnnnnnn.. 19
3.1 CONCEITO ... e e e e e e 19
3.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS .......oiitiiiii i, 19
3.3 EXPANSOES EM SERIE DE TAYLOR ...........coiiiiiiiiiiiiiiiiaaaaeiiin, 20
3.3.1 Discretizacao das derivadas primeirae segunda ...............ccoiiiiiiiia.... 21
3.4 DISCRETIZACAO DE EQUACOES ESTACIONARIAS ............ccovviiiii.. 23
3.5 METODO DE GAUSS-SEIDEL ........itiuiiitititiieaiieaaieeaannn, 24
3.5.1 Gauss-Seidel porlinha ... . 28
3.6 METODO SOR ...ttt ettt e et et e 28
3.7 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE THOMPSON ......................... 31
3.7.1 Solucao do sistema linear pelo Método de Gauss-Seidel ......................... 32
3.7.2 Solugdo do sistema linear pelo Método SOR ........... ... ... ..., 34
4 GERACAO DE MALHAS COMPUTACIONAIS COM AS EQUACOES DE THOMP-

L0 36
4.1 CONDICOES DE CONTORNO .......oiiiiiie e 36
4.1.1 Regido SIMpPleSMENte COMEXA . ... vvvvtttttee ettt et ieeeeaeeennn 36
4.1.2 Regido duplamente CONeXa . ...........ueuuinnniteeinie i 37
4.2 CONDICOES INICIAIS ... ..ottt e e e 39
4.2.1 Interpolac@o transfinita . ...........cooiiiiiiiniii e 39
4.3 SIMULACOES COMPUTACIONAIS . .......0iiiiiiiie i, 41
4.3.1 Valorde wno Método SOR .. ... . i 41
4.4 MALHAS PARA REGIOES SIMPLESMENTE CONEXAS ..................... 42
441 DIfUSOT ..o 42
A2 ATCO .ot 44
4.5 MALHAS PARA REGIOES DUPLAMENTE CONEXAS ..............cco.... 47
4.5.1 NACAOOOO . ...t e e e 47
452 NACATA T AALS 51

4.5.3 NACA2302] ..o 55



4.5.4 NACA2AOE ..o e 58

4.5.5 NACA ST 2 o 61
4.5.6 Teste NAO CONVETZENLE . ..ottt ettt e et e e ettt e e eeee e 64
4.5.6.1 NACAOGAD D ..o e 64
4.6 MALHAS ORTOGONAIS ... e 66
5 CONCLUSOES ...utttiiitiiiiiiittiiiitteiiiitetiiiteeiiinneeeiananeens 68
REFERENCIAS ...tuutttnttttittiiit ettt eeateeateeaaeeanneeaaneenns 69
Apéndice A - CODIGOS COMPUTACIONAIS ......iiiiiiiiiiiiiinnnnnnnnnnns 72
0010 (S0 1 1) € X ¢ 73
dUPIAMENIECONEXAC o vttt et ettt ettt e e ettt 79
Apéndice B - PONTOS USADOS COMO FRONTEIRAS INTERNAS PARA RE-
GIOES DUPLAMENTE CONEXAS ....ciiiiuiiiiiiiiiiiiiiiteiiiinieennnn. 86
B.1 NACAQOOOG ...ttt e e e e e e e 87
B.2 NACATA T AALS o 89
B.3 NACA2302T .ottt 91
B4 NACA 2408 ..ottt 93
B.5 NACA 25112 o e 95

B.6 NACA 6400 .. 98



1 INTRODUCAO

Equagdes diferenciais sdo extremamente importantes em Matemdtica Aplicada. Di-
versos modelos matematicos para simular fendmenos fisicos sdo baseados nessas equagdes (FI-
GUEIREDO; NEVES, 1997) (FIGUEIREDO, 1997) (I()RIO, 1989), como modelos em dina-
mica dos fluidos, desintegragdo radioativa, propagacao de doengas, propagacao de impulsos em
neuronios e aerodindmica. Nesta ultima, simulagdes computacionais t€ém reduzido significativa-
mente a quantidade de testes em tinel de vento e, consequentemente, os custos para se produzir,

por exemplo, uma aeronave.

Para simular numericamente o modelo matematico que descreve um fendmemo fisico,
devemos inicialmente discretizar o dominio espacial. Para tanto, podemos empregar malhas

estruturadas ou malhas nao estruturadas.

As malhas estruturadas sdo formadas, em duas dimensdes, por células planares com
quatro arestas, Figura 1.1(a) ou, em trés dimensdes, por células volumétricas de seis faces (cé-
lulas hexaédricas), Figura 1.1(b). Nessas malhas, cada célula tem o mesmo niimero de células
vizinhas, exceto quando a célula pertence a fronteira (ou contorno). Os nés de cada célula sdao

identificados pelos indices i e j, em duas dimensdes, e pelos indices i, j e k, em trés dimensoes.
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Figura 1.1: Malha estruturada: (a) bidimensional (POINTWISE, 2012); (b) tridimensio-
nal (NOS, 2007)



Ja as malhas nao estruturadas tém células de varios formatos. O formato mais comum
¢ o triangular em duas dimensdes, Figura 1.2(a), e o tetraédrico em trés dimensdes, Figura
1.2(b). Diferentemente das malhas estruturadas, os nés ndo podem ser idenficados de forma
Unica pelos pelos indices i e j, em duas dimensdes, e pelos indices i, j e k, em trés dimensdes.
Malhas ndo estruturadas tém, geralmente, mais células do que malhas estruturadas, contudo se

adaptam melhor a geometrias complexas.

(a) (b)

Figura 1.2: Malha nao estruturada: (a) bidimensional (POINTWISE, 2012); (b) tridimensio-
nal (EBAH, 2017a)

Malhas estruturadas e ndo estruturadas podem ser empregadas em regides simples-
mente ou multiplamente conexas. Dada uma regido R, dizemos que ela € simplesmente conexa
quando qualquer curva fechada nela contida pode ser reduzida a um ponto, como na Figura 1.3.

Do contrario, ela € dita multiplamente conexa (MENEGHINI, 1989), como na Figura 1.4.

Figura 1.3: Malha estruturada para regido simplesmente conexa (EBAH, 2017b)



Figura 1.4: Malha estruturada para regido duplamente conexa (THOMPSON, 1985)

Em regides multiplamente conexas, além da fronteira externa hd fronteiras internas.

Na Figura 1.4, ha uma fronteira interna. Neste caso, a regido € denominada duplamente conexa.
1.1 OBIJETIVOS

Neste trabalho, deduzimos as equacdes de Thompson (THOMPSON, 1985) e as em-
pregamos para gerar computacionalmente malhas bidimensionais estruturadas para regides sim-
plesmente e duplamente conexas. Para as regides duplamente conexas, selecionamos como

fronteira interna alguns perfis de asa de uma aeronave (TOOLS, 2017) (GROUP, 2017).

1.1.1 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Deduzir as equagdes de Thompson com fatores de espacamento P e Q aplicando trans-

formagdes conformes sobre a equacao de Laplace.

Discretizar as equagdes de Thompson com fatores de espacamento P e Q empregando

diferencas finitas centradas de segunda ordem.

Solucionar o sistema linear proveniente da discretizacdo das equacdes de Thompson com
fatores de espacamento P e Q através de dois métodos numéricos iterativos: o Método de
Gauss-Seidel e 0 Método SOR.

* Testar valores 6timos de relaxagdo para o Método SOR.

» Utilizar um aplicativo grafico para visualizar as malhas geradas para regides simples-

mente e duplamente conexas.



1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos.

Neste primeiro capitulo, descrevemos os objetivos do trabalho e discorremos sobre

tipos de malhas e alguns perfis de asa de uma aeronave.

No segundo capitulo, definimos uma equacao diferencial parcial, classificando-a quanto
a linearidade, ordem e homogeneidade. Além disso, deduzimos as equa¢des de Thompson com

fatores de espacamento P e Q aplicando transformacdes conformes na equacao de Laplace.

No terceiro capitulo, apresentamos o Método de Diferencas Finitas, empregando-o
para discretizar as equagdes de Thompson, bem como dois métodos numéricos iterativos para

solucionar o sistema de equacdes lineares proveniente da discretizacdo: o Método de Gauss-
Seidel e o0 Método SOR.

No quarto capitulo, definimos as condi¢des de contorno e as condicdes iniciais, dadas
por interpolagdo transfinita, para gerar computacionalmente malhas bidimensionais estruturadas
para regides simplesmente e duplamente conexas. Apresentamos essas malhas para dois tipos
de geometrias simplesmente conexas, o difusor e o arco, e para cinco geometrias duplamente
conexas cujas fronteiras internas sdo definidas pelos pontos da NACA0006, NACA747A415,
NACA?23021, NACA2408 e NACA25112.

No quinto capitulo, relacionamos as conclusdes do trabalho.

Nos anexos, elencamos os codigos computacionais, em linguagem C, utilizados para
gerar as malhas do Capitulo 4, assim como os pontos que definem os perfis de asa empregados

como fronteira interna nas regides duplamente conexas.

1.3 PERFIS DE ASA DE UMA AERONAVE

De acordo com (SUCKOW, 2009), apesar dos Irmao Wright terem efetuado o primeiro
voo em 1903, os Estados Unidos da América estavam, durante a Primeira Guerra Mundial, atras
da Europa em tecnologia aérea. Para reverter essa situacao, o congresso americano fundou, em
3 de marco de 1915, o Comité Nacional para Aconselhamento sobre Aerondutica (NACA -

National Advisory Committee for Aeronautics).

Segundo (MARZOCCA, 2004), os aerofélios NACA de 4 digitos foram a primeira
familia de aerofdlios projetados utilizando equacdes analiticas que descrevem o camber (cur-

vatura) da linha média (linha geométrica central) do aerofélio e a distribuicdo da espessura ao



longo dessa linha. O primeiro digito especifica o camber méximo (abaulamento) em porcenta-
gem da corda (comprimento do aerofélio), o segundo digito indica a posi¢cdo do camber maximo
ao longo da corda, em décimos da corda, e os dois dltimos digitos fornecem a espessura ma-
xima em porcentagem da corda. O camber € a distancia, perpendicular a corda, entre esta e a
linha média. Por exemplo, a NACAO0006 tem um abaulamento de 0%, distancia maxima a linha
central ocorrendo em 0.0 da corda e uma espessura de 6% do comprimento da corda. A Figura

1.5 apresenta as caracteristicas de um perfil aerodinamico.

Localizagao da espessura maxima | Espessura maxima

Ralo de concordincia do

|

I

| borde de atague | Extradorso
|

|

I

Localizagao da curvatura maxima

/ Linha de curvatura meéda
—— 4
_~'-'_'_'_—_ .
Curvatura maxima
l (flecha)
— ;‘l
| | Linha de corda / |
T -
|Bordo de ataque | Intra dorso Bordo de fuga I
) Corda |
! |
i

Figura 1.5: Caracteristicas de um perfil aerodinamico (ALVES, 2015)

Os aerofdlios NACA de 5 digitos usam o mesmo formato da espessura que as de 4
digitos, mas a linha média é definida de forma diferente e a nomenclatura € um pouco mais
complexa. O primeiro digito, quando multiplicado por 1,5, gera o coeficiente de sustentagdo de
projeto, que significa que o aerofdlio foi projetado para um determinado coeficiente de susten-
tacdo, em décimos da corda. Os dois digitos seguintes, quando divididos por 2, dao a posi¢ao
do camber méximo em décimos da corda. Os dois ultimos digitos, novamente, fornecem a es-
pessura mixima em porcentagem da corda. Por exemplo, a NACA23021 tem uma espessura
maxima de 21%, um coeficiente de elevacdo de 0,3 e um camber maximo localizado 15% a

partir do bordo de ataque.

Nos aerofélios NACA 7-series, o primeiro digito indica a série 7; o segundo digito
indica a posi¢do da pressdao minima no extradorso, em décimos da corda; o terceiro digito
indica a posi¢do da pressdo minima no intradorso, em décimos da corda; a letra no quarto
digito indica a distribuicdo da espessura e as formas da linha de curvatura média usadas; o
quinto digito € o coeficiente de sustentacdo do projeto, em décimos da corda; os dois ultimos
digitos indicam a espessuma maxima do aerofdlio, em porcentagem da corda. Por exemplo, a
NACAT747A415 € da série 7, a posicdo da pressdo minima no extradorso € de 0,4 da corda, a
posicdo da pressao minima no intradorso € de 0,7 da corda, a distribui¢do da espessura e formas

da linha de curvatura média usadas sao do tipo A, o coeficiente de sustentancao do projeto é de



0,4 da corda e a espessura méxima do aerofélio é de 15%.

A Tabela 1.1 menciona vantagens e desvantagens de cada uma dessas trés familias de

nacas. As Figuras 1.6 e 1.7 ilustram alguns tipos de asas.

Tabela 1.1: Sumario das vantagens, desvantagens e aplicacdes das familias de NACAS (MAR-

ZOCCA, 2004)

| Familia | Vantagens | Desvantagens | Aplicacdes |
4-digitos ., . L
* Boas caracteris- * Coeficiente  de * Aviacdo em geral
ticas de estol elevacdo maximo .
(perda de susten- baixo * C?ludas horizon-
tacao) . tais
* Relativamente .
* Pequeno centro alta resisténcia * Jatos  supersoni-
de  movimento cos
5 * Alto pitch
de (Iiaresfsa.o e(Iin ¢ Laminas do rotor
grande —laixa de de helicopteros
velocidade
dad e Aletas de mis-
* Rugosi ade tem seis/foguetes
pouco efeito
5-digitos ) ) L
* Coeficiente  de * Baixo estol e Aviacdo em geral
elevagdo maximo ) )
mais elevado . Relatlv?unAent.e . B.onjbardelros a
alta resisténcia pistdo
* Baixo pitch »
* Avides commu-
* Rugosidade tem ters
baixo efeito ) )
* Jatinhos privados
7-series .
* Arrasto baixo so- * Coefiente de ele- * Raramente usada
bre uma gama de vacdo maxima re-
condi¢des de fun- duzido
cionamento
* Alto arrasto fora
* Baixo pitch da faixa 6tima de
condicdes de ope-
racao
* Comportamento
do sistema de
travagem fraco
* Muito suscetivel
a aspereza




(l } |F Rectangular
straight wing
@ Tapered straighl wing
Rounded or elliptical
stralght wing
& Slightly swept wing

Moderately swopl wing

é:: : Highly swepl wing
'; Sunple delta wing
: Complex delta wing

Figura 1.6: Diferentes tipos de asa (DHARKLESS, 2015)
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Figura 1.7: Asas de algumas aeronaves: (a) Boeing 787 (BOEING, 2017a); (b) Boeing
FA-18 Super Hornet (BOEING, 2017b); (c) Airbus A380 (CHANDLER, 2016); (d) Mitsu-
bishi MRJ (BLOOMBERG, 2016); (¢) Embraer KC-390 (PADILHA, 2017); (f) Embraer Ejet-
E2 (LAMARCA, 2015); (g) Airbus Beluga (MUNDO, 2014); (h) Concorde (BEGA, 2013)



2 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS
2.1 CONCEITO

Segundo (IORIO, 1989), uma equacio diferencial parcial (EDP) é uma equagio en-
volvendo duas ou mais varidveis independentes x, y, z, ... € derivadas parciais de uma fun¢do
(varidvel dependente) u = u(x, y, z, ...). De uma maneira mais precisa, uma EDP em n varidveis
independentes x1, ..., x, € uma equagao da forma

u du 2%u 2%u 8mu) _0

Flxi,...,x,u—,..
9 Padd (] 78x17 78)(:”, 78x]7 78X1a)€n’ ’aX%

2.1)

onde x = (x1,...,x,) € Q, Q é um subconjunto aberto de R”, F é uma fun¢do dada e u = u(x) é
a funcdo que se quer determinar.

2.2 CLASSIFICACAO

As equacodes diferenciais parciais podem ser classificadas segundo sua ordem, lineari-
dade e homogeneidade. A ordem de uma EDP ¢é dada pela derivada parcial de maior ordem na
equacgdo. Assim, a ordem da equacdo (2.1) € m. Uma equacdo diferencial parcial de primeira
ordem € da forma

u u

— Uy = .
ax; T 9,

F (X1, Xn, U, Uy, ..., Uy, ) = 0, onde uy, =

Uma EDP ¢ linear se € de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas parciais.
De outro modo, a EDP € nfo linear. Assim, a EDP

2?2 0
3 29 _
x &xayu(x,y) y ayu(x,y)ﬂ(x,y) x4y (2.2)
¢ linear, enquanto a EDP
J 23
(au(x,y)) +a—y3u(x,Y)=0 (2.3)

é nao linear.

Além disso, uma equacdo diferencial parcial ¢ homogénea se o termo que ndo contém
as varidveis dependentes for identicamente nulo. Caso contrario, a EDP é ndo homogénea. Nos
exemplos anteriores, a equacao (2.2) é nao homogénea, enquanto a equacao (2.3) ¢ homogénea.

De acordo com (FORTUNA, 2000), existem trés categorias bdsicas de EDPs de se-
gunda ordem.

1. Elipticas, como a equagdo de Laplace:



2% 9%¢

2 P —— [
v ¢_8x2+8y2'

Exemplificando, consideremos a chapa da Figura 2.1 que estd termicamente isolada nas
faces, possui espessura desprezivel e s6 pode trocar calor pelas bordas laterais, que sao
mantidas as temperaturas Ty, 77, 7> e T3. Quando a chapa estd em equilibrio térmico, a
temperatura T em cada ponto interno satisfaz a equagao

o o
ox2 = 9yr

que nada mais é do que a equagdo de Laplace.

T

3

Figura 2.1: Chapa plana cujas bordas s@o mantidas a diferentes temperaturas

2. Parabdlicas, como a equagdo transiente de difusdo de calor:

oT  9°T

onde T € a temperatura e & € o coeficiente de difusividade térmica do material.

Exemplificando, consideremos uma barra delgada com comprimento de 10cm, como ilus-
trado na Figura 2.4, isolada termicamente ao longo do seu comprimento € com suas ex-
tremidades mantidas as temperaturas de Tp = 77 = 50°C.

T, I T

Figura 2.2: Barra termicamente isolada

Suponhamos que a barra estd inicialmente a temperatura de 7 = 0°C. A evolugao tempo-
ral da distribui¢io de temperatura ao longo da barra € dada pela equacdo (2.4).

3. Hiperbdlicas, como a equagdo da onda:

10
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ot? ox?
De acordo com (FORTUNA, 2000), a equagao (2.5) representa o deslocamento transver-

sal de uma corda sob tensdo, onde a constante ¢ € a velocidade de propagacao da onda na
corda.

(2.5)

Dada uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem em duas varidveis x e y do
tipo
9’9 99 ¢

%9 +B 0% +c2? p2? k%% L Fp=G (2.6)
Ox2 9xdy 0y? dx dy - .

os valores de A, B e C definem as trés categorias de EDPs de segunda ordem. Assim, a EDP é:

A

* Eliptica, quando B? —4AC < 0;
* Parabélica, quando B? —4AC = 0;
* Hiperbdlica, quando B> — 4AC > 0.

2.3 CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO

O espacgo das varidveis independentes das equacgdes diferenciais parciais € multidi-
mensional. Assim, precisamos determinar solu¢des definidas em um aberto Q C R”. Como as
EDPs tém uma infinidade de solucdes, estabelecemos uma unica solucdo impondo condi¢des
auxiliares. Existem dois tipos de condic¢des auxiliares.

* Condicdes de contorno: condi¢des sobre o valor da solugao e suas derivadas sao impostas
nas fronteiras do dominio. Sdo condicdes do tipo

u

ou(x) + B%

(x) = f(x),x € 0Q, 2.7

d
onde o e B sdo constantes dadas, f é uma fun¢ido dada no bordo dQ da regido Q e a_u
n
¢ a derivada de u na direcéo normal 2 dQ. Quando 8 = 0, a condigdo (2.7) é conhecida
como condigdo de Dirichlet. Ja quando o = 0, a condi¢do € dita condi¢do de Neumann.

* Condicdes iniciais: uma das varidveis independentes € fixada, ja4 que se tem mais de
uma varidvel independente nas EDPs, e sdo impostos o valor da solugdo e das derivadas
parciais em relacdo a essa varidvel fixa como funcao das outras varidveis. Por exemplo

onde f e g sdo funcdes dadas.
Quando sao impostas sobre um problema tanto condi¢des de contorno quanto iniciais,

este ¢ chamado de Problema Misto. A Tabela 2.1 relaciona as condicdes de contorno para
alguns problemas modelados por EDPs.

11



Tabela 2.1: Sumdrio das caracteristicas de alguns problemas fisicos (FORTUNA, 2000)

| Problema | Tipo de equacdo | Equacdo modelo | Condigdes | Regido |
Equilibrio Eliptica V29 =0 Contorno | Fechada
d
Transiente com dissipacao Parabdlica a—? = av2¢ Mistas Aberta
d d
Transiente sem dissipacdo Hiperbolica a—(f = —va—(p Mistas Aberta
X

2.4 EQUACOES DE THOMPSON

2.4.1 FUNCOES DE TRANSFORMACAO

Geraremos as malhas através de um método baseado na solucdo de equacdes diferen-
ciais parciais. Essa estratégia permite discretizar o dominio utilizando um sistema de coorde-
nadas coincidentes com a fronteira (POLINA et al., 1989).

Queremos determinar as fung¢des que transformam a regido Q, em x0Oy, na regido
Q*, em £On, como ilustra a Figura 2.3. Essas fungdes levam x =x(&,n) em £ = & (x,y) e
y=y(&,n)emn =n(x,y), onde (x,y) sdo coordenadas cartesianas e (£,1) sdo coordenadas
generalizadas. Nestas, linhas de uma mesma familia ndo se intersectam, enquanto linhas de
familias distintas se intersectam uma tnica vez.

Tv

(a)

(b)

>E

Figura 2.3: Transformagao do dominio: (a) plano cartesiano; (b) plano transformado

Sejam as fungdes x =x(&,m) ey =y(&,M)

porém, como calculamos as inversas

Jd§ In

Dada uma fungao f, sabemos que

dx” dx’

dy dy

12

dx dx dy dy

. Podemos calcular —

d€’ In

,xe%,



ar _afor afdy
9E ~ 9x9E T 9y e
a5 _agax asay
on  dxdn  dyon’

Considerando f = & nas equagdes (2.8) e (2.9), temos que

ozar 2ty
dx d&  dyd&’
oz dEdy
dxadn dyadn’

1
0

dx dy dx dy

—, ==, — €& =—— sa hecidas.
onde 98’ 98’ am e an sdo conhecidas

Isolando % em (2.11), obtemos
dy
d& dx
96  odxan
ay  dy
an

Substituindo (2.12) em (2.10), temos que

9¢ 0x
_959x | dxdn | 9y
~ Ox 9 dy | 9&

on
dy d¢& <8x dy ox 8y>

on  ox

dEdn dInadé
dx dy dx dy ,

onde J = — == — — == € o determinante da matriz

dEdn dndé
% ox
dE dn
9y
€ aIn

Dessa forma, podemos reescrever (2.13) como

96 _ 19y
ox Jon’
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2.9

(2.10)

@2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Substituindo (2.15) em (2.12), temos que
a6  1dx

dy  Jon’

Consideremos agora f = 1 nas equacdo (2.8) e (2.9). Temos que

_dndx dnady
0=Sxae T oy e
_nox omoy
~ dxdn  dyadn’
dx dy dx dy _ .
onde x, x, % e % sdo conhecidas.
an
Isolando — em (2.17), obtemos
ox
_onoy
8_17 _ dydé
dx % '
d¢
Substituindo (2.19) em (2.18), temos que
on 9y
j—_ | 9v98 | 9x  dndy
a dx [dn  dyadn’
dg
ox_an (dxdy_oxdy
0 dy \dEan InadE)’
_dxdy Jdxdy ) )
onde J = %% — %% ¢ o determinante da matriz (2.14).
Dessa forma, podemos reescrever (2.20) como
o _1ox
dy JIE’

Substituindo (2.20) em (2.19), temos que
Jon _ 1dy

ox  JIE

2.4.2 MAPEAMENTO: GERACAO DA MALHA

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Qual equagdo diferencial devemos solucionar para x € y? A observagdo de problemas
de condugdo induz a utilizagdo de equacOes diferenciais elipticas (POLINA et al., 1989). A

14



escolha mais apropriada € a equacao de Laplace bidimensional:

’x 97
3_5); +22 =0 (2.23)
d%y 82
3_52 525 =0. (2.24)

A solugdo das equacdes de Laplace (2.23)-(2.24) garante que x € y variam suavemente
em (&,1). Porém, desejamos que & e 1 variem monotonicamente no plano (x,y). Portanto,
devemos solucionar as equagdes de Laplace para & e 1 no plano (x,y), ou seja,

P 9

ot gy =0 (2.25)
’n 9™

G g =0 (2.26)

No entanto, ndo temos uma malha em x e y. Podemos, entdo, construir uma malha em
(€,Mm) e solucionar as equagdes inversas (2.15), (2.16), (2.21) e (2.22). Assim,

9’6 9 (1dy 1dJdy 19 (dy

a2 ox (i%) T Roxon Tox ( ) (227
9?6 9 1 dx 1 dJ dx

o o (ron) ~Fovon a3y (o) o
82n_i _lﬂ 1dJdy 10 (dy (2.29)
x> dx\ JOIE) JPoxdE Jox\dE)’ '
’n 9 [1dx 1dJodx 10 [dx

o oy (598) = aras oy (o) o

Como

2208 o
ox 9&Edx  In odx
2 20 2o
dy 9&dy Indy’

podemos reescrever (2.27)-(2.30) na seguinte forma:

P26 19y [0IdE Jom\ 1[9E %y an

a_x§ - _ﬁﬁ (ag ai Ton aZ) 7 (a_iaajan +a_za_ny2>_ 2.31)
PE 1 ox (ﬂag 8]811)_1(85 P 82x). o)
dy? J2dn \d&édy dIndy J\ dy 8581‘[ dyon?)’ '
Pn 19y (195 2Iam\ 1 (9L an P

2 T J29E (ag 9x o 8x> ~J (ax 282 " ox agan) 2.33)
Pn 19x [dIAE drom\ 1[IEPx an

o2 = FoE (85 o Ton ay> J (ay 28 oy aéan) e

15



aJ adJ

% e % Logo:

Nas equacdes (2.31)-(2.34), precisamos determinar

b

o (axar axoy
0  9E\JdEIn IndéE
dJ 9*xdy dx 9% d*x dy Jx d*y

9€ ~ 9B on T 9Eafan  9EonaE  anaEr (233
01 _ 9 (axdy dxdy).
on  dn\déadn Inadt)’
2 2 2 2
0] _ 9x dy dxdy xdy ox Jy (236)

Devemos agora substituir as equagdes (2.35) e (2.36) nas equacdes (2.31)-(2.34). Logo
apos, devemos substituir as equagdes (2.31)-(2.32) na equagdo (2.25) e as equagdes (2.33)-
(2.34) na equacao (2.26). Este trabalho algébrico € considerdvel e omitiremos o mesmo. Essas
substituicdes geram as seguintes equacoes:

ag—; 2B aa;axn n y(‘;;’; —0; 2.37)
ag—?z —28 azzyn + yaa;yz —0, (2.38)
com
(3 (5
Bzg—gg—;Jrg—gg—Z; (2.40)
-GG

As equacgdes (2.37)-(2.41) constituem um sistema de EDPs nao lineares, de segunda
ordem, homogéneas, denominadas equagdes de Thompson (THOMPSON, 1985). !

As equacdes (2.37)-(2.41) permitem gerar malhas estruturadas para regides simples-
mente e duplamente conexas. Nelas, § = 0 é condicéo de ortogonalidade.

2.4.3 TRANSFORMACOES CONFORMES

Teorema 2.1 Se a fun¢do f(z) = u(x,y)+iv(x,y) tem derivada no ponto zo = (a,b), entdo,
nesse ponto,
f1(2) = e, y) + iva(x,y) = vy (x,3) — iy (x,), (2.42)

sendo uy(x,y) = vy(x,y) e ve(x,y) = —uy(x,y).

!Joe F. Thompson, engenheiro aeroespacial norte-americano e professor na Universidade Estadual do Mis-
sissipi. E conhecido por suas contribui¢des em dindmica dos fluidos computacional, principalmente na drea de
geracdo de malhas.
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A demonstracdo do Teorema 2.1 pode ser encontrada em Paliouras (PALIOURAS,

1975). Neste teorema, i = v/—1 € a unidade imagindria e

ux(xvy) = Vy(x»)’)

ve(x,y) = —uy(x,y)
sdo as equacdes de Cauchy-Riemann.

Derivando (2.43) e (2.44) em relagdo a x, obtemos

uxx(xvy) = Vyx(x7)7)a
Vxx(xay) = _”yx(an)'

Derivando (2.43) e (2.44) em relacdo a y, temos que

Uy (%, ) = vyy(x,Y),
ny<x7y) - _”yy(x7Y)-

Das equacdes (2.45)-(2.48), concluimos que:

U (X,y) + ”yy(xv)’) = VyX(XJ) - ny(xa)’) =0;
Vxx(x7y) +Vyy(xay) = —uyx(x,y) +uxy(x,y) =0.

(2.43)

(2.44)

(2.45)
(2.46)

(2.47)
(2.48)

(2.49)
(2.50)

As equacdes (2.49) e (2.50) s@o verdadeiras quando as derivadas parciais sdo conti-
nuas e constituem a equagdo de Laplace para u(x,y) e v(x,y), respectivamente. Dessa forma,
as equacdes de Cauchy-Riemann satisfazem a equacdo de Laplace. Particularmente, para as

equagoes (2.23)-(2.24)

Px 9x
0E2  on2 7
9%y 9%y
ae o =Y
temos que:
I9x _ dy.
& In’
dy _ _ox
06 an’

Substituindo (2.51) e (2.52) em (2.40), temos que

_dxdx dydy dxdx Jxox

P=9gan togan ~agan anoe
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Substituindo (2.51) em (2.39) e (2.52) em (2.41), concluimos que

GGG e

Com B =0e a =Y, as equacdes de Thompson (2.37)-(2.38) ficam reduzidas a

% 92
8_5); +2 2o, (2.55)
PE az
3_52 +55=0. (2.56)

O controle do espagamento da malha pode ser feito através de fungdes P(x,y) e Q(x,y)
que possibilitam a concentrag¢do das linhas coordenadas nas regides desejadas (POLINA et al.,
1989). Essas func¢des sao os termos fonte das equagdes (2.55)-(2.56):

0%t 9%¢

G0 gy =P (2.57)
2’n  d’n

2 + W = Q(x,y). (2.58)

Invertendo as equagdes (2.57) e (2.58), de modo andlogo ao efetuado na secdo 2.4.2,
obtemos

d%x d%x ’x  ,( ox dx
P s +J(8g 05 ) 0; (2.59)
(92 9%y 9%y 2
@ e 2ﬁ8§8n+y8n2+J<8§+Q ) 0, (2.60)
com
ox\? y\?
= (50) + (53) e
dx dx dy dy
B= agarﬁagan (2.62)
0 2,
(5 (%) @
e
ooy axay
- 9Eadn  IndéE

sendo o determinante da matriz (2.14).
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3 DISCRETIZACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS
3.1 CONCEITO

De acordo com (FORTUNA, 2000), para determinar a solucdo de uma EDP em uma
regido R devemos calcular os valores das varidveis dependentes em cada ponto de R. Somente
¢ possivel tratar numericamente uma EDP se ela for expressa na forma de operagdes aritmé-
ticas que o computador consiga executar. Assim, denomina-se discretizacdo de uma EDP a
representacdo dos diferenciais da EDP por expressdes algébricas.

Uma regido continua s6 pode ser tratada computacionalmente se for determinada uma
féormula analitica para a solu¢do do problema. Assim, o computador serd capaz de calcular a
solucdo em qualquer ponto desejado. Técnicas numéricas ndo sio capazes de tratar a regido R
como continua, mas podemos escolher pontos de R e calcular a solu¢do do problema exclusiva-
mente em tais pontos. O processo descrito ¢ denominado discretizacdo e, o conjunto de pontos,
malha, como ilustra a Figura 3.1.

Figura 3.1: Discretizagcdo da regido R: e pontos interiores da malha; [J pontos de fronteira da
malha

3.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

As expressdes geradas pela discretizagdo podem ser operadas pelo computador, que
calcula os valores das grandezas nos pontos discretos (iAx, jAy) de R. Logo, para ser possivel
solucionar uma EDP numericamente, precisamos escrever seus termos em funcdo dos pontos
da malha. Essas expressdes sao chamadas aproximacoes por diferencas finitas e o resultado
de todo esse processo € uma (ou mais) equacao algébrica denominada equacdo de diferencas
finitas (EDF).

Uma aproximagao por diferencas finitas pode ser pensada como o inverso do processo
de determinagao do limite que define a derivada de uma funcado f. Considerando a defini¢do da
derivada de uma funcao continua f, temos que
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— = lim (3.1

dx h—0

df fO+h)—f(x)
p :

d
Uma aproximacao por diferencas finitas para d_f ¢ obtida com o lado direito da equa-
X

¢do (3.1), desconsiderando-se o limite, ou seja,

df _ Jcth)—f()

dx h G:2)

Solucionando EDFs, determinamos uma solu¢do aproximada da EDP. Essa solucao
difere da solugdo analitica porque pode haver erros:

* ligados ao processo de discretizagao das equacdes;

* de arredondamento nos cdlculos (aritmética de ponto flutuante da mdquina que executa
as operacoes);

* na aproximag¢@o numérica das condi¢Oes auxiliares.

3.3 EXPANSOES EM SERIE DE TAYLOR

Segundo (FORTUNA, 2000), as aproximagdes por diferencas finitas tém como funda-
mento a expansdo em série de Taylor de uma fun¢do f de uma varidvel. Supondo que a fungdo
f seja continua no intervalo [a,b] e que tenha derivadas continuas nesse intervalo até ordem n,
o Teorema de Taylor afirma que, Vx € [a, b], temos que:

df| (AP (A df
= Ax—L o 4R ]
f@)=flo)+d—nl + =g | Ao R (3.3)
X0 X0 X0
onde Ax = x —Xxg e R, € o resto definido por
_(Aa)"af
N g,é € la,b)]. (3.4)

Consideremos uma malha unidimensional com pontos uniformemente espagados, de-
finidos por Ax = x; — x;_1, como ilustra a Figura (3.2).

, a expansdo da
l

d
Calculando as derivadas da funcdo f nos pontos x; = iAx, denotadas por d_f
X

funcao f em série de Taylor, em torno do ponto x;, é dada por

e ey | L AP (a0
f(xl—i—Ax)—f(Xl)—f—Axai“f‘ 2 di2 i 31 dx3

Ry (3.5)

1
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©
xX @
©
[ )
9 4

Xi+1 Xi+2

Figura 3.2: Malha unidimensional com pontos uniformemente espagados

Isolando a derivada primeira em (3.5), obtemos

af _ f (i Ax) — f(x) dzf‘
dxli Ax T 21 dx2 3' dx3 li

— ] . (3.6)

A expressao (3.6) indica que a derivada primeira € igual ao quociente

f(xi+Ax) — f(x;)
A_x )

mais o conjunto de termos da série de Taylor até R,, denominado erro local de truncamento
(ELT):

Axd’f| (A0’ df

ELT = —— - -
20dx2li 31 didli

(3.7

Tal erro aparece em consequéncia da utilizacdo de um nimero finito de termos da série
de Taylor, pois ndo podemos tratar os infinitos termos desta série na aproximagdo numérica para
a derivada da fungao f.

O ELT proporciona uma medida da diferenca entre o valor exato da derivada e sua
aproximacio numérica, estabelecendo também como essa diferenca varia com a redugdo do
espacamento Ax, ou seja, com o refinamento da malha.

3.3.1 DISCRETIZACAO DAS DERIVADAS PRIMEIRA E SEGUNDA

Por definicdo, a derivada primeira de uma funcao f em um ponto x; € dada por

df
dx

— lim f(xi+h)— f(x)

X=X; h—0 h ’

(3.8)

onde h = Ax.

Ao utilizarmos um valor para s suficientemente pequeno, podemos reescrever a equa-

¢do (3.8) como
df
dx

~ f(xi+h)—f(x)
X=X; h '

(3.9

A aproximacao (3.9) utiliza o ponto x; + & a frente de x;, sendo denominada diferenga
progressiva de primeira ordem.
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Podemos também deduzir a aproximagdo com diferenca progressiva a partir da série
de Taylor. A expansdo em série de Taylor da fungdo f em x = x; 4+ A, em torno de x = x;, é dada
por

df W d*f wdaf
+h) = f(x) +h—— —— — 3.10
Foath) =)+ hat] i ey T3 ey T (3-10)
df N
Isolando Ir na equacao (3.10), obtemos
df|  _fat+h)—fla) hd*f) RS G.11)
dx lx=x; h 20dx? lx=x; 3! dx3 li=x; ‘

Considerando £ suficientemente pequeno em (3.11), podemos truncar a série no pri-
meiro termo e desprezar os termos relativos as derivadas de ordem igual ou maior do que dois.

Dessa forma, podemos reescrever (3.11) como

df| fxi+h)—f(x)
dx L=y, h +O(h). (3.12)

Assim,
[ (xith) — f(xi)
h
€ uma aproximacao progressiva de primeira ordem para a derivada primeira da fungdo f. A
aproximacdo € de primeira ordem devido ao menor expoente de h no ELT.

Analogamente, podemos expandir a funcdo f em série de Taylor em x = x; — h. Temos
assim que

df W d>f wdaf

. —h) = N —h=L — L - 3.13

FOa=h) =F ) =hae]  F T e ™ 31 dod e (3.13)
Isolando fl—f em (3.13), temos que
X
N o 2 2 13

afy  _f)—fli=h) hdf) RS T (3.14)
dx X=X; h 2! dxz X=X; 3! dx3 X=X;

Desprezando em (3.14) os termos relativos as derivadas de ordem igual ou maior do
que dois, obtemos para a derivada primeira uma aproximacgao por diferenca regressiva de pri-

meira ordem:
af| - _fu)—fxi—h)
dx X=X h

+0(h). (3.15)

Podemos obter ainda uma aproximacgao de segunda ordem para a derivada primeira da
fun¢ado f. Subtraindo a equacdo (3.13) da equacao (3.10), temos que
df 2h3 df

flxi+h)—f(xi—h) =2n"L

I3 3.16
dx e Vo3 a0 L T (3.16)
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Isolando Z—f em (3.16), obtemos
x

df
dx

_fith) = fi—=h) R&If
=y, 2h 3! do3 lx=x;

(3.17)

Desprezando em (3.17) os termos relativos as derivadas de ordem igual ou maior do
que trés, obtemos para a derivada primeira uma aproximacao por diferenca centrada de segunda

ordem:
af fxit+h)—f(xi—h)

= O(h?). 3.18
dx X=X; 2h + ( ) ( )

Finalmente, podemos deduzir uma aproximacao para a derivada segunda da funcdo f.
Somando as equacdes (3.10) e (3.13), obtemos

h* d*f W d*f
. W) =2f(x;)+2——= —— e d
f ('xl + h) +f(xl h) f (xl) + 2‘ dxz x=x; + 4' dx4 xX=x; + (3 9)
Isolando a derivada segunda da funcdo f em (3.19), temos que
df flith)=2f (i) +f(i—h) W d*f
it - —— 3.20
dx2 X=X; /’l2 4! dx4 X=Xi ( )

Desprezando em (3.20) os termos relativos as derivadas de ordem igual ou maior do
que quatro, obtemos a aproximacao para a derivada segunda

d*f f(xit+h)=2f (x;) + f (xi — h)

vl 5 +0(h?), (3.21)

denominada aproximacao por diferenca centrada de segunda ordem.

3.4 DISCRETIZACAO DE EQUACOES ESTACIONARIAS

Conforme (FORTUNA, 2000), as equacdes elipticas estdo associadas a problemas de
equilibrio e, em geral, ndo sdo dependentes do tempo. Essas equacdes sdo denominadas estacio-
ndrias e nelas estamos interessados apenas na solu¢ao que independe do tempo, a solucao esta-
ciondria, a menos que estejamos utilizando uma formulag¢do pseudo-transiente para determinar
a solucao estaciondria.

A equagdo de Laplace em coordenadas cartesianas bidimensionais € escrita como

0% 9%¢
2 —_— —— —
Vi = FERIN: 0. (3.22)

A equacdo (3.22) € normalmente discretizada por meio de diferengas centrais de se-
gunda ordem, ou seja,

Oiv1,j— 20+ i1,
(Ax)?

Gijr1 — 20+ Pij1
(Ay)?

+ 0, (3.23)
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podendo a equacdo discretizada (3.23) ser reescrita como

Ax 2
Oit1,j =20+ Gi—1,j + (A_y> (i j+1—2¢i;+ i j—1) =0. (3.24)

Ax
Definindo em (3.24) € = Ay’ temos que
Y

Gis1 i+ i1+ E D1 +ED 1 —2(1+€V)g;=0. (3.25)

A solugdo da equacdo (3.25) pode ser determinada por métodos iterativos, descritos a
seguir.

3.5 METODO DE GAUSS-SEIDEL

Segundo Humes et al (HUMES et al., 1984), o método de Gauss-Seidel consiste
em um processo iterativo que soluciona um sistema linear Ax = b calculando uma sequéncia
{x(l),x(z), xR .} de aproximagdes da solugdo exata do sistema partindo de uma aproxi-
macgio inicial x(©).

Dado um sistema linear Ax = b de ordem n,

anxy + apxy + aizxz + -+ apxpn = by,
ar1xy + axnxy + axxxz + -+ 4+ awxp, = b,
az1xy + azxxy + aszxz + oo+ azxp, = bs,

amx1 + apxy + apxs + oo+ auXn = by,

fixada a ordem das equagdes, com a;; # 0,i = 1,2,--- ,n, podemos reescrevé-lo como:
1
X1 = — [b1 —ax2 —a13x3 — ... — a1uXn);
ar
1
Xy = — [by — a1 X1 —ax3x3 — ... — axXnl;
az
1
x3 = — [b3 —a31X] — a3x2 — ... — A3pXn);
ass
1
Xp = — [bn —Aaupl X1 —ap2X — ... — an,n—lxn—l] .
Ann
. 5oy iniaiat (0) — (,.(0) (0) (0) < _Qei
Usando a aproximacao inicial x**/ = (x;”,x;,",...,x, |, 0 Método de Gauss-Seidel
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calcula a sequéncia de aproximacoes {x(l) X2 xR .} utilizando as equagdes

k41 17 k k k
X(1+):a—” bl_CIIZXg)_al?JXg)—---_alnxgl):|7
1 -
X§k+l) = a—22 b2 — Cllengrl) - a23xgk) el T aznxlglk)] )
1 -
xgk—‘,—l) = — b3 - a31x§k+l) - a32x§k+l) .. a3nx£lk)] )
a3z L
1
x,(1k+1) = a_ bn — anlxgk—H) — anzxékﬂ) .. an7n—1x,(1k__‘—11)} ’
nn

onde k4 1 indica a iteragdo atual e k, a iteracdo anterior.

O processo iterativo converge se, para a sequéncia de aproximacgdes gerada, dada uma
precisdo 0 > 0, existe k tal que paratodok >kei=1,2,...,n,

sendo X; a solugdo exata.

Como ndo conhecemos o valor das solucdo exata X, devemos adotar um critério de
parada para o processo iterativo. Um critério de parada possivel consiste na comparagao de
duas aproximacdes consecutivas

L) (xgkﬂ),xgkﬂ),...,x,(,kﬂ))
e
= (0 ),
usando a variacgdo relativa
Var®* ™) = max {vgkﬂ),vgkﬂ), ... ,vglkH)} , (3.26)
(k+1) (k)
xi —xi k=41
(k+1) X;
comv; = ’ (k+1) _ (k)
0, se X =x; =0,
1, se xl(kﬂ) =0 e xl(k) #0.
(k+1)

O processo iterativo € interrompido quando Var < 8, para algum k. Uma vez ces-
sado o processo, adotamos como solugdo do sistema a k-ésima aproximagao obtida. Contudo,
em alguns casos o processo iterativo pode ndo convergir. Assim, € prudente estabelecermos,
além da precisdo 9, o nimero maximo de iteragdes a serem calculadas.

Para exemplificar o uso do Método de Gauss-Seidel, apliquemos o mesmo a equagao
(3.25) no dominio espacial bidimensional ilustrado na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Dominio espacial bidimensional para a equagao discreta (3.25)

Isolando ¢; ; na equagdo (3.25), temos que

0i,j =

1

—r 2 2
2(1+¢€2) (¢i+17j+¢i—1,j+8 Oijr1+E€ ¢i,j—1)~

(3.27)

A equacio (3.27) deve ser escrita para cada ponto do dominio ilustrado na Figura 3.3

nos quais néo é conhecido o valor de ¢; ;, ou seja, os nove pontos internos (i, j), com

1<i,j<3.

As nove equagdes obtidas sdo mencionadas a seguir.

e Linhacom j = 1:

* Linha com j = 2:

1
01,1 = 1) (¢2,1+ Qo1 +E2d12+€%10);
¢ = Ai+ed) (¢3.1+ 011 +€* 0o+ € r);

1
031 = 20+ (Pa1+ 021 + 232 +€¢30) -

012 = i +ed) ($22+ Qo2+ P13+ €°011);
1

$rp = i+ed) ($32+ @12+ € P3+E021);

¢30 = (Pa2+ 2o+ 233 +€7¢31).

2(1+¢€2)
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e Linha com j =3:

¢13= A1) (0234003 +€>P14+€012): (3.34)
1

023 = 1) (¢33 +013+€Pa+E0); (3.35)

¢33 = 1) (¢a3+ 023+ P3a+€°¢32). (3.36)

Agora, os valores de ¢; j, dados pelas equagoes (3.28)-(3.36), devem ser calculados em
alguma sequéncia, ou seja, devemos definir se ¢, 3 serd calculado antes ou depois de ¢5 ;. Usual-
mente, calculamos os valores de ¢; ; de acordo com a sua posi¢do no dominio computacional.
Por exemplo, em duas dimensdes, esses valores sdo calculados da esquerda para a direita e de

(k+1)  (k+1)  (k+1)  (k+1)  (k+1)
baixo para cima. Assim, tal ordem resulta no calculo de ¢)1 | ¢2 | (1)3 | ¢)1 2 ¢2 2
(k+1)
035

Os valores recém calculados de ¢; ; pertencem a iteragdo (k+ 1). Dessa maneira,
usando a ordem de cdalculo definida anteriormente, obtemos as relacdes recursivas para os nove
pontos internos da malha, citadas a seguir.

* Linhacom j = 1:

o1y = %%Hz) <¢2(k1) + 0.1 +€%0, +82M> ; (3.37)
o) = s (ol ol 0 + om0 (338)
oy = ﬁ (0 + 0857 +e208) + 22030 (3.39)
* Linha com j = 2:
o5 = ﬁ (08 + goo+ 2% +2%(); (3.40)
¢2k2+1 - ﬁ (¢ k +¢1k2+1 +ée ¢23 +é& ‘sz]H )’ (3.41)
o35 = m <¢42+¢2k2+1 + 29 + e2giY ) (3.42)
* Linha com j =3:
o = ﬁ (619 + 003+ %014 +e205): (3.43)
‘Z’zk;rl = ﬁ (¢33 JF¢’1k3+1 +€ ¢ +e ¢zkz+l ) (3.44)
¢3k3+] = m (%Jr ‘Pz(? +e P34+ ¢3k2+] ) (3.45)
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Os termos sublinhados nas equagdes (3.37)-(3.45) indicam os elementos de fronteira,
cujos valores sdo definidos pelas condi¢cdes de fronteira. Descontando esses elementos, pode-
mos generalizar as equagdes (3.37)-(3.45) na seguinte forma:

(k+1) _ ( (k+1) (k+1)
(PiJ T 2(1+¢€2) (¢l+1]+¢l 1, T€ ¢, J+1+8 (P,, 1 ) (3.46)

O Método de Gauss-Seidel apresentado nesta secdo € a versdo por ponto (PGS), pois a
equacdo (3.46) fornece o valor de apenas uma incdgnita. O custo computacional desse método
¢ baixo, pois basta calcular a equagdo (3.46) em cada ponto do dominio até que o critério de
parada adotado seja satisfeito.

3.5.1 GAUSS-SEIDEL POR LINHA

A equacio (3.25) pode gerar simultaneamente os valores da solucdo ¢ (k1) em todos
os pontos de uma linha do dominio computacional. Essa variacao do Método de Gauss-Seidel
€ denominada Gauss-Seidel por linha (LGS). Para tanto, escrevemos a equacdo (3.25) como
sendo (k+1) (k+1) o (k1) (k) (k)

+ + +
91,y —2(1+ 82)¢ '+ ‘Pz 1, — _82¢i,j+1 - 82‘151',]'71- (3.47)

Empregando novamente o dominio da Figura 3.3, a aplicacdo da equacdo (3.47) em

todos os pontos da linha com j = 1, por exemplo, gera as equacdes abaixo.

¢z(k1+l —2(1+¢ )¢1k1+1 + o1 = —82¢ff‘2) — €910 (3.48)
<P3k1+1 2(1+e )¢(k+] +¢1k1+ g 82¢2(f‘2) 20 (3.49)
gu1 —2(1+€2)0 + ol = —e2008 — 293 (3.50)

Nas equagoes (3.48)-(3.50), os termos sublinhados sido elementos da fronteira do do-
minio computacional. Essas equacdes definem um sistema tridiagonal (BURDEN; FAIRES,
1997), cuja solugdo sdo os valores de ¢ nos pontos da primeira linha do domino computacional,

ou seja, P11, P21 € P31.

O Método de Gauss-Seidel por linha calcula, concomitantemente, todas as incognitas
em uma linha do dominio computacional. Desta forma, o custo computacional do LGS € mais
elevado do que o custo do PGS, pois precisamos solucionar um sistema tridiagonal para cada
linha do dominio. No entanto, a taxa de convergéncia do LGS € superior a do PGS (FORTUNA,
2000).

3.6  METODO SOR

A medida que as iteragdes do método de Gauss-Seidel progridem, a diferenca entre as
aproximagdes ¢ *T1) e ¢(*¥) diminui se o método é convergente. Entretanto, podem ser neces-
sdrias muitas iteracdes para que se alcance a solugdo do sistema de equagdes com a precisao
desejada. Para diminuirmos a quantidade de iteracdes, isto €, acelerar a convergéncia do Mé-
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todo de Gauss-Seidel, podemos empregar o Método de Sobrerrelaxacdes Sucessivas (SOR -
Successive Over-Relaxation), considerado uma extrapolagdao do Método de Gauss-Seidel. Des-
crevemos esse método conforme (BURDEN; FAIRES, 1997).

Seja ¥ a solucdo aproximada do sistema linear Ax = b. O vetor residual r, ou residuo
r, em relacdo a solucdo aproximada ¥ € definido como

r=>b—Ax.
O Meétodo de Gauss-Seidel, descrito na se¢do 3.5, gera, quando convergente, uma
sequéncia de aproximacoes

xl(k) = {xgk)axék)vxgk)v"' 7xz(f)l7x1(k_l)7xl(—lﬁc—_ll)v"' 7x£lk_1)}

que faz com que o vetor residual

A= (A A4

seja convergente para o vetor nulo.
L. k)
O m-€ésimo componente do vetor r;”’ €
i—1 n
(k) _ (k) (k=1)
Vi —bm—Zamjxj —Zamjxj )
j=1 j=i

ou, equivalentemente,

k i~ k < k—1 k-1
r,(ni)zbm—Zamjxg)— Z amjxg_ )—amixl(_ ),Vn=1,2,---,n. (3.51)
j=1 j=i+1
Ja o i-ésimo componente do vetor rl(k) é
(0 PRI SRS R )
Ty :bi—Zaij — Z aijxj — ajjX; y
j=1 Jj=i+1
que pode ser reescrito como

(1), (0 NGRS =)

aiix; +r; = b; — Z aijx;’ — Z aijXx; . (3.52)
j=1 j=it1

No Método de Gauss-Seidel, a lei de recorréncia que gera a sequéncia de aproximacoes
para cada incognita x; é dada por

W _ 1 SNGIEE SN =
X, =— bi — Z aijxj — Z aijxj . (353)
ii j=1 j=i+1
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Logo, empregando (3.53), podemos reescrever (3.52) como

ai,-xl(k_l) +r0 = aiixgk). (3.54)

u l

(k)

Dessa forma, a igualdade (3.54) evidencia que o Método de Gauss-Seidel fornece x;
que satisfaz a

(k)
i =V I (3.55)
aij
A relacdo (3.55) pode ser reescrita como
(k) (k—1) s
x =x ot (3.56)
ajj

onde o fator @ > 0 pode reduzir consideravelmente a norma do vetor residual e, consequente-
mente, acelerar significativamente a convergéncia.

Métodos que utilizam a relacdo de recorréncia (3.56) para gerar uma sequéncia de
aproximagdes a solucao do sistema linear Ax = b sdo denominados métodos de relaxacdo.

Ha duas classes de métodos de relagdo:

1. métodos de subrelaxagdo: valores de o tais que 0 < @ < 1 podem provocar a convergén-
cia em sistemas lineares cuja solu¢@o nado é convergente pelo Método de Gauss-Seidel;

2. métodos de sobrerrelaxacdo: valores de @ tais que @ > 1 podem acelerar a convergéncia
em sistemas lineares cuja solucdo € convergente pelo Método de Gauss-Seidel. Esses

métodos sdo denominados Métodos de Sobrerrelaxacdes Sucessivas ou, abreviadamente,
SOR.

Substituindo (3.51) em (3.56), com m = i, temos que

(k) _ (k=1) @

k—1
X =X —l—— b; —Za,]x Z a,Jx —a,-,-xg )],
i =1 Jj=i+l1
(k) (k—=1) @ = (k—1)
x'=(1—-w)x 4+ — bi—Zaux Z aux (3.57)
ii j=1 J=i+1

A equacdo (3.57) define a relacdo de recorréncia do Método SOR.
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3.7 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE THOMPSON

Empregando as discretizacdes de segunda ordem (3.18) e (3.21) para as derivadas pri-
meira e segunda, respectivamente, temos que:

2
07X Xip1,;—2xij+Xio1;,

0BT mer 329
0%x  Xijy1— 2% +Xij 1
_ % SR 359
an? (an)? (359
0%y Yir1— i+ Yi-1,
= : : = 3.60
2E? (aEy? (0
0%y Yijr1—2yij+Yij-1
== : w 3.61
an? (an)? Gob
O%X _ Xip1jel = Xiwt,jo1 —Xi 141 FXim1jo1 (3.62)
dEan 4AEAN ’ '
9%y Vil = Yitlj1 —Yic it Vi1l (3.63)
dEan 4AEAN ’ '
OX Xyl —Xi-1,
I 2 ’_; 364
JE IAE (3.64)
OX  Xijy1—Xij-1
- =" @ - ; 365
an 2An (3.65)
Ay Yirl,j— Vi1,
T 3.66
JE N (3.66)
dy yi j+H1 = Yij—1
e L 3.67
an 2An (3.67)

Utilizando as discretizagdes (3.58)-(3.67), escrevemos as equagdes de Thompson (2.37)-
(2.41) na forma discreta:

Xit1,j — 2% j +Xi—1,j 2B Xig1,j+1 = Xip1,j—1 = Xim1,j+1 +Xio1,j—1
— “Pij

a.
WAy 4AEAT "
Xijrl = 2Xij+Xij-1
+ %, any? =0; (3.68)
Yit1,j— 2YijtYi-1,j Vi1, jr1 = Vi1, j—1 = Yi—1,j+1 +Yi-1,j-1
VT ag)? P 4AEAT "
Vij+1— 2yij+Vij-1
+ %y an ) 0, (3.69)
sendo
Xijrl = Xij—1 Xi j+1 —Xij—1  Vij+1 = Vi j—1Yij+1 — Vi, j—1
Q; i = 3.70
" 2AN 2AN + 2AN 200 (3-70)
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Yi+1,j = Yi—1,j Yi,j+1 — Vi j—1

Xit1,j — Xi—1,j Xij+1 — Xij—1
= 3.71
B 2AE 2AN + 2AE 2An G-71)
Xitl,j —Xi—1,j X1, —Xi—1,j | Vil j — YVi—1,j Yi+l,j —Vi—-1,j
= 3.72
thj N WME T 2AE INE (3.72)

Analogamente, discretizamos as equacdes de Thompson com controle de espacamento
(2.59)-(2.63) da seguinte forma:

Xig1,j — 2% j +Xi—1,j 2B X1l = Xijol = i1 X1
- i7j

i, j (AE)? 4AEAD

+%7jx,~7j+1 —(iZ7§2+xi7j_1 2 <Pxi+1,£;§xi—l,j +Qxi,j+12;1;€i,j—1> o, (3.73)

ai7j)’i+1,j —(i)g,)j;‘}’il,j _zﬁiij’iJrl,jJrl —yi+1,j4ié—Ay;‘71,j+1 +Yi-1,j-1 n

+%7jyi,j+1 _(i);;,;';‘)’i,j—l +Ji2,j <Pyi+1,é;§yi—l,j +Q)’i,j+12;gi,j—l> —0, (3.74)

sendo

o ;= xi,j+12;:;i,jl xi,j+12;:lci,j1 )’i,j+12;r)”i,j1 yi,j+12;nynj1 : (3.75)
ﬁij _ Xi+1,£;gil,j xi,j+12;r)l€i,jl }’i+1,£g§yi1.,j yi,j+12gr)l’i,j17 (3.76)
Y= xi+l,§;gi—l,j xH—l,;;gxi—l,j )’i+1,éggi—l.,j yiHé;éyi_l’jv (3.77)
Jij= xi+1,é;§xi—1,j yi,j+12gr)”i,j—l B Xi,j+12;;i,j—l yz’+1,§;§yi—l,j_ (3.78)

As equagdes de Thompson discretas (3.73)-(3.78) definem um sistema linear que so-
lucionamos numericamente com o Método de Gauss-Seidel e com o0 Método SOR.

3.7.1 SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR PELO METODO DE GAUSS-SEIDEL

Para solucionar o sistema linear definido pelas equacdes discretas (3.73)-(3.74) pelo
Método de Gauss-Seidel, devemos isolar x; ; na equagdo (3.73) e y; ; na equagdo (3.74). Consi-
derando A = An = 1 nas equagdes (3.73)-(3.78), temos que:
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(k+1) 1 [ (k+1) [ (k) (k+1)
o _2( o0 1 ofH) o™ (0 +15)) |+

i k+1

1 —3i(,j )((k) _ (k) (k) (k) ) n
5 (k+1) (kct1) > Xit1,j+1 T X1 j—1 T X1 T

+ %

_|_

+ 2( (k+1)1+ y(k+1)> [%(,I;H) < (,Ij)-i-l + 1(];+11))] +
1 I e o
! 2 (af5) o) Fgt [P (i =) e (s =) |
(3.79)
= 2 (a wi 75 o )]+
1 BT k) (K (k+1)
+2<Oti(lj-+l)+}’(];+l)> T, (yi+1,j+1_yi+1,j 1= Yic1 1 TYicn - 1) +
" (oc.(]‘.+1)l+ y<k+1>> [”Ujﬂ) (yf o ”Eﬁﬁl))] +
LJ LJ
! J(k+1)J(k+1) . il
! 2<a.(’?+1)+y(k+1)) § 2 . [P (y’(ﬁl’f_y’( +11)> +Q<yw+1 ygvftl)ﬂ ’
’ ’ (3.80)
sendo
O‘i(,];'H) = % :<x§§)+1 _xz(,ljt?) (x 1T 5+11 ) + ( Vi j+1 yll;+ll> (Y, j+1 T z];+11> ’
BiEI;JA) :% :(xgi)l,,—xl(ﬁ,lj)> <x j+1 ,(,];HI ) +( Vitl,j~ ,k+17lj> (y i1 T l(k“ ) "
i(,];'+l) —% :(xz(i)l,j_xz(ﬁ,lj)> < Xiv1,j— lkT,lj) ""( Yit1,j — lktlj> ()’,+1,, zk+1,lj> ;
T = (=) (0 o)) = (e, )Y (68, ).

O processo iterativo definido pelas equagdes discretas (3.79)-(3.80) € interrompido
quando a precisao 6 estabelecida é alcancada ou quando um nimero maximo de iteragdes itmax
¢ alcangado. No caso da precisdo, empregamos a variacao relativa (3.26) para cessar 0 processo
iterativo.
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3.7.2 SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR PELO METODO SOR

Para solucionar o sistema linear definido pelas equacdes discretas (3.73)-(3.74) pelo
Método SOR, devemos calcular os residuos rx e ry em relacdo as varidveis x e y, respectiva-
mente. Considerando A = An = 1 nas equagdes (3.73)-(3.78), como o sistema é homogéneo,
temos que:

k 0 [ (k=1
rxl(,]) _az(])< l(—i-l,j) 2x l(] )+xz( )l ])+
k
B ooy w (k1) |,
T (xi+1,j+1_ i1 j—1 X1 j1 T 1)+
K [ (k=1
+yi(7j) <x5,j+1) 2x l(j )+xl(1) 1)+
G T e NG )
L] L] - .
T [P<xi+1j X;_ 1J)+Q< i1 _xi,j—l)]’ (3.81)
k k
o=l (2l )

/3 k k-1 k
=N (yz+1j+1 yz(+)l,jfl yz( 1])+1+yl( )1,J 1> +
) ()

ij ij—1
+ M [p <y(k—'_> —y® ) 0 <y(’<.—‘> . )] (3.82)
2 i+1,j i—1,j i,j+1 i,j—1 ’
com
O‘i(,l;) _% (xz(lj—i—ll) xg,kj)—l) (x i+l 1] 1) + (yl,j-H _yl, 1) (yz j+1 yl,, 1) ;
ﬁi(,I;) _% (xzq:lj) _xz@l,]) ( ]+1 - 1) +< z+1,] ]> ( ]+1 - 1) ;
Yi(,l;) :% (xz(i_llj) _xz@l,j> < z+1,J ka) + (y,+1,J )’l 1,,) ()’,H,J —yl 1,]> ’
‘]i(,l;') :% <x1(ill]) xfk)l ]> (yl(,ijr]l y,,, 1) (xz JAS ,] 1> (yl(i_l]]) )’1@1,])_ :

Com os residuos calculados, podemos agora atualizar os valores de x e de y usando a
relacdo (3.56):

Y N R
L] L] (a+ r}/) l]
(k+1) _ (k) © (k)
yl;] y:]+2(a+'}/)rylvl7
1

onde a;; = m, como evidenciam as equacoes (3.79)-(3.80).

O processo iterativo definido pelas equacdes discretas (3.81)-(3.82) € interrompido
quando a precisdo 0 estabelecida é alcangada ou quando um niimero méaximo de iteragoes itmax
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¢ alcancado. No caso da precisdo, empregamos
max {rxl(l}) ) rygl})} )

para cessar o0 processo iterativo.
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4 GERACAO DE MALHAS COMPUTACIONAIS COM AS EQUACOES DE
THOMPSON

Geramos neste capitulo malhas para regides simplesmente e duplamente conexas utili-
zando as equacdes de Thompson com pardmetros de controle de espacamento P e Q - equacdes
(2.59)-(2.63). Selecionamos o difusor, estrutura utilizada para desacelerar um escoamento com
a menor perda de pressao total possivel, ilustrada na Figura 4.1, e o arco como fronteiras para
regides simplesmente conexas e, algumas nacas, como a fronteira interna para regides dupla-
mente conexas.

Figura 4.1: Escoamento interno em um difusor (EBAH, 2017¢)

4.1 CONDICOES DE CONTORNO

4.1.1 REGIAO SIMPLESMENTE CONEXA

As fronteiras para o difusor e para o arco sdo aquelas definidas nas Figuras 4.2 e 4.3,
respectivamente.

=1 X Zx41
Y=36 T30 * 5,3)

o 4—/

y:—iXElX_‘I (51 _3)
30 30

Figura 4.2: Geometria usada para o difusor
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Figura 4.3: Geometria usada para o arco

4.1.2 REGIAO DUPLAMENTE CONEXA

Para regides duplamente conexas, precisamos definir as fronteiras interna e externa.
Como fronteira interna, empregamos alguns pontos de uma naca; como fronteira externa, uma
circunferéncia de raio R igual a k vezes a corda do aerof6lio, de medida 1 (utilizamos nas simu-
lagdes k =2, k=3, k=4,5 e k = 8). Dessa forma, a malha para a regido duplamente conexa
terd linhas radiais e transversais, como ilustra a Figura 4.4. Em coordenadas retangulares, uma
linha de corte define as fronteiras verticais; os pontos da naca, a fronteira horizontal inferior e
a circunferéncia de raio R = k, a fronteira horizontal superior. As demais linhas verticais sao as
transversais, enquanto que as demais linhas horizontais sdo as radiais.

Linha de corte

Figura 4.4: Geometria usada para a naca

No processo de calculo de x; ; € y; j, as fronteiras horizontais sdo mantidas inalteradas
enquanto que as fronteiras verticais s@o atualizadas a cada passo do processo iterativo. Assim,
i=0,1,--,ipaxe j=1,+, jmax — 1. Uma vez determinados os valores x;,,..; € Vi;..,; na fron-
teira vertical direita, impomos esses valores aos valores xg ; € yo ; correspondentes na fronteira
vertical esquerda. Dessa maneira, as fronteiras verticais permanecem com os mesmos valores,

OU S€ja, X0, j = Xiyygr,j € Y0,j = Viparrjo J = 1y s Jmax — 1.

Contudo, para calcularmos os valores x;,,.. i € Vi;....j» hecessitamos de “valores fantas-
2 ~ . .
mas” X, +1,j € Vipat1,j- COmo ndo dispomos desses valores, impomos que X;,, +1,; = X1,j
€ Yipatl,j =V1,j» J = 1,-*+, jmax — 1. Esta estratégia, ilustrada na Figura 4.5 e pelo trecho
do cédigo computacional em C logo ap6s esta, equivale a adotarmos condi¢des de contorno
periddicas na dire¢do horizontal.
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Figura 4.5: Pontos fantasmas x;,, 1. € Yi,+1,j> com j=0,1,---
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4.2 CONDICOES INICIAIS

Os pontos internos da malha s@o inicialmente determinados por interpolacdo trans-
finita das condi¢des de contorno. A interpolacdo transfinita € uma forma de interpolacdo li-
near bidimensional. Na regido duplamente conexa, os pontos da linha de corte sdo iniciados
considerando-se uma distribui¢do linear para as abscissas e zero para as ordenadas.

4.2.1 INTERPOLACAO TRANSFINITA

Segundo (PAIVA, 2013), para construirmos uma transformag¢ao de coordenadas

_ _ x:x(gvn)
r—r(é,n)—{ 2

de um dominio fisico Dy, dadas as fronteiras deste, para um dominio computacional D, domi-
nios estes ilustrados na Figura 4.6, precisamos mapear o quadrado unitdrio na regido curvilinea
ABCD de Dy, como na Figura 4.7, usando transformagdes chamadas projetores.

n‘ Dominio Computacional Dominio fisico
1

117

I r7z=—

0 T ¢

Figura 4.6: Mapeamento do dominio fisico Dy com 0 dominio computacional D,

A
1 B
D
<+
A
y

> L. C

0 1 3 X

Figura 4.7: Mapeamento do quadrado unitério na regido curvilinea ABCD de Dy

Para mapearmos os lados £ =0 e & = 1 nos lados AB=r(0,n) e CD = r(1,1n),
respectivamente, definimos o projetor Pz como sendo

Pe(r) =Pe (§,m) = (1=6)r(0,m)+cr(1,m). 4.1)
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Por outro lado, para mapearmos os lados n =0 e 11 = 1 nos lados AC = r(&,0) e

BD = r (&, 1), respectivamente, definimos o projetor P, como

Py(r) =Py (&) = (1=n)r(5,0)+nr(5,1).

4.2)

A Interpolagdo Transfinita (TFI) € definida pela soma Booleana (EIGEN, 1999) dos

projetores P e Pp:
(Pe @ Py) (r) = Pe(r) + Py (r) = Pe (r) By (r).

Subtituindo (4.1) e (4.2) em (4.3), temos que:

(P Py) (r)=(1=&)r(0,n)+&r(1,m)+(1=n)r(&0)+nr(& 1)+
—(1-8)(1=m)r(0,0)=(1=5)nr(0,1)+
=& (1=n)r(1,0)=&nr(1,1).

Considerando as condic¢des de consisténcia nos vértices do dominio fisico

rp(0) = re(0),  rp(1) =7,(0), 1 (0)=re(1) e r(1)=ri(1),

estabelecidas com as funcdes ry, 1y, 1 € 1; ilustradas na Figura 4.8,

A

r.(§)

Figura 4.8: Implementacao da TFI

e valores discretos para & e 1) dados por

i—1 j—1
él_m—l © nj_n—l’
comi=1,2,--- ;me j=1,2,---,n, reescrevemos a TFI (4.4) como sendo

(Pe®Py) (&mi) = (1 =&)r () +&rr () + (1 =1)) rp (&) +mjre (&) +

—(1=&) (1=nj) r(0) — (1= &) n;r (0)+
=& (1=ny) rp(1) = &myre(1).
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4.3 SIMULACOES COMPUTACIONAIS

Todas as simulagdes computacionais apresentadas neste capitulo foram rodadas em um
MacBook Pro (13-inch, Mid 2012) com processador 2.5 GHz Intel Core i5 e memoéria RAM de
8GB.

Os cbdigos computacionais que aparecem no Apéndice A foram programados em lin-
guagem C, compilados e executados no programa Dev-C++ (BLOODSHED, 2017) para o sis-
tema operacional Windows 10 e as malhas foram plotadas no gnuplot 5.0 patchlevel 3 (GNU-
PLOT, 2017). Para reproduzir algumas figuras nos Capitulos 1-4, utilizamos o software Adobe
Hlustrator CC 2015 (ADOBE, 2017).

No Método SOR, foram adotados dois critérios de parada:

* nimero maximo de iteracodes itmax (itmax <2- 103);

« precisdo prefixada tol (||tol|[. < 107°).

43.1 VALOR DE W NO METODO SOR

Selecionamos duas geometrias, o arco (regido simplesmente conexa) e a NACA0006
(regido duplamente conexa), para testar valores 6timos para o parametro de relaxacdo w no
Método SOR. As Tabelas 4.1 e 4.2 relacionam os resultados desses testes.

Para equagoes elipticas, a literatura (FERZIGER, 1981) menciona valores 6timos para
w tais que
,b2<w<1,8.

Os resultados dos dois testes sao compativeis com esses dados. Na geracao de malhas compu-

tacionais, empregamos w = 1,5, w=1,6,w=1,7ew=1,8.

Tabela 4.1: Tabela de convergéncia do Método SOR para malha simplesmente conexa (arco)
comP=0=0

w 101,111,213 (1415|1617 18] 19 | 2,0
iteragoes 549 | 457 | 380 | 314 | 256 | 205 | 158 | 110 | 109 | 2000 | 1397
convergéncia | sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim | sim | ndo | sim

Tabela 4.2: Tabela de convergéncia do Método SOR para malha duplamente conexa
(NACA0006) comP=Q=0eR=2

w 1,0 | L1 1,2 | 1,3 14 |15 16| 1,7 1,8 1.9
iteracdes 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 156 | 121 | 1019 | 1215 | 2000
convergéncia | ndo | ndo | nd3o | ndo | ndo | sim | sim | ndo | ndo | ndo
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4.4 MALHAS PARA REGIOES SIMPLESMENTE CONEXAS

4.4.1 DIFUSOR

Malhas geradas a partir da geometria descrita na Figura 4.2.

T
' —
radial_simplesconexa2(PQ0) bt ——

rransversa\si/ FQO)bdt! L
] L]
] —]
o | 4T |+
— | L—]
T |~ |
T | |~
| —T | = | ——7]
2 P e e e i
[ | —
— | | — | — L~
—— | L | |
B L~ | — | | [
JE— | L | L |
— | | —— | |
— | | | | -
— | | | | |
P | | — | |
| L | | | L | L

1| [ 1 — ] L | | i

0

-1 e s e S I B e e T I e g

T | I B e S N T R e o M
1 T Tl Tt O I e e
T I 1 — [ e
— T — | —
R e — Tt e
—L_ ] — | ——__| 1| ——__|
L] | — | —
T T T I —
2 R et N — —r— 4
B T —— I
—L_] — —~
L] — —~
| — —
L — —
— R | —
—L__| —
—L__| I —
—
—L__| |
“‘i-,\_‘
L

0 1 2 3 4

v

Figura 4.9: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes de Thomp-
son, com P = Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 79 iteracdes

T
'radial_simplesconexa2(P
'transversais_simplesco AZ(FQ1) /b’

0 1 2 3 4 5

Figura 4.10: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes de Thomp-
son, com P = Q = 1, empregando SOR com w = 1,8, em 88 iteracdes
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T
'radial_simplesconexa2(PQ-1).ba'——
'transversais_simplesc Qfl)‘.txt‘ \—'—

i} 1 2 3 4 5

Figura 4.11: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equagdes de Thomp-
son, com P = Q = —1, empregando SOR com w = 1,8, em 75 iteracdes

T
'radial_simplesconexa2(P-2!
0l

i} 1 2 3 4 5

Figura 4.12: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equacdes de Thomp-
son, com P = —2 e Q =2, empregando SOR com w = 1, 8, em 83 iteracdes
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T
'radial_simplesconexa2(P2
'transversais_simplesc

i} 1 2 3 4 5

Figura 4.13: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equagdes de Thomp-
son, com P =2 e Q =0, empregando SOR com w = 1,8, em 103 iteracdes

44.2 ARCO

Malhas geradas a partir da geometria descrita na Figura 4.3.

‘ J f ‘erﬁL I 1 wslx?&fPOG bt —l—

| | tfansvetsais_simplestonexa PQO).BX

]

3.5

|11

Hi

2.5

1.5

0.5

0 L I L
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.14: Malha para regido simplesmente conexa, gerada a partir das equagdes de Thomp-
son, com P = Q = 0, empregando SOR com w = 1,8, em 109 iteracdes
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4.5 MALHAS PARA REGIOES DUPLAMENTE CONEXAS

45.1

NACA0006

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Secao B.1.

NACA 0006
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Figura 4.19: NACA0006 (GROUP, 2017)
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Figura 4.20: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela NACA0006
(35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 0 empregando SOR com
w=1,6,R=2,em 121 iteracdes

Figura 4.21: Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACAO0006 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P = Q = 0 empregando
SOR comw = 1,6, R =2, em 121 iteracdes
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4.5.2 NACA7T47A415

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Sec¢ao B.2.

NACA 747A415
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Figura 4.26: NACA747A415 (GROUP, 2017)
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4.5.3 NACA23021

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Sec¢ao B.3.

NACA 23021
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Figura 4.33: NACA23021 (GROUP, 2017)
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Figura 4.34: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P = Q = 0 em-
pregando SOR com w = 1,8, R = 3, em 98 iteracdes

Figura 4.35: Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P = Q = 0 empre-
gando SOR com w = 1,8, R = 3, em 98 iteracdes
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Figura 4.36: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
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Figura 4.37: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela

NACA?23021 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P =1¢ Q

pregando SOR com w
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4.5.4 NACA2408

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Sec¢ao B.4.

NACA 2408
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Figura 4.38: NACA2408 (GROUP, 2017)
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Figura 4.39: Malha para regiao duplamente conexa com fronteira interna dada pela NACA2408
(35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 0 empregando SOR com
w=1,7,R=4,5, em 157 iteracoes
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Figura 4.40: Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?2408 (35 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P = Q = 0 empregando
SOR comw = 1,7, R=4,5, em 157 iteracdes
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Figura 4.41: Malha para regiao duplamente conexa com fronteira interna dada pela NACA2408

(35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P
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Figura 4.42: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela NACA2408

(35 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = —1 e Q = 1 empregando SOR

com w
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4.5.5 NACA25112

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Sec¢do B.5.

NACA25112 (TOOLS, 2017)
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Figura 4.44
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NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P

pregando SOR com w = 1,7, R = 8, em 1334 iteracdes
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Figura 4.45: Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 0 empre-
gando SOR comw = 1,7, R = 8, em 1334 iteracOes
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Figura 4.46: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA?25112 (121 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 1 em-
pregando SOR comw = 1,7, R =8, em 1310 iteracdes
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Figura 4.47: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela

NACA25112 (121 pontos), gerada a partir das equacdes de Thompson com P

empregando SOR com w = 1,7, R = 8, em 1281 iteracOes
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Figura 4.48: Malha para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
empregando SOR com w = 1,7, R = 8, em 1555 iteracdes
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4.5.6 TESTE NAO CONVERGENTE

4.5.6.1

NACA6409

Malhas geradas a partir dos pontos descritos no Apéndice B, Secao B.6.
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Figura 4.49: NACA6409 (GROUP, 2017)
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Figura 4.50: Malha para regiao duplamente conexa com fronteira interna dada pela NACA6409
(62 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 0 empregando SOR com
w=1,7, R =2, em 2000 iteracdes
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Figura 4.51: Malha (zoom) para regido duplamente conexa com fronteira interna dada pela
NACA6409 (62 pontos), gerada a partir das equagdes de Thompson com P = Q = 0 empregando
SOR comw = 1,7, R =2, em 2000 iteracdes
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4.6 MALHAS ORTOGONAIS

O uso de transformacgdes conformes reduz as equagdes de Thompson a

2 2
a_g-); + a—n); —0, 4.5)
2y 2
a_gyz + a_ny2 —0, 4.6)

com B =0e o =y =1, nas quais os pardmetros de controle de espagamento sdo P = Q = 0.

As equagdes (4.5)-(4.6) podem ser empregadas para gerar malhas ortogonais, uma vez
que B =0 e a = v sdo condi¢des de ortogonalidade (THOMPSON, 1985).

As Figuras 4.52, 4.53 e 4.54 foram geradas a partir das equagdes (4.5)-(4.6). Con-
tudo, hd outros métodos para gerar malhas ortogonais, como o Método de Ryskin (RYSKIN;
LEAL, 1983) e o Método de Brackbill (BRACKBILL; SALTZMAN, 1982). Nestes métodos,
as equagdes de Thompson (2.59)-(2.63) sdo usadas para gerar as condi¢des iniciais.

3 .
‘radial_ortogonaldifusor be-——
lranwersf?}ﬁr_tﬁugamﬂﬁ\'ﬁjsnr‘ﬁ)//

— |

i} 1 2 3 4 5

Figura 4.52: Malha com 8 =0 e o = v = 1 para regido simplesmente conexa, gerada a partir
das equacdes (4.5)-(4.6) empregando SOR com w = 1,8, em 91 iteragcdes
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Figura 4.53: Malha com 8 =0 e o = y = 1 para regido simplesmente conexa, gerada a partir
das equagdes (4.5)-(4.6) empregando SOR com w = 1,8, em 108 iteragcdes
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Figura 4.54: Malha com 3 =0, ¢ =y e P = Q = 0 para regido duplamente conexa com
fronteira interna dada pela NACA0006 (35 pontos), gerada a partir das equagdes (2.59)-(2.63)
empregando SOR com w = 1,6, R =2, em 71 iteragdes
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, deduzimos as equagdes de Thompson com fatores de espacamento P
e O e as empregamos para gerar computacionalmente malhas bidimensionais estruturadas em
geometrias simplesmente e duplamente conexas. Nas geometrias duplamente conexas, usamos
alguns perfis de asa de uma aeronave como fronteira interna.

Para gerar as malhas, discretizamos as equagdes de Thompson usando diferengas cen-
tradas de segunda ordem e solucionamos o sistema de equacdes lineares proveniente da discreti-
zacdo utilizando o Método SOR. Neste, testamos valores 6timos para o parametro de relaxacdo
w. Para o difusor e o arco, as geometrias simplesmente conexas adotadas, constatamos que
1 <w < 2 estabelece convergéncia dependendo dos valores adotados para P e . Porém, para
as nacas, geometrias duplamente conexas adotadas, verificamos que 1,5 < w < 1,8 estabelece
convergeéncia dependendo dos valores utilizados para P e Q e também para o raio R da circun-
feréncia que define a fronteira radial.

Um dos testes que efetuamos para geometrias duplamente conexas, a NACA6409 -
Figura 4.54, foi divergente para todos os parametros P, Q, R e w testados. Os provaveis motivos
da divergéncia sdo o formato da naca (quantidade de pontos) e o método explicito (SOR) uti-
lizado para solucionar o sistema de equagdes discretas. Uma alternativa seria usar um método
implicito, como o Método de Gauss-Seidel por linha, descrito no Capitulo 3, Secdo 3.5, ou o
LSOR (STRIKWERDA, 1989), um SOR por linha. Variar o nimero de pontos da fronteira e
usar um método implicito também seriam estratégias a serem testadas para solucionar os pro-
blemas de simetria verificados em alguns testes para geometrias simplesmente conexas, como
o arco - Figuras 4.15 a 4.18.

Por fim, o trabalho contribuiu a formagdo da autora em Matemadtica Aplicada, permi-
tindo-lhe aprimorar as capacidades de investigacdo e sistematizacdo, evidenciando as lacunas
existentes na drea de métodos numéricos e programacdo. Além disso, as experéncias da autora
com este trabalho foram compartilhadas na 6% Semana Académica do Curso de Licenciatura
em Matemdtica da UTFPR, ocorrida em agosto de 2016, e um resumo do mesmo foi aceito para
apresentacdo no formato de poster na Categoria 1: Iniciacdo Cientifica no XXXVII Congresso
Nacional de Matemdtica Aplicada e Computacional, a se realizar em setembro de 2017 em Sao
José dos Campos-SP.
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21

22

23
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25
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30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

/x Cbédigo desenvolvido pelo Prof. Dr.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <conio.h>

#define tol pow(10,-5)
#define pi acos(-1.0)
#define r2 sqrt(2.0)
#define LIMX 60
#define LIMY 40
#define itmax 5000
#define imax 32
#define Jmax 32

/* #define imax 50 =*/
/* #define jmax 20 */
#define deltacsi 1.0
#define deltaeta 1.0
#define w 1.8

#define P
#define Q

/* Funcdes */

void fronteirasl
void fronteiras?2
void condicoesiniciais
void thompson (void);

void impressao (void);

/* Varidveis globais x/
k, k1;

double erro;
double x[LIMX] [LIMY],

int i, 7,

int main ()

{

(void) ;
(void) ;
(void) ;

SIMPLESCONEXA.C

/* geometria 1 =/

/* geometria 2 x/

y [LIMX] [LIMY];

fronteirasl ( );
/*fronteiras2 ( ); x/
condicoesiniciais ( );
thompson ( );

impressao ( );

printf ("Numero de iteracde

printf

("Erro Thompson

s = %d\n",k-1);
.201f\n",erro);
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)

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

getch ( );
return 0;

}

/ *

/* Funcbdes */

/ *

void fronteirasl

/* Pontos das fronteiras verticais =/

for

(void) {

(3=0; j<=jmax; j++) {

/* Esquerda =*/

x[0][7]
y[0][3]

0.0;
0.125%7;

/* Direita x/

x[imax] [J]
y [imax] [J]
("x[0] [%d] =

printf

1)
printf

("x[%d] [5d] =
],imax, j,y[imax] []

= 0.25ximax;
0.125%7;
$1f \t yI[0]]

[}
°

d]

= %lf\n",j,X[O] [j]ljly[o] []

/* Pontos das fronteiras horizontais =/

/* Superior */

for

x[1] [ Jmax]
y[i] [Jmax]
("x[5d] [

1,1, Jmax,y[i] [Jjmax]);

printf

}

/* Inferior

x[1][0]

b

XXX X X X X XX

— o

R 2 O o0 Jo U W
— —, OV —m o, O O O O O O O

O O — e

o O .

[ R
~
~

(1i=1; i<imax; i++) {

= 0.25%1;
= 0.125*«jmax;
%d] =

.75;
8ok

—-cos (pi/8.0);

*
0
1
1
2
2
2.5;
2
3
4
4
4-cos (3.0xpi/16.0);

(8.0-r2)/2.0;
4-cos (5.0*pi/16.0);
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R P O 0o Jo U W

[ e Y T o S U
— Y = o/ o/ o/ /e e e
— — O O O O O O O O O
OOI_AI_II_AL_II_IL_II_IL_AI_I
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§8&&E8EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES */

§8E&E8EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES */

$1f\n", imax, j, x[imax] []

$1f\n", i, jmax,x[1] [ jmax

~.

~e.

cNeoNoNoNoNolNolNol
5 B8 B8 OO0 0O 0O o000 o o
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/16.0

) 8

97 x[14][0] = 4-cos(3.0xpi/8.0); y[14][0] = sin(3.0xpi/8.0)

98 x[15][0] = 4-cos(7.0xpi/16.0); y[15]1[0] = sin(7.0xpi
/16.0);

99 x[16][0] = 4.0; y[16][0] = 1.0;

100 x[1711[0] = 44cos (7.0%pi/16.0); y[17110] = sin(7.0+*pi
/16.0);

101 x[18] [0] = 4+cos(3.0xpi/8.0); y[18][0] = sin(3.0xpi/8.0)

102 x[19][0] = 4+cos(5.0xpi/16.0); y[19]1[0] = sin(5.0%pi
/16.0);

103 x[20] [0] = (8.0+r2)/2.0; y[20][0] = r2/2.0;

104 x[21][0] = 4+cos(3.0xpi/16.0); [21][0] = sin(3.0#*pi
/16.0);

105 x[22][0] = 4+cos(pi/8.0); y[22][0] = sin(pi/8.0);

106 x[23][0] = 4+cos(pi/16.0); v[23]1[0] = sin(pi/16.0);

107 x[24]1[0] = 5.0; y[24]1[0] = 0.0;

108 x[25]1[0] = 5.25; y[25][0] = 0.0;

109 x[26]1[0] 5.5; y[26][0] 0.0;

110 x[27]1[0] = 5.75; y[27]11[0] 0.0;

111 x[28][0] = 6.0; y[28][0] = 0.0;

12 x[29]1[0] = 6.25; y[29]1[0] = 0.0;

113 x[30]11[0] = 6.5; y[30][0] 0.0;

114 x[31]1[0] = 7.25; y[31]1[0] = 0.0;

115

116 for (i=1;i<imax;i++)

117 printf ("x[%d][0] =
1101);

$1f \t y[%d][0] = $1f\n",d1,x[1][0],1i,yI[1
s}

119
120 /% §868668&68&688686866866886868686866868686868668688668686868686&8&6&8& */
121
122 void fronteiras2 (void) {
123
124 /+ Pontos das fronteiras verticais =/

125

126 for (j=1; j<jmax; j++) {

127

128 if (j<=(jmax/2.0)) {

129 x[0][7] = 0.0;

130 y[01[73] = —((jmax/2.0) - J)*(2.0/jmax) ;
131 x[imax] [j] = 5.0;

132 y[imax] [j] = - ((jmax/2.0) - J)*(6.0/jmax);
133 }

134 else {

135 x[0][J] = 0.0;

136 v[0][7] = (J - (Jmax/2.0))*(2.0/Jmax) ;
137 x[imax] [J] 5.0;

138 y[imax] [J] = (J - (jJmax/2.0))*(6.0/jmax) ;

139 }
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140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152
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154

155
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166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

/* Pontos das fronteiras horizontais =%/

for

(i=0; i<=imax; i++) {

= x[i] [jmax]

= ix(5.0/1imax) ;
(=1.0/30.0) *pow (x[1][0],2.0)

1.0/30.0) *pow (x[1] [jmax],2.0)

(
1.0;

(7.0/30.0) »x[1

+

(7.0/30.0) *x[1i

/x §8&8EESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE8E8E86E688886688866888666 */

void condicoesiniciais

double RI1, RIZ,

double xlaux[LIMX] [LIMY],

for

for

for

(void) {

RJ1, RJ2;

yZ2aux [LIMX] [LIMY];

(1i=1; i<imax; i1++) {

(3=1; j<jmax; j++) |
RI1 = (double) (i-1)/ (double) (imax-1);
RI2 = (double) (imax-1i)/ (double) (imax-1)

for

xlaux[1][7]

ylaux [LIMX] [LIMY],

= RIlxx[imax][]J] + RIZ2#*x][

vlaux[1][j] = RIlxy[imax][]J] + RI2*y][

(i=1; i<imax; i++) {

(J=1; j<jmax; j++) {
RJ1 = (double) (j-1)/ (double) (jmax—-1);
RJ2 = (double) (jmax—-7]j)/ (double) (jmax-1);

for

x2aux[1][J] = RIL*x(x[i] [jmax]-xlaux[i] [Jjmax])

][1]-xlaux[i][1]
y2aux[i] [J] = RJILx(
1[1]1-ylaux[i][1]

(i=1;i<imax; i++) {
(3=1; j<jmax; j++) {

for

x[1][7]
y[1i][3]

= xlaux[i] [

ylaux[1i] [

)
y
)

j
J

14

[1] [Jmax]-ylaux[i] [jmax])

’

j ]

]

+ x2aux[i] [J]1;
+ v2aux[1][]];
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1

]
]

(]
(J
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)1

+ RJI2* (x[1
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186

187

1

o

8

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

206

207

208

209

210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

226

227

228

229

230

void thompson

double alfa,

/x §&EEEEEEEEEEEEEEE8EEEEEEEE666666666688888888888888& */

(void) {

double erroaux, J, Rx, Rxl, Rx2, Rx3, Ry, Ryl, Ry2, Ry3;
beta, gamma, basel, base2, base3, based;

((erro>=tol) && (k<=itmax)) {

(J=1; j<jmax; j++) |

(1=1; i<imax; i++) {

Rxl = (x[1+1]1[31-2.0xx[1][J1+x[1-11[3]) /pow(
deltacsi, 2.0);

Rx2 = 0.25%x (x[i+1][J+1]—x[1i+1]1[3-1]-x[1-17[J+1]+x][
i-1]1[3J-11)/ (deltacsi*deltaeta);

Rx3 = (x[1]1[3+11-2.0xx[1][J1+x[1]1[J-1]) /pow
deltaeta,2.0);

Ryl = (y[i+1]1[3]1-2.0xy[i]1[31+y[i-11[3]1)/pow (
deltacsi, 2.0);

Ry2 = 0.25x (y[i+1][J+1]-y[i+1][j-1]1-y[i-11[3+1]1+yI
i-11[J-11)/ (deltacsixdeltaeta);

Ry3 = (y[i][J+11-2.0xy[i]1[J1+y[i]1[]J-11)/pow (
deltaeta,2.0);

/* Cadlculo de alfa =/

basel = 0.5x(x[1][J+1]-x[1][J-1])/deltaeta;
base2 = 0.5x(y[i] [J+1]-y[i]1[j-11) /deltaeta;

f—

alfa = pow(basel,2.0) + pow(base2,2.0);
/+ Calculo de gamma =/

base3 = 0.5x (x[1+1][J]-x[1-1]1[]])/deltacsi;
0.5% (y[i+1]1[j]l-y[1i-11[3])/deltacsi;

based

gamma = pow (base3,2.0) + pow(based4,2.0);

/% Calculo de beta =*/

beta = baselxbase3 + basel2xbased;

/* Calculo do Jacobiano =*/
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232

233

234
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236

237

238

239

240

241
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254

255
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258
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260
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262

263

264
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266

267

268

269

270

271

272

273

274

275

276

277

278

279

}

J =

base2xbase3

/* Residuo Rx =/

Rx =

alfaxRxl - 2.0xbetax*Rx2 + gamma*Rx3 + pow (J
,2.0)* (Pxbase3 + Qxbasel);

/* Residuo Ry =*/

Ry =

/+ Céalculo do erro madximo cometido no laco de i x/

alfaxRyl — 2.0xbetaxRy2 + gammax*Ry3 + pow (J
,2.0) % (Pxbased4d + Qxbase2);

if (fabs (Rx)
erroaux =

else

erroaux =

if (erroaux > erro)
erro = erroaux;

/* Cadlculo de x e y empregando SOR =*/

[x 1 */

b /x g %/

k

++;

} /* while =/

/x §&8EESEEEEEEEEEEEEEEEEESE8EEEE8E886688866688866688666& */

void impressao

(void)

FILExfsl, xfs2;

fsl
fs2

= fopen

fopen

("radial.txt","w");
("transversais.txt","w

/* Radiails x/

for

{

j1 += ((w*Rx)/(2.0% (alfat+tgamma)));
j] += ((wxRy)/ (2.0 (alfatgamma))) ;

(3=0; j<=jmax; j++) {

if

(J%2
for

==0) {

>= fabs (Ry))
fabs (Rx) ;

fabs (Ry) ;

(1=0; i<=imax; i++)

fprintf

(fs1,"%1f \t $1f\n",x[i]1[31,v[11[31);
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301

302
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305

/* Transversails x/

for

else
for

{

(i=imax; i>=0;1i--)

fprintf

fprintf

fclose (fsl);
fclose (fs2);

(fs1,"%1f \t %1f\n",x[i][3],y[1i]1[3]);

(1=0; i<=imax; i++) {
if (i%2==0)
for (3=0; j<=jmax; j++)
fprintf (£s2,"$1f \t $1f\n",x[i][3]1,v[i1([3]);
else {
for (j=jmax;j>=0;3j-—-)

(fs2,"s1f \t $1f\n",x[1]1[3]1,yv[i1[3]);

/x §&8EESEEEEEESEEEEEEEEEEE8E8EEE8E886688886688866888666 */

DUPLAMENTECONEXA.C

/+ Cédigo desenvolvido pelo Prof. Dr. Rudimar Luiz Nbés =/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define tol pow (10, -5)
#define pi acos(-1.0)

#define LIMX 200
#define LIMY 200
#define itmax 2000

/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define
/*#define

imax
Jmax
imax
Jmax
imax
Jmax
imax
Jmax
imax
Jmax

50/
48%/
34%/
32/
61*/
59%/
120/
118+/
62%/
60«/

#define deltacsi 1.0

/* naca747A415 x/

/* naca0006, naca2408, naca23021x/

/* naca6409 */

/* naca25112 x/

/* nacaO0l2H x/
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#define deltaeta 1.0
#define R 2.0
aerofdlio x/
#define w 1.7
#define P 0.0
#define Q 0.0

/* Funcdes =/

void fronteiras (void);

volid condicoesiniciais (void);
void thompson (void);

void impressao (void);

/* Variaveis globais x/

int i, j, k, k1;
double erro;
double x[LIMX][LIMY], y[LIMX][LIMY];

int main ()

{

fronteiras ( );
condicoesiniciais ( );
thompson ( );

impressao ( );

printf ("Numero de iteracoes = %d\n",k-1);
printf ("Erro Thompson = %.201f\n",erro);
getch ( );

return 0;

}

/* 888888888 EEEEEEEEE8868E8886888886888886688886688886& */

/* Funcgdes =*/

/Fx §8&8EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE8EEEEE8E8EEEE8E8EEESE&EEESE */

void fronteiras (void) {

double teta;
FILExae;

ae = fopen ("nacal006.txt","r"

//ae

fopen ("naca747A415.txt","r");

//ae = fopen ("naca23021.txt","r

//ae = fopen ("naca2408.txt","r");

') ;

/* raio igual ao dobro da corda do

")

//ae = fopen ("NACA25112.txt","r");
//ae = fopen ("nacaOO0l2H.txt","r");
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93

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

//ae =

fopen

/* Pontos da fronteira interna

naca0006 =/

("NACA6409.txt","r");

(inner boundary) - naca747A415 ou

for (i=0;i<=imax;i++) {
fscanf (ae,"%$1f \t %1f\n",&x[1][0]1,&y[1i][0]);
printf ("x[%d][0] = %1f \t y[%d] [0] = %$1f\n",i,x[1i][0],1,vI[1

1001) 7

/* Pontos da fronteira externa

for (i1=0;i<=imax;i++) {
teta =
x[1] [Jmax]

y[i] [Jmax] =
printf ("x[%d] [%d] =

Jmax], 1, jmax,y[i

fclose (ae);

*/

(outer boundary)

i%x(2.0xpi/imax) ;

= 0.5+R*cos (teta);

Rxsin (teta);

$1f \t y[%d] [%d] =
] [Jmax]) ;

$1f\n",i, Jmax,x[1] [

/* 888888888 EEEEEEEEE88EE8E8868688886888886888886688886& */

void condicoesiniciais (void)

double RI1, RI2, RJI1,

y2aux [LIMX] [LIMY];
/* Condig&o inicial para

for ; J<jmax; jt++

(3=
[0][ ] =
yl0][3] =

) |
x[imax] [J] =
ylimax] [J]

/* Condig&o inicial para
transfinita */

for (i=1;i<imax;i++) {
for (j=1; j<jmax; j++)
RI1 =
RIZ2 =
xlaux[1][]] =
ylaux[i][]] =

RIlxx[imax] [J]
RIlxy[imax] []]

{

RJ2;
double xlaux[LIMX] [LIMY],

ylaux [LIMX] [LIMY], x2aux[LIMX] [LIMY],

a linha de corte «/

.0 + Jx(1.5/7jmax) ;
0.0;

os pontos da malha - Interpolacgao

{

(double) (i—1)/ (double) (imax—-1) ;
(double) (imax—-1)/ (double) (imax—1

)i
+ RIZ»x[1][]];
+ RIZxy[1][]];
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150
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152
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156

157

158

159

160

161

162

163

164

165

166

for (i=1;i<imax;i++) {
for (j=1;j<jmax; j++) {
RJ1 (double) (j-1)/ (double) (jmax-1) ;
RJ2 (double) (jmax-7j)/ (double) (jmax-1) ;

x2aux[1][J] = RILl*x(x[1i][Jmax]-xlaux[i] [jmax]) + RJI2*(x[i

] [1]-xlaux[1][1

1);
y2aux[1][J] = RIlx(y[i][Jmax]-ylaux[i] [jmax]) + RJI2*(y[i
1)

I[1]-ylaux[i] [1

14

for (i=1;i<imax;i++) {
for (j=1;j<jmax; j++) {
x[1]1[7] = xlaux[i][

jl + x2aux([i] [J];
y[i1[3] = ylaux[i][J] + y2aux[i][]];

void thompson (void) {

double erroaux, J, Rx, Rxl, Rx2, Rx3, Ry, Ryl,

double alfa, beta, gamma, basel, base2, base3,

while ((erro>=tol) && (k<=itmax)) {

erro = 0.0;

for (j=1; j<jmax; j++) {

for (i=1;i<=imax;i++) {

/* Pontos—fantasmas =/

if (i==imax) {
x[1+1][J] = x[1]1[31;
printf ("x[%d] [%d] = %$1f\n",i+1, J,x
[i+l][]+l] = x[1][3+1];
x[i+1103-11 = x[1]1[3-11;
y[i+1]1[J] = yl[11[3];
Y[l+1][]+1] y[11[3+11;
y[i+1][j-1] = y[1][j-1];
}

x[1-1][
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Ry2, Ry3;
based;

[(i+11031)7

j1) /pow (deltacsi



167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

210

Rx2 = 0.25% (x[1+1][J+1]—-x[i+1]1[J-1]—-x[1-1]1[J+1]+x[1

-11[3J-11)/ (deltacsixdeltaeta);

Rx3 = (x[i][F+1]1-2.0%x[1i][j1+x[i][j-1]) /pow (deltaeta

+2.0);

Ryl = (y[i+1][3]-2.0xy[1][J]+y[i-1][J]) /pow (deltacsi

7 200) 8

Ry2 = 0.25%x (y[i+1] [J+1]-vy[i+1][3-1]-y[i-1][J+1]+yI[1

-11[3J-11)/ (deltacsixdeltaeta);

Ry3 = (y[i][3+1]1-2.0*y[1][Jl+y[i]1([J-1]) /pow (deltaeta

/* CAlculo de alfa =/

basel = 0.5
base2 =

(x[1][J+1]1-x[1]1[J-1]1)/deltaeta;
[§J+1]1-y[i]1[j-1]1) /deltaeta;

|
o
* ok
—
=
o

alfa = pow(basel,2.0) + pow(base2,2.0);
/+ Célculo de gamma =/

base3 = 0.5%(x[1+1]1[j]-x[1-1]1[J])/deltacsi;
based4 = 0.5 (y[i+1]1[Jj]l-y[i-11[3])/deltacsi;

gamma pow (base3,2.0) + pow(based4,2.0);
/% Calculo de beta =/

beta = baselxbase3 + base2*based;
//beta = 0.0;

/% Cadlculo do Jacobiano x/

J = basel2+base3 - baselxbased;

/* Residuo Rx =*/

Rx = alfaxRxl - 2.0xbetaxRx2 + gammax*Rx3 + pow(J, 2.

* (P*base3 + Qxbasel);

/* Residuo Ry =/

Ry = alfaxRyl - 2.0xbetaxRy2 + gammaxRy3 + pow(J,2.

* (Pxbased + Qxbase2);

/+ Célculo do erro madximo cometido no laco de i x/

if (fabs(Rx) >= fabs(Ry))

erroaux = fabs (Rx);
else
erroaux = fabs (Ry);
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211

212 if (erroaux > erro)

213 erro = erroaux;

214

215 /* Calculo de x e y empregando SOR =*/
216

217 x[1][J] += ((w*Rx)/(2.0x (alfat+gamma)));
218 y[il[J] += ((wxRy)/(2.0*(alfatgamma)));
219

220 } /* 1 %/

221

m /+ Igualando valores na linha de corte */
223

24 x[0][J] = x[imax] []];

225 y[0][J] = ylimax][]];

226

27 Y /x g %/

228

229 k++;

230 } /x while x/

231}

232

23 /% §&EEGEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEESESE */
234

»5 void impressao (void) {

236

237 FILE+~fsl, xfs2;

238

239 fsl = fopen ("radial.txt","w");

240 fs2 = fopen ("transversais.txt","w");

241

242 /+ Radiais =/

243

244 for (3=0; j<=jmax; j++) {

245 for (i=0;i<=imax;i++) {

246 fprintf (fsl,"%$1f \t $1f\n",x[i]([3J]1,v[1i][3]);
247 }

248 }

249

250 /+ Transversais =/

251

252 for (i1i=0;i<=imax;i++) {

253 i1f (1i%2==0) {

254 for (3=0; j<=jmax; j++)

255 fprintf (£s2,"%$1f \t $1f\n",x[i]1[]j],yv[i]1(31);
256 }

257 else {

258 for (j=jmax; j>=0; j——)

259 fprintf (fs2,"%$1f \t $1f\n",x[i]1([3J]1,v[1i]1[3]);
260 }

261 }
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262

263

264

265

266

267

fclose (fsl);
fclose (fs2);

/x §8&86EEEEEEEEEEEEEEEEEE8E8EEE8886688886688866688666 */
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APENDICE B - PONTOS USADOS COMO FRONTEIRAS INTERNAS PARA
REGIOES DUPLAMENTE CONEXAS
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Figura B.1: NACA0006 (GROUP, 2017)
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B.2 NACA747A415

NACA 747A415
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Figura B.2: NACA747A415 (GROUP, 2017)
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B.3
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Figura B.3: NACA23021 (GROUP, 2017)
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B.4 NACA2408

NACA 2408
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Figura B.4: NACA2408 (GROUP, 2017)
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B.5 NACA 25112

Figura B.5: NACA25112 (TOOLS, 2017)
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B.6 NACA 6409
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Figura B.6: NACA6409 (GROUP, 2017)
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