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RESUMO

Apresentamos neste trabalho as principais técnicas de demonstracdo em Matematica e
as aplicamos para demonstrar alguns teoremas da Geometria Euclidiana. O intuito é ressaltar a
importancia da demonstracdo nas aulas de Geometria no Ensino Fundamental e no Ensino
Médio e também na formacéo do professor de Matematica. Finalizamos propondo atividades
para a sala de aula que abordam os conceitos, principios e teoremas apresentados e discutidos

ao longo do trabalho.

Palavras-chaves: técnicas de demonstracao, area, volume, Teorema de Pitadgoras, Teorema de

Pick, Teorema dos Carpetes, Principio de Cavalieri.






ABSTRACT

We present in this work the main demonstration techniques in mathematics and we
apply them to demonstrate some theorems of Euclidean Geometry. The aim is to highlight the
importance of the demonstration in geometry classes in elementary school and in high school
and also in mathematics teacher education. We finish by proposing activities for the classroom

that address the concepts, principles and theorems presented and discussed throughout the work.

Keywords: demonstration techniques, area, volume, Pythagorean theorem, Pick’s theorem,

Carpets theorem, Cavalieri’s principle.
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1 INTRODUCAO

O Ensino Fundamental e o Ensino Médio ndo prepararam adequadamente o autor
deste trabalho para a vida académica, principalmente para o curso de Matematica. A
linguagem e o rigor matematicos foram grandes obstaculos nos semestres iniciais do
curso. Nestes, os estudantes sdo estimulados a comprovar sempre propriedades e relagdes,
situacdo ndo vivenciada na Educacdo Bésica, uma vez que propriedades e relacdes
matematicas importantes foram, quando o foram, apenas apresentadas. A aprendizagem
em Matematica foi estabelecida apenas por processos de repeticdo, ndo de entendimento
e compreensdo. Dessa forma, as estruturas de repeticdo incorporadas mostraram-se
insuficientes a solugdo dos problemas propostos em disciplinas como Fundamentos de
Matematica e Geometria. Na solucdo dos problemas apresentados nessas e em outras
disciplinas do curso, é necessario destacar hipéteses e emprega-las para comprovar uma
tese. Ou seja, é preciso demonstrar.

Segundo Fossa (2009, 47), para desenvolver o conhecimento € preciso saber o
porqué dos acontecimentos e o porqué de um teorema matematico € a sua demonstracao.
Para Fossa, 0 matematico tem dois motivos para demonstrar. O primeiro é que uma
proposicdo intuitivamente verdadeira pode ser provada como falsa com a utilizagdo da
demonstracdo. E o segundo é que a Matematica € um tipo de conhecimento e sdo
necessarias razdes suficientemente fortes para se acreditar nele.

A demonstracdo € importante nas diversas areas da Matematica, pois ela é uma
forma de atestar veracidade aos conhecimentos matematicos, ou seja, € um processo
argumentativo que permite concluir que propriedades matematicas sdo verdadeiras. A
demonstracdo na Matematica evidencia o poder de principios e propriedades, assim como
suas limitacdes.

Dessa forma, a demonstracdo também se faz necessaria na Geometria. Segundo
Boyer e Merzbach (2012), foi feito no século XIX um grande esforco para dar a
Geometria um carater mais formal, assim como era dado a Algebra e a Analise.
Contribuiu para esse formalismo a obra do alem&o David Hilbert, denominada The
Foundations of Geometry (Oliveira, 2003), na qual ele fundamenta a Geometria
Euclidiana a partir de cinco grupos de axiomas.

Consciente da importancia da demonstragdo e uma vez que deseja seguir a carreira
docente, o autor deste trabalho tem a preocupacdo de como proceder para preparar bem
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os estudantes da Educacao Basica. As dificuldades que enfrentou para se adequar ao que
foi exigido nos semestres iniciais do Curso de Licenciatura em Matematica foram
responsaveis pela desisténcia de muitos de seus colegas. Para Souza, Petrd e Gessinger
(2012), ha muitos motivos para a evasdo no Ensino Superior no Brasil, contudo, um dos
motivos que se pode ressaltar é que o Ensino Fundamental e o Ensino Médio néo
preparam adequadamente os estudantes, inclusive em Geometria.

Ainda, apesar da Geometria constar no Curriculo de Matematica, os professores
de Matematica da Educacdo Bésica costumam aborda-la geralmente nos instantes finais
do ano letivo. Isto evidencia o despreparo dos mesmos para ensinar Geometria com a
énfase necessaria.

Por tudo isto, decidimos abordar neste trabalho a demonstracdo em Geometria.
Dessa forma, este trabalho se propde a:

1°. apresentar as principais técnicas de demonstracdo em Matematica, aplicando-as
para demonstrar teoremas da Geometria Euclidiana, plana e espacial;

2°. evidenciar algumas formas de demonstracdo préprias a Geometria, como as
demonstracdes manipulativas;

3°. organizar atividades para sala de aula que exploram a demonstracdo em
Geometria e possam ser empregadas na Educacdo Basica, contribuindo para
melhorar e consolidar a formacdo matematica dos estudantes;

4°, elaborar um texto de Geometria com figuras ilustrativas adequadas. Para tanto,

exploramos o aplicativo Geogebra 2D e 3D e fizemos uso da fotografia.

O trabalho esta estruturado da forma descrita a seguir.

& Capitulo 1: justificativa, objetivos, axiomas versus teoremas;

& Capitulo 2: principais técnicas de demonstracdo em Matematica;

& Capitulo 3: nocdo intuitiva de area e volume, alguns principios e teoremas da
Geometria Euclidiana, plana e espacial;

& Capitulo 4: atividades para sala de aula;

Capitulo 5: conclusdes.



1.1 Postulados e Teoremas

A Matemaética, assim como a musica, requer tempo para ser aprendida, tem
métrica, formato e linguagem prépria. A Matematica, especificamente a Geometria, é
fundamentada em propriedades evidentes por si mesmas, que ndo precisam ser
demonstradas, chamadas postulados ou axiomas. Na antiga Grécia, segundo Hygino H.
Domingues por Dolce e Pompeo (2005, 196), axioma era uma sentenga tomada como
verdadeira para todos os campos de estudo, enquanto um postulado era uma sentenca
verdadeira especifica. Exemplificando:

e axioma: “Coisas iguais a uma mesma coisa sdo iguais entre si”’;

e postulado: “De qualquer ponto pode-se conduzir uma reta a qualquer ponto dado”.

No desenvolvimento deste trabalho nédo diferenciaremos postulado de axioma,
como faziam os gregos antigos.

Para Notare (2001), os axiomas sdo uma colecdo de conceitos definidos por
termos primitivos, a partir dos quais teoremas, lemas e corolérios sdo comprovados, sendo
a Geometria Euclidiana um exemplo classico de sistema axiomatico dedutivo.

Segundo Manfio, David Hilbert (1862-1943) fundamentou a Geometria
Euclidiana a partir do ponto e da reta, conhecidos como termos primitivos, e estabeleceu
trés relagdes primitivas:

e UM ponto pertence a uma reta;
e um ponto esta entre dois pontos;

e arelacdo de congruéncia.
Essas relacbes devem satisfazer um conjunto de axiomas, os quais Hilbert classificou nos
cinco grupos a segquir.

1. Axiomas de incidéncia: estabelecem a nocao de estar em.
Exemplo: “Dados dois pontos distintos quaisquer, A e B, existe uma Unica reta que passa
por esses dois pontos.” Manfio (2).

2. Axiomas de ordem: estabelecem a nocéo de estar entre.

Com base nessa nocao € possivel ordenar pontos em uma reta, em um plano e no

espaco.



Exemplo: “Para quaisquer trés pontos distintos colineares, apenas um deles esta entre 0s

outros dois.” Manfio (4).

3. Axiomas de congruéncia: definem o conceito de congruéncia.

Exemplo: “Se dois tridngulos ABC e XYZ sio tais que AB = XY ,AC = XZe A
entdo AABC = AXYZ”. Manfio (18).

A

X,

4. Axioma das paralelas: definem o conceito de paralelas.

Exemplo: (5° Axioma de Euclides — Versdo equivalente de Playfair) “Por um ponto ndo

pertencente a uma reta r passa uma Unica reta paralela a reta r.” Manfio (33).

5. Axiomas de continuidade: garantem que as construcdes que permitem medir a

distancia entre pontos sdo possiveis.

Exemplo: “A cada segmento AB est4 associado um Gnico nimero real positivo, e ao

segmento nulo esta associado o0 numero zero.” Manfio (8).

Diferentemente de um axioma, um teorema (do grego e do latim theoria) é uma
propriedade ndo evidente, isto €, que precisa ser comprovada mediante demonstracao.
Lemas (do grego lemma) sdo pré-teoremas, ou seja, teoremas intermediarios que
permitem comprovar outros teoremas, de tese mais ampla. J& corolarios (do latim
corollarium) sdo consequéncias imediatas de um teorema, teoremas que séo deduzidos
facilmente de outros, isto é, sdo pos-teoremas.

Exemplo lema-teorema:
e lema — “Quaisquer dois circulos, de mesmo raio, sdo figuras congruentes.”

Manfio (88);

e teorema — “A razdo entre as areas de duas figuras semelhantes ¢ o quadrado da

razao de semelhanca.” Manfio (89).

Exemplo teorema-corolario:
e teorema — “A medida de um angulo externo de qualquer tridngulo ¢ maior que a

medida de qualquer um dos angulos internos ndo adjacentes a ele.” Manfio (23);



e corolério — “A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos de um

triangulo é menor que 180°.” Manfio (23).

1.2 A Geometria Euclidiana

A Geometria é uma ciéncia antiga que foi utilizada por diferentes povos, como
egipcios, babilénios e gregos. Euclides de Alexandria (300 a.C.) foi o primeiro a
apresentar, de forma sistematica, a Matematica como ciéncia dedutiva (Carmo, 1987).

Foi Euclides quem definiu as bases da Geometria Euclidiana com a sua mais famosa
obra, “Os Elementos”. Esta obra € composta por treze volumes, assim distribuidos:
geometria plana (volumes 1 a 6), teoria dos nimeros (volumes 7 a 10) e geometria
espacial (volumes 11 a 13).

Nos volumes de geometria plana, Euclides elenca cinco axiomas com 0s quais
comprova teoremas e estrutura sua geometria. Segundo Carmo (1987), os cinco axiomas
de Euclides séo:

I.  dois pontos determinam uma reta;
Il.  a partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel marcar um segmento de
comprimento arbitrario;
I1l.  é possivel descrever um circulo com centro arbitrario e raio arbitrario;
IV. todos os angulos retos sdo iguais;
V. seumaretar corta outras duas retas r; € r, (no mesmo plano) de modo que a soma
dos angulos interiores de um mesmo lado de r € menor que dois retos, entdo r; e
r,, quando prolongadas suficientemente, se cortam daquele lado de r, como

mostra a Figura 1.

Figura 1: Retas concorrentes intersectadas por uma reta transversal.



O quinto postulado de Euclides nédo € evidente e, na tentativa de prova-lo, como
se fosse um teorema, matematicos definiram as bases de novas geometrias, denominadas

Geometrias Ndo-Euclidianas.



2 FORMAS DE DEMONSTRACAO

Segundo Fossa (2009), ha vérias estratégias para se efetuar uma demonstrag&o.
Dentre elas, mencionamos:
> atécnica de condicionalizacdo: p — q;
a técnica do bicondicional: p < q;
a reducdo ao absurdo;

a inducdo matematica;

YV V V V

0 emprego de outros teoremas.

Neste capitulo, apresentamos trés das formas de demonstracdo apresentadas por
Fossa (2009) e as aplicamos para demonstrar teoremas da Geometria Plana e da
Geometria Espacial:
» ademonstracdo direta;
» areducéo ao absurdo;
» ainducdo matematica.

2.1 Demonstracao direta

Demonstracgdes do tipo p — g (lé-se: p implica q), ou
se p, entdo q,
sdo consideradas demonstraces diretas, construtivas. Nelas, p é a hipdtese (ou hipoteses)
e q é atese. E cada uma das hipoteses p deve ser empregada para mostrar a veracidade
de g. Enquadram-se nesta categoria as técnicas de condicionalizacdo e do bicondicional
apresentadas por Fossa (2009).

Exemplificamos a técnica utilizando dois teoremas da Geometria Euclidiana.

TEOREMA 2.1 (Soma dos angulos internos de um triangulo)

A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°.

Sejam a, B e y os angulos internos do triangulo ABC, ilustrado na Figura 2.



B c

Figura 2: Angulos internos do triangulo ABC .

O Teorema 2.1 pode ser reescrito como:
Se a, B e y séo os angulos internos de um triangulo, entdo a + § + y = 180°.

Demonstracdo 1

Seja r a reta suporte do lado BC. Consideremos a reta s tal que r||s e passe pelo

ponto A, conforme mostra a Figura 3.

B c

Figura 3: Soma dos angulos internos do triangulo ABC.

A reta s determina no vértice A dois angulos B'e y’, adjacentes ao angulo «, tais

que
a+ B'+y’ = 180°. (2.1)
Como os angulos y e B'e B e y'sdo alternos internos, temos que
B'=vy (2.2)
e



Y =B (2.3)
Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1), concluimos que
a+ B +y=180°

Demonstracao 2

Seja 8 um angulo externo do tridngulo ABC, adjacente ao angulo y, como ilustra

a Figura 4.
‘
B
Figura 4: Angulo externo 6 do triangulo ABC.
Temos que:
a+pB =6 (2.4)
e
y+6=180°= 6 =180°—y. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos
a+pf+y=180°.

Nesta demonstracdo, empregamos o Teorema do Angulo Externo (2.4)' para
provar de forma direta 0 Teorema 2.1. Empregar teoremas na demonstracdo € outra das

técnicas descritas por Fossa (2009).

1 Em um tridngulo, a medida de um angulo externo é igual a soma das medidas dos dois angulos internos
ndo adjacentes a ele.



TEOREMA 2.2 (Pitagoras)

Em um tridngulo reténgulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma

dos quadrados das medidas dos catetos.

O Teorema de Pitagoras, segundo Boyer (2009, 56), muito provavelmente veio
dos babilonios. Esse teorema descreve a relacdo existente entre as medidas dos lados de
um tridngulo retangulo, ou seja, o triangulo que tem um dos angulos internos medindo
90° (&ngulo reto). O maior lado do tridngulo retdngulo é denominado hipotenusa (do
grego hypoteinousa: estende-se sob; contrario a); os outros dois lados sdo denominados
catetos (do grego kathetos: que cai perpendicularmente).

H& varias demonstracGes diretas do Teorema de Pitdgoras. O professor e
matematico americano Elisha Scott Loomis (1852-1940) era apaixonado por esse
teorema. No periodo de 1907 a 1927, ele colecionou demonstracbes do teorema,
agrupando-as em um livro denominado The Pythagorean Proposition (A Proposicao de
Pitagoras). A primeira edicdo, publicada em 1927, continha 230 demonstraces; ja a
segunda edicdo, publicada em 1940, continha 370 demonstrac6es. Loomis classificou as
demonstracdes em dois grupos: no primeiro, as demonstracdes algébricas; no segundo, as
demonstracdes geomeétricas.

O Teorema 2.2 pode ser reescrito como:

Se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados de um triangulo retangulo, coma > b e

a > c, entdo a® = b? + c2.

Apresentamos a seguir trés demonstracGes diretas do Teorema de Pitagoras. A
primeira é uma demonstracdo geométrica atribuida por alguns historiadores ao proprio
Pitagoras. A segunda, também uma demonstracdo geométrica, € denominada a
demonstracdo do presidente. Esta demonstracdo é uma das demonstracGes geométricas
presentes no compéndio de Loomis. Ela € atribuida a James Abram Garfield (1831-1881),
general que foi presidente dos Estados Unidos e governou por apenas seis meses e quinze
dias. Ele foi baleado em um atentado a uma estacdo de trem de Washington D.C. e
agonizou por dois meses antes de falecer. Era um grande estudioso e entusiasta da
Matematica. A terceira, € uma demonstracdo algebrica tambeém presente no livro de

Loomis.
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Demonstracdo 1

Consideremos o quadrado de lado a, inscrito no quadrado de lado b + ¢, como

mostra a Figura 5.

Figura 5: Quadrado de lado a inscrito no quadrado de lado b + c.

Empregando os quatro triangulos retangulos de catetos b e c e hipotenusa a da

Figura 5, podemos construir outro quadrado de lado b + ¢, ilustrado na Figura 6.

c b

Figura 6: Quadrado de lado b + ¢ formado por dois quadrados e dois retangulos.

Como os quadrados de lado b + ¢ das Figuras 5 e 6 ttm a mesma area e 0S
triangulos retangulos também tém a mesma area, concluimos que o quadrado de lado a

tém area igual a soma das areas dos quadrados de lados b e c, isto é,

a? = b% + c?.

11



Demonstracdo 2

Seja o trapézio retangulo ABCD, ilustrado na Figura 7, reto em B e C, de modo
que o ponto E € BC, BE =CD, CE = AB, AB=c, CD =b e AE = DE = a. Dessa

forma, o trapézio retangulo fica dividido em trés triangulos retangulos.

A

B b E c C

Figura 7: A demonstracao do presidente: trapézio retangulo ABCD decomposto em trés

triangulos retangulos.

Como a area do trapézio retangulo é igual a soma das areas dos trés triangulos
retangulos, temos que:

Appep = Apae + Anaep + Anpces

b+c(b+ )_bc+aa+bc_
2 =TT
(b + ¢)? a?
———=bc+=

b? + 2bc + ¢? = 2bc + a?;

b? + ¢? = a?.

Demonstracdo 3

Seja o triangulo retangulo ABH, retangulo em H. Tracemos um segmento
CD perpendicular ao lado 4B, com C € AH e D € AB, de forma que BH = BD, 0 que
implica CD = CH.

Denotemos AB = h (hipotenusa), AH = b (cateto), BH = BD = a (cateto),
CD=CH=x,AD =h—aeAC = b — x, como ilustra a Figura 8.

12



Figura 8: Triangulos retangulos ABH e ACD.

O triangulo ACD é retdngulo em D. Nos triangulos ABH e ACD, o angulo A ¢
comum a ambos e os angulos H e D séo retos. Logo, os angulos B e C sdo congruentes.
Assim, pelo caso AAA (angulo-angulo-angulo), os triangulos ABH e ACD sao

semelhantes e
a b

iaeridert (26)
Das igualdades em (2.6), obtemos:
ah — a? = xb; (2.7)
ab — ax = xh, (2.8)
b% — bx = h% — ah. (2.9)
A igualdade (2.9) pode ser reescrita como
xb = b? — h? + ah. (2.10)

Comparando as igualdades (2.7) e (2.10), concluimos que
ah —a? = b?> — h?® + ah;
h? = a? + b2. (2.11)
A igualdade (2.11) estabelece que o quadrado da medida da hipotenusa é igual a

soma dos quadrados das medidas dos catetos.

2.1.1 DemonstracGes manipulativas

Dentre as demonstracfes diretas em Geometria, destacamos as demonstragdes

manipulativas, ou seja, as demonstracdes que utilizam materiais manipulaveis,
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permitindo que os estudantes possam visualizar, construir e tocar durante o processo de
comprovacdo da propriedade matemética. As demonstragdes manipulativas sao
apropriadas tanto para o Ensino Fundamental quanto para o Ensino Médio,
principalmente no ensino de Geometria Plana e Geometria Espacial.

Segundo Lorenzato (2012), muitos sdo os educadores que evidenciam a
importancia do apoio visual ou do visual-tatil como facilitador para a aprendizagem. Na
elaboracdo de atividades para tal fim podem ser utilizados materiais diversos, inclusive
digitais. Em Geometria, podemos explorar o uso de dobraduras. Nessas atividades, 0s
estudantes, ao interagirem com 0s materiais manipulaveis, desenvolvem o raciocinio de
uma forma diferenciada do que quando o assunto em discussdo € apenas
apresentado/explicado. Para Rego e Rego (por Lorenzato, 2012, 43), com 0 uso de
materiais manipulativos o professor amplia a sua formacéo e a dos estudantes de modo
critico.

Apresentamos a seguir demonstragdes manipulativas dos dois teoremas

geométricos discutidos anteriormente.
1. Soma dos angulos internos de um triangulo

Passo 1
Em uma folha de papel, desenhe um triangulo acutangulo qualquer e pinte o0s
angulos internos usando cores diferentes (por exemplo, preto, azul e vermelho), como

mostra a Figura 9. Recorte o triangulo.

Figura 9: Angulos internos de um triangulo.
Passo 2
Usando dobradura, determine o ponto médio dos lados determinados pelos
angulos preto e vermelho e preto e azul. Faga um vinco determinando o segmento que

tem por extremos 0s pontos medios. Isto colocara o vertice do angulo em preto sobre o
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lado determinado pelos angulos em azul e vermelho, como ilustra a Figura 10. A linha

determinada pelo vinco é a base média do triangulo.

Figura 10: “Transportando” o vértice do angulo em preto para o lado do tridngulo

oposto a ele.

Passo 3
Transportar o angulo em azul, “colocando-o ao lado” do angulo em preto, como

mostra a Figura 11.

Figura 11: “Transportando” o vértice do angulo em azul.
Passo 4

Transportar o angulo em vermelho, “colocando-o ao lado” do &ngulo em preto,

como mostra a Figura 12.
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Figura 12: “Transportando” o vértice do angulo em vermelho.

Na Figura 12, observamos que a soma dos trés angulos internos do tridngulo
equivale a medida do angulo raso.

Definicdo 2.1 (Base média do triangulo)
O segmento que tem por extremos 0s pontos médios de dois lados de um triangulo
é denominado base média do triangulo.

TEOREMA 2.3 (Base média do triangulo)

A base média de um tridngulo é paralela ao terceiro lado e sua medida é igual a

metade da medida do terceiro lado.

Demonstracao

Seja um triangulo ABC onde M ¢ o ponto médio do lado AB e N é o ponto médio

do lado AC, como mostra a Figura 13. Desse modo, MN ¢ a base média do tridngulo ABC.

A

B [

Figura 13: Triangulo ABC e a base média MN.

Temos, por hipdtese, que AM = MB e NA = NC.
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Tracemos por C uma reta paralela a AB que intersecta o prolongamento de MN

em D. Definimos assim o triangulo CDN, como mostra a Figura 14.

A

Figura 14: Triangulos ABC e CDN.

Como AC é transversal a AB||CD, ¢ = A (angulos alternos internos). Os angulos
ANM e CND séo congruentes (angulos opostos pelo Vvértice) e, por hipotese, NA = NC.
Logo, pelo caso ALA (angulo-lado-angulo), os triangulos AMN e CDN sé&o congruentes.
Disto decorre que:

MN = ND;
CD = AM = MB.
Como CD||MB e CD = MB, BCDM é um paralelogramo. Logo,
MD||BC;

BC
MD=2.MN=BC:>MN=7.

2. Teorema de Pitagoras

As demonstracfes manipulativas do Teorema de Pitdgoras sdo geométricas e
exploram os conceitos de area e de equivaléncia de figuras geométricas planas. Elas sdo
também demonstracdes visuais, que podem ser refeitas empregando-se papéis coloridos

ou etil vinil acetato - EVA. Nas Figuras 15 a 20, ilustramos alguns exemplos.

Definicdo 2.2 (Figuras equivalentes)

Duas figuras geométricas planas sao equivalentes quando tém a mesma area.
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‘
Figura 15: Demonstracdo manipulativa do Teorema de Pitagoras - Santos (2011, 23).

% ) .

Figura 16: Demonstra¢cdes manipulativas do Teorema de Pitagoras — Intef (2016).
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Figura 17: Demonstra¢cdes manipulativas do Teorema de Pitagoras — Intef (2016).

Figura 18: Demonstra¢fes manipulativas do Teorema de Pitdgoras— Intef (2016).
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C C
A B A B

Figura 19: Demonstra¢gdes manipulativas do Teorema de Pitagoras — Intef (2016).

%

Figura 20: Demonstra¢gdes manipulativas do Teorema de Pitagoras — Intef (2016).
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2.2 Reducéo ao absurdo

A demonstracao por reducgdo ao absurdo, ou prova por contradi¢do, € uma técnica
de demonstracgéo indireta, ndo construtiva. Demonstrac6es desse tipo sao feitas negando-
se 0 que se quer provar. A negacdo conduz a uma contradi¢do. Fossa (2009, 77) define
contradicdo como uma proposi¢ao que ao mesmo tempo afirma e nega algo.

Exemplificando, em teoremas do tipo

se p, entdo q,
a prova por reducdo ao absurdo consiste na negacao da tese q, isto €, parte-se de ndo q, o
que conduz a uma contradicdo. A contradi¢do evidencia que a negacao é falsa, ou seja, a
implicacdo inicial é verdadeira.

A prova por contradicdo € muito utilizada na demonstracdo de teoremas de
existéncia. llustramos a seguir o emprego dessa técnica na demonstracdo de um teorema

da Geometria Plana.

TEOREMA 2.4 (Reta tangente a circunferéncia)

Toda reta tangente a uma circunferéncia € perpendicular ao raio no ponto de

tangéncia.

Segundo Dolce e Pompeo (2005, 152), uma reta é tangente a uma circunferéncia
quando essa reta intersecta a circunferéncia em apenas um Unico ponto. Logo, a reta e a
circunferéncia tém um Gnico ponto em comum e 0s demais pontos da reta sdo exteriores

a circunferéncia.

Demonstracdo

Sejam a circunferéncia A, de centro O e raio r, e a reta t tangente a A no ponto T,

como mostra a Figura 21.
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Figura 21: Reta t tangente a circunferéncia A em T.

A reta t tangente a circunferéncia A em T(hipétese) = t L OT em T (tese).

Negacéo da tese: t ndo é perpendicular a OT em T, como na Figura 22.

Figura 22: A reta t ndo é perpendicular a OT em T.

Seja M o pé da perpendicular a reta t por 0. O ponto M € distinto de T.
Considerando na semirreta oposta a MT um ponto X tal que MX = MT, temos

que:

- - ____LAL
OM comum aos triéngulos OMT e OMX, OM1TX, MX = MT = AOMX = AOMT
>0X=0T=0X=r=>XE€EA

22



Portanto, t intersecta A em dois pontos distintos, T e X, o0 que é um absurdo, uma
vez que, por hipotese, t intersecta A apenas no ponto T.

Logo, t é perpendicular a OT em T.

2.3 Inducéo matematica

Segundo o dicionario Michaellis, a palavra inducdo significa “o raciocinio em que
de fatos particulares se tira uma concluséo genérica”.

Para Fossa (2009), o principio de inducdo é uma técnica de demonstracdo
poderosa que pode ser compreendida com a seguinte analogia: suponha colocar as pegas
de dominé em uma fileira, com todas as pecas em pé. Para derrubar todas as pecas, basta
dar um empurrdo na primeira peca, sendo que a primeira ird derrubar a segunda, a segunda
ird derrubar a terceira e assim 0 processo se repete até que todas as pecas sejam
derrubadas. Nessa analogia, temos duas condi¢Oes para que todas as pegas sejam
derrubadas: € necessario um empurrdo na primeira peca; cada peca deve derrubar a peca
seguinte da fila.

Na inducdo matematica temos uma situacdo similar, pois basta pensar que as pecas
do domind séo os numeros naturais. Para demonstrar determinada propriedade, iniciamos
a demonstracdo para o primeiro nimero natural. A comparacdo com a analogia é o ato de
dar o empurrdo na primeira peca do domind. Assim, a demonstracdo da propriedade para
0 primeiro nimero natural é chamada base de inducéo.

A segunda condicdo é a sequéncia de derrubamentos das pecas do domind. O
raciocinio é que se uma propriedade é verdadeira para um namero natural, a hipétese de
inducdo, entdo ela também deve valer para o0 sucessor desse numero. Assim, a
propriedade sera valida para todos os nimeros naturais.

O empurrdo pode ser dado na segunda peca de dominé da fila e todas as pecas a
partir da segunda serdo derrubadas, ficando apenas a primeira sem cair. A base de inducao
neste caso ndo sera mais o primeiro nimero natural, mas sim o segundo. Por exemplo, se
a base for o nimero natural 2, entdo ndo poderemos concluir que certa propriedade é
valida para todos 0s naturais, mas podemos concluir que ela € valida para todo n > 2.

Fossa (2009) afirma ainda que a técnica de demonstragdo por inducdo matematica

depende da existéncia de uma sequéncia numérica, onde demonstramos a propriedade

23



para o primeiro elemento da sucessao e, em seguida, demonstramos que se um elemento
da sequéncia tem essa propriedade, entdo o elemento seguinte também satisfaz a ela.
Segundo Hefez (2007, 3), o principio de Indugdo Matemaética fornece uma das
mais poderosas técnicas de demonstracdo em Matematica: a demonstracao por inducéo.
Prova-se esse principio com o Axioma da Inducéo e a defini¢cdo de uma sentenca aberta.

Transladamos de Hefez (2006) a definigdo, o axioma e o principio mencionados.

Definicdo 2.3 (Sentenca aberta)
Uma sentenca aberta em n é uma frase de conteddo matematico onde figura a
letra n como palavra e que se torna uma sentenca verdadeira ou falsa quando n é

substituido por um nimero natural bem determinado.

Axioma 2.1 (Axioma de Inducdo)
Seja S um subconjunto de N tal que:
i) 0€S;
il) S é fechado com respeito a operagdo de “somar 1” a seus elementos, ou seja,
vnneS=>mn+1)e€S.
Entdo, S = N.

Teorema 2.5 (Principio de Inducdo Matematica)
Sejam a € N e p(n) uma sentenca aberta em n. Suponha que:
i) p(a) é verdade;
i) Vvn>a, p(n) = p(n + 1) é verdade.

Entdo, p(n) € verdade para todo n > a.

Demonstracao

Seja
K ={neN;pm},
ou seja, K € o subconjunto dos elementos de N para os quais p(n) é verdade.
Consideremos o conjunto
W ={m € N; (a +m) € K},
que verifica trivialmente (a + W) c K.

Como, pela condicdo (i), temos que a + 0 = a € K, segue-se que 0 € W/.
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Por outro lado, se me W, entdio (a+m) € K e, por (ii), temos que
(a+m+1) €K.Logo, (m+ 1) € W. Assim, pelo Axioma de Indu¢éo 2.1, temos que
W = N. Portanto,

fmeN,m>a}=(a+N) c K.

Empregamos, na sequéncia, o Principio de Inducdo Matemaética para demonstrar
um teorema da Geometria Espacial: a relagéo de Euler para poliedros convexos. Iniciamos

citando algumas defini¢des, segundo Dolce e Pompeo (2013).

Definicéo 2.4 (Superficie poliédrica limitada convexa)

Superficie poliédrica limitada convexa é a reunidao de um numero finito de
poligonos planos convexos (ou regides poligonais convexas), tais que:
i) dois poligonos nédo sé@o coplanares;
ii) cada lado de poligono nédo esta em mais do que dois poligonos;
iii) havendo lados de poligonos que estdo em um s6 poligono, eles devem formar uma
unica linha poligonal fechada, plana ou reversa, chamada contorno;
iv) o plano de cada poligono deixa 0s demais em um mesmo semiespaco.

As superficies poliedricas limitadas convexas que tém contorno, como as
ilustradas na Figura 23, sdo denominadas abertas; as que ndo tém contorno, como as

ilustradas na Figura 24, sdo denominadas fechadas.

Figura 23: Superficie poliédrica limitada convexa aberta.
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Definicdo 2.5 (Poliedro convexo)
Consideremos um numero finito n (n = 4) de poligonos planos convexos (ou
regides poligonais convexas) tais que:
i) dois poligonos ndo sdo coplanares;
ii) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;
iii) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos em um mesmo semiespaco.
Nessas condigdes, ficam determinados n semiespagos, cada um dos quais tem
origem no plano de um poligono e contém os demais. A intersec¢do desses semiespacos

é denominada poliedro convexo.

Figura 24: Poliedro arquimediano convexo: o octaedro truncado.

TEOREMA 2.6 (Relagdo de Euler para poliedros convexos)

Para todo poliedro convexo vale a relacéo
V—-—A+F =2
onde V é o nUmero de vértices, A é o nimero de arestas e F é o numero de faces do

poliedro.

O Teorema 2.6 relaciona o nimero de vértices, arestas e faces de um poliedro

convexo. Utilizaremos a indu¢do matematica sobre o nimero de faces para demonstra-lo.

Demonstracao

Provaremos, inicialmente, que para uma superficie poliédrica limitada convexa
aberta vale a relagéo
V,— A, +F, =1, (2.12)
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sendo V, o nimero de vértices, A, 0 nimero de arestas e F, 0 numero de faces da
superficie.

SejaF, = 1.

Nesse caso, a superficie poliédrica limitada convexa aberta se reduz a um poligono
plano convexo de n lados. Entdo, V, =n,A, =ne

Vp—As+E,=n—m+1=1.

Portanto, a igualdade (2.12) esta verificada.

Consideremos que a relacdo (2.12) é vélida para uma superficie poliédrica
limitada convexa aberta de F’ faces, IV’ vértices e A" arestas. Ou seja,

Vi—A"+F =1. (2.13)

A igualdade (2.13) é a hip6tese de indugdo. Temos que provar que a relagdo (2.13)
continua valida quando se acrescenta uma face a superficie. Acrescentando-se uma face
de p arestas, sendo que g destas coincidem com arestas ja existentes, de tal maneira a
manter um contorno, ou seja, a superficie continua aberta, conforme mostra a Figura 25,
obtemos uma nova superficie com F, faces, V, vértices e A, arestas, para a qual:
F,=F +1;
A, = A" + p — q (q arestas coincidem);
V,=V'+p—(q+1) (qarestas coincidindo, g + 1 vértices coincidem).

(a) (b)

Figura 25: Acréscimo de uma face a superficie poliédrica limitada convexa aberta: (a)

quadrangular; (b) pentagonal.

Dessa forma,
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V,—A, +F,=V'+p—-@+1)-A +p—q@+F' +1
=V'+p—-q-1-A—-p+q+F +1
=V'—-A"+F.
ComoV,—A,+F,=V'—A" +Fe V' —A" +F =1 (hipttese de indu¢do),
entioV, — A, + F, = 1.
Consideremos agora uma superficie poliédrica limitada convexa fechada, como
mostra a Figura 24, com V vértices, A arestas e F faces. Ao retiramos uma face dessa
superficie, obtemos uma superficie poliédrica limitada convexa aberta com V, vértices,

A, arestas e F, faces, para a qual vale a relagéo

V,— A, +F, =1, (2.14)
sendo
v, =V, (2.15)
A, = A, (2.16)
e
F,=F—1. (2.17)

Substituindo (2.15), (2.16) e (2.17) em (2.14), concluimos que
V—A+(F-1)=1,
V—-—A+F =2.
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3 PRINCIPIOS E TEOREMAS PARA O CALCULO DE AREAS E VOLUMES

Apresentamos neste capitulo as nog¢des intuitivas de area e de volume, assim como
alguns principios e teoremas para o calculo dos mesmos:
» Principio de Cavalieri;
» Principio de Equilibrio de Arquimedes;
» Teorema de Pick;

» Teorema dos Carpetes.

O critério empregado para seleciona-los foi a facilidade para demonstrar relacGes e
propriedades geométricas com 0 seu uso, possibilitando a organizacdo/criagdo de

atividades para o Ensino Fundamental e para o Ensino Medio.

3.1 A nocdo intuitiva de area

A palavra area provém do latim area; substantivo vinculado ao verbo arere, estar
seco. Em Geometria, € a medida de uma superficie ou a quantidade de espaco
bidimensional; é a regido do plano delimitada por uma linha poligonal fechada (poligono)
OuU por uma curva.

Segundo Lima (2013, 8), a area de uma figura plana pode ser determinada
comparando-a com um quadrado de lado 1uc (uma unidade de comprimento), chamado
quadrado unitario. Na comparacao, verifica-se quantos quadrados unitarios cabem dentro
da figura plana da qual se quer a &rea. As Figuras 26 e 27 ilustram o calculo da &rea de

um quadrado qualquer comparando-o0 com o quadrado unitario.

Figura 26: Comparacgédo de um quadrado qualquer com o quadrado unitario.
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Figura 27: Quantidade de vezes que o quadrado unitario cabe no quadrado considerado.

Como é possivel colocar o quadrado unitario 9 vezes no quadrado considerado,
afirma-se que a area do quadrado considerado € igual a Qua (nove unidades de area). A
unidade de medida de area estd vinculada a unidade de medida de comprimento
estabelecida para o quadrado unitério.

A figura da qual se quer determinar a &rea pode ainda ser colocada sobre uma
malha quadriculada, onde cada quadrado da malha é o quadrado unitario, como mostra a
Figura 28. Assim, comprova-se mais uma vez que a area do quadrado considerado é de

9ua.

Figura 28: Comparacdo dos quadrados na malha quadriculada.

O célculo da area de uma figura pela contagem do numero de quadrados unitarios
gue a compdem é uma abordagem adequada para a série final do Ensino Fundamental | e
para as séries iniciais do Ensino Fundamental 1. Essa abordagem deve ser amplamente
explorada antes da sistematizacdo das relacdes para o célculo da area das principais

figuras geometricas planas: quadrilateros, triangulos, poligonos regulares, circulo. A
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Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP costuma abordar o
céalculo da &rea pela contagem do nimero de quadrados unitérios, principalmente nas
provas da primeira fase do Nivel 1 (6° e 7° anos do Ensino Fundamental). Mencionamos

a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1: O quadriculado da figura é feito com quadradinhos de 1c¢m de lado. Qual é

a &rea da regido sombreada?

/ N\

N /

Figura 29: Questao 2 da prova da OBMEP, Nivel 1, 2009, 1?2 fase.

Exemplo 2: Na figura, o lado de cada quadradinho mede 1cm. Qual é a area da regido

cinza?

Figura 30: Questdo 11 da prova da OBMEP, Nivel 1, 2011, 1? fase.

Exemplo 3: O retdngulo da figura, que foi recortado de uma folha de papel quadriculado,

mede 4cm de largura por 5¢cm de altura. Qual é a area da regido cinzenta?
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Figura 31: Questdo 12 da prova da OBMEP, Nivel 1, 2012, 1° fase.

Exemplo 4: Quais dos poligonos desenhados no quadriculado tém o mesmo perimetro?

Figura 32: Questdo 10 da prova da OBMEP, Nivel 1, 2015, 1? fase.

3.2 O Teorema de Pick para um poligono simples

Outra abordagem para o célculo da area de um poligono é a contagem dos pontos

da malha quadriculada na qual o poligono esté inserido. Esta contagem é determinada

pelo Teorema de Pick.

Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859.
Estudando na Universidade de Viena, na qual ingressou em
1875, publicou seu primeiro artigo matematico em 1876,
com apenas 17 anos. Graduou-se em Matematica e Fisica
em 1879. Seu trabalho matematico foi bem extenso,
publicando 67 artigos que abordavam diversos assuntos,
tais como Algebra Linear, Analise Funcional, Calculo de

Integrais e Geometria. Publicou o teorema que leva seu

nome em 1899. Pick foi professor na Universidade de
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Leipzig e na Universidade de Praga. Em Praga, integrou a comissao que nomeou Albert
Einstein para a cadeira de Fisica. Faleceu em 1942, com 82 anos de idade, em um campo
de concentracédo nazista (Wikipedia, Math.info).

O Teorema de Pick, ou Formula de Pick, é uma relacdo para calcular a area de um
poligono por meio da contagem dos pontos de uma malha quadriculada. A formula
depende da quantidade de pontos da malha que estdo no bordo do poligono e no seu
interior. A demonstracdo do teorema depende da demonstracdo de outros teoremas, um
deles demonstrado no capitulo 2. As demonstracdes auxiliares podem ser encontradas em
Souza (2013), Tamari (2013), Hermes (2014) e Silva e Micena (2014). Adotamos as
defini¢des utilizadas por Souza (2013) e Tamari (2013) e a demonstracdo usada por Souza
(2013). Esta demonstracao se baseia na demonstragédo de Lima (2006, 102).

Definicdo 3.1
Os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas sdo numeros inteiros sao
chamados de pontos reticulados. Um reticulado é, portanto, um conjunto de tais pontos. Um

poligono reticulado é aquele cujos vértices sdo pontos reticulados, como ilustra a Figura 33.

13 ® ° * . ® '3 .
. . . [ . .
° ° ° . . ° . .
. *——o L ] * = L4
13 13 13 . . 13 . .

Figura 33: Poligonos reticulados.

Definicéo 3.2

Poligonos simples sdo poligonos do reticulado em que a interseccéo entre lados
nédo adjacentes é vazia, como mostra a Figura 34.
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Figura 34: Poligono reticulado: (a) simples; (b) ndo simples.

Definicéo 3.3

Poligonos justapostos séo poligonos que possuem vértices comuns e ndo possuem
pontos interiores em comum, como ilustra a Figura 35.

Figura 35: Poligonos reticulados justapostos ABCDEFG e EFGHIJK.

Definicéo 3.4
Triangulo fundamental (ou primitivo) é um tridngulo cujos vértices estdo no
reticulado e nenhum ponto deste esta em seu interior ou em seu perimetro, exceto 0s vértices,

como ilustra a Figura 36.
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Figura 36: Triangulos reticulados fundamentais.

TEOREMA 3.1

, - 1
A &rea de todo triangulo fundamental é p

TEOREMA 3.2
Todo poligono de n lados, n > 4, pode ser decomposto em (n — 2) tridngulos

justapostos cujos vértices sdo vertices do poligono.

TEOREMA 3.3
A soma S dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a
S = (n—2)180°.
TEOREMA 3.4

Todo poligono reticulado pode ser decomposto em triangulos fundamentais.

TEOREMA 3.5 (Teorema de Pick)

Sejam P um poligono reticulado simples, B 0 nimero de pontos do reticulado

sobre os lados do poligono, inclusive os vértices, e I 0 nimero de pontos do reticulado

internos ao poligono. A area do poligono P é dada por

A=Z+1-1. (3.1)
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Demonstracéo
Sejam B 0 numero de pontos do reticulado sobre o bordo de um poligono P

simples com n lados, I 0 nimero de pontos interiores de P e T 0 nimero de triangulos
fundamentais contidos em P.
A soma dos angulos internos dos triangulos fundamentais de P, Figura 37, é dada
por
180°T. (3.2)

L -
L -
L -
L L
L L L L L - L

Figura 37: Poligono reticulado simples ABCDE decomposto em triangulos

fundamentais.

A soma (3.2) representa todos os angulos internos a P em torno dos pontos que estdo
no bordo e no interior de P. Contudo, podemos pensar essa soma de outra maneira.

A soma dos angulos internos S,, em torno dos vértices A, B, C, D e E, Figura 38, é
a soma dos angulos internos de P. Como P é decomponivel em (n — 2) tridngulos

justapostos, temos que essa soma é dada por

S, = (n— 2)180°. (3.3)
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Figura 38: Angulos em torno dos pontos do poligono reticulado simples ABCDE.

A soma dos angulos internos S, em torno dos pontos que estdo nos lados de P,
exceto nos vertices, Figura 38, é dada por
S, = (B —n)180°. (3.4)
A soma dos angulos internos S; em torno dos pontos que estdo no interior de P,
Figura 38, é dada por
S; = 360°I. (3.5)
Assim,
180°T = S, + S, + S;. (3.6)
Substituindo (3.3), (3.4) e (3.5) em (3.6), obtemos:
180°T = (n — 2)180° + (B — n)180° + 360°I;
T =B+2I-2. (3.7)
A éarea do poligono P é dada por

Ap = 1T, (3.8)

uma vez que T é o nimero de triangulos fundamentais contidos em P e S eaarea de cada

triangulo fundamental (Teorema 3.1).
Substituindo (3.7) em (3.8), concluimos que:

AP=%(B+21—2)=§+I—1.
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Vamos ilustrar agora a aplicabilidade do Teorema 3.5 com dois exemplos. Nesses
exemplos, os valores obtidos pelo Teorema de Pick sdo comparados com os resultados
obtidos com o emprego das relagdes para o célculo de area.

Exemplo 1
Calcular a area do poligono ABCDEFGH ilustrado na Figura 39.

. . . . . . . .
G
. . . . . . .
F
. . .
. e e .
. ' . .
. . . .
. s . »
E
. . . .
. . . . . . . .

Figura 39: Poligono reticulado ABCDEFGH.

Podemos empregar o Teorema de Pick no calculo da area do poligono
ABCDEFGH porque 0 mesmo é um poligono reticulado simples. Nesse poligono,
observamos que B = 9 e I = 14. Aplicando o Teorema 3.5, temos que:

Apapc=2+1-1=24+14-1=2=175ua

Mas o poligono ABCDEFGH também pode ser decomposto em tridngulos e

retdngulos, como mostra a Figura 40. A area de um triangulo é dada pela relagéo

4, =22 (3.9)

2 H

e a de um retangulo por
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A=hb.h, (3.10)

onde b é a medida base e h é a medida da altura relativa a essa base.

. . - . . . - .
G
. . - e e e - .
H _ F
. . -~ - .
A
. ' .
. . | ' .
L . . . . .
B 4
[ ) [ ;. ) . ) [ )
/ E
. . . . . . . .
c
' 'Y . . ° . . .

Figura 40: Poligono reticulado ABCDEFGH decomposto em triangulos e

retangulos.

Dessa forma, utilizando as relac6es (3.9) e (3.10), a area do poligono €

dada por:

Augcperer = Aarcr + Anerr + Aapeg + Aacom + Aasem + Anank + Anryr + Aasuk

_41+L4+Lz+z3+12+11+32+12
2 2 2 2 2 2 ' '

1
=242+ 143+ 145+6+2

= 32—5 = 17,5ua.

O valor calculado com 0 emprego das relacdes (3.9) e (3.10) é o mesmo fornecido

pelo Teorema de Pick.

Exemplo 2
Calcular a area do poligono ABCDE ilustrado na Figura 41.
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Figura 41: Poligono reticulado ABCDE.

O poligono ABCDE é composto por dois triangulos justapostos. Utilizando a

relagdo (3.9), obtemos para a &rea:

%+62i‘=24+12=36ua.

Augep = >

No poligono ABCDE, verificamos que B = 19 e I = 28. Aplicando o Teorema

3.5, constatamos que:

Apeps =2 +1—1="+28—1=""=36,5ua.

Por que o Teorema de Pick falha no calculo da area do poligono ABCDE? Isto
ocorre porque o poligono ABCDE nao € um poligono reticulado simples.

O Teorema de Pick pode ser empregado no calculo da area de regides mais
complexas, como ilustram as Figuras 42 e 43. Ele também pode ser empregado para
calcular a area de um poligono reticulado simples com “buracos”, como na Figura 44,
desde que os buracos também sejam poligonos reticulados simples. Algumas aplica¢des
do Teorema de Pick, como uma aproximacao para o valor de m e para a area do circulo,

assim como a demonstracdo do Teorema 3.6, estdo presentes em Tamari (2013).
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TEOREMA 3.6

A area de um poligono reticulado simples com m > 0 buracos reticulados

simples, é dada por

A=Z+1+m-1,

sendo B o numero de pontos sobre o bordo do poligono e I o nimero de pontos interiores.

Figura 42: Poligono reticulado simples — CMUP (2016).

§/4huzn.

)

Figura 43: Poligono reticulado simples — CMUP (2016).
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Figura 44: Poligono reticulado simples com “buracos” — CMUP (2016).

3.3 O Teorema dos Carpetes

Teorema dos Carpetes € uma denominacdo informal para o teorema que estabelece
uma relacdo sobre a interseccdo de areas de figuras planas. Esse teorema permite
solucionar problemas mais complexos e, devido a sua simplicidade, pode ser abordado
nas aulas de Geometria no Ensino Fundamental. Em Nunes (2014), ha uma série de
aplicacdes desse teorema a problemas geométricos. Adaptamos o teorema da citacdo

presente na prova da primeira fase da 172 Olimpiada Paulista de Matematica.

TEOREMA 3.7 (Teorema dos Carpetes)

Dois carpetes sdo colocados em um dormitério. Se a soma das areas dos carpetes

é igual a area do dormitdrio, entdo a area da interseccao dos carpetes é igual a area da
regido nao coberta por eles.

Demonstracao
Sejam k e z as areas dos dois carpetes e

Ap=k+z (3.12)
a area do dormitdrio. Dessa forma, os dois carpetes cobrem o chdo do dormitério sem
interseccOes. Ao sobrepor os dois carpetes, k e z passam a cobrir uma area comum Yy,

como mostra a Figura 45.

42



Figura 45: Carpetes que cobrem o dormitério.

Denominando x a parte de k ndo comum a z e de w a parte do dormitorio sem

carpete, temos que

k=x+y (3.12)
e
Ap=x+w+z (3.13)
Substituindo (3.12) em (3.11), temos que
Ap=x+y+z (3.14)

Comparando (3.14) e (3.13), concluimos que:
y=w.
Portanto, a area da intersec¢cdo dos carpetes € igual a area sem carpete.

Como exemplo de aplicagdo, empregamos o Teorema dos Carpetes para associar as
areas A, e A, na rosacea da Figura 46 e assim calcular A,.

Figura 46: Rosacea de quatro pétalas.
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Mostremos inicialmente que a area A; da pétala da rosacea e igual a area A,
. - . - . R _.
compreendida entre a metade do semicirculo de raio R e os semicirculos de raio > Figura

47.

Ri2

Figura 47: Figuras equivalentes: 4, = A, .

2 2
< ., . R 1 R TR
Area do semicirculo de raio E: > T (E) = P

, ., ; 11 TTR?
Metade da area do semicirculo de raio R: EE”RZ = o

2 2
R R . . - . R, . X
Como 2% = ”T, temos que a area dos dois semicirculos de raio > € igual a
metade da area do semicirculo de raio R. Logo, pelo Teorema dos Carpetes, a area da

. x . . . R . . L s
interseccdo dos dois semicirculos de raio - pétala de area A,, é igual a area da metade do

- . . - . R i x .
semicirculo de raio R ndo coberta pelos semicirculos de raio 2 aregido de area A,. Portanto,

A1 = Az.
Assim, para determinar A, basta calcular A;. E a area da pétala corresponde a duas

vezes a area do segmento circular AO de centro C, ilustrado na Figura 48.
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Figura 48: Area da pétala da rosacea.

Ay = Ay =240 = Z(AACO - AAACO)

4, =2 Fn(ﬁ)z _lﬁﬁl

4\2 222
A = mR%? R?
27"\16 8

2 _n—2R2

2= g ua

3.4 O Principio de Cavalieri para areas

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), matematico italiano nascido na cidade de
Mildo, foi discipulo de Galileu Galilei (1564-1642) e, por indicacdo deste, ocupou a
catedra de Matematica da Universidade de Bolonha.

Cavalieri é lembrado pela obra que, segundo Boyer e Merzbach (2012), é uma das
mais influentes do inicio do periodo moderno: “Geometria indivisibilibus continuorum”,
publicado em 1635. Cavalieri foi estimulado pelos estudos de Johannes Kepler (1571-
1630) e encorajado por Galileu a desenvolver o pensamento de infinitésimos. Este
trabalho torna-o precursor do Célculo Integral.
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Cavalieri enunciou um principio que estabelece que a area pode ser pensada como
um composto de segmentos ou “indivisiveis”. O principio pode ser utilizado para o
calculo da &rea de algumas regifes simples, particularmente discos e regides elipticas.
Mencionamos a seguir o Principio de Cavalieri no plano conforme Lula (2013) e

Garavello (2013), respectivamente.

Principio 3.1 (Cavalieri para areas)
Se duas porc¢oes planas sdo tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta
dada determina nas duas porc¢des segmentos de reta cuja razao é constante, entdo a razao

entre as areas dessas porgdes é a mesma constante.

Sejam A e B duas figuras geométricas planas de bases e alturas congruentes. Se
toda seccdo paralela as bases determina em A e B segmentos congruentes, entdo A e B

sao equivalentes.

A Figura 49 ilustra o emprego do Principio de Cavalieri no célculo da area de

figuras planas de bases e alturas congruentes.

Figura 49: Figuras equivalentes pelo Principio de Cavalieri: AB = A’'B’, CD = C'D’,
EF = E'F'.



3.5 A nocdo intuitiva de volume

A palavra volume provem do latim volumen, rolo ou coisa enrolada; substantivo
ligado ao verbo volvere, virar, voltar. Em tempos idos, os livros eram escritos em rolos
de papiro ou couro, como ilustra a Figura 50. Quem lia um capitulo ou trecho ia

desenrolando o que estava lendo e o enrolando de novo para ler o préximo.

Figura 50: Livro primitivo — Oscar Brisola (2016).

Em Geometria, volume é a quantidade de espaco tridimensional ocupada por um
solido ou figura espacial. O volume de um sélido tridimensional pode ser determinado
comparando-o com um cubo de aresta 1uc (uma unidade de comprimento), chamado
cubo unitario. Na comparacao, verifica-se quantos cubos unitarios cabem dentro da figura
espacial da qual se quer o volume. A Figura 51 ilustra o calculo do volume de um cubo

qualquer comparando-o0 com o cubo unitéario.

Figura 51: Comparacdo de um cubo qualquer com o cubo unitério.

Além da comparagdo com o cubo unitério, o volume de um solido pode ser
determinado através de outras duas comparacgoes:
® a capacidade, ou volume liquido;

@ aquantidade de 4gua deslocada na imersao.
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Na primeira estratégia, devemos comparar a capacidade do sélido com a de outro
solido. Por exemplo, comparemos um prisma e uma pirdmide hexagonais “ocos” de bases
e alturas congruentes, ilustrados na Figura 52. Se enchermos a piramide de agua e
despejarmos essa agua no prisma, verificaremos que sdo necessarias trés piramides cheias
para encher completamente o prisma, ou seja, o volume do prisma corresponde a trés

vezes 0 volume da pirdmide de mesma base e mesma altura.

Figura 52: Prisma e piramide hexagonais de bases e alturas congruentes.

A segunda estratégia consiste, segundo Lima (2013, 22), em mergulhar
completamente o sélido do qual se quer calcular o volume em um recipiente graduado
contendo agua. Segundo o Principio de Arguimedes, a quantidade de dgua deslocada na
imersdo corresponde ao volume do solido. Assim, calcular o volume do sélido equivale

a calcular o volume de agua deslocado, como mostra a Figura 53.

Figura 53: Imersdo do s6lido em um recipiente graduado contendo agua.

Principio 3.2 (Principio de Arquimedes)
Todo corpo mergulhado em um fluido (liquido ou gas) sofre, por parte do fluido,
uma forga vertical para cima, cuja intensidade € igual ao peso do fluido deslocado pelo

corpo.
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Para corpos totalmente imersos, o volume de fluido deslocado € igual ao volume
do corpo.
As trés estratégias de comparacdo discutidas anteriormente ndo sdo suficientes

para calcularmos o volume de um solido qualquer.

3.6 O Principio de Cavalieri para volumes

Cavalieri estabeleceu para volumes um principio similar aquele para o calculo de
areas. Mencionamos a seguir o Principio de Cavalieri no espaco conforme Lula (2013),

Lima (2006) e uma versdo independente, respectivamente.

Definicdo 3.5 (Solidos equivalentes)

Dois solidos geométricos sdo equivalentes quando tém o mesmo volume.

Principio 3.3 (Cavalieri para volumes)
Se dois solidos sdo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado
determina nos sélidos seccdes cuja razdo é constante, entdo a razdo entre os volumes

desses solidos é a mesma constante.

Sejam A e B dois solidos. Se qualquer plano horizontal secciona A e B segundo
figuras planas com areas iguais, entdo vol(A)=vol(B).

Sejam A e B dois solidos de bases equivalentes e alturas congruentes. Se todo
plano paralelo ao plano que contém as bases de A e B determina seccbes equivalentes

em A e B, entdo A e B sdo equivalentes.

As Figuras 54 e 55 ilustram a ultima versdo. Na Figura 54, A é a medida da area

da base do prisma quadrangular e B, a medida da area do prisma pentagonal.
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Figura 54: A = B, «a||B: solidos equivalentes.

Figura 55: Sdlidos equivalentes — O Baricentro da Mente (2016).

O Principio de Cavalieri pode ser empregado para determinar o volume do prisma,
da piramide, do cilindro, do cone e da esfera. Ao emprega-lo, devemos comparar o sélido
com outro do qual sabemos calcular o volume. Para Lima (2006), utilizar o Principio de
Cavalieri permite uma simplificagdo notavel nos argumentos que conduzem as relacdes
classicas de volume. Segundo Lula (2013) e Partelini (2010), a demonstracéo rigorosa do
Principio de Cavalieri ndo é acessivel aos estudantes do Ensino Médio. Assim, ele deve
ser apresentado na forma de postulado, ressaltando-se a necessidade de demonstrar a
equivaléncia das secgoes.

Demonstramos a seguir o volume da esfera e do toro empregando o Principio de

Arquimedes.

3.6.1 O volume da esfera

Definicdo 3.6 (Anticlépsidra)
Anticlépsidra é o sélido delimitado por um cilindro equiléatero de raio r do qual
foram retirados dois cones circulares retos de raio r e altura r (clépsidra), como mostra

a Figura 56.
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Figura 56: Anticlépsidra e um dos cones da clépsidra.

Teorema 3.8 (Volume da esfera)

. [ - 4
O volume da esfera de raio r € igual a Enr?’.

Demonstracao

Sejam a esfera E de raio r e a anticlépsidra A de raio r, como mostra a Figura 57.

Figura 57: Esfera E e anticlépsidra A, ambas de raio r.

Seja ainda a um plano paralelo as bases de E e A, que secciona ambos a uma altura d,

d < r, dos centros, como ilustra a Figura 58.
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Figura 58: Secces paralelas as bases da esfera E e da anticlépsidra A, ambas de

raio r.

Na esfera E, o0 plano a determina um circulo de raio s. Como
r’2=d?+s?>=s?=r?-d?,
a area da secc¢do é dada por
Aseccio = s? = m(r? — d?). (3.15)

Na anticlépsidra A, o plano a determina uma coroa circular de raio externo r e
raio interno d. Logo, a &rea da secgdo é
Aseciio = mr? —md? = n(r? — d?). (3.16)

As areas (3.15) e (3.16) das seccBes sdo iguais independentemente da medida d,
desde que «a seja paralelo as bases de E e de A. Dessa forma, pelo Principio de Cavalieri,

podemos concluir que E e A sdo equivalentes. Assim:

Vesfera = Veitinaro — 2-Veones
1
Vesfera = Tr2. 21 — 2.§7tr2.r;
2
Vesfera = 2mr® — §7TT3;

4.3
Vesfera - ET[T' .
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3.6.2 O volume do toro

Definicédo 3.7 (Toro)
O solido gerado pela rotagdo de um circulo de raio a em torno de um eixo vertical

situado no plano do circulo, a uma distéancia b > a do seu centro, Figura 59, denomina-

se toro.

Figura 59: Toro (ou tordide).

Podemos determinar o volume do toro usando o Principio de Cavalieri. Para tanto,
devemos compara-lo com um sélido do qual sabemos calcular o volume, garantindo que
seccOes paralelas ao plano das bases sejam equivalentes. Usaremos, na comparagao, um
cilindro circular reto horizontal cuja base € um circulo de raio a e cuja altura mede 2mb,

como ilustra a Figura 60.

Figura 60: Seccdo no toro e no cilindro circular reto horizontal de bases congruentes —
Lima (2006).

Teorema 3.9 (Volume do toro)

O volume do toro de raios externo (b + a) e interno (b — a) é 2m2a?b.

Demonstracao

Sejam o toro T de raios externo e interno (b + a) e (b — a), respectivamente, € 0

cilindro circular reto horizontal C de raio a e altura 2mb. Seja ainda f um plano paralelo
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asbasesde T e C, que secciona ambos a uma altura z, z < a, dos centros dos circulos que
definem os dois sélidos.

No toro T, o plano 8 determina uma coroa circular de raio externo

R=b+k=b++a?—2z?

e raio interno
r=b—k=>b—+Va?— z?,

como na Figura 61.

-

Figura 61: Sec¢éo no toro.

Assim:
Asecgaor = TR? —mr?,;
Asecgzor = (b +VaZ=22)° — (b —VaZ = 22)
Aseccaor = m(b? + 2bVaZ — 22 + a® — z2 — b% + 2bVa? — 22 — a? + 72);
Aseccior = 4mbVaZ — 22 (3.17)
No cilindro C, o plano 8 determina um retangulo de base 2va? — z2 e altura 2mb.
Logo:

Asecgioc = 2Va? — z2.2mb;

Asecio c = 4mbVa? — 22, (3.18)
As areas (3.17) e (3.18) das secgBes séo iguais independentemente da medida z,

desde que B seja paralelo as bases de T e de C. Assim, pelo Principio de Cavalieri,

podemos afirmar que T e C séo equivalentes. Dessa forma:

Vioro = Veitinaros
Vioro = Apase- i
Vioro = ma?.2mb;

Vioro = 2m2a’b.
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3.7 O Principio de Equilibrio de Arquimedes

Segundo Garbi (2010), Arquimedes nasceu em 287 a.C. na cidade italiana de
Siracusa. Considerado o maior génio da antiguidade, fez grandes feitos nos campos da
Matematica e da Fisica. Entre suas contribuicGes a Fisica estdo as bases da hidrostatica e
da estatica, tendo descoberto as leis do empuxo e da alavanca. Segundo Boyer e Merzbach
(2012), Arquimedes foi morto na Segunda Guerra Punica por um soldado romano, apesar
das ordens do general Marcelo para que a sua vida fosse poupada, pois 0 gedmetra
inventara muitas maquinas de guerra para conservar o inimigo a distancia, assim seria de
grande interesse manté-lo vivo.

Na obra O Método, Arquimedes descreve um método mecéanico para investigar
questdes matematicas. Uma dessas questdes diz respeito a esfera. Empregando a lei da
alavanca, descrita em sua obra Sobre o Equilibrio de Figuras Planas, Arquimedes
relacionou uma esfera de raio R com um cone reto de raio 2R e altura 2R e com um

cilindro reto de raio 2R e altura 2R, ilustrados na Figura 62.

Figura 62: Solidos no Principio de Equilibrio de Arquimedes.

Sendo V, o volume da esfera, 1, o volume do cone e V; o volume do cilindro,

Arquimedes estabeleceu que
= (3.19)
isto é,

y,=Yi_y, (3.20)

Empregando as relagdes para o calculo do volume do cilindro e do cone em (3.20),
constatamos que:
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2
v, = "2 I (2R) 2R,

€ 2

V, = 4mR® — 2mR?;

A relacgéo (3.20) pode ser escrita como
Vi

VetlV,=7

ou
Vi =2V + V),

e estabelece como a esfera, o cone e o cilindro se equilibram segundo Arquimedes. A
Figura 63 mostra esse equilibrio. A demonstracdo da relacdo (3.19) pode ser encontrada

em Aaboe (2013).

b
0

Cc1

Figura 63: O Principio de Equilibrio de Arquimedes.
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4 ATIVIDADES

Neste capitulo organizamos atividades ladico-didaticas que abordam alguns dos

teoremas e principios discutidos no capitulo 3.

As atividades sdo apresentadas na ordem abaixo.

Y V V V

4.1

Nivel/Ano:
Conteudo:
Materiais:

Manipulativas

Base média do trapézio

Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras — Tangram
Principio de Cavalieri — Volume da Esfera
Teorema dos Carpetes

Teorema de Pick - Geoplano
Manipulativas
4.1.1 Base média do trapézio
Ensino Fundamental/6°.

célculo da &rea do trapézio.
EVA, tesoura, régua, lapis, borracha.

Encaminhamento Metodoldgico

Quando calculamos a area do trapézio, estamos transformando-o em um

retangulo. Esse retangulo tem altura igual a do trapézio e a sua base é a base média do

trapézio. Assim, essa atividade tem como objetivo identificar o retangulo que tem a

mesma area do trapézio, empregando o EVA como material manipulativo.

Iniciamos a atividade analisando um caso particular: o trapézio isdsceles, Figura

64. Apds definir trapézio isésceles, cada estudante deve confecciona-lo em EVA e seguir

0 procedimento descrito a seguir.
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Figura 64: Trapézio isosceles.

Para transformar o trapézio isdsceles em um retangulo é necessario dividi-lo em
duas figuras: um trapézio retdngulo e um tridngulo retdngulo, como podemos ver na
Figura 65. O tridngulo retdngulo € obtido seccionando-se o trapézio por um vértice da
base menor perpendicularmente a base maior. Ajustando esse triangulo sobre o outro lado
do par de lados ndo paralelos, obtemos um retangulo, como mostra a Figura 66. Isto é
possivel porque a hipotenusa do tridngulo retangulo é congruente aos lados ndo paralelos
do trapézio isosceles e um dos catetos tem a medida da altura do trapézio. Dessa forma,
utilizamos todo o trapézio para compor o retangulo, o que evidencia a equivaléncia das

figuras, ou seja, a igualdade de areas.

Figura 65: Trapézio is6sceles decomposto em um trapézio e em um tridngulo, ambos
retangulos.
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Figura 66: Retangulo obtido pela decomposicdo do trapézio isdsceles.

Logo, para calcular a area do trapézio basta calcular a area do retangulo.

Agora precisamos transformar um trapézio qualquer em um retangulo. Para isso
utilizaremos uma propriedade particular do trapézio: a sua base média.

Dado um trapézio qualquer, como o da Figura 67, marquemos 0s pontos médios
dos lados nédo paralelos. A base média do trapézio é o segmento que tem por extremos
esses pontos.

B c

Figura 67: Trapézio escaleno e a base média MN.

Cada estudante deve confeccionar em EVA um trapézio qualquer e seguir o
procedimento descrito.

No trapézio em EVA, tracemos a base média, como ilustra a Figura 68. Em
seguida, tracemos dois segmentos perpendiculares as bases do trapézio passando pelos
pontos médios dos lados ndo paralelos, como mostra a Figura 69. Cada um dos triangulos

retdngulos definidos pelas perpendiculares devem ser retirados do trapézio, como na
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Figura 70, e ajustados a parte superior de cada um dos lados nao paralelos dos quais foram
cortados. Isto é possivel porque a hipotenusa desses triangulos retdngulos mede a metade
da medida de cada um dos lados ndo paralelos e um dos catetos mede a metade da altura
do trapézio. Formamos assim um retangulo que tem por altura a altura do trapézio e, por
base, a base média do trapézio, como observamos na Figura 71.

Figura 68: Trapézio escaleno com a base média em destaque.

Figura 69: Segmentos perpendiculares a base média do trapézio.

Figura 70: Decomposic¢do do trapézio escaleno.
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Figura 71: Retangulo equivalente ao trapézio escaleno.

Dessa forma, concluimos que a area do trapézio € dada pelo produto da base média

pela medida da altura.

4.1.2 Teorema de Pitagoras

ATIVIDADE 1

Nivel/Ano: Ensino Fundamental/9°.

Conteudo: Teorema de Pitagoras, figuras geométricas planas equivalentes.
Materiais: papel cartdo colorido, tesoura, régua, lapis, borracha.

Encaminhamento Metodol6gico

Nesta atividade, provaremos o Teorema de Pitagoras decompondo os quadrados
construidos sobre os catetos e compondo com essas partes o quadrado construido sobre a
hipotenusa.

Os estudantes devem confeccionar em papel cartdo colorido as seguintes figuras
geomeétricas: um triangulo retangulo de lados 12¢m, 16¢cm e 20cm; quadrados de lados
12cm, 16¢cm e 20cm. O quadrado de lado 12¢m deve ser decomposto em dois tridngulos
retdngulos cujas hipotenusas medem a diagonal do quadrado. O quadrado de lado 16¢cm
deve ser decomposto em dois triangulos retdngulos, dois tridngulos obtusangulos e um
quadrado, como na Figura 72.
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Figura 72: Decomposicao dos quadrados construidos sobre os catetos.

As sete pecas oriundas da decomposicdo dos dois quadrados devem ser

confeccionadas mais uma vez, como mostra a Figura 73.

R

VAV4:

Figura 73: Duplicacdo das figuras obtidas na decomposi¢do dos dois quadrados.

Uma vez duplicadas as figuras, os estudantes devem compor, utilizando as sete
pecas, o quadrado de lado 20cm. A Figura 74 ilustra a equivaléncia de areas, ou seja, 0
quadrado construido sobre a hipotenusa equivale a soma dos quadrados construidos sobre
0s catetos:
20% =122 + 162
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Figura 74: Equivaléncia de figuras para provar o Teorema de Pitagoras.

ATIVIDADE 2 - Tangram

Nivel/Ano: Ensino Fundamental/9°.

Conteudo: Teorema de Pitagoras, figuras geométricas planas equivalentes.
Materiais: Tangram.

Encaminhamento Metodoldgico

O objetivo da atividade é apresentar uma prova do Teorema de Pitdgoras com o
auxilio do Tangram.

Iniciamos a atividade apresentando aos estudantes o Tangram quadrangular, um
quadrado decomposto em 7 poligonos: 5 triangulos retangulos, um paralelogramo e um

quadrado, como ilustra a Figura 75.
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Figura 75: O Tangram quadrangular.

Apresentado o Tangram, propomos agora alguns desafios aos estudantes:
1°. usando as sete pe¢as do Tangram, construir um cisne, um cachorro, um peixe e
um coelho, como nas Figuras 76 e 77. Apds a construcdo, os estudantes devem

concluir que a area dessas quatro figuras € igual a area do quadrado original;

() (b)
Figura 76: Tangram: (a) Cisne; (b) Cachorro.
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(@) (b)
Figura 77: Tangram: (a) Peixe; (b) Coelho.

2°. utilizando as pecas de dois jogos de Tangram, construir trés quadrados que tem
por lado as medidas dos lados de um triangulo retdngulo, como na Figura 78. Apds
a construcdo, os estudantes devem concluir a equivaléncia das figuras, isto é, a
area do quadrado construido sobre a hipotenusa do triangulo retangulo é igual a

soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos.

Figura 78: Quadrados construidos com o Tangram sobre os lados de um triangulo

retangulo isdsceles.
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4.1.3 Principio de Cavalieri — Volume da Esfera

Nivel/Ano: Ensino Médio/2°.
Conteudo: Volume da esfera.
Materiais: cone, cilindro e esfera em acrilico, agua.

Encaminhamento Metodoldgico

Nesta atividade, vamos comprovar o volume da esfera. Para tal, utilizaremos a
nocdo de capacidade, ou seja, se dois solidos armazenam a mesma quantidade de um
determinado liquido, agua por exemplo, entdo esses dois solidos ttm o mesmo volume,

Para a atividade, precisaremos de trés solidos ocos em acrilico, como ilustra a
Figura 79:

e um cone reto de raio r e altura .
e um cilindro reto de raio r e altura 2r (cilindro equilatero);

e uma esfera de raio r.

Figura 79: Esfera, cilindro equilétero e cone em acrilico.

Queremos mostrar que a esfera de raio r é equivalente a anticlépsidra (cilindro
equiléatero do qual sdo retirados dois cones) de raio r.

Iniciamos enchendo o cilindro equilatero de &gua. Em seguida, despejamos a agua
do cilindro no cone até enché-lo. Descartamos essa agua e enchemos 0 cone novamente.
Despejamos agora a dgua que restou no cilindro na esfera.

Os estudantes devem observar que a esfera fica completamente cheia e concluir
que:

Vesfera = Viitinaro — 2 Veones

1
Vesfera = Tr2.2r — 2.§m‘2.r;
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— 3_2_3.
Vesfera = 211 =37

4 3
Vesfera - 57‘[7’ .

4.2 Teorema dos Carpetes

Nivel/Ano: Ensino Fundamental/7°, 8°, 9°.
Conteuado: célculo de areas, figuras geométricas planas equivalentes.
Materiais: listas de exercicios com figuras coloridas.

Encaminhamento Metodologico

O objetivo desta atividade é estabelecer uma estratégia para calcular a area da
interseccdo de duas figuras planas internas a uma terceira e a area da regido ndo coberta
pelas figuras internas.

Iniciamos a atividade apresentando o Teorema dos Carpetes.

Colocamos dois carpetes em um dormitorio. Se a soma das areas dos carpetes é
igual a &rea do dormitorio, entdo a area da interseccao dos carpetes € igual a area da
regido néo coberta por eles.

Apbds um momento de discussdo, os estudantes devem fazer um esboco (ou
construir em EVA ou papel colorido) do que estabelece o teorema, como na Figura 80, e
concluir que y = w, isto €, dadas duas figuras geométricas planas internas a uma terceira,
se a soma das areas das figuras internas é igual a area da figura externa, entdo, ao
sobrepormos as figuras internas, a area da interseccdo sera igual a area da figura externa

ndo coberta pelas figuras internas.

Figura 80: Teorema dos Carpetes.
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Em seguida, propomos aos estudantes exercicios de aplicacdo do Teorema dos

Carpetes.

Exercicios

1. Observe o retangulo ABCD na Figura 81.

Mostre que a soma das &reas em azul é igual a &rea em vermelho.

A D

B c
Figura 81: Exercicio 1 - Teorema dos Carpetes.

Solucgéo
Dentro do retangulo ABCD, temos os triangulos BEC e BFC, como mostra a

Figura 82.

B c

Figura 82: Solucéo do exercicio 1 - Teorema dos Carpetes.

Sabemos que a area do retangulo é dada por

AABCD = BC. CD, (41)
e a areas dos triangulos por
BC.CD
Apgc = 2 (4.2)
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BC.CD
Aprc = ——

” (4.3)

Ao somarmos (4.2) e (4.3), obtemos (4.1), ou seja, a soma das areas dos dois
triangulos é igual & area do retangulo. Assim, podemos afirmar, pelo Teorema dos
Carpetes, que a area em vermelho (intersec¢do dos triangulos) € igual a soma das areas

em azul (regido ndo coberta pelos triangulos).

2. Observe o paralelogramo da Figura 83.

Relacione as areas da regido amarela e das regides azuis.

Figura 83: Exercicio 2 - Teorema dos Carpetes.
Solucéo
Iniciemos denotando o paralelogramo por ABCD e tragcando perpendiculares ao

lado BC pelos pontos A e C, como ilustra a Figura 84.

A F D

B E

Figura 84: Solucéo do exercicio 2 - Teorema dos Carpetes.

Dessa forma, ha dentro do paralelogramo ABCD dois triangulos: AED e CFB. A
area do paralelogramo é dada por

AABCD = BC CF (44)
e as areas dos triangulos por
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AD.AE

Appp = > (4.5)
e
BC.CF
ACFB - 5 (46)

Como os tridngulos sdo interiores ao paralelogramo, podemos garantir que
AD = BC e AE = CF. Portanto, ao somar (4.5) e (4.6), obtemos (4.4), isto é, a soma das
areas dos dois triangulos internos é igual a area do paralelogramo. Utilizando o Teorema

dos Carpetes, podemos afirmar que a area em amarelo é igual a soma das &reas em azul.

3. Seja o retangulo ABCD da Figura 85.

Verifique que a &rea em vermelho é igual & soma das areas em amarelo.

Figura 85: Exercicio 3 -Teorema dos Carpetes.

Solugdo
Para verificar a igualdade, vamos evidenciar duas outras figuras internas a esse

retangulo: o tridngulo ABC e o losango EFGH, como na Figura 86.

A E

B G

Figura 86: Solucdo do exercicio 3 - Teorema dos Carpetes.
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Temos que a area do retangulo é dada por

Aupep = BC.CD, (4.7

a do triangulo por
Aspc = = (4.8)

e a do losango por
Agren = FH'EG- (4.9)

2

Como os vértices do losango sdo os pontos medios dos lados do retangulo,

verificamos que FH = BC e EG = AB = CD. Assim, ao somarmos (4.8) e (4.9) obtemos
(4.7), ou seja, a soma da area do triangulo com a area do losango é igual a area do
retangulo. Entdo, pelo Teorema dos Carpetes, podemos afirmar que a area da regido em

vermelho é igual a soma das areas das regides em amarelo.

4.3 Teorema de Pick — Geoplano

Nivel/Ano: Ensino Fundamental/7°, 8°, 9°.
Conteudo: célculo de areas.
Materiais: geoplano quadrangular, barbante colorido ou borrachinhas coloridas.

Encaminhamento Metodoldgico

O objetivo desta atividade é calcular a area de poligonos utilizando o Teorema de
Pick com o auxilio do Geoplano.

O Geoplano é um recurso didatico-pedagogico composto por uma tabua de
madeira com pinos ou pregos fixados. Existem diferentes tipos de Geoplanos, tais como
0 quadrangular e o circular. Utilizamos na atividade o Geoplano quadrangular.

Para empregar o Teorema de Pick, precisamos de uma malha quadriculada. O
Geoplano representa essa malha, onde os pregos simbolizam os vértices e demais pontos
de fronteira e interiores do poligono.

Comecamos a atividade apresentando aos estudantes o Geoplano e depois
construindo sobre ele, com barbantes coloridos ou borrachinhas coloridas, alguns

poligonos, como nas Figura 87 e 88.
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Figura 87: Construcao de poligonos no Geoplano.

I _L .l J _L b VR VR g R T
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Figura 88: Construcdo de poligonos no Geoplano.

No Geoplano, o quadrado de menor lado construido usando-se quatro pregos
como Vértices € a unidade de medida de area, o quadrado unitario. Uma das formas de
calcular a area dos poligonos construidos pelos estudantes no Geoplano é contar a
quantidade de quadrados unitarios que ha no interior de cada poligono. Contudo, essa
estratégia se mostra inadequada para alguns poligonos, como por exemplo para aqueles
construidos com um ndmero nado inteiro de quadrados unitarios. Para esses casos, seria
possivel calcular a area contando o numero de pregos que estdo no bordo, incluindo os
vértices, e no interior do poligono?

Esse questionamento permite a apresentacdo do Teorema de Pick.

A area de um poligono simples em uma malha quadriculada é dada por

A=Z+1-1, (4.10)
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onde B ¢é a quantidade de pontos na fronteira do poligono e | é a quantidade de pontos
interiores do poligono, desde que os vertices do poligono sejam pontos da malha
quadriculada.

Apresentada a relacdo de Pick, os estudantes devem emprega-la para calcular a
area dos poligonos construidos no Geoplano. Nos poligonos onde é possivel contar o
namero de quadrados unitarios, os estudantes devem também aplicar a relacéo de Pick e
constatar que ela determina 0 mesmo nimero de quadrados unitarios observados na

contagem. Vamos exemplificar com o losango da Figura 89.

p— B . G R e

" ¥
RS

Figura 89: Losango no Geoplano.

Podemos calcular a area desse losango de dois modos.

1° Contando os quadrados unitarios: o losango pode ser decomposto a partir do
centro em 4 triangulos retangulos, os quais formam um retdngulo com 12
guadrados unitarios, isto €, o losango tem 12 unidades de area.

2° Calculando pelo Teorema de Pick: utilizando (4.10) temos que

A=§+11—1=12ua.

Os estudantes devem ser estimulados a comprovar pelo Teorema de Pick as
relacfes conhecidas para calcular a &rea de quadrilateros e tridngulos. Eles também devem
ser confrontados com situacdes onde o teorema falha, como nos poligonos das Figuras 90
e 91. Nesses casos, eles devem ser capazes de estabelecer uma estratégia alternativa ao

Teorema de Pick para calcular a area.
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Figura 91: Poligono com buraco em uma malha quadriculada.
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A atividade € finalizada com a proposicéo de uma lista de exercicios aplicados.

Exercicios

1. Reproduza cada uma das figuras a seguir no Geoplano e calcule a sua area.

a)

L2

E

L3

P>
/
/.

-

Figura 92: Exercicio 1a - Teorema de Pick.
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b)

c)

\
Figura 94: Exercicio 1c - Teorema de Pick.

d)

1
Figura 95: Exercicio 1d - Teorema de Pick.



Figura 96: Exercicio 1le - Teorema de Pick.

2. Observe os poligonos da Figura 97.

(@) (b)
Figura 97: Exercicio 2 - Teorema de Pick — CMUP (2016).

a) Qual é a melhor forma de calcular a area do poligono (a)?
b) E do poligono (b)?
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3. A partir das respostas dadas na questdo 2, calcule a area das figuras a seguir.

a)

1 h 1

Figura 98: Exercicio 3a - Teorema de Pick.

b)

Figura 99: Exercicio 3b - Teorema de Pick.



4. Observe a Figura 100 e responda:

Figura 100: Exercicio 4 - Teorema de Pick.

a) Qual é a area do telhado?

b) Qual é a &rea da porta?

c) Qual é a &rea da janela?

d) Qual é a area da parede verde?

e) Qual é a area total da figura?
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5 CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho as principais técnicas de demonstracdo em
Matematica e as empregamos para demonstrar teoremas da Geometria Euclidiana, plana
e espacial. Com isto, objetivamos destacar a importancia da demonstracéo, seja ela formal
ou apenas manipulativa, nas aulas de Geometria no Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. Esperamos também contribuir para o resgate efetivo da Geometria nos Curriculos
de Matematica da Educacdo Basica. A Geometria sempre consta no curriculo, porém é
abordada nos instantes finais do periodo letivo e geralmente de forma dissociada da
Algebra e da Aritmética.

Concluimos o trabalho organizando algumas atividades para sala de aula. Neste
processo, constatamos a auséncia de materiais adequados para uma das atividades. Ao
elaborarmos a atividade para comprovacdo do volume da esfera, verificamos que o0s
solidos em acrilico disponiveis no mercado ndo possibilitam a execucdo da atividade
proposta. Com esses conjuntos de sélidos, podemos comprovar, por exemplo, o volume
da piramide e do cone — ha prismas e piramides, e cilindros e cones, de bases e alturas
congruentes, porém ndo ha uma esfera, um cilindro equilatero e um cone reto compativeis
para ilustrarmos a estratégia de calculo do volume da esfera. Uma solugéo para isso seria
contatarmos os fabricantes desses materiais e sugerir a eles modificagoes.

As principais dificuldades para o autor na execucao do trabalho foram o emprego
de um aplicativo computacional para Geometria e a escrita do texto. Quanto a primeira,
é importante destacarmos o uso de figuras em um texto de Geometria. A auséncia de
figuras ilustrativas adequadas torna o texto de Geometria de leitura dificil, a exemplo dos
Elementos de Euclides. Neste sentido, o autor melhorou suas habilidades no uso do
aplicativo Geogebra. Contudo, ainda é preciso aperfeicoar sua concep¢do geométrica
tridimensional com o Geogebra 3D. Quanto a segunda, o autor tem consciéncia que
precisa exercitar a escrita, principalmente de um texto académico, e que a linguagem,
escrita e falada, é a principal ferramenta de trabalho do professor.

Finalmente, é preciso salientar que o trabalho de conclusdo de curso revelou as
deficiéncias do autor quanto ao rigor matematico que uma demonstracdo formal exige.
Todavia, como a aprendizagem € um processo continuo, o autor pode exercitar a arte de

demonstrar em suas diversas nuances durante sua vida profissional.
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