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RESUMO

LOBEIRO, Adilandri. M.. Soluéo das Equdies de Saint Venant em Uma e Duas Dintess
Usando o Mtodo das Caractisticas. 315 f. Tese — Programa dasRyradua@o em Metodos
Numeéricos em Engenharia, Universidade Federal do Rai@aritiba, 2012.

Embasando-se na teoria da cirima dos fluidos, alcanca-se, via Teorema de Transporte de
Reynolds, as deddes necessias para a obte&p das Equdies de Saint Venant em uma e
duas dimen@es, Mo obstante tais equags §0 linearizadas, o que permite obter as egeac

da onda em uma e duas diméas. Para solucionar estas edies; este texto discorre sobre

0 consagrado Ktodo das Caracteticas, detalhando-o. Cabe observar que para o caso bidi-
mensional encontrou-se as Pseudo-Carestiesis. Por meio destegtodo, e com o auko do
software Maple a solu@o de duas conhecidas eqoes da ondad® obtidas, a Equag do
Telégrafo, no caso de uma dimé@as e para avaliar a Vibrag de uma Membrana Retangular,
no caso de duas dimdiss. AEm disso, o Mtodo das Caractsticasé aplicado para obter

as Inclina@es das Curvas Caradigicas e as Invariantes de Riemann, com o objetivo de solu-
cionar as Equdies de Saint Venant em uma e duas dibessem cada uma das sitdag um
estudo de caso foi abordado de modo a expor a teoria desglavdRara o caso unidimensional,
analisou-se o escoamento @gua em um canal retangular avaliando a velocidade e priefund
dade em posiies espdéicas do comprimento do canal e em instantes de tempdixados, o
gue tornou pogsel estimar tais valores em qualquer ponto do canal por aheioma fungo
duas vezes continuamente diferéxval que foi obtida pela interpolag do tipoSpline ibico
Natural. Para o caso em duas dimégas, um problema bidimensional de esvaziamento de um
reservabrio foi analisado utilizando as Equ#es de Saint Venant, obtendo-se como resultados
a profundidade e a velocidade em duas dies; para instantes de tempo esfiaus e posiges
pré-fixadas no comprimento e largura do resémiat tais resultados foram comparados com os
dados obtidos por meio da ponsagrado Etodo das Diferencas Finitas Eigtas. Importante
ressaltar que, para o processo de resaude cada uma das eqbag, umaMapletfoi ideali-
zada e programada, a fim de ilustrar e avaliar @tica e graficamente os resultados obtidos por
cada nétodo descrito.

Palavras-chave:Onda, Saint Venant, Caracigticas, Bidimensional, Maple



ABSTRACT

LOBEIRO, Adilandri. M.. Solution of Saint Venant equatioms®ne and Two Dimensions
Using the Method of Characteristics. 315 f. Tese — Progran@degraduago em Metodos
Numeéricos em Engenharia, Universidade Federal do Rai@aritiba, 2012.

Basing on the theory of the kinematics of the fluid is achieviedtlve Reynolds transport the-
orem, deductions required to obtain the Saint Venant eguati one and two dimensions,
although such equations are linearized, which allows taiolwave equations in one and two
dimensions. To solve these equations, this text discubsesansecrated Method of Charac-
teristics, detailing it. It should be noted that for the tdioaensional case met the Pseudo
characteristics. By means of this method and with the aide&tftware maple two known so-
lution of the wave equation is obtained from Equation tedpyrin case of one dimension, and
to evaluate the vibration of a rectangular diaphragm in #ee®f two-dimensional . Further-
more, the method of characteristics is applied to obtairskbgges of Characteristic Curves and
Riemann invariants in order to solve the Saint Venant eqostio one and two dimensions, in
each of the situations a case study was approached in toetposheory developed. For the
one dimensional case we analyzed the flow of water in a reatanghannel and evaluating
the speed at specific positions depth of the channel lengthiare instants pre-set, making it
possible to estimate these values at any point in the chdoyngirough a twice continuously
differentiable function which was obtained by interpatgtthe type Natural Cubic Spline. For
the case in two dimensions, a problem of emptying a two-dsioeral reservoir was analyzed
using the Saint Venant equation, yielding results suchaslé&pth and speed in both directions
to specific time instants and positions prefixed length, aidhaof the reservoir, these results
were compared with the data obtained by the already edtabliExplicit Finite Difference
Method. Importantly, for the process of solving each of thaations, one Maplet was desig-
ned and programmed in order to illustrate and evaluate riaallgrand graphically the results
obtained by each method.

Keywords: Wave, Saint Venant, Characteristics, Bidirectional, Maple
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1 INTRODUCAO

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo do escoament@a permanente em canais comeg¢ou com os trabalhos dos ma-
tematicos franceses Laplace (LAPLACE, 1775) e Lagrange (LAGRANG/81, 1788). A
formula de Lagrange (LAGRANGE, 1788) da celeridade para pexgiendas eraguas rasas,
promoveu o primeiro impulso a esses estudos (MAHMOOD; YEXH, 1975).

Tratamentos avancados de flux@onpermanentes em canais comecaram com o desenvol-
vimento de duas equaes diferenciais parciais. A Academia Francesa dm€las, em seu
volume 73 de julho-dezembro de 1871, @ntduas notas (VENANT, 1871), apresentado por
Barré de Saint Venant, intitulada: THEORIE DU MOUVEMENT NON-PERMENT DES
EAUX AVEC APPLICATION AUX CRUES DES RIVIERES ET A LINTRODUCTION [ES
MAREES DANS LEUR LIT (Aplicagio da Teoria do fluxo dagua &o permanentas enchen-
tes do rio e as propagag das mas nos canais)gginas, 148-154 e 237-240. Na primeira
parte da nota,qginas 147 a 151, continua o tratamento da celeridade darefedtante a uma
onda de um afluente discutido em um trabalho anterior. A skyparte da nota de 1871 nas
paginas 151-154 intitula-se: THEORIE ET EQUATIONS GENERALEB DIOUVEMENT
NON PERMANENT DES EAUX COURANTES (Teoria e equaes gerais de fluxoao per-
manente em canais). Esta parte, cerca ée faginas,é a contribuigo kasica usualmente
chamada “Equdies Diferencias Parciais ( EDPs) de Fluxad\Permanentes de Saint Venant”.
A nota de 1871 traz nasaginas 237-240 uma tentativa de integrar as eigmde continuidade
e momento. Essa tentativa, semelhantbordagem de ondas cinaticas de hoje, equivale a
inclinagdo nedia do canal da linha de energia ao longo de uma onda. As duages, na
forma original do documento de 187Hcs

ow d(wU)

ot s

0 (1.1)
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oe 16_U Uodu x F

as ~ got "gas " wpg 12

ondew é aarea transversdll &€ a velocidade &dia,c € a posi@o da supefttie daagua acima do
nivel de refeéncia,xF /wpg é o coeficiente de atritg, € o pefmetro molhadop & a densidade
daagua,g € a acelerago gravitacionalpg & o peso espéico, pgF € o atrito de fronteira por

unidade déareasé o comprimento ao longo do canal retangular pasoa et € o tempo.

Estas equdies permaneceram inalterados durante cem anos de tentigivaodifi@-las
ou melhoa-las. Basicamente, as eqfias que resultaram destadrias tentativasa mais
completas e mais sofisticadas, mas reduzem para asdeguagicas de Saint Venant toda vez
gue simplificadas para usotico.

Barré de Saint Venant era um homem de originalidade excepciNoantanto, suas contri-
buigdes para o fluxodo permanente em canaé&mpodem ser dissociadas das contribegzde
seus antecessores e conterapeos. Dentre eles, temos H.L. Patriot (PARTIOT, 1858, 4361
1861b, 1871), como um observador dosiiexenos naturais, estudou os movimentos das ondas
das mags ao longo dos afluentes e generalizou asta da hicaulica. Russel (RUSSELL,
1837, 1845) e Bazin (BAZIN, 1862, 1865) experimentou com oimewnto das ondas ao longo
dos canais, e assim juntou dados para veri@iodgtura de teorias éfmulas na celeridade e
transformago da onda. Boussinesq (BOUSSINESQ, 1871, 1872, 1873, 1887Ba)l, publi-
cou varios trabalhos tricos em sistemas hialalicos, incluindo um em 1871 (BOUSSINESQ,
1871), aps a publicago das notas de Saint Venant sobre onda isoladagsajite uma em
1872 (BOUSSINESQ, 1872) sobre a teoria da onda. No entantmotigos mais pro@veis
para o sucesso de Saint Venant na praduge suas duas eq@@s parecem ser a sua filo-
sofia de base de usar a matdiva para formular problemas no sistema idico. Ele teve
ideia, tanto como engenheiro comisi€o-matenratico, que os resultados da aplidagda ma-
tematica para a hidwlica, como em muitas outras partes t&ch, rao pode ser melhor do
gue os axiomas e hieses que fundamentam o desenvolvimento de eXj@essateraticas.

As propriedades do fluido, como f&@menos descobertos atésvde observégs na natureza

ou obtidas por experimentag, €0 os fatores de orient@g ao postular as equ#gs de base
hidraulica. Essa abordagem taemb parece ser bem confirmado pelo que se seguiu cem anos
de pesquisas em hilulica.

Os pressupostosabicos do desenvolvimento das Eqiegde Saint Venant ( ESVaa:

e As ondas de supédie variam gradualmente, o que equivale a afirmar que algigfio
da presao ao longo da vertic& hidrosética, ou que a aceler@g verticale pequena,
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e As perdas por atrito no fluxoao permanentedo {0 significativamente diferentes em
fluxo permanente;

e Distribuicdo de velocidade em todadaea molhadaao afetam substancialmente a pro-
paga@o da onda;

¢ O movimento de onda pode ser considerada como bidimensemmalos efeitos de even-
tual diferenca deineis insignificante nas sées transversais ;

e A inclinacao nedia do fundo do cana fio pequena que o sinpode ser substitdo
por tana, e cosx pela unidade, onde & oangulo formado pelo fundo do canal com a
horizontal.

Tentativas foram feitas posavios investigadores para:

e Apresentar a acelerag vertical para ondas gradualmente variadas;

e Estudo e, eventualmente, introduzir a diferenca de aritoe o fluxo insivel e esivel
(mudancas nas condies da camada limite), sob o termo geral de ondas graduament
variadas;

e Adicionar as variages na terceira dimeas;
e Usar fundo curvo;

e Utilizar varias brmulas para as perdas por atrito.

Estas tentativas fez aumentar a ab&rgia das ESV. No entanto, todas estas@atigio nem
modifica@es substanciais, nem mudancas significantes a partisda@® materatica tasica
do fluxo insvel em canais abertos fornecidos pelas ESV.

Destacam-se alguns trabalhos importantes em prol dososstiad ESV no&ltimos anos.

No ano de 1996, R. Moussa e C. Bocquilion desenvolveu um algoiina resolver as
equades das ondas de difus de roteamento de enchente. Essas égsafio obtidas por
negliggnciar os termos de acelegachas ESV & usado em roteamento de enchentes em rios
(MOUSSA; BOCQUILLON, 1996).

No ano de 1997, V.P. Singh, Guang-Te Wang e D.D. Adrian esind® roteamento de
enchente baseado na eqéiagla onda de difé@® usando o &todo de mistura deétulas. A
Equa@o da Onda em Uma Dime&s ( EO-1D) de difudo rao linearé obtida das ESV ne-
gligénciando os termos deércia (SINGH; WANG; ADRIAN, 1997).
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No ano de 1998, G.W. Tchamen e R.A. Kahawita modelaram efég¢@&cas e enchentes
sobre uma topografia complexa. O conjunto de egesgnodelo geralmente usado para este
propositoé€ o modelo dégua rasa de duas dimées (TCHAMEN; KAHAWITA, 1998).

No ano de 2002, Guang-Te Wang, Shulin Chen, Jan Boll, C.O.Stedk&. McCool
fizeram a modelagem de um escoamento superficial basead®&WasalEa um sistema de alta
inclinagdo discretizado (WANG et al., 2002).

No ano de 2003, Xiaoyong Zhan apresenta um modelo né&ieoe nétodo nunérico para
o fluxo deagua e transporte de soluto em uma rede fluvial d&fZiAN, 2003).

No ano de 2004 Xavier Litrico e Vincent Fromion investigarasnmodos de ESV lineari-
zadas e seus controles, mostrando gu®ssvel suprimir os modos de oscildes sobre todo
0 canal prisratico por um controlador damico de fronteira bem projetado usando apenas a
medida de tvel daagua a jusante no final do canal prainco. Observaram que esse con-
trole possui infinitas dimeld&s o que torna diil de implemerd-lo num canal real (LITRICO;
FROMION, 2004).

No ano de 2005 tem-se que:

e Xavier Litrico, Vincent Fromion, Jean Pierre Baume, Carineaf\fa € Manuel Rijo exje
e valida uma metodologia baseada em um modeld@bldo chssico, ESV, para projetar
controladores autoaticos eficientes para canais de irrigagle um reservatio, esse
modelo foi obtido pela linearizap das ESV ondé usado um m@todo nurérico para
calcular a freqgéncia respor@svel do sistema (LITRICO et al., 1995).

¢ Jian-Hu Feng, Li Cai, Wen-Xian Xie usou o esquema central aamb@ do tipo CWENO
(central ponderado essencialmeréie nscilabrio) para calcular as sol@es aproximadas
do sistema de ESV daguas rasas em uma e duas dindbesyFENG; CAIl; XIE, 2005).

e Xavier Litrico, Gilles Belaud, Jean Pierre Baume e&l&sbot-Bruno apresentaram a
modelagem hidi@ica de um po#o de controle deiwel deagua a montante aut@tico
(LITRICO et al., 2005).

¢ J. Burguete, P. Garcia-Navarro e J. Murillo apresentarardicoes de contorno nu@nico
para neétodos conservadores de massa global para resolver asda®m conhecidas
como equages deaguas rasas, aplicadas ao fluxo em rio (BURGUETE; NAVARRO;
MURILLO, 2005).

e Jiequan Li e Guoxian Chen estenderam ettlo do Problema de Riemann ( GRP) para
o sistema de equaes deaguas rasas com topografia de fundo (LI; CHEN, 2005).
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e Christina W.Tsai estudou o roteamento de escoamegoermanente em rios de leve
inclinagdo com profundidade de fluxo gradualmente variante indyzédo efeito de re-
manso a jusante (TSAI, 2005).

e Emmanuel Audusse e Marie-Odile Bristeau publicaram umari@mneado “Uma posi-
tividade bem equilibrada preservando o esquema de seguteld para escoamento de
agua rasa em malhagmestruturadas”. Para isso, consideram as 8elidas ESV com
termo fonte com topografia em duas dim@&es em malhasdo estruturadas atras de
uma abordagem de volumes finitos (AUDUSSE; BRISTEAU, 2005).

No decorrer do ano de 2006, observa-se os trabalhos de:

e Mohammad R. Hashemi, Mohammad J. Abedini e Parviz Malekzatiebaram-se do
Método de Integral Diferencial ( DQM) para simub&gs nungricas em escoamentodm
permanentes em canais, onde discretizaram as ESV e as@esdie contorno em um
doninio espacial e temporal para apliéagdo nétodo. Este todo mostrou-se pode-
roso com nmimo esfor¢co computacional sendo convergente, preciapido, apesar de
ter sido a primeira tentativa de a#o no escoamento de fluxos em canais. Para vali-
dar as soluges DQM, os resultados obtidos foram comparados com osé&todd das
Caracteisticas ( MC) (HASHEMI; ABEDINI; MALEKZADEH, 2006).

e Xavier Litrico e Vincent Fromion analisaram o controle dosdos de oscildies que
ocorrem em escoamentos em canais devido a propagias ondas nas fronteiras, mos-
trando-se que@ bem representados pelas ESV linearizadas. Para issomusana
funcao de transféncia distribida aproximada para calcular um controlador de fronteira
dinamico que cancela os modos de oséitagobre os canais do resebrad. Este resul-
tadoé recuperado com a obté&m@das Invariantes de Riemann no caso de um reseiwvat
com canal horizontal e sem atrito (LITRICO; FROMION, 2006).

Ja no ano de 2007, pode-se destacar:

e Babacar Toumbou, Daniel Y. Le Roux e Abdou Sene apresentaratearema de exis-
téncia para um modelo de sedime@agm duas dimedss acoplado em um sistema de
aguas rasas com uma eqaagle transporte de sedimento. Um problema de diawens
finita & resolvido usando o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer (TOUMBRQYIX;
SENE, 2007).

e Tomas Morales de Lima apresentou um modelo para os fluxagdas rasas com fundo
nao plano feito de duas camadas de fluidos uma conipetss outra incompresgel.
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Para isso, generalizou-se o modelassico de Savage-Hutter (obtido pelas egeagn-

compresieis de Euler), adicionando uma camada superior compets©bteve-se um
modelo do tipcaguas de rasas, que admite uma desigualdade de d@&sigagntropia,
gue preserva 0 estado esta@on de um lago em repouso @ dima aproximaiop da

superfcie livre das equdies compredgeis e incompresgeis de Euler (LIMA, 2007).

e Surabh Amin, Alexandre M. Bayen, Laurent El Ghaoui e and Shie8kstry estudaram a
Viabilidade robusta para o controle de fluxoatgia num sistema de canal de resémiat
(AMIN et al., 2007).

e Mohammad R. Hashemi, Mohammad J. Abedini e Parviz Malekzagébaram pela
primeira vez o0 DQM em escoamentodmpermanentes em canais. Mostraram que o
DQM é rapido, convergente e preciso. Para aplicar&tado discretizaram as ESV em
uma dimenao ( ESV-1D) e as conddgs de contorno em um damnmo temporal e espacial
(HASHEMI; MOHAMMAD; MALEKZADEH, 2007).

No ano de 2008, relatam-se os artigos:

e Simon Munier, Xavier Litrico, Gilles Belaud e Pierre Olivistalaterre que propuseram
um novo modelo, chamado de “Linear Backwater Lag-and-RouldBL(R), que apro-
xima as ESV linearizadas em torno de um fludm+uniforme em um escoamento finito
(com uma condigo de contorno a jusante) (MUNIER et al., 2008).

e M. Gugat e G. Leugering estudaram a controlabilidade daténanglobal de um sis-
tema de ESV para canais inclinados com atrito. Mostrou-gecgmecando suficiente
proximo de um estado inicial subitico constante estaciano pode-se controlar o sis-
tema em tempo finito para uma vizinhar@ade qualquer outro estado sultico cons-
tante estaciaario por controle de fronteira nas extremidades do canailderma que
durante o processo o estado do sistema permanece contimeatiferencavel (GUGAT;
LEUGERING, 2008).

e Carole Delenne, Vincent Guinot e Bernard Cappelaere apreaentema solugo via Rie-
mann para as ESV em combi@accom problema de sensibilidade quando as 8elsi¢
sao desconhuas. A solugoé baseada na supodginicial de duas ondas de raredac A
posteriori a presenca de choqu@edetectado e um termo extra de sensibilidade na forma
de um termo fonte de Dirag considerado nas equiss de equibrio de sensibilidade
(DELENNE; GUINOT; CAPPELAERE, 2008).
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e S.J. Chum e G.P.Merkley fizeram um algoritmo para aproximaokgdes das Equégs
Diferenciais Ordiarias ( EDOs) na forma caracigtica das ESV em escoamentaon
permanente gradualmente variado em uma di@emsn canais de irrigdQ prisnatico
(CHUN; MERKLEY, 2008a).

No ano de 2009, Vu Due Thai e Pham Thuong Cat publicaram o ambgeeado “Re-
solvendo as ESV em duas dimées ( ESV-2D) utilizando a Rede Neural Celular ( CNN)".
Descrevem neste trabalho, qué agora, PCs foram usados para resolver estas @gianas
nao satisfazem tais ex@gcias, portanto, melhores instdlag §0 necessias. A CNN e a CNN
Universal Maguinas ( CNN-UM) com a arquitetura de compaiaparalelaitica €m pesqui-
sado e desenvolvido novas maneiras para resolr@s/tipos de EDPs (THAI; CAT, 2009).

No ano de 2010, tem-se:

e Vu Duc Thai e Pham Thuong Cat introduziram um modelo de CNN de daimadas para
resolver as ESV em uma dimés onde analisaram as quist de aproximap e equi-
valéncia topobgica entre a Equag Diferencial da Diferenca Parcial Celular ( CPDDE)
e as EDPs originais. A estabilidade do sistema CNN &amé provado ao descobrir o
equilibrio do estado e da &t de cada&lula (THAI; CAT, 2010).

e Mathias Foo, Nadia Bedjaoui e Erik Weyer publicaram um amiggmeado “Segmentag
de umrio usando as ESV”. Para isso o rio foi dividido em sedoseque 80 trechos onde
a geometria do rio e o atrit@e assumidos constantes. Estudos de siraolagostraram
gue alguns poucos segment@® suficientes para representar o rio com boa aecis
(FOO; BEDJAOUI; WEYER, 2010).

No ano de 2011, tem-se

e Mohammad Rafiee, Andrew Tinka, Jerome Thai e Alexandre M. Bayblicaram o ar-
tigo sobre estimativa combinando estadcapagtro para equaes deaguas rasas. Neste
artigo, um netodo para assimilar os dados nas eeag@eaguas rasas, quando alguns
dos paametros 8o desconhecidasapresentado. As ESV-1@Aa usadas como um mo-
delo de fluxo de escoamentos em canais. Usando estasdequap modelo de estado
nao linearé obtido (RAFIEE et al., 2011).

1.2 O QUE FOI FEITO DE NOVO NESTA TESE

Descreve-se abaixo o qédnedito nesta tese.
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a) Derivou o modelo mateatico para o escoamento de fluidos hogrgps, incompreeneis
e viscosos, ESV, por meio do Teorema de Transporte de ReyhdltR) em duas di-
meng$es.

b) Derivou pelo MC as soluies para as ESV em duas dimées.

c) Obteve solu@es nungricas para os sistemas de EDOs obtidas pelo MC para a &mdac
Onda em Duas Dimeiss ( EO-2D). Em particular, resolveu o problema da viéoaga
membrana retangular.

d) Obteve soluges nunéricas para as ESV-2D com uso do MC, onde resolveu o problema

bidimensional de esvaziamento de um resémiat

1.3 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

A estrutura dessa tese @strganizada em mais sete ttajps descritas brevemente abaixo:

no captulo 2 deduz-se detalhadamente via TTR as ESV em uma e duas$es;

e no captulo 3 obeém-se as equées da onda em uma e duas dint@ssvia linearizago
das ESV;

e no captulo 4 descreve-se detalhadamente o MC;

e no captulo 5 aplica-se o0 MC para obter as Inclidas das Curvas Caradsgicas e as
Invariantes de Riemann ( ICCIR) para a eddada onda em uma e duas dimaes

e no captulo 6 aplica-se o MC para obter as ICCIR para as ESV em uma alinas$es.

e no captulo 7 aplica-se o MC para obter a scliagde duas conhecidas eqaes da onda,
a Equago do Tekgrafo, no caso de uma diméws e para avaliar a Vibrag de uma
Membrana Retangular, no caso de duas diibess

e no captulo 8 utiliza-se as ICCIR para estudo de casos das ESV em unasalinenss.

e Nos anexos A, B, C e D disponibiliza-se asdayos das Maplets programadas para obter
as soluges dos problemas apresentados.



20

2 EQUACOES DE SAINT VENANT VIA TEOREMA DE TRANSPORTE DE
REYNONLDS

Ha uma érie de nétodos para obter as ESV. Cada um tem suas vantagens na nmedjda e
mostra algumas das liifeses e aproximaes que #o para as equaes. Provavelmente a mais
elegante das derivaes parta das equaes de Navier-Stokes da hidroédmica. No entanto, a
deriva@o fornecida via TTR apresentada a se@uéscolhida por sua simplicidade.

Neste cafiulo deduz-se com uso do TTR as ESV em uma e duas dimens
2.1 EQUAQDES DE SAINT VENANT EM UMA DIMENAO

Nesta sego deriva as ESV-1D, tamdin conhecidas como equisss deagua rasa ou equadgs
de conservap de massa e momento em uma dirdensom uso do TTR.

2.1.1 Equago da Conservap de Massa em Uma Dime&its

Admite-se o pringio de conservap de massa de fluido: “a vartg da massa de fluido
no interior deQ, em rela@o ao tempog igual ao fluxo de fluido atr@s da fronteird de
Q”. Assim o prindpio de conservaip da massa para um sisténaiz que a taxa de variag
temporal da massa do sistem@ual a zero, ou seja,

DMsis

2.1
Ot 0, (2.1)

onde a massa do sistenM;s, pode ser representada por
Msis = /pdV ) (2.2)

Note que esta integrag cobre todo o volume do sistema. A eqam¢2.2) estabelece que a
massa do sisten@igual a somdtria das massas de todos os volumes elementares (a massa de
um volume elementa¥ igual ao produto da massa edfiea do material pelo volume elemen-

1Um sistema definido como uma quantidade fixa e idendifiel de material.
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tar).

A aplica@ao do TTR ao caso ilustrado resulta em

D d —
2 oy = —/ v /V-ﬁdA
Dt / p ot pav + , (2.3)
SIS VC SC

ou seja, a taxa de variag temporal da massa do sistema na egoid2.3) est expressa pela
soma da taxa de variag temporal da massa contida no volume de controle,

7}
¥ / pdv (2.4)
vC
com a vaao liquida de massa na sugeié de controle

JCALLY (2.5)
SC

O termoV - idA na integral da véo em massa representa o produto da componente do
vetor velocidade perpendicular a uma pequenadmwda supefrtie de controle e area dife-
rencialdA Assim,V - idAé a vaZo em volume atré@s daareadA e pV - AidAé a vazo em
massa atraés ded A Ainda mais, o sinal do produto escala & positivo quando o escoamen-
to & para fora do volume de controle e negativo para os escoasngm¢ alimentam o volume
de controle porque é considerado positivo quando aponta para fora do volumeiteode.
Obtem-se a va@o liquida de massa no volume de controle somando todas asbcigtigs
diferenciaispV - AdAque existem na supécfe de controle, ou seja,

/p\7-ﬁdA = Y-y e (2.6)

SC

ondem é a va&o em massékg/s).

A expres8o para a conservag da massa num volume de controle tamt& conhecida
como a equado da continuidade. Combinando as edesg(2.1), (2.2) e (2.3), obin-se uma
equa@o de conserva@p da massa adequada a volumes de controle fix@o elefornaveis.
Assim,

%/pd\#—l—/p\_;-ﬁdA = 0 (2.7)
vC sC
A equa@o (2.7) mostra que a soma da taxa de vandemporal da massa no volume de controle
com a vaao liquida de massa na supeié de controle tem que ser nula para que a massa seja
conservada.
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Uma expresdo muito utilizada para a avaliag da vaao em massayn, numa sego da
superfcie de controle que apreserdti@aA &

m = pQ = pAU ., (2.8)

ondep & a massa espiica do fluido,Q & a va&o em volumem?®/s) eU & o comportamento
do vetor velocidade perpendiculaaeeaA. Como

m = [pV-fdA 2.9)
A

a aplicag@o da equaio (2.8) envolve a utilizap de valores representativos dadias da massa
espedica do fluido,p, e da velocidade do escoamento nasazgpnsiderada. Normalmente con-
sidera uma distribufio uniforme da massa esfifiega do fluido em cada s&g de escoamento
dos escoamentos compre&ss e permite-se que as vaiigs de massa espkca ocorram ape-
nas de uma s@p para outra. O valor da velocidade que deve ser utilizadmunago (2.8)é

o0 médio do componente do vetor velocidade normatea que eatsendo analisando. O valor
médio,V, é definido por

[y PV -AdA
pA

a (2.10)

Se o perfil de velocidade do escoameatoniforme na s&p transversal que apreseataaA
(escoamento unidimensional), tem-se

JapV -AdA
oA Y

vV — (2.11)

A barra indica que deve utilizar o valorédio da velocidade quando a distritdicde velo-
cidade na séip transversaldo & uniforme, no entanto, quando o escoamento for uniforme a
barra sobre a velocidad@oé utilizada para indicar que @sbperando com o valor&dio da
velocidade na sé&p de escoamento.

O pressupostodsico da teoria dédgua ras@ que a pres® varia hidrostaticamente na
vertical

p = pg(h—2 se z<h, (2.12)

ondezé igual a coordenada verticah@ a profundidade dagua (ver figura 2.1 € a densidade
do liquido eg & a acelerdo gravitacional A equa@o acimaé o pressupostoasico da teoria

Neste cafiulo o sistema de coordenadiay,z) & usado conx na dirego do fluxo inicial,y na dire@o hori-
zontal normal para o fluxo inicial 2na dire@o vertical. Isso parte das nofegs algumas vezes usadas para um
fluxo de uma dirego, comx na dire@o do fluxo ey na dire@o vertical. De maneira semelhanitk,V e W sio
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daagua rasa de primeira ordem dasado principalmente em aplié&s de engenharia (teoria
da onda soléria e o salto undular hidulico sendo excégs).

A

1|1

Figura 2.1: Velocidade e Altura em 1D
Fonte: (CHAUDHRY, 1993)

A deriva@o a seguigé para as equaes unidimensional em que as @ais dependentes
sao0 a velocidade égdiaU e profundidaddn, e as vaiveis independenteéa a dishncia lon-
gitudinalx e o tempd. A dimensio verticalé suprimida quando todas as quantida@&sesm
média na dirego vertical. A outra dime@® horizontak adicionada mais tarde, coma@osas
caracteisticas mais complexas das eqoeg. Note que o sistema de coordenadaséntotal-
mente ortogonal em quese encontra no leito do canake vertical. Este arranjo pressie
gue o cosseno da inclinag do canaé de aproximadamente uma unidade.

Tém-se da equap (2.7) que

%/pdVJr/pUﬂdA ~ 0
VvVC SC

N p%/dVer/U-ﬁdA ~ 0
0VC > : (2.13)
= E/dvqh/u-ﬁdA ~ 0
\éC SC
N E(AAX)+/U-ﬁdA ~ 0
SC
Portanto,
)
—(AAX) +UA2 —UiAy = O . (2.14)

ot

Observa@o 2.1 Uma <rie de Tayloré uma exparé& de uma &rie de funfes ao redor de

usados para velocidadegdtias nas dirdipsx, y e zrespectivamente, ao iég deV para velocidade gdia em um
fluxo de uma dimer& na dire@ox.
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um ponto. Umaé&rie de Taylor de uma dimefgé uma exparé de uma furéo real f(x) ao
redor do ponto em que x assume um valor qualquer (por exempldleste caso, escreve-se a
série da seguinte maneira:

/ a1 " )2 (n) _a\N
f'(a) (1x' a) N f’(a) g'( a) R f (a)n(lx a) (2.15)

A constante & o centro da &rie que pode ser encarada como uma fimeeal ou complexa.

f(x) = f(a+

Se a= 0, a €rie taml&mé chamada de&ie de Maclaurin (de Colin Maclaurin).

A <rie de Taylor associada a uma fuiw; f infinitamente diferenavel (real ou complexa)
definida em um intervalo aberta—r,a+r) & a €rie de poéncias dada por

o £(n)
fFx) = Z)f n!(a)(x—a)”., (2.16)

onde, nh & o fatorial de n e V(a) denota a nésima derivada de f no ponto a.

A rie de Taylor pode tan@im ser definida para fuidgs dedR" — IR. Nesse caso, tem-se
gue a €rie de Taylor de f em torno do pontg % (x(l’, ..., x0) & dada por:

(2.17)

onde

okf
T %) = kgok_ll (zai@N;E ai=k al!k{an! Lo (XO)(Xl_X(l))alm(Xn_xg)an>(2.18)

Tem-se, para:
1. k=0;
o, %) = f(X) - (2.19)
2. k=1,

f (Xla T 7Xn) = f(XO) + > aliyan! axfla-i];xgn (XO) (Xl - X?) a... (Xn - Xg)an

n
ai€lN; 5 ai=1
i=1
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1f
Z” m(xo)<xl_x(1))al---(xn—xg)dn
e 2 (2.21)
2! 0°f

_|_

aielN;y L, ap=2

A primeira coisa a nota€ que &o se pode, em geral, calcular todos os termos de uma

(Xo) (1. —X9) -+~ (X — %)%

oq!---an! (;Xfl,,_dxgn

série de Taylor infinita em um tempo finito! Na verdade, parawalaicmais de doi€ um tanto

tedioso.

Utilizando uma expar@® em rie de Taylor, baseada no centro do elemento, para calcular

a velocidade radia e garea onde desprezam-se os termos de ordem maior cera-kgt

oU Ax
_ oy uax 2.22
Vi ox 2 ( )
JU Ax
_ o ax 2.23
U U+ 9% 2 (2.23)
JA AX
A = A2 2.24
1 I 2 (2.24)
e
JA AX
_ ORABX 2.25
Ao A+ 9% 2 ( )
conforme Figura 2.2.
De (2.22)-(2.25),&am-se
oU Ax JA AX JU Ax JA AX
Voot = (U +ﬁ?) <A+&?) - (U _W?) (A‘&?)
OAAX AU AX AU A [Ax)? IAAX
= UA+U&7+A57+W&(7> —UATUG S
U Bx_ QU OA (Bx\® - (2:26)
OXx 2 0Oxox\ 2
JA AX oU Ax
= 2”@?%’3&7
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oU Az _{_%g
ox 2 or 2
oU Ax

> Ut e 2

VAV A 4

T,

Figura 2.2: Expansio em Srie de Taylor paraU ehem 1D

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)

Substituindo a equag (2.26) em (2.14), obtn-se:

0 oA ouU
= AXﬁ—A +(U d—A + Ad—u AX = 0

ot oX oX
L [P (0P A s - o @20
ot oX ox o
oA oA ouU
= ot (U&“\&) =

Uma expresdo muito utilizada para a avaliag da vaao em massan, numa sego da
superfcie de controle que apreserdi®aA é

m=pQ=pAU , (2.28)

ondep & a massa espiica do fluido,Q & a vafo em volumem?®/s) eU & o comportamento
do vetor velocidade perpendiculaaeeaA. Desta forma,@m-seQ = AU, logo:

0Q oA ou
< _ yzt = . 2.29
ox U ox +Adx ( )

Substituindo a equag (2.29) na equap (2.27), tem-se:

JA  0Q

on - 0. 2.30
5t 0 (2.30)
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SendoA = bheQ = AU, obtm-se

JA Jh
7 2t 2.31
ot bdt ( )
e
d_Q _ Jd(AU) _ d(bhU) :bo”'(hU) ' (2.32)
oXx 0X oXx oX

Substituindo as equées (2.32) e (2.31) na equax;(2.30), tem-se

oh  d(hU)
i - 0, 2.33
b—r +b— 0 (2.33)
0 que implica em
oh d(hU)
5t " ox 0 (2.34)

gue representa a Equag;de Conservap de Massa em uma dimés

2.1.2 Equago do Momento Linear em Uma Dimeis

A segunda lei de Newton, para sistemas, estabelece que:

“Taxa de variago temporal da quantidade de movimento do sistenmgaal a soma das forcas
externas que atuam no sistema”.

A quantidade de movimento de um sisteerigual ao produto de sua massa por velocidade.
Assim, uma pequena patila com mass@dV apresenta quantidade de movimento igual a
V pdV e um sistema apresenta quantidade de movim){hx@dv. Aplicando este resultado na

sis
segunda lei de Newton,

D )
Bt / Vpdv = % Fsis | (2.35)

sis

Qualquer referencial, ou sistema de coordenadas, ondafestago é validaé denomi-
nado inercial. Um sistema de coordenadas &xoercial e um sistema de coordenadas que se
desloca numa linha reta com velocidade constante&améinercial.

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento da equda quantidade de movimento linear
adequada a volumes de controle. Quando o volume de cogta@acidente com o sistema,
as forcas que atuam no sistema e as for¢cas que atuam naidorde volume de controle
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coincidente 8o instantaneamenteédticas, ou seja,

Z Fsis = z Fcontdido do VC coincidente (2.36)

A aplicag@o do teorema de transporte de Reynolds no sistema e naidorde volume de
controle coincidente, quefixo e indeformavel, fornece

DRt/VpdV _ %/Vpdv +/Vp\7 A (2.37)
sis VC SC

ou seja, a taxa de variag temporal da quantidade de movimento linear do siséeignzal a taxa
de varia@o temporal da quantidade de movimento linear do ¢mitelo volume de controle
mais o fluxo lquido de quantidade de movimento linear abisda superie de controle.

A equa@o (2.37) estabelece que a taxa de vawagmporal da quantidade de movimento
linear &€ dada pela soma de duas quantidades relacionadas ao vatucoatdole: a taxa de
varia@o temporal da quantidade de movimento linear do émttelo volume de controle e o
fluxo liquido de quantidade de movimento linear adstla supeitie de controle. As pardulas
de fluido que cruzam a sup@ie de controle transportam quantidade de movimento enass
detecta-se um fluxdduido de quantidade de movimento linear na supierfdo volume de
controle.

Combinando as equaes (2.35), (2.36) e (2.37) pode-se obter uma forn&dagateratica
da segunda lei de Newton para volumes de controle fixos ({@gye indeformaveis,

d —
5 / VpdV + / VpV-fidA = % Feontdido do VC . (2.38)
VC SC

A equa@o (2.38)e conhecida como a equaxda quantidade de momento linear.

As forcas que coniem a somadtria

> Feontdido do VC coincidente (2.39)

sa0 as de campo e as supeids que atuam no coritdo do volume de controle. Anica
forca de campo considerada nesteitdp € a associada a acelegacda gravidade. As forcas
de supefitie 90 exercidas no coriido do volume de controle pelo material localizado na
vizinhanca imediata e externa ao volume de controle. Pemplo, uma parede em contato
com o fluido pode exercer uma forca superficial de @eat fluido que ela confina. De modo
aralogo, o fluido na vizinhancga interna da interface comumnramente isto ocorre em ré&gs

da supericie de controle onde se detecta escoamento de fluido).
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Na dire@ox, tem-se

0 _
E/UpdVJr/UpU -NdA = ZFX,VC , (2.40)
VC SC

Considerando a primeira integral do primeiro membrogobte

7} 7}
VC P VC
= PE[U-V]

0
= pE(U.AAx)

, (2.41)

ondeQ=A-U.

Resolvendo tan#im a segunda integral do primeiro membro, tem-se

/UpU AdA = p (UZA;—UZA)
SC

AU Ax\ 2 A NX AU Ax)\ 2 AANX
=P (U+W?) (A+57)—(U—W?> (A—&?)

AU Ax [/ 0U Ax\? AAAX
_ 2 vy aaA v aA Ymaa
_pU+2de2+(o”'x2) (A+0x2>
L =0

2
L U2_2U0"'_UA_X+<0UAX> (A &'AA_X)

e x2 %2 (2.42)
=0
= p U2+2U‘;—L)J(%X} (A+%}%X> —p[UZ—ZUZ—L)J(A%(} (A—Z-i‘%)
= p ZUZOO.,—'E%X+4AU2—?(%X]

oA ou
_ 2
= p|U 0XAX+2AU dXAX}
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Substituindo as equées (2.41) e (2.42) na equax;(2.40), okl#m-se

d —
E/Upd\H—/UpU-ﬁdA = S Fwe

= pré—? +p {U 20;—AAX+ 2AU (Z—UAX =5 Frve
= pr‘;? +de 2‘;—§A d+ 2pAv‘;—UAx = Y FRwe
= PAX dQ +pU? dA +2AU ad—L)J( = S Fwve s (2.43)
= pAX K?_(t?—i_ﬁi(AU )| = Zﬁx,VC
= prB—?Jrai(Au | = Y Fuve
= pAX [aa—?-l-i(QU) = zlfx,VC

ondeQ=A-U.

Considerando &s tipos de forcas: gravidade, p@sse forca de atrito. Todos estas na
direcdox, tem-se

S Fxve = Fpy — Fp, +AFp —Fs+Fy - (2.44)

A forca de presio em uma sép vertical emagua de profundidadepor unidade de largura

é
h h
Fo = [ pdA= [ path-2)£(@)dz, (2.45)
—— ——
0 0 pres§io=p dA

em queé (z) € a largura do canal na altuzacima do fundo, conforme Figura 2.3.

|« B >

h
’ /
)4 - |

Figura 2.3: Um corte de forma transversal em um canal arbiti@&rio

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)



Da equago (2.45), tem-se

Como

AFp

ox

h

| patn—2) (52(2)— a(2)) dz

0

/hpg<h 2| (10+55) - ((0- 35

pg/

pg/(h—Z)W

o0Fp

h—z ZﬁA—Xd

asAxdz

h
0

— = [ potn-2¢(2)dz

0
h
[ 5 loath-2¢(2)dz
0

h
pg O/ 2 [ih-2)&()dz

)

h
pg/j h—2)£(2)+ (h-2) 5 (E(2)dz.

pg/{ ﬂdz

pgd /E dz+pg/h z d

hv—/
A

h
dh dé
[olo] [0—)(A+O/(h—z)&dz]

J0Fp AX
T2

J0Fp AX
sz - Fp - . 9
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(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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segue que
J0Fp, AX JdFp, AX
Fp, —Fp, +AFp = (Fp—0—;7 - p+0~.—xp7 +A4Fp
JFp, Ax J0Fp, AX
p— e —Fp— 2= + 4R
ox 2 ox 2 ) (2.50)
—Z@A—X—FAF
e
p
— TPaxiaF
ax X+ p

Substituindo as equéaes (2.47) e (2.46) em (2.50), épt-se

dF
Fp, — Fp, +AFp = —d—XpAX—I—AFp

E é
= —pg [—A—I—/ h Z —_— ] AX—I—pg/ h Z AXdZ
. (2.51)

d< 43

Jdh
= —pg&AAx—pgo/ h—za zAx+pgo/ h—z)WAxdz

dh
= —pg&AAx

A forca de atrito (resigincia de atrito) se manifesta por meio de um corte ao longoreiof
e dos lados de um canalém-se

Fs = TpAX (2.52)
ondert € a ten&o tangencial, ou ainda,

h A A
T = E(Pg—p—SfXPQE), (2.53)

ondeS;, = hj/Ax. Substituindo (2.53) em (2.52), @h-se
Fs = TpAX
A
_ (sfxpga) olx (2.54)
= Si,PYAAX

A forca devidaa gravidadee a componente de peso ao longo do canal

Fq = wsinBy = pgAAXsin

g &= pg B : (2.55)
w

em queby € oangulo que o eixafaz com horizontal. Consistente com essatepe de pequena

inclinagdo do seno d@ngulo considera-se igualtangente déngulo queé propriamente o
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angulo. Portanto, si = tan6y passa a ter a inclinag do canaly,, de onde resulta

Fy = POANKS, - (2.56)

Das equafjes (2.43) e (2.44)étn-se

0Q 0
pr{d—?Jr&(Q.U)} = Fp,—Fp, +AFp—Fs+Fc . (2.57)

Substituindo as equées (2.51), (2.54) e (2.56) em (2.57), ®ivi-se

oQ 0 oh
pAX {E + I (QU )} = —pg&AAx— (St,P9AAX) + PgAAXS,
0oQ 0 B Joh
= St T ax (QU) = —95, A~ SLOA+ A,
,  (2.58)
JoQ o Jdh
= ot UQ oA = 9AS —S,gA
JoQ 0 Jdh
= E‘*‘&(U-Q)*‘QA(},—X = OA(S,—Sx,)
ondeQ = UA. Observe que
0Q JA odU
X oy als 2.59
a ~ Yo (2:59)
e
17} 0Q ou
~Z(U- — U= = . 2.60
0X(U Q v ox JrQéx ( )
Substituindo as equéaes (2.59) e (2.60) em (2.58), ébt-se
ou JA 0Q ou Joh
Y [ﬁ+ﬁ] 17 v oAl = gA(s, - Sy) (2.61)
Substituindo a equag (2.30) na equap (2.61) e sabendo q@@= AU, tém-se
ou ou Jdh
= AL . - 2.62
Ao +U Ao +0A gA(So, — Sx,) (2.62)

concluindo que

ouU U ou dh

E—i_ Wnga—x = g(S)x_Sfx) (263)



34

A equa@o (2.63)e conhecida como Equag da Quantidade de Momento Linear em uma di-
menKo.

Observa@o 2.2 O sistema de ESV-1D escrito na forma reduZdiada por

M 2wun = o
(2.64)
‘Z—Ltj+u‘;—?(+gg—)r: = 9(S.—St)
onde:
e hé a profundidade do canal;
e g € constante gravitacional;
e U é avelocidade &dia na dire@o x;
° 3—2 € a declividade da supécie daagua;
o g—? é a variago da profundidade com o tempo;
ou o : o
* o é a variagio da velocidade com a daicia;
° dé'_L'[J é a variag@o da velocidade com o tempo;
o &, € adeclividade do canal;
e S, € adeclividade da linha de energia.
Do sistema (2.64), obtn-se
S+ 2 )+ 20 = gn(s,-s,) 265)
De fato,
duaé_LtJ + Ud%_li + gg—; = 9(S,—St)
= N hW+Uh%+gh% = gh(S, —St)
N h—r +U-0+Uh— tgho = gh(S,—Sy) |, (2.66)
ouU oh 0 ouU Jh

ot ot o0X 0X ox
=0

= h—+U |-+ —=—Uh)| +Uh—+gh— = gh(S,—S)
| A —
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logo
h‘Z—ltJ+Ug—?+£J%(Uh)V+Uh‘Z—i+ghg—2 = gh(S, —St,)
=2 (U.Uh)
h@_‘j+u‘;—?+§x<u<urw>>+2—§hf,—2 = oh(S,-Sy) oo
N %(Uh)+%(uzh)+g;—x(h2) = gh(S,—S,)

O sistema de ESV-1D (2.64) ésha sua forma reduzida, @on, para algumas aplicaes
de diferencas finitag importante que ele esteja na forma (2.68), guehamada déorma
conservativa

(N (UR) = 0
unes (U 507) = oh(S-S,)

X

(2.68)

2.2 EQUAQDES DE SAINT VENANT EM DUAS DIMENSDES

Na Se@o (2.1) as ESV foram apresentadas em sua forma unidimahgjoeé a mais
simples. Muitas aplicdies de fluxo Bo permanentesie mais complexas e requerem ter-
mos adicionais ou modificagp dos termos. Nesta sezob&m-se as ESV, ou as Eques de
Conservago de Massa e Momento Linear na forma bidimensional, utitipeo TTR.

2.2.1 Equago da Conserva@p de Massa em Duas Dimérs

Aplicagdes bidimensionais trazem uma coordenada “horizontgberpendiculaax. Nesse
caso, deve se considerar na Eqiade Conservap da Massa a possibilidade de quéjoildo
entra e sai do volume de controle elementar &sala face normal do eixo

Considerand¥ = Ui+V |, tem-se da equag (2.7) que

%/pdV+/p\7-ﬁdA -0
vC SC . (2.69)

0
= E (AAXAy) + (U2A2 — U]_Al) Ay + (V2A2 —VlA]_) Ax = 0
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Utilizando uma expar@ em rie de Taylor, baseada no centro do elemento, para calcular
a velocidade radia e érea onde desprezam-se 0s termos de ordem maior cera-bgt

oU Ax

— = 2.70

Ui U ox 2 ( )
oU Ax

_ =, 2.71

U, U+ ax 2 ( )
oV Ay

Vi = V———= 2.72
oV Ay

Vo = V4+——= 2.73
J0A AX

— A i 2.74

A A ox 2 ( )

e

J0A Ax

_ - 2.75

Ay A+ 9% 2 ( )

conforme Figura 2.4.

Figura 2.4: Expansio em Srie de Taylor paraU,V ehem 2D
Fonte: (CHAUDHRY, 1993)
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Das equages (2.70)-(2.75) &m-se

UoA; —U1A¢

VoA, —ViAy

oU Ax JA AX oU Ax JA AX
(U +W?) (A+&?) B (U “x 2 ) (A__ax_z )
2
0A AX oU Ax 0U dA (Ax) _UA+U 0A Ax

UATU 2 T 2 Toxax \ 2 ox 2

AU DX U IA (Bx\® (2.76)
OX 2  0X 0X

JA AXx JU Ax
2”(??? t f)ﬁa?
U &AX'F AWAX

oV Ay J0A Ay oV Ay J0A Ay
V52 (e 3) (v 52) (53
ANy AUAy 0V IA (g)z dA Ny

VA+V——+A——+—— - ——
+ o"y2+Ady2+0y5y 2 VA+V0"X2

OVAy OVOA(Dy\® @77)
dy 2 odyoy\ 2
JA Ay oV Ay
2\;a_y7+zAa_y7
A \Y/
V—A —_
dy y+A0yAy

2

Substituindo as equées (2.76) e (2.77) em (2.69), élnt-se

~ oot

7]

E(AAXAy) -+ (U2A2 - U]_Al) Ay + (V2A2 —V]_Al) Ax = 0
JA oU JA oV
1704 17D 4

AAXA U +A—— | AxAy+ (Vo= + A— =
( y) + - y+ 0y+A0y AyAX 0

0

JA  JdU oA oV

= AXAyE(AH_ U—+A— |MXAy+ (V—+A— |AyAx = 0 (2.78)

X X oy ay

JA oA ouU JA ov

oA A ou JdA oV
E*(U&“\W)*( a_y+Ad_y) =0

Uma expresido muito utilizada para a avaliag da vaao em massay, numa sego da

superfcie de controle que apreserdi®aA é

M= pQ=pAU , (2.79)

ondep & a massa espiica do fluido,Q & a vafo em volumem?®/s) eU & o comportamento
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do vetor velocidade perpendiculaaeeaA. Desta forma,@m-seQ = AU e Q = AV, logo

oQ O0A dU
% UR+AW (2.80)
e
oQ  OA oV
% VW +AW' (2.81)
Substituindo as equéaes (2.80) e (2.81) na equax;(2.78), olEm-se
JA 0Q 0Q
I W Wi 2.82
ot ax T ay (2.82)
SendcA=b-h,Q=A-UeQ=A-V,tém-se
oA Jh
- p=—, 2.83
ot bo"t ( )
0Q _ J(AU) _ d(bhU) _ b(9(hU) (2.84)
oXx oXx oXx ox
e
0Q Jd(AV) d(bhV) d(hV)
X = = ) 2.85
dy dy dy ° ay (2.85)
Substituindo as equéaes (2.84), (2.85) e (2.83) na eqéag2.82), oki#m-se
ch  d(huU)  d(hv)
— pu— 2.
bat+b ox +b 3y 0, (2.86)
0 que implica em
oh d(huU) a(hv) _ o, (2.87)

ot + o0x + oy
gue representa a Equag;de Conservap de Massa em duas dimées.

2.2.2 Equago do Momento Linear em Duas Dimées

Tem-se da equag (2.38), a quaé conhecida como a equexda quantidade de momento
linear

0 . Lo -
E/Vpdv+/va.ndA = YFRc, (2.88)
VC SC

ondeV = Ui +V]. Considera-se dois casos:



Direcaox

39

Calculando a primeira integral da eqéaq2.88), na diregpo x, tem-se

d

= Py (Uhddy)

P . (2.89)
= PAXAYE(Uh)

Resolve-se agora, a segunda integral do primeiro membroudegex(2.88),

/Up\7-ﬁdA
SC

segue que

/Up\7~ﬁdA — 4p
SC

+p

+p
—p

+p

U A AU Ax\ 2
U2—2U——X+( X> (h
Uvi+u=—-=21v

uwv-U——--V

p/U(uf+Vj“)-ﬁdA
SC
p/U(uf-ﬁ)dA+p/U(vf.ﬁ)dA
SC SC

p [(L_Jzzhz — Ulzh]_) Ay+ (U2V2h2 — U]_Vlh]_) AX]

AU Ax)\ 2 dh Ax

AU Ax\ 2 oh Ax
o) ()

ox 2
U+ QUBY (VDY

ady 2 ay 2

onsy
ay 2
dhAy

dy 2

AX

AX

dh Ax> Ay

Toax2
=0 _

ox 2 &y

9u Ax _ ohAx
ox 2

ox 2
-0

U Ay dU dV [Ay\? dhA
oy oYov oy hoy INEY
dy 2 dyoy\ 2 oy 2

0 ]
Uy 0Uov (y\*| ([ ohdy
dy 2 dyoy\ 2 ody 2

-0 i

(2.91)

oV Ay Ax

ay 2

oV Ay
dy 2 AX
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logo

/Up\7-ﬁdA = +p U2h+u2@A—X+2hua—UA—X+2ua—U@( Ay

ox 2 ox 2 0X 0X
SC

dh Ax U Ax du dh
_ 20 _ 22222 b bl
p|U%h Uo"x2 2hde2+2dedx

dh Ay ovay dVoh (Ay)

Ay

+p UVh+UV0—y7+hUd—y7+U 5 3y

QU Ay . AU dh [Dy\?
W Ve (3)

ohdy  OVAy AV dh [Ay)?
vh—uvZ Y _p 2P vy
v v ay 2 Udy2+udydy(2)

AU Ay AU dh /Ay\?
“Va—y?”a—ya—y(?)

AX

—p

. (2.92)
AX

[ >0hAX oU AX] |
_ P -
= +p _2u 3 5 AU 2]Ay
dhAy oV Ay ou Ay
U0V ——+2h——+2hV——| A
e o"'y2Jr 0y2Jr dyz}x

[ ,0h ou
_ 2Y17
= +p _U dxAXAy+ 2hU o AxAy
Jdh ov ouU
+p -UV WAXA%L hU 0_yAXAy+ hVa—yAxAy}
7}

d
_ 2
= +p __dx(hu )AxAy+—0.,y(hUV)AxAy]

Substituindo as equées (2.89) e (2.92) na equax;(2.88), oldm-se

0 _
E/UpdV-l—/UpV-ﬁdA = ZFX,VC
SC
0

\Y,
0 2 4 - (2.93)
Py 5 (V) +p | 52 (HUB)AXAY + 5 (V)X | = Fve
F) o, ,. 0 )
pAXAy E(U h) + &(U h) + 0_y(UV h) = Z FX,VC

Trés tipos de forcas s@p consideradas: gravidade, péese forca de atrito. Todas estas
devem ser resolvidos na diggx. Tem-se

Observando o caso unidimensional e considerangdAy, tem-se

Jh Jh
Fpo = —pg AMX=—pgh—_ XAy - (2.95)
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Fs, = PYASAX= pgh§ AxAy (2.96)

Foe = PIASAX= pghS AxAy . (2.97)
Substituindo (2.95), (2.96) e (2.97) em (2.94),&htse
S Jdh
> Fove = pghdxAy | —— — S+ S, ) - (2.98)

Substituindo (2.98) em (2.93), tem-se

0 0 %, oh
oy | S uh) + S+ ovh| = pgrway (- 505, 45,
0 0 0 oh
L (L;Zm dy<uvdr: - on(--ses)
2 —
= S Uh+5 U h)+d_y( h+gh— = gh(So—Sy)
ou ainda,
i %, i ga B
S UM+ ax<U2h)+W(UVh>+§a_(h2> = gh(S,—S) (2.99)

gueé a Equago de Momento Linear na diragx.
Direcaoy

Calculando a primeira integral da eqaag?2.88), na diregoy, tem-se

9 9
E/Vpdv = P (VHAXY)
5 5 (2.100)

Resolvendo a segunda integral do primeiro membro da @gua¢88), tem-se
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p/V(vf+Uf)-ﬁdA

SC
p/V(vf-ﬁ)dA+p/V(uf-ﬁ)dA

p [(\_/Zzhz Zhl) AX+ (V2U2h2 — V]_U]_hl) Ay]
oVv Ay 0hAy
Vi+_—=Z
“’(*dyZ)( dyZ)
oV Ay JhAy
g (V‘a—ﬁ) ‘a—yf)
] dV Ax dU Ax dhAx
eV ox 2 dx? By
T2 _a_UA_x _@A_x A
P N ox 2 ox 2 ox 2 >i
vy dVAy 2 dhAy
& —= —=
+p +2V0 (dy > <h+dy > AX
=0
oV Ay [dVAy\? dhAy
— vZi_ooyZl™X i =7
P 0y2+(0y2) <h ay2 )|
- =0 - 1 (2.101)
dUNAX  OVAX VAU [Ax)? dh Ax
+p VU+V5__+UW?+&W (?) (h—f—ﬁ_X?) Ay
AUAX  dVAX 9V U 2 oh Ax
PHYY Va2 Va2 T axox (—) (“‘a??) By
L -0 .
dhAy oV Ay oV oh [ Ay
Vh+V2—=L 4 ohv—=2
+p + dy2+ 3y 2 +2Vayay(2) AX
JhAx dVAy dth Ay
—p |V2h—V?Z—="—2hv— =
P ay 2 oy 2 dy 0y ( 2)
dhAy é‘UAx oU dh [ Ax
+p VUh+VUa—7 V= > +V o o (7)
OV AX 9V oh 2
LT TI IR
dh Ax AU AX AU dh [ Ax\?
—p [VUh-VU == —hV— 4V — (7)
OV AX 9V oh 2
e o2 (2,
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ou seja,

/Vp\7-ﬁdA — pl|2v?

Johly ov Ay} Ax
sc

a2 TV, S

i dh Ax oU Ax oV Ax

" ,0h oV
= VZ2ZZAXAy + 2hV —— AXA
P oy yr oy y}

" 9h ou oV
+p _vu S XY+ V= Axy -+ hU &AxAy}

(2.102)

segue que

/ VPV iidA = +p | 5= (V) AAY+ 5-(UVh)AXdy| (2.103)
A oy ox

Substituindo as equées (2.100) e (2.103) na eq@dac(2.88), tem-se:

d _ —
E/vpdVJr/VpV-ﬁdA = ZFx,vc
vVC Sc

d d 2 d S Eo.. (2109
= pAxAy 0t(Vh)+p dy(v h)AxAy + 0X(UVh)AxAy = ZFV:VC
0 0

J ) e

Trés tipos de forcas s&@w consideradas: gravidade, péesg forca de atrito. Todos estas
devem ser resolvidas na digegy. Tém-se

Observando o caso unidimensional e consideranddAx, tem-se

oh dh
Fp, = —pgd—yAAyz—pghWAxAy, (2.106)
Fs, = POAS Ay = pghS AxAy (2.107)
e
Fo, = POASAX=pghS Axdy . (2.108)

Substituindo (2.106), (2.107) e (2.108) em (2.105)eabke

o Jdh
> Rve = pghixdy (_W_Sfy‘f’S)y) : (2.109)
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Substituindo (2.109) em (2.104)

0 d . 7] B _oh
pAXAy E(Vh)qta/(v h)+a—X(UVh)} = pghAxAy( Jy Sfy+8,>
0 o . 0 B oh
= E(Vh)JrE(V h)+&(UVhr: = gh(—W—SnyrSoy) :
0 o o, 0 oh
= (V5 (V) £ UV +ahas = gh(Sy, —Sy)
ou ainda,
7] d .o 0 gad o B
E(Vh)JrW(V h)+5((UVh)+§a—y(h) = gh(S,-S,) . (2.110)

gueé a Equago do Momento Linear na Diraoy.

Reorganizando as derivadas das eGeaq2.99) e (2.110), que astna forma reduzida,
obttm-se as equées (2.111) e (2.112) que éstna chamadfrma conservativa

= TUS-+V o tbgo = g(So,— S (2.111)

ov UﬁV V&V dh

4V tg— = ~S). . 2.112
Fra i v 0y+gdy (S, — St,) ( )

De fato,
P o . d 99 , B
ouU Jdh 0 ouU 0 ouU Jdh
ouU oh 0 0 ou ou dh
(2.113)
ouU ou ouU Jdh
ou ou ou dh
N h=— +Uh— +Vh— +gh— = gh(S, —S,)

ot ox ay X

ouU ou ou dh
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Tamkem,
F F 0 o 90,5 )

E(Vh)JFE((UVh)ﬂLd—y(V h)+éw(h) = gh(S, —St)

oV dh 7] ov d oV dh

ov oh 0 d oV oV dh

(2.114)
ov oV oV dh
ov oV oV dh

ov ov ov  oh

= E%—Uaﬁ-va—yﬁ‘gw = Q(S)y—sfy)

Observa@o 2.3 O sistema de ESV-2D na sua forma reduzd#ado por

' b+ (Uh), + (Vh), = 0

ou ouU ouU Jh
E+UW+Va—y+g& = g(Sox—Sfx) (2.115)

ov ov ov  oh

onde:

e hé a profundidade do canal;

g & constante gravitacional,

U é a velocidade #&dia na dire@o x;

V é a velocidade #&dia na dire@o y;

3—2 é a declividade da supécie daagua na dire@o x;

Z—; é a declividade da supécie dadgua na dire@o y;

%‘ é a variag@o da profundidade com o tempo;
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ou o . o o
* ox é a varia@o da velocidade com a détcia na dire@o X;

ou . : o o
° d_y é a variag@o da velocidade com a désicia na dire@o y;

ou . . "
* o é a variag@o da velocidade com o tempo na d&ecx;

ov , e . y
* o é a varia@o da velocidade com o tempo na déegy;
e &, € adeclividade do canal na dir&g x;
e §, € adeclividade do canal na dirég y;

e S, € adeclividade da linha de energia na digegx.

e S, & adeclividade da linha de energia na digexy.

Por outro lado, o sistema de ESV-2D na sua forma conservétiva

;

he+ (Uh)y+(Vh), = 0

(Uh)t+<U2h+%gh2) +(UVh), = gh(S,-St,) (2.116)

X

(Vh)t+(UVh)x+(V2h+%gh2) = gh(S)y—Sfy)

y

\
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3 EQUACOES DA ONDA VIA LINEARIZAC AO DAS EQUACOES DE SAINT
VENANT

A principal dificuldade em resolver as ESV surge porque éas@o-lineares. Em algumas
aplica@es destas equdes, como para o fluxo em afluentes, as formas linearizadasjdages
podem ser usadas.

Este cajtulo esh dividido em duas partes: na &ec3.1 apresenta-se a linearidagdas
ESV-1D rfo lineares com o objetivo de obter a EO-1D @uapresentada na $ex3.1.1, em
seguida, na s@p 3.2 faz-se a linearizag das ESV-2D obtendo-se nage@.2.1 a EO-2D.

3.1 LINEARIZACAO DAS ESV-1D

Deduziu-se no cdfulo 2 as ESV-1D
oh o

— — f— 3-1
ot TaxYh =0 3.1)
e
AU AU  dh
on _ _ 3.2
3t +U 7 T 95 9(S.—Sx,) - (3.2)

ondeU é a velocidade &dia na diregox e h € a profundidade. Escrevendo
U=Ug+U" e h=hy+H, (3.3)

ondeU’ eh’ sAo pequenas variges de uma condip esavel e uniforme designado pelas cons-
tantedJy e hg. Substituindo-se (3.3) nas eqoag (3.2) e (3.1) e consideranfi) =0eS;, =0,
obttm-se:

0 7]
E(ho—i—h/)—l—&((Uo-i—U/)(ho—f—h/)) =0 (3.4)
e
i(u +U")+ (U +U’)1(U +U’)+gi(h +h) = 0. (3.5)
ot 0 0 ax" 0 ax" °
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Desenvolvendo essas derivadas e considerando quétieam velocidade adiaU € @o
peqguena que os term@d’h’)x e U’ (U’)x podem ser omitidos das eq@d@s, mas com pouca
influéncia sobre a sol@p, tem-se

0 J
at(h +h)+5—((uo+u’) (ho+h)) =0
ohg on @ / N
W—l—a— d—(Uoho—i—Uoh +U ho—l—U h) =0
:O
on o 7] , 17} 0 N
= gh;uor;) aox Uit dx(UahS; %w h)=0 (3.6)
i i 1A/ —
ot (3 (Uoho)—f—an +ho ax | ax Uh)=0
———
-0 S U/ mltlgﬁ
ﬁ—i_ho ox +anx =0
e
d@J+U) @J+UW£ﬂJ+UU+ 2-(h+h’)——0
Fraae o+ 54 Mo Iox\"0 -
dUg U’ N d N
dt + ot + (Up+U") dX + Ix —i—gd—x(ho—l-h) =0

_0 O
ou’ o’ ou’ ohyp on

/ —
T +U00 +U X +9 ax +go"x = 0, (3.7)
Py
ou’ ou’ ,0U’  on
0t+an +U(9 +gﬁ—0
N——
omitido
ot 09x T99x
ou ainda, as equaes (3.1) e (3.2) quando linearizadas, tornam-se
on ou’ on
+h = 3.8
e +Uo—- E 0 (3.8)
e
ou’ ou’  on
— = 0. 3.9
5 TYoa T4 0 (3.9)
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3.1.1 Equages da Onda em Uma Dime&is

Uma vez que o atrito tem sido negligenciadg,pode ser tomado como zero nas ees;
(3.8) e (3.9), resultando em

/ !/
o ou _

- — 3.10
ot + g o 0 ( )
e
ou’  on
—__=0. 3.11
5 95 0 (3.11)

Realizando algumas manipuiss al@bricas nas equaes (3.10) e (3.118 posével obter
a equago da onda em uma dimeérs De fato, das equaes (3.10) e (3.11)ém-se

ou’ 1 0n
= - 3.12
0X hg ot ( )
e
ou’ on’
S = -5 (3.13)
Derivando a equé&p (3.13) em rel&p ax, tem-se
0 (ouU’ 0%h
E(dx) - 9% (3.14)
Substituindo a equae (3.12) na equap (3.14), ol@m-se
g (_Lowy _ o
s\ nat) = Yax
L _Loew o
hh 02 0%
& o%n
= F ghOW ) (3.15)
R o _ 1o
ox2 ghy at2
. oo 1o
0% ¢ ot?

ondecy = \/ghy € a celeridade da onda, ou ainda, a velocidade de propagagonda.
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Esta equago
’n 0N

oz 052

esh associada propagago de ondas e f@menos onduldrios, por isso, recebe o nome de EO-

= 0, (3.16)

1D. Tem-se,¥ : QCIR? — IR, onde supem-se quér c C*(Q) (fungdes onde todas
as suas derivadas parciais de ordeéndtis §i0 coninuas enQ), ou seja, uma furgp onde
todas as suas derivadas parciais de ordéndais §0 fun@es coninuas no dormio Q. Quase
sempre escreve-se a eqaa¢3.16), na forma

cn o,

W — CoAh = 0, (317)
ondeA = 02/c3x2 € o operador de Laplace, conhecido por Laplaciano. Ficanseibdido que o
Laplaciano em (3.179 na varavel espacial.

De forma a@loga, derivando-se a eqiac(3.13) em reldpo at, tem-se

0 (oU’ 0 (on
Substituindo a equae (3.12) na equap (3.18), ol#m-se
ou 4 _h9Y
gz~ Iax\ T00x
92U’ 2V’
> e T Moge
, (3.19)
N U 19
ox2  ghy ot2
N oAU 194
x> i ot?

queé a equag@o da onda em uma dimeisna vaiavel dependente’.

Portanto, aps algumas manipuléaes al@bricas, as equaes (3.10) e (3.11) tornaram-se

02U’ 1 92U’
- - = (3.20)
ox2 cz ot?
e
2h/ 1 Zh/
a— = 9 (3.21)

X2 2otz
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ondecy = \/ghy > 0 & a celeridade da onda. A formeitica das equées (3.20) e (3.21)
indica que o sistema de profundidadé de fluidos e o sistema de velocidadg) propagam

juntos.
3.2 LINEARIZACAO DAS ESV-2D

Observou-se no caplo 2 que as ESV-2Dao

oh 9 9

ot tax U5 v = 0, (3.22)
oU U 90U  oh

+U— +Vos g = o(So,—Sx) (3.23)

ot X ay ox

oV oV oV éh
R VAA STl 3.24
0t+uax+vdy+ 3y (S, — St,) (3.24)

ondeU eV sao as velocidades@&dias nas dirdigsx ey respectivamente, leé a profundidade.

Escrevendo
U=Ug+U" , V=V+V' e h=hg+HI, (3.25)

ondeU’, V' e h' sdo pequenas variaes de uma condip eshvel e uniforme designada pelas

constante$g, Vo € ho.

Substituindo (3.25) nas equies (3.22), (3.23) e (3.24) e considerarg@p= 0, S, =0,
S, =0eS, =0, tm-se

0

ot i((VoJrV’)(hoJrh’)) = 0, (3.26)

4 (Ug+U") (ho+h')) + dy

/
ar (o h)+ X

4 / / 0 / / 0 / 0 noo_
5tUo U+ (Uo+U') 5 (Uo+U') + (Vo V) o (Uo+U) + g (ho+ ) = 0(3.27)

7} J 7}
(vo+v’)+(Vo+v’)@(vo+v’)+ga—y(ho+h’) = 0.13.28)

0
— (Mo +V') —I—(Uo—|—U/)a—X

dt(

Desenvolvendo essas derivadas e considerando quétieaprs velocidades édiasU e
V sdo 8o pequenas que os termash’)y, (V'H )y, U’ (U")x, V/(U")y, U'(V')x eV'(V')y podem
ser omitidos das equaes (3.26), (3.27) e (3.28), por terem pouca ificia sobre a sol@o.



Tem-se da equao (3.26),

0 d 7]
g et + 2 N(ho+h)) +— ((Vo+V') (hg+h)) =
oMot G (Uo7 (o)) + 55 (Vo V) (o 1))
= % + % (Uoho -+ Ugh’ +U’hg +U'H) + % (Voho+Voh' +V'hg+ V') =
on o on o’ o ., 7} / / A
= E+E((Uoho)+uoﬁ+ho Ix +E<(U h)+w(voho+voh +V'hg+V'H) =
~——
- on ou’ ah/omi(gido on ov' 9
1/ .
= 5t +No i +Up i —l—ﬁx(Voho)-i—Vo o +ho ax +0X(V h) =
~—————
=0 omitido
at ' Poax ' %ax Py %oy

da equago (3.27)

a / / ﬁ / / 0 / 0 /

E(UoJrU )+ (Uo+U )—X(U0+U )+ Mo+V )0—y(uo+u )+g&(ho+h)

, ) [ dug v’ [ aug v’ ohy N

= SUotU)+Uo+U") | =t | +(Mo+V) oy "oy | T9ax T9ax

=0 _

Uy AU’ . [ dU’ . (dU\ ohy N

= W—i- ot +(UO+U)(W>+(VO+V)<d_y)+W+gW
=0 =0

- ou’ ou’ QU 9V, duU’  an

Vi v/ il

= gt TG TY g Vo TV 5y Tk
omitido omitido

= 0U/+u aU/+v au'+ on

gt 0x Y0y T

e da equadgo (3.28)

4 / N / "0 / 0 /
ot VotV + Lo U5 Vot Vi) + MoV 5o (Mo V) + 050 (Mo +1)
7] p ~ | My oV’ N AV YA Jdho oh’
= E(VO‘FV)‘F(UO"—U) W+W +(V0+V) 0—y+0—y +g(9_y+ga_y
Y ~7
= =0
No AV’ Nz (V' dhy oN
— +——+ U+ U — Vo+V') | — —— +0—
= dt+6t+<o+ )(dy)+(o+ )(ay)+ay+gay
0
= -0
o' NN oV OV oN
= W_‘_UOW—}_U Ix +Vo dy +V dy +gd—y
N—— ———
omitido omitido
oV’ oV’ ov'  on
= — +Uop—=—+Ww——+g9

ot Ix ay ' “ady

52
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ou seja, as equaes (3.22)-(3.24), quando linearizadas, tornam-se

on ou’ on oV’ on
— +hg——+Ug— +hg—— +Vop— =0 3.29
at+°ax+°ax+°ay+°ay ’ (3.29)

ou’ ou’ ou’  on

on _ 3.30
gt U0 tVorgy 195 =0 (3.30)
e
NG N N on
CALRY 3.31
ot +Uo ox +Vo dy +gdy 0 ( )

3.2.1 Equago da Onda em Duas Diméies

Uma vez que o atrito tem sido negligenciadg,e Vp, podem ser tomados como zero, nas
equaes (3.29), (3.30) e (3.31), resultando em
on h ou’ oV’

il - = 3.32
0t+oﬁx+h00"y 07 ( )

U’ IN
_ 3.33
P +gdx 0 (3.33)
e
N oW
o' oo 3.34
gt 195y =0 (3.34)

Apobs algumas manipulaes al@bricas com as equdes (3.32), (3.33) e (3.34), drh-se
as equages da onda em uma e duas dintes De fato, das equaes (3.32), (3.33) e (3.34),

tém-se
ou’ oV’ 10n
- - _ =7 3.35
ox + ay ho ot ' ( )
ou’ on
_ 90 3.36
ot 9ox (3.36)
e
/ /
NG on (3.37)

ot~ Yay -
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Derivando a equap (3.35) em reléip at, obttm-se

9 (U OV 10 (oW
ot\ dx 9y )  hgot\ ot
d (U’ d (V' 1 9%H
- a()rals) - v (238
9 (U 0 (v 1o
ox \ ot oy \ ot ~ hp ot?
Substituindo (3.36) e (3.37) em (3.38), eit-se
9 (LN, D (Lo 1o
ax \Iax oy gay ~ hp at?
. O e 1o
992 992 T Thy ot
o°n  9°n 1 90°%H
R o o 1o
ox2  9y2  ghg ot2?
R o P 1o
% dy? g ot?
De forma a@logaa equago (3.16), a equap
o’ /9’ 9N

com H

QCIR? — IR eh €C?Q), & uma Equago Diferencial Parcial ( EDP) linear

de segunda ordem que recebe o nome de EO-2D. Quase sempre-esa equap (3.40) na

forma

i

onde o Laplaciana) = d%/9x? + d%/dy?, representado na equax (3.41) est aplicado nas
variaveis espaciais.

Para obter as equags da onda em uma dimé&o® necesario considerar que’(x,y,t) =
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U’(x,t) eV'(x,y,t) =V'(y,t). Tem-se da equag (3.12) que

oh’ ou’ oh oV’
—_— = — = —hp— . 3.42
at o © at 05y (3-42)
Derivando em rel&p ax ey, respectivamente, ain-se
o%n 02U’ o%h oA/
= —hyp—— - = —hy—— . 3.43
ot~ 9 € ayar T 0y (3.43)
Por outro lado, derivando as eqoag (3.36) e (3.37) em relag at, tem-se
02U’ o%n oA/ o°n
= — - = —— . 3.44
oz ~ Yatax ¢ a2 T Yatay (344)
Substituindo a equag (3.43) na equap (3.44), encontram-se
o' oA oA oA
= = , 3.45
oz 0o € o Ty (3.45)

as equages da onda em uma dimé&asnas vaéveis dependentés eV'.
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4 METODO DAS CARACTERISTICAS

O resultado principal deste daydo seé a equivédncia de um sistema de EPPs de primeira
ordem com um determinado sistema de EDOs. A chave desta &oriconceito de carac-
teristicas, que vai desempenhar um papel decisivo éamém problemas de ordem superior.
Todas as derivadas que ocorrengsegissumidas como sendo danas, a menos que 0 oposto
expressamente indicado. &h disso, cabe ressaltar que todas as afitesme derivaiies esio
restritas a intervalos pequenos, ou seja, dizem respedioagpm vizinhancas de pontos, sem,
necessariamente, especificar a eXdergessas vizinhancas.

Este caftulo esh dividido em tés sedes. Na sefo 4.1, apresenta-se um conceito prelimi-
nar de curvas caracisticas. Na seip 4.2 descreve-se geometricamente as carstitas. Na
Gltima se@o mostra como determinar as cardstéras.

4.1 UM CONCEITO PRELIMINAR

O MC tem sua origem em um procediment@figo criado por Monge em 1789 para a
integra@o de EDPs. Segundo (CHAUDHRY, 1993) o MC tornou-se uetoaio padio para a
aralise de transientes em condutos fechados. O conceito dagOQaractésticasé importante
para a compreef® da propagap de ondas. A seguig, apresentado o&odo com o intuito
de esclarecer aspecto$tieos da propag@p de vades.

4.1.1 O Processo de Propagag o Conceito de Caracistica

Descreve brevemente algumas das mais importantes fulidexhes dos processos de pro-
paga@o, enquanto usa as mais simplesdes;isicas e um rmimo de materatica. Comeca
por introduzir o conceito de Caracistica. A grosso modo, uma Caragsticaé um caminho
de propaga®o: um caminho seguido por alguma entidade, tal como umaafgeanétrica ou
uma perturba@o fisica, quando essa entidaglgropagada. Assim, um sistema de “grade” de
estradas, como indicado na Figura 4.1 poderia ser condimletano duas faitias de caminhos
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de propaga®o, ao longo dos quais Mrilos se propagam (ABBOTT, 1966).

N N\

Figura 4.1: Um sistema de estradas como um sistema de caminhos de@paga@o.
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Todos 0s membros de uma fdimde caminhos de propagagseriam edo associados com
as estradas orientadas em uma dice@enquanto todos os membros da outrailfarestariam
associados com a outra orierdia¢c Com esta n@p muito intuitiva de caractistica, as duas
familias de linhas correspondem a duasiiéas de caractésticas.

No exemplo considerado, os caminhos de prop@gagderiam ser representado por linhas
em uma supefttie fisica em termos de duas coordenadas,y. Em muitos casos paticos,
no entanto, &0 0 apenas as dimeéyes do espacddico, ou a disincia envolvida, mas o
tempo tambm entra como uma dimefs, de modo que, tem de considerar 0os processos de
propagago em espacos com as duasatisias fsicas e a coordenada tempo. Para ver como
as caractésticas surgem, considere como no exemplo anterior, unudaale veculos que se
deslocam da esquerda para a direita ao longo de uma estraganta que esta coluna seja
fotografada em momentos sucessivos, e as fotografias jpostente dispostas verticalmente,
tal que a disincia entre elas sejam proporcionaiéni¥se, er#io, uma imagem do tipo ilustrado
na Figura 4.2.
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/ Fotografia em ¢

Fotoggrafia em ty

Figura 4.2: Uma Unica Familia de Caracteristicas
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Considere efdo, o deslocamento de caddordo, se movendo ao longo de linhas em um
espaco formado entre o plano das fotografias e o tempo. lEdtas que conectam as po3&s
sucessivas de cadaigalo representam caminhos de propdgs;no espaco, e esses caminhos
de propaga®o em todos os sentido&ascaractdsticas fsicas e mateaticas.

No caso de umanica coluna de Vieulos existe somente uma fédia de caractésticas,
correspondendo ao conjunto de linhas que representam asemies de cada Weulo. Em
uma estrada onde geralment& duas colunas que se deslocam em sentidos opostos, tem-se

duas farflias de caractésticas de acordo com a imagem no “plastbmostrado na Figura 4.3.

X
»
1

Veiculos viajando da esquerda
para a direita a vy km/hr

Veiculos viajando da direita
para a esquerda a vy km/hr

tVY

Figura 4.3: Duas Fanilias de Caracteiisticas

Fonte: (ABBOTT, 1966)
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Se as velocidades das colunas ¢, e —v,, de modo que/; e v, SA0 positivas e 0 sentido
positivoé tomado da esquerda para a direita, as indiieaglas caracteticas &o dadas por:

dx =v; e dx = —V
dt),  * dt) — %

onde oindice + refere-seas Caractésticas crescentesiX/dt & positivo), enquanto que;
refere-seds Caractésticas decrescentedX/dt & negativo). As caractisticas crescente§ig
chamadas Caracisticas positivagC, ), enquanto as decrescent&® c£hamadas de Carac-
teristicas negativaf€C_). Considerando todos osicelos que egio em cada coluna de viagem
e possuem a mesma velocidade constante onde todas asristieatede cada faifie tém a
mesma inclinago, tem-se que, a ré&p coberta pelas retas paralelas, Carestteas,é uma
regiao de estado constante. Em todos os sistemagcaste homogneos, onde as entidades
podem se mover em uma diéex; como no sentido oposto, ébt-se duas faitias de Carac-
teristicas e sendo pds®l formar uma re@io de estado constante.

4.1.2 O Processo de Propaga@m Um Sistema Caniuo: A Geraéo de uma Supddie de
Solug@o pelas Caractisticas.

As Caractedisticas surgem em cada processo envolvendo a propaghe uma entidade
geonetrica e g isto, em prinipio o caso. Mais tarde, apresenta as EDPs que definem adamduc
de tais “entidades gedstricas” como veeulos motorizados e encontra-se as Car&itteas
correspondentes destas edies; Objetiva transmitir a propagaxde estadosdicos, e eréo
encontrar as Caracisticas associadas com estes. Para esté@gitofsea suficiente considerar
qualguer exemplo de um sistema de propagagescolhendo como exemplo, o caso de uma
onda deagua longa propagando em um canal uniforme reto. Suponsia) @mo no caso
dos véculos motorizados, que os perfis de canal podem ser detaimem uma sucess de
tempos, a partir de um conjunto de mdiie em estdges hidrongtricas ao longo do canal, e
que esses perfis podem ser organizados em ordem de tempo astnada na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Caracteristicas como caminhos de propaga@p de um perfil de onda deagua no tempo.
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Observe em sua propagex; que um perfil de perturki@g inicial gera uma supécie no
espaco tridimensional de distciax, tempot, e profundidade do fluidb. De forma geral a
propaga@o pode ocorrer em duas difess: uma a montankes outro a jusanfe mas ambas
ao longo de linhas incorporados nesta sup&f As linhas ao longo do qual tais digbios
sio propagadosa®, evidentemente, as Caragiécas crescentg€, ) e decrescente_) ,
enquanto sua supéefe associad@ frequentemente chamada suppéef hidi@ulica. Evidente-
mente, se esta supmik & conhecida pode-se imediatamente determinar a partiodel®r de
h para quaisquer valores de=t. Por outro lado, o problema de determinar o valohdam
termos dex et, o problema que o engenheiro Hdfico enfrenta, pode ser colocado como um
problema de encontrar a sugeré hid&ulica. Este problema, por sua vez, se torna o problema
de encontrar as Caracisticas.

Note que um perfil da em fun@o dex est associado com um outro perfil, correspondente
a velocidade redia induzidalJ, em fun@o dex. Isto gera uma segunda supeigé hid@&ulica,
gue se propaga com a primeira ao longo das mesmas céstcter. A descrigo completa
de propaga@o da onda corresponde a uma sup@fhid@ulica em um espaco de quatro di-
men®es,R(h,U,x;t), onde a Figura 4.4, representa uma prageQo espaco tridimensional
R(h,x,t).

Pode-se perguntar: De quais fatores a forma da demeHidiaulica i depender? Ao
responder esta quést, dentro do contexto do exemplo apresentado, observa-segointes
fatores que influenciam a propagac

LA Montanteé o lugar que eétmais poximo da cabeceira de um rio, 0 nasceat@ponto mais a montante de
um rio.

2A jusanteé um lugar de reféncia de um rio, e vem do latim jusum, que significa para o ladfozl A jusante
€ a refeéncia atra@s da vifo da pessoa que asibservanda o lado para onde vai a correnteatpia, se diz que
a fozé o ponto mais a jusante deste rio.



61

1. As condi@es iniciais;
2. A opera@o das leis daifica, neste caso as leis de conseigade massa e momento.

3. As condi@es de obter&p na regiho onde ocorre a propagas;

Descrevendo-os de forma mais detalhada, tem-se:

1. As condi@es iniciais;

A forma da supeitie hidiaulicaé, obviamente, afetada pela forma ou perfil da onda,
“no primeiro instante” quando inicia 0 estudo no mometgto Se estes perfis iniciais
sao mudados, eab a supeitie hidiulica inteira evidentemente muda de acordo, & ser
evidente que, para cada par separado de perfil inicial, hawean supetie hidiaulica
Unica e distinta.

2. A operago das leis da$ica, neste caso as leis de consefigage massa e momento.

Uma vez que &o se pode esperar descrever empiricamiemsomportamento de cada
tipo de onda sob todas as circlarstias procura-se a generalizagleste comportamento.
As leis de conservap da fsica fornecem tal generalizZag, que, apesar da nedliucia

de algumas Caractsticas, &0 suficientes para descrever o mecanismo ao longo da
propagago das ondas. Tal mecanisracsempre descrito matematicamente em termos
dos fatores que afetam um elemento do fluido, um elemantpeéqueno que as refss
lineares de diferencial pode ser estabelecida entre esteesed, e uma equag diferen-

cial formado. Esta equag diferencial descreve convenientemente o tipo de movonen
gue as propriedades dos fluidos e em cada ponto deet. Equa@es diferenciais
sa0, assim, uma vez idealidzes e generalizap da realidade e o comportamento real, es-
pecialmente adequado para simplificar a degorae um comportamento aparentemente
complexo.

3. Obtendo as condigs na re@o onde ocorre a propagax

Depois de analisar as quantidades elementares e formarquagae diferencial de uma
validade geral, combina-se todos os elementos difersnerai um fimero de inteiros
completo por um processo de integiac Esse processo de intedgiaé iniciado a partir
das condides iniciais e realizado em todas as fases de acordo com dis@emisicas

(profundidades, fronteiras, etc) da r&giconsiderada. Estas corfikg fsicas junto com

3Baseado apenas na exj@egia e &0 no estudo.
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a equaao diferencial fazem parte do processo de integyade modo que, a equagdi-
ferencial seja modificada em uma des&dgnuito particular de eventos (igtpa integral),
gue correspondem a condgs fsicas muito particulares.

Pelo processo de formag de uma equag diferencial e de integraQ pode obter as ex-
pres®es relativas a altura dagua,h, e velocidadelJ, e todas as combinaes de disincia
e tempo por toda a re@d de integra@o. Essas expre®ss podem ser novamente representa-
das por uma supédie em um espacB(h,U,x,t) ou sua projego R(h,x,t). Chama-se uma
superfcie, queé uma integral da equag diferencial dada, uma supeié integral.

Na pratica, como a onda se move no espaco e no tempo, sujeitasaamagyr parte as leis
de conservagp, gera umanica supeitie hidiaulica. S0 essas mesmas leis de conseivac
no entanto, quea® expressas em nossa eqdiferencial, de modo que, a partir das mesmas
condig@es iniciais e sujeit@s mesmas condies fsicas, pode esperar una@ica supeitie
integral semelhanta ser gerada pela equ@exdiferencial. Assim, se as idealif&s corres-
pondem exatamengerealidade, se comecar das mesmas coediqniciais, e se as condies
fisicas corretas foi inseridas nessa integoa@néo a supeitie integral coincide exatamente
com a supeitie hidiaulica. Na medida em que qualquer um dos requisitos acim&omem sa-
tisfeitos, erdo as duas supécfes se desviaruma da outra. Evidentemente, tudo o que se tem
dito sobre a supeidie integral tambm se aplicas linhas caractesticas que &o incorporadas

na mesma.

4.1.3 As Propriedades Artitas das Caractestica em Problemas de PropagagSupeifitie
de Solu@es Anaiticas e Nio Analticas.

Introduz algumas propriedades da sujpégfsolu@o de um problema de propagag ilus-
trando estas propriedades com o exemplo do canal com de@stranio na Figura 4.5. Uma
onda se move neste canal da esquerda para a direita, Eiooda investigagoé a propagaio
na secéo de profundidade do canal descrito como canal 1 nas Figusas 4.6. Antes de
chegar ao degrau a onda gera uma sigier$; sobre o canal 1 como mostrado na Figura 4.6.
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Profundidade

Figura 4.5: Propagag@o de ondas deéagua sobre um degrau, ilustrando a formado da onda refle-
tida
Fonte:(ABBOTT, 1966)

Quando a onda atinge o degrau, mae antes do tempo, o efeito do degéssentido sobre
a onda: quando a onda passa sobre o degraugevajar mais lentamente no canal 2, enquanto
uma onda refletida vai viajar de volta para o canal 1. A sigieffiidraulica segue este processo
Figura 4.6 formando umanica crista na supédie S, dividindo-se em duas cristas €y estas
duas cristas correspondermondas prifarias e refletidas tal como elas aparecem nos sucessivos
perfis.



64

A Altura

da Agua /x'

Figura 4.6: Propagag@o de agua de onda sobre um degrau, ilustrago e formag@o da supericie
hidr aulica associada no tempo.
Fonte:(ABBOTT, 1966)

Sei evidente que a supéie S; permanece inalterada pela forrhagdeS,, e que geral-
mente tudo o que acontece depois, ou seja, mais longe ao ttlmgxot, nao pode afetar
S;. As alterages nas conddgs fsicas ao longo do canal afeta apenas a @erda supeftie
hidraulica como a onda geradora da geggue elas influenciam. Estauma propriedade geral
a todas as classe de problemas de profzagagna propriedade que pode ser indicado como se
segue:

As condi@es fsicas do problemadao influenciam a supéddie solu@o concomitantemente,
mas $io envolvidas somente quando a sujpsefe gerada.

Comparando esse comportamento com aquele observado emnone daltvez uma classe
de problemas melhor conhecida - assim chamados “problerequiléorio”. Estalltima classe
inclui todos os problemas de fluxo de estado estacionem que um tempo independente
da velocidade potenci@ geralmente introduzido. Um exemplo bem conhe&dornecido
pela aerodiamica estacidario (geralmente irrotacional) de fluxo de fluido em torno de u
corpo $lido. Um exemplo aalogoé encontrado no fluxo estacimio deagua do solo em
um aqufero livre permé@vel. Nestes problemas todas as codegisicas €m de ser satisfei-
tas simultaneamente, coneoum evento simutneo que eatsendo descrito, e cada parte da
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superfcie hidaulica (supeitie potencial ou supddie freatica) depende, portanto, de qual-
guer outra parte. De fato, no caso de estado est@imde meanica dos fluidos, o problema
€ essencialmente o de determinar um estado deilegoiientre os potenciais de origem e as
velocidades que eles induzem.

Nota que no caso de propagac a pertubaip inicialé propagada em uma ou duas dires
preferenciais, caracfisticas, em uma rego aberta, com intensidade quase inalterada, e que
muito do caacter dos perfis iniciaig impresso sobre perfis sucessivos e sobre a $cipdrite-
gral, observe a Figura 4.6. Em problemas de @opidls por outro lado o efeito de pertuldag
dissipado em todas as difexs sobre a rego fechada, decaindo rapidamente com o aumento da
distancia, e os caracteres singulares de fontes e sumidounogisgger recursos caradsticas
especiais das fronteiragio €0 transferidas em nenhum grau significativo para a siapeerf
hidraulica ou integral, observe a Figura 4.7.

Linhas de direcao
da Fronteira

Linhas
Equipotenciais

Voértice

Figura 4.7: A superficie hidraulica para um problema de equilbrio

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Comparando as Figuras 4.6 e 4.7 podem ser evidentgsjexistem considaveis diferencas
entre estas duas classes de problemas quétmglos usados naalise do problema de eqibio,
por exemplo, conforme transforn@g e relaxamento, s&v de pequenos ou nenhum valor na
aralise de problemas de propagac

As diferencasikicas acima entre problemas de eidib e de propag&p deve, certamente,
refletir em supeities integrais matematicamente geradas destes probléssm, a supettie
integral de um problema de edbitio tem de utilizar todos os seus dados simultaneamente e
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cada parte da supécfe integral depende de todas outras partes. A sigpeifitegral de um pro-
blema de propagao, por outro lado, deve usar somente dados de fronteiraapatagrag@o
chegar a esses dados, enquanto que as partes posteriotgmedais integral devem ser ca-
pazes de mudar sem necessariamente alterar outras paeesras. Assim, coincidiram no
problema de propagag a supeitie integral e a hidrulica, tal como descrito na sex4.1.2,
uma mudanca em uma parte da sujpefintegral @o deve influenciar todas as outras partes.
Para ser mais preciso a respeito disso, e para ver exataqeita parte que pode ser mais
influenciada e quais as partes q@@mpodem, pode referir ao plarbcomo mostrado na Figura
4.8.

Figura 4.8: A regiao de influencia de um pontoP, definida pelas caractetsticasC, eC_ passando
pelo pontoP
Fonte:(ABBOTT, 1966)

Considerando uma perturleg iniciada em algum pontB no planoxt e, subsequente-
mente, propagando ao longo de uma carétteaC, para o pontdP™ e ao longo de uma
caracteisticaC_ paraP~. EmP' e P~ esta perturbd@p pode simplesmente continuar, ser dis-
sipada ou refletida, mas, qualquer que seja seu deétmodente que apenas 0s pontos dentro
da regao sombreadR~PP" poderia possivelmente ser influenciada pela pert@batciada
emP. Por esta r&zo, uma regio comoP~PP' & chamadaegido de inflénciadeP. E visto
que a redio de infl&éncia de qualquer pont(x,t) & delimitada pelas caractsticasC, eC_
gue passam atrég deP(x,t) e avancando no tempo. &dgualmente claro que o que acontece
emP ndo pode influenciar os acontecimentos fora déi@gombreada d& PP*, queé o com-
plemento da re@io de infl&ncia. A regho que pode ser influenciada por um eventoRéRr)t)
€ enfio separada pela régi que Ao pode ser influenciada pelo avancando das calstatas
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C, eC_ atrawes deP. Esta demarcap entre redies influenciadas ean influenciadas, que
é considerada ser uma consenqcia necessia da celeridade finita de propagagdas ondas,
deve erdo ser levada para a sugderé integral do problema de propagac

Para resumir, pode-se dizer que a diferenca entre um pnalide propaga&p e um proble-
ma de equibrio reside nisto: em um problema de propagag regio de infl@&ncia de qualquer
ponto ocupa apenas uma parte da sugpierintegral , delimitada pelo avanco das carastieas
C, eC_ atrawes do ponto, enquanto que em um problema de ibgiai] a regao de infléncia
coincide com a supddie integral inteira, com caracisticas em nenhum lugar em egittia.

Agora, observa-se que esta demaaceda superttie integral num problema de propagac
significa matematicamente. Considera isso, para estendeselm@o de um pont®(x,t) para
um outro pontoP’(x,t') utilizando o Teorema de Taylor. Este afirma que se umazfific
é anadiltica® em alguma regio (ou seja, ela e todas as suas derivadagisfinidas e cofmtua
em cada ponto da reégp) e, se conhece os valores da fame de todas as suas derivadas, em
qualquer pont®(x,t), enfio pode encontrar o valor da filgem qualquer outro ponB(X',t)
na regao mediante a aplicag da grie:

JdP(x,t) JP(x,t)

PX,t") = P(xt)+ (X —X) +(t'—t)

- 4l {(%—X)ZMJrZ(X’—X)(t’—t)

/ —_—
oxot -9 o2

02P(x,t) ,02P(xt) (4.1)
)

onde ad"P(x,t)/dx dt"" & considerada em(x,t). Inversamente, sé possével continuar a
solu@o a partir de qualquer ponR(x,t) para outro qualquer ponf®¥(x,t’), nao necessaria-
mente perto dele, pelo uso de unéais de Taylor, efdto a supeitie coberta por todos os pontos
P, P’ deve ser an#ica. Este processo de continuar a satg conhecido como o processo de
continua@o anditica, enquanto que a fuég assim obtid@ taml&m chamada deontinua@o
analitica da fun@o original.

Esta propriedade de contingacanaditica foi tratado em detalhe por Hadamard (1923) que,
em seu celebre tratado em eqgdes diferenciais parciais, explicou o seu significado daiség
forma:

“As fungdes andticas §i0 aslnicas normalmente dadas pelo nosso procedimento ma-
tematico: mas elas@ realmente muito especiais entre as fiascem geral. Isté facilmente
visto pelo simples (e importante) fato que a contirdeage uma furo anaiticaé determinada.

Se f(x) é anaitica em(a,b) o conhecimento do seu valor em qualquer, ainda que pequeno, n
sub-intervala@,b’) de (a,b) nos permite calcaklo em toda(a, b)”.

4Em matenatica, uma fungo andlica& uma fun&o que pode ser localmente expandida éries de Taylor.
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Assim, para qualquer fuAg anadltica, uma vez que tudo se sabe sobre as coedigm
gualquer ponto da supécefe integral da fungo, endo condifes a todos os outros pont@os
exclusivamente determinadas pela contidagagnditica. Em tal fun@o, por conseguinte, a
regiao de infl@&ncia de qualquer ponto coincide com a suiparfintegral inteira. Isto evidente-
mente correspondesitua@o existente em problemas de etrib, de modo que poderia supor
gue as supeigies integrais de tais problemasosandilticas em todos os lugares, exceto, talvez,
em fontes, sumidouros e fronteiras. Que istde fato o caso para todos esses problemas de
equilibrio que est bem estabelecido nad@ise. Por outro lado, uma vez que as supé&s$ inte-
grais de problemas de propagadgio visivelmente com falta desta propriedade de contémac
analtica, pode supor que elas podems@r-analtica. Alem disso, parece que pode-se ver com
precisio onde elas podem se tornaoranditica, ou seja, ao longo destas linhas sobre as quais a
solug@o rao pode ser continuada: as carastaras. Assim, na medida em que as carastieas
C, eC_ passam poP(x,t) na Figura 4.8 limita a continuag da supetitie integral, assim, nas
caracteisticasC, eC_, a fun@o descreve o efeito da perturBagniciada enP(x,t) podendo
ser rao-andtica. Referindo novamente a Figura 4.6 observa agdsica para isso, pois cla-
ramente ao longo das caradsticasC, eC_, a supeificie integral pode mudar a partir de uma
superfcie plana (curvatura zero) para uma forma de onda (com tuevéinita) e a segunda
derivada, pelo menos, deve ser destard ao longo das caracisticas. Se a onda iniciada
de repente, a derivada primeira pode ser degtoattamiem, enquanto que a continuidade de
derivadas de ordem superior seja pelo menos quéstibn Assim, atra@s das linhas carac-
teristicas as derivada@s desconhuas, ou, 0 que equivale mesma coisa, as caragsticas
sa0 as linhas ao longo do qual as derivadas com descontimsidiaidiais ifo propagar. Uma
falha da expar® em grie de Taylor ao cruzar essas linteasnto perfeitamente de se esperar.

Chegando a essa sit@;pode se perguntar qual o significado da EDP quando situado
nas Caractésticas, porque nestas linhas seus coeficientes diferem@eecem ser bastante
indefinidos. llustra este significado em termos getivos mais gerais a seguir, apesar de
uma formula@o rigorosa de diferenciaQ em tais casos, deve ser feita refeiaa “teoria da
distribuicao”.

4.2 DESCRIGQO GEOMETRICA DAS CARACTERSTICAS

4.2.1 Descrigo Geongtrica das EDOs

Embora as propriedades geetricas das Caracisticas &0 essencialmente ligadas pro-
priedades das EDPs, elas ta@nbpodem ser comparadas com certas propriedades de EDOs.
Tal comparago sugere generalizagslteis, mais especialmente no que diz respeibatureza
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das condides iniciais e de contorno enanos tipos de problema. Assim, primeiro considere
EDOs, comecando com a eqéaagde primeira ordem

dy
- f(xy) - (4.2)

Esta tem uma sol@p geral dada por
y=F(x,a) , (4.3)

ondea & uma constante arbétria de integrago.

Para cada valor da correspondér uma solugo particular, ou rel&p funcional entre e
y. Esta relago pode ser representada por uma curva no ptgntal curvaé chamada curva
integral. Uma vez que tais curvadossolufes da equap (4.2), segue que, em cada ponto em
todas as curvas, y e dy/dx satisfazem (4.2), conforme mostra Figura 4.9.

Y 4

y

X

Figura 4.9: Curvas Integrais para as EDOs de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Observando a equag (4.2) mas como uma inclinag particular,dy/dx, para qualquer
ponto P(x,y) no planoxy. Desenha atr@s deP uma pequena linha reta com a incliaag
assim definida. Tal linha reta de comprimer#o turtoé chamado de elemento linear. Se
desenhar elementos lineares em todos 0s pontos para osaduai@o f & definida, oki#m-se
um conjunto, ou campo de tais elementos, g@hamado um campo de digez Um campo de
direcdoé mostrado na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Curvas Integrais definidas pelos elementos lineares paEDOs de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Agora, em qualquer ponf®(x,y) os elementos lineares e as curvas integraiotarmesma
inclinacdo, dada pody/dx = f(x,y), de modo que o elemento linear e a curva integré ser
tangente em cada ponto do campo. &possvel construir o campo de dirag, as curvas
integrais podem ser determinadas. Devido a isso, partiedgudlquer pont® no planoxy,

a dire@o inicial da curva integra fixada pelo elemento linear & e os elementos lineares
constrados em torno da curva seguem um caminho satisfazendo agex{4a2). Desta forma,
para qualquer ponto do plano, uitnaica curva integral pode ser constial.

Sem visto posteriormente que qualquer curva integral pdatictal comaC, pode ser asso-
ciada com um ponto particular, por exem@lona Figura 4.10. Por outro lado, para cada ponto
A correspondeéxr uma curva integral particular. Portanto, para cada cotestrbitariaa da
equa@o (4.3), que define em particular uma integealada uma certa interpreeggeongtrica,

nomeadamente, como a @istiaa conforme indicada na Figura 4.10.

Considere agora a equexde segunda ordem,

&y _ f(xydy). (4.4)

dx 7 dx

Neste caso, para qualquer ponto ini€¥g(x;,y1) e inclinagody/dxemPy, a equago (4.4)
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definedzy/dxz. No entanto, pode-se diferenciar a eqam{4.4) para obter
d% 9y dy d%
e f (Xaya &) —g(x,y,&,w) ~

Agorad?y/dx2 sendof encontradd®y/dx® pode ser determinado, e &nta equa&o nova-
mente diferenciada para drziffy/d%1 em termos de quantidades conhecidas e assim por diante.
Pode-se aplicar o bem conhecido teorema (ndasmenos néivel) de Taylor, em que

/ 2 / 2
R T
onde oy a direita e todos as suas derivadas sendo tomadas dimmando todos os valores
poss$veis dex' pode erdo, a0 menos em prifio, construir uma curva integral atés de
P1(x1,y1) com a inclinago inicialdy/dxemP;.

Observe que, em contraste com a e@aage primeira ordem, uma eqaacde segunda
ordem necessita de um conhecimento de duas grandezasdassiaim par de coordenadas
e a inclina@o dessas coordenadas), a fim de construir uma curva integeabugncia de
informag@es sobre as inclinaes, poderiaé claro, primeiro escolher arbitrariamente qualquer
inclinacao inicial para a constr@p de uma curva, e e escolher uma outra inclireag para dar
uma outra, geralmente curvas diferentes. Considerande sdimclinades iniciais podseis,
pode desta forma construir uma fdian infinita de curvasf;, por meio de qualquer ponto
Pi(x1,y1). Pode, eriio, repetir este processo numa vizinhanga para um g&ntoconstruir
outra fanilia infinita de curvask,, satisfazendo a equag (4.4). Esta constrégé mostrada
na Figura 4.11, a partir da qual fiéaclaro que pode existir uma curva ggeomum a ambas
as fanilias, por exemplo, a curv@ conforme Figura 4.11. Assim, no caso de uma egaale
segunda ordem, uma curva integral particular pode éamber definida, tendo dois pares de
coordenadas, ou pontos, ateavdo qual a curva passa.
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Figura 4.11: Formagao de uma curva integral por uma EDO de segunda ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Mais uma vez, no entanto, deveria exigir duas quantidadesdedinir uma solugo, essa
depenéncia de duas quantidades, evidentemente, corresporaelgeenéncia da solugo
de uma equdp de segunda ordem em duas constantes @ibgr Deve dizer que, enquanto
a solu@o de uma equaQ de primeira ordem requer somente um ponto de dados sjiaai
solu@o de uma equap de segunda ordem requer dois pontos de dados iniciatenRgnao
e dificil imaginar a situago em que uma equag de nésima ordem exigirn pontos de dados

Iniciais.
4.2.2 Descrigo Geongtrica das EDPs

Agora pode estender as rims acima para EDPs. A rég de integra@o passaxr a ser
um espaco deés ou mais dimei@®s, embora para facilitar a represeataconsidere apenas
espacos de &s dimen8es, com coordenadasy, z. Se tratarz como varavel dependente,
comx ey independentes, tem-se &atduas “inclinages principais” a sabefiz/dx na dire@o
x e dz/dy na dire@oy. Estas inclinages, juntas, definem o incremerda em termos dos
incrementosix e dy, dado por

0z 0z
- 2= -= 4.
dz dxdx+ o.,ydy, (4.5)

ondep é escrito com@z/dx e g comodz/dy tornam se

dz = pdx+qdy . (4.6)
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As inclina@esp e g tamkem definem a orienté@p de uma supddie planar no espacy/z
Estas situages esdo ilustradas nas Figuras 4.12 e 4.13.

N\

dz
=pdx+qdy

Figura 4.12: Esquematiza&o da equa@odz= pdx+ qdy.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

_________________________________ FElemento Planar

Figura 4.13: Definigdo do elemento planar pelo par(p,q).
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Agora, para cada pont®(x,y) no planoxy a Equaéo Diferencial Ordiaria ( EDO) ge-
ralmente define urnico valor do gradientdy/dx. No entanto, em um ponto correspondente
P(x,Y,2) no espacayz a equago diferencial parcial@o define valoreénicos depeq. A EDP
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apenas expressa uma ré&lagntrep e g. Assim, por exemplo, a EDO de primeira ordem,

dy

2 = x-vy, 4.7

dx XY (4.7)
da um valor particular ddy/dx em qualquer pont®(x,y). Por outro lado, a EDP de primeira

ordem e de primeiro grau,

0z 0z
7T 4.
ox oy 0 (4.8)

da somente uma relag algbrica entredz/dx e dz/dy, a saber,

0z

&:E p=q,

para todos os pontd¥x,y,z). A EDP de primeira ordem e segundo grau, por exemplo,

2 2
(‘9_Z> _ (d_z) = 0 (4.9
ox ay
expressa duas reldes algbricas alternativas, neste caso
0z_oz 0z 0z
ox dy ' ox oy’
A EDP de segunda ordem e primeiro grau, por exemplo
0%z 0%z
Zc_Zc 4.10
X% dy? 0 (4.10)

pode erfio ser considerada como uma rélagldgebrica entré?z/dx? e 32z/dy?, ou como uma
relag@o diferencial entr@z/dx e dz/dy.

4.2.3 A Formago de Superties Integrais por EDPs

A maneira pela qual uma EDP forma uma s@oi@ partir de dados iniciaés facilmente
llustrado no caso de EDP de primeira ordem, para iSso prapiaas considerar as reas
algébricas entre as primeiras derivadas. Assim, consideraedoago

F(p7q7xvyaz) - 07 (411)

para cada pont®(x,y,z) tem uma relago algbrica definida entr@ e g. Dado p obttm-se
imediatamente, de modo que a equag (4.11) define um conjunto de valores de pares).
Uma vez que cada par define um elemento planaPeéqy,z), de acordo com a Figura 4.13,
a equago (4.11) define um conjunto de elementos planares em cadapqy, z) no espaco
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xyz Ento, seguindo o mesmo racia® para o campo linear, uma sugeig no espacayz
seria uma supeidie integral, se para cada ponto, a sujgiffor tangente a um elemento planar
pertencente ao campo.

No caso do planay, onde havia uménica derivada para cada ponto no plano, tal c@ulic
de tan@ncia poderia ser facilmente interpretada, e uma curvgrateesenhada. Mas como
pode interpretar essa conda no espacaxyz onde cada ponto tem unumero infinito de
pos$veis elementos planares, para qualquer um dos quais disigeonde ser tangente? Pro-
cura esclarecer a situag da seguinte forma.

Em qualquer pont®(x,y,z) pode expressgy como uma fungo deq, istoé, p= p(q). Em
seguidaa medida que varig, p tambkem ir& variar, e o elemento planar definido goe q vai
variar no espacayz No processo deste movimento suagirma supef€ie queé o elemento
envolrio e, uma vez que cada elemegtplanar e passa pé; esta supertie sed um cone
com \ertices enP, conforme ilustra a Figura 4.14.

Figura 4.14: Formacao de um elemento énico pelos elementos planares de uma EDP de primeira
ordem.
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Chama-se este cone dene elementar Geometricamenté o envolério dos elementos
planares em um ponto. Peevidente que em cada ponto do espaco onde ad&B&finida
existira um cone elementar, cuja orierdiage configura@o &€ definida nesse espaco pela EDP
governante e as coordenadas do ponto. Uma vez que todas supadizie integrale tangente
a um dos elementos planares, e todos esses elementos pkiicaBngentes ao cone elementar,
segue-se que a supiere integral em um ponto deve ser tangente ao elemémizc@ naquele
ponto, ilustrado pela Figura 4.15. Desta forma, reduz-sebl@ma de se utilizar um sistema
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infinito de supefities para o problema de utilizar o seu cone elviut

Linha tangente
entre o elemento conico
e superficie integral

Figura 4.15: Formagao da Linha Dirigente.
Fonte: (ABBOTT, 1966)

Considera agora a formag de uma supddie integral seguida da EDP e de certas cabetc
iniciais. Em cada ponto do espaxyz, a EDP define um elementdmwmico. Desta forma, eao,
para definir uma supédie integral, precisa apenas de uma linha inicial, quessponde, por
exemplo, parx constante oy constante. Pois, dada esta linedacilmente visto que duas su-
perficies integrais podem “surgir” a partir dela, subsequertégmcada propagag no espaco
xyzé de tal forma que em cada porgedangente ao elementérico nesses pontos, conforme
Figuras 4.16 e 4.17.
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Linha Inicial

Elemento
Conico

Figura 4.16: Integral de Superficie gerada por uma linha inicial e pelo elemento.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Deve notar tamém que, em qualquer linha sobre as super$ integrais, outra supésie
integral poderia ser gerada seguindo as sigiesfdo cone oposto tangetsupericie original.
No entanto, esta pos®l difusio da supefttie integral , que parece estar relacionada com a
difusao de ondas dihdricas, @o altera o fato de que apenas uma curva inEracesaria para
definir as supet€ies integrais.

Pode agora ser visto, como na Figura 4.17, que a dopeiftegralé tangente a cada
elemento dnico ao longo de uma linha, o que pode chamar de linha casitas, e que
estas deci®es constituem uma esge de campo de dirag na supeftie integral. Todas as
superfcies integrais propagam atéss/de tal dormio, e assim se propagam ao longo de linhas
definidas pelas sucessivas linhas carétieas. Chamam-se estas linhas ao longo do qual se
propagam as supécfes integrais, as caracisticas da supeidie integral.

Elemento
Conico

Linha

Caracteristica

Figura 4.17: Elementos énicos e Caracteftsticas.

Fonte: (ABBOTT, 1966)
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Agora ficaa claro que, no caso de uma EDP de primeira ordem, as Casticts e a
superfcie integral &0 definidas pelo sistema de eqdeg e uma linha inicial ou uma fuag
inicial. Se observar uma fuBg como um pont@nico em um espaco funcional, pode dizer que
a solu@o de uma EDP de primeira ordem requer somente um ponto catoadrdeial.

Embora o que seé&vacimaé verdade “em quase toda partel bima excefo noivel a sua
validade, ou seja, quando as corigig iniciais 80 elas pbprias caractéstica. Neste cas@
bastante evidente, a partir da Figura 4.17, que a sigpeiftegral @o pode ser definida, de
modo que deve adicionar as corieBs acima para a exgicia de uma solé@p, e ressalva de
gue as condies iniciais devem seio caractéstica.

Na descri@o acima, considerou uma eqéage primeira ordem bastante geral, obtendo-se
cones elementares como os envolts dos nossos elementos planares. No entanto, pode ser
mostrado que, se a eq@acde primeira ordera linear os cones elementares degeneram-se para
elementos lineares: os elementos planares giram em toromedinha. Na poxima se@o
ilustrar esse comportamento com alguns detalhes. Tudo prquisa observar nesta fasque,
neste caso linear, apenas uma superintegral sex enfio iniciada a partir de uma determinada
curva inicial rdo caractéstica, e @o pode haver nenhumandda de qualquer difi@ desta
superfcie.

Deve tamiém considerar brevemente a forraage uma supddie integral por uma EDP
de segunda ordem. Neste caso tem uma &elaiferencial entrg e g, de modo que deve ter
o par(p,q) definido em um pont®; (x,y, z) se quiser avancar para a forraagde qualquer ele-
mento adjacente planar (X, y,z). Em particular, deve ter como dados iniciagrsomente
uma linha inicial @o-caractéstica, ou uma furéo inicial, mas tamém um conjunto inicial de
derivadas, tais com@,z/dx ou dz/dy ou talvez alguma combinag destas, definidas ao longo
dessa linha, efib estes constituindo, de fato, uma segundagarngicial. Observax em se@es
posteriores que, embora possa ter outros tipos de dad@sspprecisa sempre, na verdade, de
duas funes iniciais, a fim de definir a solag de uma EDP de segunda ordem. De acordo com
0 comportamento observado acima para EDOs de primeira cedeBPs, chamam-se esses
dados de dados de dois pontos iniciais.

Dados tais dados, pode novamente prosseguir, a partir dguguaontoP;(x,y,z), para
a forma@o dos elementos planares e suas eoriak ®nicas utilizando pontos adjacentes
P,(X,y,Z), atraes de uma expade em grie Taylor. Se considerar, por enquanto, apenas pe-
guenas digtnciagx—X), (y—Y') pode truncar estésie de Taylor, aps os termogx—x') = dx,
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e (y—Yy) =dy, de modo que

dp= a—de—l—@

Jdq, 99
ax dy —dx+ ——dy .

dy e dq:dx 3y

Este desenvolvimento @sesquematizado na Figura 4.18.

Figura 4.18: Geracio de elementos planares por uma EDP de segunda ordem.
Fonte: (ABBOTT, 1966)

4.3 DETERMINAQ&O DAS CARACTERSTICAS
4.3.1 Descontinuidades e Indetermifag ao Longo das Caradt&icas

Na se@o anterior observou-se que, se 0s elemeriogos gerados por uma EDP dege-
nerar em elementos lineares, consecutivamente, as Cé&tcss encontram-se definidas pela
intersec@o dos elementos planares. Assim, ao longo de qualquer €&stch, pode-se vi-
sualizar uma suceds de interseip de elementos planares, cada um dos quais pode ser incor-
porado na integral de sup@rie. Desta forma, uma Caradigica pode ser considerada como
uma curva ao longo do qual uma folha da integral de siugerfruza outra folha. Neste caso,
pode-se definir a curva Caradsdica atra@s das inclina@es da supeidie, istoé, onde as de-
rivadas de primeira orden@ée desconhuas. Considerando-se uma sujmeefem um espaco
X, y e zdefine-se as curvas Caraésticas ao longo das quais ocorrem as descontinuidades das
derivadas de primeira ordem. Issdaquer dizer que deve haver uma faaglesconhua para
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ter curva Caractéstica, pois pode-se ter infinitas ondwas na curva, onde cada uma das quais
pode dar origem a uma Caradggica.

Uma Caractédstica definida da maneira anterior, como sendo uma curva ondrrem
descontinuidades nas derivadas de primeira o&lehamada Caracistica de ordem zero. Que
nao é, alinica Caractéstica facilmente vista, mesmo na presenca de elementsrés. Mas
as Caractésticas de ordem superior tornam-se especialmente eeidgraindo os elementos
conicos Ao degenerar em elementos lineares, como ilustrado naaHgL®. Neste cas@
evidentemente pob&l que as derivadas primeiras sejam owms em todas as linhas, tais
como, as linhaé\B e AC na Figura 4.19, mesmo havendo uma mudanc¢a brusca na garvatu
da supeiitie nessas linhas, e, consequentemente, descontinsidadderivadas de segunda
ordem. Neste caso, ém, uma Caractesticaé definida como uma linha ati@s da qual as
derivadas de segunda orde&rosdlesconhuos. Esta linh& chamada de uma caradstica de
primeira ordem.

Necessariamente uma
Caracteristica de
Primeira Ordem

Figura 4.19: Vista plana sobre um sistema de cones caracisticos, ilustrando Caracteiistica de

ordem zero e de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Ficama evidente posteriormente, que as Caréstieas de primeira ordem e de ordem zero
representa a mesma coisa em qualquer processo de prapagadiferenca essencial entre elas
aparece quando compara-se processos de pramagdiderentes, especialmente cofmreros
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de dimendes diferentes. Assim, obser&ano decorrer do trabalho que, com duasaxais
independentes, encontra-se natjma, apenas equaes lineares de primeira ordem, desta ma-
neira, ted sempre Caractisticas de ordem zero, definida pela ré@age uminico elemento
planar. Com f&s varaveis independentes, no entanto, deve-se obter égsia@g primeiraamo
lineares, definindo os elementadnicos. Nestdiltimo caso, apenas as Caraidéicas de pri-
meira ordemé definida, e dada na interecde dois elementos planares, onde eles entram
em coinci@ncia. Para colocar isto de uma maneia,;jum elemento linear pode ser definido
simplesmente girando ufmico elemento planar, com varégdep e g, mas para a definip

de um elementodnico, atraes da definigo de seus geradores, deve-se exigir que dois desses
elementos planares girem em coiréidia.

O procedimento acima novamente traz em destaque os doisitsnde linhas atraés da
gual certas derivadas podem ser desionmis, ou linhas ao longo das quais descontinuidades
nas derivadas & ocorrer. Ist@®, dizer que nestas linhas, ou seja, nas dee¢Caractésticas,
as derivadas podeaon ter nenhum valor determinado: elas podem ser indetedasgnaDesta
forma, a fim de encontrar as caratséicas, tem-se apenas que encontrar as@g@u valores
dedy/dx, que fazem as derivadas indeterminadas.

Com objetivo de encontrar essas coiéig para a indeterminag de uma forma consis-
tente e organizada, utilizarse certas propriedades elementares de matrizes e detetes
(ABBOTT, 1966).

4.3.2 Sistemas de EDPs: O Caso indeterminado
Um elemento linear pode ser definido por:

e uma equago diferencial parcial linear de primeira ordem, dada por
a+bp+cqg = 0, (4.12)
ondep = dz/dx eq= 0z/dy, relacionam algebricamente suas &aeiis e suas derivadas;

e uma forma diferencial
dxp+dyqg = dz, (4.13)

gue define os elementos planares.

Sea, b e c sao fun@es dex e y somente, a equag (4.12)é dita linear, enquanto que, se
eles tamkm envolvem a furiiozé chamado quase linear. Pode-se escrever as@epIet 12)
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e (4.13) na forma de sistema

b- g - —
{ brea = =& (4.14)

dx-p+dy-q = dz

cuja forma matriciaé dada por,

[dbx :y”;)]:[;a] (@15

Da mesma forma, um sistema de duas egesagliferenciais parciais de primeira ordem em
duas varaveis, digamog; e 2, escreve-se na forma

{a+b1p1+01Q1+b2D2+02QZ =0 (4.16)
d+epr+ fi+€pat+ fodp = 0
define elementos planares at&awa relago
bip1+cith +bop2+Cop = —a
f f = —d
€1P1+ T101 +€2P2+ 1202 ’ (4.17)

dxp+dyq = dz
dxp+dyep = dz

ou na forma matricial

by ¢ by ¢ P1 —a
f f —d
€ 1 €& I 01 _ . (4.18)
dx dy 0 O P2 dz
0 0 dx dy 02 dz
Os elementos caractsticos definidos pela EDP de segunda ordem
a+bp+cqg+er+fs+gt = 0, (4.19)

onde

0%z 0%z 0%z

a2 STaay € o
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podem ser obtidos de forma semelhante, fazendo

er+ fs+gt = —(a+bp+cq)
dxr+dys = dp , (4.20)
dxs+dyt = dq

ou na forma matricial

e f ¢ r —(a+bp+-cq)
dx dy O s | = dp . (4.21)
0 dx dy t dq

Observa-se que (4.15), (4.18) e (4.Amta forma geral

[ a;p a2 - - - - - - - oanm | [u | [bi]
apy ag - - - - - - - ag Up 07}
. (4.22)
| @n1 an2 * @nn | [ Un | _bn_

A equa@o (4.22) compreendeequa@es lineares para asfungdes desconhecida, i =
1,2,3,---,n, para que possa resolver paranagriaveis, pelo menos, em priipio, deve-se ter:

a1 az - - G-y bioayy  - - Apen) @
a1 a2 - - -y b2 @iy - - po1  @n
81 @2 - - @i-1)  bn @iy - - @n-1)  @m
Uy = =+ ) (4.23)
a1 a2 - -1 A G+ 0 0 Ape1) &n
a1 a2 - - @1 A @iy - 8n-1)  @n

81 @2  @yi-1) @i 8ni+1) - @n-1) an
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Agora, se as equades lineares® independentes, &t osu; € determinado claramente
e a equago (4.23) dam umadnica solugo. No caso condirio, ou seja, quando asequa@es
lineares &o de alguma forma dependente 2ent; seia indeterminado, tomando a forma; =
0/0.

Embora osy; sejam indeterminados ao longo das Carastieas, seus coeficientes devem
continuar relacionados uns com os outros, a fim de definirersazitos planares. Desta forma,
uma vez que o0g; sao indeterminados, mas determinados nas @de&gns com os outros,de
fato necesario (e suficiente) que todos os determinantes do tipo numstna equa@o (4.22)
sejam iguais a zero, entretanto nem todos os seus menoesa devzero. Esta con@ig pode
ser simplificada, introduzindo o conceito de posto de umaimabize-se que, S& & uma
matriz, e se todos os determinantes menores de ordefihnela contido o zero, enquanto
pelo menos um menor de ordemaoé zero, erdoA € de posta. Com esta defin&o chega-
se a um resultado matético de fundamental impd@ncia para determinar as incliries das
curvas caractésticas.

Uma condi@o neceswia e suficiente para ag sejam indeterminados, mas mutuamente
relacionado® que o posto da matriz de ordém+ 1) x n formada pelos coeficientes dee o
vetor colunaa direita da equép (4.22) seja de posto—1) .

4.3.3 EDPs de Primeira Ordem

As EDPs de primeira orden&s da forma
Ap+Bgq = C (4.24)

ondep=0dz/dxeq=0z/dy. A, BeC sao fun@es dex, y ez

Uma equago da forma (4.24) define uma redacalgebrica linear entre e q para cada
ponto no espacryz Os elementos planares podem ser obtidas, substituinds pestenados
de valores e q na expresso

p-dx+q-dy=dz. (4.25)

Assim, tratando (4.24) e (4.25) como um par de e§aeagias vaaveisp e g, define-se um
conjunto de elementos planares. Estes interceptam-se ansuwweAB como mostra a Figura
4.20, onde observa-se infinitos valorespieq.
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Figura 4.20: Caracteristicas como uma intersecgo de dois elementos planares.
Fonte:(ABBOTT, 1966)

Assim p e g sao efetivamente indeterminado ao longo da li{&a Pelo raciomio das
se@es anteriores, um procedimento para encontrar estadietipressar a depegtia linear
das equaies (4.24) e (4.25), colocando-as na forma de sistema

A- B-q =°C
p+E-q . (4.26)
dx-p+dy-q = dz
O gual pode ser escrito na forma matricial
A B C
Pl _ (4.27)
dx dy q dz
e, sendo linearmente dependente, tem-se
A B B A C B C B B
dx dy— dx dz| dz dy—
isto &,
dx_dy_dz (4.28)
A B C

Esta, erdio,é a equago da linha qué comum a todos os elementos planares, a linha chamada
curva Caractéstica, ou mais precisamente, a Cardstara de ordem zero. Pode-se notar, que
a Inclinago da Curva Caractistica,é dada por

dy _ B
dx A
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Investiga-se agora as Caratsica de primeira ordem, seguindo as descontinuidades em

derivadas parciais de segunda ordem. Considere novameie@e

Ap+Bg—C =

F=0.

Calculando a derivada parcial keem rela@o ax, e levando em conta o fato de gme

tambem pode ser uma fuép dex, tem-se:

9F | OF oz
X 0z 0x

Denotando

oz_ oz Pz 9p_

ax P dy_q T ox2 Ox

tem-se

JF OF

&-l—ﬁp-l—a—pr-l— o.,q

oF op  dF oq
Jdpodx 0dgox

0%z _oq_op_

’ dxdy_c?x:dy_s

F oF
o Fs — 0.

Introduzindo a derivadé&d/dx), definida por

(@)
(5)*

obtem-se

ou ainda,

dx

Tem-se outra rel&p

= dp
= dp

_ 9.9
- 0X 0zp’

d—FH—d—FS =0
op dq-

(d—F) +Ar+Bs = 0.

0

_ —sdx+ 9Py

0 oy

= rdx+sdy

0%z _dq

2oyl

(4.29)

(4.30)

Como as relages (4.29) e (4.30)8® dependentes, segue que o sistema

A-r+B-s =

-(5)

dx-r+dy-s = dp

(4.31)
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€ indeterminado. O qual pode ser escrito na forma matricial

A B _(9F
"= dx) | (4.32)
dx dy S dp
onde obém-se a reldo
dx_dy _ _dp
A B ()

Analogamente, calculando a derivada em 1@&tegy e repetindo este processo @ini-se
dx dy dq

5

A B (d

T

Q)

Pode-se fazer uso da refaxalgbrica

%_% aj +ap
b1 by b1+by’

e obter
dx dy dz dq dq
A B C_  (dfy T , (4.33)
(dx) (%)

gue representa as eqies das Caracfeticas de primeira ordem.

4.3.4 EDPs de Segunda Ordem

Considere a EDP de segunda ordem, quase linear,
Ar+Bs+Ct = D, (4.34)

ondeA, B, C eD sao fun@es dex, y e D depende d&, y, z, p eq.

A equa@o (4.34) expressa uma redacdiferencial linear entre os coeficientes diferenciais.
Esses coeficientes diferenciagodigados pelas expreésss

dx-r+dy-s = dp
dx-s+dy-t = dq
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Tem-se um sistema

A-r+B-s+C-t = D
dx-r+dy-s+0-s = dp , (4.35)
dx-s+0-s+dy-t = dqg

indeterminado. O qual pode ser escrito na forma matricial

A B C r D
dx dy O S = dp | . (4.36)
0 dx dy t dq

e, sendo linearmente dependente, tem-se

A B C A B D
dx dy 0 |[=0 , | dx dy dp|=0 , etc.
0 dx dy 0 dx dq

Do primeiro determinante encontra-se, a Inclémadas Curvas Caractsticasdy/dx, dada pela

rela@o
dy ~ BxVB?-4AC (4.37)
dx 2A

Observa-se a partir da eq@acque, na medida em que o discriminamf@ositivo, zero ou nega-
tivo, ttm-se, respectivamente, duas Incliieg reais, uma Inclinag real ou duas Inclinées
complexas. Estasés condifes correspondem &8 tipos de equées diferenciais parciais do
tipo (4.34):

Equagdes hiperlblicas Nestas equdies o discriminanté positivo e fa duas razes reais da
equa@o (4.34), e, portanto, duas Incliriees reais de Curvas Caradgtica. As desconti-
nuidades em derivadas de segunda ord&m gortanto, propagadas em duas diesgno
espacyz e duas curvas Caracisticas podem passar por cada ponto nesse espaco.

Equagdes paralblicas Aqui o discriminantee zero, la apenas uma raiz da eqaag4.34), e,
portanto, apenas uma incliriag; Descontinuidade&s enfo propagados em unimica
direcao.

Equacgdes elpticas Quando(B2 — 4AC) € negativo, a equag (4.34) @&o tem rézes reais e as
Inclinagdes Caractéstica §i0 imagirarias. Descontinuidadefo €0 propagadas neste
caso.

Seia dado enfase a ex@sicia de dois conjuntos de Caractécas reais, e, portanto, encon-
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tra suas aplicdies nas soluies de equdies hiperblicas que descreve fémenos de propagag.
No caso de segunda ordem as carastiens 80 dadas por

B2 _
(d_y) _ B+ vB%—4AC | (4.38)
dx/ . 2A
gue corresponde a inclinag da caractéstica positiva, denotado p@x,, e
dy B— v/B2—4AC
=) = 4.39
(dx) _ 2A ’ (4.39)

a inclinag@o da caractéstica negativa, denotado pOr .

Até o momento,&m-se igualado a zero somente o determinante das matrigeoefici-
entes. Se igualar a zero um dos outros determinantes, popéxe

A D C
dx dp 0 |=0 (4.40)
0 dg dy
encontra-se
A-dp-dy—D-dx-dy+C-dx-dg=0, , (4.41)
ou
dgy _ A/dy)\ D /dy
(@) - (@) c(@) @42

Esta relag@o ocorre junto as caractsticas. Substituindo (4.37) na eqéag4.42), ém-se
ao longo das caracfesticasC

2_
day _ _[B+VB?-4AC| D (dy | (4.43)
dp 2C C \dp
enquanto ao longo das caratsticasC_
VB2 _
day _ JBovBodACL, D dv) (4.44)
dp 2C C \dp

A partir das equdies (4.37), podem-se encontrar as incloeszdas projdéies das Carac-
teristicas no plano base ou plansi€oxy. GeralmenteA, B eC, em que gdy/dx) diz respeito,
vai envolver valores d@ e g, que tem que considerar como parte da souceEstes mesmos
valores dep e g, no entanto, eab relacionados no planug (frequentemente chamado “plano
hodograph”) atra@s das equégs (4.43) e (4.44). Atr@s da constriip das caractesticas
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alternadamente no plaxy e no planopg, pode-se construir uma sobug completa.

Na proxima subseffo, apresenta-se o conceito de curva Caristiess com um pouco mais
de rigor.

EDPs de Segunda Ordem com Mais Rigor

SejaQ ¢ IR? um conjunto aberto. Considere os seguintes espacos Vetoria

e C%Q)={u:Q — IR,ué contnual;

e C?(Q)={u:Q — IR, ué duas vezes continuamente diferénei}.

Um operador diferencial,, & definido da forma

L : C’(Q — C%Q)

, (4.45)
U +— Lu=AX1t)uxx+ B(Xt)ux +C(X,t)u

ondeA,B,C: Q — IR sao fun@es reais que dependem das &eeis independentese t.
Além disso, para todex,t) € Q pelo menos um dos coeficientésB ouC & rao nulo, ou seja,
AZ(x,t) 4+ B?(x,t) +C?(x,t) > 0.

Pode-se observar talim queL € um operador linear, iste, para todo par de fubes
u,v € C?(Q) e todo par de iimeros reaigr, 8 € IR, tem-seL(au+ Bv) = aLu+ BLv.

Considere uma fudpF definida emQ x IR® tal que a cada pontx,t,&,n,¢) € Q x IR®
associa umiamero reaF (x,t,&,n,¢), ou seja

= OxIR® — R
. (4.46)
(xt,&,n,¢) — F(xt,&,n,0)

Definicao 4.1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linearpenomina-se EDP de segunda ordem,
quase linear, na inagnita ux,t), a uma equa@o do tipo

Lu=F (X,t,u,ux, W), (4.47)
sendo L e F definidas anteriormente (MEDEIROS; FERREL; BIRAU1999).
Definicao 4.2 (Soluéo de uma EDP de Segunda Ordem Quase Linearpenomina-se solu-

cao de (4.47) uma fudip u(x,t), de classe &Q), tal que a igualdade (4.47) seja verificada
pontualmente erf2 (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).
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Sejal um intervalo da reta IR. Considere uma parametéipggiana, qué& uma aplicago
confnuay: | — IR, onde a vaavels e | € chamada de pametro dey. A imagem dey,
Imy={d € IR?,d = y(s),s€ | } & chamada de arco parametrizado ou traco. Diz-sel quieny
é simples se existe utmicos< | tal quey(s) = d. Um arco parametrizado simplesonstitido
de pontos simples.

Uma parametrizaéip diferencavel planaé uma aplica@o y : | — IR? diferencavel em
todo ponto dé. Um pontosy € | € dito regular se/(sg) # 0. Sey/(s) # 0,Vse |, diz-se que a
parametrizago diferencavelé regular.

Considere as equaes pararatricas da curvg dada por
y @ x=¢(s) et=y(s), 0<s<1, (4.48)

ondey & sem auto intersées e regular, ou sejg,é constitida de pontos simples jg(s) #
0,Vsel. Comoy(s) = (x(s),t(x)) = (¢(s), Y(s)), a0 menos uma fudp coordenada tem deri-
vada 1o nula, qualquer que sejaou aindadx/ds)? + (dt/ds)2 > 0 em[0, 1].

O Problema de Cauchy, para a ecimdiferencial quase lineau = F(x,t,u, ux, U), con-
siste em determinar uma sol@u(x,t) para esta equag, conhecendo-se os valoresudedas
derivadasly, U sobrey. Simbolicamente, escreve

Lu=F(xt,u ug,u) em Q

_ ) (4.49)
u,Uyx, Ut conhecidas sobre/

Introduz uma notadp, para tornar mais simples o texto. Assim, representaodm,pp, g
as seguintes fuidgs definidas sobne

m(s) = u(x,t) com (x,t) €y
p(s) = ux(x,t) com (x,t)ey . (4.50)
q(s) = w(xt) com (xt) ey

Considerai uma solu@o do problema de Cauchy (4.49adconhecidas sobyeas fun@es
U, Uy € by, consequentements(s), p(s), q(s) e F(¢(s), Y(s),m(s), p(s),q(s)). Portanto, o
conhecidas as derivaddp/dse dg/ds Assim, as derivadas segundasg, Uy € Ui S0 deter-
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minadas, sobrg, por meio do sistema:

( dx dt d
U0 D) + U, + O (x1) = d—z
Ouxx(x,t)-l—d—suxt(x,t)-l—Esuu(x,t) = s

| AGE Ux(Xt) +B0Gt) U (%, 1) +C(x, )t (x,t) = F

Observe, uma vez mais, que (4.51)aeseéndo considerado sobre a cupyasto &, para
Xx=¢(s) et = (s). Na forma matricial

dx dt 0 i - dp -
e < - . Y
ds ds Uy (X, ) ds
o  Hx
ds ds ue(xt) | = | 99| . (4.52)
ds
A(X7t) B(th) C(X7t) i Utt(X,t) i F
A matriz ampliada do sisterr@adada por
Cdx o de o dp]
ds ds ds
o Ox dt dg
ds ds ds | =0, (4.53)

A(x,t) B(x,t) C(xt) F

onde o determinante da matriz dos coeficieptes

5 = Cxt) (3—§>Z—B(x,t) (g—ts) (3—)5()+A(x,t) (%)2. (4.54)

Do estudo de sistema de eqfias lineares, conclui-se:

e Sed +# 0 o sistema linear (4.58 determinado e sua SoBmuyy(X,t), Uyt (X,t), Uit (X,t),
sobrey, & obtida por meio da regra de Cramer (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI,
1999).

e Quandod = 0 o sistema (4.518 indeterminado ou impois&|.
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Definicao 4.3 (Curvas Caractefisticas) i) Denomina-se curva Caracfstica para a equa&o
Lu=F, a curvay sobre a quab = 0, isto €,

C(x,t) (g—)s()z— B(x,t) (%s) (3—)5() +A(Xt) (%;)2 = 0. (4.55)

i) As curvasy tais qued # 0 denominam-sedo Caractefsticas.

A seguir sefio apresentados alguns resultados que permiteatcalo das curvas carac-
teristicas dd.u = F ou deL.

Teorema 4.1 Se
i) A(x,t) # 0 sobrey, as curvas Caractésticas de L &0 as soluges da EDO:
dt? dt
=) - B = 0. 4.56
At () ~Bx0 (g, ) +ext = 0 (4.56)
ii) C(x,t) # 0 sobrey, as curvas Caractésticas de L &0 as soluges da EDO:
2
C(x,t) (%() — B(x,t) (%() +AXxt) = 0. (4.57)

i) A(x,t) = C(x,t) = 0 sobrey, as curvas Caractésticas de L &0 as retas x= constante,
t = constante , ist@, a dupla farilia de retas paralelas aos eixos coordenados.

Definicao 4.4 Considere a equap
A ugx(X 1) + B(X tux (X, 1) +C(X e (X,1) = F(X,t,u, Uy, U) - (4.58)
Diz-se que el&:
i) Hiperbblica emQ, quando B(x,t) — 4A(x,t)C(x,t) > 0 emQ.
i) Parabolica emQ, quando B(x,t) — 4A(x,t)C(x,t) = 0 emQ.

i) Elitica emQ, quando B(x,t) — 4A(x,t)C(x,t) < 0 emQ.

Observa@o 4.1 Note-se que sendo Lu o operador da eqma(4.47) diz-se taném que ele
hipertdlico, paraldlico ou eitico como no caso da equag.
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Observago 4.2 Da definig¢io (4.4) e da observap (4.1), conclui-se que no caso hipéliso
ha duas farilias distintas de Caractésticas; no caso parallico umauinica e no caso éico
nao ha Caracteisticas reais (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).

Para obter as Invariantes de Riemann, calcula-se o determinltido da matriz ampliada,

[ dx dp T

— - 0
ds ds
det o dg dt =0, (4.59)
ds ds
| Axt) F o C(xt)

o que fornece

Cxt) (3—2) (3—2) +AMXL) (gt) (‘;2) F (%) (g—ts) 0. (4.60)

Sedt/ds+# 0 ao longo da curva, obin-se

Cix.t) (3?) (‘;q) LA <‘;E> F (3’;) 0. (4.61)

Para equdies hiperblicas obém-se pelo Teorema (4.1) dois valores distintos payalt.
Assim a equaio (4.61) & origem a duas equdes a partir das quais @wh-sedp/dsedg/ds
0 que pode ser aproximado por diferencas finitas para plaey

4.3.5 Sistemas de Duas EDPs Lineares de Primeira Ordem

Neste caso, haveruas vaaveis dependentes denotadasyper. Essas EDPsa® dadas
na forma geral

dau Jau ov ov

Ald Blay Clé. +D10"y = bk
(4.62)
Ju Ju ov ov
A B = E
20+26y+C20+ 25y 2
Se nessas equagsAq, Ay, B1, ---, E1, Ex sao fun@es somente dr ey, 0 sistema de

equa@es (4.62% dito ser perfeitamente linear.

As Caracteisticas &0 determinadas igualando a zero o determinante da masrizogdici-
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entes, obtida da relag

[ ou
ax
AL Br G Dg Eh =]
A, B, C D v E
2 B2 (2 Do gz _ 2 7 (4.63)
dx dy 0 O “v du
ax
0 O dx dy oV dv
| 9y |
enfo
Al Bl C]_ Dl A]_ Bl C]_ El
A, B, C D A, B, G E
A R e B B 1 (4.64)
dx dy 0 O dx dy O du
0 O dx dy 0 O dx dv

Expandindo o primeiro determinante de (4.68)ntse

(A1Co — AoCy) dy? — (A D2 — AoD1 + B1Cy — BoCy) dxdy+ (BiD2 — ByD1)dx? = 0(4.65)

Obttm-se desta forma uma eqfagguadatica parady/dx dando duas inclindgs reais,
uma inclina@o real ou duas inclinégs complexas de acordo com o discriminante

(A1D2 — AoD1 + B1Cp — ByCp)? — 4(A1Cs — AsCy) (B1D2 — BoDy)

e positivo, zero ou negativo. Desta forma, classifica-sestersia (4.62) como hipebdhco,
paralblico ou elptico, igualmente feito para as eqaagle segunda ordem.

O segundo determinante de (4.64) expande-se para dar

dx

{(ElAz—EzAl) (%)—(Ele—EgBl)}dx — 0

(A1B2 — ApB1)du+ {(A1C2 —ACy) (g) — (B1C2 — BoCy) } dv+
(4.66)

Quando(dy/dx) & substitido em (4.66), torna-se uma EDO parav ao longo das carac-
teristicasC, eC._.

Na praticau e v nao f10 geralmente conhecidos tal que as Carestieas @o podem ser
constrados de forma independente. Em seguigl@ecesario construir novamente a integral
de supeifitie por uma solu@o simulinea das equées (4.65) e (4.66) no espaco das &aeis
independentes, denotado K, y), e 0 espaco das vaneis dependentes, denotado Rar, v).

O procediment@ muito semelhante ao que descrito para Uniea equago de ordem segunda.
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Pode agora ser visto que oétbdo das Caractisticas representa umétodo atra@gs do
gual o problema ditil de resolver qualquer EDP quase linear de segunda omlenm par de
EDPs de primeira ordeng, reduzido para o problema relativamente simples de resatvgar
de EDOs lineares. A simplicidade desta abordagem nas dmwwlitescritas torna especialmente
adequado para resolver as ediex; hiperblicas que descrevem 0s processos de progagac
(ABBOTT, 1966).



5 ICCIR DA EQUAC AO DA ONDA VIA MC

Neste cafiulo estuda-se as ICCIR das eqoes da onda em uma e duas dintass

5.1 EQUAGAO DA ONDA EM UMA DIMENSAO

97

Nesta sego apresenta-se alguns maneiras para encontrar as |ICCIRuEzosahatica da

EO-1D.

5.1.1 ICCIR da EO-1D via Combinag Linear

Tem-se como objetivo encontrar via combiaaginear as ICCIR para a

%u ,9%
oz 052

(5.1)

Viu-se na subsép 3.1.1, que estaa EO-1D, onde suponha-se queC?(Q) eco = /ghy > 0.

Dada a equdp (5.1), pode-se esci@a na forma

ot ox = O
onder = du/dt e p= du/dx. Sabendo qua € C*(Q), tem-se

ou  d4
dtdx ~ dxot
0 que implicaem
9 (quy _ 9 (ou
ot\dox)  oJx\ ot
N op _ or
o 3 X
9gp_a _ 9

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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Atribuindo-sel g a equago (5.2) e.1 a equago (5.4), tem-se

or ap
L, o= 9 _29P_ 5.5
0 ot ax 0 (53)
e
Jdp oOr
Ly, = ———=0, 5.6
! gt ox (56)

gue representam dois operadores diferenciais nadvedsidependentese p. Essas equéges
podem ser combinadas por meio de um multiplicador descaih&g da formal = Lo+ A1L;.
Quaisquer valores reais distintosXigfornece uma equag nas vaéveis dependente® p que
representam o mesmo f@ameno fsico que as duas equis originaislo e L1, € que podem
substiti-las diante de qualquer sokug.

MultiplicandoL; por A; e adicionando &g, obtem-se
Lo+A1L; =0 . (5.7)

Ao substituir as equégs (5.5) e (5.6), tem-se,@pum rearranjo aiprico, a equap

or or ap (—Cc3\ dp
N il =0 I = i 5.8
[0)(( /\1)+dt}+/\1[ax()\l)+0t 0 (5.8)

Sabendo-seque : QCIR? - Rep : QCIR? — IR tem-se peladefinp
de diferencial total

dr oJdrdx or

7 5.9
dt  oxdt ' ot (5:9)
e
dp_dpdx, dp (5.10)
dt oJxdt ot
Ao comparar as equéaes (5.9) e (5.10) com a equex(5.8), ém-se
dx dx ¢
& _ AN 5.11
g~ M dt A (-11)
0 que implica em
2
IRV
A1
= A2 = 3 (5.12)

= A1 = =£0Co
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Como
dx
= = A, 5.13
at 1 (5.13)
tem-se da equag (5.12), que
dx
— = , 5.14
at FCo (5.14)

obtendo-se as Inclinaes das Curvas Caradtgicas.

Pode escrever a equas;(5.8) da seguinte forma

or or ap (—c&\ dp]
w0 (55 - o

NS NG 1
%v*{ gp 5.15
t
= ﬂ—f—)\@ = 07 54)
t ' Mar
= a<ri<:op) =0

de onde ol#m-se as Invariantes de Riemann. Em resumo, a Tabela 1 mastr8@CIR da
EO-1D obtidas via Combinao Linear.

Tabela 1: ICCIR da EO-1D via Combinacao Linear
Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann

dx d
d

A1=—Co Co a(r—cop)zO
d

A =Co —Co a(f+¢op)=0

Fonte: Autoria pr opria.

5.1.2 ICCIR da EO-1D via Determinante

Nesta subsép encontra-se as ICCIR da EO-1D via determinante. Sabenda §@e1D
e dada por

Wt —Coxx = O, (5.16)
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ondeu € C?(Q). Pode escré¥la junto com seus elementos diferenciais na forma

( 2
Ut —Colxx = O

Urdt+ ugdX = d(w) , (5.17)

K utxdt+uXde = d(UX)

ou ainda, na forma matricial

1 O —C(Z) Ukt 0
dt dx O U | = | d(w) |- (5.18)
0 dt dx Usex d(uy)

Com o objetivo de obter as Curvas Caraigtiiza, deve-se ter descontinuidades nas respec-
tivas derivadasik, Ut € Uxx, OU melhor, deseja-se que o sistema seja indeterminadmid3ar

ao considerar a matriz ampliada do sistema

1 0 -3 0
dt dx 0 d(w) |, (5.19)
0 dt dx duy)

é suficiente que a matriz (5.19) tenha posto dois, visto qusteedeterminante de ordem dois
diferente de zero,

1 0 —c
dt dx 0 |=0, (5.20)
0 dt dx
0 que implica em
(dX)*—c3(dt)* = 0
= (dx?—cd(dt)> = 0
2 _ 2
dx 2
- (@)
dx
= Pl +Co

ondedx/dt sdo as Inclinages das Curvas Caradsicas no planat. Quando o sinal em (5.21)
€ positivo obém-se a Inclina@o da Curva Caractetica positivaC, e quando o sina negativo
tem-se a Inclinago da Curva Caractistica negativ&_.
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Sabendo que

dx

ax _ , 5.22
at +co (5.22)

e calculando a integral em rekga varavel independente tém-se
X = =4cot+cp (5.23)

gue representam as eqobas das Curvas Caradtgicas, onde&g e c; SA0 constantes.

Com o intuito de obter as Invariante de Riemann da EO-1D, aleelo determinante
abaixo, obtida da matriz (5.19),

1 0 O
dt dx duwu) | = O
0 dt d(uy)
= dx-d(uy) —dt-d(y) = O
= dx-d(ux) = dt-d(w) . (5.24)
d(u
- diuﬁ - g_tx
_ dp _ dt
L
= dp — dt

Observa-se que a inclinag no planoxt € igual a inclinago no planap, ondep=uy, r =y e
dx/dt = +cp. Segue que

dr dx
o
;
= ap +cp
= dr = +codp > (5.25)
dr dp
= —(rFcp) = 0

dt

gue %0 as Invariantes de Riemann. A Tabela 2 mostra as ICCIR paraCE@Btidas via
determinante.
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Tabela 2: ICCIR da EO-1D via Determinante
Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann

dx d
d

A1=—Co Co gt~ CP) =0
d

A1=Co —Co g +CoP) =0

Fonte: Autoria pr opria.

5.1.3 Solu@o Analtica da EO-1D

Nesta subsémp, aém de encontrar as ICCIR da EO-1D, como feito nas s\dfesegnterio-
res, encontra-se taraln a solugo anditica da EO-1D baseado no MC. Para isso, considere

—Coux+1uy = O, (5.26)

onde u : QcIR2 - IR &uma fun&o de class€?(Q) e cy = /ghy > 0. Para poupar
tempo, aplica-se os resultados obtidos na sw@usét.3.4), em espéico a rela@o (4.37). Ao

observar a EO-1D, obtn-seA(x,t) = —c # 0, B(x,t) = 0,C(x,t) = 1 eD(x,t) = 0. Calculando

o discriminante

B?-4AC = 02— 4(—c3)(1)=4c%>0, (5.27)

conclui-se que a EO-1B uma EDP hipertiica, portanto, pelo Teorema (4.1) e da equag
(4.56) conclui-se que a EDP possui duas Curvas Carsiitars de Inclina@es reais, dadas por

A(x1) (%()2— B(x,t) (%() +C(xt) = O

2
= —c%(ﬂ) —0<ﬂ>+1 =0
dx dx/ : (5.28)
N ay= _ 1
dx) 3
= % = =+
at @

Calculando a integral em relag a varavel independente tem-se

X = =cot+ cte , (5.29)



103
de onde, ol@m-se as equaes

XFcot = cte, (5.30)

gue representam as Curvas Cardst@as.

Isolando a vaével dependente obem-se

X—cpt = cte

= X— cte = (ot

= cot = X— cte (5.31)
X cte ~ .

= t = — — ——(funcdo crescente, visto quey > 0).
C Co

e
X+ct = cte

= cot = —X+ cte . (5.32)
X  cte . :

= t = —%+?(fungaodecrescente, visto que,> 0).

As equades das curvas caradtgicas 80 de extrema impdihcia r&o © para obter a
solu@o nunérica como tamém para obter a solég andltica pois, mediante a mudanca de
variavel

{ = Xt+ct = &=1 e §&=0¢ (5.33)

n = X—¢ct = ny=1 e n=-c, (5.34)
obttm-se a equap da onda na primeira forma @anca. Para isso, deve-se ter

éx &
Nx Nt

1 ¢
1 -G

|: —2c#0 . (5.35)

Substituindo na equag (5.26), as derivadas em redacas va@dveis independentesert,
pelas derivadas em reag as va@aveis independentése ), e usando a regra da cadeia, tem-se

Ux = Ug-éx+Up-Nx = Ux = Ug-(1)+up-(1) (5.36)

W = Ug-&+up-ne = w = ug-(C)+uy-(—c) - (5.37)
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Da mesma maneira que encontrou (5.36) e (5.80);$e

(Ug)x = Uggéx—+Ugnlx

) (5.38)
(un)X = unffx*f’ UnnMx

(Ug)t = Uggét+Usynt

. (5.39)
(Up)t = Upgét+Unnht

Derivando as equées (5.36) e (5.37) em relag ax et e substituindo as equag (5.38) e
(5.39) respectivamente, @boh-se:

o = (Ug)x+ (Un)x

U = (Ug)x+ (Un)x

Uxx = Uggéx+ UgpNx+Upgéx+ UnnNx (5.40)
Ugy = u55-1+u5,7-1+u,75-1+u,7,,-1

Uxx = Ugg+2Ugp +Upp

el

Wt = (Ug)t-(Co)+ (Up)i-(—Co)

= Wt = Co(Ug)t—ColUn)t

= Ut = Co(Uggét+UgyNt) —Co(Upgét +Unnnt) (5.41)
= Ut = Co(Ugz - Co+Ugp - (—Co)) — Co(Upg - Co+Unn - (—Co))

= U = CUgg —2C3Ugn +CGUnn

Substituindo (5.40) e (5.41) em (5.26), encontra-se

—C%Uxx+utt =0
= —C§(Ugg +2Ugp +Unp) + ChUgg — 2CGUg ) + CGUny 0 (5.42)
= —4ciug, = O
= Usn = 0

a EO-1D na Primeira Forma Camica.
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Para resolver a EDP (5.42) basta calcular a integral direteea@o an e depoist,

Usp = 0
= /ug,,dn = [0dn
= ur = 0+6(¢&) (5.43)
= [ug = [e@)ae
= ui&,n) = 6(§)+%n)

Substituindo as equaes (5.33) e (5.34) em (5.43), ou ainda, retornando aéwe&is indepen-
dentex et, obtem-se

uxt) = O(x+cot)+W(x—cot) (5.44)

ondeO e W sio fun@es arbitarias de classg?(Q) eC'(Q), respectivamente. A equg (5.44)
representa a solag da equaio (5.26).

Observago 5.1 Se¢ e s forem fun@es definidas na reta de class&(R) e C'(IR), respecti-
vamente. O problema de Cauchy para a eqmda onda consiste em determinar uma mc¢
u=u(xt), tal que

Ut (X1) —CBUxx(X,t) = 0 , —o<Xx<® | —w<t<o
uix,0) = ¢ (5.45)
w(x,0) = @

As fun@es¢ e y sdo chamadas as condies iniciais em & 0 para o problema (5.45).

Mostra-se que a solédp do problema de Cauchy (5.4&)

X-+Cot
uxt) = PXESUPOOCE) L [ yay (5.4
X—Cot

gueé conhecida como adfmula de D’Alembert.

Considerando-se, por exempl= sinx e = cosx, e aplicando-se nafmula de D’Alembert
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(5.46), Em-se que uma solag para o problema de caucley

. . X+Cot
uxt) = sm(x+cot)42rsm(x—cot)+% / cosy)dy
X—Cot
= u(xt) = Sin(ercot)erSin(x_cot)+%[sin(x+00t)—sin(x—00t)] (5.47)
= u(xt) = %(1+é)sin(x+cot)+%(1—C—1O>sin(x—cot)

Atribuindo-se, por exemploge= 1, obttm-se o gafico

Figura 5.1: Grafico Para EO-1D
Fonte: Autoria Pr opria
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5.2 EQUAGAO DA ONDA EM DUAS DIMENSOES

Nesta sego tenta-se encontrar as ICCIR via Comb#amatinear para a EO-2D de forma
araloga ao que foi feito para a EO-1D e percebe-se Gouempossvel obeé-las, conforme des-
crito na subsedp 5.2.1. Devido a isso, criou-se uma forma alternativa eiéuala Combinago
Linear para encontrar as ICCIR a qual chamou-se é&hib das Pseudo-Caraésticas con-
forme exposto na subsag 5.2.2.

5.2.1 ICCIR da EO-2D : Ideia Unidimensional
Considere a equag da onda em duas dimées
d%u 2°u  d%u
T2 Z 247 7)) = 5.48
o2 % (c?xz * dy2> %, (5.48)

ondeu: Q C IR® = IR, cg = /ghp > 0 e suponha qua € CZ(Q). Objetiva-se encontrar as
ICCIR via Combinago Linear, para isso escreve-se

or  ,(dp 0Jq\
r e (&u—y) - (5.49)
onde
Jdu Jdu Ju
r_ﬁ , p_& e q_w. (5.50)
Comou € C?(Q), ttm-se

2 2 2 2 2 2
du: J<u du: J<u o J<u _ J<u (5.51)

otox oxot ' oty dyot oxdy oyox ’

9 (u) _ 0 (ou
ot \dax/ — oJx\at

d_p or

gue pode ser escrita na forma,

_ : (5.52)
ap gtr ox
o (owy _ o (ou
ot\ady)  ody\ ot

aq or

i 5.53

~ at dy (6-53)

Jq or

ot ay =Y
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2 (ouy _ 0 (ou
oy \ox/) — ox\ady

ap dq

— = — . 5.54

~ oy ox ( )
9p_0q _
dy ox

Denotando pot a equago da onda de duas dimées elL1, L, e L3 as equa@es das
condi@es de continuidade, doh-se

. or ,(dp 0q)\ _
Lo = ot C <0x+ 0y> =0, (5.55)
Jdp oOr

L= G ax 0 (5-56)

L Jq or B
L, = atdy 0 (5.57)

e

. 0dp 9dq

Ly = y ~ ox =0, (5.58)

guatro operadores diferenciais nas &aeis dependentesp e . Essas equées sefio combi-
nadas por meio de multiplicadores desconhecidpa, e Az da formal = Lo+ A1L1+AsLo+
AsLs. Quaisquer valores reais distintosAle A, e A3z fornecem uma equag nas vagveis de-
pendentes, p e q que representam o mesmo deneno fsico que as quatro equ@s originais,
Lo, L1, Lo eL3 e que podem substitlas diante de qualquer sofug.

Multiplicando-sel1, L, e L3 porAj, Ao e Az, respectivamente e adicionandb@ obtem-se

Lo+ AL +A2Lo+A3L3 =0 . (5.59)

Substituindo as equaes (5.55)-(5.58) na equiag (5.59), 8m-se, aps um rearranjo,

or or or op (—c3\ dp /A3 dp
dx(_)\l>+dy(_)\2)+0t]+A1L?x(Al>+o"y )

_|_)\ @ __/\3 _|_@ __C% +@ — 0' (5.60)
Zlox\ A ) Tay\ A ) Tat| T

Comor, p e q sio fun@es com dormio Q C IR® e imagem em IR @m-se por definio de



diferencial total
dr or der or dy+ or
dt  odxdt dydt ot ’

dp_ dpdx, dpdy  dp
dt  dxdt Jdydt ot

e
dg_ dqdx, dqdy , dq
dt  Jdxdt  dydt dt
Comparando-se as equ&s (5.61), (5.62) e (5.63) com a eqaag¢5.60), Em-se:
d % _ A
TS VIR P
e
dy Az
2= (=20
dt A1 A2
Segue da equag (5.64), as reldes
2
_ %
A = i
= M =
= A1 = =
e
A3
A = 3
1 A
= )\3 = )\1)\2
e da equago (5.65),
2
Dy = -9
2 A
= =g
= A2 = *Cp
e
A3
Ay = A
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(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)
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Comparando as equaes (5.67) e (5.69), obin-se

AMAz = —AiA2
= AMA2+A1A2 = O
= 2A1A, = O | (5.70)
= AMA, = O
= A=0 ou A=0
= co=0 ou —cp=0

0 que 1ao pode ocorrer, poig = /ghy > 0. Portanto, a ideia da CombirgagLinear da mesma
forma feita para EO-1Davoé \valida.

5.2.2 ICCIR da EO-2D : Uma alternatigaCombinago Linear

Novamente, considere a eqaagda onda em duas dimées
0°u  ,[d%u 9%
- 2(224+22) = o, 5.71
ot Co(dx2+dy2> (.71)
ondeu: Q C IR® = IR, co = v/ghp > 0 e suponhai € C?(Q). Observou-se na subgeg5.2.1
gue raoé suficiente fazer uma simples Combiaad.inear para encontrar as ICCIR, devido a

esse motivo criou-se uma forma alternativ&ombinago Linear, a este atodo chamou-se de
Método das Pseudo-Caragsiticas.

Considere
or L (dp 09\
E C (Wer_y) = 0, (5.72)
onde
Ju Ju Jau

r g=— . (5.73)

a0 PTax 9Ty

Comou € C?(Q), ttm-se

0%u d%u 0%u d%u d%u d%u
= , = —— e = (5.74)
Jdtox oxot otdy dyot oxoy ayox
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gque pode ser escrita na forma,

o (ouy _ 2 (o
ot \dx/)  oJx\ ot

i&p (gtr_dx
= Gt ax -0
e
9 (ou) _ 9 (ou
ot\ay)  ody\ ot
Jq or
9q _ or , 5.76
W g o
q or
a ay

Denotando pokg a equago da onda em duas dimées,L; eL, as equages das condies

de continuidade, obtn-se

. or ,(dp 0Jq\ _
Lo = ot Co <0x + 0y) =0, (5.77)
Jdp oOr
L ot ox 0 ( )
e
Jq or
= = ———= g

gue representamés operadores diferenciais nas &agis dependentesp eq. Essas equées
sedo combinadas por meio de multiplicadores desconhetid® A, nas direfesx ey, da
forma,L = Lo+ A1L1 eL = Lo+ Azl para isso considera-se as duas diesg

Direcaox) Multiplicando-sel; por A1 e adicionando &g, obem-se
Lo+A1L1 =0 . (5.80)

Substituindo as equéaes (5.77) e (5.78) na equax;(5.80), #m-se, aps um rearranjo,

or or ap [(—c&\ dp]  ,dq
[E((_)\l)—'—ﬁ} +A1 [& ()\—1)+ﬁ = Coﬁ_y' (5.81)

Considerando e p fungdes com dormio Q C IR? e imagem em IR &m-se por defin&o



de diferencial total

dr_ordx or
dt  Jxdt ot

dp_ opdx_ 9p
dt  dxdt Jt

Comparando as equaes (5.82) e (5.83) com a eq@ag(5.81), Em-se

dx c3
= = )M=-2.
dt A1
Da equago (5.84), ok#m-se
G
) e
= A2 = c

= A = =£0C

Ao observar a equag (5.81), oli#m-se

o g]on () 4] - 43

| 1704 ot | oxX \ A1 ot | oy
= %—i—)\lz—f = ng—?/ ‘
= %(r +A1p) Ccz)g—?,

Com usa das equaes (5.85) e (5.86), obi-se a Tabela 3.

Tabela 3: ICCIR da EO-2D na Dire¢ao x
Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann

dx d _ 20q

a- M gt AP =G5y

_ d _ 299
A1=+Co —Co a(r+cop)_c§d—y
d Jq

A1=—Co +Co ot (r—cop) = C%_dy

Fonte: Autoria Pr 6pria
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(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)



113

Direcaoy) Multiplicando-sel, por A, e adicionando &g, obem-se
Lo+A2L=0. (5.87)

Substituindo as equées (5.77) e (5.79) na equax;(5.87), €m-se, aps um rearranjo

or or aq [ —c3\ dq ,0p
i R - 5.88
[dy( Az)+ dt]+A [ay()\z)+dt] “x (5.88)

Considerando e g fungdes com dormio Q C IR? e imagem em IR &m-se por definigo
de diferencial total

dr ordy or
dat = aydt at (5-89)

dq dqdy Jq
dt dydt  dt - (5-90)

Comparando-se as equ&s (5.89) e (5.90) com a eqédacg(5.88), €m-se

dy CZO
S — A= _20 . 5.91
dt AZ )\2 ( )

Segue da equao (5.91), a relap

Ay = -0
= A = =0

Tém-se da equap (5.88) que

or or dq (—cd\ dq]  ,dp
aa 5 () &) -

o dq
dt dt
i i i+ daq op (5.93)
TR T CO%
N — 2_

As equades (5.92) e (5.93) fornecem a Tabela 4.
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Tabela 4: ICCIR da EO-2D na Direcaoy
Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann

dy d _20p

a2 g A28 =g,

d )

A2 =+co —Co g T Ho0d) = C%d—s
_ d _29p
A2=—Co +Co g (F—Cd) =Coz

Fonte: Autoria Propria

As Tabelas 3 e 4 fornecem as ICCIR da EO-2D via&ddlo das Pseudo-Caradsticas.
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6 ICCIR PARA EQUAC OES DE SAINT VENANT VIA MC

Na Engenharia Hidwlica, o sistema de ES¥ frequentemente usado em estudos de es-
coamento Ao permanente em canais. Esse sistema foi introduzido par\%&mant em 1871
(HENDERSON, 1966) e constituiu um sistema hif#ito de EDPs quase lineares.

Neste cafiulo, obém-se as ICCIR das ESV em uma e duas diidess
6.1 EQUACf)ES DE SAINT VENANT EM UMA DIMENSAO

Observou-se no capilo 2, na se@o 2.1 que o sistema de ESV-1D, pode ser escrito na forma

he + (U h)x =0
) (6.1)

U +UUx+ghe = 9(S,—St,)

em queJ (x,t) é a velocidade &dia do escoamento (m/s) na d&eg; h(x,t) & a profundidade
de fluxo (m);x & a diséncia ao longo do canal (m)é o tempo (s)g € a forca gravitacional por
unidade de massa (89 e S, € a inclina@o longitudinal. O atrito no canal inclinadgodado
pela relago de Manning-Strickler

_ C*uu
N VETE (62)

com constante de rugosida@e> 0, P(A) sendo o pémetro molhado, correspondenté&aO
quociente deA/P(A) & chamado de raio hidulico. Neste caso, o coeficiente de atrito para o
canal inclinado, ou a inclin@p da resi&ncia hidaulica na diregox, se&a dada por

Uy
C?h

S, , (6.3)

ondeC é constante de @zy.

A solugao nunerica para as ESV pode ser obtida pelo uso do MC geensagrado como
uma €cnica pela qual o problema de resolver duas EDPs pode sitdgidib pelo problema
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de resolver quatro EDOs (ANAVARRO, 2008), ou seja, as ESV sladasistema (6.1), as
quais possuem duas vaveis independentes, podem ser reduzidas as égsigge envolvem a
diferencia@o em apenas uma dids. Para isso, apresenta-se a seguir détodos.

6.1.1 ICCIR das ESV-1D via Combinag Linear

Considera-se o sistema de ESV-1D dado por (6.1) . As leis deecam@o de massa e
momento podem ser escritas na forma reduzida

hh+Uhy+hUy = O
(6.4)

U +UUx+gh = 9(S,—St)

Atribuindo-selLg a equago de conservap de massa k; a equago do momento linear,
obtm-se

L1 = U+UUx+gh=9(S—Ss) > (6.6)

gue representam dois operadores diferenciais na@vessidependentdése U. Essas equéges
sedo combinadas por meio de um multiplicador desconhetidaa forma,L = Lo+ A1lL;.
Quaisquer valores reais distintos Ale fornece uma equag nas vaaveis dependentds e
h que representam o mesmo &mmeno fsico que as duas equas originaisLg e L1, e que
podem substitulas diante de qualquer soBu.

Multiplicando-sel.1 por A; e adicionando &g, téem-se
Lo+ A1ka = A1g (So,— Sx,) - (6.7)
Ao substituir as equégs (6.5) e (6.6), obm-se aps um rearranjo
he + (U +A19) hx+ AUt + (h+AU) Uy = A19(So, — Sy, )

gue pode ser escrito na forma

[hx (U +A10) + h] + A1 [Ux (h+)31U ) +Ut] = M9(S,—Sx,) - (6.8)



Sabendo que

h : QcCIR?

(xt)

U : QCIR?

(xt)

tem-se pela defingo de diferencial total

— IR
—  h(xt)

— IR

— U(xt)

dh

dat e
e

du

ar = g Y

Comparando as equaes (6.11) e (6.12) com a eq@ag(6.8), obdm-se

dx
de onde segue que
U-+2A0
= UM +Afg =
= Mg =
= Al
= )\1
= )\1
= A1
ondec = /gh.
Como
dx

dt

dX_ h-+ AU
da A

h+ AU
A1
h+ AU

Y
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(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)



segue da equag (6.14), que

Téem-se da equag (6.8) que

(U + ) +h]-+Aq [ux (

dh
dt

4

Y

T

(.

H
o2 |a
o — —~

9 iocau
g et

—(U +2c

)
+2c+U)
)
dt )

Assim, as Invariantes de Riemar@&msdadas por

d

a(UiZC) = g(&)x_sfx) ’

Em resumo, tem-se, que ao longo de uma linha

d
GU+20) = g(S-Sy) -

Ao longo da outra linha, tem-se

dx
dt

dt

= U+c

= U-c

A9 (S, — St,)
A9 (S, — St
(£5)s(s.
€ (So, — Sx,)
¢ (S, — Sy
¢ (So, — Sx,)
+9 (S0, — Sr,)
+9 (S0, — Sr,)
+9 (S, — St,)
9(So,—St)

9(So,—St)
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(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)
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%(U -2c) = 9(S,-St) - (6.21)

As diregdes no plangx,t) definido pelas equées (6.18) e (6.208® chamadas Inclinaes
das Curvas Caracfsticas positiva e negativa, respectivamente. De forraboga, as quantida-
des conservadas ao longo destas des¢conforme definido nas eqoag (6.19) e (6.21) 2®
chamadas de Invariantes de Riemann positiva e negativactesgmente. As equaes (6.18)-
(6.21) constituem as quatro EDOs que substituem as duas BsEntes no sistema (6.4), no
MC. Observe na Tabela 5 as ICCIR para as ESV-1D.

Tabela 5: ICCIR das ESV-1D via Combina@o Linear

Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann
dx dh du
a—U‘f‘/\lg a‘f‘)\la—/\lg(&x—sfx)
C dx d
M=t G =yte Gt U+20=9(S.—S)
o dx d
h=—o g-yu-¢ GtV —20) =9(S—St)

Fonte: Autoria Pr 6pria

6.1.2 ICCIR das ESV-1D via Determinante

Nesta subsé&p encontra-se as ICCIR das ESV-1D via determinante. Pararisko-se ao
Sistema ESV as diferenciais totais em réa@a@U e h, obtendo

( h+Uhx+hUx = 0
U +UUx+ghe = 9(S,—Sx,)

: (6.22)
hdt+hdx = dh
Uidt+Uydx = dU
que pode ser escrito na forma matricial
(10 0 h]|[n]| [ o ]
0 1 U h —
g [ 9SS | (6.23)
dt dx 0 O Ut dh
0 O dt dx Ux du
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A matriz ampliada do sistema (6.22)dada por

1 U 0 h 0

0 g 1 U -
J 9= | _g (6.24)

dt dx 0 0  dh

0 0 dt dx  duU

Para encontrar as Inclindgs das Curvas Caradticas basta igualar a zero o determinante
da matriz dos coeficientes

1 U 0 h
0 1 U
g _0

dt dx 0 O
0 O dt dx
g 1 U , (6.25)

= dx—dt-U 0 —dt-h|=0
0 dt  dx

dx 2 dx >
= (dt) U(dt>+(U g=0
0 que implica em

dx
kb 6.26
It Utc, (6.26)

ondec = y/gh. Tém-se qualx/dt representam as Inclindgs das Curvas Caradticas no
planotx. Quando o sinal em (6.2@) positivo obém-se a Inclinago da Curva Caracfstica
positivaC, e quando o sinaé negativo tem-se a Inclinag da Curva Caractetica negativa
C_. Como obteve-se duas Inclirss reais e distintag{ — 4AC > 0) conclui-se que o Sistema
de ESVe hiperiblico.
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Igualando a zero o determinante obtido da matriz amplia@)ptem-se

1 U O 0
dt dx O dh
0O 0 dt du

0 1 9SS (6-27)
= dx—dt-U 0 dh =0
0 dt du
dx dh du dx
(E—U)g(%—3x)—ga+a<—a+u):0
Substituindadx/dt=U +ceh = 2/g na equago (6.27), ém-se
d /c2\ du
Ue-U)a(S - S -ag (5 ) + G (UG +U) =0
= +cg(S, —Sr) — ZC% dv =0
dt dt (6.28)
= IFC d—UiZd—C = Fcg(S, — St ) ,
I ar ) = Te9s0— oK
du d(ZC)
0 que implica em
Qusae) - gs,-Sy (6.29)
dt

que representam as Invariantes de Riemann.

Observa-se na Tabela 6 as ICCIR das ESV-1D obtidas via detamtein

Tabela 6: ICCIR das ESV-1D Via Determinante
Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann

dx d
T =Uc GtV +20)=9(S—Sk)
dx d

Fonte: Autoria Propria

6.1.3 O Significado da Forma Caragstica

Considere as Caractsticas representadas no plattpconforme Figura 6.1.
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C6

C7

C8

C9

C10

Zona rao pertubada

c1147 2

Figura 6.1: Caracteristicas no Planoxt

As Inclina@es das Curvas Caradsicasdt/dx=1/(U +c) edt/dx=1/(U —c) apontam
os caminhos de um observador. Elas podem comecar em qu@lgoi® e 80 conhecidas
como linhas Caractisticas ou simplesmente Caraésticas. E possvel resolver as equées
caracteisticas no ponto onde as Caragdécas se cruzam, a0 mesmo tempo éstasolu@o
das ESV. Estaécnicaé conhecida como MC.

Considere a Figura 6.1 e uma pertuidagia extremidade a montante de um canal (por
exemplo, uma onda de inundax). A parte do canal de alguma forma ao longo da extremidade
nao receber a perturba@o durante algum tempo. O tempo que leva depende da veledidad
gue as informai@es viajam a partir da perturtd@m A linha CaractésticaCO representa esta
velocidade e a parte abaixo dessa linha indica a parte dé @a@aguarda a perturlbag, isto
e conhecido como a zon@&a perturbadaCO € uma Caractéstica positiva comoa as linhas
C1,C2,C3,C4 eC5, elas &m Inclina@o da formalx/dt = U +C, (note, no entanto, que cada
uma tem uma Inclingo diferente). Linha€6, C7, C8, C9, C10 eC11 sa0 as Caractesticas
negativas e&m Inclina@es da formalx/dt =U —c.

Os valores d&J e c no ponto 8¢ influenciada por eventos e conis nos pontos 0, 1, 2
e 7. Poem, valores fora desta régi riio afetam os valores d¢ e ¢c no ponto 8. Da mesma
forma, no ponto 2 os valores tee c irao influenciar os valores d¢ e c nos pontos 8, 13, 3 e
9, etc, mas &o no ponto 7.



123

6.2 EQUAGQDES DE SAINT VENANT BIDIMENSIONAIS

No captulo 2, na sego 2.2 deduziu-se que o Sistema de ESV-2D pode ser escritoma f

he+ (Uh),+(Vh), = 0
U +UUx+VUy+gh = 9(S,—Sr,) - (6.30)
Vi +U+VVy+ghy = 9(So, —St,)

Nesta sego tenta-se encontrar as ICCIR via Combamd.inear para as ESV bidimen-
sionais de forma aloga ao que foi feito para as ESV unidimensionais na sébsécl.l e
percebe-se quean sea possvel obe-las, conforme descrito na subde®.2.1. Devido a isto,
de maneira semelhante ao que foi feito para a eguda onda bidimensional, utilizou-se do
Método das Pseudo-Caraésticas para encontrar as ICCIR para as ESV bidimensionais con
forme exposto na subsag 6.2.2.

6.2.1 ICCIR das ESV-2D via Combinag Linear : Ideia Unidimensional

Considera-se um canal retangular uniforme e négliga todos os termos de dias de
energia, tais como, inclinag, resigncia, entrada de fluxo lateral, etc. As leis de consé@wac
de massa e momento em duas dindess sistema (6.30), podem ser escritas na forma reduzida

ht + hUx+Uhy+hW+Vh, = 0
Ut +UUx+VU +ghe = 0 . (6.31)

Atribuindo-seL g a equago da conservap de massd,; a equago do momento linear na
direcdox e L, a equago do momento linear na dirggy, obttm-se

Lo = h+hUg+Uhy+hW+Vh =0, (6.32)
L1 = U +UUy+VUy+gh=0 (6.33)

e
Lo == Vi+UW+VV+gh =0, (6.34)

gue representamés operadores diferenciais nas &agis dependentésU eV. Essas equées
seido combinadas por meio de multiplicadores desconheégidd,, da formal = Lo+ A1L1+
AoLo. Quaisquer valores reais distintos Alee A, fornecem uma equag nas vagaveis depen-
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dentesh, U eV que representam o mesmo &emeno fsico que as &s equages originaislo,
L1 eLy, e que podem substitlas diante de qualquer sokug.

Multiplicando-seL; por A1, Lo por A, e adicionando &g, tem-se

Lo+AiL1+A2L, = 0. (6.35)

Substituindo as equéaes (6.32), (6.33) e (6.34) na eqéag6.35), ok#m-se

he + (A1g+U) hy+ (A2g+ V) hy + A1Ut + (h+ AU ) Ux + (A1V) Uy+

, (6.36)
+AM + (AU) e+ (h+A2V)Vy = 0
0 que implicaem
h+ AU
[y (A19+U) +hy (Agg+V) +ht] + A1 [Ux( A )+VUy+Ut}+
. (6.37)
h+ AV (
Az [va+vy< +A2 )+vt} -0
2

Sabendo-se quie U eV, sio fun@es com dormio Q c IR® e imagem IR, tem-se pela
definicdo de diferencial total, que

dh dx dy
= he—2 = 6.38
at Megp Ty +he (6.38)
du dx dy
D i =2 6.39
e
dv dx dy
el R Y S = . 6.40
I Vaegr + Vg TV (6.40)
Comparando as equaes (6.38), (6.39) e (6.40) com a eqaa¢6.37), ém-se:
dx h+ AU
= A — = 6.41
at 19+U A U (6.41)
e
) VA VAR L7 (6.42)
dt A2



Observando a equag (6.41), ol#m-se

Alg+U =
= Ul +Afg =
= Mg =
= )\1 =
= /\1 =
= Al =
= Al =

e
A1g9+U
= A10
= A

Das equages (6.43) e (6.44), obin-se

R
g

I
©O o o o o

= h
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h+ AU

h+ AU

“(6)s
g/ \g
2
L1 jgh
g\ g

(6.43)

= 0. (6.44)

(6.45)

0 que rao pode ocorrer, pois > 0. Portanto, a ideia da CombirégLinear da mesma forma

feita ao Sistema de ESV unidimensionabr valida. Uma ideia parado ocorrer iss@ consi-

derar queJy = 0 eV = 0 na equago (6.37). Mas isto implica que

U:=U(xyt)=U(xt)

ou seja, est sendo considerado que a velocidade na @og€ independente da velocidade na

e Vi=V(xyt)=V(yt)

diredoy e vice-versa, e istodoé verdade. P@mé necesario aplicar o Metodo das Pseudo-

Caracteisticas para encontrar as ICCIR para as ESV Bidimensionais.



126
6.2.2 ICCIR das ESV-2D: Uma alternatisaCombinago Linear

Considera-se novamente um canal retangular uniforme eggagla todos os termos de
difusdo de energia. As leis de conseragle massa e momento em duas dirdesssistema
(6.30), podem ser escritas na forma

Ut +UUx+VUy+gh = 0 . (6.46)
Vi +UV+VV,+gh, =

Observou-se na subsex;6.2.1 que &oé suficiente fazer uma simples Combiaa¢.inear
para encontrar as ICCIR para ESV bidimensionais, devido ameteo aplica-se o Mtodo
das Pseudo-Caracisticas.

Atribuindo-sely a equago da conservap de massd,; a equagao do momento linear na
direcdox e L, a equago do momento linear na dirggy, obttm-se

L1 = U+UUx+VUy+gh=0 (6.48)
e
Lo = Vi +UW+VV+gh =0, (6.49)

trés operadores diferenciais nas &&dis dependentésU eV. Essas equégs sedlo combina-
das por meio de multiplicadores desconhedige A,, daformaL =Lg+A1L1 eL=Lg+ Aolo.
Desta forma, evita-se, por exemplo, a siumgdeUy = 0 eV, = 0, ou ainda, considera-se que a
velocidade na diréipx & dependente da velocidade na dix@g e vice-versa.

Diregdox) Multiplicando-sel; porA; e adicionando &, ttm-se
Lo+AiLl; = O. (6.50)
Substituindo as equéaes (6.47) e (6.49), obin-se

he + (A1g+U) e+ AU + (h+AU) U +Viy +h +A VU, = 0,  (6.51)
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0 que implicaem

[+ hy (A1g+U)] + A1 {ut +Uy (h+/\A11U ﬂ = —Vh,—hy—AVU, . (6.52)

Considerandd e U fungdes com dormio Q c IR? e imagem IR, tem-se pela defigig
de diferencial total que

dh dx
= — il 6.53
dt hxdt + ht ( )
e
du dx
— = i . 6.54
dt det + Uy ( )

Comparando as equaes (6.53) e (6.54) com a eq@ag(6.51), Em-se

dx h+ AU
D = 6.55
dt )\19+U )\1 5 ( )
0 que implicaem
h+ AU
Ag+U = A
A1
= U)\l—l—)\fg = h+AU
= Afg = h
= )\1 = :l:(g> D
g g. (6.56)
2
= )\1 — 1- g_h
gy g
= )\1 = :l:@
cg
= )\1 = 4+-
g
Como
dx
- , 6.57
at A19+U (6.57)

tém-se da equap (6.56), que

dx
R . 6.58
o U+c ( )
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Ao observar a equag (6.52), tem-se

h-+AU
[hx(A19+U) + ] +A1 [Ux( +A11 )+Ut] = —Vh,—h\,—AVU,
dh > - -
at du (6.59)
t ar
dh . du
= Gt Mg T TV -hw-Avyy

Substituindo a equag (6.56) na equap (6.59) e sabendo qhe= cz/g, tem-se

dh Aldu = —Vh —hV—AVU,
d cg co?LtJ c
cdu c

= dgzdtigljjt = —Vhy—hqucévuy
- SO ) ~ vhohyrivy (6.60)

dt dt g

12099 = Swn g Fvy,
- A UiZc) = =(F2(hy+hy) -VUy)
N %(UiZc) - :Fg(vrwhvy)—vuy

Na tabela 7, apresentam-se as ICCIR das ESV-2D naadire¢

Tabela 7: ICCIR das ESV-2D na Dire@o x

Inclinagdes das Curvas Caradtgicas Invariantes de Riemann
dx dh du
4t =Yt gt Mg = Vv - Ay
. C ax d 9 B
,\1_+a —dt_U+c —dt(U+2c)_ C(Vherh\/y) VU
c dx d
A= S 2_u- 2 Vh, +hV) -V
1= 5 qi-Y-¢ GV -20= ( hy+hV) —VUy

Fonte: Autoria Pr 6pria

Direcdoy) De forma a@dloga, multiplicando-sk, por A2 e adicionando &g, tém-se

Lo+ALl, = 0. (6.61)
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Substituindo as equées (6.47) e (6.49) na equax;(6.61), olEm-se

he + (A2g+V) hy+ AVt + (h+A2V)Vy +Uhy +hUy+ AUV = 0,  (6.62)

0 que implica em

h-+ AV

[+ hy (A2g+V)] + Az {\Hvy( ﬂ = —Uhy—hUg— AUV . (6.63)

Sabendo-se que e V, sio fun@es com dormio Q C IR? e imagem IR, tem-se pela
definicdo de diferencial total, que

dh dy
— hY 6.64
dt hydt +h (6:64)
e
dv dy
_ Y , 6.65
T Vg TV (6.65)

Comparando as equaes (6.64) e (6.65) com a eq@ag(6.62), Em-se

dy h+ AV
-2 = 6.66
It AQ+V e (6.66)
0 que implicaem
h+ AU
MgtV — A2
A2
= U)\2+)\229 = h+4+AV
= A2g = h
= )\2 = :I:(g> D
g g. (6.67)
2
= )\2 = :l:} g—h
gy 9
= Ay = j:@
cg
= Ao = +£-—
? g
Como
dy
—= = A Vv 6.68
at 29+ (6.68)
tem-se da equap (6.67), que
a _ vic. (6.69)

dt
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Ao observar a equag (6.63), oli#m-se

h+ AoV
ety (g )]+ [ty (2 |- - dauvg
~ 2
dh h N
ot dv (6.70)
T av

Substituindo a equag (6.67) na equap (6.70) e sabendo qhe= cz/g, tem-se
dh dv

0 tho'g = —Uhc—hU— MU
% g%) ig%—\tl — _Uhy—hUy— (iguvx)
N gdti;?j\t/ - —Uhx—huxq:guvX
‘_g’ %i%\: - —Uhx—hUXq:gUVX : (6.71)
d}t)i = ~JuncrhuyFuvs
= En(vVE2) = (3 g(Uhx+hUX) UV)
- %(ViZc) - g(UhXJrhUx) UV,

A Tabela 8 fornece as ICCIR das ESV-2D na diey.

Tabela 8: ICCIR das ESV-2D na Dire@oy

Inclinagdes das Curvas Caradticas Invariantes de Riemann
X _yia ah 8V U hU— AUV
dy d g
c dy d g
2 g dt C dt( c) = C(U x+hUy) — UV

Fonte: Autoria Pr opria
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7 APLICAC AO DO M ETODO DAS CARACTERISTICAS A EQUAC AO DA ONDA

Neste cafiulo aplica-se o0 MGs Equages da Onda em uma e duas dint@s O nétodo
foi implementado por meio do software Maple (atualmente eanl€ edicao) que, &m de ter
sua pbpria interface e ferramentas para resatude diversos problemas mat#imos p conhe-
cidos, possui grande flexibilidade para desenvolvimentopttacional, um campo destacado
pela construgo de Maplets.

Ao desenvolver uma Maplé&t possvel para o programador, personalizar e contextualizar
os comandos a fim de tarlos intuitivos ao usario final, aEm de ter em @os a possibilidade
de moldar representaes gaficas a fim de facilitar o entendimento de certos dahds.

Neste contexto, programou-se uma Maplet inspirada em umd@ste caso tendo como
resultado a solw@p nungérica da EDP em forma de tabela @figos em duas eés dimen8es.

7.1 EQUAGAO DA ONDA UNIDIMENSIONAL

Nesta sego obteve-se a solaQ nunérica da Equaio do Tekgrafo usando o MC, que
transformou uma EDP em um sistema de EDOs.

A estrutura desta s&g esh disposta nas seguintes sulises;

e Dedu@o da Equa@o do Tekgrafo: Nesta s&p apresenta-se a dedogda Equago do
Telegrafo.

e Dedu@o do MC para EDP de Segunda Ordem Unidimensional: Nesia siegluzem-se
as rmulas lasicas para obter a Tens a partir das Equaes Caractésticas.

e Aplicagdao do MC ao Problema do Egjrafo: Nesta s@p, apresenta-se o exemplo que foi

resolvido viaMaplete o resumo dos passos que foram nea@ss para obter a sol&ao.

e Solug@o do Problema do Tegrafo viaMaplet Nesta sego, apresenta-se o funciona-
mento daMaplet implementada, explicitando alguns detalhes de sua fualitzde e
resultados.
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7.1.1 Dedugo da Equaio do Tekgrafo

Na Engenharia Elrica, a Equa@o do Tekgrafoé frequentemente usada em estudos para a
monitora@o e controle do &fego de uma correnteéttica. Este taifego pode ser descrito pelas
variaveis, potencial/, correntel, e cargaQ. Se a rede feita de simples cabos que conectam
nos isolados, resighcias, capad@ncias, bobinas, e a freguciaé baixa, ela pode ser modelada
dimensionalmente por umarse de elementos com as propriedades materiais damsBER,
capaciénciaC e indugincial.. Este model@ chamado circuito étrico.

Se a fregénciaé alta, de forma que o comprimento de odeompaavel com o compri-
mento dos condutores, deve-se ser ainda mais preciso. Comal @@ chega instantanea-
mente em todos os locais do circuito, ele se propaga como ndsde voltagem e corrente ao
longo de uma linha. Em todo casd@mse pode negligenciar as propriedades da éesist e
indutancia no decorrer do cabo. Se for considerado que o ealomstitido de uma &rie de
elementos infinitesimai® posével modelar o sistema e obter o gegeonhecido como Linha
de Transmis&o, descrita por uma EDP no espaco e tempo. Um famoso exéragtouago do
Telégrafo, onde uma peca infinitesimal de um cabo d=gtafoé modelada como um circuito
elétrico (MATTHEIJ; RIENSTRA; BOONKKAMP, 2005).

Considerando-se uma linha de transiissle dois fios, cujo diagrama &stustrado na
Figura 7.1, onddt e Vit representam, respectivamente, a intensidade de correntereio
no ponto de emigm, elr e Vg, SA0 as mesmas grandezas mas correspondentes ao ponto de

recep@o.
lT I (Xa t) |R

T T

Vi V() Ve S

/L £
Estacéo : Estacdo
transmissora | receptora

|

O: X X

Figura 7.1: Circuito El étrico

Fonte: (FIGUEIREDO, 1977)

l(x,t) eV(x,t) representam a intensidade de corrente e &tensm ponto da linha de
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transmis&ao, no instanteé. Para derivar a EDP que deve satisfazer, analisa-se o quessa p
num pequeno trecho da linha, entre o ponex+ Ax. Traga-se um modelo de circuitcegico
nesse intervalo e explicam-se @wios paametros aindicados conforme Figura 7.2.

l(xt) LAX RAX |(x+AXx,t)
T TO000—— MM T —
V(%) GAX% Sﬁx V(X+Ax,t)

AX

Figura 7.2: Circuito El étrico em um intervalo
Fonte: (FIGUEIREDO, 1977)

Os condutores que constituem a linha de transinisso feitos de metal e, portanto,
uma resigncia, em rie. Sujde-se que o condutor seja uniforme e, portanto, que a&esiat
por unidade de comprimento seja constante. Denotando-ssis&Reia por R, qué dada, em
ohm/quibmetro. A Lei de Ohm diz que a queda de sBmem um intervalo de comprimenix
e RAXI(xt).

Uma certa induncia, em &rie, & tamtem produzida no condutor, pela &éazseguinte: a
Lei de Ampere diz que campos magicos em torno do contorn@s criados pela corrente
elétrica; a Lei de Faraday diz que vai@@s nesses campos induzem uma forca eletromotriz
retroativa no condutor. Supondo-se que essa amhid, designada pdr, seja constante por
unidade de comprimento, eéadada em henry/qdimetro. A queda de teds, num intervalo
de comprimentd\y, & dada pot-Axdl (x,t)/dt.

O par de condutores age, de certo modo, como um capacitoire, asea certa capa-
citancia em paralelo deve aparecer. Supondo ainda que elgndéaipoiC e dada em fa-
rad/quibmetro, seja constante por unidade de comprimento. A defratmtaes desse capacitor
eéCAxaV (x,t)/ot.

Na pratica rao & posével isolar completamente os dois condutores. Assim, debarse
uma certa condanciaG, em paralelo, a qual sép-se ser constante por unidade de compri-
mento. A conduiinciaé uma esgcie de inverso da resistcia e pode ser dada em ohm/gmiketro.

A corrente atrags dessa condanciaé GAxV (x,t).

A primeira Lei de Kirchhoff estabelece que a somahlica das forcas eletromotrizes em
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circuito fechada zero. Assim, para uirfixado

V(x,t)—RAxI(x,t)—LAxdlgi’t) —V(x+Axt) = 0, (7.1)
de onde segue que
al(x,t) V(X+Ax,t) =V (1)
2L = — ! AN 7.2
RI(x,t) 4L ot o (7.2)
Passando o limite, quandx — O,
Li+RlI = =V . (7.3)

A segunda Lei de Kirchhoff diz que a soma das correntes cldeganm @ do circuito
elétrico € iguala soma das correntes saindo do referido Aplicando essa lei ao circuito da
Figura 7.2, tem-se que

oV (x+Ax,t)

- (7.4)

[(x+Ax,t) = 1(xt)—GAXV(x+ Ax,t) — CAX
Dividindo ambos os membros pAx e passando o limite quandx — 0, obém-se
CV+GV = —ly. (7.5)

Derivando a equap (7.3) em relado at e a equago (7.5) em relago ax, tem-se

LIt +Rk = —Vx (7.6)

CMUx+GW = —lxx - (7.7)

Multiplicando a equa@o (7.6) polC,
LClkt+RCkt = —CVy - (7.8)
Subtraindo (7.7) e (7.8), tem-se

lyx— (LC)lg —RCE+GV = 0. (7.9)

ComoVy = —LI; — RI, substituindo na equag (7.9), tem-se

lyx— (LC)ly — (RC+GL)li— (GRI = 0, (7.10)
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gueé conhecida como a Equagdo Tekgrafo. Pode, escreve-la na forma,
lye—C 2l —ak—bl = 0, (7.11)

onde,c® = (LC)~%,a=RC+GL eb = RG. Analogamente, mostra-se gug— ¢ ?Vi — aVf —
bV = 0. Representando patx,t) a corrente, a equag (7.11) fica

—c %ui+1ug—au—bu = 0, (7.12)

ondec® = (LC)~%, a= RC+ GL eb = RG. Multiplicando a equao (7.12) por-c?, obem-se

— U+ U + (p+aQ)U + pqu=0 , (7.13)
ondec® = (LC) "%, p=C/Geq=R/L.

Um dos nétodos para encontrar a sducnungrica para a equag (7.13) o MC (CHUN;
MERKLEY, 2008b).

7.1.2 Dedugo do MC para EDP de Segunda Ordem Unidimensional

Para este @todo constii-se uma grade regularmente espacada como mostra a Fi§ura
O pontoL representa a posiQ da sego a esquerda, da qual se origginama onda infinitesimal,
gue chegax na se@oP depois de um intervalo de tempb. Similarmente, o pontR representa
a posi@o da sego a direita da onda infinitesimal, que cheégaa sego P depois do intervalo
de tempaAt.

A Figura 7.3 mostra o pontB como solu@o num tempo posterior com as Caraisticas
positiva(f) e negativa(g) passando por ele. Estas interceptam a linha de tempo aritene
pontosL e R, respectivamente.
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t
g f
t At » [ ] [ ] [ ]
+ P
At
t » [ ] [ ] [ ] [ ]
W L O R E
AX
X

Figura 7.3: Curvas Caracteristicas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Observando a equag do Tekgrafo (7.13) e a forma geral de uma EDP de segunda ordem
(4.47), obem-seA(x,t) = —c?, B(x,t) = 0 e C(x,t) = 1, dd, conclui-se queée uma equap
hiperkblica, pois,B? — 4AC = 4c? > 0. ComoA(x,t) # 0, tem-se do Teorema (4.1) e da edimg
(4.56), que as Inclindies Caractésticas &0 dadas por

dx

i 7.14
dt ¢ ( )
e
dx
- 7.15
. c, (7.15)

0 que implica que as caracigticas &0 linhas retas. A Figura 7.4 mostra em detalhes as carac-
teristicas associadas ao poto

Sabe-se a inclin&p quando a caracistica positiva cruzar a linha de tempao pontoL,
queé dado podx/dt = c = f(x,t) queé a mesma quando passar poiO problem& que @o
se sabe os valores doe P, ou seja, desconheag, x|, up e u.. Deve fazer uma aproximag
linear para obter esses valores. De formalega, estende-se essa ideia para a carstiter
negativa(g) que passa pd?P e R, cuja inclina@o é dada podx/dt = —c = g(x,t) (DELPHI,
2012).

Deseja-se obter a solag nunérica da EDP de segunda ordem dada por (4.47), para isso,
especifica-sey e lx em uma curva iniciay, da forma (4.48) (desde qué@m seja uma Carac-
teristica), endo pode calcular a sol&g da equaio (4.47), caso esta seja hip@liba, usando a
expan8o em ®rie de Taylor.
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Importante notar, queao se pode, em geral, calcular todos os termos de waria 8e
Taylor infinita em um tempo finito. Na verdade, para calculaisnae dois termoé um tanto
tedioso. Escolhe-se, portanto, a abordagem simples deunsaiaproximago de Taylor de
Primeira Ordem, dada por

UX+Ax,t+At) ~ u(xt)+Axu(x,t) + At (X, t) , (7.16)

para construir um sistema neénico Util para resolver equées hiperblicas com dados de
Cauchy. Deve-se observar que a e@a€7.16)e apenas uma aproxing, e para qualquer
utilizacao pitica as quantidadeés< e At devem ser pequenas.

A aproxima@o usual para determinar a incli@acdas caractesticasé usar o ponto que
possui a mesma abscissa que o pdhtmas no ivel de tempo conhecido, isé) os valores no
pontoO. Ao construir a malha identifica-se no primeiro intervalotel®po os pontogo, Xg
e Xy € as condiges iniciaisup, Ug € uy. Objetiva-se encontrarr em um intervalo de tempo
posteriort + At.

t

t 4+ At
At

AX AXR

AX AX

Figura 7.4: Caracteristicas Lineares
Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Para um incremento finito de tempd, o pontoP representa a posiQ (xp,t + At), e 0s
pontosL e R representam, respectivamente, as [iEsgle certas seées a esquerda e a direita
do pontoO no tempa.

A velocidade da onda de propagacpode ser representada pela declividade das linhas
constradas no planat.

Ao observar a linhaP, Caracteistica positiva, da Figura 7.5, tem-se &g At/Ax .. A
equa@o (7.14) mostra quéx/dt = c. Consideranddt/Ax_~ dt/dx, tem-seAt/Ax ~ 1/c,
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ou ainda,
DX
— =~ ¢, 7.17
At (7.17)
ondeAx. = Xp— X_. Substituindd\x_ na equago (7.17), tem-se
XL =~ Xp—CAt, (7.18)

que representa a abscissa.de

t | I
| |
| P :
t+ At | l
At : :
| |
t : 0 ax B
L: Q) : R
| |
L AX N
|
I .
XL Xo = Xp XR X

Figura 7.5: Inclinacao das Caractefisticas
Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

De forma a@loga, ao observar a lintRP, caracteistica negativa, tem-se tan= At /Axg,
ondea = 180— 3. Como tara = —tanf, segue que tgh = At/(—Axgr). Viu-se na equéip
(7.15) quedx/dt = —c e consideranddt /(—Axg) ~ dt/dx, ttm-seAt/(—Axgr) ~ 1/(—c), ou
ainda,

AXR
— &~ —C s 719
At (7.19)
onde—Axgr = Xp — XRr. SubstituinddAxg na equago (7.19), &ém-se

XR & Xo+CAt, (7.20)
gue representa a abscissaRle

Observe que as equzes (7.18) e (7.20) podem ser escritas, respectivamem, co

X~ xp— fAt (7.21)
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XR ~ Xp—0At, (7.22)

ondexp = Xo. As equades (7.21) e (7.22) representam uma exparem frie de Taylor de
primeira ordem.

Como p e g sao conhecidos em. Apods calcularx, e xg com uso das equaes (7.21) e
(7.22), obém-sep e q para os pontok e R. Substituindo as equaes (7.14) e (7.15) na equax
(4.61), obém-se as Invariantes de Riemann (HALL; KEYNES, 1973). A phiendessag dada
por

Cxt)f(gp—au) +AX(pp—pL) —F(r—x) = 0 (7.23)

e a segunda invarianée

C(xt)g(gp —dr) +A(X,t)(pp— Pr) —F(Xp —Xr) = O. (7.24)

Resolvendo o sistema composto pelas egeag¢7.23) e (7.24) obin-se os valores dg e q
para o pontd®. Assim, temos um &todo de calculap e g em pontos fora da curva inicigle,
tamkem, atraes da equaip (7.16), calculan.

Observe na Figura 7.6 que o valoraeo ponto 7, por exempl&, influenciado por eventos
e condi@es nos pontos,@,2,4 e 5. Poem, valores fora desta régi rio afetam o valor da
no ponto 7. Da mesma forma, no ponto 2 o valoude& influenciar os valores denos pontos
5,6,7,---, mas rao no ponto 4.

t

Figura 7.6: Caracteristicas no planoxt

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)
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Apos calculam e g, pode-se usar uma aproxindacparau queé melhor do que a equag
(7.16). Para ver isso, escreve-se as aproxireagle primeira ordem de Taylor pgra= uy(x+
Ax,t 4 At) eq = w(Xx+Ax,t+At). Tem-se

Ux(X+AXT+AL) ~  Ux(Xt) + AXUkx(X, T) + Atuy (X, 1) (7.25)
e
W(X+AXE+AL) & U (Xt) + AXUg (X, 1) + Atug (X, t) - (7.26)
Multiplicando a equa&o (7.25) por (bAX e equago (7.26) por (bAt, obEm-se
0.5AXU(X+AX,t+At) &~  0.5AXUy(X,t) + 0.5(AX)2Uxx(X, t) + 0.5AXAt U (X, 1)  (7.27)
e

0.5A W (X+ AX,t +At) =~ O.5Atut(x,t)+O.5AtAxuxt(X,t)+O.5(At)2utt(x,t) . (7.28)
Somando os resultados, tem-se

+0.5(2%) 2Uy(X, t) + AXAt Uyt (X, 1) 4 0.5(At) 2ty (X, 1)

. (7.29)
~  0.5A[ux(X+AX,t + At) — ux(X,t)] + 0.5At [ur (X4 AX,t + At) — U (X, t)]
Ao aproximaru(x+ Ax,t + At) em srie de Taylor de segunda ordem
UX+AXT+HAL) =~ u(Xt)+Axu(Xt)+ Aty (Xt

+0.5(2%) 2Uy(X, t) + AXAt Uyt (X, 1) 4 0.5(At ) Uy (X, 1)

observa-se que o primeiro membro da eGua.29) corresponde justamente a exfesmra
os termos de segunda ordem da e@og@.30), logo, substituindo (7.29) em (7.30), tem-se

UX+AXt+AL) & u(X,t) +AXU(X,t) + Atug (X, t)
+0.5AX [uy (X + AX, t + At) — ux(X,1)] , (7.31)
+0.5At [ur (X+ AX, t +At) — ug (X, 1)]

ou ainda,

UX+Axt+At) ~ u(xt)+ 0.5Ax[ux(X+ Ax,t + At) + uy(X,t)]

(7.32)
+0.5At [ (X+ AX, t 4+ At) + te (X, )]

Esta aproximago de primeira ordera aparentemente mais precisa do que a €&qugt16),
uma vez que incorpora os termos de segunda ordem da exprésslaylor. Aplicando esta
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aproxima@o aos pontok, R e P obtem-se

up ~ U+ 0.5(pp + pL)Ax+ 0.5(gp + qL ) At (7.33)

up ~ Ur+ 0.5(pp + pr)AXx+ 0.5(gp + gr)At - (7.34)
Pode-se usar qualquer uma das edea¢7.33) ou (7.34) para calculay.

7.1.3 Aplicago do MC ao Problema do Egrafo

Considere a EDP Linear de segunda ordem
—Vix(X,1) + Vit (X, ) = =V (x,t) — 0.3k (X, 1), (7.35)

ondeA(x,t) = —1,B(x,t) =0,C(x,t) = 1 eF(x,t,V,V\, \t) = =V (x,t) — 0.3k (X,t), queé um
caso particular da Equag do Tekégrafo dada em (7.13). Tem-se:

e V(x,t) atengio na linha de transmigs;

e p=\Vx(x 1) aderivada da te@® em relago ao espaco;

g=VW(x,t) a derivada da te@® em relago ao tempo;

X &€ a dishncia ao longo da linha de transn@es

t € o tempo.

Fixa-se um dado instante quando inicia-se a observar@feno. Escolhe-ge= 0. Por-
tanto, observa-s¢, p =V, eq=\; quanda = 0. Enfio a curvay do problema

y={(x1t) € R%t=0}. (7.36)

ConsidereQ = {(x,t) € IR%;t > 0}. Estuda-se efib o Problema de Cauchy

—Vix(X,t) + Vit (%,t) = —V(xt)—0.3%(x,t) com(xt)eQ
V(x,00) = 1.02—0.02
(%,0) . (7.37)
Vi(x,0) = O com(x,0) ey
Vy(x,0) = —0.02
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Considerando que em= X, ocorre uma perturbap, fi.0 dadas as seguintes corighs

interiores

V(Xq,0.00015 = 15
V(Xq4,0.07) = 125 . (7.38)
V(Xq,1) = V(Xq,0)

Deseja-se obter a sol@g nunérica do problema utilizando o MC, ou seja, visto que
a curva inicial (o Caractéstica) as soluiesV podem ser encontradas em pontos forg,de

procedendo da seguinte forma:

Etapa |: Calculam-se as coordenadas dos pontos de infavdeeR, das curvas caracfsticas
com a curva inicial, atrads das equdes (7.21) e (7.22). Comec? = —1 tem-sec =1,
e substituindo nas equaes (7.14) e (7.15) segue que

dx

= = 41, 7.39
It (7.39)
onde,f(x,t) =1 eg(x,t) = —1, e da, das equéaies (7.21) e (7.22) obin-se

X o~ xp— At (7.40)

XR ~ Xp+At . (7.42)

Etapall: Como p e q sdo conhecidos ey, apds calcularx. e xg com 0 uso das equaes
(7.40) e (7.41), ol#m-sep, 9., Pr €OR-

Etapa Ill: Para calculap e q no pontoP utiliza-se as equégs (7.23) e (7.24), dadas por

(DM@ —au)+ (=) (pp—p)—FR(Xp—x) = O (7.42)

(D(=1)(gp—0ar)+(=1)(pp— Pr) —FR(Xp—xr) = 0. (7.43)
Etapa IV: Para calcula¥p utiliza-se qualquer uma das eqoas (7.33) ou (7.34), dadas por

1
Ve ~ Vit [(pe+po) +(Gp+0au)]Ax (7.44)
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ou
1
Ve ~ VR—3[(Pp+Pr)+(dp +R)IOX - (7.45)
7.1.4 Solu@o do Problema do Tegrafo viaMaplet
[ Maplet &‘
Consideragdes @)
nigx = trunc(nx/10) nigt = 10*nigx dx = l/nx dt = 0.001*dx ixp = round(xp/dx) =1 nx =10 erro = 0.01
Tens3o @ ) @‘ )
[ ebeav | [ cdficovixT) | [ Equagov(r) | [ crficovy | .89500] v [ Ewegovw | | Animar ] [ Gréficosve |
15 15
1 - 1
05 05
0 N 0
0 02 04 06 0g 1 12 14 16 0 02 04 06 02 1
i tempo Compnimento
Tens3o t/x{i] ,4
.2397

Figura 7.7: Maplet - Telegrafo

Fonte: Autoria Pr 6pria

Apresenta-se agora, o funcionamentoMaplet implementada e utilizada para obter a
solug@o do problema proposto. Na Figura 7.7, pode ser vista a &eMaghlet quando em

uso, onde;:

e A area (1) que cobin os dados considerados para a programa@software como as
definigdes utilizadas para a subdi&s dos intervalos de comprimento e de tempenal
do tamanho dos passos dados nestas dibesne erro desejado e a p@sigdo distirbio.

e No campo (2) e$io localizados os boes para acesso de alguns dos dados obtidos pelo

processo computacional, entre eles:

— TabelaV: Neste campo apresentam-se 0s resultados dagsohumérica para a
variavelV (tensi0), obtida pela resol@o do sistema de EDOs oriundo da edac¢
do Tekgrafo. Os resultados co@@m uma tabela de valores para a &nem mo-
mentos espéficos de tempo e do comprimento do cabo, para o caso do exemplo
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resolvido, observa-se claramente pela Figura 7.8, com@adto (na posio Q7)
se propaga no decorrer do comprimento do cabo, a partir dootencial.

[ Maplet u
t/x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0. 1.02 1.01800  [1.01600  [1.01400  [1.01200  [1.01000  [1.00800  |1.00600  [1.00400  [1.00200  [1.00000 | .
.100e-2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01076 1.49696 1.00848 1.00202 1.00202 =
.200e-2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01396 1.49338 1.01327 1.00212 1.00212 (=
300e-2  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  [1.01200  |1.01007  |1.01701  |1.48980  [1.01810  |1.00224 _ |1.00224
400e-2  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01017  |1.01998  [1.48622  [1.02267  |1.00244 _ |1.00244
500e-2 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01027  |1.02288  |1.48264  [1.02737 _ |1.00264 _ |1.00264
600e-2 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01041  [1.02569  |1.47906  |1.03180  |1.00292 _ |1.00292
700e-2 _ [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  [1.01200  |1.01061  |1.02837  |1.47548  [1.03625  |1.00322 _ |1.00322
800e-2  1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01081  |1.03097  |1.47190  |1.04057  |1.00358  |1.00358
900e-2 _ [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01101  |1.03351  |1.46832  |1.04482  |1.00398  |1.00398
100e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01128  |1.03601  |1.46475  |1.04910  |1.00438 _ |1.00438
110e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01158  |1.03834  |1.46117  [1.05321 _ |1.00485 _ |1.00485
120e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01188  |1.04062  |1.45759  [1.05729 _ |1.00535 _ |1.00535
130e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01218  |1.04282  |1.45401  [1.06130 _ |1.00586 _ |1.00586
140e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01253  |1.04497  |1.45043  [1.06516  |1.00646 _ |1.00646
150e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01293  |1.04707  |1.44685  |1.06905 _ |1.00706 _ |1.00706
160e-1 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01333 _ |1.04908  [1.44327  [1.07267  |1.00766 _ |1.00766

I [170e-1  [1.01800 [1.01800  [1.01600  [1.01400  [1.01200  [1.01373 _ |1.05098  |1.43969  |1.07647  |1.00834 _ |1.00834
180e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01413  |1.05278  |1.43611  [1.07999 _ |1.00904 _ |1.00904
190e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01459  |1.05456  |1.43253  |1.08357  |1.00974 _ |1.00974
200e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01200  |1.01509  |1.05626  |1.42895  |1.08699  |1.01050  |1.01050
.210e-1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01209 1.01559 1.05792 1.42538 1.09037 1.01130 1.01130
.220e-1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01219 1.01609 1.05952 1.42180 1.09368 1.01210 1.01210
230e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01229  |1.01659  |1.06107  |1.41822  |1.09685  |1.01290 _ |1.01290
240e-1 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01239  |1.01709 _ |1.06249  |1.41464  |1.10009  |1.01373 _ |1.01373
250e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01249  |1.01761 _ |1.06384  |1.41106  |1.10315  |1.01463 _ |1.01463
260e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400 _ |1.01259  |1.01811  |1.06514  |1.40748  |1.10618  |1.01553  |1.01553
270e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01269  |1.01861  |1.06639  |1.40390  |1.10926  |1.01643 _ |1.01643
280e-1 _ 1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01279  |1.01911  |1.06759  |1.40032  |1.11208  |1.01730 _ |1.01730
290e-1 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01289  |1.01961  |1.06874  |1.39674  |1.11497  |1.01831 _ |1.01831
300e-1  1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01299  |1.02011 _ |1.06984  |1.39316  |1.11771 _ |1.01939 _ |1.01939
310e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01309  |1.02061  |1.07090  [1.38958  |1.12048  |1.02027 _ [1.02027
320e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01319  |1.02111 _ |1.07190  |1.38601  |1.12313 _ |1.02131 _ |1.02131
330e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01329  |1.02161  |1.07287  [1.38243  |1.12573  |1.02241 _ |1.02241
340e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01339  |1.02216 _ |1.07377  |1.37885  |1.12828  |1.02342 _ |1.02342
350e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01349  |1.02276  |1.07466  [1.37527  [1.13072 _ |1.02444 _ |1.02444
360e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01359  |1.02336  |1.07546  |1.37169  [1.13318 _ |1.02556 _ |1.02556
370e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01371  |1.02396  |1.07626  |1.36811  [1.13552  |1.02644 _ |1.02644
380e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01391  |1.02456 _ |1.07697  |1.36453  |1.13780 _ |1.02753 _ |1.02753
390e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400 _ |1.01411  |1.02516 _ |1.07767  |1.36095  |1.14005 _ |1.02859 _ |1.02859
400e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01431 _ |1.02576  |1.07831  |1.35737 _ |1.14217 _ |1.02951 _ |1.02951
410e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01400  |1.01451  |1.02636  |1.07891  |1.35379  |1.14442 _ |1.03063 _ |1.03063
.420e-1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01471 1.02696 1.07949 1.35022 1.14646 1.03161 1.03161
.430e-1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01491 1.02756 1.07999 1.34664 1.14854 1.03272 1.03272
440e-1  [1.01800  [1.01800  |1.01600  |1.01404  [1.01511  |1.02816  |1.08049  |1.34306  |1.15050  |1.03406 _ |1.03406
450e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01414  |1.01531  |1.02876  |1.08091  [1.33948  |1.15242  |1.03511  |1.03511
460e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01424 _ |1.01551  |1.02936 _ |1.08131  |1.33590  |1.15430 _ |1.03631 _ |1.03631

|| [470e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01434  |1.01571  |1.02996  |1.08168  |1.33232 _ |1.15606 _ |1.03753 _ |1.03753

'| [480e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01444  |1.01591  |1.03056  |1.08198  |1.32874  |1.15785  |1.03854 _ |1.03854 |
490e-1  1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01454  |1.01611  |1.03115  |1.08228  |1.32516  |1.15955  |1.03987  |1.03987
500e-1 _ |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01464  |1.01631  |1.03166  |1.08251  [1.32158  |1.16117  |1.04112  |1.04112
510e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01474  |1.01651  |1.03216  |1.08271  [1.31800  [1.16279  |1.04224  |1.04224
520e-1  [1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01484  |1.01671  |1.03266  |1.08290  [1.31442  |1.16424  |1.04346 _ |1.04346
.530e-1  |1.01800  |1.01800  |1.01600  |1.01494  |1.01691  |1.03316  |1.08300  |1.31084  |1.16580  |1.04465  |1.04465 |~

Figura 7.8: Tabela de Resultados Nuréricos Referente a Ten&o
Fonte: Autoria Propria

— GréficoV(x,t): Ao clicar neste b@to, uma nova janela apreseidtdois gaficos em
trés dimen8es, cujas vaaveis independentefi@ o tempo e o comprimento. Um
deles dispe os pontos obtidos peloélculos para a te@®, estes pontosie utili-
zados para gerar o outrogjico queé constitido pela fun@o de interpolago tipo
splinecalculada para os valores da s@agqunerica. Neste campo, ainégossvel
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ao uswrio estimar valores para a téus que sejam diferentes d@sgbtidos, estes
valores seo calculados utilizando pontos contidos na malha da matresultado
deste processo pode ser observando na Figura 7.9;

#8 Graficos 3D =X

Matriz Interpolada Matriz Tabela

Tensio - V(1) Matriz Tensio

Comprimento Comprimento

0 <=T <.17170"nig | 0<=x<=1.0 V(T %) 0<=i<=1717 1<=j<=11 [ caleular | v(ig)

Figura 7.9: Gréfico em Trés Dimen$es, representand (x,t)
Fonte: Autoria Propria

— EquagdoV(t): Apresenta equégs para a te@® em fun@o do tempo, para cada
ponto do comprimento do canal que esteja contido na malhtas Eguages &0
obtidas por meio de um interpoladgpline Ainda neste camp@ posé$vel estimar
resultados para a teds atribuindo valores para qualquer instante de tempo. Como
pode ser visto na Figura 7.10, a eqaague descreve o ocorrido na p@si@?2 foi

selecionada para ser apresentada.
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Equacdes ﬂ
x0.] () x(.100000] @) x[.200000] () x[.300000] () x[.400000] () x[.500000] (") x[.600000] (") x[.700000] () x[.800000] () x[.900000] (") x{1.00000]
200000 + 1034.6465410238 T-218646541.023796 I° T < .100000e-2 ol
637293 +378.706917952408 T- 655939.623071388 (T-.100000e-2% + 277232705.118981 (T-.100000e-2° T < .200000e-2
121895-101.474212833427 T+ 175758.492285554 (T- 200000e-22- 74284279 4521264 (T- 200000e-2° T < .300000e-2
934430 +27.1899333813007 T- 47094 3460708258 (T- 300000e-2)% + 19904412.6895251 (T-.300000e-2° T < .400000e-2
1.04514-7.28552069177554 T+ 12618.8919977496 (- .400000e-2 - 5333371.30597405 (- .400000e-2 T < .500000e-2
100624 + 1.95214938580149 T-3381.22192017256 (7 .500000e-2)7 + 1429072.53437107 (T-.500000e-2)° T < .600000e-2
101914 .523076851430421 T+ 905.995682940647 (T-.600000e-2)° - 382918.831510226 (- 600000e-2° T < .700000e-2
1.01502 +.140158019920196 T-242.76081159003 (7-.700000e-2)7 + 102602.791669834 (7-.700000¢-2)° T < .800000e-2
101630 .0375552282503617 T+ 65.0475634194724 (T- .800000e-2)% - 27492.3351691108 (T~ .800000e-2)° T < .900000e-2
101591 + .0100628930812509 7-17.4294420878599 (T~ 900000e-2)% + 7366.54900660898 (T-.900000e-2° T < .100000e-1
101603 - .00269634407464191 T+ 4.67020493196707 (7-.100000e-1)% - 1973.86085732517 (7-.100000e-1)° T < .110000e-1
101599 + .000722483217316742 T-1.25137764000842 (7-.110000e-1)” -+ 528.894422691682 (T-.110000e-1)° T < .120000e-1
1.01600-.00019358879462506 T+ 335305628066621 (T-.120000e-1)% - 141.716833441561 (7-.120000e-1)° T < .130000e-1
101600 + 5.18719611834994¢-005 7-.0898448722580616 (T-.130000e-1> + 37.9729110745622 (-.130000e-1> T < .140000e-1
1.01600-1.389905010893726-005 T+ .024073860965625 (T-.140000e-1)” - 10.1748108566878 (7~ .140000e-1)° T < .150000e-1
101600 -+ 3.724239252249436-006 T- 00645057160443834 (7-.150000e-1)% +2.72633235218891 (7-.150000e-1° T < .160000e-1
I . e _ . .
T 0 V(T) .200000

Figura 7.10: Equages da ten&o em fungo do tempo

Fonte: Autoria Pr opria

— GréficoV(t): Apresenta os @ficos para a te@® em fung@o do tempo para cada

ponto do comprimento que esteja contido na malha. @nispode definir quais
graficos seflo observados no mesmo sistema de eixos coordenados, ndecBso
gura 7.11, os @ficos correspondentas posiges 01, 0.5, 0.9 e 10.
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(¥ Analise Gréafica

15

Tensdo

05

0 02 04 06 08 1 12 14 16
Tempo

[xo1  [Wix11  [Ix21  [Ix31  [Ix4]  [VIxs] x(6] x{7] x8] [V[x91 [v|Xio]

Figura 7.11: Graficos da tenfo em fung@o do tempo
Fonte: Autoria Propria

— Equag@o V(x): Apresenta equdgs para a te@® em fun@o do comprimento do
canal, para cada instante de tempo contido na mlp@s‘wel para o usario, esti-
mar resultados para a téwsatribuindo valores para qualquer ponto do comprimento
do canal;

— GréficoV(x): Apresenta os @ficos para a te@® em fun@o do comprimento para
qualquer instante de tempo contido na malha. Gatisypode definir quais gficos
seo observados no mesmo sistema de eixos coordenaédasnataximo de dez,

a Figura 7.12 ilustra a teée ao longo do cabo em quatro momentos distintos para
comparago;
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Figura 7.12: Graficos da ten&o em fun@o do comprimento
Fonte: Autoria Pr 6pria

Por estes @ficos torna-se pos&l analisar e comparar o comportamento dadens
ao se propagar pelo cabo em instantes distintos de tempo.nt® ge disfirbio,

x = 0.7, fica evidente e sua infimcia ante os outros pontos do comprimentda-
ramente percebida.

— Animar: Ao clicar neste b@o, os gaficos para a te@® em fun@o do compri-
mento, &0 animados em uma&se temporal, ondé apresentada uma sémeia
constitida pelos gaficos gerados pela interpotaglinear dos resultados, para cada
um dos instantes de tempo contidos na malha, como pode sawvatls na Figura
7.13.
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Figura 7.13: Frames da Animacéo Referente a Tengo
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e Os giaficos contidos nos campos (2) e (3) da Figura 7ap, a&ualizados tan@m em
tempo real durante o decorrer d@dauilos efetuados pelo processo. Os resultadogriaas
dos @lculos realizados para determinar os valores déateresm pontos esp#icos no
comprimento do canabe visualizados, no campo (4 medida queao calculados.

7.2 EQUAGAO DA ONDA BIDIMENSIONAL

Nesta sego obteve-se a sol&g nungrica da Equago da Onda Bidimensional, que modela
uma membrana retangular, usando etbtlo das Caracteticas.

7.2.1 Dedugo do MC para EDP de Segunda Ordem Bidimensional

Deseja-se obter a solag nunérica da EDP de segunda ordem com duasavars espaciais
e uma varavel temporal, dada por

A(Xa yvt)utt + B(Xa yvt)uIX + C(Xv yvt)uXX

(7.46)
+D(X7yat>uyy+ E(X7y7t)uly+ F(Xay,t)uyx‘f' G(X7y7t> u, Uy, Uy; U[) =

Denotand@ = Uy, g = Uy er = U e conhecendo seus valores em umaaegnicial (desde
gue rao seja uma rego caractdsticas), pode calcular a sokg da equado (7.46) em pontos
fora da regho, caso a equag seja hipertlica, usando a expaais em grie de Taylor. O obje-
tivo desta sego € utilizar este fato e produzir um sistema rerioo Gtil para resolver equées
hiperlblicas com condiges iniciais.

Escolhe-se, portanto, a abordagem simples de usar a apg@xinde Taylor de primeira

ordem

UX+DOX Y+ DY, t+A) & u(X,Y,t) +AXu(X, Y, t) +Ayuy (X, y,t) + Atu (x, y,t) - (7.47)

Importante observar que a eq@ag(7.47)é apenas uma aproxing, e para qualquer
utilizacdo p#ética as quantidadést, Ay e At devem ser pequenas. Aplicando a eGue(7.47)
para pontos ao longo da régiinicial dada, pode avaliar a soi@zem pontos fora da rég, mas
proximos a ela. Se puder encontrar tamip, g er nestes pontos, estaenfio em condiges de
repetir todo o processo e gerar a s@oigla equado diferencial em pontos cada vez mais longe
a partir da redio inicial. Como caso particular da egéag7.46), analisa a solag da equaip
da onda bidimensional dado por
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Sendop, g, r eu conhecidas na rego inicial pode-se calcular com o uso da e@uay.47)

u num tempo posterior em qualquer p@sig

Embora a equap (7.47) seja uma boa aproxindacpara obter a solag do problema,
pode-se refina-la utilizando aproxinteg de primeira ordem de Taylor para uy € Uy em
(X4 Ax,y+ Ay,t + At). De fato,

Ux(X+ XY +AY t+AL) = Ux(X,Y,t) + AXU(X, Y, t) + Aytky(X, Y, t) + Atuke (X, Y, t) (7.49)

Uy(X+ DX Y+ Ay, t+A) =~ Uy(X,Y,t) +AXUx(X,Y,t) + Ayt (X, Y1) + Atuy(x,y;t) (7.50)

U (X+AXY+AY t+AL) = (X, Y,t) +AXUk (X, Y, t) + Ayty (X, Y, 1) + Atuge (X, y,t) - (7.51)

Multiplicando equago(7.49) por (®AX, a equago(7.50) por (BAy e a equago(7.51) por
0.5At , tem-se

0.5AXU(X+AX, Y+ Ay,t +At) ~ 0.5AXU(X, Y;t) + 0.5 (AX)? Uxx(X, Y1)

. (7.52)
+0.5AXAY Uyy(X, Y, t) 4 0.5AXAt Uyt (X, Y, T)
0.5Ayuy(X+AX,y+ Ayt +At) ~ 0.54yuy(X,Y,t) 4+ 0.54yAxXuUx(X, Y, t) (7.53)
+0.5(Ay)? Uyy(X, Y, t) + 0.5AyAt Uyt (X, Y, ) '
e
0.5AtU (X4 AX, Y+ Ayt +At) ~ 0.5Atu (X, Y,t) 4 0.5AtAXU (X, Y, t) (7.54)

+0.5AtAY Uy (X, Y, t) + 0.5 (At) U (X, ;1)

Somando os resultados, éht-se

0.5(AX)2 Uxu(X, Y, 1) -+ AXDY Uy (X, Y, t) + AxAtuy (X, Y, t)

+AYDtUy (X, Y, 1) + 0.5 (By)? Uyy(X, Y, t) + 0.5 (At) U (X, Y, t)
0.5AX [ux (X + AX, y + Ay, t + At) — Uk (X, Y, )] (7.55)
+0.5Ay [uy(X+ AX, y + Ay, t + At) — uy(X, Y, )]

+0.5At [ (X+ AX, Y+ Ay, t + At) — w (X, Y, )]

Q

O primeiro membro da equag (7.55)¢ justamente a exprésspara 0s termos de segunda
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ordem na expam@® em &rie de Taylor de segunda ordem

UX+AXY+AYt+At) = u(XYt) +AXU(X Y;t) +Ayly(X,y,t) + Atue (X, Y, t)
+0.5(%)%Ux(X, ¥, t) + AXAY Uy (X, Y, 1) + AxAtuey (X, ;) - (7.56)
+AyAtUy (X, Y, 1) + 0.5(Ay) Uy (X, Y, t) 4 0.5(At) 2tk (X, Y, t)

Substituindo a equag (7.55) na equap (7.56), ol#m-se

UX+AXY+AYt+AL) = u(X,y,t) +AXu(X,Y,t) +Ayuy (X, Y, t) + Atue (X, Y, t)
+0.5A% [uk (X + AX, y 4 Ay, t + At) — uk(X, Y, t)
+0.5Ay [uy(X+ AX, y + Ay, t + At) — uy(X, Y, t)
+0.5At [ur (X+ AX, Y+ Ay, t + At) — w (X, Y, )]

} . (7.57)

que pode ser escrita na forma

U(X+AX,Y+AY t+At) = u(X,Y,t)+0.5A% [Ux(X+ AX,y+ Ay, t + At) + Uy x )]
+0.50y [Uy(X+AX,y+ Ay, t 4+ At) + Uy(x y1)] . (7.58)
+0.5At [ (X+ AX, Y+ Ay, t + At) + W (X, Y, )]

Esta aparentemente aproxirhagde primeira orderd@ mais precisa do que a eqaa|(7.47),
uma vez que incorpora os termos de segunda ordem da @xpdaslaylor. Aplicando esta
aproxima@o ao pontd_L da Figura 8.24, tem-se

up = uL+0.5(pp+ pLL)AX+0.5(gp + qLL)Ay+ 0.5(rp +ri L )At . (7.59)

Este processo poderia ser aplicado em qualquer um dos @@bhiéd, LO, OO, RO, LR, ORe
RR conforme Figura 8.24, para obter o valondeo pontoP. Assim, por exemplo, conhecendo
p, ger em ambos os pontdad., P euno pontoLL €& possvel aplicar o procedimento novamente
para avaliau emP, que representa o tempo futuro.



Figura 7.14: Grafico das Retas Caractéisticas para EO-2D

Fonte: Autoria pr opria

7.2.2 Problema da Membrana Retangular
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Deseja-se monitorar a vibrag de uma membrana retangular de lades4 ft, b = 2 ft,

¢ = 1ft?/sed, velocidade inicial 0 e o deslocamento inicial dado por
f(xy) = 01(&x—x)(2y-y) -
Tem-se

Q = {(xyt)eR%0<x<4,0<y<2et>0}

R = {(xy)€R%0<x<4e0<y<2}.

Monta-se o seguinte problema

Ut(xYt) = (oY) +Uy(xyt) 5 (xyt) €Q

f(xy) =u(xy,0) = 0.1(4x—x°)(2y—y) ;. (xy)€eR
p=u(xy,00 = 0.1(4—2x)(2y—y) ; (XY €ER
q=u(xy,0) = 0.1(4x—x?)(2—2y) . (xy)eR
r=u(xy,0) 0 ;o (xy) ER

(7.60)



154

Este problema tem sol@ig anditica conhecida, obtida pore8ies de Fourier, dada na se-
guinte forma

o [ o cos(}lnt\/mZJr4n2> sin(3mrx) sin(0.5n7y)
u(x,y,t) = 0.426050 z z e

m=1 \ n=1

, (7.61)

ondem e n sao rumerosimpares. Os @odos de resol@p e resultados encontram-se em
(KREYSZIG, 1999).

Na Figura 7.15 o comportamento da membrana com o passar go fgde ser observado
e, percebe-se que os extremos atingidos pela saoedurante sua descida, taoge subida
nunca 8o inferiores a-0.4, ou superiores a 4.
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Figura 7.15: Frames da Animacdo da Membrana baseado em &ies de Fourier

Fonte: Autoria Propria
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7.2.3 Aplica@o do MC ao Problema da Membrana

Um método nunérico &€ proposto para a resobug do problema apresentado na subsecg
7.2.2, e seus resultados se mostraram interessantes dadgornsta nurarico e computacional.

Antes de mais nada, com objetivo de facilitar o entendiment@ notago sea introduzida
para tornar osalculos mais pFximos ao processo desenvolvido, para i€gmeciso considerar
que:

e Avariagao da velocidade em fuag da direg@ox, p, quando for referido seu valor anterior
no pontoP, se& denotada popl[m,n|, e posteriomp2[m, n|;

e Quando for deséyel acessar o valor de quanto a pos#o anterior ou posterior em
X (nos pontod e R), denota-sgpl[m— 1,n] e plm+ 1,n|, respectivamente, ou ainda,
p2[m—1,n] e p2[m+ 1, nJ;

e Para acessar o valor gequanto a pos#o anterior ou posterior eyn(nos pontos. e R),
denota-sgl[m,n—1] e p1[m,n+ 1], respectivamente op2[m,n— 1] e p2[m,n+ 1J;

e De forma a@loga, para obter o valor dena posi@o anterior ou posterior, tanto e
qguanto eny, usa-se a not@p pljm—1,n— 1] e plm+ 1,n+ 1], respectivamente, ou
p2lm—1n—1] e p2[m+1,n+1];

Esta notago estende-se para as vades com relago a dire@oy, g, e com relago a dire@o
t,r. Observe as Figuras 7.16 e 7.17.
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Figura 7.16: Grafico das Retas Caractédisticas observadas quanto ao eixa

Fonte: Autoria Pr 6pria
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P [m+1,n]
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——————————————— P i it
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Figura 7.17: Grafico das Retas Caractédisticas observadas quanto ao eixp

Fonte: Autoria pr opria

Além destas notées,é importante tomar éncia da forma como o processo computacional
acontece, para computar e armazenar os resultados obtidos parp@aiteda malha criada.
Para o problema da Membrana, em especial, as diiesnos = 4.0 ecy = 2.0 S50 pontuadas a
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cada passo dado pelos increment®s- 0.1 edy= 0.1 respectivamente, desta forma, preenche-
se uma malha que secompreendida pelo processo de res@ducomo uma matriz dex =
cx/dx = 40 linhas eny = cy/dy = 20 colunas, onden e n representam as posigs emx e

y a cada etapa do procedimento. Cada matriz computada refareseonnjunto de valores
obtidos para, q, r e, posteriormentd durante cada passagem de tempo, dada pelo incremento
dt = 0.01. No decorrer doalculo dos valores para os pontos interiores da malha, demsse
1<m<nx—1=39 meZel<n<ny—1=19 ne Z como as posiges assumidas por
cada ponto representativo pgrag, r eU.

Condicao Inicial) Antes da primeira passagem do tempo, istaquanda = O utilizam-se
apenas as condies iniciais para osatculos, de modo que os valorespley, r eU sao
dados pelas equaes:

Ulmn] = 0.1(4(m-dx)—(m-dx)?) (2(n-dy) — (n-dy)?)

p1[m,n| 0.1(4—2(m-dx)) (2(n-dy) — (n-dy)?) (7.62)
glmn] = 0.1(4(m-dx) —(m-dx)?) (2—2(n-dy)) '
riimn] = 0O

Com as devidas variaes param e n, preenche-se as matrizpsq, r e U, com os da-
dos provenientes das condés iniciais. Segue-se @atpara o ratodo utilizado para os
calculos dos valores em tempos posteriores.

Eixo xX) Observando-se a Tabela 3 tem-se

de
dt , (7.63)

—(r+A1p) = 2%

dt ! 05y

ondeA; = +c¢y. Para,
e l1=-Cp
Tem-se 0 seguinte

de
gt . (7.64)

Ao observar a linh&P no eixox, obem-se

XL A~ Xg— Colt . (7.65)
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e A1=Co
Tem-se
de
gt . (7.66)
Analisando a linhd&P no eixox, obttm-se
XR ~ Xg- Colt . (7.67)

As equabdes (7.65) e (7.67) podem ser escritas, respectivamemi®, co

XL A Xp— Colt (7.68)

XR &~ Xp+Colt , (7.69)

ondexp = Xo. As equades (7.68) e (7.69) representam uma exparesn frie de
Taylor de primeira ordem.

Para os passos seguintes, considere comoamtagxiliar, o &mbolo (o) que representa
0 pontoo, 0 9mbolo 3 indica a dire@o o, portanto,q;P> , representa o valor dgquando

na dire@ox e no pontdP.

Com uso das Invariantes de Riemann, oriundas da aquédg1), ol@m-se aproximdies
similares adp edq. Para enconé-las vamos considerar 0s seguintes casos:

Linha LP: SeA; = —cp enBodx/dt = cp. Da equago (5.86), tem-se:



(P)

— (r—cop)

v d dt
/tL S (r—co)

tp

(r —cop)

L

tp tp

L L

tp tp

L T

= (=) e (p7 -0
onde:
. g7 = M;
o () = A(Xo,Yr) — A(%0, Y1)

20y !

Ly _ AL YR) — AL, W)

.qy

20y
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C(Z)C]y<LP>

1
/tLP chay'"dt

C(Z)Gy(u:)> /tp dt
tL
, (7.70)

Linha RP. SeA; = ¢p enfiodx/dt = —cp. Da equago (5.86), tem-se:

=

)

— (r+cop)

tp tp

tr tr

—r) oo (pf - )

C(Z)qy<RF’>

tp
/ coay P dt
tr

C%Qy<RP> /tP dt
tr
: (7.71)

cga, R7t

tp
R

c5a, """ (tp —tr)
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onde:
~ ay'® +ay P
[ ] qy<RP> - %'
° qy<>kP> _ q(x()ayR)Zg q(XO,yL)’
y
° qy<R> - q<XR’yR)2; d(Xg, YL)_
y

Das equages (7.70) e (7.71), tem-se:

r§P>_r§L> (p§> p<L>> _ C(Z)qy(LP>At
(7.72)

r;m B r)§<R> Yo (p;m B p§R>) _ C%qy(RP)At

Ao resolver o sistema, obin-se

i = 0.5[(r§L>+r§,> copy’ +cop} )+<%< (LF) +quP>>At] (7.73)

) = %[(—r§L>+r§>+cop§>+copx >+c(2)<qy RP)—qy<LP>>At} . (7.74)

Para o élculo dos valores inerentasgdire@ox, p@ e r§P>, faz-se necessio o0 seguinte:

e Ponto P:
aPY = (qumn+1—amn])/(2-dx)
(7.75)
™2 = (cu[mn+1]—aum.n])/(2-dx)
e Ponto L:
'Y = (@[m—1,n+1—q[m-1,n-1))/(2-dy) . (7.76)
e Ponto R:

o® = (@m+1n+1—qm+1n-1)/(2-dy) - (7.77)
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Apobs ter calculado estes valores, pode-se encontrar os d=fdosntes ao tempo futuro.

qy<LP(Md)> [m,n] = (CIy<L> + CIy<P1>> .05
o™ = q{Pwalimn]
, (7.78)
qy<RFfMd)> mn] = (qy<R> + qy<P2>> .05
Qy<P2> = Qy<RFsz>> [m, n]

onde os valores dg,{-"M) e g (RAMe) sa0 atualizados em um “loop” para refina-
mento dos resultados obtidos. @gpeste refinamento, determinae§é° ), que representa
a varia@o deq na diregoy e no pontcP, melhor aproximada qug,¥ ou g, "2,

o™ = (ay{Fw) [mn) + gy (R0} m nj) 05 (7.79)

Neste momentd posével encontrar os valores panrg7> e p§P>, da seguinte forma

rf) = 0.5-(r1m—1,n]+rim-+1,n] — plim—1,n]+ pl[m+1,n])+
0.5- (qy{“Pva) [m, ] + g, (RAwa) [, n]) - dit
(7.80)
p2im,n] = 0.5-(—rlm—1,n]+ri[m+1,n]+ plm—1,n]+ plim+1,n))+
0.5- (qy (R [m,n] — ,{-wa) [m, n]) - i
Eixoy) Ao observar atabela 4, tem-se
7.81)
d B Zap 9 (
gi(FtA0) = Gz
ondeA, = +c¢g. Considera-se dois casos:
® Ay =—Co.
SeAy; = —Cp segue que
dy _
§/ . (7.82)
= - = &

dt
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Estando na linh&P, nota-se

YL A~ Yo—CoAt . (7.83)
e A»=0Cp.
ParaA, = ¢y tem-se
dy _
§/ . (7.84)
Na linhaRP, obem-se
YR ~ Yo+ CoAt . (7.85)

As equades (7.83) e (7.85) podem ser escritas, respectivamem®, co

YL & Yyp—Colt (7.86)

ondexp = Xo. As equades (7.86) e (7.87) representam uma exparesm Lrie de
Taylor de primeira ordem.

Com uso das Invariantes de Riemann, dada pela @qudgb1), ol#m-se aproximaies
similares adpedqg. Tém-se dois casos:

Linha LP: SeA; = —co enody/dt = ¢p. Da equago (5.93), tem-se:

d
G (T—coa) = cpx-P
1 t
= /Pg(r—COQ)dt — [ pPat
i dt L
tp tp
= r-ca)| = &pt® [Tat  (789)
L L
t t 1
= ()] —coat)] = EptPt|
I T L

o ()l ) - da



onde:
o B = Pt +2px<—*P>;
° px<*P> _ p<XR,YO) - p(XLvyO);
27X
o pb = PORYL) — POLYL)
2AX

Linha RP. SeA, = ¢p enBiody/dt = —cp. Da equago (5.93), tem-se:

d
g (oo = a7
1 t
= /Pg(r+co<])dt = /Pcépx<RP>dt
tr dt tr
tp > (RP tp
= (r+coq)| = CoPx / dt
tr tr
tp tp tp
= ro)] +codat)) = cgp"7t
tR iR R

o ) () - g

onde:
R P
YL N
° px<*P> _ p<XR,YO) - p(XL7YO);
27X
o« pR = P(xL,YR) — PO, YR)
2AX

Das equages (7.88) e (7.89), tem-se:

P _ (L Py _ ALY _ 25 (LP
ry ' =1y —(:o<qy —ry> = c&p, Pt

P _ (R P)_4RY _ 25 (R
ry =1y +co(qy —qy> = c&p,RPat

Ao resolver o sistema, obin-se

a = = (—ry i cony +coql ) + (BR? - ) e

7= 05| (rg 4 - ooy +coq)? ) + 6B (B + ) at

164

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)
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Para o élculo dos valores inerentasdire@oy, qé,m e r§P>, faz-se necessio 0 seguinte:

e Ponto P:
PP = (pa[m+1,n] — pa[m—1,n])/(2-dx)
(7.93)
P2 = (pm+1,n)— p[m—1,n])/(2-dx)
e Ponto L:
Y = (pim+1Ln—1—pim—1,n—1])/(2-dx) . (7.94)
e Ponto R:
P = (pm+1,n+1 - py[m-1n+1])/(2-dx) - (7.95)

ApoOs calcular esses valores, pode-se encontrar os dadantefeao tempo futuro

P [mn] = <pX<L> n pX<P1>> .05
pX<Pl> = pX<LP<Md>> [m, n]
(7.96)
pX<RFfMd)> mn] = (pX<R> + pX<P2>> .05

plP = R [m ]

onde os valores dey(-PMa) e p, (RAM) A0 atualizados em um “loop” para refina-
mento dos resultados obtidos. @peste refinamento, determinags€’’, que representa
a varia@o dep na dire@ox e no pontdP, melhor aproximada que"Y ou p,‘F2.

p® = (e P09 [m, ] 4 p R [m ) ) 05 (7.97)

)

Neste moment& posével encontrar os valores dém e qé,P da seguinte forma:

ry’ = 05-(rimn—1]+rimn+1) - qlmn— 1] +qlmn+ 1))+
0.5- (pX(LF’(Md>) [m,n] + py(RRma)) [m,n)) - dt
(7.98)
g2mn] = 0.5-(—rimn—1]+rljmn+1]+qgllmn—1]+gl[mn+1])+
0.5. (pX<RF?Md>> [m,n] — px<'-P<Md>> (m,n]) - dt
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Com todos os resultadas pbtidos, encontra-s&” eU (P,

r2[m,n|

U2im,n|

_ (rf> + r§P>) 05

Ulm-1n-1]+

0.5-dx- (p2[m,n] + p2[m—1,n—1])+ '
0.5-dy- (g2[m,n|+0g2m—1,n—1])+
0.5-dt- (r2lmn] +r2m—1,n—1j)

(7.99)

7.2.4 Soluéo do Problema da Membrana Retangulavaplet

(¥ Maplet

N\ 7"\

Consideragdes ‘ 1 ‘ Dados de Entrada ‘ 2 ‘Gra’ﬁcos e Tabelas

U(x,y,0) = 0.1(4x-x~2)(2y-y"2)

Ux(x,y,0) = 0.1(4-2x)(2y-y"2)

Uy(x,y,0) = 0.1(4x-x~2)(2-2y)

ut(xy,0) =0

U = 0 (na fronteira)

0<=x<=4(xil=idx)

0<=y<=2(yll=idy)

Oscilagdo da Membrana

Utilize (dx) igual a: {

0.1

Utilize (dy) igual a:

0.1

Utilize (dt) igual a:

0.0

Calcule (k) matrizes

55

Guarde 1 matriz em cada (p’

1

=0}

Tabela Numérica

1

Calcular ]

Selecionar Resultados

.55

v ! Animar Grafico

Figura 7.18: Maplet - Membrana

Fonte: Autoria Pr 6pria

Apresenta-se agora, o funcionamento da Maplet implemantpet da& a soluéo do pro-

blema proposto. Na Figura 7.18, pode ser vista a tela da Mapiendo em uso, onde:

1. Area que corém importantes consider@gs para resol@p do problema e para a pro-

grama@o do software, como as condgs iniciais e de fronteira, a régi observada e a

forma como a malha foi criada.

2. Areaonde eéio localizados, o béb que @ inicio ao processo computacional e 0s campos
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de entrada dos dados:

e dx= 0.1 que representa o incremento infinitesimal na @iceg
e dy= 0.1 que representa o incremento infinitesimal na @iosg
e dt = 0.01 que representa o incremento infinitesimal na @ioeg

e k=55 que estipula a quantidade de matrizes quisoseaticuladas pelo software, es-
tas matrizes cong@®m a solugo final e representam o comportamento da membrana
a cada pos#o no tempo;

e p=1 & um valor utilizado para salvar na meria do software uma a cada)
matrizes, que podao ser visualizadas posteriormente;

e Selecionar Resultados: Neste campo, causupode selecionar as matrizes salvas
na menbdria do software.

3. Neste campé possvel visualizar o gafico em tempo real com os pontos calculados pelo
processo computacional, neled@sbs bodes:

e Tabela Nurérica: Ao clicar neste bab, $10 apresentados os resultados da galuc
numerica para a vaaivelU, obtidos pela resol@p descrita anteriormente.

Os resultados con@i@m uma tabela de valores para momentos éspesdo tempo,
na Figura 7.19 pode-se observar a tabela&mica correspondente ao tempd@3%s

em que a membrana atingiu seu extremo inferior.

1.9 2.0

o
-.104506e-1(0
-.216275e-1]0
-.328570e-
-.442031e-;
-.554795¢-"
-.666503e-
-.774663e-1
-.880354e-1[0
-.984269e-1/0

0

1.6 lo
17 lo

501
-.287960 |
|-283289 |-
6032 |-.277612
-.271078

23 o
2.4 lo

3.0 o

3.2 o

-.276848
[-212249 1-.198963 [
-.670706e-1-.848702¢-1 -.102145 | |-.146205 [-137955 |-.130319 _|-.121657 I I} -.808924e-1/0
-2|-.161399e-1 -.255359¢-1 -.352288e-1 |-.450540e-1 -.547502¢-1|-.635521e-1 |-.710509e-1 -.764625€-1 |-.794814e-1 - 801515e-1 -.788489¢-1 |-.760507e-1 -.726739e-1-.690827e-1 |-.658019e-1 -.624372e-1 -.593648e-1 -.577774e-1 |0

o 0 0 o o 0 0 o o 0 o o 0 0 0 o o

0

3.8 lo

4.0 0

Figura 7.19: Membrana - Tabela Nune€rica, extremo inferior
Fonte: Autoria Pr 6pria
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No caso do problema aqui proposto, observou-se que o itdetleavaria@o da
membrana para completar seu primeiro “lo@bastante f@ximo aos resultados
analtico ja discutidos anteriormente. A vargg pelo nétodo nurérico descrito
neste texto seaentre—0.7 e Q5, por outro lado, para a resolg andtica a
varia@o esh em torno de-0.4 e Q4 . Tal comparago pode ser visualizada por
meio das Figuras 7.15 e 7.21. & disso, durante a resolg nunérica, a mem-
brana atinge seu valorarimo no tempo 55s, conforme pode ser visto na Figura
7.20

——

Maplet X
Xy 0. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2.0
0. o o lo o
.1 -634604e- 176182e-1 |.924280e-

2 210423¢-
3 17 331800e-

14 I .247418  |.238520  |.224129  |.04626 _|.180132 824681e-1 |.451468e-1
.5 [ 1293193 283404 |.267483  |.245288 |.217028 1102182 |.573287e-1 |
6 lo 331102 1279700 |.249016 lo
[z lo 308196 |.275778 lo
.8 331027 |.207316
.9 07: 74
10 - 9 56
11 .794738e-1 |.167196 _|.238687 404556 375566 |.

M 12 [ .814786e-1 |.172573 _ |.246228 305507 |.352478 388858 437392415090 |.385010 [
13 lo .829268e-1 |.176848 __|.252345 441832 422877 |.391982 lo
14 lo .837940e-1 .180151 1395600 o
x 391479

95
1399345 |.370157 246427
381879 |.353002 1234755
X [ 418243 412215 |.400205 382503 |.359603 331910 1-220901 [

2.0 lo 1396256 387127 |.373229  |.354966 _|.332988 _|.307128 1205461 lo
2.1 lo 369203 . 341429 279083 188184 lo
X 338033 169583
E 54 1149945 19160
. 202557 129096 807496e-1
X 1].681948e-1
[2. I .554719e-1
2. [

2.8 lo
35 o |
3.6 lo .81785e-3 79784582 |. -21.390925€-2 |.

3.7 o -.114722¢-2.280675€-2 |. 357691
3.8 o -.211020e-2 -.53290e-3 |.19034
3.9 o -.85810e-3 -.58225e-3 |.37530e-3
4.0 o 0 o o o

e Animar Giafico:

Figura 7.20: Membrana - Tabela Nurnérica, extremo superior.
Fonte: Autoria Pr 6pria

Para a visualizap dos resultados giicos dispostos em uma
seq&ncia animada. O total de &ficos dispoiveis para a visualizé&p depende
dos valores dé e p, definidos pelo usario, neste exemplo, softwarearmaze-
nou 551 = 55 giéficos, aém do géafico das condiges iniciais, resultando em 56
graficos. Observando a Figura 7.21, quenme doze dos @ficos obtidos para a ve-
locidadeU, percebe-se o comportamento da membrana, na fase de désada

e subida.



0.00s

0.15s

0.48s

0.05s

0.20s

0.35s

0.52s

Figura 7.21: Frames da animagdo Membrana baseado no MC
Fonte: Autoria Propria
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8 APLICAC AO DO METODO DAS CARACTER ISTICAS AS EQUAC OES DE
SAINT VENANT

Neste cajiulo ob&m-se a solu#@o nungérica das ESV Unidimensionais e Bidimensionais
implementando o MC, consagrado por transformar um sistenaDdes em um sistema de
EDOs.

De forma aaloga a equap da onda em uma e duas dim@sess os rétodos foram imple-
mentados por meio deoftware Mapleonde foi programado umdaplet

8.1 EQUAQOES DE SAINT VENANT UNIDIMENSIONAIS

Ao aplicar o MC nas ESV-1Dg de praxe utilizar a interpolag linear para encontrar a
velocidade e a profundidade da onda em pon@msaonhecidos da malha consttaipara obter a
solu@o nunerica. A interpolago linear consiste em unir um conjunto de pontos com waria s
de linhas retas. Uma desvantagem desta aprogia®@que 1o ha diferenciago nos extremos
de cada intervalo (PRESS; AL, 2007). Para sanar esta difdeldalizou-se a interpol&p
com Spline @bico Natural.

A estrutura desta s&g esh disposta nas seguintes sulises;

1. Dedu@o do MC Para as ESV-1D Utilizando o Splinélfico: Nesta subs@g descreve-
se as Equdies de Saint Venant e as Eqdias Caractésticas, deduzem-se agrinulas
basicas para obter a celeridade e a velocidaédiddda onda, a partir dessas ediesze
explica-se o porque da utilizag do Spline @bico Natural.

2. Problema do Canal Retangular: Apresenta-se o exemplo tueeselvido viaviaplet

3. Aplicaggo do MC ao Problema do Canal Retangular: Nesta s@bsalgscreve-se as
etapas neceésas para calcular a velocidade e a profundidade em cadafasie tempo.

4. Solu@o do Problema do Canal RetangularMaplet Apresenta-se o funcionamento da
Mapletimplementada.
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8.1.1 Dedugo do MC Para as ESV-1D Utilizando o Splinéliico

No Captulo 6, sefes6.1.1 e utilizou-se doétodo das caractisticas para transformar o
sistema de EDPs de Saint Venant

dh U dh h0"'U

(8.2)
ou ou och
W‘FUW*‘Q‘?_X = g(S)x_Sfx>7 (83)
em um sistema de EDOs, dado por
dx
Fri U+c (8.4)
d
a(u +2c) = 9(S,—St) (8.5)
dx
Pl U-c (8.6)
d
qilV-29 = 9SSy, (8.7)

As dire@des em (8.4) e (8.6)a® chamadas dirées caractésticas C* e C~, respectiva-
mente). As quantidades conservadas (8.5) e (8.7) ao lorgowdaas caractesticas 80 as
invariantes de Riemand{ eJ—, respectivamente).

O Método das Caractisticas em Uma Grade Retangular

Para este @todo constii-se uma grade regularmente espacada como mostra a Bidura
O pontolL representa a posig da sego a esquerda, da qual se originama onda infinitesimal,
gue chegax na segoP depois de um intervalo de tempb. Similarmente, o pontRrepresenta
a posi@o da sego a direita da onda infinitesimal, que chégaa sego P depois do intervalo
de tempAt.
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t + At L4 o o ° ° °
At
t 'Y ° ° ° ° ° °
W O E
AX

Figura 8.1: Curvas Caracteristicas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

A Figura 8.1 mostra o pontB como solugo num tempo posterior com as caraistéras
positiva e negativa passando por ele. Estas interceptarhadie tempo anteriomos pontos.
eR, respectivamente. Primeiro pode-se simplificar a s#aagn assumir que as caraciécas
sao linhas retas, mas iséoverdade, ® se nada estiver mudando (fluxo uniforme fixo), sifutag
esta que &o interessa. Pem, se o0 passo de tempgequend\t, essa SUpOSEP hormalmente
da solu@es muito boas (CHUN; MERKLEY, 2008b). A Figura 8.2 mostra ertalthes as
caracteisticas associadas ao porRo Sabe-se a inclin@p quando a caracistica adiantada
cruzar a linha de tempbno pontoL, queé dado podx/dt = U+ c_ e a inclina@o quando
passar poP, queé dx/dt = Up + cp. O problemaé que &o se sabe os valores éne P, ou
seja, desconheoe, X, Up, cp, UL e c.. Faz-se a aproximag usando o interpolador spline
clUbico e r@o a interpolago linear, coma@ de praxe. De forma afoga, estende-se essa ideia
para as caractisticas negativas, que passa paR (CHUN; MERKLEY, 2008b).

A aproxima@o usual para determinar a inclidacdas caractesticasé usar o ponto que
possui a mesma abscissa que o péhtmas no ivel de tempo conhecido, iség os valores no
pontoO. Ao construir a malha identifica-se no primeiro intervalotei@po os pontogo, Xr
e Xy e as condiges iniciaisUop, Ur , Uw, Co, Cr € 0w. Objetiva -se encontrayy, e c, em um
intervalo de tempo posterior At.
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t+ At P

At

W L @) R E
DX AXR

AX AX

Figura 8.2: Retas Caracteisticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Para um incremento finito de tempb, 0 pontoP representa a posi¢ da sego do canal
no tempa + At, e os pontos e Rrepresentam, respectivamente, as [iEsgle certas sées a

esquerda e a direita no tempo

A velocidade da onda de propagacpode ser representada pela declividade das linhas
constradas no planoat. Quando o escoamen#subcitico, como na maioria dos rios, isto

€, qguanddJ < c, a declividade da linh&P, torna-se positiva, ou sej%—? =U+c>0. BAa

declividade da linh&P, torna-se negativa, iste %( =U-c<O0.

Ao observar a linhdP, caracteistica positiva, da Figura 8.3, tem-se éa At/Ax, ou
seja, 0 = tan 1 (At/Ax ) . A equa@o (8.4) mostra qudt/dx = 1/U_+c.. Considerando
At/Ax ~ dt/dx, tem-seit /Ax_ ~ 1/UL +c, ou ainda,

DX
— ~U_+c_, 8.8
At L+CL (8.8)

onde

AXL = Xo—XL - (89)
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Substituindo a equag (8.9) na equap (8.8), tem-se

Xo — XL
~ U C
At L+e
= Xo—x ~ (UL+c)At : (8.10)
= —X. ~ —Xo+(UL+c)At
ou ainda,
XL ~ Xo—(UL+c)At, (8.11)
gue representa a abscissa.de
t
D
t+ At
At
B
a
t 6 N
L 0] R
AX AXR
XL Xo = Xp XR N .

Figura 8.3: Inclinagcéo das Caracteisticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

De forma a@loga, ao observar a lintRP, caracteistica negativa, tem-se tan= At /Axg,
ondea = 180— 3. Como tar = —tanf3, segue que tg = At/—Axg. Viu-se na equélp (8.6)
quedt/dx= 1/Ur — cr e consideranddt/—Axg ~ dt/dx, ttm-seAt/—Axg ~ 1/Ur — Cgr, OU
ainda,

—AXR
At

~Ur—CR , (8.12)
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onde

—AXR = Xo—XR - (8.13)

Substituindo a equao (8.13) na equap (8.12), ém-se

X0 — XR
At
= Xo—Xr =~ (Ur—cgr)At ) (8.14)

== —XR =~ —Xo+<UR—CR)At

~ Ur-—Cr

gue pode ser escrito na forma
XrR ~ Xo—(Ugr—cgr)At , (8.15)

gue representa a abscissaRle

O processo repete-se para as Invariantes de Riemann, owlssgayando a linh&P da
Figura 8.3, caractéstica positiva, e tendo conhecimet@J + 2c) /At ~ d(U + 2c) /dt tém-se
da equago (8.5), que

A(U +2c)

el CEC (8.16)

onde
AU+2c) = (Up+2cp)—(UL+2c) - (8.17)
Substituindo a equae (8.17) na equap (8.16), ol#m-se

(Up+2cp)— (UL+2c) ~ g(S)—Sf)LAt. (8.18)

Observando a linhBRP, caracteistica negativa, da Figura 8.3 e sabendofylie — 2c) /At ~
d(U — 2c)/dt, ttm-se da equap (8.7), que

AU —2c)

At ~ g(S)x - SfX)R ’ (8-19)

onde
AU—-2c) = (Up—2cp)— (Ur—2cR) - (8.20)
Substituindo a equag (8.20) na equap (8.19), ok#m-se

(Up—2cp)—(Ur—2cr) =~ ¢ (SOX — Sfx) RAt . (8.21)
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Para obter a velocidad&p) e a celeridadécp) no pontoP, basta adicionar e subtrair as
equades (8.18) e (8.21), obtendo-se

Up ~ B+ (0 -5) (S-S - 822
e
o~ R AP (s o5~ (oSl - 629

O Spline ibico Natural

A natureza oscil@tria dos polidmios de ordem elevada e a propriedade de que uma faduac
em uma pequena parte do intervalo pode induzir a grandeadids por toda a amplitude do
intervalo restringem sua utilizag. Um enfoque alternative dividir o intervalo em umaésie
de subintervalos e construir paiimios de aproximap (geralmente) diferentes para cada su-
bintervalo. A aproxima@o por fundes desse tipg chamada de aproximaes por polidmios
seccionados.

A aproxima@o mais simples desse ti@a aproximago Linear, que consiste em juntar
um conjunto de ponto§(Xo, f (Xo)), (X1, f(X1)),- -+, (%n, f(Xn))} com uma érie de linhas retas.
Uma desvantagem da aproxirdagcom fundes lineareg& que @o ra diferenciago nos extre-
mos dos subintervalos, o que, em um contexto geooo, significa que a fui@ interpoladora
nao é “suave”. Frequentemente, torna-se claro, emdardas condiges fsicas, que essa su-
avidadeé necesaria, de modo que a fuBg aproximadora seja continuamente diferanei
(BURDEN; FAIRES, 2003).

Um procedimento alternativ@ utilizar um polidmio de partes criteriosas do tipo Hermite,
no entanto, para se utilizar os pd@mios de Hermite para interpolé&s gegricas, torna-se
necesario conhecer a derivada da fagque est sendo aproximada, o que frequentemente
nao é possvel. A ideiaé fazer aproximdies utilizando polibmios de partes criteriosas que
nao requerem informé@gs sobre derivadas, exceto talvez nos pontos extremoseteaio em
gue a fun@o esa sendo aproximada.

O tipo mais simples de poliimios de partes criteriosas derieis em um intervalo total
[X0,Xn] & a fun@o queé obtida ajustando-se um pddimio quadatico entre cada par deds
sucessivos. Issefeito construindo-se um pofimio quadatico em[xp, x1] que concorde com a
funcao original emxg e g, outro polirdbmio quadatico em[xy, o], que concorde com a fuag
original emx; e X, e assim por diante. Como um pdimio quadatico tem tés constantes
arbitrarias, o termo constante, o coeficientexdeo coeficiente de? e apenas duas condis
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Sa0 neceswias para ajustar os dados nos extremos de cada subiateeratse uma flexibili-
dade que permite escolher o pdimio quadatico de tal maneira que o interpolador tenha uma
derivada contua em[xo, Xs]. A dificuldade surge quando existe a necessidade de se fesgureci
condiges sobre a derivada do pdimio interpolador nos pontos extrema@se X,. Nao ta um
numero suficiente de constantes que assegurem que as@Emdisejadas sejam satisfeitas.

A aproxima@o mais comum utilizando polimios de partes criteriosas faz uso de po-
lindmios dbicos entre cada par sucessivo @es ®é chamado de Interpolador com Spline
Cubico.

Um polindbmio dibico gergrico tem quatro constantes, de modo que o procedimento com
splines €ibicos tem flexibilidade suficiente para assegurar que gooldor 1o © seja con-
tinuamente der@&vel no intervalo, mas taneim que ele tem uma derivada de segunda ordem
confinua. A construgo do spline @bico riio garante, entretanto, que as derivadas do interpola-
dor concordem com as da fulgque est sendo aproximada, mesmo em Seds n

Definicao 8.1 Dada uma fungo f definida enfa,b] e um conjunto de@s a=Xp < X1 < --- <
Xn = b, um spline @bico interpolador S para & uma fun@o que satisfaz as seguintes coidgis
(BURDEN; FAIRES, 2003):

1. §x) & um polidmio dibico, indicado por §x), no intervalo[x;,xj,1] para cada j=
0,12,---,n—1;

2. 9x;) = f(xj) paracada j=0,---,n;

w

- S41(i+1) = Si(x+1) para cada j=0,---,n—2

4. §.1(Xj+1) = Sj(Xj+1) paracada j=0,--- ,n—2;

(3]

- §11(Xj+1) = §/(Xj+1) paracada j=0,--- ,n—2;

(o2}

. Um dos seguintes conjuntos de cobéig de contorné satisfeito:

(@) S'(x0) = S’'(xn) = 0 (contorno livre natural);

(b) S(x0) = f'(x0) € S(xn) = f'(%n) (contorno restrito);

Ainda que os splinedibicos sejam definidos com outras coidgig de contorno, as condies
dadas eni6.) sdo suficientes para nossos posjtos. Quando as condies de contorno livre
ocorrem, o spline& chamado de spline natural, e seafigo se aproxima da forma que uma
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longa haste fleixel assumia se fosse forcada a passar pelos pofitas f (X)), (X1, f(X1)), -,
(%n, F(xn)) -

Em geral, as cond@gs de contorno restrito levam a aproxitag mais precisas, na medida
em que elas incluem mais inforniss sobre a furdp. Entretanto, para a utiliZzag desse tipo
de condi@o de contornoé necesario se obter os valores das derivadas nos pontos extremos,
OuU uma aproximaip acurada desses valores.

Para garantir a unicidade do Splinélfico Natural existe o seguinte Teorema (PRESS; AL,
2007).

Teorema 8.1 Se fé definida em a& Xg < X1 < --- < X3 = b, enfo f tem uminico spline
interpolador natural S nos s X,X1,---,X,; isto &€, um spline interpolador que satisfaz as
condig@es de contorno’%a) = 0e $'(b) = 0.

8.1.2 Problema do Canal Retangular

Considere um canal retangular de #©de comprimento, B de altura, In de largura,
declividadeSy, = —0.0016 e (S, — Sy,), p = So, — 0.5 (UL |UL|/C?he +Up|Up| /C?hp), onde
C = 100m1/2) /s & constante de @zy. Inicialmente o canal éstheio deagua e a mesma
encontra-se parada, ou seja, a velocidade ingcidro. A celeridade € dada pocp = \/g_hp,
ondeg é a constante gravitacionahg é a altura. Considere a descarga a esquerda, Figura 8.4,
dada pela furi@o vaaoQp, definida por

Qr ! Ry — R

—0.1t se t>0et<60
- (8.24)

t — Qp(t)=< —6+0.1(t—60) se t>60et<80

-4 se t >80
Calcule a propagé@p da onda pelo étodo das caracfeticas.
Z A
ug = 0 h=5m
q = q(t) ¢— ’
y » T
/

Figura 8.4: Canal com descarga a esquerda
Fonte: (HERVOUET, 2007), (GUILLOU, 2010), (TOSSOU, 2009)
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Deseja-se encontrar a velocidadedia e a altura em qualquer ponto do canal.

8.1.3 Aplicago do MC ao Problema do Canal Retangular

O calculo da propaga@p da onda pelo &todo das caracfisticas, se & em uma rotina de
calculos de tés etapas para cada instante de tempo. Inicia-se com o tgimgoal a 1 (um
intervalo de tempo) e depois de completadasé@sétapas passa-se para o terfipigual a 2
(dois intervalos de tempo) e assim sucessivamente.

Se@o a Esquerda: Para o é@lculo na sego de controle, no instante de tentpp 1, utiliza-se
somente a caracistica negativa, para isso, deve-se seguir 0s seguintegsyas

1. Inicialmente, colete os dados iniciais:
XE7UE7CE7X03UO eCO * (825)

2. Determinexg;

Com base na equag (8.15), tem-se
XR ~ Xo—(Up—Co)At . (8.26)

3. Com base na interpolag dibica, ou ainda, na spline, determldg e cr.

4. Para calculatlp e cp & necesaio verificar a exigncia da descarga a esquerda
do canal. Neste caso a descaf@aé dada, mas isto deve ser convertido em um
valor em termos de&p ou cp, enfio a forma da s@p do canal deve ser conhecida
permitindo o @lculo daarea de fluxo para ser calculada a profundidade. Como o
canalé retangular e de grande largura, tem-se garea da se@p transversak, &
dada poA = bh, ondeb =1, ehp € a altura do ponto P, da

Qp = AUp
= Qp = bheUp (8.27)
2
= Qp = 1%UP

0 que implica

Qrg
Up = —— . 8.28
P C|23 ( )
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Analogamente, da relag

Qp = AUp
~ Qp — bhpUp . (8.29)
= Qp = 1hpUp

obttm-se

hp = 8—;’ (8.30)

Substituindo a equag (8.28) na caractistica negativa (8.21), tem-se

(Up—2cp)— (Ur—2cr) = @ (Sox — Sfx)PRAt

- (%_ZCQ —(Ur—2cR) = 9(So,—St)prAM
p
~ Qpg
= +2cp+Ur— 2cR+ 9 (S, — St ) prMt = 2 (8.31)
P
= +2c3+ [Ur— 2cr+9(So, — St ) prM] 6 = Qpy
= +263 + [Ur— 2cR+ 9 (So, — S ) prlt] 6 = Qrg
= +262+ [Ur—2cr+0 (S, — Sty) prlM] B —Qpg = O
ou ainda,
U At
Gl B s]d 2 0
onde
(SOX_Sfx)pR = S - 05( P+SfR
B Up|Up| UR|UR|
= S 05( C?he | Cehg
B UR|UR|
= 2,05 (CZQP ZCR
- 5( QUR'UR’) , (8.33)
C2c2
gUR|UR|
= —-05
gUR|UR|
= 0.5
D (C206 C2c3 )
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Substituindo a equae (8.33) na equap (8.32), ol#m-se

O
el

(o]
|

G+ % —cr+ B (S~ Si)pp| B- % = O
c+ 7R—CR+%[S)X—O.5<SESG Lé@&)”c%—% =0
G+ (F-cr) B+ % [, 05(8536 Welel)|2-%9 = o
o+ (4 - ox) -+ B0 - %05 (4 + 82 ) |- %0 — o
Ur|U
6+ (% — cr) B + 0.5c3S, 9t - 025gAth<8§ge+gCF§|C2R|> %9 _
63+ (%5 — cr) B+ 0,503, 0t — 0.250At R TS — 0.250MABIE - %8 — o
P 2 . Pcze . PWR_ 2 !
2 3
+(7R—CR+gAt<0550X 025923"2'?‘))&,—0.25%@5’34_% -0
P

ch+ (% — cr-+ gAt (058, — 0,259} ) § — 02500 %F° RS XeE _ g

cz,+[ CR+gAt(OSSOX 0259UR'UR‘)]CP—(%) ~0250M %L~ 0

ou seja,
oL+ [% — Cr+ QAL (o.ssox - 0.25%‘35‘)] g (ng) ch— g% — 08.34)

Para encontrar o valap basta resolver a equig (8.34) usando algumadnica de
iterag@o, como por exemplo, o@odo de Newton Raphson. A procé@aor algum
valor decp real e positivo que sarsubstitido na equago (8.28) para encontrbkp.
Caso encontrep negativo, termina o processo.

. TendoUp e cp que sedo denotados pdbp; € cpy, calcula-se novamente, con-
forme mostra a equag

(8.35)

w5 V)

ApOs encontrakg retorne ao terceiro e quarto passo onde encaéniravoJp € Cp,
que sedo denotados pdspo eCpy .

. Erro

Repete-se esse processe emcontrace; e Cpjt1, comi € IN, que satisfaga o erro
desejado, ou seja,

lcpi —cCpir1] < Erro . (8.36)
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Apos ter encontradopj1 calculeUpj, 1 que sedo indicados podp e cp, respec-
tivamente. Substitudp porUg e cp por co € prossegue para a segunda etapa que
corresponde a sag intermedaria.

Se@o Intermediaria: Para o élculo da velocidade e da celeridade para o meio do canal
utiliza-se tanto a caracfetica negativa como a caradtgica positiva, conforme mos-
tra a Figura 8.3.
Para calcular a velocidade e celeridade no péhtescolhe-se o pontO, visto que ele
possui a mesma abscissgue o pontd?, e depois calcule a velocidade e a celeridade nos
pontosL e R. Para isso, descobre-se as abscigs@&xg e interpola entre os valores co-
nhecidodJy, Ug e Up usando a spline para conseduire Ur. Analogamente, interpola
entrecy, Ce, Co para descobric. e cr. Apbs encontrar a velocidade e celeridade nos
pontosL e R substitua esses valores no sistema formado pelas @ep88.18) e (8.21)
para obtetJp e cp. Para isso, segue 0s seguintes passos:

1. Considere os dados iniciais:
xw, Uw, 0w, Xe, UE, Ce, Xo0,Uo, Co - (8.37)

2. Determines_ e Xg;

Utilizando os dados iniciais e as eqoag (8.11) e (8.15), determinam-se, respecti-

vamente

XL ~ Xo—(Up+co)At (8.38)

XR Xo — (Uo—Co) At . (8.39)

Q

3. Utilizando o spline determind, , Ug, c_ e Cg;

4. Calcula-s&Jp ecp;
Subtraindo as equéaes (8.18) e (8.21), obin-se:

(U ; Ur) , (o ; CR) | gTAt [(So, = St) p— (S0 — St,)pg] + (8:40)

Cp
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onde
(S)x_sfx)LP = Sox—0.5( L+SfP)
B UL|UL|  Up|Up|
ULU Up|U . 8.41
_ ,-05 L| 2L\+ P| ZP! (8.41)
c2: c2?
QUL |U | gUP!UPI)
= —-05
. -05( cg g
Analogamente,
gUp|Up| gURIUR\)
_ = -05 42
(S)x Sfx)PR SOx < CZC% + CZC% (8 )
Dai substituindo as equéaes (8.41) e (8.42) em (8.40), tem-se
(U.—Ur) (cL+cRr) gZAt UR‘UR‘ UL |UL|
— . 8.43
o 2 2 Tsl\cg o (8.43)

Adicionando as equées (8.18) e (8.21), tem-se

UL +Ur
2

Up o o) + 2 [(S0-St) ot (S~ St)pd -+ (B44)

e substituindo as equdes (8.41) e (8.42) em (8.44), obtem-se

Up ~ Uik | (g oyt B [ZSOX—O.Sg <2ugz|té£\+uL\uL\+uR\uRl)] (8.45)

22 202
Cect Cecq

Observa-se que, para encontrar o vagiaplica-se direto na equag (8.43). &,
para achar o valor dgp precisa-se resolver a eq@dag(8.45) usando algumadnica
de itera@o, como por exemplo, o@wodo de Newton Raphson.

. Ponto Medio

TendoUp e cp que sed indicado polJps e cpy, calcula-se novamente. e Xg,
utilizando-se da radia entre as inclinégs, conforme mostram as eqdes

U u
X, = Xo — At P+CPJr L+CL (8.46)
2 2
e
Up—cp Ur—
XR:xO—At< PZCP+ RZCR). (8.47)

ApOs encontrak, e Xg retorne ao terceiro e quarto passo onde enc@uraovos
Up e cp que sedo indicados podp; € Cpp.
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6. Erro

Repete-se esse processdatcontracp; e Ccpj1, comi € IN, que satisfacam o erro
desejado, ou seja,

lUpi —Upiy1| < Erro (8.48)

Cpi —Cpita| < Ero . (8.49)

7. Apobs ter encontradopj 1 € Upj 1, denoteUpj 1 porUg € Cpj41 POr Co, que Sedo
usados no @ximo intervalo de tempo e prossegue para a terceira etapeocyres-
ponde a sedp a direita do canal.

Se@o a Direita: Para o alculo da velocidade e da celeridade para @gecdireita utiliza-se
somente a caracfstica esquerda. Observe a Figura 8.3.

Calcula somente a celeridade no poRtqois a velocidad@ zero, para isso escolhe o
pontoO que possui a mesma abscissa que o pent®@btm tam@m a velocidade e a
celeridade no pontb, descobrindo primeirg, e interpolando entre os valores conhecidos
Uw e Uo com o uso da spline para consedujr. Analogamente, interpola entog, e

Co para descobric.. Apds encontrar a celeridade no pomtgubstitua esse valores na
equa@o (8.23) para obtezp. Para isso, segue 0s seguintes passos:

1. Inicialmente, colete os dados iniciais:
xw,Uw, 0w, Xo,Uo €Co - (8.50)

2. Determine a posap dex ;

Com base na equag (8.11), tem-se

X, ~ Xo—(Uo+co)At
Xo—(0+cCo)At . (8.51)
Xo — CoAt

Q

= XL

Q

= XL

3. DetermindJ_ e c. usando o splinelico;.

4. Calcula-s&Jp ecp;

Devido ao fato de estar na fronteira direita do canal terdse- 0. Substituindo
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Up = 0 na equago (8.5), obtm-se o valor dep. De fato,

(Up+2cp)— (UL+2c) = g (S)X — Sfx) LPAt

= (0+20p) — (UL +2c) = g(So,—Sp,) pAt . (8.52)
= 2cp = UL+2c +9(So,— Sy, pAt
ou ainda,
e = CL+05UL+0.50At (So,—St,) p - (8.53)
onde
_ UL|UL| | Up|Up|
(S)X_SfX)LP - SOX_OS C2h|_ + Czhp
_ U U | , O[O
= S,—05 Coh, C2he
UL |UL|
S, — 0.5 C2h, (8.54)
- S)X—O.SULHZL’
c2%
U [U|
— S, —05g—=t
o, g 2

Substituindo a equap (8.54) em (8.53), tem-se

ULU
Cp = cL+0.5U +0.5gAt (SOX—O.Sg écg‘) , (8.55)
L

. Ponto Medio

TendoUp e cp que sed denotado pddp ecpy, calcula-se novamenig, conforme
mostra a equap

— oA
X = Xo-A /5 2

O—ZCP_'_UL—Z{—CL) ) (8.56)

= X = Xo—O.S-At-(Cp-I—UL-i-CL)

UP+CP+UL+CL)

= XL = Xo-—ANAt

Apobs encontrag, retorne ao terceiro e quarto passo onde enc@ntravodJp € Cp,
que sedo denotados pdspo € Cpy.

. Erro

Repete-se esse processe ancontrace; e cpi+1, comi € IN, que satisfaca o erro
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lcpi —cpi+1| < Erro .
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ApOs ter encontradopj 1 calculeUpj; 1 que sed indicado potJp e cp, respecti-

vamente. Substitudp porUg e cp por cpo e prossegue para a primeira etapa, num

outro intervalo de tempo, que corresponde @sexesquerda do canal.

8.1.4 Solu@o do Problema do Canal Retangular Maplet

Apresenta-se agora, o funcionamentdvipletimplementada, que dara soluéo do pro-
blema apresentado.
Maplet &‘
Dados de En(ra(l 1 A Consideraces ‘ 2 y ekockioce (el \ 3 >
(Ic) [ Tabela v ] Gréfico V - 3D Tabela P ] Gréfico P - 30 ]
Calcular
400 6
5
® nig = nx/10 ;
5 2
1
(@ e = lo/mx ? [ 50 100 150 200 250
Tempo
9.807
) dT = 0.05%dx [ Equagdo V(T) ] | Gréfico V(T) ] [ Equagao P(T) ] [ Gréfico P(T) ]
10 e 1 6
c*2=g*H 0| 85
(Erro) 100 20 400 24
-1 emprimento é 3
0.000001 X{i] = nig*i*dx, 0 <= i <= 10 b N 2
g &1
=-3 0
] 100 200 300 400
Fungdo Vazdo 4 Comprimento
->piecewise(x < 60, (-1)*0.1%x, X < 80, -6+0.1%(x-60), 80 <= X, -4) 0 v [ Equagdo V(x) ] [ Animar ] [ Graficos V(x) ] 0 v [ Equagdo P(x) ] [ Animar ] [ Gréficos P(x) ]
Velocidade T/x{i] \.44 >
.45027e-2 z
Profundidade T/x{i]
286. | 1.2908 | 1.7003 | 1.8944 | 2.0215 | 2.1131 | 2.1826 | 2.2389 | 2.2890 | 2.3387 | 2.3922 | 2.4566 <

Figura 8.5: Maplet - Canal Unidimensional

Fonte: Autoria Pr opria

Na Figura 8.5, pode ser vista a telaMaplet quando em uso, onde:

1. Area para digitar os dados de entrada. No exemplo dado,¢em-s

Comprimento:(lc) = 400m;

Altura: (h) =5m;

Constante gravitacionalg) = 9.80m/s?;

NUmero de subdivi@es do intervalo(nx) = 10;
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e Erro tolerado

(Erro) = 0.000001;

e Fun@o Vazao

Qp : Ry — IR
—0.1t se 0<t<«<e60

t — Qp(t)=¢ —6+0.1(t—60) se 60<t<80

-4 se t>80

. (8.57)

2. Area onde consideraes relevantes para obter a velocidade e a profundideadenor-
madas;

3. Area para visualizaéip dos gaficos e informages referentea Velocidade e Profundi-
dade. Nestarea, fa bobes que trazem informaes adicionais como:

e Tabela (V ou P) - neste campo apresentam-se os resultadadugaosnunérica
para a vad@vel Velocidade ou Profundidade, obtida pela resmugo sistema de
EDOs oriundo das equaes de Saint Venant. Os resultados cOemp uma tabela
de valores para a Velocidade ou Profundidade em momentesdfésps de tempo e
do comprimento do canal;

{8 Maplet 8 Maplet
(
0 x40 Tempo %0 20 06 020
. . o. 5.000000... . [5.000000... [5.000000.. . [5.000000...
| 31382%0.. | X 3138230 2 4.948867. 5.000000...5.000000.. - 15.000000...
T6107007... |5 ... L6: s X 6276404, » = 4 4897396, 5.000000...5.000000. - 15.000000.
6. 845572 - 5.000000... 5.000000... - 15.000000,
6. 4793377, - 5.000000... [5.000000. - 15.000165,
1. 4740793, 5.002732.
12 4687799 5.012369.
1. 4634374, 5.029515.
1. 4580495, 5.050668.
1. 4526138, 5.073156.
20, 471274 5.095987.
2 4415074, 5.118915.
24 4359906 5.141906,
26 4303334, 5.164943.
| 28. 4.246121. 5.188029.
| 3o 4188223 5211164
% 4129593, 5234343
34 070178, 5.257525.
36 400922 5.280469.
38 3.948757. 5.302232
0 3.886611. 5320700
« 3.823401 5333003,
4, 3.759037. 5337089,
46 3.693445. 533294
48 3.62663. 5322071
50, 3.55694. 5307311
52 3.4913. 5.289916.
3.425666. 5.271228.
56 3.364567. 5.251644.
3310809, 5.230769.
. 3.266040. 5.207367.
(8 3.334125. 5.17964
o 3.407706 5.14599.
() 3.484025. 5.105747.
o 3.560875. 5.059373.
70. 3.636932. 5.008138.
7. 3.711607... 4953515,
74 3784741 489679,
76. 3.856365. 838898,
75. 3.92657. 47
80. 3.9954853... 4721787,
82 4025743, 4663118,
o 4.055976, 604544,
86. 4086180, 546120
8. 4.116350. 487878
9. 4.146456, 4429842
5254055, % 4176389, 4372030,
30204 o4, 4205818 4314459,
9% 4233955 425714
oRei310 "1 maRTIA 1 TA1ATR 1 178447 -1 ARoRGR S¥vakszy L mamonm - S0kata - 2masa0s L 1aRann s 2caa0r 114
oK

Figura 8.6: Tabela da Velocidade Figura 8.7: Tabela da Profundidade
Fonte: Autoria Pr 6pria Fonte: Autoria Pr 6pria

e Grafico (V ou P) 3D - ao clicar neste [, uma nova janela apresematatois
graficos em tés dimen8&es, cujas vaéiveis independente&@ o tempo e o com-
primento. Um deles di€e os pontos obtidos peloélculos para a Velocidade ou
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Profundidade, estes pontodosutilizados para gerar o outroadico queé cons-
tituido pela fun@o de interpolago tipo spline calculada para os valores da suc
numérica. Neste campo, aindapossvel ao usario estimar valores para a Ve-
locidade e Profundidade diferentes dasoptidos, estes valores dercalculados
utilizando pontos contidos na malha da matriz;

<eT<mn 0<ex<eto0 Gloior | W) o<mi<m10r 1<mjemnt Golaior | V0 o<eT<amn rpu—— Goior ] P 0<mi<m107 pp— ke ] )

Figura 8.8: Grafico da Velocidade Figura 8.9: Grafico da Profundidade
Fonte: Autoria Pr 6pria Fonte: Autoria Pr 6pria

e Equa@o (V ou P)(T) - apresenta equiees para a Velocidade ou Profundidade em
funcao do tempo, para cada ponto do comprimento do canal qua est@jdo na
malha. Estas equéaes &o obtidas por meio de um interpolador spline. Ainda neste
campo.e posével estimar resultados para a Velocidade ou Profundidaiizndo
valores para qualquer instante de tempo;

Equagdes o] 8 Equacdes —

Qo] x40 (80) X(120] () x(160] x200) ©x240) ©x280) ©x(320] ©x360] (O x400) Qo] )x40] (80] A120) () {160) x200]  (©) x{240) X(280) ()x(320] X(360] () (400]

-.0201176825534057 7-2.22405

7116- 5.00014121888576-.025
00175638919536017-.02085810894384 - 0001

00397335878870764-.02129%

814513 7-.0001174;

00730087108283906-.0217747249603549 T-.000120120826080515

5139011 7-6.6923:

7..0257864075999241 T-.000170504287448947

- 02783916261451.

086879449656¢.006 (7-22°

085244211006092

64581 - 02813176502684

7778012 7-8.0176

63619487 7-8.55

27929774404 7-9.

N T R e Y
AAAAAANAANARANARANANANNRA

Figura 8.10: Equagio da Velocidade em Figura 8.11: Equago da Profundidade em
Funcao do Tempo Referente a Pos#p Inicial. Funcao do Tempo Referente a Pos#p Inicial.
Fonte: Autoria Pr 6pria Fonte: Autoria Pr 6pria

e Grafico (V ou P)(T) - apresenta osaficos para a Velocidade ou Profundidade em
funcao do tempo para cada ponto do comprimento que esteja coratidmlha. O
uswario pode definir quais gficos sefio observados no mesmo sistema de eixos
coordenados;
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E pos$vel observar nas Figuras 8.12 e 8.13 as escolhas disgsmo usario, caso

deseje realizar uma alise espeifica em qualquer dos resultados obtidos. Na pri-

meira figura escolheu-se apresentar @figos correspondent@s cinco posiges

iniciais do comprimento, enquanto no segundo, optou-sesysalis posteriores.

(¥ Anélise Grafica

-

-1

50 100 150
Tempo

vixol  [Vix1) vixal Vi3] VM4l 5]

6]

250

Figura 8.12: Grafico da Profundidade em
Funcado do Tempo nas Posiges Iniciais.

Fonte: Autoria Pr 6pria

[¥8 Andlise Gréfica

6

5

4

Velocidade

-

150
Tempo

4 Wds) i)

V71 Wixsl WMixel W0l

Figura 8.13: Grafico da Profundidade em
Funcao do Tempo nas Posiges Finais.

Fonte: Autoria Pr 6pria

De maneira adloga ao caso anterior, os resultados computados paracadagle em

funcao do tempo tan#m esé disporivel para aalises posteriores, nas Figuras 8.14

e 8.15 pode-se perceber escolhas similares ao caso dagidzfda. Na primeira

figura os gaficos apresentados correspondasnseis posiies iniciais, por outro

lado, no segundo optou-se pelas sdignas.

(¥ Anilise Grafica

| 1

-

Vol WX

0 100 150
Tempo

V21 WIx3) V] x4) V151

6]

{71

»8)

250

9]

x(10]

Figura 8.14:
funcé@o do Tempo nas Posiges Iniciais.

Fonte: Autoria Pr 6pria

Grafico da Velocidade em

[¥8 Anélise Gréfica &
0] 1] x2] 3] 4] Wixs) Wixel Wi Fixel  Wixe V)Mol
Figura 8.15: Grafico da Velocidade em

funcéo do Tempo nas Posiges Finais.

Fonte: Autoria Pr 6pria

e Equa@o (V ou P)(x) - apresenta equsss para a Velocidade ou Profundidade em

funcdo do comprimento do canal, para cada instante de tempaloamdi malha.
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Alem disso £ possvel estimar resultados para a Velocidade ou Profundidade a
buindo valores para qualquer ponto do comprimento do canal;

8 Equacdes [

4948867093 +

0309134944116507

0299119191044747 +

[ calcular_] v(x) x Calcular_] P(x) J

Figura 8.16: Equago da Velocidade em Figura 8.17: Equagio Profundidade em
Funcdo do Deslocamento Referente ao Funcdo do Deslocamento Referente ao
Tempo 2s. Tempo 2s.

Fonte: Autoria Pr 6pria Fonte: Autoria Pr opria

e Grafico (V ou P)(x) - apresenta osajicos das fun@es Velocidade ou Profundidade
em fun@o do comprimento para qualquer instante de tempo conticoatiza. O
ustario pode definir quais gficos sedlo observados no mesmo sistema de eixos
coordenados, atum rmaximo de 10;

Nas Figuras 8.18 e 8.19 percebe-se a forma como ariegsdaMaplet escolhe os
graficos dispoiveis para aalise espédica no tempo. Na primeira figura escolheu-
se apresentar osdficos correspondentes aos tempesl®s, 20s, 30s, 40s, 50s e
60s, enquanto no segundo, observa-se a profundidade eradude; comprimento

especificamente para o tempos/0
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[¥8 Analise Grafica & ¥ Andlise Gréfica é ‘

i

gz 3 E 3 ‘

\

Gmithans ‘ - N . “

Figura 8.18: Grafico da Profundidade para Figura 8.19: Grafico da Profundidade para

0s tempos2s, 10s, 20s, 30s, 40s, 50s e 60s. 70s.
Fonte: Autoria Propria Fonte: Autoria Propria

De maneira afloga ao caso anterior, nas Figuras 8.20 e 8.21 pode sea@ste@o
de alguns momentos do tempo, para a ex@msigos gaficos da velocidade em
funcao do comprimento.

8 Analise Gréfica [=X=] 8 Anslise Gréfica s

dade
dade

Figura 8.20: Grafico da Velocidade para os Figura 8.21: Grafico da Velocidade para os
tempos2s, 10s, 20s, 30s, 40s, 50s e 60s. tempos70s, 80s, 90s, 100s, 110se 120s
Fonte: Autoria Propria Fonte: Autoria Propria

e Animar - Ao clicar neste bab, os gaficos para a Velocidade ou Profundidade em
funcao do comprimento,& animados em um&se temporal, ondé apresentada
uma seqéncia constitida pelos gaficos gerados pela interpotag;dos resultados,
para cada um dos instantes de tempo contidos na malha.

4. Area para visualizap em tempo real dosatculos realizados para determinar os valo-
res da Velocidade e Profundidade, em pontos é8pes no comprimento do canal. Os
graficos contidos no campo 3@ atualizados tan@mn em tempo real durante o decorrer

dos @lculos efetuados pelo processo;
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t=002s t =020s

1 i 6
| | | 53
) 100 200 300 400 100 2000 300 400 &4
21| Comprinenia -1 Cemprimerto 3
2 2 2
g2 = &
=3 o 3

100

S

Prefundidads

Velacidade

Canprimerto

200
Comprimeno

200

200
Comprimento

Conprimesto

T elacidade

b L

N

Velosidade

 elacidade

/m/— 200
- Comprimento

Velocidade

200
Comprimento Comprinerto

 elocidade

200
Comprimero

il
)
3
-4

Velacidade

200 300 » 20

Comprmento Comprimerto

Velosidade

W elocidacke
o L
Y elocidade

200
Comprimento

Figura 8.22: Frames da animagdo dos resultados obtidos com uso das ESV-1D

Fonte: Autoria Propria
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8.2 EQUAQOES DE SAINT VENANT BIDIMENSIONAIS

Nesta sego aplicou-se o0 MC nas ESV-2D. A estrutura deéésegsh organizada nas seguin-
tes subsdies:

1. As ESV e as ICCIR: Nesta sub&ecdescreve-se as Eqdas de Saint Venant em duas
dimenges e as ICCIR nas diréesx ey.

2. Problema do Reserato: Apresenta-se o exemplo que&eesolvido viaMaplet

3. Aplicagao do MC Para o Problema do Reseovit: Nesta subsé@p, descreve-se as eta-
pas necessias para calcular a velocidade nas diexx ey e a profundidade em cada
instante de tempo.

4. Solugo do Problema do Resergab viaMaplet Apresenta-se o funcionamento ida-
pletimplementada.

8.2.1 AsESVeasICCIR

No Captulo 6, se@o 6.2.2 utilizou-se o MC para transformar o sistema de EDdisén-
sional

AL AV (8.58)

at ox ox ay E/
(8.59)

ou ou ou Jh
E+Uﬁ+va—y+g& =0 (8.60)
(8.61)

oV ov ov  oJh
E+UW+Vd—y+gd—y = 0, (8.62)

em um sistema de EDOs, dado por
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% = U+c (8.63)
(8.64)

d g/.,0ch oV ou
(8.66)
% = U-c (8.67)
(8.68)

d g/.,0h oV ou
a(U—Zc) = +E (qutha—y) _Vo"'_y (8.69)
(8.70)
%’ = V+cC (8.71)
(8.72)

d g/, . ch ouU ov
a(V+20) = _E(U&JrhW)_UW (8.73)
(8.74)
%’ = V-c (8.75)
(8.76)

d g/, . ch duU ov
a(V—Zc) = +E (UE{JrhW)—UW. (8.77)

Com este sistema de ED@gossvel obter a solugo nungrica do sistema de ESV-2D.

8.2.2 Problema do Reseraaip

Considere um resen@io na forma de um paralelggedo de ™ de comprimento, ih de
largura e n metros de altura com inclindQ zero e sem atrito. Inicialmente o reseoviat esa
cheio dedgua e a mesma encontra-se parada, ou seja, a velocidadkedziero. A celeridade
é dada pocp = 1/ghp, ondeg & a constante gravitacion@ = 9.81) e hp & a altura. Considere
a descarga a esquerda e a direita conforme indicado na BdBaou seja, com uma abertura
de Imna fronteirax = cxe 1mna fronteiray = cy.
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Figura 8.23: Reservabrio

Fonte: Autoria Pr 6pria

Calcule a propag@p da onda pelo MC.

8.2.3 Aplicag@o do MC Para o Problema do Reseovit

Ao aplicar o MC nas ESV-2D, utilizou-se os pontos da malhastraia para obter a
solu@o nunerica para encontrar a velocidade nas diesx e y e a profundidade da onda
em qualquer instante de tempo. Para isso dividiu-se&@osags seguintes casos:

Pontos Interiores

Para calcular a celeridade, altura e velocidade nos pamtersares considera-se separada-
mente o que e&tocorrendo nas diréesx ey, respectivamente.

Direcaox) Para encontrar a celeridade, altura e velocidade nos ponér®resé necesario
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considerar as caractsticas negativa e positiva, ou seja, as linbB® RP.

Linha LP na direcdox: Observou-se na tabela 7 que paja= c/gtem-se

d 9
§<u+2c) = QY vy, -

ondeA = g/c(Vh,+h\) eB=VUy. Aplicando a integral em ambos os membros
da equago (8.78), &m-se

tr d tp
N / % Ut20)dt = —/ (A+B)dt
T dt ¢ T
P
= (U +2c) o = —0.5(Ap+Bp+A_+B)At (8.79)
= (Up+2cp)—(U.+2c) = —05(Ar+Bp+AL+Bp)At
= Up+2cp = +(UL+2c)—0.5(Ap+Bp+AL+B)At

Linha RPna direcdaox: De forma a@loga, ao observar a tabela 7, tem-se para

—c/gque
d g

= d (U-2c) = A-B

tr d dt q tp q
N S u—20dt = / A—B)dt

/tR dt( ) . tr ( ) (8.80)
= (U — 20) . = 0.5(Ap —Bp+AR— BR)At
R

= (Up—2cp)—(Ur—2cr) = O0.5(Ap—Bp+Ar—BRr)At
= Up—2cp = +(Ur—2cr)+0.5(Ap —Bp+Ar— Br)At

Das equafes (8.79) e (8.80), obin-se o sistema

{up+2cP = +(UL+2c) —0.5(Ap+Bp+ AL+ BL)AL (6.81)

Up—2cp = +(Ur—2cr)+ 0.5(Ap —Bp+Ar— Br)At

cuja solu@oé dada por

Up = 05(UL+Ug)+(cL—cr)+0.25Ar— A —2Bp — B —Bgr)At (8.82)

Cp = 0.25(UL —Ug)+0.5(c_ +cr) — 0.125(A_ + Ar+ 2Ap + B — Bg) At . (8.83)

Com objetivo de facilitar o entendimento, faz-se uma mudate;notago, para tora-la
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mais pbxima ao processo computacional desenvolvido, para ésgoeciso considerar
que:

¢ A celeridade anterior no pont® na dire@ox, seé denotada pdZi[m,nj;

¢ A celeridade anterior no pontg na dire@ox, seé denotada paZi[m—1,n};

¢ A celeridade anterior no pon® na dire@ox, seé denotada pdZi[m+1,n;

e Anova celeridade calculada no poripna dire@ox, seé denotada paZ3[m,nj;

e A celeridade anterior no ponf na dire@oy, se&a denotada pc@l’[m, nj;

e A celeridade anterior no pontg na dire@oy, sea denotada pd@l’[m, n—1j;

e A celeridade anterior no ponfg na dire@oy, se&a denotada pc@l’[m, n+1j;

e A nova celeridade calculada no pompna dire@oy, seé denotada pd@z’[m, n[;

e A celeridade no pont® seé& denotada pdC;[m, n].

Esta notago estende-se para as velocidatlesV, e para altura.

Alem dissog de fundamental impd@hcia entender como ocorre o armazenamento destes
valores no interior da malha criada. No caso deste problemaspecial, as dimebss

cx= 7.0 ecy= 7.0 50 pontuadas a cada passo dado pelos increméxte®.1 edy =

0.1 respectivamente, desta forma, preenche-se uma malhagueosnpreendida pelo
processo de resolag como uma matriz dex = cx/dx = 70 linhas eny = cy/dy = 70
colunas, onden e nrepresentam as posies enx ey a cada etapa do procedimento.

Cada uma das matrizes resultantes representa o conjuntdodesvabtidos pard, V,

h e C durante cada passagem de tempo, dada pelo increderi®.001. Durante o
calculo dos pontos interiores da malha, considera-seM < nx—1=69 me Z e
1<n<ny—1=69 ne Z como as posiges assumidas por cada ponto representativo
paraJ, V, h eC, conforme ilustrado na Figura 8.24.
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Figura 8.24: Grafico das Retas Caracteisticas para as ESV-2D

Fonte: Autoria Propria

Para encontrddp, cp € hp &€ necesario calcularA,, Ap, Ar, B., Bp € Bgr.

e Ponto P
hy = (M[mn+1]—himn-1])/(2-dy)
Vy = (Vimn+1]-Viimn—1])/(2-dy)
Uy = (Ulmn+1]-Ulmn-1])/(2-dy)
Ap (men) (VA[m,n]-hy+ hi[mn]-\y)
Br = VI1imn]-Uy

e Ponto L

(W [m—21,n+1] —M[m-1n-1])/(2-dy)
Vy = (Vim-1n+1]-V1im-1n-1])/(2-dy)
(Ulm—1,n+1]—U1m—1,n—1))/(2-dy)
AL (me in )-(Vl[m—l,n]-hy+h’1‘[m—1,n]-vy)
V1|

Bl = (m—1,n]-Uy

198
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(8.85)
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e Ponto R

(W [m+1,n+1] —h{[m+1,n-1])/(2-dy)
Vy = (Vim+1n+1]-V1im+1,n-1])/(2-dy)
(Ulm+1,n+1]—-Ulm+1n-1])/(2-dy) _ (8.86)

(CX N ) - (VA[m+1,n] - hy + hX[m+1,n] - 4)

BR = VIim+1,n]-Uy

¢ \VelocidadeJ
U2mn] = 05-(Ulm-1n+Ulm+1n|)
+(Cf[m—1,n —C[m+1,n]) . (8.87)
+0.25- (AR—A_—2-Bp—B_ —BRr) - At

e CeleridadeCs

C3mn] = 0.25-(U1lm-—1,n]—U1l[m+1n))
+0.5- (C{[m—1,n] +CX[m+1,n]) . (8.88)
—0.125 (AL +Ar+2-Ap+B_ —Bg) - At

e Altura h;
Comoc? = gh, apos ter calculado a celeridadencontra-se o valor de visto que

g € constante. Tem-se

RS mn] = W (8.89)

Direcaoy) De forma a@aloga ao que foi feito na dir@gx, para encontrar a celeridade, altura
e velocidade nos pontos interiores na dii@yg &€ necesario considerar as Caracisticas

negativa e positiva, ou seja, as linhdse RP.

Linha LP na direcdoy: Observou-se na tabela 8 que pasa= c/g tem-se

d g
%t(v+2c) = —E(hUX+UhX)—UVX (6.50)
= dt(V+2c) = -D-E

ondeD = (g/c) (hUx+ Uhy) e E =UVy. Aplicando a integral de ambos os membros
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da equago (8.90), okitm-se

tpd tp
= / (V+20)dt — —/ (D +E)dt

L dt i L

P
V +2c = —05Dp+Ep+DL+E)At

= V+ >tL (Dp+Ep+DL+EL) (8.91)
= (Ww+2cp)—M.+2c.) = —-05Dp+Ep+DL+E.)At
= Vp+2cp = + (M +2c.)—0.5(Dp+Ep+DL+EL)At

Linha RPna diregdoy: Analogamente pard = —c/g, tem-se

:t V—20) = %(hUX+UhX) —UVY
= E (V—2c) = D-E
; dt
/P d v _20)dt /tP(D E)dt
= — — = —
tr dt ( t tR (8.92)
P
= (V —2c) . = 0.5(Dp — Ep+Dr— ER)At
R
= (MVp—2cp)— (VR—2cr) = 0.5(Dp—Ep+Dr—ER)At
= Vp—2Cp = + (VR — 2CR) + 0.5(Dp —Ep+Dgr— ER)At

Das equages (8.91) e (8.92), obin-se o sistema

{vp+2cp — +(VL+2c.)—0.5(Dp+Ep+D +E)At (©.93)

Vp—2cp = +(Vr—2cR)+0.5(Dp—Ep+Dr—ER)At

Ao resolver o sistema (8.93), @bh-se:

Vp = 0.5(V|_ +VR) + (C|_ — CR) + 0.25(DR —DL—2Ep—E_— ER)At (8.94)

cp = 0.25MVL —VWRr)+0.5(c +cr) —0.125(D| + Dr+2Dp+ E_ — ER) At . (8.95)

Observa-se que para enconiare cp € necesario calculaDp, Ep, E , Er, D, €Dr.

e Ponto P:

(h[m+1,n] —hi[m—1,n])/(2-dx)
Uy = (Ulm+1,n—Ulm-1n})/(2-dX)
(Viim+1,n—V1im—1,n))/(2-dx) , (8.96)
Dp = (Cymn> (R [m,n] - Ux+U1[m,n] - hy)

Ep = Ulmn]-




e Ponto L:

he = (MW[m+1n-1—-h[m-1n-1])/(2-dx)
U = (Ulm+1,n—-1]-Ulm-1n-1])/(2-dx)
VW = (Vim+1,n—1]-V1m-1n-1})/(2-dx)
_ g
DL = (m>-(h{[m,n—l]-UX+U1[m,n—1]-hX)
EL = Ulmn—1] -V

e Ponto R:

(K [m+1,n+1]—h{[m—1,n+1])/(2-dx)
Uy = (Ulm+1,n+1]-Ulm-1,n+1])/(2-dx)
(Vim+1,n+1]—-V1im—-1n+1})/(2-dx)

Dr = (R[mn+1]-Ux+U1mn+1]-h

R (Cymn+1) Al +1]-Ux+U1] +1]-hy)
Er = Ullmn+1]-\4

e \elocidadev

V2mn] = 05-(Vimn—1+V1mn+1])
+(C[mn—1]-C/mn+1))
+0.25- (Dr—D_ —2-Ep—E_ —ER) - At

o CeleridadeC?

Cimn] = 0.25-(Vimn—1—-V1jmn+1])
+0.5- (CY[m,n—1]+CJ[m n+ 1))
—0.125- (D + Dr+2-Dp+E —ER)-At
Apbs ter encontrad@3[m, n] e C3[m, n], obem-se

CX[m,n] +C3[m, n]

CZ[mJ n] 2
e portanto
2
imn = )

Pode-se analisar os pontos de fronteira de duas maneiras.
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(8.102)
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Fronteira Simples

Neste caso, basta utilizar os pontos maéxpnos da fronteira para calcular a velocidade,
celeridade e altura nos pontos da fronteira, tais pontasgramn-se nas posies imediatamente
anterioresa extrema.

Primeira Situacado: Considerando fixas as po8g&s de fronteira (0)x e ny) &€ possvel atribuir
a elas, os valores contidos na p@siposterior (1) e anteriores{— 1 eny— 1), para isso
utiliza-se uma vaével auxiliar da forma, & i <nx—1=69, i € Z. Obtendo-se:

U2[i,0] = UZ2[,1]
U2(i,ny] = U2[i,ny—1]

. , (8.103)
u20,ij = 0

U2inxi] = 0

V2[i,0] =

V2[i,ny] (8.104)
V2[0,i] = V2[1,i] | |
V2[nxi] = V2[nx—1,i]

h2li,0] = h2[i,1]

h2fi,ny] = h2fi,ny—1] (8.105)
h2[0,i] = h2[1,i] |
h2[nx,i] = h2[nx—1,i]

hfi,0] = hsi,1]

hali,ny] = h3fi,ny—1] (8.106)
i = mLi |
hnxi] = h3[nx—1,i]

h[i,0] = hi,1]

i,y = hfi,ny—1]

o 7 (8.107)
hinxi] = hnx—1,i]



C2]i, 0]
C2[i,ny]
C2[0,i]
C2[nx,i]

CX[i, 0]
C3li,ny]
CX[0, ]
C3[nx, i]

i 0
i ny
co
C3[nx, i]
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= C2[i,1]
= C2[i,ny—1] (8.108)
= C2[L,i] '
= C2[nx—1,i]
Gli, 1]
C3[L,i] ’ '
CS[nx—1,i]
Cli, 1]
Cli,ny—1]
i : (8.110)
C[nx—1,i]

E necesario, abm disso, considerar a condeinicial dada anteriormente e atribais

velocidaded) eV o novo valor 1 nas posigs onde a descarga ocorre 50< 60, | € Z,

deste modo:

U2nxij=1 e VZ[i,nyj=1.

(8.111)

Segunda Situa@o: Durante a Primeira Situag os pontos de cant@a foram contemplados.

E necesario, portanto, analisar a velocidade, celeridade e aftara tais pontos, isto

e feito atribuindo-se o valor zero para as VelocidddesV, e repetindo-se a Altura e

Celeridade das diagonais mai$pimas, da seguinte forma:

U2[0,0] =
U2inxny] =
U 2[0,ny]|

U2[nx 0] =

, (8.112)

o O O o



V2[0,00 = 0
V2[nx, ny] 0
v2[o,ny] = 0O
V2[nx0 = 0
h2[0, 0] h2[1,1]

h2[nx, ny] h2[nx—1,ny—1]
h2[0, ny] h2[1,ny— 1]
h2[nx, 0] h2[nx— 1,1]

50,0 = hs[L1)
h3[nx, ny] h5[nx— 1,ny— 1]
2[00y = h3[1ny—1]
h5[nx, O] h3[nx—1,1]
h0.0 = hy[1,1]
hy[nx, ny] hy[nx—1,ny— 1]
ho.ny = h[Lny—1
h%[nx, 0] hjnx— 1,1]
C2[0,0] C2[1,1]

C2[nx, ny]| C2[nx—1,ny—1]
C2[0,ny] C2[1,ny—1]
C2[nx, 0] C2[nx—1,1]

C3[0,0] C[1,1]

C3[nx, ny] C[nx—1,ny— 1]
Glony = Gliny-1]
Glnx 0] = Gnx—11]
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CJ0,00 = CJ[1,1]

Cylnxny = Cylnx—1,ny—1] (8.119)
cjo.ny = CJ[1,ny—1]

Cnx0] = Cynx—1,1]

Fronteira Detalhada

Este modcé baseado em uma @ise mais detalhada do que ocorre nas fronteiras, para
calcular a celeridade, velocidade e altura em tais pontes@acdividido em oito situa@es:

Fronteirax = 0;

e Fronteiray = 0;

e Fronteirax = cx;

e Fronteiray = cy;

e Canto inferior esquerdo(9,0);
e Canto superior esquerdd0, cy);
e Canto inferior direito {cx, cy);

e Canto superior direito (cx, 0).

Os detalhes de cada casoaestlescritos detalhadamente a seguir.

Pontos de Fronteira @b Canto)

Fronteira x=0) Tem-se na fronteira = 0 queUp = 0.

Direcaox: Ao considerar a fronteira = 0, tem-se que na dir@g x, O existe a carac-
teristica positiva RP) eUp = 0. Segue da equag (8.80) que

Up—2cp = (Ur—2cr)+0.5(Ap —Bp+Ar—Br)At
= 0-2cp = (Ur—2cRr)+0.5(Ap —Bp+ Ar—Bgr)At . (8.120)
= cp = —-05 (UR — ZCR) — 0.25(Ap —Bp+AR— BR)At

Para encontragp € necesario calcularAp, Bp, Ar, Br, Ur €CRr.
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e Ponto P:
hy = (hi[mn+1]—hi[mn—1])/(2-dy)
Vy = (Vimn+1]-Vimn—1])/(2-dy)
Uy = (Ulg[m,n+1]—Ul[m,n—l])/(Z-dy). (8.121)
Ap = C)l([m’n]-(Vl[m,n]-hy-l—h’{[m,n]-vy)
B = VI1mn]-Uy
e Ponto R:

hy = (h[m+21n+1—h[m+1,n-1])/(2-dy)
Vy = (Vim+1,n+1]-V1im+1n-1})/(2-dy)
Uy = (Ulm+1n+1]-Ulm+1,n-1])/(2-dy) . (8.122)

Br = Vi[m+1,n U,

e VelocidadeU
u2mn = 0. (8.123)
o Celeridadec
Cimn] = —0.5-(Ulm+1,n]—2-C{[m+1,n])

—0.25. (Ap —Bp+AR— BR) - At

e Alturah

Smn)®
g

h3[m,n] = (8.124)

Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n} := C5[m,n] e hj[m,n] :=

h5[m,n].

Direcaoy: Ao considerar a fronteira= 0 ondeUp = 0,  que agora na dirégy, onde
existem as Caracfisticas positivaLP) e negativa RP) & posével encontraip e
cp. Paraisso, utiliza as equizes (8.94) e (8.95),

Vp = 05(M +WR)+(cL—CRr)

(8.125)
+0.25(Dr— D —2-Ep — E. — ER)At

Cp = 0.25(V|_ —VR) + 0.5(C|_ —+ CR)

, (8.126)
—0.125(D|_ +Dr+2-Dp+E — ER) At



ondeé preciso encontrdd, , DR, Dp, E| eER.

e Ponto P:
hX - (h?ll_[m_F 17 n] - h{[mv n])/dX
Uy = (Ulm+1,n—U1lmn})/dx
Vs = (V1m+1,n]—V1mn])/dx
Dp = imr - (R [m,n] - Ux+U1[m,n] - hy)
Ep = Ulimn]-Vx
e Ponto L:

hy = (W[m+1,n—1—himn-1])/dx
Uy = (Ulm+1,n—1]-Ulmn-1])/dx
Vg = (Viim+1,n—1]—-V1mn-1})/dx

DL = —y—9 - (h[mn—1-Uy+Ulmn—1]-hy)

Cimn—1]
EL = Ulmn—-1]-V

e Ponto R:
he = (M[m+1,n+1—h[mn+1])/dx

Uy = (Ulm+1,n+1]-Ulmn+1})/dx
Ve = (Vim+1,n+1]-Vimn+1])/dx

Cl[mn-+1]
ErR = Ulmn+1] W

e Velocidadev
V2mn] = 05-(Vimn—1]+V1mn+1])

+(Cf[mn-1]-C/mn+1))
+0.25. (DR— DL-2-Ep—E_ — ER) - At

e Celeridadec
Cmn] = 0.25-(Vimn-1]-V1imn+1])
+0.5- (CY[m,n— 1] +CJ[m,n+1))
—0.125- (D + Dr+2-Dp+E_ —Eg) - At
e Alturah

Smn)?

hmn] = 3

(M [mn+1]-Ug+U1mn+1]-hy)
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Faz-se um “loop” no programa considerar@igm, n := Cy[m,n] e hy[m,n] :=

hy[m, .

Apos ter encontrad@X[m, n] e C3[m,n], obem-se

Comn = Cﬁ[mm]gcg[m’”]. (8.133)
Comoc? = gh, tem-se:
homn = %. (8.134)

Fronteira y =0) Tem-séVp = 0 na fronteiray = 0.

Direcaox: Considerando a fronteigg= 0 ondeVp = 0, tem-se que na diragx existem
as Caractésticas positivaLP) e negativa(RP). Utiliza-se as equégs (8.94) e
(8.95) para encontraf- e cp,

Vo = 05M+WR)+(cL—CcC
i M. +VR) +(aL =) (8.135)
+0.25(Dr— D —2-Ep— E. — ER)At

cp = 0.25VL —VR)+0.5(c_ +CRr) (8.136)

—0.125(D. + Dr+2-Dp+E —ER)At

ondeé necesario calculaD|, Dr, Dp, E| e Eg.

e Ponto P:
hy = (hi[mn+1]—hi[mn])/dy
Wy = (Vimn+1-Vimn])/dy
Uy = (Ulg[m,n+1]—U1[m,n])/dy . (8.137)
f— —_— . X .
Ap = SKimn (V1[m,n]-hy+himn]-V)
Bp = VIi[mn]-Uy
e Ponto L:

hy = (h[m—21n+1 —h[m-1n])/dy
Vy = (Vim—-1n+1]-V1m-1n])/dy
Uy = (Ulm-1n+1]-Ulm—1n])/dy . (8.138)

St (VUm=L.0]- by i[m— 1,0 V)

BL = V1im-1,n]-Uy
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e Ponto R:

hy = (M[m+1n+1]—him+1,n])/dy
Vy = (Vim+1,n+1]-V1m+1,n])/dy
Uy = (Ulm+1n+1]-Ulm+1,n])/dy . (8.139)

S L] (VA[m+1,n] - hy+ R m-+1,n]-\4)

Br = Vim+1,n]-Uy
e VelocidadeU
U2lmn] = 05-(U1lm-21,n]+Ulm+1n])

+(Cf[m—1,n] — C{[m+1,n]) . (8.140)
+0.25- (AR—A_—2-Bp—B_ —BR) - At
e Celeridadec
Cimnn] = 0.25 - (Ulm-1,n—U1m+1,n))
+0.5- (CX[m—1,n +C{[m+1,n)) . (8.141)
—0.125- (AL +Ar+2-Ap+B_ —BRr) - At
e Alturah

Smn)®
g

h3[m,n] = (8.142)

Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n := C3[m,n] e h[m,n] :=
h5[m,n].
Direcaoy: Ainda na fronteiray = 0, $ que agora na dirépy, percebe-se quéexiste

a Caractdstica positiva(RP) eVp = 0. Usando a equag (8.92), tem-se

Vp—2Cp = -I—(VR—ZCR) +0.5(Dp— Ep + Dr— ER)At
= —2cp = +(Vr—2cr)+0.5(Dp — Ep+Dr— ER)At . (8.143)
= cp = —0.5(Vr—2cr) —0.25(Dp — Ep + Dr— ER)At
Para encontratp € necesario calculap, Dg, Eg, Ep.
e Ponto P:
he = (h{[mjL 1, n]—h’l’[m—l, n)/(2-dx)
Uy = (Ulm+1,n—-Ulm-1n])/(2-dx)

Ve = (Vim+1,n-Vim-1n])/(2-dx) . (8.144)
Dp — %-(h’l’[m,n]-ux-l—uqm,n]-hX)

Ep = Ulimn|-Vx
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e Ponto R:

he = (M[m+1n+1—h[m-1n+1])/(2-dx)
Uy = (Ulm+1,n+1]-Ulm-1,n+1])/(2-dx)

Vs = (Vim+21,n+1]-Vim-1n+1})/(2-dx . (8.145)
Dr = m-(h{[mnﬂ]-UX+U1[m,n+1]-hX)
Er = Ulmn+1]-V
e VelocidadeV
vV2mn = 0. (8.146)
e Celeridade
cmn = -0.5-(Vimn+1]—2-C{[mn+1])

—0.25- (Dp — Ep+Dr—ER) - At

e Alturah

(C3lm,n))?
al

hmn] = (8.147)

Faz-se um “loop” no programa considerar@gm, n] := Cy[m,n] e hy[m,n] :=
hy[m, n).
Apos ter encontrad@X[m, n] e C3[m, n], obem-se

Cimn+Clmn]

Colmn = 5 (8.148)
Comoc? = gh, tem-se:
holmn = %. (8.149)

Fronteira x = cX) Na fronteirax = cx, & necesario ter um maior cuidado, poiséah de analisar
as direfesx ey precisa verificar onde existe oama sala deagua.

Fora da sdda daagua) Neste castJp = 0. Analisa-se separadamente 0 que ocorre nas
diregdesx ey.

Direcaox: Considerando a fronteira= cx do reservdirio conforme indicado na
Figura 8.23, tem-se que na digexrx sO existe a caractestica negativgLP).
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Através da equaip (8.79), encontra-se o valor de

Up+2cp = +(UL+2c)—0.5(Ap+Bp+AL+BL)At
= +2cp = +(UL+2c.)—0.5(Ap+Bp+AL+B)At (8.150)
= Ccp = -|-0.5(U|_-|-20|_) —0.25(Ap-|— Bp+A + BL)At

Para encontrazp € necesario calculardp, Bp, A, By.

e Ponto P:
hy = (M[mn+1]-h[mn-1])/(2-dy)
Vy = (Vimn+1]-Viimn—1])/(2-dy)
Uy = (Ulggm7n+1]—Ul[m,n—l])/<2-dy). (8.151)
Ap = CW-(Vl[m,n]-herh’{[m,n]-Vy)
Br = V1imn|-Uy
e Ponto L:

hy = (hi[m—21n+1]—him-1n-1])/(2-dy)
Vy = (Vim-1n+1-Vim-1n-1})/(2-dy)
U = Ulm-1n+1]-Ulm-1n-1])/(2xdy) . (8.152)

_ 9 . _1n- XIm—1.n] -
AL = Sm—11 (Vim—1,n]-hy+him—1,n]-W)

BL = V1m-1,n]-Uy

e VelocidadeU
uzmn = 0. (8.153)
e Celeridadec
Cimn] = 05-(Ulm-1n]+2-C{[m—1n]) | (8.154)
—0.25- (Ap+Bp+A_+BL)-At
e Alturah
smn] = W : (8.155)

Faz-se um “loop” no programa considerai@i¢m, n] :=C3[m,n] ehi[m,n] :=
h5[m,n].
Direcaoy: Considerando a fronteise= cx, O que agora na diré@y onde existem
as Caractésticas positivaLP) e negativaRP) & possvel encontraivp e cp.



Para isso, utiliza as equaes (8.94) e (8.95),

Vp =

Cp =

0.5M.+WR)+(cL—cCr)
+0.25(Dr— D —2-Ep— E| — ER)At

0.25(VL. —VRr) +0.5(c. +CR)
—0.125(D, +Dr+2-Dp+E_ —ER)At

ondeé necesario calculaD|, Dr, Dp, E| e Eg.

e Ponto P:

UX -

Vi
Dp

Ep

e Ponto L:

= (M[m,n] —h{[m—1,n])/dx
= (Ulm,n—U1lm—1,n])/dx
= (V1m,n]—V1m-1n])/dx

- C%'(h{[myn]-ux+Ul[myn]-hx>

= Ulmn]-V

he = (W[mn-1—h[m-1n-1])/dx
Uy = Ulmn—-1-Ulm-1n-1])/dx
Vs = (Vimn—1]—-V1m-1n-1])/dx

g
W'(h{[man_l]'Ux+U1[m,n—l]-hX)

EL = Ulmn—1]-V

he = (W[mn+1]—h[m-1n+1])/dx
Uy = (Ulmn+1]-Ulm-1n+1])/dx
Vx = (Vimn+1]-V1m—-1n+1])/dx

g
gy (MmN U -Vt Uamn+1)-hy

Er = Ulmn+1]-V

e \elocidadev

V2[m,n|

= 05 - (Vimn—-1]+V1imn+1])
+(Cmn—1] - CJ[mn+1])

+0.25- (Dr—DL —2-Ep—E_ —ER) - At

212

(8.156)

(8.157)

(8.158)

. (8.159)

. (8.160)

(8.161)
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e Celeridadec

Cimn] = 0.25-(Vimn—1—-V1[mn+1])
+0.5- (CY[m,n—1]+CJ[m n+1]) . (8.162)
—0.125-(DL+DR+2-DP+EL—ER)-At

e Alturah

(C3[m,n))?
.

hymn] = (8.163)

. Faz-se um “loop” no programa considera@gm, n] :=CJ[m,n] eh[m,n] :=

hy[m, n].

Apbs ter encontradG}[m, n] e C3[m, ], obem-se

y
Cimn) = SMAIGIMA (5.164)
Comoc? = gh, tem-se:
2
holmn] = @ (8.165)

Na sdda daagua) Neste castdp = 1. Analisa-se separadamente o que ocorre nasigisec
Xey.
Direcaox: Ainda na fronteirax = cxdo reservdirio  que agora na s@a daagua,
tem queUp = 1. Ao observar a dirép x tem-se que®existe a Caractestica
negativa(LP). Através da equd (8.79), encontra-se o valor de

Up+2cp = +(U.+2c)—05(Ap+Bp+AL+By)At
= 1+2cp = +(UL+2c)—0.5(Ap+Bp+AL+Bp)At

(8.166)

= 2cp = —1+(UL+2c)—0.5(Ap+Bp+A+By)At
= cp = —0.5+0.5(UL+2c ) —0.25Ap -+ Bp+A_+BL)At
e Ponto P:

hy = (hi[mn+1]—himn—1])/(2-dy)

Vy = (Vimn+1]-Vimn-1})/(2-dy)

Uy = (Ulg[Jm,nJrl]—Ul[m,n—l])/(?dy) . (8.167)

Ap = W-(Vl[m,n]-hy+h’1‘[m,n]-Vy)

Bp = VIi[mn]-Uy
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e Ponto L:

hy = (hi[m—21n+1]—him-1n-1])/(2-dy)
Vy = (Vim-1n+1-Vim-1n-1})/(2-dy)
U = (Ulm-1,n+1-Ulm-1,n-1])/(2-dy) . (8.168)

_ 9 , _1nl. Xim—1.nl-
A= Gt (VA[m—1,n]-hy+hm—1,n]-\4)

BL = V1im-1,n]-Uy

e VelocidadeJ.
uzmn = 1 (8.169)
e Celeridadec
cXmn] = —o.5u2[m,n]+o.5<U1[m—17n]+2C{[m—17“])(8.170)
—0.25(Ap + Bp +- AL 4 BL)At
e Alturah
Simn — M | (8.171)

Faz-se um “loop” no programa considerai@i¢m, n] := C5[m,n] ehj[m,n] :=
h5[m,n].
Direcaoy: Na fronteirax = cx do reservdirio, mas, na diréipy onde existem as
caracteisticas positivdLP) e negativg RP) é posével encontralp e cp. Para
isso, utilizam-se as equdes (8.94) e (8.95),

Vp = O.5(V|_ -I—VR) + <C|_ — CR)

(8.172)
+0.25(Dr— D —2-Ep — E. — ER)At

Cp = 0.25(V|_ —VR) —+ 0.5(C|_ —+ CR)

) (8.173)
—0.125(D|_ +Dr+2-Dp+E — ER) At

ondeé necesario calculaD, Dr, Dp, E. eEg.
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e Ponto P:
he = (R{[mn] - h{[m—1.n])/dx
Uy = (Ulmn]—Ulm-1n])/dx
Vx = (V1mn]—V1[m—1,n])/dx . (8.174)
Dp — (%-(h{[m,n]-Ux-i—Ul[m,n]-hx)
Ep = Ulimn]-Vx
e Ponto L:

he = (W[mn—1—h[m-1n-1])/dx
Uy = (Ulmn-1]-Ulm-1n-1])/dx

Vg = (Vimn—1]-V1m—1n-1])/dx . (8.175)
D|_ — m(h{[m,n—l]Ux‘i‘Ul[m,n—l]hx)

EL = Ulmn—1]-V

he = (W[mn+1]—h[m-1n+1])/dx
Uy = Ulmn+1]-Ulm—1,n+1])/dx

Vs = (V1iimn+1]—-V1im—1n+1])/dx . (8.176)
g
DR - W(h{[m,n‘{‘l]Ux“—Ul[m,n‘l‘l]hx)

Er = Ulmn+1]-V
¢ \elocidadev
V2mn] = 05-(Vimn-—1+V1mn+1])

+(C{[mn—1] —CJ[m,n+1]) - (8.177)
+0.25- (Dr—DL —2-Ep—E_ —ER) - At

e Celeridades
Cimn] = 0.25-(Vimn—1—-V1jmn+1])
+0.5- (CY[m,n—1]+CJ[m n+1]) . (8.178)
—0.125- (D +Dr+2-Dp+E_—E)-At
e Alturah

(C3[m.n))?
T

hy[m, n] (8.179)

Faz-se um “loop” no programa considera@jém, n] :=Cy[m,n] e [m,n] :=
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hy[m, n].

Apbs ter encontrad@3[m, n] e C3[m, n], obem-se

X Y
Comn] — m™n ;CZ[””’ n| (8.180)
e portanto
2
holm,n] — %, (8.181)

Fronteira y = cy) Na fronteiray = cyalem de analisar as diréesx ey é preciso verificar onde

existe ou Ao a s&a deagua.

Fora da sada deagua) Neste castvp = 0. Deve-se analisar separadamente o que ocorre
nas direfesx ey.

Direcaox: Considerando a fronteinra= cy, ao observar a dir@p x nota-se que
existem as Caractisticas positiva(LP) e negativa(RP). Assim & posével
encontratJp e cp. Para isso, utilizam-se as eqoas (8.83) e (8.82),

Ur = 05U +U CL—C
p (UL+UR)+(cL—cCRr) (8.182)
+0.25(Ar— AL —2-Bp — Bl — BR)A

c, = 025U —-U 0.5(c . +¢
P (Ue = Ur) +0:5(cL +Cr) , (8.183)
—0.125(AL + AR+ 2-Ap+ B — Br) At

ondeé necesario calcularA,, Ar, Ap, BL € Bgr.

e Ponto P:
hy = (hi[mn]—hi[mn—1])/dy
W = (Vimn]-Vimn—1])/dy
Uy = (Ulmn]-Ulmn-1})/dy . (8.184)
Ap = %-(Vl[m,n]-hﬁh’ﬂm,n]-Vy)

Bp = VI1imn]-Uy
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e Ponto L:

hy = (h)](.[m_lvn]_h)J(.[m_l’n_l])/dy
Vy = (Vim-1,n-Vim-1n-1])/dy
Uy = (Uim-1n-Ullm-1n-1])/dy . (8.185)

_ 9 , _1nl. Xim—1.nl-
A= G (VA[m—1,n]-hy+hm—1,n]-\4)

BL = V1im-1,n]-Uy

hy = (W[m+1n]—him+1n-1])/dy
Vy = (Vim+1,n—-Vim+1,n-1])/dy

_ 9 , : X :
AR = S+ L (Vim+1,n]-hy+hi[m+1,n]-\y)

BR = VIim+1,n]-Uy
e \elocidadeU

u2mn] = 0.5-(Ulm-—1n+Ulm+1n))
+(C{[m—1,n] —C{[m+1,n]) . (8.187)
+0.25- (AR— AL —2-Bp—B_ —BRr) - At

o Celeridadec

Cmn = 0.25-(Ullm—1,n]—U1lm+1,n])
+0.5- (C{[m—1,n]+C{[m+1,n]) . (8.188)
—0.125- (AL +Ag+2-Ap+ B —Bg) - At

e Alturah

mon] = W (8.189)

Faz-se um “loop” no programa considerai@j¢m, n :=C3[m,n] ehi[m,n] :=
h5[m, n].
Direcaoy: Considerando a fronteina= cy do reservairio conforme indicado na
Figura 8.23, tem-se que na digexy sO existe a Caractestica negativdLP) e
Vp = 0. Atraves da equdip (8.91), encontra-se o valor de

Vp+2cp = +(M.+2c.)—0.5(Dp+Ep+DL +E)At
= 0+2cp = +M+2c)—0.5Dp+Ep+D+E)At (8.190)
= cp = +0.5(M +2c)—0.25Dp+Ep+D +E)At
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Para encontracp € necesario calculaDp, Ep, D, E|.

e Ponto P:
hy = (h [m+1 n| — h{[m—l,n])/(z-dx)
Uy = (Ulm+21,n-Ulm-1,n])/(2-dx)
Vs = (V1m+21,n—-V1im-1n])/(2-dx) . (8.191)
O = gy (Ml UVl )
Ep = Ulmn]-Vx
e Ponto L:

hy = (h[m+1n-1-hm-1n-1])/(2-dx)
Uy = (Ulm+1,n—1-U1m—1n-1])/(2-dx)

Vs = (Vim+1,n—1]-V1im-1n-1})/(2-dx) . (8.192)
DL — m-(h{[mn—n-uﬁuqmn 1-hy)

EL = Ulmn—1]-V

e VelocidadeV
vaimn = 0. (8.193)
e Celeridadec
Cmn] = 05-(V1mn-1]+2.-C/[mn-1)) . (8.194)

—0.25- (Dp+Ep+D_+E.)- At

e Alturah
(C3m,n))?

hymn] = ZT’ (8.195)

Faz-se um “loop” no programa considera@]ém, n] :=Cy[m,n] e [m,n] :=

hy[m, .

Apobs ter encontrad@%[m, n] e C3[m, n], obem-se

Cmn] — Z2mn ch [m,n] (8.196)
e
ho[mn = %g’”])z. (8.197)

Na sdda daagua) Neste cas¥p = 1. Analisa-se separadamente 0 que ocorre nasiaise¢
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Xey.

Direcadox: Considerando a fronteiga= cy do reservdirio e analisando na diraQ
x onde existem as Caracigticas positivgLP) e negativa RP) & posével en-
contrarUp e cp. Para isso, utilizam-se as eqdag (8.82) e (8.83),

Up = 0.5(U|_ + UR) + (C|_ — CR)

(8.198)
+0.25(Ar —A_ — 2-Bp — B — Br)At
e
= 025U, —-U 0.5
Cp (UL —UR) +0.5(cL +cRr) | (8.109)
—0.125(AL + AR+ 2-Ap + B — Br) At
ondeé necesario calcularA, Ar, Ap, B, e Brg.
e Ponto P:
hy = (hi[mn|—hi[mn-1])/dy
Vy = (Vimn|—V1mn-1])/dy
Uy = (Ulg[m,n]—Ul[m,n—l])/dy . (8.200)
f— . . X .
Ap = Smr (V1mn]-hy+himn]-Vy)
Bp = VI1mn]-Uy
e Ponto L
hy = (hi[m—1,n]—hi[m—1,n-1])/dy
Vy = (Vim-1n-Vim-1n-1])/dy
Uy = (Ulm-1,n—-Ulm-1n-1])/dy . (8.201)
- 9 _1nl. XIm—1.nl-
A = Cxim—1ri (Vim—1,n]-hy+him—1,n]-W)
BL = V1m-1,n]-Uy
e Ponto R
hy = (hi[m+21,n—hi[m+1,n-1])/dy
Vy = (Vim+1n -Vim+1,n-1])/dy
Uy = (Ulm+1,n—-Ulm+1n-1])/dy . (8.202)
- 9 . X .
AR = Sm+ L (Vim+1,n]-hy+hi[m+1,n]-\y)

Br = VIim+1,n]-Uy
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e \elocidadeU

U2mn] = 0.5-(Ulm-—1n+Ulm+1n))
+(C[m—1,n] —C¥[m+1,n]) . (8.203)
+0.25-(AR—AL—2-BP—B|_—BR)-At

o Celeridadec

Ci[mn] = 0.25-(U1lm-1,n]—U1l[m+1n))
+0.5- (C{[m—1,n] +C{[m-+1,n]) . (8.204)
—0.125- (AL + Ar+2-Ap+ B —Bg) - At

e Alturah

Xmn = W (8.205)

Faz-se um “loop” no programa considerai@j¢m, n := C3[m,n] ehi[m,n] :=
h5[m, n].
Direcaoy: Ainda na fronteirgy = cydo reservdirio  que agora na s@a daagua,
tem queVp = 1. Ao observar a dirépy tem-se que&existe a Caractestica
negativa(LP). Através da equdip (8.91), encontra-se o valor de

Vp+2cp = +(M.+2c.)—0.5(Dp+Ep+ DL +E)At
= 1+2cp = +(VL+2c)—0.5(Dp+Ep+D+EL)At
= 2cp = —1+(V_+2c.)—0.5(Dp+Ep+DL+E)At
= e = —0.540.5(V.+2c)—0.25Dp+Ep+DL+E)At

(8.206)

ondeé necesario calculaD, Dp, E; e Ep.

e Ponto P:

he = (W[m+1,n—h[m-1n])/(2-dx)

Uy = (Ulm+21,n—-Ulm-1,n])/(2-dx)

Vi = (Vim+1,n—Vim—1,n])/(2-dx) (8.207)
[

g
W-(h{[m,n]-UerUl m,n] - hy)

Ep = Ulimn]-Vx
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e Ponto L:

he = (W[m+1n-1—-h[m-1n-1])/(2-dx)
U = Ulm+1,n—-1-Ulm-1n-1])/(2-dx)

Ve = (Vim+21,n—1]-Vim-1n-1])/(2-dx) . (8.208)
DL — m-(h{[m,n—l]-ux-l—Ul[m,n—l]-hx)

EL = Ulmn—1]-V

e \elocidadev
V2mn = 1. (8.209)
o Celeridadec
Cmn = —-05+05-(Vimn—1+2-Cmn—1
—0.25- (Dp+Ep+Di +EL)-At
e Alturah
y 2
h[m,n] @ . (8.211)

Faz-se um “loop” no programa considera@]@m, n] := Cy[m,n] el [m,n] :=
hy[m, n).

Apos ter encontrad@X[m, n] e C3[m, n], obem-se

X 4
Cz[m,n] — CZ[mun]'iZ_Cz[mun] (8.212)
€ portanto
2
homn = % (8.213)

Pontos de Canto

Canto Inferior Esquerdo - (0,0)) Tem-se no pont@0,0) queUp =0 eVp = 0.

Direcdox: Considerando o pont®,0) na dire@oXx, SO existe a Caractestica positiva
(RP) eUp = 0. Segue da equag (8.80) que

Up—2cp = (UR—ZCR) +0.5(Ap— Bp + AR — BR)At
= 0-2cp = (Ur—2cRr)+0.5(Ap —Bp+Ar— Bgr)At . (8.214)
= cp = —0.5(Ur—2cr)—0.25(Ap — Bp + Ar— Br)At
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Para encontragp € necesario calcular®p, Bp, Ar, Br, Ur € Cr.

e Ponto P:
hy = (hi[m n+1]—himn])/dy
Vy = (Viimn+1]—-V1[mn])/dy
Uy = (Ulmn+1]—-U1[mn])/dy . (8.215)
- _9 : Xim.n] -
Ap = Smn (Vi[m,n]-hy+himn]-\)
Br = V1imn|-Uy
e Ponto R:

hy = (h[m+21n+1—h[m+1n])/dy
Vy = (Vim+1n+1]-Vim+1,n])/dy
Uy = (Ulm+1n+1]-Ulm+1,n])/dy . (8.216)

m (VA 1,0y R M+ 1,0 -\

Br = Vi[m+1,n U,

e \elocidadeU
u2mn = 0. (8.217)
o Celeridadec
CiImn = —-05-(Ulm+1,n—2-C¥m+1.n

—0.25-(AP—BP+AR—BR)-At

e Alturah
X 2
Rmn] = @ . (8.219)

Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n} := C5[m,n] e hj[m,n] :=
h5[m,n].
Direcdoy: Considerando o pont@®,0) na dire@oy, O existe a Caractestica positiva
(RP) eVp = 0. Segue da equag (8.92) que

Vp—2cp = +(Vr—2cr)+0.5(Dp — Ep+Dr— ER)At
= 0-2cp = +(Vr—2cr)+0.5(Dp —Ep+ Dr— ER)At . (8.220)
= cp = —0.5(Vr—2cr) —0.25Dp — Ep + Dr— ER)At

Para encontragp € necesario calculaDp, DR, Eg, Ep.
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e Ponto P:
he = (W{[m+1,n]—hY[m,n])/dx
Uy = (Ulm+1,n—-U1lmn})/dx
Ve = (Vim+1,n]—V1mn])/dx . (8.221)
- _ 9  Wimn. :
Dp = Fmon (hi[m,n]-Ux+U1[mn]-hy)
Ep = Ulimn]-Vx
e Ponto R:

he = (M[m+1,n+1 —h[mn+1])/dx

Uy = (Ulm+1,n+1]-Ulmn+1})/dx

Vg = (Viim+1,n+1]—-V1mn+1])/dx . (8.222)
-(h[m,n+1]-Ux+U1[mn+ 1] - hy)

Climn+1]
Er = Ul[mn+1]-Vy
e VelocidadeV
V2mn = 0. (8.223)
e Celeridade
cmn = -0.5-(Vimn+1]—2-C{[mn+1])

—0.25- (Dp — Ep+Dr—ER) - At

e Alturah

(C3lm,n))?
el

himn] = (8.224)

Faz-se um “loop” no programa considerar@gm, n] := Cy[m,n] e hy[m,n] :=
hy[m, n).
Apos ter encontrad@X[m, n] e C3[m, n], obem-se

CX[m,n] +C3[m, n|

Co[m,n| > (8.225)
e
ho[mn = %g’”])z. (8.226)

Canto Superior Esquerdo -(0,cy)) Tem-se no pont¢0,cy) queUp =0 eVp =0.

Direcaox: Considerando o pont®,cy) na dire@ox, sO existe a Caractestica positiva
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(RP) eUp = 0. Segue da equag (8.80) que

Up—2cp = (Ur—2cRr)+0.5(Ap — Bp+ Agr— Bgr)At
= 0-2cp = (Ur—2cr)+0.5(Ap —Bp+ Ar— Bgr)At . (8.227)
= cp = —0.5(Ur—2cr)—0.25(Ap —Bp + Ar— Br)At

Para encontratp € necesario calcularAp, Bp, Ar € Br.

e Ponto P:
hy = (h)](_[mvn]_h)ﬂmvn_l])/dy
Vy = (Viimn|-V1mn-—1])/dy
Uy = (Ulém,n]—Ul[m,n—l])/dy . (8.228)
Ap = C¥[m’n]-(Vl[m,n]-hy+h’{[m,n]~vy)
Br = VIi[mn|-Uy
e Ponto R:

hy = (h{[m+1,n]—hi[m+1n-1])/dy
Vy = (Vim+1,n-Vim+1,n-1})/dy
Uy = (Ulm+1,n-Ulm+1,n-1])/dy . (8.229)

__9 -hy+ B .
iy VML hy Rme+ 1)

Bk = V1m+1n]-Uy

e \elocidadeU
U2mn = 0. (8.230)
o Celeridadec
Cimn] = —-05-(Ulm+1.n—-2-Cim+1,n

—0.25- (Ap — Bp + AR — Br) - At

e Alturah
X 2
Rmn = @ . (8.232)

Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n| := C5[m,n] e hj[m,n] :=

h5[m, n].

Direcdoy: Considerando o pont®,cy) na dire@oy, s existe a caractestica negativa



(LP) eVp = 0. Atraves da equap (8.91), encontra-se o valor de

Vp+2cp = +(M.+2c.)—0.5Dp+Ep+DL+EL)At
= 0+2cp = +M +2c)—05Dp+Ep+DL+E)At
= ce = 05(M +2c)—0.25Dp+Ep+D +E)At

ondeé necesario calculaD, Dp, E; e Ep.

e Ponto P:
hy = (h{[m—’— 17n]_h)1/[mvn])/dx
Uy = (Ulm+1,n—U1lmn})/dx
Vx = (V1m+1,n]—-V1mn])/dx
g
DP = m(h{[m,n]ux—i—Ul[m,n]hx)
Ep = Ulmn]-V
e Ponto L:

hy = (W[m+1,n—1]—h{[mn-1])/dx
Uy = (Ulm+1,n—1]-Ulmn-1])/dx
Vi = (Vim+1,n—1]—Vijmn—1])/dx

climn—1]
EL = Ulmn—1]-V

e \elocidadeVv
vV2mn = 0.

o Celeridadec

cmn = 05-(Vimn-1]+2.-Cmn-1])
—0.25 (Dp+Ep+D +E)-At

e Alturah

Smn)?

hymn] = g

(K mn—1]-Ux+U1mn—1]-hy)
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(8.233)

(8.234)

(8.235)

(8.236)

(8.237)

(8.238)

Faz-se um “loop” no programa considerar@ém, n] := Cy[m,n] e h[m,n] :=

hy[m, n].
Apobs ter encontradG}[m, n] e C3[m, n], obem-se

CX[m, n] +C3[m,n]

C2 [m7 n] 2

(8.239)
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homn] = wg’”])z. (8.240)

Canto Superior Direito - (cx cy)) Tem-se no pontgcx cy) queUp =0 eVp = 0.

Direcdox: Considerando o pont@x, cy) na dire@ox, O existe a caractestica negativa
(LP) eUp = 0. Atraves da equdp (8.79), encontra-se o valor de

Up+2cp = +(U.+2c)—05(Ap+Bp+AL+B)At
= 2cp = (UL+2c)—0.5(Ap+Bp+AL+BL)At . (8.241)
= cp = +0.5(UL+2c)—0.25Ap+Bp+AL+BL)At

Para encontratp € necesario calcularAp, Bp, A_ €B.

e Ponto P:
hy = (hi[mn]—hi[mn—1])/dy
Vy = (Vi[mn]—-V1mn—1])/dy
Uy = (Ulémm]—Ul[m,n—l])/dy . (8.242)
Ap = C’l‘[m,n]'(Vl[m’n]'herh)ﬂm’n]‘Vy)
Bp = VIimn|-Uy
e Ponto L:

hy = (hﬁ[m—l,n]—h’{[m—l,n—l])/dy
Vy = (Vim-1,n-Vim-1n-1})/dy
Uy = (Ulm-1n-Ulm-1n-1])/dy . (8.243)

_ 9 . _1nl- XIm—1.n]-
AL = Cxim—1n (Vim—1,n]-hy+him—1,n]-\W)
BL = V1im-1,n]-Uy

e \elocidadeU
uzmn = 0. (8.244)

o Celeridadec

C[mn = 0.5-(Ulm-1,n/+2-C{im—1,n|)

) (8.245)
—0.25- (Ap+Bp+AL+BL)-At

e Alturah

Rmn = mg’”])z. (8.246)
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Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n| := C5[m,n] e hj[m,n] :=
h5[m,n].
Direcdoy: Considerando o pont@x, cy) na dire@oy, O existe a caractestica negativa

(LP) eVp = 0. Atraves da equap (8.91), encontra-se o valor de

Vp+2cp = +(ML+2c.)—0.5Dp+Ep+ DL +EL)At
= 0+2cp = +(M +2c)—05Dp+Ep+DL+E)At . (8.247)
= cp = 05V +2c)—0.25Dp+Ep+D +E)At

ondeé necesario calculaD,, Dp, E| e Ep.

e Ponto P:
hy = (h[mn]—h][m—1,n])/dx
Uy = (Ulmn]—-U1lm—1,n])/dx
Vi = (Vimn]—V1[m—1,n])/dx . (8.248)
Dp — C‘l’[rgn, = (Y [m,n] - Uy +U m,n] - hy)
Ep = Ulimn]-Vx
e Ponto L:

hy = (W[mn—1—h[m-1n-1])/dx
Uy = (Ulmn—-1]—-Ulm-1n-—1])/dx

Vs = (V1imn—1]—-V1m—1n-1})/dx . (8.249)
DL — m(h{[m,n—l]Ux—FUl[m,n—l]hX)

EL = Ulmn—1]-V:

e \elocidadev
vV2mn = 0. (8.250)
e Celeridadec
CYmn = 05 - (Vimn—11+2.-C’Imn—-1
—0.25- (Dp+Ep+Di+EL)-At
e Alturah
Cy 2
Wmn = @ . (8.252)

Faz-se um “loop” no programa considerar@gm, n] := Cy[m,n] e h{[m,n] :=
hy[m, n).
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Apbs ter encontradG}[m, n] e C3[m, n], obem-se

Coimn| — MGl (8.253)
e
homn = %g’”])z. (8.254)

Canto Inferior Direito - (cx,0)) Tem-se no pontocx,0) queUp =0 eVp = 0.

Direcaox: Considerando o pont@x,0) na dire@ox, sO existe a caractestica negativa
(LP) eUp = 0. Atraves da equdp (8.79), encontra-se o valor de

Up+2cp = +(UL+2c)—0.5(Ap+Bp+AL+ByL)At
= 0+2cp = +(UL+2c)—05(Ap+Bp+AL+Bp)At . (8.255)
= cp = +05(UL+2c)—0.25Ap+Bp+AL+BL)At

Para encontratp € necesario calcularAp, Bp, AL €B,.

e Ponto P:
hy = (hi[mn+1]—hi[mn])/dy
Vy = (Viimn+1]—V1[mn])/dy
Uy = (Ul[m7n+1]_U1[m’n]>/dy . (8.256)
Ao — %-(Vl[m,n]-hy+h’l‘[m,n]~vy)
Br = V1imn|-Uy
e Ponto L:

hy = (h{[m—21n+1—h[m-1n])/dy

Vy = (Vim—-1n+1]-V1im-1n])/dy

Uy = (Ulm-1n+1-Ulm-1n])/dy . (8.257)
A = ﬁ-(v1[m—1,n]-hy+h§[m—1,n]-vy)

BL = V1im-1,n]-Uy
e \elocidadeU

uzmn = 0. (8.258)

o Celeridadec

C[mn = 0.5-(Ulm-1,n/+2-C{im—1,n|)

. (8.259)
—0.25- (Ap+Bp+AL+BL)-At
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e Alturah

Smn)®
g

Faz-se um “loop” no programa considerar@om, n| := C5[m,n] e hj[m,n] :=

h3[mn] = (8.260)
h5[m,n].
Direcdoy: Considerando o pont®,0) na dire@oy, O existe a Caractestica positiva

(RP) eVp = 0. Atraves da equdp (8.92), encontra-se o valor de

Vp—2cp = +(Vr—2cr)+0.5(Dp — Ep+Dr— ER)At
= —2cp = +(Vr—2cr)+0.5(Dp — Ep+ Dr— ER)At . (8.261)
= cp = —0.5(Vr—2cr) —0.25Dp — Ep + Dr— ER)At

Para encontragp € necesario calculaDp, DR, Eg, Ep.

e Ponto P:
hy = (h[mn]—h][m—1,n])/dx
Uy = (Ulmn]—-U1lm-1,n])/dx
Vg = (V1mn]—V1jm—1n])/dx . (8.262)
Dp — %-(h{[m,n]-ux+u1[m,n]-hx)
Ep = Ulimn]-Vx
e Ponto R:

he = (M[mn+1—h[m—1n+1])/dx
Uy = (Ulmn+1]-Ulm-1n+1])/dx
Vg = (Viimn+1]—V1m-—1n+1])/dx . (8.263)

9 y
Tmny g (Mmn+ 1 UerUtimns:1)-hy

ErR = Ulmn+1] VW

e VelocidadeV
V2imn = 0. (8.264)

e Celeridadec
Cimnl = —05-(vVimn+1-2-Cimn+1) oo

—0.25- (Dp — Ep+ Dr—ER) - At
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e Alturah

Smn)?

hymn] = g

(8.266)
Faz-se um “loop” no programa considerar@igm, n := Cy[m,n] e hy[m,n] :=
hy[m, .

Apos ter encontrad@[m, n] e C3[m, n], obem-se

CX[m,n] +C3[m,n|

Co[mn] = 5 (8.267)
e
ho[mn] = (CZ[E’”])Z (8.268)

8.2.4 Solug@o do Problema do Resergab via Maplet

Para visualiza@o géfica da resolip e resultados deste problema, udapletfoi progra-
mada viasoftware Maplena Figura 8.25 pode ser vista a telasidtware

-
Reservatorio [
A
Dados de Entrada ‘ ]_ )
Comprimentc  Largura Altura (dx) (dy) (dt) (k) () Resultados Tempo Volume n. de Iteragdes
& 7 5 0.1 0.1 0.001 400 5 0 v 325 206.457 325

>

Gréficos e Tabelas - U(xy,t) Gréficos e Tabelas - V(xy,t) Graficos e Tabelas - h(xy,t) 2
Tabela Numérica ] [ Tabela Numérica ] Tabela Numérica

Animar Grafico ] [ Animar Gréfico ] [ Animar Gréfico j

Figura 8.25: Maplet - Reservabrio

Fonte: Autoria Pr 6pria

O funcionamento dMapletdepende de algumas escolhas feitas pelansuonde:

1. Area para digitar os dados de entrada. No exemplo dado,dem-s
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e Comprimento enx: cx=7m;

e Comprimento eny: cy=7m;

e Altura:h=5m;

e dx= 0.1mque representa o incremento infinitesimal na @ceg
e dy= 0.1mque representa o incremento infinitesimal na @&wg
e dt =0.01lsque representa o incremento infinitesimal na @ot¢

e k=400& um dos critrios de parada que estipula a quantidad&ima de matrizes
calculadas pelsoftware caso @o satisfaca o outro cétio (C; < 0.01 ouC} <
0.01), estas matrizes cordem a solug@o final e representam o comportamento das
velocidaded) eV, alem da alturdn a cada posio no tempo;

e p=5¢& um valor utilizado para restringir a quantidade de ponabgs em cada
matriz, e a quantidade de matrizes salvas na onendosoftware Uma a cadap)
matrizes, que podao ser visualizadas posteriormente;

e Resultados: Neste campo, 0 &so pode selecionar as matrizes salvas na amgm
do software

e Tempo: Onde a passagem do tengpapresentada enquanto o programa est
dando;

e Volume: O volume relativo a cada passagem de tempo pode s@liziado pelo
USLAriO;

e Iteragdes: Apresenta a quantidade de itées; p efetuadas para a obt@&wcdos
resultados.

2. No campo 2, eéb os gaficos que 3o atualizados em tempo real durante o decorrer dos
calculos efetuados pelo processo. Para cada um églessvel utilizar os bobes:

e Tabela Nurérica: Ao clicar neste bab, .0 apresentados os resultados da galug
numérica para as vaveisU,V ou h, obtidos pela resol@p do sistema de EDOs
oriundo das equéegs iniciais.

Os resultados con@i@m uma tabela de valores para momentos éspesdo tempo,

na Figura 8.2@& posé$vel observar a tabela nurica selecionada para a altirao
tempo 0335s, o tempo naximo obtido pelo processo quando realizado utilizando a
ideia de fronteiras simples.
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Reservatorio DY
Dados de Entrada
Comprimentc Largura Altura (dx) (dy) (dt) (k) (p) Resultados Tempo Volume n. de Iteragdes
7 7 5 0.1 0.1 0.001 400 5 0 v .335 206.500 335
[: Xy 0. i 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
4 0. 4.8404 4.8678 4.88161 4.87524 4.83794 4.80258 4. 71 14.85502 4.91224 4.95705 .23032 .30510 1.43448 5.00022 X 39
E] 4.8679. 4.8946' 4.89147 4.87253 4.84972 4.84454 4.86577 4.90376 4.9427: 4.97219 .22963 .30576 1.4297: 4.99961 .00244
4 4.8814t 4.8914 4.864. 4.8453: 4.84905 4.86836 4. 11 4.91744 4.9440 4.96787 .21555 .30376 1.4247: 4.99846 ¥ 14
1. 4.8753 4.8725¢ 4. 4.8474. 4.87359 4;9931 4. 01 4.92213 14.93664 4.9559: .19011 |2.. 9958 1.4220: 4.99657 4. kl
X 4.83783 14.8498 4. 4.8735. 4.90556 4.92570 4.92916 14.92495 4.92748 4.9408 .14933 _.29310 1.4259: 4. 7 4.99371
4.80249 4.84453 4. 4.8992: 4.9257' 4.94026 4.94037 4. 2 4.92384 4.9289 .09407 .28505 1.4397. 4. 8. 4.9786/
4.80879 4.86589 4. 14 4.91 4.9291 4.94041 4.94326 4. 4 14.92546 4.9238 .03121 .2778; 1.4611! 4. 4 14.9523:
4.85544 4.90407 4.91755 4.92. 4.9251 4. 9 4.93567 4.93410 4.92665 14,9225 .96492 27111 1.4812: 4.9392: 4.9214
14.91285 4.94309 4.94442 4.93 4.9277: 4. 3 4. 65 14.92645 14.92256 4.91759 .88871 .2593; 1.4895. i. 3. 4.8963
14.95722 4_.7214 4.96805 4.95 .94113 4.9 4.92406 4. 7 4.91754 4.9083 79153 L2 1.47535 4.89544 14.8785¢
.22973 3.2292 3.21524 3.189 .14882 3.093¢ 3.03125 2.964 2.88877 2.791 .12467 744! 28650 2.30009 2.24
487 2.3057: 2.30373 2.29944 .29267 2.2844: 2.27710 2.2 2.25859 2.2 .743775 491 .14880: 1.93094 1.85936
43301 1.4283! 1.42326 1.42024 42408 1.43777 1.45906 1.47¢ 1.48732 1.4 .285065 .147514 .183266e-1 |1.32158 1.21205
.00065 4.9997. 4.99877 4.99669 .99197 4.98075 4.96236 4.93 4.91599 4.89529 2.29973 1.93208 1.3250: 4.76859 14.70970
00381 5.0025¢ 5.00140 4.99956 4.99383 4.97857 4.95225 4.92121 4.89597 4.87865 2.24094 1.86053 1.2167! 4.70987 4.66053
- 0 .
W W 4 4
[ Animar Grafico J [ Animar Grafico ] [ Animar Grafico ]
Figura 8.26: Maplet - Alguns Resultados considerando fronteiras simples
Fonte: Autoria Propria
Por outro lado, quando o processoealizado levando em conta todas as fronteiras
cuidadosamente, o tempaimo obtido a& que o criério de parada seja satisfeito
€ 0.325s, na Figura 8.2 pos$vel observar a tabela nuarica deste resultado.
Reservatorio X
Dados de Entrada
Comprimentc Largura Altura (dx) (dy) (dt) (k) ) Resultados Tempo Volume n. de Tteragdes
7 7 5 0.1 0.1 0.001 400 5 325 v 325 206.457 325
— —
Maplet ﬂ
Gra
[: x/y 0. ) 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
. 0. 4.88073 4.87587 4.90003 4.92783 4.89404 4.81499 4.79489 4.86568 4.94561 14.98651 .25041 .30986 1.41684 5.00007 .00033
5 14.87602 4.88035 4.90010 4.89861 4.85400 4. 20 4.83004 4.89169 4.95204 14.98637 .24478 194 1.41406 4. 9. i 7
X 4.90001 4.90011 4.87515 4.83025 4.81812 4. 4. 4.8877: 4.91300 4.9465( 14.97864 .23333 .307¢ 40959 4. 7¢ 3
g 4.92793 4.89870 4.83035 4.79972 4.84439 4. 9. 4.9208: 4.91701 4.9305! 4. 9 .21730 304 40517 4. 6/ B
z 4.89400 4.85399 4.8179. 4.84454 14.89768 i_ 20 4.93510 4.91784 4.9131: 4. 8 .. 84 299 40455 4. 0’ 4.
A 4.81488 4.81339 4.8527¢ 4.903( 14.93295 14.9483 4.94756 4.92693 4.90628 14.91335 .. 76 2893 41529 4. S 4.
T 4.79477 4.83022 4.88781 4.92 4.93506 4.94732 |4.9538! 4.94114 4, 11 4.90429 54 2777 1.43948 4. 00 14.9678:
L 4.86636 4.8920! 4.9131 4.91664 4.91774 4.92665 4.9413: 4.94540 4. 04 4.91015 0 .26 1.46647 4.94745 4.93274
X 4.94624 4.9522! 4.9467¢ 4.93081 4.91351 4.90611 4.9151! 4.92891 4. 99 14.91554 1 .26 1.47740 4.91664 4.90423
4.! 14.98606 4.986. 4.9788. 4.96163 4.93660 4.91333 4.9044 4.90982 4.91547 14.90818 .81436 .24060 1.45630 4.89354 4.89737
Y .24991 .244. .23303 .21686 .1865! 3.1325! .0607 .98634 .91108 2.81434 1.13897 .744678 .258277 2.2367: 2.18922
.31004 X .30805 |2.30486 .2987! 2.2887( 2771 .26809 .25997 2.239 .744066 .504002 .137338 1.8970! 1.83170
41557 F 84 .40803 40304 4024 1.4133 437¢ 46446 47532 1.454 .257085 .136174 .195659e-1 |1.3256( 1.28246
.00110 .0 7 .00030 .99989 9984 4.9918 .975. .94725 _.91639 14.8933: 2.23644 1.89814 1.32906 4.71610 14.70066
.00053 .00003 .00036 .00014 9993 4.99072 4.967¢ .93279 90421 4.8974 2.18880 1.83247 1.15371 4.70053 4.71834
: .
4 4 4 4 4 4
[ Animar Gréfico ] [ Animar Gréfico } [ Animar Gréfico

Figura 8.27: Maplet - Alguns resultados considerando a fronteira detalhada
Fonte: Autoria Pr 6pria

No caso do exemplo estudado, independente da abordagéradeaias fronteiras,
observou-se que o processo foi interrompido quando a datigitornou-se menor
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qgue 001 (na iterago de rimero 335 e 325, para fronteiras simples e detalhada,
respectivamente), neste momento o volumeagea a estava reduzido de 245
(volume inicial) para aproximadamente 2B@0L (fronteira simples) e 20857L
(fronteia detalhada).

Importante ressaltar que os resultados obtidos pelo caldki&etodo das Diferencas
Finitas Expicitas 10 relativamente piximos aos resultados encontrados pestado
implementado neste trabalho, ambos @tados cessaram as atividades devido ao
mesmo criério de parada, e os volumes finais obtidos foram de5206 206457

e 216576 para o Mtodo das Caractisticas com fronteira simples, detalhada e o
Método das Diferencas Finitas Elgtas, respectivamente. Pode-se comparar tais
valores observando as Figuras 8.26, 8.27 e a Tabela 9.

Animar Giafico: Este bdto é utilizado quando se deseja visualizar os resultados
graficos dispostos em uma séqeia animada. A quantidade deaficos salvos
depende dos valores && p, dados pelo usario, no caso deste exemplosaftware
armazenou 325 = 65 giaficos, aém do géfico das condiges iniciais, resultando
em 66 gaficos. Observando a Figura 2, quéane seis dos @ficos obtidos para as
velocidaded) eV, e para a alturd, o que permite avaliar seus comportamentos
com o decorrer do tempo.
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t =0.005
t=0.100
t =0.200
t=0.300
t=0.325

Figura 8.28: Frames da animacao do esvaziamento do reservatio
Fonte: Autoria Pr 6pria
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9 CONCLUSAO

A ja conhecida ded@o das Equdies de Saint Venant, em uma dim&osvia Teorema do
Transporte de Reynolds serviu de inspiragara deduzir as Equi@es de Saint Venant bidi-
mensionais, ainda que a mais elegante das déeggarta das equaes de Navier-Stokes da
hidrodiramica, a escolha pela derigaxfornecida pelo Teorema de Transporte de Reynolds se
destacou por sua simplicidade. Linearizando estas megquages, obteve-se as eqdas da
onda em uma e duas dimé&es. Para obter as soligs encontrou-se as Inclirias das Curvas
Caracteisticas e as Invariantes de Riemann. A satugunerica dessas equaes foi obtida por
métodos implementados vebftware Maple atualmente em sua 4@dicgao, utilizando-se sua
viabilidade para a constrag deMaplets

Como motiva@o a equago da onda unidimensional foi resolvida, @bgica e numerica-
mente, encontrando-se as Inclibas das Curvas Caradigicas e as Invariantes de Riemann
de duas formas distintas, por combiaadinear e via determinante, ambas se mostraram efica-
zes. Ao utilizar aMapletprogramada para obter a sducnungrica da Equaio do Tekgrafo,
tem-se em r@os uma maior variedade de ferramentas dis@is em uminico softwarepara
aralise dos resultados, 0 acompanhamento dt=utos e sua visualizag gafica ocorrem em
tempo real, @&@m disso, acrescenta-se a possibilidade de novas implagiestque estendem
ainda mais suas funcionalidades iniciais.

De forma a@logaa equago da onda, as Equags de Saint Venant em uma dimaas
foram resolvidas via combinag linear e determinante. O estudo de caso utilizado caneist
analisar o escoamento @dgua em um canal retangular de grande largura avaliandocidadie
e profundidade em pogies espdficas do comprimento do canal e em instantes de tenmgpo pr
fixados, 0 que tornou pasel estimar tais valores em qualquer ponto do canal por deigna
funcao duas vezes continuamente diferamel que foi obtida pela interpolag do tipoSpline
Clbico Natura) sua utilizag@o otimizou o édigo teérico por, entre outros fatoresao haver a
necessidade de unumero grande de subdid@iss no intervalo de comprimento estudado, um
clara vantagem se comparada comtarpolag@o Linear, queé comumente utilizada.
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Apoiando-se na ideia unidimensional, procurou-se obtén@dmages das Curvas Carac-
teristicas e as Invariantes de Riemann da egoata onda em duas dimées via combingio
linear, o que mostrou-sén ser possel devido ao iimero de equdies ser diferente daiumero
de indgnitas. Criou-se umalternativaa combinago linear, obtendo-se &, as Inclinages
das Curvas Caractsticas e as Invariantes de Riemann, o que caracterizou uera@b do
Método das Caracteticas, dando origem ao chamadétdldo das Pseudo-caradsticas.

Com este novo &todo, avaliou-se a vibrap em uma membrana retangular obtendo-se a
solu@o nungrica, a qual foi comparada com a s@ocanditica obtida via 8ries de Fourier,

concluiu-se que o intervalo de varéag da membrana para completar seu primeiro “loep
bastante @ximo aos resultados ariétos.

De maneira aalogaa equago da onda em duas diméaes encontrou-se as Incliras
das Curvas Caracisticas e as Invariantes de Riemann, por meio detddo das Pseudo-
caracteisticas, pois, via Mtodo das Caracfisticas tambm r&ao foi possvel. Como estudo
de caso, analisou-se um problema bidimensional de esveatarde um resenatio, obtendo-
se como resultados a profundidade e a velocidade em dug8eliregpara instantes de tempo
espedicos e posifes pe-fixadas no comprimento e largura do resémat Os resultados
foram comparados com os dados obtidos por meicadmjpsagrado Etodo das Diferencas
Finitas Explicitas, o que permitiu concluir que o&bdo das Pseudo-caradsticasé eficaz.

Os resultados obtidos pelo€imdos implementados e testados, quantificam a validade do
estudo, o Mtodo das Pseudo-caraésticas se mostrou funcional quando pensado em duas
dimen$es, seus resultados se aproximaram de forma sétisfalos dados obtidos por outros
métodos § conhecidos e utilizados, como no caso do resaneatresolvido pelo Mtodo das
Diferencas Finitas Expitas, ou & mesmo da sol@p andtica, como no caso da membrana.
Além disso, conm ressaltar a impdhcia da viabilizago dos resultados por meio de uma
interface gafica, pois, o processo dedise e entendimento dos resultaéosmplificado.

E muito importante destacar que a validade deste estudefiada para o caso de Eqies
Diferenciais Parciais de Segunda Ordem e Sistemas de Pai@aidem Hiperblicos com a&
duas dimendes, o0s quais possuem duas iizas distintas de Curvas Caradsdicas reais. A
continuidade destes estuddsugerida para os casos tridimensionais e éampara 0s outros
tipos de Equaies Diferenciais Parciais, iitas cujas Curvas Caracigticas 80 rao reais e
Paralblicas onde as duas fallas de curvas caracfsticas 80 iguais.
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Tabela 9: Tabela de Resultados para o Mtodo das Diferencas Finitas Exptitas

0.0

0.5

1.0

15

2.0

2.5

3.0

3.5 4.0 4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

0.0
0.5
1.0
15
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0

4.4354
4.4272
4.4356
4.4213
4.5027
4.5089
4.4787
4.4746
4.4899
4.4839
4.4780
4.5110
4.5562
4.5460
45321

4.4272
4.4745
4.4470
4.4006
4.4732
4.4045
4.3711
4.4087
4.4326
4.4122
4.4408
4.4714
4.5090
4.4894
4.5255

4.4356
4.4470
4.3898
4.4018
4.3637
4.3741
4.3926
4.3522
4.3398
4.4109
4.4489
4.4472
4.4273
4.4068
4.4480

4.4213
4.4006
4.4018
4.4282
4.4343
4.4478
4.4006
4.3450
4.3870
4.3961
4.3897
4.4851
4.4801
4.5377
4.5662

4.5027
4.4732
4.3637
4.4343
4.4473
4.3861
4.4011
4.3837
4.4689
4.3760
4.3733
4.5262
4.5419
4.5462
4.5091

4.5089
4.4045
4.3741
4.4478
4.3861
4.4074
4.3515
4.3520
4.4025
4.4180
4.4375
4.4591
4.5025
4.5109
4.5600

4.4787
4.3711
4.3926
4.4006
4.4011
4.3515
4.4021
4.3976
4.3477
4.3536
4.3399
4.4591
4.4577
4.5418
4.5375

4.474899.44.4839
4.408732@.44.4122
4.3522398.34.4109
4.345(B7@.34.3961
4.383/689.44.3760
4.352M02%.44.4180
4.3976474.34.3536
4.5123303.44.3931
4.430808.44.5132
4.3931132.54.5336
4.4085298.44.4230
4.393449.34.3874
4.355%08.34.3477
4.4664084.34.2765
4.5331513.44.3546

4.4780
4.4408
4.4489
4.3897
4.3733
4.4375
4.3399
4.4085
4.4299
4.4230
4.4211
4.3969
4.3618
4.2479
4.1031

4.5110
4.4714
4.4472
4.4851
4.5262
4.4591
4.4591
4.3934
4.3249
4.3874
4.3969
4.3460
4.4846
4.2884
4.1320

4.5562
4.5090
4.4273
4.4801
4.5419
4.5025
4.4577
4.3559
4.3606
4.3477
4.3618
4.4846
4.0544
3.9911
4.0072

4.5460
4.4894
4.4061
4.5377
4.5462
4.5109
4.5418
4.4664
4.3981
4.2765
4.2479
4.2884
3.9911
4.5387
4.3413

45321
4.5255
4.4480
4.5662
4.5091
4.5600
4.5375
4.5331
4.4513
4.3546
41031
4.1320
4.0072
4.3413
4.3562

Fonte: Autoria pr opria.
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ANEXO A - CANAL UNIDIMENSIONAL

Inicio

restart;

with Student[CaIcqusl])
with(plots);

with(plots, implicitplot);
with plottools)
with(CurveFitting);

)[/vith I\élaplets[EIements]);

iteracao

= 10;

Procedimento - exteriorEsq()

exteriorEsq := proc()

local i;
global t,

cr =

h, g, g, nx,

Ic, H, erro, erNR, nig,

MatrizV, MatrlzP MatrlzC
gplmec SplineV,

= dt ()* (c1
inter —cv(xr[O])[

501-]\;/1[0]):

vr = inter_cv(xr[0])[2
r2 .= NewtongM[eln[ A(
(1/2) * V- cr+g *dt *(5 *SO0+(-1) *.25 =g+ vr = abs(vr)/
C"2 *cr2)))
1/2) *q*g*x4 +
-1) *0.25 xg*dt xq"2 *g"3/C"2,
x = c1[0]
c2[0] =

=2,
r2 := NewtonsMethod(

X7 +

1/2) * Vr-Cr+g *dt * (.5 *S0+(-1) .25 =g=*vr = abs(vr)/
"2 xcr'2))) *x6 -

1/2) *q*g*X'4 +

-1) *0.25 xg*dt xq"2 *g"3/C"2,

x = c2[0]

i = 0;
wh|le2eorro <—2abs(02[0] r2) or i < iteracao do
r

r2 := NewtonsMethod(

(1/2) * V[- cr+g *dt * (5 *S0+(-1) .25 *g+*vr *abs(vr)/
C'2 xcr2))) -

1/2) qZ g* X 4 +

—1) *0 5+gxdt xq"2 *g"3/C"2,

iz i+l
end do;
CE *g/(r2 *r2);
r

e

eve



end proc:
Procedimento - interior()

interior := proc()

global MatrizV, MatrizP, MatrizC,
t, g, nx, Ic, H, erro, nig,
dx, dt,
vl, v2,
ﬁl’ c2,

xx, Xxr, Xl,
cr, cl,
vr, vl,
ca

%Phnec SplineV,

for m to nx d
XX m

*
= XX- dt

Xrfm m]-c1l[m
xI[[ f = xx-dt f [ ]+c1[[nH
cr = inter_cv(xr[m
vr := inter_cv xr[m 3[12]
cl := inter_cv(xI[m
vl = mter cv(xlim ;
c2[m 0.25 = v - vr) +
0.5 *(cl + cr) +
0.125 *(g"2 *dt * ((vr * abs(vr *Cr'2) -
(vl =abs vI) *cl'2
_ );
if 1 < m then
v2[m] = NewtonsMethod(
Sx(vl + vr) +
cI -cr +
5 * O+ dt *
005 *( *5
x * abs(X )/(C *c2[m]2) +
vr *absvr c2 xCr2) +
)vl * abs(vl))/(C"2 *cl"2
) X = v2[m-1]
else

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 (vl + vr) +

(cl - cr) +

(1/2) =g*dt *(2 *S0-0.5 »g*

X * abs(x )/(C2 *Cc2[Mm]"2) +

vr *abs(vr))/(C"2 *xCr 2
/(C™2 *cl|2

)vI * abs(vl

)¢
X = v2[0]

: )
end if;
CalculoPontoMedio(xx, v2[m], c2[m])
end do
end proc:

Procedimento - CalculoPontoMedio(xx,V,c)

CalculoPontoMedio := proc(xx, Vv, C)

local i;

global 'v2, c2,
xr xI
vr, vl
cl, cr.
caPM, vaPM,
auxiliarPM,
\S/xr, Vxl,

SpiineC SplineV;

o<
DY
1)

=X

—_—

33T
o<

'__'—'gz
S i
SR

’+é-1 * .5 *dt * Ev+vr c- cr?
+(-1 * .5 x dt * (v+vi+c+cl);

inter_cv(xr[m g[ J
nter cv(xr[m

inter _cv(xI[m]D[1];
mter cv(xiim])[2];

= 025 *((IVI - vr) +

cr) +
0325% g2 dit « «ab for?) -
@2 a0 ebvidie: 13

X
cr
vr
cl
vI

o
R
3
2

2[ rr] = NewtonsMethod(
'I *(vl + vr) +
- +
C5 *gcpdt *(2 % S0+(-1) *.5 xg*(
x * abs(x))/(C"2 *c2[m]"2) +
gvr * abs{vrB/{C 2 * Cr 2?

vl *abs(vl))/(C2 *Ccl"2

e



else

end

do

= v2[0]
if;
while erro <= abs(caPM- 02[2 1)_or
erro <= abs(vaPM-v2[m]) or
i < iteracao
vaPM = v2[m
caPM = c2[m];
xr[m] = xx+(- * 5 xdt x m+vrc2m cr
XI[m] = xx+(- * 5 xdt x mj+vi+c );
cr := inter_cv xr
vr = inter_cv(xr[m 2
cl = inter cv(xI[m
vl = mter cv(xIim
c2[m] := 0.25 =« v - vr) +
8?2*5(C (+2C)d4t- *(( b /(C” "2
* (g2 * vr = abs(vr * Cr -
(vl *absEvlggl( *cl”z;
);
if 1 < m then
v2[m] = NewtonsMethod(
0.5 *(vI + vr) +
cl - +
5 g *dt *(2«S0+(-1) *.5*gx*
X *abs(x )/(C 2 *c2[m]2) +
vr *abs(vr))/(C"2 * +
vl *abs(vl))/(C"2 *cl"2
X = v2[m-1]
else

)
2(,_
| X = v2[m-1]

v2[m] = NewtogsMethod(

I *(vl) + vr) +
c
5 *g*dt *(2%S0+(-1) *.5 xgx
X * abs(x )/(C 2 *c2[m[2) +
vr *abs vrB/ éC 2 *Cr 2))

vl *abs(vl))/(C™2 xcl"2

%_

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 (vl + vr) +
(cl - ¢cr) +

0.5 xg*dt (2 *SO+(-1) *.5 *xg=*
X * abs(x )/(C2 *c2[m]"2 +

vr *abs(vr))/(C"2 *xCr 2

vl *abs(vl))/(C2 *Ccl"2

X = v2[0]
fi.
i = i+l
end do
end proc:

Procedimento - exterior()

exterior := proc()
local ca, i; ) )
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,
t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
vl, v2,
cl, c2,

xX, xr, Xl,
cr, cl,
VI, vI

rl, r2,
vxl, S0, C,
SpllneC SplineV;

xl[nx] := lc - dt * c1[nx];
cl = m%er cvéxlinx]g[%]
vl = inter_cv(xl[nx
c2[nx] :
ol ]05 *g*dt*(SO - 0.5 =*(g*vl xabs(vl)/(C"2
ca :=¢c¢
xl[nx] :=Tc - * dt * (vI+c2[nx]+cl);
cl = inter cvéxl anH
vlz[:—]lnter cv(xl[nx])[2
c2[nx
5*g*dt*(SO - 05
while erro <= abs(ca - c2[nx]) do
ca = c2[n I; ( )
XI[nx] := Tc - *dt « (vl + c2[nx] + cl);
cl = mter chxI nxm ]
vl = mter cv(xl[nx])[2
c2[nx] = ¢l + 0.
OS*g*dt*(SO - 05

% (g * vl *abs(vl)/(C"2

* (g * vl *abs(vI)/(C"2

*cl"2)));

*cl"2)));

*cl'2)))

144



if nx < ilV then

end proc: " ilV = nx
i:
d | inil\{v:: iv - I\'/ d/d
Procedimento - cana auxi\ Anitv -+ dx)/dx; -
0 auxiliarlV[1] = c1[inilV]+(c1[ilV]-c1[inilV * aux|V;
auxiliarlV[2] = v1[inilV]+(v1[ilV]-v1][inil *auxlV;
lcanalu := proc() end[apl)%lcl:l'arl [1], auxiliarlV[2]
ocal i :
global Matrle MatrizP, MatrizC,
g, nx, lc, H, erro, nig, ) )
9)1(' \o/ltz Procedimento - gravar(linha)
cl, c2,
)é)r( é(lr X, ravar := proc(linha)
vr Vll ocal |, . .
cd, global MatrizV, MatrlzP;
i, r2 or Mgy ilinea, %P = vo i
, 12, , atrizVl[linha, i = v2[nig *1];
f ?plmegtSpllne(;/ g MatrizP[linha, i+1] := cz[nlg *i| *c2[nig =i]/g;
or | rom 0_nx do od:
H = H end proc:
clji] =
end do;
exterIOFESQO Procedimento - Programa(gravidade, divisao, comprimentpaltura,
if CZ[rQe]alf 0.0 then e, Vazao)
end if;
mtenor() . idade. divi . |
exterior(J; IF(’)rCoa r?mja dT proc(gravidade, divisao, comprimento, altura , €, vazao)
end proc: gIobaI'M’atnzV Maltrlza MatrizC,
t, g, nx lIc erro, nig,
. N dx, dt,
Procedimento - inter_cv(p) V1 V3,
ﬁl c2,
inter_cv := proc (p) Xx. Xr. xl
global MatrizV, MatrizP, MatrizC, cr, cl,
t, g, nx, Ic, H erro, nig, vr, Vi,
dx, dt, cd,
vl, v2,
cl, c2, h, 1, r2,
XX, Xr, X
ol ContM%trr{% GIP,
vr vl ShowCx, ShowVx, ShowPx,
, InterpolacaoCl, InterpolacaoC2,
q, InterpolacaoV1l, InterpolacaoV2,
Ir&/, r|2|IV InterpglacaOPl InterpolacaoP2,
vaz_x
_ auxmarIV auxl|V; MatanR, MatrizXL, N
iV := 1 + trunc(p/dx): S0, C; S



g := gravidade;

nx := divisao;

Ilc = comprlmento;
H := altura

erro =

nig := (1/10) *NX;
dx =0 Ic/nx;

SO := 0.16e-2;

C 100;

Gt ‘= (1/T00)  *Hedx:
contMatriz = O;
vaz_x0 := vazao;

for i_to 11 do
ShowCx[i] := "true";
ShowVx|i] := "true";
q ShowPx[i] = "true"
od:
for i from O to nx do
clfi] = sqrt(H *q);
c2|i] := sqrt(H * g
od:
for i from 0 _to nx do
vi[i] := 0.0;
v2|il = OO,
od:
for i from 0 to 10 do . )
g Matrle[ , 1+1] := nig * | * dX
0
for i from O to 10 d )
MatrlzP[O i+1] := nlg *j *dx;
od:
t = 0.0;
j = nig;

for i f'rom 0 to 10 do

MatrizV[contMatriz, i+1] := v2[nig *];
MatrizP[contMatriz, i+1] := c2[nig *i["2/g;
MatrizXR[contMatriz, i+1] := xr[nig *];
od: MatrizXL[contMatriz, i+1] := xlI[nig *j

. Tabelar();

i:

j = jt+1;

![ = Jt+dt;

canal();

while 0.1le-1 <= ¢2[0] do
if nig <= Jothen
cor;tMatrlz = contMatriz+1;
for i from O to 10 do

MatrizV[contMatriz, i+1] := v2[nig * ]
MatrizP|contMatriz, i+1] := c2[nig *i]"2/g;
MatrizXR[contMatriz, i+1] := xr[nig *];
od: MatrizXL[contMatriz, i+1] := xI[nig *f;
Tabelar();

if nig =*dt <= t then
GraficoTotal("V");
GraficoTotal("P"
Maplets Tools Set(CBVporX(|temI|st)

convert(evalf(nlg =dt xi, 5), string),
1 i = 0 .. contMatriz
?\'/Iaplets:—Tools:—Set(CBPporX(itemIist) =
se
convert(evalf(nig xdt =i, B), string),
i = 0 .. contMatriz
) )]
o fis
fi. L
| = J *
t =t + dt

canal()
if c2[0] < 0.1e-1 then
. uncaolnterpolacao();
i
od:
end proc:

Procedimento - Tabelar()

Tabelar := proc()
Ioca:j d,|;

5;
Maplets -Tools: Setgg’TB1Vel’;g’appendlme) = 2
Maplets:-Tools:-Set(('TB1Vel')(append’) evalf(t, 5)
for i from 1 to 11 do
Maplets:—TooIs:—Set((TBlVeI)(append) R B
Maplets:—TooIs:—Set(('TBlVeI’)ﬁ’apdpend’)
evalf(MatrizV[contMatriz, i], d)

od:
Maplets -Tools:- SetEE’TBlPro’;E’appendIme) = 2
Pﬂaplefts Togls Sizt 'TB1Pro’)('append’) = evalf(t, 5)
or rom to

Maplets:-Tools:- Set((TBlPro)(append) M

VAL



Maplets:-Tools:-Set(('TB1Pro"), ar()fend) =
evalf(MatrizP[contMatriz,

od:
end proc:

Procedimento - TabelaV()

TabelaV := proc()
global tabela
tabela := Maplet
BoxCell(
Tabl[e(

mpa", "x0", "x40",
"X80 "x120", ' "x160",

IIXZOOH IIX24OIl IIX 80"
"x320", "x360", "x400"

lseq([evalf(mg *dt *i,
MatrizV[i
MatrizV]i
MatrizV|i
MatrizV[i
MatrizV[i
MatrizV[i
MatrizV]i
MatrizV[i
MatrizV|i
MatrizV[i
MatrizV )
i = 0 .. contMatriz

SI—‘LOOO\I(DU‘I-&OJI\)I—‘

O =
=

) )]
as_needed’
utton("OK", Shutdown())]

Maplets[DispIay](tébeIa)
end proc:

Procedimento - TabelaP()

TabelaP := proc()
global tabela;
tabela := Maplet
BoxCell(
Table(

[ ll-l—e p ll IIXOII IlX40Il,
IIX80II IIX120II IIX160II,
"x200", "x240", "x280",
"x320", "x360", "x400"

lseq([evalf(nlg . *dt xi, 5),
MatrizP]i
MatrizPli
MatrizPli
MatrizPli
MatrizP[i
MatrizP[i
MatrizPli
MatrizPli
MatrizP|i
MatrizP[i ,
MatrizP .
i = 0 .. contMatriz

RPRPOO~NOOITAWNE

PO T T

) )]
5), as_needed’
Sutton("OK", Shutdown())]

Maplets[DispIay](tébela)
end proc:

Procedimento - Grafico()

Graﬂco : proc(GE, Listal, Matriz, inty, col, tra)

uGu

plot(splme(

Listal )
Lseq(Matnzh -1, coll, 1 .. contMatriz+1)],
cubic
= _-1 i t,
= inty,

ransparency = tra,

color = re

elif GE =_"E" then
proc(x)
OPtIOI’]S operator,
afrow;
spllne(

List
[seq(Matrlz[| -1, coll, .. contMatriz+1)],

8v¢



Xv
cubic
. end’ proc
i
end proc:

Procedimento - ZerarMarcar()

ZerarMarcar = proc ()
lobal GraficoPorT_cont:
ocal i

for i from O to 10 do

q GraficoPorT cont[|+1]
od:

end proc:

Procedimento - Marcar()

Il\/larlcar := proc(CheckBox, CVP, num, tra, plotter)
ocal i;
global GxC, GxV, GxP,
GraficoPorT show, GraficoPorT_cont;
if CYP = "V" then
GraficoPorT_show :=

[

|mpI|C|th0t(
ly =0, x = 0],
X =0 .t
y = 4701,

color = black,
labels = [tempo "Velocidade"],
labeldirections = [horlzontal vertical]

elif CVP. = "P" then
GraficoPorT_show :=

[
implicitplot
p[y g O( x = 0],
X 0 t

y = -1

color = black

labels = [tempo "Profundidade"],
labeldirections = [horlzontal vert|cal]

fi:

if nig =*dt <=t then
if CheckBox then
GraflcoPorT _cont[num] :

GraflcoPorT cont[num]

for i from O to 10 do
if CVP_= hen
if GraﬂcoPorT cont[|+1] 1 then

GraficoPorT_show = GraficoPorT_show, GxVJ[i+1]

fi:
elif CVP = "P" t
if GraflcoPorT cont[|+1] = 1 then

GraficoPorT_show = GraficoPorT_show, GxP[i+1]

i

od: fi:

Maplets:-Tools:-Set((’'plotter’)('value’) =
display(GraficoPorT_show,

labels :—["Tempo "Velocidade"],
) labeldirections = [horlzontal vert|cal])
fi:
end proc:

Procedimento - AnaliseDoGraficoPort()

AnaliseDoGraficoPort:=proc(CVP,plotter)

global AnaliseGraficaVouPporT:
AnaliseGraficaVouPporT:= Mapletionstartup RunWmdow(
E/deow[MAlN](utIe’ ="An alise Gr afica",

Plotter[plotter](height=500, width=800)

CheckBox['CheckBox000’](
capt|on "x[0]",
‘onchange’="ActionCheckBox000’

CheckBox[ CheckBox040’](
caption="x[1]"
‘'onchange’= "ActionCheckBox040’

CheckBox[ CheckBox080](
capt|on "X[2]",
‘onchange’="ActionCheckBox080’

CheckBox['CheckBox120’](

MAIN),

6v¢



captlon "X[3]",
‘onchange’= "ActionCheckBox120’

CheckBox[ CheckBox160°](
captlon— x[4]"
‘onchange’= "ActionCheckBox160’

)CheckBox[ 'CheckBox200°](
captlon "X[5]",
‘onchange’= "ActionCheckBox200’

CheckBox[ CheckBox240'](
captlon "x[6]"
‘onchange’= ActionCheckBox240’

%fheckBox[ "CheckBox280°](
captlon "X[7]",
‘onchange’= "ActionCheckBox280’

CheckBox[ CheckBox320](
caption="x[8]",
‘onchange’= "ActionCheckBox320’

)CheckBox[ 'CheckBox360°](
captlon "x[9]",
‘onchange’= "ActionCheckBox360’

CheckBox[ CheckBox400'](
captlon "x[10]",
‘onchange’= 'ActionCheckBox400’

Action(‘reference’="ActionCheckBox000’,
Evaluate(
‘function’="Marcar é
,CheckBox000,CVP,1,0.0,plotter

)

Action('reference’="ActionCheckBox040’,
Evaluate(
‘function’="Marcar é
. CheckBox040,CVP,2,0.2,plotter

)

Action('reference’="ActionCheckBox080’,
Evaluate(
'function’= ’Marcaé
CheckBox080,CVP,3,0.4,plotter

))
)
Action(’reference’=’ActionCheckBox120’,
Evaluate(

function’="Marca é
. CheckBox120,CVP,4,0.6,plotter

)

Action('reference’="ActionCheckBox160’,
Evaluate(
‘function’="Marca é
. CheckBox160,CVP,5,0.7,plotter

)

Actlon( reference’="ActionCheckBox200’,
Evaluate(
‘function’="Marca é
. CheckBox200,CVP,6,0.8,plotter

)

Actlon( reference’="ActionCheckBox240’,
Evaluate(
‘function’="Marca é
. CheckBox240,CVP,7,0.7,plotter

)

Action('reference’="ActionCheckBox280’,
Evaluate(
‘function’="Marca é
. CheckBox280,CVP,8,0.6,plotter

)

Actlon( reference’="ActionCheckBox320’,
Evaluate(
‘function’="Marca é
. CheckBox320,CVP,9,0.4,plotter

)

Actlon( reference’="ActionCheckBox360’,
Evaluate(
‘function’="Marca

y CheckBox360 éVP,lo,O.Z,plotter

0S¢



Action('reference’="ActionCheckBox400’, MathML[Export]&ExP[S](T))
Evaluate( elif R E?]
t ML[Export]t ExP[6](T))

'function’="Marca é .
CheckBox400,CVP,11,0.0,plotter elif R ]t
y it MathML[Export ExP[7](T))
- ) elff Ma%ML[Export]t(hExP[S](T))
: eli
Maplets[Display](AnaliseGraficaVouPporT): _ MathML[Export](ExP[9](T))
end proc: elif RB then
RathMLEmerEXP101™)
el M E s P 111(T)
Procedimento - Equacao i P

i
end proc:
Equacao := proc(
CVP, RB1, RB2, RB3, RB4, RB5
RB6, RB7, RB8, RB9, RB10, RBi1

if CVP_= "V" then

Procedimento - AplicarEq2D

znf t%hMLfExpor% e i) AplicarBazb == Procl o ponto, RB1. RB2, RB3, R4,
T e hMLEXRor(EAV21(T) RB5, RB6, RB7, RBS, RB9, RBI10, RB11
el Ma%ML[Export]t%ExVB](T)) it cyp_ = v "t%]en
e Bt [Export(ExV4)(m) : RE%v"l](evaw(Pomo 5))
elif RB5 = elif RB

i ExV 2](eva?f?Ponto 5))
el ER>I<3V 3](evaﬁ?Ponto 5))

then
Ex\/é4](evalf(Ponto 5))

lif EXV 5](eva?f(Ponto 5))

MathML Export]%ExV[S](T))
_ Mat?]ML[Export]%ExV[G](T))
elif R

MathML[Exportf ExV[7](T))

Ma’%ML[Export} ExV[8](T))

elif
elif R

elif elif

» i 3 s
elif I\RAgt ML[Export](Eth[10](T)) elif E)I?V[S](evaﬁ?Ponto 5))
g MeMLEROTEVILIT) el ER>I<3V[9](evaIf(Porr1]to 5))
elit CvP. = "P: then elif RB10 then
Rt e por e EXP[1](T)) olif EXV[lO](eva'f(Porﬁto %)
Bl o B ke A
ol '\RABTNlL Export]%ExP [31(T)) if RB1 = "true"

MathML[Export](ExP[4](T
elif RB5 = "t[ruer')‘ trl( 141T)

lif ER)I(3 }1](evalf(Ponto 5))
xP[2] (eva?f((ePonto 5))

T6¢



elif R H,I
) ExP 3](evaf?Ponto 5))
elif RB v en

if ExP 4](eva f?Ponto 5))
eli

~ ExP 5](evalﬁ‘((3Ponto 5))
elif RB then

ExP 6](eva|f(Ponto 5))

E>l<3P 7](evalf(P0r?to 5))
en

olif E)é%[S](evaﬁ?Ponton 5))

ExP[9](evaLlJf?P0nto 5))

ExP][10](evalﬁ‘((aPonto 5))

ExPjﬁl](evalljf‘(aPor?to 5))

elif
elif

elif R
elif R
- i
end I|'oroc:

Procedimento - EquacaoBotao(CVP)

EquacaoBotao := proc (CVP)

global Equacoes;
Equacoes := Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
E/Vlndow[MAlN](tlte = "Equagc oes",

[:ZadloButton[RBl](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘'group’ 'BGY

adloButton[RBZ](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘'group’ ‘BGL’

adloButton[RB3](
cat(cat(’ x[ convert(dx
‘group’ = 'BGT’

adloButton[RB4](

cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ = ‘BGI’

dloButton[RBS](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ ‘BGY

??adloButton[RBB](

«nig *0,string)),""),

«nig *1,string)),""),

*nig * 2,string)),"T",

«nig *3,string)),"1"),

«nig *4,string)),"T"),

cat(cat( x[ ,convert(dx

‘'group’ = ‘BGL’

ad|oButton[RB7](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ = '‘BGY

ad|oButton[R88](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ 'BGl’

adloButton[RBQ](
cat(cat( x[ convert(dx
‘'group’ BGl’

adloButton[RBlo](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ ‘BGL’

adeutton[RBll](
cat(cat(" [ ,convert(dx
‘group’ = '‘BGY

[\/IathMLV|ewer(he|ght = 500,

width = 200

background

‘foreground’ =

‘reference’ =

TextFiel

labeI[T icaptmn T)
Button("

alcu
Evaluate(

*nig * 5,string)),""),

*nig * 6,string)),"]"),

*nig *7,string)),"T"),

+nig *8,string)),""),

*nig * 9,string)),"T"),

*nig *10,string)),"T"),

= "#FFFFFF",
‘fontsize’ = 8

"#000000",
'MathMLEquacao’

TEP']Cwidth” = 30, 'editable’ = ’true’),

functlon = 'AplicarEq2D(CVP,

TFP,

convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert R83 string),
convert(RB4, string),
convert(RB5, string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert RBS string),
convert(RB9, string),
convert RBlO stnng
convert(RB11, string

[AST4



‘target’ = 'TFR’

elif )CouSI = "S" then
plot(

, spline
iabel[’fT’][(’caption’_:cat(CVP,"(T)")), P Ligtal,
TextField[ TFR’](width’ = 30, ’editable’ = ‘true’) Lseq(Matriz[linha, i], i =1 . 11),
/l’ _ _ cubic
ction(reference’ = ’'Actionl’, ) )
Evaluate( X = 0 .. 10 =*dx=nig,
‘function’ = 'Equacao(CVP, = inty,

convert(RB1, string), ransparency = tra,

convert(RB2, string), color = cor,

convert RBs' str!ng’ ) f|”ed - fl”edtf

convert(RB4, string), fi:

convert(RB5, string), elif GE = "E" then

convert(RB6, string), proc (X)

convert(RB7, string), oPtions operator,

convert(RB8, string), arrow, .

convert sg%o string), Splml_eigtal

convert , string), - o

ConvertRB11, sting) [seq(Matrizlinha, i, i = 1 .. 11)],

target’ = ’MathMLEquacao)’ cubic
~end proc:

guttonGroup[’BG1’](0nChange = Actionl)); endﬂbroc

Maplets[Display](Equacoes):
end proc:

Procedimento - GraficoPorX

GraficoPorX := proc(
GE, Matriz, Listal, inty,
linha, tra, CousSl, cor, filledtf

if GE = "G" then
if CouS] = "C" then
plot ine
spline
Listal,
Lseq(Matriz[Iinha, il, i =1 . 11)],
cubic

0 .. 10 =*dx*nig,
inty,

ransparency = tra,
color or,

filled filledtf

X

Procedimento - ChamaGraficoPorX

ChamaGraficoPorX := proc(
CVP, numl, num2, num3, num4

num5, numé, num7, num8, num9, num10
global GVporX, GPporX;

GVporX[0] := pointplot([0, O]);

GPporX[0] := pointplot([0, O]);

if CVP = "V" then

Maplets:—TooIs:—Seti('PIotteerorX’)(’vaIue’) =
display(GVporX|trunc(num1/(dt *nig))],

GVporX[trunc(num2/(dt *nig))],
GVporX[trunc(hum3/(dt *Nig))],
GVporX[trunc(hum4/(dt *nig))],
GVporX[trunc(num5/(dt *nig))],
GVporX[trunc(num6/(dt *nig))],
GVporX[trunc(num7/(dt *nig))],
GVporX[trunc(hum8/(dt *Nig))], ™
GVporX[trunc(num9/(dt *nig))], w




GVporX[trunc(num10/(dt * Nig d]
labels = ["Comprimento”, "Velocidade"],
labeldirections = [honzontal vertical]

elif )CVP = "P" then

Maplets:-Tools: Seti( PlotterPporX’)('value’) =
d|splay(GPporX trunc(num1/(dt *nig

)
)
fi:
end proc:

PporX[trunc(numz2/(dt *Nig
GPporX trunc(num3/(dt *nig
GPporX[trunc(num4/(dt *Nig
GPporX|trunc(num5/(dt *nig
GPporX[trunc(num6/(dt *nig
GPporX[trunc(num7/(dt *Nig
GPporX[trunc(num8/(dt *nig
GPporX[trunc(num9/(dt *Nig
GPporX[trunc(num10/(dt * mg)g
labels = ["Comprimento”, "Profundidade"],
labeldirections = [honzontal vertical]

T - - - - - T ¢

Procedimento - AnaliseDoGrafico(CVP,plotter)

AnaliseDoGrafico:=proc(CVP,plotter)
global AnaliseGrafica:
AnaliseGrafica: Maplet(onstartup RunWmdow(MAIN)
}deow[MAIN](utIe ="An alise Gr afica",

[

{,

Plotter[plotter](height=500, width=800)

ComboBox('reference’="CB1VporX’,
"W|Ildth’—'75’
sort([seq(dt *| * nig,i=0..contMatriz
onc%an%(e onchange9081Vpor 2

)ComboBox( 'reference’="CB2VporX’,

"vwdth’ 75,

sort([seq(dt *| * nig,i=0..contMatriz)]),
onc%an%e’ ='onchangeCB2VporX’ )

)ComboBox( 'reference’="CB3VporX’,

'width'="75’,

sort([seq(dt *i *nig,i=0..contMatriz)]),
onc%ange ‘onchangeCB3VporX’

)ComboBox( 'reference’="CB4VporX’,
'yv.||dth’—’75'
sort([seq(dt *i *nig,i=0..contMatriz)]),
onc%ange onchangeCB4VporX

)C‘omboBox( 'reference’="CB5VporX’,
Wldth’ 75,

sort [seq(dt *| * nig,i=0..contMatriz)]),
‘onchange’="onchangeCB5VporX’

)C'ZomboBox( 'reference’="CB6VporX’,
Wldth’ 75,

sort([seq(dt * | *nig,i=0..contMatriz
oncﬁwan%(e onchangegCBGVporX’ D-

)C':omboBox(’reference’:’CB7VporX’,
Wldth’ 75,

sort([seq(dt *i *nig,i=0..contMatriz)]),
onc%ange ‘'onchangeCB7VporX’

)C':omboBox( 'reference’="CB8VporX’,
'yv.||dth’ =75,
sort([seq(dt * | * nig,i=0..contMatriz
onc%an(g];(e onchangegCBSVpor .

)C'ZomboBox( 'reference’="CB9VporX’,
vcx)/'ldth’ =75,

sort [seq(dt * | * nig,i=0..contMatriz)]),
‘onchange’= onchangeCBQVporX’

)C':omboBox( 'reference’="CB10VporX’,
"vvllldth’ ='75’,
sortﬁ1 eq(dt * | *nig,i=0..contMatriz)]),
) onchange’= onchangeCBlOVporX’
]
]

Action(’reference’:'onchangeCB1VporX’,
Evaluate(

14514



"function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference':’onchangeCBZVporX',
Evaluate( )
"function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference’:’onchangeCB3VporX’,
Evaluate( i
'function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference’:’onchangeCB4VporX’,
Evaluate( )
"function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
%BlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
)QBlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,

%BlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,

)

Action(’reference’=’onchangeCBSVporX’,
Evaluate( .
'function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

A'ction(’reference’='onchangeCBGVporX’,
Evaluate( _
'function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference’z’onchangeCB?VporX’,
Evaluate( .
function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
)QBlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
)C;BlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,

;;BlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,

Gaq¢



)

Action(’reference’=’onchangeC88VporX',
Evaluate(

‘function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference’:’onchangeCBQVporX’,
Evaluate(

'function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

)

Action(’reference':’onchangeCBmVporX',
Evaluate(

function’="ChamaGraficoPorX(CVP,

CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
)CBlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,

)QBlOVporX

CB1lVporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
%BlOVporX

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CBlOVporX

)

Maplets[DispIay](AnaliseGrafica):
end proc:

Procedimento - animaporx(CVP)

animarporx := proc(CVP)
if CVP = "V" then
Maplets T%ols -Set((’ PIotteerorX )( value’) =
display
seq(GVporXsemL[i, .. contMatriz),
insequence = true,
labels = [Comprlmento "Velocidade"],
labeldirections = [horlzontal vertical]

elif )CVP = "P" then
MapcljetsI T?ols Set(( PIotteerorX )( value’) =
isplay
seq(GPporXsemL[i], .. contMatriz),
insequence = true,
labels = [Comprlmento "Profundidade"],
labeldirections = [honzontal vertical]

o)
fi
end proc:

Procedimento - ChamaEquacaoPorX(CVP, num)

ChamarEquacaoPorX := proc(CVP, num)

if num_<> 0 then
if CVP = "V" .
return EVporX[trunc(num/(dt *Nig))](x)
elif CVP =_"P" then .
return EPporX[trunc(num/(dt *Nig))](x)
else

if CVP = "V" then

fi:
end proc:
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Procedimento - AplicarEmX(CVP, num, TFx)

AplicarEmX := proc(CVP, num, TFX)
if num <> 0 then
if CvP ="

P = "V" then .
~return EVporX[trunc(num/(dt * nig))](evalf(TFx))
elif CVP =_"P" then .
. return EPporX[trunc(num/(dt * nig))](evalf(TFx))
i:
else
if CVP = "V" then
return 0.0
elif CVP = "P" then
i turn H
i
fi:
end proc:

Procedimento - EquacaoPorX(CVP,num,eq)

EquacaoPorX := proc(CVP,num,eq)
global equacaoporx:

equacaoporx := Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](title’'="Equagc oes",

MathMLViewer(
height=500,
width=200,
‘background’="#FFFFFF",
‘fontsize’="8’,
foreground’="#000000",
'reference’="MathMLEquacaoPorX’,
'value'=eq

)

Label[XXX]('caption'="x’), _
TextField[TFX]('width'=30, 'editable’="true’),
Button(
"Calcular”,
Evaluate( )
‘function’=’ IgllcarEmX(CVP,num,TFX)’,
'target’="TFR’)

abel[VVV]( .
:I%a)pl'smn =cat(convert(CVP,string),
X

)IlextFieId[TFR](’width’:BO, ‘editable’="true’)

]

Aétion(’reference’z’Action1’,
Evaluate(

'function’="ChamarEquacaoPorX(CVP,numy)’,

'target’="MathMLEquacaoPorX’

I??utt?)’nGroup[’BG1'](onchange:Action1)

Maplets[DispIay](equacaoporx):
end proc:

Procedimento - GraficoTotal(CVP)

GraficoTotal := Fgroc(CVP)
global GxV, Gx

xV, Ex

GVporX, GVporXsemL,
GPporX, GPporXsemL,
EVporX, EPporX;

local i:
if CVP = "V" then
for i_from 1 to 11 do
GxV[i] =
rafico
fseq(
dt *nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1
?\]/i .
atrizV,
-4 1,
i
0.0
4 )i
XV = ]
seq(Graf'Eg(
[seq(
dt *nig *(i-1),
] i = 1 .. contMatriz+1
?\/I’atrizv,
-1 .. sart(g * H)+1,
i
0.0
), 1 =1 .. 11);
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Maplets:-Tools:-Set(('PlotterV’)(value’) =
display( o
seq(GxVI[i], i = 1 .. 11?,
labels = ["Tempo", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

) .
GVporX#contMatrlz] =
GralgéqPorX(
I[Vlat’réév, S
seq(dx *nig *i, i
-4 q 1, J
contMatriz,
0.0,
IICII'
red,
) false
GVpérXsemL[contMatriz] =
Graflg%Q,PorX(
{\/Iat’réév, o
seq(dx *nig *i, i
2 1, J
80ntMatr|z,
-.Su’
red,
false

EVp)erF:ontMatriz] =
Gra !%gPorX(

{\/Iafréév, o
seq(dx =*nig *i, i
9 q 1 g

contMatriz,
0.0

0 .. 10)],

0 .. 10)],

0 .. 10)],

red,
) false
Maplets:-Tools:-Set(('PlotterVporX')('value’) =
display( )
GVporXsemL[contMatriz], )
labels = ['Comprimento”, "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

elif )CVF? = "P" then
for i_from 1 to 11 do
GxP[i] =

Grafico(

[seq(
dt *nig *(i-1),
] i = 1 .. contMatriz+1
?\/I’atrizP,
-1 .. H+1

i L
0.0
W o=
seq(Grafico(
seq(
[ ((th*nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1
?\]/i .
atrizP,
-1 .. H+1

)i =1 . 11?;
Maplets:-Tools:-Set(('PlotterP’)('value’) =
display(
seq(GxP[i], i = 1 .. 11),
labels = ["Tempo", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)GPporX contMatriz] :=

GraficoPorX(
llGll

{\/Iat’r(iéP, o
seq(dx *nig *i, i
-1 q H+1, g
contMatriz,

1
o

- 10)],

cyan,
false

); .
GPporXsemL[contMatriz] :=
Graf!&qlPorX(

{vl afr(iép’ ig *i, i = 0 .. 10)]
seq(dx =*nig *i, i = . ,
-1 q H+1 g

contMatriz,

8G¢



EPp)c’)rXF:ontMatriz] =
Gra !%QPorX(

'[VI airéﬁp’ ig *i, i = 0 .. 10)]
seq(dx =*nig *i, 1 = . ,
-1 q H+1 J

80ntMatriz’,
cyan,
) false
Mapléts:—_Tools:—Set((’PIotteerorX')(’vaIue’) =

dlsplaz)(

GPporXsemL[contMatriz],
labels = ["Comprimento”, "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
fi:
end proc:

Procedimento - Interpolacao(Matriz, gra)

Interpolacao := proc(Matriz, gra)
local vint, wint, fInt, yInt, allnt, a2Int, Alnt, Bint;

vint := Array([seq(
dt = (i-1) =*nig,
i =1 .. contMatriz+1

)]

wint := Ar)ray([seq( . )
nig *(i-1) *dx,
i=1. 11
) )]
fint .=
proc (i, )
oPt|ons operator,
afrow;
Matriz[i, ]
end proc;
yint ;= Matrix(
contMatriz+1,

[seq
seq(
evalf(Matriz[j, i),
1 i=1. 11

| = 0 .. contMatriz

)
allnt := I\/%étrix( _ _
contMatriz = dt * nig,

Cy
proc (i, ])
oPtlons operator,
arrow;
i
) end proc
az2lnt := Matrix( ] )

contMatriz = dt * nig,
C’ . .
proc (i, j)
oPuons operator,
arrow;

J
) end” proc
ArrayTools[Concatenate](3, allnt, a2int);

Arraylnterpolation(
[vint, wint],

Alnt
Bint

pline,

if gra = "1" then
_return Matrix(BInt)
elif gra = "2" then
return [seq(

eq&vlnt[i], wint[j], yInt[i, j],
j=1. 11

I = 1 .. contMatriz+1

fi:
end proc:

Procedimento - CalculoGrafico3D(CVP, Matriz, gra)

CalculoGrafico3D := proc(CVP, Matriz, gra)
global InterpolacaoC, InterpolacaoV, InterpolacaoP;
if CVP = "V" then
if gra = "1" then
return matrixplot(
Interpolacao(Matriz, gra),
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axes = boxed,

labels = |
"Tempa",
"Comprimento",
"Velocidade"

abeldirections = [
horizontal,
horizontal,
vertical

ite = "Velocidade - V(t,x)"

elif gra = 2) then
return pointplot3d(

Interpolacao(Matriz, gra),

symbol = point,

thickness = 15,

axes = boxed,

labels = |
"Tempa",
"Comprimento",
"Velocidade"

abeldirections = [
horizontal,
horizontal,
vertical

title = "Matriz Velocidade"

)

fi;
elif CVP = "P" then
if gra = "1" then
return matrixplot(
Interpolacao(Matriz, gra),
axes = boxed,
labels = |
"Tempa",
"Comprimento”,
"Profundidade”

abeldirections = [
horizontal,
horizontal,
vertical

ite = "Profundidade - P(t,x)"

elif gra = "2" then
return pointplot3d( )
Interpolacao(Matriz, gra),

fi:
proc:

end

symbol = point,
thickness = 15,
axes = boxed,
labels = |
"Tempo”,
"Comprimento”,
"Profundidade"

abeldirections = [
horizontal,
horizontal,
vertical

; title = "Matriz Profundidade")
i

Procedimento - Grafico3D(CVP, Matriz)

Grafico3D := proc(CVP, Matriz)
global InterpolacaoVl, InterpolacaoVz,

InterpolacaoP1, InterpolacaoP2,

Graficos;
Graficos, =
Maplet( )

‘onstartup’ = 'Actionl’,

'reference’ = 'PlotaPVI’,

Plotter(
'background’ = "#FFFFFF",
‘continuous’ = ‘true’,
'delay’ = '100’,
‘height’ = '500’,
‘reference’ = 'Plotterl’,
'visible’ = ’true’,
‘'width’ = '600’, . .
'value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"1")

?Dlotter(
‘background’ = "#FFFFFF",
‘continuous’ = ‘'true’,
'delay’ = '100’,
'height’ = '500’,
‘reference’ = 'Plotter2’,
'visible’ = ‘true’,
'width’ = ’600’, _ _
'value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"2")

onLayout(

'background’ = "#D6D3CE",
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‘border’ = ‘false’,
‘halign’ = ’'center’,
‘Inset’ = '5

'reference’ = 'BoxLayoutl’,
‘valign” = ’center’,

‘vertical' = ’false’,

‘visible’ = 'true’,

BoxRow
BoxColumn

'bord_er’:’ﬂrue’, )
‘caption’="Matriz Interpolada”,

BoxRow
BoxCell(
'hscroll’ = 'never’,

'value’ = 'Plotterl’,
‘'vscroll’ = ’never’

?EioxRow
BoxRow(
Label[’TTM’](
‘caption’=
cat(
llO <: T < ll,

convert ) )
evalf(dt  *nig * contMatriz,5),

string

)
)fextFieId[’TFPTM'](
'width’ = 5,

‘editable’ = ’true’

oxRow(
Label[ XXM’](
‘caption’=
cat(
"0 <= x <= ",
convert(lc,string)

)IlextFieId[’TFPxM’](
‘'width’ = 5,
‘editable’ = ’true’

onRow(
Button
" Calcular ",
Evaluate( .
'function’ = 'AplicarEq3D(

CVP
TFPTM,
]}EPXM,
‘target’ = 'TFRM’ )
)
oxRow(
LabelMTxM’](
‘caption’=cat(
CVP
"(T,X)"
)
)r'extFi_eId['TFRM’](
‘'width’ = 10,
‘editable’ = ‘true’
)
)
?éoxCqumn(’border':’true’,'caption':"Matriz Tabela",
BoxRow
BoxCell(
'hscroll’ = ’never’,
'value’ = 'Plotter2’,
'vscroll' = ’'never’
?s‘oxRow
BoxRow(
Label['TTI|(
‘caption’=
cat( )
"0 <= i <=",
convert(contMatriz,string)
)r'extFi_eId['TFPTI’](
‘width’ = 5,
‘editable’ = 'true’
oxXRow(
Label[ XXI'](

‘caption’="1 <= j <= 11"
‘extField[ TFPxI')(

‘width’ = 5,

‘editable’ = ’true’
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éoxRow(
Button

alcular "
Evaluate(

’

'function’ = ’Apl|carEq3Di3

‘target’ = 'TFRI’

?3XR

Label[ MTxI']( .
‘caption’=cat(CVP,"(i,))")

extFleId[ TFRI&(
'width’ =

‘editable’ = 'true’

)1
Window

’Iayo(ut’ = 'BoxLayoutl’,
‘reference’ = 'Windowl’,
‘resizable’ = ‘true’,

title’ = "Gr aficos 3D"
k.
Action( )

‘reference’ = ’Actionl’, )

RunWindow('window’ = 'Window1’)

Maplets[DispIay](Graficos)
end proc:

Procedimento - AplicarEq3D(CVP, TFPT, TFPx, MI)

AplicarEq3D = proc(CVP, TFPT, TFPx, MI)
if ML = "M" then
if C = "V" then
MatnzV[TFPT TFPx]
elif CV "

. MatnzP[TFPT TFPx]
i:

),

elif Ml = "I" then
if CVP = "V" the
Interpolacao(Matrle "1"M[TFPT,
elif CVP = "P" then

Interpolacao(MatrizP, "1")[TFPT

fi:
fii
TFPTI end proc:
TEPXI,
A
Maplet Raiz

with (Maplets[Elements]):
maplet :=
Maplet(
onstartup’ 'Action?’,
‘reference’="Maplet1’,
Plotter(
’background’ "#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
‘delay’="100’,
'heig t’—’150
‘reference’ ’PIotteerorX
visible’="true’, width'='350"

?DIotter(

’background’ "#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
'delay’="100’,

‘heig =150,
‘reference’= ’PIotteerorX’
visible’'="true’,
‘width’="350’

Il-’lotter(
'background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
'delay’="100’,
'height'="150",
’reference’:’PIotterV’,
‘visible'="true’,

‘'width'="350’

%Iotter(
'background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
'delay’="100’,
'height'="150",
‘reference’="PlotterP’,
'visible’="true’,

TFPX]

, TFPX]
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‘width’="350’

Acnon% )
‘reference’="clickButtonPrograma’,
Evaluate(
"function’="Programay(
xtG
txtNX,
IXtLC,
txtH
tXtERRO
. IXtVAZAO
)
)
Eutton

’ba(ckground’z"#D6D3CE",
‘caption’="Calcular",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonPrograma’,
‘reference’="ButtonPrograma’,

) 'visible’="true’,width=200

Action% )
'reference’="clickButtonEquacaoV’,
Evaluate('function’="EquacaoBotao("V")")

utton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Equac ao V(T)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoV’,
‘reference’="ButtonEquacaoV’,
'visible’="true’,

) ‘'width'="170’

Actiong )
‘reference’="clickButtonTabelaV’,
Evaluate(

'function’="TabelaV()’,
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true’

?Eiutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela V",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabelaV’,

‘reference’="ButtonTabelaV’,
'visible'="true’,
'width'="170’

Actiong ) ]
'reference’="clickButtonGrafico3DV’,
Evaluate( . )

'function’="Grafico3D("V",MatrizV)’

Eutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico vV - 3D",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonGrafico3DV’,
‘reference’="ButtonGrafico3DV’,
visible’="true’,

) 'width'="170’

Action(f )
'reference’="clickButtonEquacaoP’,
Evaluate(

'function’="EquacaoBotao("P")’

)Eiutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Equac ao P(T)",
‘'enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoP’,
'reference’='ButtonEquacaoP’,
visible’="true’,

) 'width'="170’

Actiong )
‘reference’="clickButtonTabelaP’,
Evaluate(

'function’="TabelaP()’,
‘option‘="append",
'waitforresult'="true’

Eutton(
"background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela P",
‘’enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabelaP’,
‘reference’="ButtonTabelaP’,
'visible'="true’,
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'width'="170’
A’ctiong _ _
‘reference’="clickButtonGrafico3DP’,

Evaluate( ) )
'function’="Grafico3D("P",MatrizP)’

gutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico P - 3D",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonGrafico3DP’,
‘reference’="ButtonGrafico3DP’,

‘visible'="true’,
'width’="170’
)fextFieId(

‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtG’,
'value'="9.807",
'visible'="true’,

‘'width'='5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’=’left’,
‘reference’="txtNX’,
'value'="100",
visible’="true’,

‘'width'='5’

)FextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtLC’,
'value’'="400",
'visible’'="true’,

‘'width'='5’

)fextFieId(

'background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtH’,
'V-a.l-l_,le,:nsu,

visible’="true’,

‘'width’'="5’

)rextFieId(
'bapk round’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
reference’="txtERRO’,
"value’="0.000001",

‘visible'="true’,
‘'width'="'5’
)fextFieId(

‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtVAZAO',
'value'="x -> piecewise(
X < 60,
(-1) *0.1 =x,
X

< 80,
6+0.1 * (x-60),
80 <=

'visible'="true’,
‘'width'="35’
?_’abel(

‘caption’=" nig = nx/10 ",
‘enabled’="true’,
foreground’="#000000",
'reference’="LabelNIG’,
'visible’="true’

?_abel( .
‘caption’=" dx = lc/nx ",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelDX’,
'visible’="true’
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Label(
‘caption’=" dT = 0.05 xdx ",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelDT’,
visible’="true’

?_abel( )
‘caption’=" ¢c2 = g *H "
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelC2’,

'visible'="true’
?_’abel( ) . . ) .
‘caption’=" x[i] = nig *ixdx, 0 <= i <= 10 ",

‘enabled’="truée’,
"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelXI’,
‘visible’="true’

TextBox(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,’enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",’height’="1",

‘reference’="TB1Vel,

visible’="true’,

'width'="130",

‘'wrapped’'="true’,

‘value'=" T = X0 = X1 =
x[2 = x[3 = x[4 =
X[5 = xX[6 = x[7 =
X|8 = X9 = x10] "

TextBox(

‘background’="#FFFFFF",

‘editable’="true’,

‘'enabled’="true’,

‘foreground’="#000000",

'height'="1’",

‘reference’="TB1Pro’,

'visible'="true’,

'width'="130’,

‘wrapped’="true’,

‘value’'=" T = X[0 = X[1 =
x[2 = x[3 = x[4 =
X[5 = x[6 = x[7 =
X|8 = X9 = x[10] "

Act|on(f
‘reference’="onchangeCBVporX’,
Evaluate(

’fuq{:/'glion’:’ChamaGraficoPorX(

CBVporX,
, 0,0,0,0,0,0,0,0,0
)
ComboBox(
'reference’="CBVporX’,
‘width’="50’,
sort([0]),
) ‘onchange’="onchangeCBVporX’
Actiong{
'reference’="onchangeCBPporX’,
Evaluate( )
'function’="ChamaGraficoPorX(
CBPporX,
., 0,0,0,0,0,0,0,0,0
)
ComboBox(
'reference’="CBPporX’,
‘width’="50’,
sort([0]),
‘'onchange’="onchangeCBPporX’
Lo
Actlon(f )
'reference’="clickButtonEquacaoVporX’,
Evaluate(
‘function’="EquacaoPorX(
CBVporX,
Ch'zla{/rnarEquacaoPorX(
CBVporX
)1
)
?E%utton

'ba(ckground’="#D6D3CE",
‘caption’="Equagc ao V(x)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoVporX’,
‘reference’="ButtonEquacaoVporX’,
'visible’="true’
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Action(f .
‘reference’="clickButtonEquacaoPporX’,
Evaluate('function’="EquacaoPorX(

CBPporX,
ChgpmarEquacaoPorX(
CBPporx
)!
)
Eutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Equagc ao P(x)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoPporX’,
‘reference’="ButtonEquacaoPporX’,

) 'visible'="true’

Action% . ]
‘reference’="clickButtonAnalisePporX’,
Evaluate(’function’:’AnaIiseDoG[%‘j,co(

"PlotterPporX"

)

?éutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr aficos P(x)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnalisePporX’,
‘reference’='ButtonAnalisePporX’,

) ‘visible’="true’

Action% _ )
‘reference’="clickButtonAnaliseVporX’,
Evaluate(’function’:’AnaIiseDo@\r/qfico(

"PlotterVporX"

)

?3utton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr aficos V(x)",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnaliseVporX’,

‘reference’="ButtonAnaliseVporX’,
'visible’="true’
Action(f ) _
'reference’="clickButtonAnimarVporX’,
EvaIuate(’function’:’animarpoerV")’),
SetOption(
‘opt|on‘:"glay',
'target’="PlofterVporX’,
'value'="true’

?3’utton(

'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnimarVporX’,
'reference’="ButtonAnimarVporX’,

) visible’="true’

Action% ) .
reference’="clickButtonAnimarPporX’,
Evaluate('function’="animarporx("P")’),
SetOption(

‘opt|0n‘=’glay’,
‘target’="PlotterPporX’,
'value'="true’

gutton(
"background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnimarPporX’,
‘reference’="ButtonAnimarPporX’,

) 'visible’="true’

Action(f ) _
reference’="clickGraficosPport’,
Evaluate ’function’:’ZerarMarcar()?,
Evaluate('function’="AnaliseDoGraficoPort(

"PlotterPport"

)

Eutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico P(T)",
‘'enabled’="true’,
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‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickGraficosPport,
‘reference’="ButtonGraficosPport’,

visible’="true’,

) ‘width'="170’

A’ction% . _
‘reference’="clickGraficosVport’,
Evaluate ’funct!on’z’Zera_rMarcar()?,
Evaluate ’functlon’:’AnallseDoG[% icoPort(

"PlotterVport"

)

Eutton(

'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico V(T)",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickGraficosVport’,
‘reference’="ButtonGraficosVport’,
'visible’="true’,

‘width’="170’

)1
BoxLayout(
‘background’="#D6D3CE",
‘border’="false’,
‘halign’="center’,
inset'="5’,
‘reference’="BoxLayoutl’,
‘valign’="center’,
'vertical'="false’,
‘visible’="true’
BoxColumn(
BoxRowé
BoxColumn(
BoxRow
Box olumn([
‘border'="true’,
'caption’="Dados de Entrada",
BoxCqumng
‘border'="true’,
'caption’="(Ic)",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="txtLC’,
'vscroll'="never’

)

onCqumng
'border'="true’,

‘caption’="(H)",

BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtH’,
'vscroll'="never’

??;oxCqumng
‘border'=’ r(ug’,
‘caption’="(g)",

BoxCell(
'hscroll’="never’,
‘value’="txtG’,

'vscroll'="never’

onCqumn([
'border’="true’,
‘caption’="(nx)",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtNX’,
'vscroll'="never’

??aoxCqumn(t
'border'="true’,
‘caption’="(Erro)",
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="txtERRQO’,
'vscroll’="never’

)

onCqumng
‘border'="true’, .
‘caption’="Considerac oes",
BoxColumn(’border'="true’,
BoxCell

'hscroll’="never’,
'value'="ButtonPrograma’,
'vscroll'="never’

?B:oxCqumn 'border'="true’,
BoxCell
'hscroll’="never’,
'value’="LabelNIG’,
'vscroll'="never’

onColumn(’border’:’true’,
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BoxCell(
‘hscroll’="never’,
'value’="'LabelDX’,
‘'vscroll'="never’

BoxCell
‘hscroll’="never’,
‘value’'="LabelDT’,
‘vscroll'="never’

?éoxCoIumn%’border’ftrue’,

BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value'="LabelC2’,
‘vscroll'="never’

onCoIumn%’border’z’true’,

BoxCell
‘hscroll’="never’,
‘value’="LabelXI’,
‘'vscroll'="never’

?3'oxCoIumn?’border’:’true’,

)
)
onRow
Box olumn([
‘border’="true’, . .
‘caption’="Fungc ao Vazao",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtVAZAQ’,
'vscroll'="never’
)
)
onCqumn

’bord_er’:’(true’, )
‘caption’="Velocidade’,
BoxRow
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="ButtonTabelaV’,
'vscroll'="never’

oxCell(
‘hscroll'="never’,
'value'="ButtonGrafico3DV’,
'vscroll’="never’

)
onCqumn
BoxCell
‘hscroll’="never’,
‘value'="PlotterV’,
‘vscroll'="never’
onRow
BoxCell(
‘hscroll’="never’,
'value'='"ButtonEquacaoV’,
'vscroll'="never’
oxCell(
‘hscroll’'="never’,
'value'="ButtonGraficosVport’,
‘'vscroll'="never’
onCqumn(
BoxRow
BoxCell(
‘hscroll’="never’,
‘value’="PlotterVporX’,
‘vscroll'="never’
onRowé
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="CBVporX’,
‘vscroll'="never’
oxCell(
‘hscroll’="never’,
'value’='"ButtonEquacaoVporX’,
‘'vscroll'="never’
?BOXCeII(
'hscroll’'="never’,
'value’='"ButtonAnimarVporX’,
'vscroll'="never’
oxCell(
‘hscroll’="never,
'value’="ButtonAnaliseVporX’,
'vscroll'="never’
)
)
?BoxCqumn(
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‘border'="true’ .
’captlon’:'Profundldade’,
BoxRow
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="ButtonTabelaP’,
'vscroll’="never’

oxCell(
‘hscroll’="never,
'value'="ButtonGrafico3DP’,
'vscroll’="never’

onColumn
BoxCell
'hscroll’="never’,
'value'="PlotterP’,
'vscroll’="never’

?BOXRowé
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="ButtonEquacaoP’,
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="ButtonGraficosPport’,
'vscroll’="never’

%oxColumn(
BoxRow
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'="PlotterPporX’,
'vscroll'="never’

)
onRowé
BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value’="CBPporX’,
'vscroll'="never’
oxCell(

'hscroll’="never’,
'value’="ButtonEquacaoPporX’,
‘'vscroll'="never’

onCeII(
'hscroll’'="never’,
'value’="ButtonAnimarPporX’,
‘vscroll'="never’

oxCell(
‘hscroll'="never’,
'value’="ButtonAnalisePporX’,
‘vscroll'="never’

) )
)
onRow(

‘border'="true’, ]
‘caption’="Velocidade T/x[i]",

BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="TB1Vel’,

‘'vscroll’="never’

goxRow(
‘border'="true’, ) _
‘caption’="Profundidade T/x[i]",
BoxCell(
‘hscroll’="never’,
'value’="TB1Pro’,
‘vscroll'="never’

’Iayo(ut’:’BoxLayoutl’,
'reference’="Window1’,
‘resizable’="true’,
‘title’="Maplet"

,)A'\Ction(’reference’:’Action1’,
RunWindow('window’="Window1"))):
Maplets[Display](maplet);
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ANEXO B - TEL EGRAFO

restart:
with(Maplets[Elements]):
with(CurveFitting):

with(plots):

with(LinearAlgebra):
with(Student[Calculus1]):
with(plots, implicitplot):
with(plottools):

Digits:=6:
interface(displayprecision = 5):

Procedimento - condini()

cond_ini := proc(x)
local p, q, Vv:

p = -0.02;

g := 0.00;

v =102 + p *x
return([v,p,q)):
end proc:

Procedimento - condxp()

cond_xp := proc(t)
local v, q:
if < 0.0005 then

v VXp + q *t;

(1.5 - vxp)/0.00015;

elif t < 0.07. then
g = -0.25/0.06985;
V=15 + q *(t - 0.00015);
return([v,q]):

.93;

v = 125 + q *(t - 0.07);
return([v,q]):

else
g = 0.0
v = 0.0;

. return([v,q])

i

end proc:

Procedimento - inter_vpq()

inter_vpg := proc(xx)
local i, ini, aux, vx, px, gx:
i == 1 + trunc(xx/dx);
if i > nx then
1= nx;
fir _
ini =1 - 1,
aux = (xx - Xx[ini])/dx;
vx = v1[ini] + (v1[i] - va[ini]
px := plfini] + (pifi] - pl!n!;
gx = qlfini] + (glfi] - qi[ini
return([vx,px,qgx]):
end proc:

*aux:
*aux:
*aux:
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Procedimento - SplineV
SplineV := proc (c)
oPtlons operator,
afrow;
Spline(
seq
~ degree = 1
end’ proc:
Procedimento - SplineP
SplineP := proc (c)
oPtlon_s operator,
afrow;
Spline(
seq
degree = 1
end’ proc:
Procedimento - SplineQ
SplineQ := proc (c)
oPtion_s operator,
afrow;
Spline(
seq
~ degree = 1
end’ proc:

Procedimento - pinterior()

P_interior = proc(m?
ocal pr,gl,qr,ql,vr,vl, r,fl,xr,xl:
global p2, g2, v2:

xr = evalf(xim] + dt):

squx[i][, i = 0 .. round(nx))],

vili], i = 0 ..

Seq?p()[:it][’i],i i::Oo"..

Squé[{][’i],i izzoo"..

xlI = evalf(x[m] - dt):
vr = evalf SplineVExrgz
pr := evalf(SplineP(xr)):
gr = evalf(SplineQ(xr)):
vl := evalf(SplineV(xI)):
pl := evalf(SplineP(xl)):
gl := evalf(SplineQ(xl)):
fr = —évr + alfa *qr):
fl .= -(vl + alfa *ql):
2[m] = evalf(0.5 *(qr - gl + pr + pl + dt *(fl - fr))):
SZ[m] = evaIfEO.S *Egr + CIql + IOpr - BI - dt *éfl + f?B)'
v2[m] := vl + 0.5 xdt = (g2[m] + p2[m] + gl + pl):
end proc:

Procedimento - linha()

linha := proc()

local i

global t,
v1yv2,
SplineV,
p 1p21
SplineP,

g 02,

plineQ:

for i from 0 to nx do
v1[i V2[i]:
plJi

2[il:
qlfi b

g2]i]:

for i from 1 to ixp-1 do
p_interior(i):

for i from ixp+1 to nx-1 do
p_interior(i):

for i from 0 tg 10  *nx do
np_interior(i)

od:

v2[0] = v2[1

p2[0] = p2[1

g2[0] = g2[1

v2[round(nx)] := v2[round(nx-1)]:
p2[round(nx)| := p2[round(nx-1)]:
g2[round(nx)] := g2[round(nx-1)]:
v2[ixp] = cond_xp(t)[1]:

g2[ixp] = cond_xp(t)[2]:
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if ixp =
p2[|xp] &vZ[l] - v2[0])/dx:
elif ixp = nx then

p2[ixp] := (v2[round(nx)] - v2[round(nx-1)])/dx:
ep2[ixp] = 05 * (V2[ixp+1] - v2[ixp-1])/dx:
end proc:

Procedimento - Gravar()

Gravar := proc()
global GraficoPorX,

EquacaoPorX

GraficoPorT
EquacaoPorT:

local j:

Tabelar():
GraficoPorX[LINHA] := plot(
Sp meV&x

= 0.15,
abels = [comprlmento "Tensao'],
_ labeldirections = [horlzontal vertical]

quacaoPorX[LINHA] = proc(c)
oPuons operator,

SpllneV(c)

end proc:

for j from 1 to 11 do
GraficoPorT[j] := plot(

spline(
seq§(|—1) *dt *nigt, i = 1..LINHA)],
seq(MatrizV[i,j], i = 1..LINHA)],

) cubic

cC=0.t
=0. 15

abels = ['tempo", "Tensao"],
Iabeldlrectlons = [horlzontal verticall],
transparency = 0.5,
color = re

EquacaoPorTU] proc(c)
oPuons operator,

spline(

[seq((i-1)  *dt *nigt, i = 1..LINHA)],

Lseq(MatrizV[i,j], i = 1..LINHA)],
cubic
end proc:
od:
Maplets:-Tools:-Set(CBVporX(itemlist) =
seq
convert(evalf(dt *nigt *i, 5), string),
i = 0 .. LINHA

J

end proc: '

Procedimento - mcar

m_car = proc
global vxgs 0

Xp,

1, 92,
VI V2
pl, p2,
Xp, Ixp,
nigx, nigt,
t, dx, dt,
Ic, nx, erro,
LINHA, MatrizV,
GraficoPorX,
GraficoPorT
EquacaoPorX,
_ EquacaoPorT:
local i, j:
Ic = 1.0:
nx = 18:
erro 0.01:
nigx trunc(nx/10):
g|gt = 10 *nigx:

X

dt = 0. * dx:
iXp = round(xp/dx):
for i from 0 to nx do

Xpl =1  *xdx
v2[i] = cond_ini(x[i[1];
p2[i| := cond_ini(x[i)[2];
o g2[i] = cond_ini(x[i])[3];
0

for i from O t

T
o
S
=2

10 do . .
Matrle[l |+1] = X[nigx *]:
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0.0:
= nigt:
if j >= nlgt then

LINHé = LINHA + 1:

for i from O 10 ) )
MatnzV[LINHA |+1] = v2[nigx *]:

od:
fi Gravar():
[
J =)+ L
=1 + dt
Imha(t)
while (v2[0] >= erro) and (v2[round(nx)] >= erro) do
if j >= nigt the
LINHé = LINHA + 1

J
for i from 0 . .
od: MatnzV[LINHA |+1] = v2[nigx *]:

Gravar()
Maglets Tools -Set(('PlotterVporX')('value’) =
raficoPorX[LINHA]

apIets.—TooIs.—Set ('PlotterV")('value’) =
display(seq(GraficoPorT][i],i=1..10))

—
A

j'||' i
N

fi:
+ 1.
Jt Jt + dt:
linha(t):

od:
end proc:

Procedimento - Programa()

Programa := proc()
global LINHA, MatrizV, alfa, xp, vxp, pxp, gxp:

alfa := 0.3;
0.7:

LFNHA = 1
vxXp = cond_ini xp)[1
pxp := cond_ini(xp)[2
gxp := cond_ini(xp)[3

m car()
end proc:

Procedimento - Tabelar()

lo

TabeI%r = proc ()

d 4;
Maplets -Tools: SetEéTBlV)Eappendllne) =
Mapleth§ T%)Is Set(("TB1V’)('append’)

val

aplets:—Tools:—Set((’TB1V’)(’append') =

?\/Iaplets -Tools: Set((TBlV)(a pend) =
evalf(MatrizV[LINHA,
Maplets Tools et((TBlV)(append) =

?\/Iaplets -Tools:-Set((TB1V')(append’) =
evalf(MatrizV[LINHA, 2], d));
Maplets Tools et((TBlV)(append) =
|

?\/Iaplets -Tools:-Set((TB1V")(a pend) =
evalf(MatrizV[LINHA, 3], d
Maplets Tools et((TBlV)(append) =

?\/Iaplets -Tools: Set((TBlV)(a pend) =
evalf(MatrizV[LINHA, 5)
Maplets Tools et((TBlV)(append) =

?\/Iaplets -Tools:-Set((TB1V")(append’) =
evalf(MatrizV[LINHA, 5], d));
Maplets Tools et((TBlV)(append) =
|

?\/Iaplets -Tools:-Set((TB1V")(a pend) =
evalf(MatrizV[LINHA, 6], d
Maplets Tools et((TBlV)(append) =

?\/Iaplets -Tools: Set((TBlV)(a pend) =
evalf(MatrizV[LINHA,
Maplets Tools et((TBlV)(append) =

?\'/Iaplets:—TooIs:—Set((’TB1V’)('append’) =
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evalf(MatnzV[IS_INHA 8], d))
Maplets Tools:-Set((TB1V")( append )

K/Iaplets -Tools:-Set((TB1V")(append’)
evalf(MatrizV[LINHA, 9], d));
Maplets Tools et((’ TB1V* )( append )
|

K/Iaplets -Tools:-Set((TB1V")(append’)
evalf(MatrizV[LINHA, 10], d));
Maplets Tools et((TB1V')(append’)

K/Iaplets -Tools:-Set((TB1V’ (a(lfpend)
_evalf(MatrizV[LINHA, 11

end proc:

Procedimento - TabelaV

TabelaV := proc ()
global tabela;
tabela := Ma(plet &BoxCeII%Table(3

s 0, V0., e, Yo

[seq(l
evalf(dt = nx=*(i-2),3),
MatrizV
MatrizV
MatrizV
MatrizV ,
MatrizV
MatrizV
MatrizV
MatrizV
MatrizV
MatrizV
MatnzV

Ji = . LIN

I—‘E@GJ\IO)U‘I-&(AJNI—‘

1L
A,
as need d),
Buffon("OK"," Shutdown())]);
Maplets[D|spIay](tabeIa)
end proc:

Procedimento - ZerarMarcar()

ZerarMarcar = proc ()

1.0"],

lobal GraficoPorT_cont:

ocal i
for i_from 0 to 10 do
q GraficoPorT_cont[i+1] :=
od:

end proc:

Procedimento - Marcar()

Marcar := proc (CheckBox, num, plotter)
Ioblal GraficoPorT_cont, GraflcoPorT show;
ocal i
GraficoPorT_show := [
|mpI|C|th0t(

[y - O! X = 0]!

X = 0.4t
y = 0..15,
color = black,
labels = ['tempo”, "Tensao"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)

if CheckBox then
GraﬂcoPorT _cont[num] :

GraﬂcoPorT _cont[num] :
end if:
for i from O to 10 d
if GraﬂcoPorT cont[|+1] 1 then
GraficoPorT_show "=
GraficoPorT_show,

. GraficoPorTT[i+1]:
i:
od:
Maplets:-Tools:-Set(('plotter)('value’) =
display(
GraficoPorT_show,
labels = ["Tempo", "Tens ao',

labeldirections = [honzontal vert|cal]

end 'proc:

Procedimento - AnaliseDoGraficoPort()
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AnaliseDoGraficoPort:=proc(CVP,plotter) caption="x[10]",
global AnaliseGraficaVouPporT: ‘'onchange’="ActionCheckBox400’
AnaliseGraficaVouPporT:=Maplet(

onstartup = RunWindow(MAIN),

Edeow[MAIN](utIe' ="An alise Gr afica",

Plotter[plotter](height=500, width=800)

CheckBox['CheckBox000’](
capt|on— x[0]"
‘onchange’= "ActionCheckBox000’

)CheckBox[ "CheckBox040’](
captlon "x[1]",
‘onchange’= "ActionCheckBox040’

CheckBox[ CheckBox080°](
capt|0n— x[2]"
‘onchange’= "ActionCheckBox080’

)CheckBox[ 'CheckBox120°](
captlon "x[3]",
‘onchange’= "ActionCheckBox120’

CheckBox[ CheckBox1607](
capt|0n "x[4]"
‘onchange’= ActionCheckBox160’

)CheckBox[ 'CheckBox200°](
capt|on "x[5]",
‘onchange’= "ActionCheckBox200’

CheckBox[ CheckBox240](
captlon "x[6]",
‘onchange’= "ActionCheckBox240’

)(’:heckBox[ 'CheckBox280°](
capt|on— X[7]",
‘onchange’= "ActionCheckBox280’

CheckBox[ CheckBox320"](
captlon "x[8]",
‘onchange’= "ActionCheckBox320’

)CheckBox[ 'CheckBox360°](
capt|0n- x[9]",
‘onchange’= "ActionCheckBox360’

CheckBox['CheckBox400’](

]

Act|on( reference’="ActionCheckBox000’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox000,1,plotter)’

Action('reference’="ActionCheckBox040’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox040,2,plotter)’

Action('reference’="ActionCheckBox080’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox080,3,plotter)’

Action(’reference’z’ActionCheckBoleO’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox120,4,plotter)’

Actlon( reference’="ActionCheckBox160’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox160,5,plotter)’

Act|on( reference’="ActionCheckBox200’,
Evaluate(

"function’="Marcar(CheckBox200,6,plotter)’

Action(’reference’=’ActionCheckBox240’,
Evaluate(

‘function’="Marcar(CheckBox240,7,plotter)’

Action('reference’="ActionCheckBox280’,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox280,8,plotter)’

Action('reference’="ActionCheckBox320,
Evaluate(

function’="Marcar(CheckBox320,9,plotter)’

Action(’reference’:’ActionCheckBox360’,
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Evaluate(
‘function’="Marcar(CheckBox360,10,plotter)’

Actlon(reference’ 'ActionCheckBox400’,
Evaluate(
'function’="Marcar(CheckBox400,11,plotter)’

)

Maplets[DispIay](AnaIiseGraficaVouPporT):
end proc:

Procedimento - Equacao()

Equacao := proc(
CVP, RB1, RB2, RB3, RB4, RB5
RB6, RB7, RB8, RB9, RB10, RBi1

)

if RB1 = "true" then
it M MathML[Export] EquacaoPorT[l](T)):
eli

MathML[Export] EquacaoPorT[Z](T)):
elif RB:?1 = "true" then
~ Mat ML[Export]t EquacaoPorT[3](T)):
elif RBA%1 = "true" then
Mat ML[Export]t EquacaoPorT[4](T)):
elif RBE?] = "true" then
Mat ML[Export]t EquacaoPorT[5](T)):
elif RB6 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[6](T)):
elif RB7 = "true" then
i I\R/IathML[Export] EquacaoPorT[7](T)):
el — n. n

MathML[Export] EquacaoPorT[8](T)):

) Mat%ML[Export](EquacaoPorT[Q](T)):
elff I\R/Iath(l)\/lL[Export](EquacaoPorT[lO](T))
elit I\R/IgthML[Export](I%]quacaoPorT[ll](T))
end eSFoclf

elif

Procedimento - AplicarEq2D()

AplicarEg2D := proc
P a proc( CVP, Ponto, RB1,

RB2, RB3,
RB5, RB6,
RB8, RBY,

if RB1 = "tru
EquacaoPorTil?(evalf(Ponto

elif 2 tru
i Eq%acaoPorT[Zﬁ(evalf(Ponto
eli

EquacaoPorT[Sﬁ(evalf(Ponto

elif RB4 = Iz
it EqusacaoPorT[4 evalf(Ponto,
eli
) EquacaoPorT[S](evalf(Ponto,
elif RB6 = "true" then
_ EquacaoPorT[6](evalf(Ponto,
elif RB7 = "true” _then
E uacaoPorTI?](evaIf(Ponto
elif RB8 = "true
EquacaoPorT[B](evaIf(Ponto
elif RB9 true” then
EquacaoPorT[gﬁ(evalf(Ponto

0
it EqualcaoPorTTlOﬁ(evalf(Ponto
eli
: EquacaoPorTeill IZevalf(Ponto
i:

end proc:

elif

Procedimento - EquacaoBotao()

EquacaoBotao := proc (CVP)
global Equacoes;
Equacoes = Ma Iet(onstartup
Window[MAIN]('title’ = "Equagc

RadioButton[RB1](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ = 'BGI’

adeutton[RBZ](

cat(cat( x[ ,convert(dx
‘group’ = ‘BGL’

dloButton[RBS](
cat(cat( x[ ,convert(dx
‘'group’ 'BGY

??adloButton[RB4](

RB4,
RB7,
RB10, RB11

5))
5))
5))
5))
5))
5))
5))
5))
5))
5))
5))

RunWmdow(MAIN)
Oes",

*nigx *0,string)),"T").

*nigx * 1,string)),"",

*nigx * 2,string)),"]"),
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cat(cat( x[ ,convert(dx *nigx * 3,string)),"T"),

‘'group’ ‘BGI’

adloButton[RBS]( . .
cat(cat("x[",convert(dx *nigx = 4,string)),"T"),
‘group’ = '‘BGY’

ad|oButton[RBG]( ) .
cat(cat("x[" convert(dx *nigx = 5,string)),""),
‘'group’ = '‘BGI’

adloButton[RB7]( . .
cat(cat("x[" convert(dx *nigx *6,string)),"T"),
‘group’ BGY’

adloButton[RBS]( ) .
cat(cat("X[",convert(dx *nigx *7,string)),"T"),
'group’ = ‘BGI’

adloButton[RB9]( ] )
cat(cat( X[",convert(dx *nigx * 8,string)),"T"),
‘group’ = '‘BGY

adloButton[RBlo]( ) )
cat(cat(’ x[ ,convert(dx *nigx * 9,string)),"T",
‘group’ ‘BGL

ad|oButton[RBll](

cat(cat(" [ coGnlvert(dx *nigx *10,string)),"]",

'group’

MathMLViewer(height = 500

width = 200,

’background’ = "#FFFFFF",
‘fontsize’ = '8,

foreground’ = "#000000",
'reference’ = 'MathMLEquacao’

LabeI[Tg ‘caption’="T"), _

TextField[ TFP’ (Wldth’ = 30, ’'editable’ = ’'true’),

Button(" alcular ",
Evaluate(

functlon = ’ApllcarEqZD(

TFP

convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),

convert(RB4, string),
convert RBS string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert RBlO strmg
. convert(RB11, string
target’ = 'TFR’ )

?_abel[fT (capt|on =cat(CVP,"(T)"),
TeXtF(Ijerl1 TFR’](

30,
edltable = ‘true’

Actlon( reference’ = 'Actionl’,
Evaluate(
function’ = 'Equacao

convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),
convert(RB4, string),
convert RBS string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert RBlO strlng ,
convert(RB11, string

‘target’ = ’Mathl\XLEquacao

??luttonGroup[’BGl’](onchange = Actionl));
Maplets[Display](Equacoes):
end proc:

Procedimento - ChamaGraficoPorX()

ChamaGraficoPorX := proc(

CVP, numl, num2, num3, num4
num5, numé, num7, num8, num9, num10
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global GraficoPorX:

GraficoPorX[0] = pomtplot\;
Maplets:-Tools: Set(( PlotterVpor )(value)

display(
GraficoPorX[trunc(num1/(dt *nigt))],
GraficoPorX[trunc(num?2/(dt *nigt))),
GraficoPorX[trunc(num3/(dt *nigt))),
GraficoPorX[trunc(num4/(dt *nigt))),
GraficoPorX[trunc(num5/(dt *nigt))],
GraficoPorX[trunc(num6/(dt *nigt))),
GraficoPorX[trunc(hum7/(dt *nigt))),
GraficoPorX[trunc(num8/(dt *nigt))],
GraficoPorX[trunc(num9/(dt *nigt))],
GraficoPorX[trunc(hnumZ10/(dt * nigt))],
labels = ['Comprimento”, "Tens ao',

) labeldirections = [horizontal, vertical]

end proc:

Procedimento - AnaliseDoGrafico()

AnaliseDoGrafico := proc(CVP,plotter)
global AnaliseGrafica:
AnaliseGrafica:=Maplet(onstartup = RunWmdow(MAIN)
E/Vindow[MAIN]('title’:"An alise Gr afica",

Plotter[plotter](height=500, width=800)

ComboBox('reference’="CB1VporX’,
‘width'="75’,
sort [seq(dt x| * nigt,i=0..LINHA)]),
‘onchange’= onchangeCBleorX’

ComboBox(‘reference’= 'CB2VporX’,
"vvllldth’ =75,
sort([seq(dt *| % nigt,i=0..LINHA)]),
onc%ange onchangeCBZVporX’

ComboBox('reference’="CB3VporX,
"\Nllldth' =75,
sort([seq(dt x| % nigt,i=0..LINHA)]),
onc%ange ‘onchangeCB3VporX'’

ComboBox( reference’="CB4VporX’,
'width'="75’,

sort [seq(dt *| *nigt,i=0..LINHA)]),
‘onchange’= ’onchangeCB4VporX’

ComboBox( reference’="CB5VporX’,
W|dth’ 75,

sort([seq(dt * | *nigt,i=0..LINHA
onc%an%(e onchangegCBSVporX' 2

ComboBox( reference’="CB6VporX’,
W|dth’ 75,

sort([seq(dt *i *nigt,i=0..LINHA
onc%an%(e onchangegCBGVporX’ .

ComboBox('reference’="CB7VporX’,
W|dth’—'75’

sort([seq(dt *i *nigt,i=0..LINHA
oncﬂlan%(e onchangegCB7VporX’ .

ComboBox('reference’="CB8VporX’,
‘width'="75’,
sort [seq(dt *| *nigt,i=0..LINHA)]),
‘onchange’= onchangeCBSVporX'

ComboBox( reference’="CB9VporX’,
"w|||dth’ 75,
sort([seq(dt *i *nigt,i=0..LINHA)]),
onc%ange ‘onchangeCB9VporX’

ComboBox)( 'reference’="CB10VporX’,
"vvl||dth’—'75’
sort([seq(dt *i *nigt,i=0..LINHA)]),
onc%ange’ ='onchangeCB10VporX’

Act|on(reference ‘'onchangeCB1VporX’,
Evaluate(

‘function’= .
'ChamaGraﬂcoPorX(
CVP,
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CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action('reference’="onchangeCB2VporX’,
Evaluate(
‘function’= i
'ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action(’reference’="onchangeCB3VporX’,
Evaluate(
'function’= )
‘ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
: CB9VporX,CB10VporX
)
Action(’reference’="onchangeCB4VporX’,
Evaluate(
'function’= )
‘ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)

Action(’reference’="onchangeCB5VporX’,
Evaluate(
function’= .
'ChamagGraficoPorX(
CV

CB1VporX,CB2VporX,

CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action('reference’="onchangeCB6VporX’,
Evaluate(
‘function’= _
‘ChamagGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action('reference’="onchangeCB7VporX’,
Evaluate(
‘function’= _
'ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action(’reference’="onchangeCB8VporX’,
Evaluate(
‘function’= _
'ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)
Action(’reference’="onchangeCB9VporX’,
Evaluate(
function’= )
"ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
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CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
: CB9VporX,CB10VporX
)
Action('reference’="onchangeCB10VporX’,
Evaluate(
‘function’= i
‘ChamaGraficoPorX(
CVP

CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
y CB9VporX,CB10VporX
)

MapIets[DispIay](AnaIiseGraﬁca):
end proc:

Procedimento - animarporx()

animarporx := proc (CVP)
global GraficoPorX:
Map(ljets:l—T(zols:—Set((’PIotteerorX’)(’vaIue’) =
isplay
seq(GraficoPorX[i], i = 3 .. LINHA),
insequence = true,

labels = ['Comprimento”, "Tens a0,

labeldirections = [horizontal, vertical]
end pr)oc:
Procedimento - ChamarEquacaoPorX()

ChamarEquacaoPorX := proc (CVP, num)
if num <> 0 then

return EquacaoPorX[trunc(num/(dt * Nigt))](x)

se
return O.
[
end proc:

Procedimento - AplicarEmX()

AplicarEmX := proc (CVP, num, TFx)
if numur<n> 0 then

EquacaoPorX[trunc(num/(dt
se
. return O.
i
end proc:

Procedimento - EquacoesPorX()

EquacoesPorX := proc(CVP,num,eq)
global equacaoporx:

* nigt))](evalf(TFx))

equacaoporx:=Ma Ietgonstartup = RunWindow(MAIN),

Window[MAIN](title’="Equagc

MathMLViewer(height=500,
width=200

oes",

‘background’="#FFFFFF",
‘fontsize’'='8’,
'foreground’="#000000",
'reference’="MathMLEquacaoPorX’,

'value'=eq

Label[XXX]('caption'="x")

TextField[TFX](width'=30, ’editable’="true’),

Button(
"Calcular",
Evaluate( _
’funct|0n’:’Aé)hcarEmX(CVP,num,TFX)’,
‘target’="TFR’
{abel[VVV](’caption’:cat(convert CVP,string),"(x)") ),

TextField[TFR]('width’=30, ’editable’="true’)

Action(’reference’:’Actionl’,
Evaluate(

'function’="ChamarEquacaoPorX(CVP,num)’,
‘target’="MathMLEquacaoPorX’
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)
?B'UttonGroup[’BG1'](onchange:Action1)

Maplets[Display](equacaoporx):
end proc:

Procedimento - Interpolacao()

Interpolacao := proc (Matriz, gra)
local vint, wint, fInt, yint, allnt, a2int, Alnt, Blnt
vint = Array(}seq(dt
wint = Array
fint := proc (i, j)
oPtlons operator,

Matrlz[|, il
end proc;
yint = Matnx(L

11,
[seq
seq|(
ev_alf(Matrlz[g, i,
. p=1. LAY

N%amx(LINHA
11,

proci )
oPt|ons operator,

alint

end proc);
Matnx(LINHA
11,

proc(| i)
oPtlons operator,

a2int

j

end
Alnt
Bint

ArrayInterpolation(
[vint, wint],

Int,
Xlnt,

method = spline,

* nigt *(| 1),i=1.
[seq(nigx *(-1) +dx, i = 1 ..

proc);
ArrayTooIs[Concatenate](3, alint, a2int);

LINHA));

1))

degree = 3

if gra = "1" then
return Matrix(yInt)

elif gra = "2" then
return [seq(

a vInt[l] wlnt[J] yint[i, i1l
J =

|)’: 1 .. LINHA
! )]
fi
end proc:

Procedimento - CalculoGrafico3D()

CalculoGrafico3D := proc (CVP, Matriz, gra)
global InterpolacaoV, InterpolacaoP
if gra = "1" then
return matrixplot(

Interpolacao(Matriz, gra),
axes = boxed,
labels = ["Tempo "Comprimento”, "Tens ao'"],
labeldirections = [horlzontal honzontal vertical],
title = "Tens ao - V(t, x)"

elif )gra = "2" then
return pointplot3d(
Interpolacao(Matrlz gra),
symbol = pomt
th|ckness = 15,
axes = boxed,

labels = ["Tempo "Comprimento”, "Tens ao'"],
labeldirections = [horlzontal honzontal verticall],
) titte = "Matriz Tens ao"
end if
end proc:

Procedimento - Grafico3D()

Grafico3D := proc \§CVP Matriz)
global Interpolacao InterpolacaoV2,
Graficos;
Graficos = Maplet(
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onstartup = 'Actionl’,
'reference’ = 'PlotaPVI’,
Plotter(’ background = "#FFFFFF",
‘continuous’ = ‘true’,

‘'delay’ = '100’,
‘height’ = 500,
reference = ’Plotterl’,
‘visible’ = ’true’,
‘width’ ’600

'value’ CalculoGrafrcoSD(CVP Matriz,"1")

)1
Plotter('background’ = "#FFFFFF",

‘continuous’ = ‘true’,
‘delay’ = 100,

'height’ = '500,
’reference = 'Plotter2’,
visible' = ‘true’,

‘width’

0,
CalcquGrafico3D(CVP,Matriz,"2")

) ‘value’

BoxLayout(’ background’ = "#D6D3CE",
‘border’ = ’false’,
halrgn = 'center,
inset’ = '%,

'reference’ = 'BoxLayoutl’,
valign' = ‘center’,
vertrcal’ = ’false’,
'visible’ = ’true’,
BoxRow
BoxColumn

'border’'= grue
‘caption’ ="Matriz Interpolada”,

BoxRow
BoxCell(
‘hscroll’ = 'never’,
'value’ = 'Plotterl’,
'vscroll’ = ’'never’
onRow "
LabeI[TTM](
‘caption’=
cat(
IIO <: t < II’
convert .
evalf(dt  *nigt *LINHA,5),
string
)
)1

TextFleId[ TFPTM)(
‘'width’” = 5,
‘editable’ = ’true’

BxI)Q

LabeI[XXM](
‘caption’=
cat(
"0 <= x <= "
convert(lc stnng)

)rextFreId[ TFPxM 1(
width’ 5,
edltable = ’'true’

onRow(
Button(l" Calcular ",
Evaluate(
O arEq3D(
icar
p &P q

TFPTM,
.TI.'.:PXM
’targ)e't = "TFRM’

?é )
Labe(l[ "MTXM|(
‘caption’=
cat(
CVP
"(T X)n
)
)I'extFreId[ "TFRM|(
‘'width’ = 10,
) edltable = ’true’
)
onCqumn

‘border’= (true’,_
‘caption’="Matriz Tabela",

BoxRow
BoxCell(
‘hscroll’ ‘never’,
‘value’ = Plotter2’
'vscroll’ = ’'never’
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)

?éoxRow w(
Label[ TTI](
capt|on =
cat(

IIO <_ ' <_ "
convert(LINHA string)
)FextFleId[ TEPTP 1(
width 5,

edltable = ’true’

oX
Labe(I[XXI I
‘caption’=
M o<= | <= 11"

2I'extFleId[ TFPé(I 1I(
edltable = ’true’
EOXR

Button(t" Calcular ",
Evalua e(
funct
’ApllcarEq3D(

’targ)e’t' = 'TFRI
)
Labe(l[ 'MTxI ](
‘caption’=

)FextFleId[ TFRI (L(
‘'width’ =
‘'editable’ = ’true’

)

)

Wlndow(layout = ’BoxLayoutl’
reference = "Window1l’,
‘resizable’ = ’true’,
title’ = "Gr aficos 3D"

Actiong 7 )
‘reference’ = ’Actionl’, i
RunWindow('window’ = 'Window1’)

M’aplets[DispIay](Graficos)
end proc:

Procedimento - AplicarEq3D

AplicarEq3D := proc (CVP, TFPT, TFPx, MI)

Ml then
Matrle['TFPT TFPX]
elif Ml = "I" th

. Interpolacao(MatrizV, "1")[TFPT, TFPX]
i

end proc:

Procedimento - Maplet Raz

maplet :=
Maplet('onstartup’="Actionl’,

'reference’= ’Mapletl’

Plotter(
’background’ "H#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
"height'="350",
reference’ ’PIotteerorX’,
'visible’="true’,'width’="600’

?Dlotter(
‘background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
'delay’="100’,
"height'="350’,
‘reference’="PlotterV’,
visible’="true’,
'width'="600’

?&ctiong

'reference’="clickButtonPrograma’,

€8¢



Evaluate('function’="Programa()’)

utton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Calcular",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonPrograma’,
‘reference’="ButtonPrograma’,
'visible’="true’,width=200

-

Actlon? )
‘reference’="clickButtonEquacaoV’,
Evaluate('function’="EquacaoBotao("V")’)

utton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Equagc ao V()"
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoV’,
‘reference’="ButtonEquacaoV’,
'visible'="true’,

) 'width'="130’

Action(f ]
'reference’="clickButtonTabelaV’,
Evaluate(

function’="TabelaV()’,
‘option‘="append",
'waitforresult'="true’

%Sutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela V",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabelaV’,
‘reference’='"ButtonTabelaV’,
'visible'="true’,

) ‘width’="130’

Actiong ) .
‘reference’="clickButtonGrafico3DV’,
Evaluate('function’="Grafico3D("V",MatrizV)’)

utton(
"background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico V(x,1)",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",

‘onclick’="clickButtonGrafico3DV’,
'reference’="ButtonGrafico3DV’,

visible'="true’,
'width'="130’
?_’abel(

‘caption’=" nigx = trunc(nx/10) ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelNIGX’,

'visible'="true’
?_'abel( ) ) )
‘caption’=" nigt = 10 *nigx ",

‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelNIGT’,
'visible’="true’

?_abel( ]
‘caption’=" dx = lc/nx ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelDX’,

'visible'="true’
?_'abel( )
‘caption’=" dt = 0.001 *dx ",

‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelDT’,
'visible’="true’

?_abel( ) )
‘caption’=" ixp = round(xp/dx) ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabellXP’,

'visible’'="true’
?_'abel( ) ) ) _ )
‘caption’=" x[i] = nigx *i*dx, 0 <= i <= 10 ",

‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
‘reference’="LabelXI’,
'visible’="true’

?_abel( ]
‘caption’="Ic = 1 ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelLC’,
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‘visible’="true’

?_abel( )
‘caption’=" nx = 10 ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelNX’,
visible’="true’

?_abel( )
‘caption’=" erro = 0.01 ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
‘reference’="LabelERRO’,
‘visible’="true’

)FeXtBox(’back_ground’:"#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘height’="1",
‘reference’="TB1V’,
'visible’="true’,

'width'="130’,
‘'wrapped'="true’,
'value'=" t = x[0

—
1

XX X XX
O~
nannn
RN

XXX XX

. 1"
Actlonﬁ
'reference’="onchangeCBVporX’,
Evaluate(
‘functi

=]

r}naGraﬁcoPorX(

VporX,
,0,0,0,0,0,0,0

0
h

<o

)C’:omboBox(’reference’z’CBVporX’,
'width’="50’,
sort([0]),
‘'onchange’="onchangeCBVporX’,

) ‘width’'="130’

Actiong ]
‘reference’="clickButtonEquacaoVporX’,
Evaluate(

"function’=

~

"EquacoesPorX(
CBVporX,

ChamarEquacaoPorX("V",CBVporX)

)

Eutton(

"background’="#D6D3CE",
‘caption’="Equagc ao V(x)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonEquacaoVporX’,
'reference’="ButtonEquacaoVporX’,
'visible’=true’,

) 'width'="130’

Action(f ) .
'reference’="clickButtonAnaliseVporX’,
Evaluate( ) _

‘function’="AnaliseDoGrafico(

, "PlétteerorX"

)

?éutton(

"background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr aficos V(x)",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnaliseVporX’,
'reference’="ButtonAnaliseVporX’,
visible’="true’,

) 'width'="130’

Action(f ) )
‘reference’="clickButtonAnimarVporX’,
Evaluate('function’="animarporx("V")’),
SetOption(

‘optlon‘:’glay’,
‘target’="PlotterVporX’,
‘value'="true’

gutton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnimarVporXx’,
'reference’="ButtonAnimarVporX’,
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'visible’="true’,
‘width'="130°
Action(f ] .
‘reference’="clickGraficosVport’,
Evaluate('function’="ZerarMarcar()’),
Evaluate( ) i
‘function’="AnaliseDoGraficoPort(

. "PlotterVport"

)

?‘:,’utton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Gr afico V(t)",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickGraficosVport’,
'reference’="ButtonGraficosVport’,
'visible'="true’,'width’="130’

?30xLayout(’background’:"#D6D3CE",

'border’="false’,

‘halign’="center’,

‘inset’="5’,

‘reference’="BoxLayoutl’,

‘valign’="center’,

'vertical'="false’,

‘visible'="true’,

BoxColumn(
BoxColumn(
BoxColumn(
BoxRow
BoxRow(
‘border’="true’, .
'caption’="Considerac oes",
BoxColumn(’border’="true’,
BoxCell(

‘hscroll’="never’,
'value’="LabelNIGX’,
‘vscroll'="never’

onCqumn 'border’="true’,
BoxCell
‘hscroll’="never’,
'value’="LabelNIGT’,
‘vscroll'="never’

goxCqumn 'border'="true’,
BoxCell

'hscroll’="never’,
'value’'="'LabelDX’,
‘'vscroll'="never’

BoxCell
’hscroll’="never’,
'value’="LabelDT’,
‘vscroll'="never’

??;oxCqumn%’border’=’true’,

?BOXCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value'="LabellXP’,
'vscroll’="never’

?BoxCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’
value'="LabelLC’,
'vscroll’="never’

BoxCell
'hscroll’="never’,
'value’="LabelNX’,
‘vscroll'="never’

??;oxCqumn%’border’=’true’,

?30xCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value'="LabelERRO’,
'vscroll’="never’

?BoxCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value’'="ButtonPrograma’,
‘'vscroll'="never’

)
) )

?30xRow 'border'="true’,’caption’="Tens ao’,
BoxColumn(
BoxRow
BoxCell(
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'hscroll’="never’,
'value'="ButtonTabelaV’,
'vscroll’="never’

oxCell(
‘hscroll'="never’,
'value’="ButtonGrafico3DV’,
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="ButtonEquacaoV’,
'vscroll’="never’

oxCell(
‘hscroll’="never,
'value’="ButtonGraficosVport’,
'vscroll'="never’

onColumn
BoxCell
'hscroll’="never’,
'value'="PlotterV’,
'vscroll’="never’

)

?BOXCqumn(
BoxRow
BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value’="CBVporX’,
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="ButtonEquacaoVporX’,
'vscroll’="never’

SoxCell(
'hscroll’'="never’,

'value'="ButtonAnimarVporX’,
‘vscroll'="never’

oxCell(
‘hscroll'="never’,
‘value’="ButtonAnaliseVporX’,
‘vscroll'="never’

)

?30xRow
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'="PlotterVporX’,
‘vscroll'="never’

) ) !
onRow

’bord_e(r’:’true’, .
‘caption’="Tens ao t/Xx[il",

BoxCell(
‘hscroll’="never’,
‘'value'="TB1V’,
‘'vscroll'="never’
) )
)
Window(

‘layout’="BoxLayout1’,
'reference’="Window1’,
‘resizable’="true’,

) ‘title’="Maplet"
A’ctiong _
‘reference’="Actionl’,

RunWindow('window’'="Window1’)

Map)l)e:ts[DispIay](maplet);
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ANEXO C - MEMBRANA

W|th Maplets[EIements])
with(plots):

with(LinearAlgebra):
with(CurveFitting):

with(plots):

with(Statistics):

Digits:=6: .
interface(displayprecision = 5):

Condigoes Iniciais

X = 0.1
y = 0.1
dt = 0.01:
nx = 40:
= 20:
P ot
[0] := 0O
for i from O to nx do
CX[i] *dX;
for i from O to ny do
" yli] - *dy:

0
for i from O to nx do
for j from 0 to ny do
pifij = 01 * .
E -2 x(dx *iQ)) =*

glfij] := 0.1

(*D)
2*£dy*1)-(dy *])2):

4 xdx*i-(dx *i)"2) =
522 *dy(J) y2)

Ul[I]j] ::: 0.1

od:

od:
for i from O to nx/p do
for j from O to ny/p do
U_M_Numericali,j,0] :

*

od:

od:
U_G_Numerical0] :=
pointplot3d
[seq(

seq
&p *| *dx,):) *j »dy,U_M_Numericali,j,0]],
0..ny/p

J =
= 0..nx/p

)a>’<es. = boxed,
shading = zhue

cont l\4 = 0

cont™ 0_

Procedimento - dir_xy()

* ) .
slns 39

4*dx*|*)(dx * o 2) *
5 E*dys(p B
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dir_xy := proc(m,
global pl p2 px p, px_l, px_pl, px_p2, px_r, p_p,
% qy_p. qy_l, qy_pl, ay_p2, Gy_r, o_p,
rl r_yp, r_xp,
px m Ip, px_m_rp,

A

Numerica, U_G_Analitica,
U_M Numerlca U_M_Analitica:
local i, xr, xl, yr,

px_| = (pl m+1,n—1 - pl{m 1,n-1])/(2 * dx
pX_ r = (plm+1,n+ [m- 1i,n+ })/(2 * dx
qy_| := q1m1n+l 1m1n1 *dy
ay_r := (gl[m+1,n+1] - qi[m+1,n- ])/(2 *dy
px_pl = (pl[m+1,n] - pi[m-1,n])/(2 * dx):
px_p2 = (pl[m+1,n] - pl{m-1,n])/(2 * dx):
qy_pl := (qi|m, n+1] - gl[m,n]/(2 * dx):
qy_p2 = (q1|m,n+1] - g1[m,n])/(2 * dx):
for i from 1 tg 5
px_m Ip[m,n = (px I + px pli/2:
pX_| p px_m_Ip[m,n
px_m_rp[m, n] (px_r + px_p ])/2:
px_p2 = pX_m_rp[m,n
ay_m lp[m n] = (ay | + ay P1}/23
y_pl = y m_Ip[m,n
gy_m rp[m nj := r + qy_p2)/2:
q p2 y m_rp m n
od:
px_p := (px_m_Ip[m,n px_m_rp[m,n])/2:
qy_p = (qy_m_lIp +qymrpmn/2
—yp = evalf(
0.5 *(
riim,n-1]. +
rifm,n+I] -
ql m,n-1] +
q1 m,n+1]
.5 *
px_m_lp[[m,n]] +
px_m_rp[m,n

):
g2[m,n] = evalf( 05

*

—rl[m,n 1] +
riim,n+1] +
ql[m,n-1] +
ql m.n+ ]

+

5o (
px_m_rp[m,n] -

X_m_Ip[m,n
*gt_ _Ip[m,n]

0.5 *
riim-1,n] +
riim+1,n] -
pil[m-1,n] +
pl m+1,n]
+
5o (
qy_m_lp[[m,n]] +
gy_m_rp m,n
* At
p2[m,n] = evalf(
—rlfm 1n] +
ri[m+1,n] +
pil[m-1,n] +
plim+1,n]
+
5o (
qy_m_rp[m,n
gy_m_lp[[m,n]]
y e
r2[m,n] = (r_yp + r_xp)/2:
U2[m,n] = Ulém 1,n-1]
5*d *?2[m n] +
82§mdln 2[m,n] 2[m-1,n-1])
* m,n] + m-1,n-1]) +
0.5 *d }qZ[m nf + r%[m 1,n-1])’
end proc:
Procedimento - dir_xy_fronteira()
dir_xy_fronteira := proc
?Io'blgl p2, g2, r2, El (EJZ:
ocal i
for i from 0 to nx do
U2[i,0] := 0:
p2[1,0] = O:
rzgu_,o = 0
g2[1,0] := U1]i,1)/dy:
U2[i,ny] := 0:
p2[i,ny] = 0O:
r2[i,ny] = 0O: 8
q2[i, ny] = -Ul[i,ny-1)/dy ©



od:
for i from 0 to ny do
U2 0,i ]]

r2%[O ] : :

o) =
rzgnx i] =
[nx,1] :=

0:
0:
0:
U1[1,i)/dx:
0:
0:
0:
-Ul[nx-1,i/dx:

0
end proc.
Procedimento - Matriz()

Matriz := proc()
global p1, qi, rl, U1,
Spline_p, Splme g, Spline_r, Spline_U:
local i, j:
for i from 1 to nx-1 do
for j from 1 to ny-1

dir_xy(i
d y(i.J)

od:
dir_xy_fronteira():

for i from O to nx do
for j from 0 to ni/ do

plu] = p2li]

rifi, i :: r%%kf
U1[| il = U2]i,j]:
od: od:

end proc:
Procedimento - Grava()

Grava := proc(k,v)
global t, cont_
U M_ Numerlca
U_G_Numerica:

local i, j:

cont M = cont_ M + 1:
for i fom 0 to nx/p do
for j from O to ny/p do

od:

U_M_Numerica[i,jcont M] := Ul[p *i,p ][

od:
U G Numerlcagcont M] :
pointplot3d
[seq(
seq
p *i*dx,

* | *d
]EJ M Numenca[ljcont M]
] = 0..ny/p
= 0..nx/p

2’:1>’<es. = boxed,
shading = zhue

tlcont M] = k  *dt:
ChamagGrafico(trunc(t[cont_M])):

Map[lets:—TooIs:—Set(CB(itemIist) =
seq

convert(evalf(t[i}\,/] 4), string),

i =0 .. cont_M)

]

)I;abelar():
end proc:

Procedimento - tempo()

tempo := proc(u, V)
global pl p2 px p, px_l, px_pl, px_p2, px_r, p_p,
% qy p, qy_I, ay_pl, ay_p2, qy_r, g_p,
r1 r_xp,

px_m :p, DX m_rp,
1 mr!
G e

UG Analmca U G _Numerica,
U”M_Numerica U™ Analmca
t, —cont, cont_M:
local k, i, j:
for k from 1 to u do
cont := cont + 1:

Matriz():
if cont = v then
cont = O:
Grava(k V):
; Tabelar():
i
od: N
end proc: 8



Procedimento - ChamaGrafico()

ChamaGraflco = proc(aux)
global T

Maplets -Tools:- SetE( PlotterNumerica’)('value’) =
U_G_Numerica[trunc((aux/dt)/p)]

‘ab = aux:
end proc:

Procedimento - Tabela()

Tabela := proc(V)
global tabela;
tabela := Maplet(

BoxCeIIi
Table(

["x/y", seq(p  *i=*dy, = 0..ny/p)],
seq(
[p *i ~dx,seq(
Uli,j,trunc((Tab/dt)/p
= 0..ny/p)
=0 . nx/p

) )]
as_needed’
Button("OK", Shutdown())

Maplets[DispIay](tabela)
end proc:

Procedimento - Animar()

Animar := proc(AN)
global U_G_Numerica, U_G_Analitica:
if AN = "1" then

Maplets To(ols -Set(('PlotterAnalitica’ )( value’) =
display
seq(U_G_Analiticali], .. cont_M),

Insequence = true

)
) oy
elif AN = "2
Maplets Tools -Set((’ PIotterNumenca)(vaIue)
display(
seq(U_G_Numerica[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true
fi: )
end proc:
Maplet Raiz
maplet =
Maplet('onstartup’="Actionl’,'reference’="Maplet1’,
Plotter(

’background’ "#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
"height’'="350’,

‘reference’= ’PIotterAnalltlca
‘visible'="true’,'width’'="400’

?DIotter(
’background’ "#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
‘delay’="100’,
'heig t’—'350
'reference’="PlotterNumerica’,
visible’="true’,

) 'width'="400’

Action(f ]
'reference’="clickButtonTempo’,
Evaluate('function’="tempo(txtK,txtP)")

utton(

’background’ "#D6D3CE",
‘caption’="Calcular",
‘enabled’="true’,
‘foreground’= "#000000",
‘onclick’= cllckButtonTempo
'reference’= ’ButtonPrograma

) 'visible'="true’,width=150

Actiong ] N
'reference’="clickButtonTabela_Analitica’
Evaluate(

'function’="Tabela(U)’,

T6¢



‘option‘="append",
‘'waitforresult'="true’

gutton(
‘background’="#D6D3CE", .
‘caption’="Tabela Anal ftica",

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000", .
‘onclick’="clickButtonTabela_Analitica’,
‘reference’="ButtonTabela_Analitica’,
'visible’="true’,

) ‘width’'="400’

Actiong . .
‘reference’="clickButtonTabela_Numerica’,
Evaluate( i

‘function’="Tabela(U_M_Numerica,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true’

Eutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela Num erica",

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000", )
‘onclick’="clickButtonTabela_Numerica’,
‘reference’="ButtonTabela_Numerica’,
‘visible’="true’,

) ‘width'="400’

Actiong ) ) )
‘reference’="clickButtonAnima_Numerica’,
Evaluate( )

‘function’="Animar("2"),
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true’

SetOption(
‘option‘="play’, )
‘target’="PlotterNumerica’,
'value'="true’

?éutton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar Gr afico”,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnima_Numerica’,
'reference’="ButtonAnima_Numerica’,

'visible’="true’,
‘'width'="400’
Action(f ] . N
‘reference’="clickButtonAnima_Analitica’,
Evaluate( )
‘function’="Animar("1")’,
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true’

SetOption(
‘option‘="play’,
‘target’="PlotterAnalitica’,
'value'="true’

)

?éutton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar Gr afico",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnima_Analitica’,
'reference’="ButtonAnima_Analitica’,

‘visible'="true’,
‘'width'="400’
)fextFieId(

‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
reference’="txtDX’,
'value’'="0.1",
'visible’="true’,

‘'width'="'5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'halign’="left’,
‘reference’="txtDY”,
’V.a_IILIe,:”O_:I_",
'visible'="true’,

‘'width'="'5’

)I'extFieId(

'background’="#FFFFFF",

‘editable’="true’,
‘enabled’'="true’,

26¢



‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
'reference’="txtDT",

‘value’="0.01",

‘visible'="true’,

‘'width'="5’
)r'extFieId(

‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtK’,
'value'="5",

‘visible’="true’,

‘'width'='5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtP’,
'value'="1",

‘visible’="true’,
‘'width'="5’

?_abel( )
‘caption’=" U(x,y,0) = 0.1(4x-x"2)(2y-y"2) ",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
'reference’="LabelU’,
‘visible'="true’

label( )
‘caption’=" Ux(x,y,0) = 0.1(4-2x)(2y-y’2) ",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUx’,
‘visible’="true’

?_abel( )
‘caption’="_Uy(x,y,0) = 0.1(4x-x"2)(2-2y) ",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUy’,
‘visible'="true’

?:abel( )
‘caption’=" Ut(x,y,0) = 0 ",

‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUt’,
'visible'="true’

?_abel( ) )
‘caption’=" U = 0 (na fronteira) ",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
'reference’="LabelUF’,

visible’="true’

?_abel( ] ] .
‘caption’=" 0 <= x <= 4 ( X[i] =i dx) ",
‘enabled’="true’,

"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelX’,
'visible'="true’

?_abel( ) ) _

‘caption’=" 0 <=y <= 2 (y[i] =i dy) ",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
'reference’="LabelY’,
visible’="true’

?_abel( ]

‘caption’=" nx = 10 ",
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelNX’,
'visible'="true’

?_abel( ) )

‘caption’=" Oscilac ao da Membrana

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelERRO’,
) 'visible’="true’
Actiong
‘reference’="onchangeCB’, )
Evaluate('function’="ChamaGrafico(CB)")

ComboBox(’I(SIerence’:’CB’,

sort([0]),
‘'onchange’="onchangeCB’,
'width'="150’

BoxLayout(’background’="#D6D3CE",
'border’="false’,
'halign’="center’,

€6¢



'inset'="5,
‘reference’='"BoxLayout1’,
‘valign’="center’,
'vertical'="false’,
'visible’="true’,

Box olumng
‘border'="true’,
'caption’="Considerac
BoxColumn(’border'="true’,
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'="LabelU’,
'vscroll'="never’

??aoxCqumn ‘border’="true’,
BoxCell
'hscroll’="never’,
'value’="LabelUx’,
'vscroll'="never’

?30xCqumn 'border'="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value’'="LabelUy’,
'vscroll'="never’

?30xCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value’'="LabelUt’,
‘'vscroll’="never’

?BOXCqumn ‘border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value’="LabelUF’,
'vscroll’="never’

?EBoxCqumn 'border'="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value'="LabelX’,
'vscroll’="never’

??loxCqumn 'border’="true’,
BoxCell
'hscroll’'="never’,

oes",

'value'="LabelY”,
'vscroll’="never’

BoxCell
'hscroll’'="never’,
'value’="LabelERRQO’,
'vscroll'="never’

goxCqumn%’border’=’true’,

)

?BOXCqumn([
‘border="true’,
‘caption’="Dados de Entrada",
BoxCqumn([
‘border'="true’, .
‘caption’="Utilize (dx) igual a:",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="txtDX’,
'vscroll'="never’

?BoxCqumn&
‘border’=’ rﬂe_;_, (dy) igual
‘caption’="Utilize (dy) igual a:",
BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value'="txtDY’,
'vscroll'="never’

goxCqumn(
‘border="true’, .
‘caption’="Utilize (dt) igual a:",

oxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtDT’,

'vscroll'="never’

goxCqumn&
‘border’="true’, )
‘caption’="Calcule (k) matrizes",

BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value'="txtK’,

'vscroll'="never’

onCqumn({
‘border'="true’,
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‘caption’="Guarde 1 matriz em cada

BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value’="txtP’,

‘'vscroll’="never’

?BOXCqumn ‘border’="true’,
BoxCell
hscroll’="never’,
'value'="ButtonPrograma’,
'vscroll'="never’

?E%oxCqumn([
‘border'="true’,
‘caption’="Selecionar Resultados",

BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’="CB’,
'vscroll’="never’

?éoxRow(

‘border="true’,
‘caption’="Gr aficos e Tabelas",

(9}

)

BoxColumn
BoxCell
'hscroll’="never’, )
'value'="ButtonTabela_Numerica’,
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll’="never’, )
'value’="PlotterNumerica’,
'vscroll'="never’

oxCell(
‘hscroll’="never’, )
'value’="ButtonAnima_Numerica’,
'vscroll'="never’

)

\/Vindow(’layout’z’BoxLayoutl’,

‘reference’="Windowl’,
‘resizable’="true’,
title’="Membrana"),

Action(’reference’="Action1’,
RunWindow('window’="Window1"))):
Maplets[Display](maplet);
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ANEXO D - RESERVAT ORIO

Inicio

restart:
with(Maplets[Elements]):

with(plots):
with(LinearAlgebra):
with(CurveFitting):

with(plots):

with(Statistics):

Digits:=6:
interface(displayprecision = 5):

Procedimento - Condini

Cond_ini := proc(Dx,Dy,Dt,pp,Cx,Cy,H)
global x, dx,

dy := Dy:
dt := Dt
8§ = %§
nx = %ruhc{cx;gx}:
ny := trunc(c :
4 = 9.81: ey
= pp:
vol[0 :_ cox *Cy *at:
for i from 0 to nx do
X[i] : * dX:
for i from 0 to ny do
ylil - *dy:

for i from O to nx do
for j from O to ny do

U1Ji,j] := O:
Vifi,] = O:
C1| = sqrt(g
C_x 1] == sqrt%g
C_y 1]ijl := sart(g
h_x1[i)] = at:
h_y 1fij] = at:
1[i,)] = at:
od:
for i from 50 to 60 do
Ul[nx,i = 1.
V1[i,ny

h G[O] = pointplot3d(

* at):
*at):
*at):
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[seq(
seq

pxi*dx, p *j=*dy, at],

J = 0.nylp
= 0..nx/p)

axes = boxed,
shading = zhue

U_G[0] := pointplot3d(
[seq(
seq
p *i *dx,}) *] = dy,0],
] = 0..ny/p
= 0..nx/p)
axes = boxed,
_ shading = zhue
V_G[0] := paintplot3d(
[seq(
seq
p *| *dX, p *j ~kdy7 (:)]7
| = 0.nylp
| = 0..nx/p)
axes = boxed,
~ shading = zhue
cont = 0.
cont. M = O:
vo = O:
end proc:

Procedimento - dir_xy

fjw xy = proc(m,n)
Qc
global X, xr, xl,
Cr_x, Cl x,
x_1, C x 2,
h™x1, hx2,
hr X, hl_X,

# =

8r_y,1CICy, 2
Ky ny?,
hry, hl y,
Vy,
U_y,
hy,
C1, C2,
ul, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, VI,
hl, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, BI,
Dp, Dr, DI,
Ep, Er, El,
_VO:
for i from 1 to d do .
CALCULAR C x 2 e U2 DIRECAO Y
hy = (h x 1£m ,n+1] - h_x_1[m, n—l]%lz *dy
Vy = Vi[m,n+1] - 1[m,n-1])/(2 *dy
y = U1[m,n+1] - Ul[m,n-1)/(2 *dy):
Ap = (g/C_x_1[m,n])
1[m,n] *h_y + h X _1[m,n]  *V_y):
Bp = V1[m,n] " *U
hy = (hx 1& 1n+1—hx mlnl]% * dy):
\J_y:: Vi[m-in+1] - 1[m-1,n-1])/(2 * dy):
= U1[m-1,n+1] - Ulm-1,n-1 )(2 * dy):
Al (g/\(/:I[X_l[m]_l n])h hox AmeLn] +V.y)
m-1n] *h_y + h_x_1[m-1,n] *V_y):
Bl := V1m-1,n] =*U
h y = (h_x_1[m+1,n+1] —hx 1[m+1,n-1])/(2 * dy):
Vy = Vi[m+in+l] - 1[m+1,n-1])/(2 * dy):
Uy = UL[m+1,n+1] - U1[m+1,n- 1))/(2 * dy):
Ar = (g/C x_ £m+1 nL
(VI[m+ _y + h X _1[m+1,n] *V_y):
Br V1 m+1n *U
uzm,n] : * (Ul

[m-1,n] + Ulﬁ +1,n]). +

Cxlmln-Cx m+1n +
S O e ! R

C_x 2[m,n] := 025 éU1m 1n - U1 m+1 H) +

0.5 X_1[m-1,n] + m 1 -

0. 125 x(AT + Ar + 2 *Ap Br) *dt:
h x 2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
Cx1 m,n]] = C.X 2[m nl:
h™x"1[m,n] := h_x 2[m, n] .
= CALCULAR Cy 2 e V2 DIRECAO Y

h_x = (h_y_1[m+1,n] - h_y 1[m-1,n])/(2 * dx):
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UXx = Ullm+1,n] - Ulim-1,n])/(2 * dx): Cyl Cy2,
VBX = 2( /CV1[[rln[+1 r]! - Vlgm in )/((2 *dx;: hr}yl/ hI_y
= m,n Vy,
P ﬁ-\ yI[ n *U x + Ul[m,n] *h_x): u_y,
Ep := 1rr¥1 n| *V_x: h_y,
h x := (h_y_1[m+1,n-1 hyldmlnl])/ * dx): C1, Cz,
U x = “Ullm+1,n-1] - m-1,n-1 (22 * dx): U1, U2,
VX = Vl[fm+1 n- 1]] Vl[[m 1,n-1])/( * dx): Ur, Ul
Dl := (g/C y [m,n-1]) V1, V2,
{mn 1{/ «U x + Ulm,n-1] *h_x): Vr, VI,
El .= U mn X: hl, h2,
h x = (h_y 15 +1 n+l] - h_y_ 1m 1,n+1])/(2 * dx): Ap, Ar, Al
U x := m+1,n+1] - 1[m-1,n+1 (22 * dx): Bp, Br, BI,
VX = V1|llm+1 n+1]] Vi[m-1n+1 /( * dx): Dp, Dr, DI,
Dr = /C y [m,n+1]) * Ep, Er, El,
[mn+1] *Ux+U1[mn+1] *h_Xx): h x 1, hx2 hyi1 hy?2 vo:
Er = U1mn+1 *V_X for i from 1 to nx-1 do
V2[m,n] = 1[m,n- 1] + V1 m,n+1] u2 = U2]i
' SC 1mn1 Cy mn+i|]:) UZI ]'_ E[lnyl]
Zg, ([Dr - | - Er) =+dt u2fo i’
C_y 2[m,n] := 0.25 cng[m n- 1] - V1 m, n+1ﬂ + U2lnx |]
- 0.5 * mn1]+C_B/ mn+1]) V2[i,0]
hy 2mnl = (C y AmnI2)g: V210 = V2L
C_y_l[[m,n]] = C_y 2[mn]: V2[nx,i] : [nX-1,i]:
_h_y_l m,n] = h_y 2[m,n]: H% :,(r)]]]:z__ hrZIB[H]y 1
"~ if (C_x_2[m,n] < 0.01) or (C_y 2[m,n] < 0.01) then h2 d,if = h2[Li]
Sebreak: h2[nx,i] := h2[nx-1,i:
[ c2mal = (Cox2mn) + Cy 2mnl)2; vo = Vot H%};f{]};]:
h2mn] ;= (©2imnt2): Vo 1= vo + N3l
end proc: v 2mn h_x_2[i,0] := h X_Zg,_l]i
P h_x_2[i,ny] := h_Xx_ {l,ny-l]
h_x_2[0,i] = x 2£ iJ: 1
Procedimento - fronteira ﬂ—;—% i”é]"]:: h y 5t [”X 1T
hy 2]i, ni/ y £[| ny 1]:
fronteira := proc() H_y—% g" N ﬁ 2[nx 1]
local m, n, i _Y_<nX, _Y_.
global x, xr, xl, C2[i,0] := ng,_]
X O ol = Gl
X X ’ T L .
Ur__ X, hl_x; — 82 nx2,|]_ O]: CEC[:nx-l,Zﬂ; 1
X, x_2[i,0] = C_x_2]i,
UZx, Cx_2[i,ny] := C_Y_E{i,ny-l]
C‘Xyr | 8_x_% 0,i] := C_X_2[L: .
C'r_y,' (X,I’_y, X _2[nxi] := [nx Nk
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C_y_2[i,0 2[i
C:yy_ |n] = _y £[| ny 1]:
Cy?2 Oli/

C vy 2|nx,i] : Cy2[nx1|]

U2[0,0]

uz2[nx,ny] = 0O:
uz2[0,ny] := O:
U2[nx,0] = O:
V2/|0,0] ;= O:
V2[nx,ny] = 0:
V2[0,ny] := O:
V2[nx,0] := O:
h2[0,0] = h2[1,1]:
h2[nx,ny] = h2{nx-1,ny-1]
h2|0,ny] = h2[1,ny-1]:
h2[nx,0] = h2[nx-1,1]:
vo := vo + h2[0,0]:
vo = vo + h2[nx,ny]:
vo = vo + h2|0,ny]:
vo = vo + h2|nx,0]:
h_x_2[0,0] = h_x_2[1,
h™x"2[nx,ny] :="h_x 2{nx-1,ny-1]
h™x2 O,ngT = h_x_’Z[ ,ny-
H_x_z nx, ::hh_x_2 nx-1,1

2[0,0] = 2[1,1]:
h:¥:2 nx,;\ ] :=—I)1/:y[2 n]x-l,ny-l]
h_y 2|0, 8 = h_y 2[1,ny-1
hy 2[nx,0] ;= h y 2[nx-1,1
C2[0,0] = 2([:1,1]:
C2[nx,ny] := C2[nx-1,ny-1]
C2 O,ng = C2[1,ny-1
C2[nx,0] := C2|nx-1,1
C_x_2[0,0] = C_x_2[1,1]
C_x2[nx,ny] := C_x_2[nx-1,ny-1]
Cx2 O,ng = C x 2[1,ny-1
C x 2|nx,0] = C_x 2[nx-1,1
C_y 2[0,0] := C_y 2[1,1]:
C:¥:2 nx,]n ] = _C\,/:y[z n]x—l,ny—l]
Cy 2|0, BT = C_y_ ’2[ ,ny-1]:
C_y 2[nx,0] = C_y_2[nx-1,1]:
for i from 50 tg 60 do

U2[nx,i] = 1

V2[i,ny] = 1
od:

end proc:

Procedimento - Matriz

Matriz := proc()

global U1, U2,
V1 V2,
Cl, C2,
hl, h2,
= &
Yy L Cy 2
h™x1, hx?2:
local i, j:

for i from 1 to nx-1 do
for j from 1 to ny-1 do

dir_xy(i,
g y(i,j):

od:
fronteira():
end proc:

Procedimento - Grava

Grava = proc(k
global x, (Fj) ()

local i, j:
cont M = cont_M + 1:
for i from 0 to nx/p do

for | from 0ton /p do
MTi,j,cont_M
UM i,j,cont_M

d V_Mli,j,cont_M

o

od:

h_G[cont_M] := pointplotSdE
[seq

seq
p*l *dx
ﬁ M[|,] cont _M]
1 0..ny/p
= 0..nx/p)
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1 tempo := proc(u, V)

axes = boxed, global
_color = blue p1 p2, px_p, px_l, px_pl, px_p2, px_r, p_p,
U_G[cont_M] := pointp?6t3d( %2 rg)/lp,p, qy,l ay_pl, ay_p2, ay_r. d_p,
seq( px m_lp, px_m_rp,
sedl ay_m_lp, gy_m_rp,
U1, U2, U_G_Numerica, U_M_Numerica,
pxi*dx, t, cont, cont_M,
px ] *dy, Vi, Ci, I mhl
U_MJi,j,cont_M] C x 1,
; h'1 h x__f, h' vy 1,
] = 0.ny/p vo, Vol
— local k, i, j:
= 0..nx/p) for k from 1 to u do
1, _ Matriz():
axes = boxed, cont ;= cont +1:
_ color = blue forf| fro]rcn 0 %) tnx dod
V_G[cont_M] := pointplo’tSdé OF 11O % 150
[seq
seq
C
d
p:' : dX C
E/ _M[i,j, cont _M]
= o.nyip h
] = 0..nx/p) od:Od:
' axes = boxed, if cont = v then
) color = blue _ %Orgﬁ,é(k)f)-
tlcont M] := k  =dt: {/Io = 0
vol[cont”_MJ = cx *cy * (vo/(nx  *ny)): od:
“vo = 0: end proc:
ChamaGrafico(t[cont_M]):
Maplets:-Tools:-Set(CB(itemlist) =
seq . .
convgrt(evalf(t[i,]\}I 4), string), Procedimento - ChamarGrafico
[ .. cont_
Map)l]e)ts -Tools:-Set(
LabelERRO(caption) = ChamaGrafico := proc(aux)
convert(vol[cont M],string) global Tab, U_G, V_G, h_G
: Maplets -Tools; Set}éPlotterVelU)(value) =
end proc: ~ U_G]trunc((aux/dt)/p)]

Aaplets:-Tools: Set(é PlotterVelV")('value’)
) V_G[trunc((aux/dt)/p)]
Procedimento - tempo
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Maplets:-Tools:-Set(('PlotterPro’)('value’) =
h_G[trunc((aux/dt)/p)]

Aaplets:-Tools:-Set(
LabelERRO(caption) = )
convert(vol[trunc((aux/dt)/p)],string)

‘ab = aux:
end proc:

Procedimento - Tabela

Tabela := proc(V)
global tabela;
tabela := Maplet(

BoxCeIIi

Table( ) ]
["x/y", seq(p  *i=*dy,i = 0..ny/p)],
seq

p*i *dx,

seq(
U[i,j,trunc}(Tab/dt)/p)],
) j = 0..ny/p

) 1 I =0 .. nxlp
as_needed’
~ Button("OK", Shutdown())
&aplets[Display](tabela)
end proc:

Procedimento - Animar

Animar := proc(AN)
global U_G_Numerica:

f AN = "U"_then
Maplets:-Tools:-Set(('PlotterVelU’)('value’) =
display( .
seq(U_GIi], i = 0 .. cont_M),

Insequence = true

elif AN = "V" then
Maplets:l-T%oIs:-Set((’PIotterVeIV’)(’vaIue’) =
isplay
seq(V_GIi], i = 0 .. cont_M),
insequence = true
elif %\N = "P" then
Maplets:-Tools:-Set(('PlotterPro’)('value’) =
isplay( o
seq(h_GJ[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true
fi: )y
end proc:
Maplet Raiz
with (Maplets[Elements]):
maplet := ]
Maplet('onstartup’="Actionl’,’reference’="Maplet1’,
Plotter(

‘background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
’dela?;'=’100',
"height’="350",
‘reference’="PlotterVelU’,

‘visible'="true’,
‘'width'="400’
Sotter(

‘background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
’delaﬁ':’loo’,
"height’="350",
‘reference’="PlotterVelV’,

‘visible'="true’,
‘'width’="400’
3otter(

‘background’="#FFFFFF",
‘continuous’="true’,
’de!aK':’loo’,
'height'="350",
'reference’="PlotterPro’,
visible’="true’,
‘'width'="400’
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Action(f )
'reference’="clickButtonTempo’,
Evaluate(
function’= | |
"Cond_ini(
IXIDX,txtDY,txtDT,txtP,
IXICX, tXtCY, txtH, txtP1,txtP2

Eva?date(’fu nction’="tempo(txtK, txtP)’)

utton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Calcular",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTempo’,
‘reference’="ButtonPrograma’,
) 'visible’="true’,width=100
Action(f )
'reference’="clickButtonTabela_VelU’,
Evaluate(
‘function’="Tabela(U_M,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
‘'waitforresult'="true’

?éutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela Num erica",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabela_VelU’,
'reference’='"ButtonTabela_VelU’,
visible’="true’,

) 'width'="400’

Action(f ) ]
'reference’="clickButtonAnima_VelU’,
Evaluate( .

‘function’="Animar("U")’,
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true’

SetOption(
‘option‘'="play’,
‘target'="PlofterVelU’,
'value'="true’

)Eiutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar Gr afico”,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnima_VelU’,
‘reference’="ButtonAnima_VelU’,
'visible'="true’,

) ‘'width'="400’

Actiong .
‘reference’="clickButtonTabela_VelV’,
Evaluate(

‘function’="Tabela(V_M,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
'waitforresult'="true’

Eutton(

‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela Num erica",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabela_VelV’,
‘reference’="ButtonTabela_VelV’,
'visible’="true’,

) ‘width'="400’

Action% _ )
‘reference’="clickButtonAnima_VelV’,
Evaluate( )

‘function’="Animar("V")’,
‘option‘="append",
'waitforresult'="true’

SetOption(
‘option‘="play’,
‘target’="PlotterVelV’,
‘value'="true’
?3utton(
‘background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar Gr afico”,

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnima_VelV’,
'reference’='"ButtonAnima_VelV’,
‘visible’="true’,

) ‘'width'="400’

Action% .
‘reference’="clickButtonTabela_Pro’,
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Evaluate(
‘function’="Tabela(h_M,trunc(CB))’,

‘option‘="append",
‘waitforresult’="true’

)

Eutton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Tabela Num erica",

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonTabela_Pro’,
‘reference’="ButtonTabela_Pro’,
visible’="true’,

) 'width’="400’

Action(f ) ]
'reference’="clickButtonAnima_Pro’,
Evaluate( _

‘function’="Animar("P")’,
‘option‘="append",
‘waitforresult'="true"),

SetOption(
‘option‘="play’,
‘target’="PlotterPro’,
‘value'="true’
%iutton(
'background’="#D6D3CE",
‘caption’="Animar Gr afico",

‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘onclick’="clickButtonAnima_Pro’,
'reference’="ButtonAnima_Pro’,

visible'="true’,
'width’="400’
)fextFieId(

‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtDX’,
'value'="0.1",
visible’="true’,

‘'width'="5’

)r’extFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtDY”,
‘'value'="0.1",
'visible'="true’,
‘'width'='5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtDT’,
'value’'="0.001",
‘visible’="true’,

‘'width'='5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtK’,
'value'="400",
'visible'="true’,

'width’'="5’

)rextFieId(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtP’,
'value'="1",

‘visible’="true’,
‘'width'='5’

)rextFieId(
‘background'="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtCX’,
‘value'="7",
visible’="true’,

‘width’="5’
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TextField(
‘background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’="left’,
‘reference’="txtCY’,
'value'="7",
visible’="true’,

'width'="5’

)rextFieId(
'background’="#FFFFFF",
‘editable’="true’,
‘’enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘halign’='left’,
‘reference’="txtH’,
'value'="5",
visible’="true’,

'width’'='5’

?_’abel(

‘caption’="U(x,y,0) = 0.1(4x-x"2)(2y-y"2) ",

‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
‘reference’="LabelU’,
'visible’="true’

?_abel( _
‘caption’=" Ux(x,y,0) = 0.1(4-2x)(2y-y"2) ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
'reference’="LabelUx’,

'visible'="true’
?_’abel( .
‘caption’=" Uy "

‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUy’,
'visible’="true’

?_abel( _
‘caption’=" Ut(x,y,0) = 0 ",
‘enabled’="true’,
'foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUt’,
visible’="true’

?label( . )
‘caption’=" U = 0 (na fronteira) ",

‘enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelUF’,

‘visible'="true’

?_'abel( ) ) )
‘caption’=" 0 <= x <= 4 ( X[i] =i dx) ",
‘enabled’="true’,

“foreground’="#000000",
'reference’="LabelX’,
‘visible’="true’

?_'abel( ] ] )

‘caption’=" 0 <=y <= 2 (y[i] =i dy) ",

‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelY’,
'visible'="true’

?_abel( )
‘caption’=" nx = 10 ",
‘enabled’="true’,
"foreground’="#000000",
‘reference’="LabelNX’,
visible'="true’

?_abel( ]
‘caption’=" Total ",
‘'enabled’="true’,
‘foreground’="#000000",
‘reference’="LabelERRO’,
'visible'="true’,

) ‘'width'=100

Action%
‘reference’="onchangeCB’, ]
Evaluate('function’="ChamaGrafico(CB)’)

ComboBox(
:'re"ference':’CB’,

sort([0]),
‘onchange’="onchangeCB’,
‘'width'="50’

?EioxLayout(
‘background’="#D6D3CE",
‘border'="false’,
‘halign’="center’,
'inset’="5’,
‘reference’="BoxLayoutl’,
‘valign’="center’,
‘vertical'="false’,
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'visible’="true’,
BoxColumn(
BoxRow(
‘border'="true’,
‘caption’="Dados de Entrada",
BoxColumn
‘border'="true’,
‘caption’="Comprimento",
BoxCell(
‘hscroll'="never’,
value’="txtCX’,
'vscroll'="never’

onCqumng
‘border="true’,
‘caption’="Largura",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtCY’,
'vscroll'="never’

éoxColumni
‘border'="true’,
‘caption’="Altura",

BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value'="txtH’,

'vscroll'="never’

onColumng
‘border'="true’,
‘caption’="(dx)",
BoxCell(
'hscroll’="never’,
'value'="txtDX’,
'vscroll'="never’

onColumni
'border’=’ r(l(Jje’),
1captlon1=u y ||’
BoxCell(
'hscroll'="never’,
'value'="txtDY’,
'vscroll'="never’

onColumng
‘border="true’,
‘caption’="(dt)",

BoxCell(
‘hscroll’="never’,
‘'value'="txtDT’,
‘'vscroll'="never’

onCqumng
‘border'="true’,
‘caption’="(k)",
BoxCell(
'hscroll’'="never’,
value'="txtK’,
‘vscroll'="never’

goxCqumn(t
‘border'=’ r(u%’,
‘caption’="(p)",
BoxCell(
‘hscroll’="never’,
‘value’'="txtP’,
‘'vscroll'="never’

?éoxCqumng
'border'="true’,
'caption’="Tempo",

BoxCell(
‘hscroll’="never’,
'value’="CB,
‘vscroll'="never’
%oxColumn(t
‘border'="true’, .
'caption’="Volume de agua",
BoxCell(

‘hscroll’="never’,
‘value’="LabelERRO’,
‘vscroll’'="never’

?BoxCeII(
'hscroll'="never’,
'value’="ButtonPrograma’,
'vscroll'="never’

)

goxRow
Box qumng
‘border'="true’,

‘caption’="Gr afico e Tabela - U(x,y,t)",

BoxCell(
'hscroll’'="never’,
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'value'="ButtonTabela_VelU’,
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll'="never’,
'value'= ’PIotterVeIU’
'vscroll'="never’

oxCell(
'hscroll'="never’,
'value'= ’ButtonAmma VelU’,
'vscroll'="never’

goxColumng
‘border’="true’,

‘caption’="Gr afico e Tabela - V(x,y,1)",

BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'= ’ButtonTabeIa VelV’,
'vscroll’="never’

oxCeII(
'hscroll’="never’,
'value’= ’PIotterVeIV’
'vscroll’="never’

oxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'= ’ButtonAmma VelV’,
'vscroll’="never’

onColumng
'border’="true’,

‘caption’="Gr afico e Tabela - P(x,y,1)",

BoxCell(
'hscroll’'="never’,
'value'= ’ButtonTabeIa Pro’,
'vscroll’="never’

oxCell(
'hscroll'="never’,
'value'= ’PIotterPro
'vscroll’="never’

oxCell(
'hscroll’'="never’,
'value’= ’ButtonAmma Pro’,
'vscroll’="never’

)1

Window(
‘layout’="BoxLayoutl’,
‘reference’="Windowl’,
‘resizable’="true’,
‘title’="Membrana"

Action(’reference’:’Actionl’,
RunWindow('window’="Window1"))):
Maplets[Display](maplet);

Procedimento - Fronteirax =0

Fronteira_x_0 := proc()

local m n i:
global x, xl,
Cr_x, Cl x,
x 1, C x 2,
hr_x, hl_x,
Xl
_X’
h7x,
y, yr, yl,
Cry, %/:I Y,
Cy1l Cy 2
hry, hl_y,
Vy,
Uy,
hy,
C1, C2,
ul, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, VI,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, DI,
Ep, Er, El,

h x 1, h_x_2, hyl hy2 vo:

= FRONTEIRA x = 0

=0
rnfrom 1l tony-1 do

#
#
#
m
fo
# = CALCULAR C_. x 2 e u2

for i from 1 to
hy:
Vy

((h x 1 r[nman+l]- h_x \}]I’-TE n- 1]%/3/(2

DIRECAO X

ygg

*d
*dy
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Uy = Ul[m,n+1 Ul[m,n-1])/(2 * dy):
K)[g = E /C X [1[m n])] * [ D Y)
\;k/ [m.n] *h "y + h x 1[m,n] =*V_y):
Bp = Vimn] *U_y.
= (h_x_1[m+1,n - h_x_1Jm+1,n-
hy h x 1 +1 +1] - h +1,n-1])/(2
Vy = Vi[m+in+l] - 1[m+1,n-1])/(2
Uy = U1 m+1,n+1] - U1m+1,n-1])/(2
Ar = £m+1 nL h 1[men] vy
+ h_ x_1[m+1,n] =
Br 1[m+1 n] y ~
u2[m,n] := O:
C_x 2[m,n] := -0.5 *(Ul[m+1,n] - *C X 1[m+1 nj -
0.25 Ap-Bp+Ar-Br)_
h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
C_x_1[m,n] = C_x_2[m,n]:
hx"1[m,n] := h_ X 2[m,n] .
= CALCULAR C y 2 e V2 DIRECAO Y
h x := (h_y_1[m+1,n] - h_y 1mn])/dx
U x := Ulm+1,n] - 1[m,n])/dx:
VX = Vi[m+1,n] - V1[m,n])/dx:
Dp = (g/C_y 1[mn]
_I[mn] *U x + Ul[m,n] *h_x):
Ep = Ullm,n] *V_
h x := (h_y_1[m+1,n- 1 _y 1Jm n-1])/dx:
Ux = Ulm+1,n- 1[m,n-1])/dx:
VX = Vijm+1,n-1] - V1[m,n-1])/dx:
Dl = (g/C y [m,n-1])
{mnlb *U_ x + Ul[m,n-1] =*h_x):
El = U mn X:
h x = (h_y 1 m+1 n+l] - h_y_ 1m ,n+1])/dx:
Ux = Ulm+1,n+1] - 1[m,n+1])/dx:
VX = Vi[m+1,n+1 Vi[m,n+1])/dx:
Dr := (g/C_y [m,n+1]) *
%h _Imn+1] " *U_x + Ul[m,n+l] *h_x):
Er = Ulﬁnyn+1 *V_X
v2[m,n] = c *(:\L/1 mr:1L T -IE:Vl[:[n n+1]l
m,n m,n+1]) +
E)Zg (IDrE) y_‘fp-ll)-Er) * dt:
C_y 2[m,n] := 0.25 éVl[mn 1] - V1mn+1) +
0.5 * 1[mn1] + Ty mn+1])
0. 25* [ + Dr + p + El -"Er) =«dt
hy 2[mn] = (C_y_, 2[m n|"2)/g:
C_y 1mn] = C y 2[m,n]:
hy“i[m,n] := h_y 2[m,n[:
od:
C2[m,n] := (C_x 2[m,n] + C_y 2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]"2)/g:
Vo = vo + h2[m,n]:

*d
*d¥
*dy

§

end proc:
Procedimento - Fronteiray =0

Fronteira_y 0 := proc()
local m n, i
global x, xr, xI,

Ap, Ar Al,
Bp, Br BI
Dp, Dr, DI,
Ep, Er, El,
h x1 hx?2 hyl1l hy?2 vo

#
ﬁ = FRONTEIRA Y = 0
n = 0:
for m from 1 to nx-1 do .
# = CALCULAR C y 2 e V2 DIRECAO Y
for i from 1 to
hx.:( y1m+1n]-h_y_1m1n])/ * dX):
Ux := “Ullm+1,n] - (22 * dx):
VX = Vi1 m+l,n - V1m 1n /( * dx):
Dp := (9/C_y 1]m,n] *
L?h y Im,n]  +*U_x + Ul[m,n] *h_x)
Ep := Ullm,;n] *V_x:
h x := (h_y_1[m+1,n+1 y_1[m-1,n+1])/(2
Ux = Ul[m+1,n+1] - m1n+1/2
VX = Vi[m+1,n+1 V1 m-1,n+1])/
Dr := /C [m, n+1)

hy’ I[m n+1]

*U_x + Ul[m,n+1] =*h_x):

* dX):
* dX):
* dx):
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Er := Ullm,n+1] =*V_x: C x 1, C_x 2,
Gl = 9 mn+1] - (mn+1]) - Voo
C_y 2[m,n] := -0.5 V1[m,n+1 *C 1mn+1 ;
—- 0.25 *éDp - Ep + Dr - Er)'y_ H:f((
h_y 2[m,n] := (C_y_2[m,n]"2)/g: v 3}r |
Cx1 m,n]] = C_x_2[m,n]: cry. é’
hx1[m,n] := h x 2[m,n[: ) C—yy’l CZS/ 5
# = CALCULAR C_ 2 e V2 DIRECAO X A hl_y, -
hy:= hxlmn+1 —hx mn])/d Vy,
Vy = m n+l] - [[ dy: Uy,
Uy = Ul m, n+1 - Ul1[m,n[)/dy: h7y,
Ap = C X 1[mn * C1, C2,
1[m,n] *hy+ h x 1[m,n] *V_y): ul, U2,
Bp = mn] Ur, Ul,
hy = m 1 n+1 - h_x_1[m-1,n])/dy: V1, V2,
Vy = m-1,n+ ]] [[m 1, n]]) Vr, VI,
U_?/ = u1 m-1,n+1] - U1[m-1,n])/dy: hi, h2,
Al == (g/C x_ [m-l,n * Ap, Ar, Al,
SVI[m—l N] 'y + h x 1[m-1,n] =*V_y): Bp, Br, BI,
Bl := V1[m-1,n] Uy: Dp, Dr, DI,
h y = (h_x_1[m+1, n+1 - h_x_1[m+1,n])/dy: Ep, Er, El,
Vy = Vi[m+in+l] - 1[m+1,n %y h x 1, h x_2, hy 1, h_y 2, vo:
Uy = Ulm+1n+1] - U1m+1,n )/dy: #
Ar = (g/C x £m+1 nL # = FRONTEIRA x = c¢x
gzVI|_'m+ y + h X _1[m+1,n] *V_y): #
Br = V1[m+1,n Jr#n = NA PAREDE
uz[m,n] : *(Ulm 1n] + Ul m+1 ”]) + for n from 1 to 49 do
CZ5X Am-Lnl - S E”B*_ ey e # = CALCULAR C x 2 e U2 DIRECAO X
C_x 2[m,n] := 0.25 U1[m1n]-U1m+1n + or 1 irom 1 10 0 ) )
0?2* (é Xrl[mAl n] E *x( 1[] +1, n% v dt {I/_y = h x_\} mrﬁan} _h_x_l m}q nl]%/ %(2 :%
_ S5 +[AT + Ar + p+ Bl -Br) xdt = SRV e I ) *d¥)’
VCI:X 21[m,n] = (g X 22[[m ﬂ]] 2)lg: Ap = (g/C_x_1[m,n]) =
—y_1m,n] := C_y 2[m,n .
h_)é 1[[m ol = hy 2imal Bp = &ﬁﬁ[]_r,?}]n] **Ilvy + h_x_1[m,n] =*V_y):
od: o ) i
camn) = (Cx_ nﬁ:nznl + Cy_2mn))/2 Z@ i ‘i“mll”;&% N ”[‘[r#f%]i,§/ 2 :8§§;
A ' ’ = Ullm-1,n+1] - Ul[m-1,n-1])/(2 * dy):
od: Vo o 4 hefny A = P My + o ame, 1)( v_y) y
. ) m-1,n] * + h_x_1[m-1,n] = :
end proc: Bl := V?L[m-l,n] «U_y y d
ng n]] = 0
Procedimento - Fronteira x = cx C_x_2[m,n] := 0.5 e £L(J,2§E)m+l ?3] + 2 *CBI)_l[m -1,n]) -
h_x 2[m,n] := (C_ _2[m n|"2)/g:
Fronteira_x_cx := proc() C x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
local m, i: hZx“1[m,n] := h_x2[m,n] 3
global x, xr, x|, # = CALCULAR Cy 2 e V2 DIRECAO Y

Cr_x, Cl | X,
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h x = (h_y _[Lm,n] - h y_1Jm 1,n])/dx: C_x 2[m,n] := -0.5 *U2[m,n] +
U x = Ul[m,n 1[m-1,n])/dx: 0.5 *(Ul[m 1B] +2 *C X _1[m1n])
VX = Vi[m,n] - Vlm 1,n])/dx: 0.25 x(Ap + Bp + Al + Bl)
Dp = (g/C_y 1[m,n] h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
_I[m,n] *U X + Ul[m,n] *h_x): C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
hEp = (h1 min] *1 T hy1 -1,n-1])/d hx dmnl = hox2mak i
x 2 oy dimn-d] - by m1n-L)/dx: # = CALCULAR Cy 2 e V2 DIREGAO Y
Ux = (U g m-1,n-11)/dx. h x = (h_y_i[m ]-h_ylmln]/dx
VX = V1 m,n-l - V1[m-1,n-1])/dx: U'x = Ul[m,n m-1,n))/dx:
DI = (9/C_y_1[m,n-1]) * _ VX = Vi[mn] - Vl[[m 1,n]j/dx:
h[_y__l m,n-1 *U x + Ul[m,n-1] h_x): Dp = (g/C_y 1[m,n])
El := Ul[mn-1] =« y_Im.n] ° «U_x + Ulmn] *h_x):
h x = (h_y_1]m,n+1 h_y_ﬂm 1,n+1])/dx: Ep := Ullm,n] *V_x:
U_x :Z “UlIm,n+1] - 1m-1,n+1]/dx: h x = (hy_1mn-1] - h_y_1{m-1,n-1])/dx.
Vx = Vi[m,n+1 V1 m-1,n+1]j/dx: U'x = Ulm,n- m-1,n-1])/dx:
Dr := (g/C_y [m,n+1]) VX = é Vi[mn-1] - V1Hm 1n-ijjldx:
~I[m,n+1] *U_ x + Ul[m,n+1] *h_x): Dl = (g/C [m,n-1])
Er = U1mn+1 *V_X h mnl *Ux+U1[mn1] *h_x):
V2[m,n] : *(Vlmnl]'+ Vi[m,n+1] i El = Ul[mn AV x:
gczg 1([[’;}”_1E)| Y- E””*IB Yy st hx = (hy M) - h_y_1fm-L )i
— ' U x = “Ullm,n+1] - 1[m-1,n+1])/dx:
C_y_2[m,n] := 0.25 éVl[m n-1] - Vi[m, n+1ﬂ VX = Vi[mn+i] - vim-1, n+1]j/dx:
0.5 * 1[m, n 1] + C_y 1[m,n+1]) - _ Dr = (g/C_y_1[m,n+1])
0125 «(OT + Dr'+ 2 +Dp + El - Er) =dt: %h y_Iim.n+1" *U X + Ul[m,n+1] *h_x):
h_y _2[m,n] := (C_y_2[m,n]"2)/g: Er := Ul[Fn_n+1 *\V X -
Syl = 2y vamnl = 08¢ *(Y““”ll Lt
] == hy 2[m,n]: m,n m,n
od: 8Zg ([Dr - y ‘E I‘—PI Er) =dt:
C2[m,n] = (C x_2[m n] + C_y_2[m,n])/2: Cy 2[mn] := 025 Cgv1[m Nn- 1] Vl[m n+1 +
h2[m,n] := (C2[m,n 2 5 ( 1[m, n 1] + Cy_ 1 m n+1])
Vo = vo + 2m,n]: O [+ Dr + 2 «Dp + -"Er) *dt
od: . h_y_2[m,n] = (C [m n] 2)/g:
# = SAIDA DA AGUA Cy 1m,n] = C_y ~2[m,n:
for n from 50 to 60 do - hyi[m,n] = hy 2[m,n]:
= CALCULAR C x 2 e U2 DIRECAO X od:
for i from 1 to d do C2[m,n] := (C_x mn] + C_y_2[m,n])/2:
h y = (h_x 1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy): h2[m,n] := (C2[m,n]"2)/g
Vy = Vi[m,n+1] - 1mn1/(2 * dy): Vo = vo + h2[m
Uy = Ullm,n+1] - Ui1[m,n-1])/(2 * dy): od:
Ap = (g/C_x_1[m,n]) # = NA PAREDE
1[m,n] N |y + h  X_1[m,n] *V_y): for n from 61 to 69 do .
Bp := Vi[m,n] " *U_y: # = CALCULAR C x 2 e U2 DIRECAO X
hy = (h_x_1[m-1,n+1 —hx\}mlnl]?t xdy): for i from 1 to d do
Vy = Vi[m-1,n+1] - 1[m-1,n-1])/(2 * dy): hy = (h_x_1[m,n+1 -hx\}mnl]%- * dy):
U_?/ = Ullm-1,n+1] - Ul[m-1,n-1 )/(2 * dy): Vy = Vi[m,n+1] - 1 /(2 *dy):
Al == (g/C x_ [m—l,n] * Uy = Ui[m,n+1] - Ui[m,n-1])/(2 * dX):
SVI[m—l,n] 'y + h x 1[m-1,n] =*V_y): Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
Bl := V1[m-1,n] = *U_y: j\/l[‘m nj *hy + h x_1[mn] *V_y):
U2[m,n] = 1: Bp = [m,n] *U_y:
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hy:hx1m1n+1—hx ml,nl]%/ *dy
Vy = m-1,n+ m-1,n-1])/(2 *dy
U_?/ = Ul m-1,n+1] - Ul[m-1,n-1 )/(2 *dy):
Al (g/\%[ _1[m]1n] *h _1[m-1,n] V_y)
m-1,n 'y + h x 1[m-1,n] *V_y):
Bl := V1[m-1,n] = *U_y:
U2[m,n] := 0:
C_x 2[m,n] := 0.5 *(Ul]m- 1%] + 2 *C _1[m 1n])
0.25 *(Ap + + BI)
h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h™x"1[m,n] := h_x2[m,n]: .
# = CALCULAR C_y 2 e V2 DIRECAO Y
h x := (h_y Em ,n] - h_y 1[m-1,n])/dx:
U x := “Ullm,n] - 1[m-1,n])/dx:
VX = Vi[m,n] - Vlmln/dx
Dp = (g/C_y 1[m,n])
“IIm,n]  *U x + Ul[m,n] *h_x):
Ep = 11'ryn,n] *V_X:
h x = (h_y lmn-l - hy Hmlnl]/dx
Ux = U - 1[m-1,n-1])/dx:
VX = Vlm,n—l - V1m1n1/dx
Dl := (g/C_y_1[m,n-1])
hy I[m,n-1 *U x + Ul[m,n-1] +*h_x):
El .= U Fny,n- ] x
h x := (h_y_1]m,n+1 1m1n+1])/dx
Ux := “Ul[m,n+ 1[m-1,n+1])/dx:
VX = Vi[m,n+1] - V1 m-1,n+1 /dx
Dr = %/C_y [m,n+1

E h _'I[m,n+1\]/ *U_ x + Ul[m,n+1] =h_x):
. *
V2[m,n] = *(Vl][m n-1 + V1 m,n+1]

ey dRil oVl

C_y 2[m,n] := 0.25 éVl[m ,n- 1] V1 m n+1) +
0.5 * 1[m,n-1] + ﬁ/ m,n+1]) -
025* T + Dr + p + El - Er) =dt

||
C
|_\
3l<
=}
+
[

hy 2[mn] = (C_y_, 2[m n|"2)/g:
C_y 1[m,n] = C y 2[m,n]:
h“y 1[m,n] := hy 2[m, n]
od:
C2[m,n] := (C_ x 2[m,n] + C_y 2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n AZE/g:
vo = vo + h2[m,n]:
od:
end proc:

Procedimento - Fronteiray = cy

Fronteira_y_cy := proc()
local m, n, i
global x, xr, xI,

Cl x,

Cr X,
_x_1, C x 2,
hr X, hl_X

Uix,

y, yr 1,
s g cy 2,
hr_yT hI_y, -
U

hy,

C1, C2,

Dp,
Ep, Er, El,
h x 1, h x_2, hyl hy2 vo:

#
# = FRONTEIRA y = cy
ﬁ = ny:
# = NA PAREDE
for m from 1 to 49 do .
# = CALCULAR C y 2 e V2 DIRECAO X
for |from1todd
= (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
U_y = Vi[m,n] - 1[m,n-1 %y
y:: Ui[m,n] - Ulmnl)/y
= (g/C_x_1[m,n]) *
ﬁ/l['mn] *h_y + h_x_1[m,n] *V_y):
Bp = Vim,n] " *U_y:
h y = (h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:
\J_y = Vi[m-1,n] - m-1,n-1])/dy:
?/:: Ui[m-1,n] - Ulmlnl)/y
Al := (g/C_x_1I[m-1,n]
VI[m-1,n] *h y + h X _1[m-1,n] *V_y):
Bl : [m-1,n] ~ *=U_y:

i
=<

h x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:

I:
<

OTE



V_y

U
K%/:

Vi[m+1,n] - V1[m+1,n- 1

Ulm+1n] - U1 m+1,n- )/ y:
(g/C_x_ £m+1 nL

V m+ y+ hxl[m+1n] *V_y):

Br := V [m+1 n]

0
x
RN O

T oS
><|>< ><-ron -gxl

<
9

SAIDA DA AGUA
for m from 50 to 60 do
= CALCULAR C x 2 e U2

for i from 1 to
hy:

\Fy

Kp

Bp :

h_y :

h

: X
= (C2[m,
= vo +

0
0.5
(C_y_2[m,n|"2)/g:
C

5 *(Ul[m 1n] + Ul&m+1 ,n)). +
1m-1,n +1n|£+
*Ar- -

5 éU1[m 1n] - U1 m+1 nj) +

705 *(C_x_1[m-I,n] + mln])—

0 125 *'(AT+ Ar + 2 *A Br) «dt

X

x

2[m, n] 2)/g:

2 e V2 DIRECAO Y
1[m+1,n] - h 1[m-1,n])/(2 * dX):

y—U m+l!1 - _y_L; ]) (22 * dx):
Vi Vlmln 1(

m+1,n] - * dx):
*U x + Ul[m,n] *h_x):

/C_y 1[m,n *

yI[rT[m]]
1[m-1,n-1])/(2

hy_ L; mln])l (22

V1[m+1,n-1 Vlmlnl/(

(g/Cy [m,n-1])

1[m,n] X
(hy1m+1n1

m,n-1 *Ux+U1mn1 *h_X
uryn{ A m.n-4l 0

—U[fm+1n ]] -

*(V1[m,n- 1

0.25 *(Dp + *,2 *CEYYl[m il -

|<
.—.l;)‘
3
.2.

ﬁ:nn] + C_y 2[m,n])/2:
n|"2
2fm,n]'

dd

DIRECAO X
hxlmn-hx mnl/d
] ]% .
Ulm,n - Ulmnl)/y
/C_x_1[m,n
i\/l['m,n] *Ay + h X _1[m,n]  *V_y):
1[m,n] " U Yy:

(h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:

\lj_y

>

g G

(g/\(/:I[X_l[m]-l Thy + hx am-Ln]  *V.y)
m-1,n] * + h_x 1[m-1,n] = :
Bl = Vg[m-l,n] *U yy ~
= x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-
hy h_x_1[m+1,n] - h 1,n-1])/dy:
\J_y = Vi[m+in] - m+1,n-1])/dy:
y = Ulm+1,n] - Ul m+1,n-1 )dy:
Ar = (%%[x_ m]+1,n h JfmeLn] v y)
m+1,n + h_x_1[m+1l,n] = :
Br = V1[m+1,n] *Uy y ~
U2[m,n] := 0.5 Ul[m-1,n m+1,n]) +
. (mhn] Sy
p - - Br) =dt
C_x_2[m,n] := 0.25 éUl[m 1n] - U1 m+1,n]) +
0.5 *(C_x_1[m-1 n] + X 1 m+1 n])B
0. 125 *(Al + Ar + 2 +Ap + r =dt
h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/q:
C x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h™x"1[m,n] := h_ X 2[m,n]: .
= CALCULAR C_y 2 e V2 DIRECAO Y
h x := (hy1m+ln]-hy_1m1n])/ * dx):
Ux := “Ullm+1,n] - 1[m-1,n (22 * dx):
VX = Vim+1,n] - V1m1n/( * dx):
Dp := (g/C_y 1[m,n] *
y_IImn] ~*U_x + Ul[m,n] *h_x):
Ep = Ullm,n] *V_x
h x := (hy1m+1n1 —hy_1m1n1])/
Ux := “Ullm+1,n-1] - m-1,n-1 (22
VX = Vi[m+1,n-1 V1m1n1/(
Dl = (g/C_y [m,n 1) *
hy1l m,n—l{/ *U x + Ul[m,n-1] =*h_x):
El := Ul[m,n- *V X
V2[m,n] = 1:
Cy2?2mn] = -05 +
0.5 *(Vl[mnl + 2 *CEY 1[mn1])
0.25 *(Dp + Ep + DI )
hy 2[mn] = (C_y_ 2[m n|"2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
_y_1[m,n] := h_y_2[m,n
h 1[[ h_y 2[m,n]:
C2[m,n] := (C_x_ 2mn + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n Eg
g vo = vo + h2[m,n]:
od:
# = NA PAREDE
for m from 61 to 69 do 5
= CALCULAR C y 2 e V2 DIRECAO X

for i from 1 to d do

* dx):
* dX):

* dx§:
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vo = vo + h2[m,n]:
od: .
hy = (hx 1mn% - hox r?[” 11%“)/& end proc: "
Vy - TL/J1[[rrnn n]J 1[m,n-1])/dy: | edimento - Canto Inferior Esque
UK)I; i ﬂclzrx_nll[m*nh)y + hox imn] «V_y): Proc
my
- *U_y: d _
= Vi[m,n 1,n-1])/ = proc()
th:: h_x 1mln] - hx1 mmlni%i {Qf;a?sq nloI
y = mln]] [[mlnl)/y o xr. xl,
v:y _ Ulmln - . glo ,CI'X, Cl X,
U = (9/C_x_i[m-1,n]) M _x_1[m-1,n]  *V_y): Cx 1, C x_2,
o = AT ihy 1oy 6 e
— -1,n *U 1 X,
BI — Vh [r)P m+1,n] - h_x_ m,;:!i.:?n]i dy: U—x,
Q/’){/ = imﬂirr]l]] ) U1[[m+1n -1])/dy: r; >§/r u
v = Ul[m+ -
UK¥ = (%/C X {m““l ”L Ly o+ “h _x_1[m+1,n] *V_y): Cryy, | iy 2,
+ —J)
Br VleTlu”E[m’in] e by LY.
uz[m.n] = 0.5 < *(1([m I~ ¢ % L - U
E) 1,n] - Ul m+l []) + C_ly, co.
2mn] = 0.5 (Y g Y Limg »dt: UL, U2,
C_X_ [ 1 8?2*5 *_(-/)A(\T + Ar + 2 *A Ur,v Ul,
= (C_x 2[m r‘] 2)lg: VL V2,
h x_2[mn] = ~2m ) SV
hoitml = Am DR o G M AL
hx m.nf := /. V2 * ax): ' Br Bl
= CALCULUR _c%/ 1e Bl h_y_ﬂmfln])/]@/ a9 :gé: BB’ Br. D
__ +1,n| - . ) E, .
VIt Vll[fgﬂn‘f1n -, VLA PO hos_2, hy_L h_y.2, vo
VDX -:: ( /C y 1[ ] *U X + Ul[m n] *h X) ~ RlG_EM —
i ‘ry ji[m n\]/ X: 1])/ * dx): # _mo._ 0:
— n * . = M
Ep := (hlymi meLiel] - hy Um-l, 1L 1}@ 2 o h = o DIREC
hX-_‘: U m+1n i Vl[[mll’ll/( # 1todd0
U x : E V1jm+1,n-1 for i from 0 m,n])/dy:
Vot = C [m,n-1]) Ul[m,n-1] *h_x): uz[m,n] = h_x_1[m,n+1] - h x 1 d
DI :(g{ y{mnlb “Ux + \r_¥/ = V[[m?]il]]' u1[[mn)/d>>//
X i ULm - _
El B U ryn 1[m n 1]) Uﬂy '_: /C X 1[m n]) + h X 1[m n] *V_y)
V2[m,n] = O: *(V1[m, n]é E¥Y p - 1[m.n] *h_y
C_y_2[[m*n =035 0.25 =(Dp + Ep + DI E Bp := Vi[m,n] 1 nﬂ -hx1 m+];?]r)1/dd
nj = (Cy_ 2["‘ ni2)le: v 2 P 11[[rrnn+1 pydy:
h_y_2[m,n —C y 2[m,nj: Voy = Ul&m+1 n+1l - . U
c_y_llgrrnn,n = h_y 2[m,n]: Uy = (9/C_x_1[m+1.n)
h_y ’ 2[m n])/2 Ar g
; c2lmnl = cx25mn]+Cy
atmi] = (C2lrmn

(A%



(V1[m+1,n]

*h y + h x_ 1[m+1,n] =*V_y):
_Y:

Br := V1[m+1, n] * U
C_x 2[m,n] := -0.5 *(Ul[m+1,n] - *C X 1[m+1 nj) -
0.25 *(Ap - Bp +Ar- Br)”
X_2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
C_x_l{m n]] = C X 2[m nj:
h™x1[m,n] = 2[m,n]: -
# DIREC AO Y
V2[mrn = O:(h ] h I
X = 1[m+1, n - 1[m,n])/dx:
U x := y"U.[L y_J 1[m,n])/dx:
VX = Vlm+1n - V1[m,n])/dx:
Dp := (g/C_y 1] m n] *
" IIm, *Ux+U1[mn] *h_X):
Ep := Ul[m,n]
h x = (h 1 +1n+1 - h 1[m,n+1])/dx:
U x ::( y—U m+1,n+1] - - lj mn4]-)1 )/dx:
VX = Vi[m+1n+1 Vi[m,n+1])/dx:
Dr := (g/C y [m, n+1]) *
h y I[m, n+1] *U_x + Ul[m,n+1] *h_x):
Er := Ulm,n+l] =*V_x
Cy 2[m,n] := -05 Vi[m,n+l] - 2 *C lmn+l
2Amal = 05 (Y p[-Ep]+ 2 Sy dimni) -
h y 2[m,n] = (C_y_. 2[m n]"2)/g:
C 1[m,n] ;= C
0

h2[m,n

(C2Im.n] 2)/

C2[[m,n]] = (C x Zﬁ:n n] + C_y 2[m,n])/2:

VO
end proc:

= vo + 2m]

Procedimento - Canto Superior Esquerdo

Sup_Esq := proc()
IocaTm n, i
global x, xr, X,
Cr_x, | X,
Cx 1, C x 2,
hr_ X, hl_X
VX,
UZx,
h7x,
y, yr, vl
Cry, él Y,
Cy_1, | Cy_2,
_Y,

#

SUPERIOR TESQUERDO ===

=g

DIREC AO X
for i from 1 to d do
U2[m,n] = 0:
= (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
U_y = Vi[m,n] - 1[m,n-1 %y
y = Ui[m,n] - Ulmnl)/y
i ﬂ(ljrx‘ll[m Wy +hocama vy
m,n] * + h_x_1[m,n] = :
Bp = Vi1[m,n] *U_Vy ~
h y = (h_x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:
Vy = Vi[m+1,n] - m+1,n-1])/dy:
y = UL[m+1n] - U1m+1n1)/y
Ar = (g/C_x_1[m+1,n])
%V I[m+ n] * _y + h X _1[m+1,n] *V_y):

Br = Vl[m+1 n]

C_x 2[m,n] := -0.5 Ul[m+1 n] *C X 1[m+1 nj) -
0.25 *(Ap - Bp '+ Ar - Br)”
h_x 2[m,n] := (C_x_ 2[m n|"2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h™x"1[m,n] := h_ X 2[m,n]: .
# DIREC AO Y
V2[m,n] := O:
h x := (h_y 1]Lm+1 ,n] - hy 1m ,n))/dx:
Ux = Ulm+1,n] - 1[m,n])/dx:
VX = Vi[m+1,n] - Vi[m,n])/dx:
Dp := (g/C_y_1[m, n] *
Yy mn] *U X + Ul[m,n] *h_x):
Ep = Ul[m,n]
h x = (h 1m+1n1-h 1[m,n-1])/dx:
U x ::(_y"U m+1,n- _yd mn)l)/dx
VX = Vijm+1n-1] - V1[m,n-1])/dx:
DI := (g/C_y_1[m,n-1])
(h_y 1[m,n-1] *U_x + Ul[m,n-1] =*h_x):

€TE



sl Z T s img
_y_2[m,n] = 0 5£(D[r;nf o'+ DI +E¥) [mn D -
h y 2[m,n] = 2[m n] 2)/g:
Cy_ =
hyl[[mn]] = y_2[mn]
' [[ ]]:CX 5:nn]+Cy2[mn])/2

= (C2Im,n

Vo = + 2mn]

end proc:
Procedimento - Canto Superior Direito

Sup_Dir := proc()
IocaTm n, i
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl X,
, C

SUPERIOR T DIREITO

SR
# DIREC
for i from 1 to d do
y: hxl&mn]-hx mnl])/d
V'y = mnl
Uy = u1[mn] - Ui[m,n-1 )/y

Ap = ( /%me,nl][m*ng)_y +h X 1mn] - =V_y):

Bp = V1[m,n]
h = hxlm-, -hx 1[m-1,n-1])/d
V__>3// = (" 'V£ m-l,r]1]J - [[m 1n]% Xj
U?/:: Ul[m-1,n] - mlnl)/y
Al = (g/C x [m- ,N])
S 1,n] *hy+hx1[m1n] *V_y):
= V1[m-1, n] Uly:
Uzgm,n]] = 0:
C x 2[m,n] := 0.5 *(Ul[m- 1%] _1[m 1 ,n)) -
0.25 «(Ap + Bp + AI + BI)
h x 2[m,n] := (C_x_2[m,n]"2)/g:
Cx1 m,n]] = C_x_2[m,n]:
h X 1[m,n] := h_ _7[m,n]: .
# DIREC AO Y
h x := (hy 1£m n] - h_y 1Jm 1,n])/dx:
Ux = U 1[m-1,n])/dx:
VX = Vlm,n - Vlmln/dx
Dp = (9/C_y_1[m.n])
y_IIm,n] = *U x + Ul[m,n] *h_x):
Ep = Ullm,n] *V_x:
hx:(h 1mn1 - h_y 1[m-1,n-1])/dx:
Ux := - 1[m-1,n-1])/dx:
VX = Vlmnl Vlmlnl/dx
bl = (gt m, nl u U1[ 1] *h_x):
m,n- * x + m,n- *h_X
El &m n- i k/ X:
cvzzl[m’nzg v Cy 1lm 1) -
m,n] = *(V1[m,n-1 * 1mn1
—- 0.25 *(Dp + ép+DI EY)
h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]"2)/g:
C vy 1m,n] := C_y 2[m,n]:
hj/y:l[[m,n = hT/y [|[n n]]
od:
C2[[m,n = (C_x 2 m,r}] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2 m,n“ZE (o
vo = vo + h2[m,n]:
end proc:

Procedimento - Canto Inferior Direito

Inf_Dir := proc()

local m, n, i

global x, xr, xI,
Cr X, Cl X,
Cx 1, C x.2,

144>



= 1, n+1 V1[m-1,n
': % rr?1 1n+1 - Ul[[m 1, ]f)/ y:
hr x, hl_x, = e x .
M_))%, - gV T n] *hy+hx1[m1n] *V_y):
h_xy B = V - *
. yn Y - 05 (Ul[m 1n +C o AmeLn) -
Bér_%/, é Y, C_x_2[m,n] 0.25 *(Ap + B]p + Al + BIl)
C_y_l, _2: h x 2[m7n] = (C_X [m n] 2)/9
Or_)\/y Y, C__X__l[[m,n]] _: [S:_X E;nhn
Y, . h—x_1[m,n] := h X 2[m,n]: DIREC A0 Y
h_y, _
R vamnl = 0. - 1[m-1,n])/dx:
o O B’X 20 y_&mn] hy J m- 1Dn )/dx:
35 L\J/I’Z Y V1[[ ) Vlgm 1,n[j/dx:
vr, Vi, Dp = (/nyf[%rgn] *U_x + Ul[m,n] *h_x):
21 g\zr a P2 pamal s vx h_y_1[m-1,n+1])/dx:
1 1 L T m
Bp, Br Bl 0 iz oy dimned] - by dm-dod) y/cix:
Ep Er EDII V_;( ‘= v1ﬁm,n+1]] - Vlgm 1,n+1])/dx:
1 r . ..—
th 1 h_X_Z, I?(_)y_l, h_y_Z, VO: Dr = l{]C_y_I[r%n:]ﬁQ*i::lL]) *U X+ Ul[m n+1] *h X)
= RIOR - DIRE - — X
’ mIN:—EEOn 7 C_y_2[m n]Er::' -OL.JSlmmT%/]l[m n+1] *Cy_ 1[m n+i)) -
g 7 DIREC AO X _2[m, 0.25 *EDP CEp + Dr - Ery
for i from 1 to d Odo h_y_zl[m,r;] = (g _)3// 22[[|[nn r?]] 2)/g:
U2[mhn]y.—: h XT} m,n+1] - h x_ in n])/dd ﬁ_yy_l m,'n = h Yy 2[m,n]:
= m,n+ =
V! 32% Ul[[m'”+1]J - Ul[[m”)/ y: od: C2[[m,n]] = (C_x_ [ann] + C_y_2[m,n])/2:
Ll ATy cama vy h2mnf = C2mnigye:
= 1 N *U .
hBJ,D = (h xml[ln 1 n+1] - h_x_1[m-1,n])/dy: end proc:

GTE



