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TESE DE DOUTORADO

CURITIBA

2012



ADILANDRI M ÉRCIO LOBEIRO
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RESUMO

LOBEIRO, Adilandri. M.. Soluç̃ao das Equaç̃oes de Saint Venant em Uma e Duas Dimensões
Usando o Ḿetodo das Caracterı́sticas. 315 f. Tese – Programa de Pós-graduaç̃ao em Ḿetodos
Numéricos em Engenharia, Universidade Federal do Paraná. Curitiba, 2012.

Embasando-se na teoria da cinemática dos fluidos, alcança-se, via Teorema de Transporte de
Reynolds, as deduções necessárias para a obtenção das Equaç̃oes de Saint Venant em uma e
duas dimens̃oes, ñao obstante tais equações s̃ao linearizadas, o que permite obter as equações
da onda em uma e duas dimensões. Para solucionar estas equações, este texto discorre sobre
o consagrado Ḿetodo das Caracterı́sticas, detalhando-o. Cabe observar que para o caso bidi-
mensional encontrou-se as Pseudo-Caracterı́sticas. Por meio deste método, e com o auxı́lio do
software Maple, a soluç̃ao de duas conhecidas equações da onda são obtidas, a Equação do
Telégrafo, no caso de uma dimensão, e para avaliar a Vibração de uma Membrana Retangular,
no caso de duas dimensões. Aĺem disso, o Ḿetodo das Caracterı́sticasé aplicado para obter
as Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas e as Invariantes de Riemann, com o objetivo de solu-
cionar as Equaç̃oes de Saint Venant em uma e duas dimensões, em cada uma das situações um
estudo de caso foi abordado de modo a expor a teoria desenvolvida. Para o caso unidimensional,
analisou-se o escoamento daágua em um canal retangular avaliando a velocidade e profundi-
dade em posiç̃oes espećıficas do comprimento do canal e em instantes de tempo pré-fixados, o
que tornou possı́vel estimar tais valores em qualquer ponto do canal por meiode uma funç̃ao
duas vezes continuamente diferenciável que foi obtida pela interpolação do tipoSpline Ćubico
Natural. Para o caso em duas dimensões, um problema bidimensional de esvaziamento de um
reservat́orio foi analisado utilizando as Equações de Saint Venant, obtendo-se como resultados
a profundidade e a velocidade em duas direções, para instantes de tempo especı́ficos e posiç̃oes
pré-fixadas no comprimento e largura do reservatório, tais resultados foram comparados com os
dados obtidos por meio do já consagrado Ḿetodo das Diferenças Finitas Explı́citas. Importante
ressaltar que, para o processo de resolução de cada uma das equações, umaMaplet foi ideali-
zada e programada, a fim de ilustrar e avaliar numérica e graficamente os resultados obtidos por
cada ḿetodo descrito.

Palavras-chave:Onda, Saint Venant, Caracterı́sticas, Bidimensional, Maple



ABSTRACT

LOBEIRO, Adilandri. M.. Solution of Saint Venant equations in One and Two Dimensions
Using the Method of Characteristics. 315 f. Tese – Programa dePós-graduaç̃ao em Ḿetodos
Numéricos em Engenharia, Universidade Federal do Paraná. Curitiba, 2012.

Basing on the theory of the kinematics of the fluid is achieved via the Reynolds transport the-
orem, deductions required to obtain the Saint Venant equation in one and two dimensions,
although such equations are linearized, which allows to obtain wave equations in one and two
dimensions. To solve these equations, this text discusses the consecrated Method of Charac-
teristics, detailing it. It should be noted that for the two-dimensional case met the Pseudo
characteristics. By means of this method and with the aid of the software maple two known so-
lution of the wave equation is obtained from Equation telegraph in case of one dimension, and
to evaluate the vibration of a rectangular diaphragm in the case of two-dimensional . Further-
more, the method of characteristics is applied to obtain theslopes of Characteristic Curves and
Riemann invariants in order to solve the Saint Venant equations in one and two dimensions, in
each of the situations a case study was approached in to expose the theory developed. For the
one dimensional case we analyzed the flow of water in a rectangular channel and evaluating
the speed at specific positions depth of the channel length and time instants pre-set, making it
possible to estimate these values at any point in the channelby through a twice continuously
differentiable function which was obtained by interpolating the type Natural Cubic Spline. For
the case in two dimensions, a problem of emptying a two-dimensional reservoir was analyzed
using the Saint Venant equation, yielding results such as the depth and speed in both directions
to specific time instants and positions prefixed length, and width of the reservoir, these results
were compared with the data obtained by the already established Explicit Finite Difference
Method. Importantly, for the process of solving each of the equations, one Maplet was desig-
ned and programmed in order to illustrate and evaluate numerically and graphically the results
obtained by each method.

Keywords: Wave, Saint Venant, Characteristics, Bidirectional, Maple
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–FIGURA 4.6 PROPAGAÇ̃AO DE ÁGUA DE ONDA SOBRE UM DEGRAU . . . . . . . . 64
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–FIGURA 7.4 CARACTEŔISTICAS LINEARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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SUMÁRIO
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3.1 LINEARIZAÇÃO DAS ESV-1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 47
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1 INTRODUÇÃO

1.1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O estudo do escoamento não permanente em canais começou com os trabalhos dos ma-

temáticos franceses Laplace (LAPLACE, 1775) e Lagrange (LAGRANGE, 1781, 1788). A

fórmula de Lagrange (LAGRANGE, 1788) da celeridade para pequenas ondas eḿaguas rasas,

promoveu o primeiro impulso a esses estudos (MAHMOOD; YEVJEVICH, 1975).

Tratamentos avançados de fluxo não permanentes em canais começaram com o desenvol-

vimento de duas equações diferenciais parciais. A Academia Francesa de Ciências, em seu

volume 73 de julho-dezembro de 1871, contêm duas notas (VENANT, 1871), apresentado por

Barŕe de Saint Venant, intitulada: THEORIE DU MOUVEMENT NON-PERMANENT DES

EAUX AVEC APPLICATION AUX CRUES DES RIVIERES ET A L’INTRODUCTION DES

MAREES DANS LEUR LIT (Aplicaç̃ao da Teoria do fluxo déagua ñao permanentèas enchen-

tes do rio e as propagação das maŕes nos canais) páginas, 148-154 e 237-240. Na primeira

parte da nota, ṕaginas 147 a 151, continua o tratamento da celeridade da ondareferente a uma

onda de um afluente discutido em um trabalho anterior. A segunda parte da nota de 1871 nas

páginas 151-154 intitula-se: THEORIE ET EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT

NON PERMANENT DES EAUX COURANTES (Teoria e equações gerais de fluxo não per-

manente em canais). Esta parte, cerca de três ṕaginas,é a contribuiç̃ao b́asica usualmente

chamada “Equaç̃oes Diferencias Parciais ( EDPs) de Fluxo Não Permanentes de Saint Venant”.

A nota de 1871 traz nas páginas 237-240 uma tentativa de integrar as equações de continuidade

e momento. Essa tentativa, semelhanteà abordagem de ondas cinemáticas de hoje, equivale a

inclinaç̃ao ḿedia do canal da linha de energia ao longo de uma onda. As duas equaç̃oes, na

forma original do documento de 1871, são:

∂w
∂ t

+
∂ (wU)

∂s
= 0 (1.1)
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e

∂ε
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=
1
g

∂U
∂ t

+
U
g

∂U
∂s

+
χ
ω

F
ρg

(1.2)

ondew é aárea transversal,U é a velocidade ḿedia,ε é a posiç̃ao da superfı́cie daágua acima do

ńıvel de refer̂encia,χF/ωρg é o coeficiente de atrito,χ é o peŕımetro molhado,ρ é a densidade

daágua,g é a aceleraç̃ao gravitacional,ρg é o peso especı́fico, ρgF é o atrito de fronteira por

unidade déarea,s é o comprimento ao longo do canal retangular prismática et é o tempo.

Estas equaç̃oes permaneceram inalterados durante cem anos de tentativas de modifića-las

ou melhoŕa-las. Basicamente, as equações que resultaram destas várias tentativas são mais

completas e mais sofisticadas, mas reduzem para as equações b́asicas de Saint Venant toda vez

que simplificadas para uso prático.

Barŕe de Saint Venant era um homem de originalidade excepcional.No entanto, suas contri-

buições para o fluxo ñao permanente em canais não podem ser dissociadas das contribuições de

seus antecessores e contemporâneos. Dentre eles, temos H.L. Patriot (PARTIOT, 1858, 1861a,

1861b, 1871), como um observador dos fenômenos naturais, estudou os movimentos das ondas

das maŕes ao longo dos afluentes e generalizou estaárea da hidŕaulica. Russel (RUSSELL,

1837, 1845) e Bazin (BAZIN, 1862, 1865) experimentou com o movimento das ondas ao longo

dos canais, e assim juntou dados para verificação futura de teorias e fórmulas na celeridade e

transformaç̃ao da onda. Boussinesq (BOUSSINESQ, 1871, 1872, 1873, 1877b, 1877a), publi-

cou v́arios trabalhos téoricos em sistemas hidráulicos, incluindo um em 1871 (BOUSSINESQ,

1871), aṕos a publicaç̃ao das notas de Saint Venant sobre onda isolada (solitária), e uma em

1872 (BOUSSINESQ, 1872) sobre a teoria da onda. No entanto, osmotivos mais prov́aveis

para o sucesso de Saint Venant na produção de suas duas equações parecem ser a sua filo-

sofia de base de usar a matemática para formular problemas no sistema hidráulico. Ele teve

ideia, tanto como engenheiro como fı́sico-mateḿatico, que os resultados da aplicação da ma-

temática para a hidráulica, como em muitas outras partes da fı́sica, ñao pode ser melhor do

que os axiomas e hipóteses que fundamentam o desenvolvimento de expressões mateḿaticas.

As propriedades do fluido, como fenômenos descobertos através de observações na natureza

ou obtidas por experimentação, s̃ao os fatores de orientação ao postular as equações de base

hidráulica. Essa abordagem também parece ser bem confirmado pelo que se seguiu cem anos

de pesquisas em hidráulica.

Os pressupostos básicos do desenvolvimento das Equações de Saint Venant ( ESV) são:

• As ondas de superfı́cie variam gradualmente, o que equivale a afirmar que a distribuição

da press̃ao ao longo da verticalé hidrost́atica, ou que a aceleração verticalé pequena;
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• As perdas por atrito no fluxo não permanente não s̃ao significativamente diferentes em

fluxo permanente;

• Distribuição de velocidade em toda aárea molhada ñao afetam substancialmente a pro-

pagaç̃ao da onda;

• O movimento de onda pode ser considerada como bidimensional, com os efeitos de even-

tual diferença de ńıveis insignificante nas seções transversais ;

• A inclinação ḿedia do fundo do canaĺe t̃ao pequena que o sinα pode ser substituı́do

por tanα, e cosα pela unidade, ondeα é o ângulo formado pelo fundo do canal com a

horizontal.

Tentativas foram feitas por vários investigadores para:

• Apresentar a aceleração vertical para ondas gradualmente variadas;

• Estudo e, eventualmente, introduzir a diferença de atritoentre o fluxo inst́avel e est́avel

(mudanças nas condições da camada limite), sob o termo geral de ondas gradualmente

variadas;

• Adicionar as variaç̃oes na terceira dimensão;

• Usar fundo curvo;

• Utilizar várias f́ormulas para as perdas por atrito.

Estas tentativas fez aumentar a abrangência das ESV. No entanto, todas estas adições s̃ao nem

modificaç̃oes substanciais, nem mudanças significantes a partir da descriç̃ao mateḿatica b́asica

do fluxo inst́avel em canais abertos fornecidos pelas ESV.

Destacam-se alguns trabalhos importantes em prol dos estudos das ESV nośultimos anos.

No ano de 1996, R. Moussa e C. Bocquilion desenvolveu um algoritmo para resolver as

equaç̃oes das ondas de difusão de roteamento de enchente. Essas equações s̃ao obtidas por

negliĝenciar os termos de aceleração nas ESV ée usado em roteamento de enchentes em rios

(MOUSSA; BOCQUILLON, 1996).

No ano de 1997, V.P. Singh, Guang-Te Wang e D.D. Adrian estudaram o roteamento de

enchente baseado na equação da onda de difusão usando o ḿetodo de mistura de células. A

Equaç̃ao da Onda em Uma Dimensão ( EO-1D) de difus̃ao ñao linearé obtida das ESV ne-

gligênciando os termos de Inércia (SINGH; WANG; ADRIAN, 1997).
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No ano de 1998, G.W. Tchamen e R.A. Kahawita modelaram efeitosde secas e enchentes

sobre uma topografia complexa. O conjunto de equações modelo geralmente usado para este

proṕositoé o modelo déagua rasa de duas dimensões (TCHAMEN; KAHAWITA, 1998).

No ano de 2002, Guang-Te Wang, Shulin Chen, Jan Boll, C.O.Stockee D.K. McCool

fizeram a modelagem de um escoamento superficial baseado nas ESV para um sistema de alta

inclinaç̃ao discretizado (WANG et al., 2002).

No ano de 2003, Xiaoyong Zhan apresenta um modelo matemático e ḿetodo nuḿerico para

o fluxo deágua e transporte de soluto em uma rede fluvial de maré (ZHAN, 2003).

No ano de 2004 Xavier Litrico e Vincent Fromion investigaramos modos de ESV lineari-

zadas e seus controles, mostrando queé posśıvel suprimir os modos de oscilações sobre todo

o canal prisḿatico por um controlador din̂amico de fronteira bem projetado usando apenas a

medida de ńıvel da água a jusante no final do canal prismático. Observaram que esse con-

trole possui infinitas dimensões o que torna difı́cil de implement́a-lo num canal real (LITRICO;

FROMION, 2004).

No ano de 2005 tem-se que:

• Xavier Litrico, Vincent Fromion, Jean Pierre Baume, Carina Arranja e Manuel Rijo exp̃oe

e valida uma metodologia baseada em um modelo hidráulico cĺassico, ESV, para projetar

controladores autoḿaticos eficientes para canais de irrigação de um reservatório, esse

modelo foi obtido pela linearização das ESV ondée usado um ḿetodo nuḿerico para

calcular a freqûencia responśavel do sistema (LITRICO et al., 1995).

• Jian-Hu Feng, Li Cai, Wen-Xian Xie usou o esquema central a montante do tipo CWENO

(central ponderado essencialmente não oscilat́orio) para calcular as soluções aproximadas

do sistema de ESV déaguas rasas em uma e duas dimensões (FENG; CAI; XIE, 2005).

• Xavier Litrico, Gilles Belaud, Jean Pierre Baume e José Ribot-Bruno apresentaram a

modelagem hidráulica de um port̃ao de controle de nı́vel deágua a montante automático

(LITRICO et al., 2005).

• J. Burguete, P. Garcia-Navarro e J. Murillo apresentaram condições de contorno nuḿerico

para ḿetodos conservadores de massa global para resolver as ESV, tamb́em conhecidas

como equaç̃oes deáguas rasas, aplicadas ao fluxo em rio (BURGUETE; NAVARRO;

MURILLO, 2005).

• Jiequan Li e Guoxian Chen estenderam o Método do Problema de Riemann ( GRP) para

o sistema de equações déaguas rasas com topografia de fundo (LI; CHEN, 2005).
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• Christina W.Tsai estudou o roteamento de escoamento não permanente em rios de leve

inclinaç̃ao com profundidade de fluxo gradualmente variante induzidopelo efeito de re-

manso a jusante (TSAI, 2005).

• Emmanuel Audusse e Marie-Odile Bristeau publicaram um artigo nomeado “Uma posi-

tividade bem equilibrada preservando o esquema de segunda ordem para escoamento de

água rasa em malhas não estruturadas”. Para isso, consideram as soluções das ESV com

termo fonte com topografia em duas dimensões em malhas não estruturadas através de

uma abordagem de volumes finitos (AUDUSSE; BRISTEAU, 2005).

No decorrer do ano de 2006, observa-se os trabalhos de:

• Mohammad R. Hashemi, Mohammad J. Abedini e Parviz Malekzadehutilizaram-se do

Método de Integral Diferencial ( DQM) para simulações nuḿericas em escoamentos não

permanentes em canais, onde discretizaram as ESV e as condic¸ões de contorno em um

doḿınio espacial e temporal para aplicação do ḿetodo. Este ḿetodo mostrou-se pode-

roso com ḿınimo esforço computacional sendo convergente, preciso erápido, apesar de

ter sido a primeira tentativa de usá-lo no escoamento de fluxos em canais. Para vali-

dar as soluç̃oes DQM, os resultados obtidos foram comparados com os do Método das

Caracteŕısticas ( MC) (HASHEMI; ABEDINI; MALEKZADEH, 2006).

• Xavier Litrico e Vincent Fromion analisaram o controle dos modos de oscilaç̃oes que

ocorrem em escoamentos em canais devido a propagação das ondas nas fronteiras, mos-

trando-se que são bem representados pelas ESV linearizadas. Para isso usaram uma

função de transferência distribúıda aproximada para calcular um controlador de fronteira

dinâmico que cancela os modos de oscilação sobre os canais do reservatório. Este resul-

tadoé recuperado com a obtenção das Invariantes de Riemann no caso de um reservatório

com canal horizontal e sem atrito (LITRICO; FROMION, 2006).

Já no ano de 2007, pode-se destacar:

• Babacar Toumbou, Daniel Y. Le Roux e Abdou Sene apresentaram umteorema de exis-

tência para um modelo de sedimentação em duas dimensões acoplado em um sistema de

águas rasas com uma equação de transporte de sedimento. Um problema de dimensão

finita é resolvido usando o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer (TOUMBOU;ROUX;

SENE, 2007).

• Tomás Morales de Lima apresentou um modelo para os fluxos deáguas rasas com fundo

não plano feito de duas camadas de fluidos uma compressı́vel e outra incompressı́vel.
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Para isso, generalizou-se o modelo clássico de Savage-Hutter (obtido pelas equações in-

compresśıveis de Euler), adicionando uma camada superior compressı́vel. Obteve-se um

modelo do tipóaguas de rasas, que admite uma desigualdade de dissipação de entropia,

que preserva o estado estacionário de um lago em repouso e dá uma aproximaç̃ao da

superf́ıcie livre das equaç̃oes compressı́veis e incompressı́veis de Euler (LIMA, 2007).

• Surabh Amin, Alexandre M. Bayen, Laurent El Ghaoui e and Shankar Sastry estudaram a

Viabilidade robusta para o controle de fluxo deágua num sistema de canal de reservatório

(AMIN et al., 2007).

• Mohammad R. Hashemi, Mohammad J. Abedini e Parviz Malekzadehaplicaram pela

primeira vez o DQM em escoamentos não permanentes em canais. Mostraram que o

DQM é ŕapido, convergente e preciso. Para aplicar o método discretizaram as ESV em

uma dimens̃ao ( ESV-1D) e as condições de contorno em um domı́nio temporal e espacial

(HASHEMI; MOHAMMAD; MALEKZADEH, 2007).

No ano de 2008, relatam-se os artigos:

• Simon Munier, Xavier Litrico, Gilles Belaud e Pierre OlivierMalaterre que propuseram

um novo modelo, chamado de “Linear Backwater Lag-and-Route” (LBLR), que apro-

xima as ESV linearizadas em torno de um fluxo não-uniforme em um escoamento finito

(com uma condiç̃ao de contorno a jusante) (MUNIER et al., 2008).

• M. Gugat e G. Leugering estudaram a controlabilidade da fronteira global de um sis-

tema de ESV para canais inclinados com atrito. Mostrou-se que começando suficiente

próximo de um estado inicial subcrı́tico constante estacionário pode-se controlar o sis-

tema em tempo finito para uma vizinhançaC1 de qualquer outro estado subcrı́tico cons-

tante estaciońario por controle de fronteira nas extremidades do canal, detal forma que

durante o processo o estado do sistema permanece continuamente diferencíavel (GUGAT;

LEUGERING, 2008).

• Carole Delenne, Vincent Guinot e Bernard Cappelaere apresentaram uma soluç̃ao via Rie-

mann para as ESV em combinação com problema de sensibilidade quando as soluções

são descontı́nuas. A soluç̃aoé baseada na suposição inicial de duas ondas de rarefação. A

posteriori a presença de choquesé detectado e um termo extra de sensibilidade na forma

de um termo fonte de Diraće considerado nas equações de equilı́brio de sensibilidade

(DELENNE; GUINOT; CAPPELAERE, 2008).
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• S.J. Chum e G.P.Merkley fizeram um algoritmo para aproximar assoluç̃oes das Equações

Diferenciais Ordińarias ( EDOs) na forma caracterı́stica das ESV em escoamento não

permanente gradualmente variado em uma dimensão em canais de irrigação prisḿatico

(CHUN; MERKLEY, 2008a).

No ano de 2009, Vu Due Thai e Pham Thuong Cat publicaram o artigonomeado “Re-

solvendo as ESV em duas dimensões ( ESV-2D) utilizando a Rede Neural Celular ( CNN)”.

Descrevem neste trabalho, que até agora, PCs foram usados para resolver estas equações, mas

não satisfazem tais exigências, portanto, melhores instalações s̃ao necesśarias. A CNN e a CNN

Universal Ḿaquinas ( CNN-UM) com a arquitetura de computação paralela f́ısica t̂em pesqui-

sado e desenvolvido novas maneiras para resolver vários tipos de EDPs (THAI; CAT, 2009).

No ano de 2010, tem-se:

• Vu Duc Thai e Pham Thuong Cat introduziram um modelo de CNN de duas camadas para

resolver as ESV em uma dimensão, onde analisaram as questões de aproximação e equi-

valência topoĺogica entre a Equação Diferencial da Diferença Parcial Celular ( CPDDE)

e as EDPs originais. A estabilidade do sistema CNN também é provado ao descobrir o

equiĺıbrio do estado e da saı́da de cada ćelula (THAI; CAT, 2010).

• Mathias Foo, Nadia Bedjaoui e Erik Weyer publicaram um artigonomeado “Segmentação

de um rio usando as ESV”. Para isso o rio foi dividido em segmentos que s̃ao trechos onde

a geometria do rio e o atrito são assumidos constantes. Estudos de simulação mostraram

que alguns poucos segmentos são suficientes para representar o rio com boa precisão

(FOO; BEDJAOUI; WEYER, 2010).

No ano de 2011, tem-se

• Mohammad Rafiee, Andrew Tinka, Jerome Thai e Alexandre M. Bayenpublicaram o ar-

tigo sobre estimativa combinando estado-parâmetro para equações déaguas rasas. Neste

artigo, um ḿetodo para assimilar os dados nas equações deáguas rasas, quando alguns

dos par̂ametros s̃ao desconhecidośe apresentado. As ESV-1D são usadas como um mo-

delo de fluxo de escoamentos em canais. Usando estas equações um modelo de estado

não linearé obtido (RAFIEE et al., 2011).

1.2 O QUE FOI FEITO DE NOVO NESTA TESE

Descreve-se abaixo o queé inédito nesta tese.
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a) Derivou o modelo mateḿatico para o escoamento de fluidos homogêneos, incompreensı́veis

e viscosos, ESV, por meio do Teorema de Transporte de Reynolds( TTR) em duas di-

mens̃oes.

b) Derivou pelo MC as soluç̃oes para as ESV em duas dimensões.

c) Obteve soluç̃oes nuḿericas para os sistemas de EDOs obtidas pelo MC para a Equação da

Onda em Duas Dimensões ( EO-2D). Em particular, resolveu o problema da vibração da

membrana retangular.

d) Obteve soluç̃oes nuḿericas para as ESV-2D com uso do MC, onde resolveu o problema

bidimensional de esvaziamento de um reservatório.

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

A estrutura dessa tese está organizada em mais sete capı́tulos descritas brevemente abaixo:

• no caṕıtulo 2 deduz-se detalhadamente via TTR as ESV em uma e duas dimens̃oes;

• no caṕıtulo 3 obt́em-se as equações da onda em uma e duas dimensões via linearizaç̃ao

das ESV;

• no caṕıtulo 4 descreve-se detalhadamente o MC;

• no caṕıtulo 5 aplica-se o MC para obter as Inclinações das Curvas Caracterı́sticas e as

Invariantes de Riemann ( ICCIR) para a equação da onda em uma e duas dimensões.

• no caṕıtulo 6 aplica-se o MC para obter as ICCIR para as ESV em uma e duasdimens̃oes.

• no caṕıtulo 7 aplica-se o MC para obter a solução de duas conhecidas equações da onda,

a Equaç̃ao do Teĺegrafo, no caso de uma dimensão, e para avaliar a Vibração de uma

Membrana Retangular, no caso de duas dimensões.

• no caṕıtulo 8 utiliza-se as ICCIR para estudo de casos das ESV em uma e duas dimens̃os.

• Nos anexos A, B, C e D disponibiliza-se os códigos das Maplets programadas para obter

as soluç̃oes dos problemas apresentados.
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2 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT VIA TEOREMA DE TRANSPORTE DE
REYNONLDS

Há uma śerie de ḿetodos para obter as ESV. Cada um tem suas vantagens na medida em que

mostra algumas das hipóteses e aproximações que ṽao para as equações. Provavelmente a mais

elegante das derivações parta das equações de Navier-Stokes da hidrodinâmica. No entanto, a

derivaç̃ao fornecida via TTR apresentada a seguiré escolhida por sua simplicidade.

Neste caṕıtulo deduz-se com uso do TTR as ESV em uma e duas dimensões.

2.1 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT EM UMA DIMENÃO

Nesta seç̃ao deriva as ESV-1D, também conhecidas como equações déagua rasa ou equações

de conservaç̃ao de massa e momento em uma dimensão, com uso do TTR.

2.1.1 Equaç̃ao da Conservação de Massa em Uma Dimensão

Admite-se o prinćıpio de conservaç̃ao de massa de fluido: “a variação da massa de fluido

no interior deΩ, em relaç̃ao ao tempo,́e igual ao fluxo de fluido através da fronteiraΓ de

Ω”. Assim o prinćıpio de conservaç̃ao da massa para um sistema1 diz que a taxa de variação

temporal da massa do sistemaé igual a zero, ou seja,

DMsis

Dt
= 0 , (2.1)

onde a massa do sistema,Msis, pode ser representada por

Msis =
∫

sis

ρdV− . (2.2)

Note que esta integração cobre todo o volume do sistema. A equação (2.2) estabelece que a

massa do sistemáe igual a somatória das massas de todos os volumes elementares (a massa de

um volume elementaŕe igual ao produto da massa especı́fica do material pelo volume elemen-

1Um sistemáe definido como uma quantidade fixa e identificável de material.
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tar).

A aplicaç̃ao do TTR ao caso ilustrado resulta em

D
Dt

∫

sis

ρdV− =
∂
∂ t

∫

vc

ρdV−+
∫

sc

~V · n̂dA , (2.3)

ou seja, a taxa de variação temporal da massa do sistema na equação (2.3) est́a expressa pela

soma da taxa de variação temporal da massa contida no volume de controle,

∂
∂ t

∫

vc

ρdV− , (2.4)

com a vaz̃ao ĺıquida de massa na superfı́cie de controle
∫

sc

ρ~V · n̂dA. . (2.5)

O termo~V · n̂dA na integral da vaz̃ao em massa representa o produto da componente do

vetor velocidade perpendicular a uma pequena porção da superfı́cie de controle e áarea dife-

rencialdA. Assim,~V · n̂dA é a vaz̃ao em volume atrav́es daáreadA e ρ~V · n̂dA é a vaz̃ao em

massa atrav́es dedA. Ainda mais, o sinal do produto escalar~V · n̂ é positivo quando o escoamen-

to é para fora do volume de controle e negativo para os escoamentos que alimentam o volume

de controle porque ˆn é considerado positivo quando aponta para fora do volume de controle.

Obt́em-se a vaz̃ao ĺıquida de massa no volume de controle somando todas as contribuições

diferenciaisρ~V · n̂dAque existem na superfı́cie de controle, ou seja,
∫

sc

ρ~V · n̂dA = ∑ṁs−∑ṁe , (2.6)

ondeṁ é a vaz̃ao em massa(kg/s).

A express̃ao para a conservação da massa num volume de controle também é conhecida

como a equaç̃ao da continuidade. Combinando as equações (2.1), (2.2) e (2.3), obtém-se uma

equaç̃ao de conservação da massa adequada a volumes de controle fixos e não deforḿaveis.

Assim,

∂
∂ t

∫

VC

ρdV−+
∫

SC

ρ~V · n̂dA = 0 . (2.7)

A equaç̃ao (2.7) mostra que a soma da taxa de variação temporal da massa no volume de controle

com a vaz̃ao ĺıquida de massa na superfı́cie de controle tem que ser nula para que a massa seja

conservada.
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Uma express̃ao muito utilizada para a avaliação da vaz̃ao em massa, ˙m, numa seç̃ao da

superf́ıcie de controle que apresentaáreaA é

ṁ = ρQ = ρAU , (2.8)

ondeρ é a massa especı́fica do fluido,Q é a vaz̃ao em volume(m3/s) eU é o comportamento

do vetor velocidade perpendicular aáreaA. Como

ṁ =
∫

A

ρ~V · n̂dA , (2.9)

a aplicaç̃ao da equaç̃ao (2.8) envolve a utilização de valores representativos das médias da massa

espećıfica do fluido,ρ, e da velocidade do escoamento na seção considerada. Normalmente con-

sidera uma distribuiç̃ao uniforme da massa especı́fica do fluido em cada seção de escoamento

dos escoamentos compressı́veis e permite-se que as variações de massa especı́fica ocorram ape-

nas de uma seção para outra. O valor da velocidade que deve ser utilizado naequaç̃ao (2.8)é

o médio do componente do vetor velocidade normal aárea que está sendo analisando. O valor

médio,V, é definido por

V =

∫

A ρ~V · n̂dA
ρA

. (2.10)

Se o perfil de velocidade do escoamentoé uniforme na seç̃ao transversal que apresentaáreaA

(escoamento unidimensional), tem-se

V =

∫

Aρ~V · n̂dA
ρA

=V . (2.11)

A barra indica que deve utilizar o valor médio da velocidade quando a distribuição de velo-

cidade na seç̃ao transversal ñao é uniforme, no entanto, quando o escoamento for uniforme a

barra sobre a velocidade não é utilizada para indicar que está operando com o valor ḿedio da

velocidade na seção de escoamento.

O pressuposto b́asico da teoria déagua rasáe que a pressão varia hidrostaticamente na

vertical

p = ρg(h−z) se z≤ h , (2.12)

ondezé igual a coordenada vertical eh é a profundidade dáagua (ver figura 2.1),ρ é a densidade

do ĺıquido eg é a aceleraç̃ao gravitacional2. A equaç̃ao acimáe o pressuposto básico da teoria

2Neste caṕıtulo o sistema de coordenada(x,y,z) é usado comx na direç̃ao do fluxo inicial,y na direç̃ao hori-
zontal normal para o fluxo inicial ez na direç̃ao vertical. Isso parte das notações algumas vezes usadas para um
fluxo de uma direç̃ao, comx na direç̃ao do fluxo ey na direç̃ao vertical. De maneira semelhante,U , V e W são



23

daágua rasa de primeira ordem queé usado principalmente em aplicações de engenharia (teoria

da onda solit́aria e o salto undular hidráulico sendo exceções).

Figura 2.1: Velocidade e Altura em 1D

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)

A derivaç̃ao a seguiŕe para as equações unidimensional em que as variáveis dependentes

são a velocidade ḿediaU e profundidadeh, e as varíaveis independentes são a dist̂ancia lon-

gitudinalx e o tempot. A dimens̃ao verticalé suprimida quando todas as quantidades são em

média na direç̃ao vertical. A outra dimensão horizontaĺe adicionada mais tarde, como são as

caracteŕısticas mais complexas das equações. Note que o sistema de coordenadas não é total-

mente ortogonal em quex se encontra no leito do canal ez é vertical. Este arranjo pressupõe

que o cosseno da inclinação do canaĺe de aproximadamente uma unidade.

Têm-se da equação (2.7) que

∂
∂ t

∫

VC

ρdV−+
∫

SC

ρU ·~ndA = 0

⇒ ρ
∂
∂ t

∫

VC

dV−+ρ
∫

SC

U ·~ndA = 0

⇒ ρ




∂
∂ t

∫

VC

dV−+
∫

SC

U ·~ndA



 = 0

⇒ ∂
∂ t

(A∆x)+
∫

SC

U ·~ndA = 0

. (2.13)

Portanto,

∂
∂ t

(A∆x)+U2A2−U1A1 = 0 . (2.14)

Observaç̃ao 2.1 Uma śerie de Tayloré uma expans̃ao de uma śerie de funç̃oes ao redor de

usados para velocidade médias nas direç̃oesx, y e z respectivamente, ao invés deV para velocidade ḿedia em um
fluxo de uma dimens̃ao na direç̃aox.
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um ponto. Uma śerie de Taylor de uma dimensão é uma expans̃ao de uma funç̃ao real f(x) ao

redor do ponto em que x assume um valor qualquer (por exemplo,a). Neste caso, escreve-se a

série da seguinte maneira:

f (x) = f (a)+
f ′(a)(x−a)1

1!
+

f ′′(a)(x−a)2

2!
+ · · ·+ f (n)(a)(x−a)n

n!
(2.15)

A constante áe o centro da śerie que pode ser encarada como uma função real ou complexa.

Se a= 0, a śerie tamb́emé chamada de Śerie de Maclaurin (de Colin Maclaurin).

A śerie de Taylor associada a uma função f infinitamente diferenciável (real ou complexa)

definida em um intervalo aberto(a− r,a+ r) é a śerie de pot̂encias dada por

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n. , (2.16)

onde, n! é o fatorial de n e f(n)(a) denota a n-́esima derivada de f no ponto a.

A śerie de Taylor pode também ser definida para funções deIRn → IR. Nesse caso, tem-se

que a śerie de Taylor de f em torno do ponto X0 = (x0
1, · · · ,x0

n) é dada por:

f : IRn → IR

(x1, · · · ,xn) 7→ f (x1, · · · ,xn)
, (2.17)

onde

f (x1, · · · ,xn) = ∑
k≥0

1
k!

(

∑
αi∈IN;

n
∑

i=1
αi=k

k!
α1!···αn!

∂ k f
∂x

α1
1 ···∂xαn

n
(X0)(x1−x0

1)
α1 · · ·(xn−x0

n)
αn

)

.(2.18)

Tem-se, para:

1. k= 0;

f (x1, · · · ,xn) = f (X0) . (2.19)

2. k= 1;

f (x1, · · · ,xn) = f (X0)+ ∑
αi∈IN;

n
∑

i=1
αi=1

1!
α1!···αn!

∂ 1 f
∂x

α1
1 ···∂xαn

n
(X0)(x1−x0

1)
α1 · · ·(xn−x0

n)
αn

(2.20)
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3. k= 2;

f (x1, · · · ,xn) = f (X0)+ ∑
αi∈IN;

n
∑

i=1
αi=1

∂ 1 f
∂x

α1
1 ···∂xαn

n
(X0)(x1−x0

1)
α1 · · ·(xn−x0

n)
αn

+ ∑
αi∈IN;∑n

i=1 αi=2

2!
α1!···αn!

∂ 2 f
∂x

α1
1 ···∂xαn

n
(X0)(x1−x0

1)
α1 · · ·(xn−x0

n)
αn

.(2.21)

A primeira coisa a notaŕe que ñao se pode, em geral, calcular todos os termos de uma

série de Taylor infinita em um tempo finito! Na verdade, para calcular mais de doiśe um tanto

tedioso.

Utilizando uma expansão em Śerie de Taylor, baseada no centro do elemento, para calcular

a velocidade ḿedia e áarea onde desprezam-se os termos de ordem maior que 1, têm-se

U1 = U − ∂U
∂x

∆x
2

, (2.22)

U2 = U +
∂U
∂x

∆x
2

, (2.23)

A1 = A− ∂A
∂x

∆x
2

(2.24)

e

A2 = A+
∂A
∂x

∆x
2

, (2.25)

conforme Figura 2.2.

De (2.22)-(2.25), t̂em-se

U2A2−U1A1 =

(

U +
∂U
∂x

∆x
2

)(

A+
∂A
∂x

∆x
2

)

−
(

U − ∂U
∂x

∆x
2

)(

A− ∂A
∂x

∆x
2

)

= UA+U
∂A
∂x

∆x
2

+A
∂U
∂x

∆x
2

+
∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2

−UA+U
∂A
∂x

∆x
2

+A
∂U
∂x

∆x
2

− ∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2

= 2U
∂A
∂x

∆x
2

+2A
∂U
∂x

∆x
2

= U
∂A
∂x

∆x+A
∂U
∂x

∆x

. (2.26)
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Figura 2.2: Expans̃ao em Śerie de Taylor para U eh em 1D

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)

Substituindo a equação (2.26) em (2.14), obtêm-se:

∂
∂ t

(A∆x)+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

∆x = 0

⇒ ∆x
∂A
∂ t

+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

∆x = 0

⇒
[

∂A
∂ t

+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)]

∆x = 0

⇒ ∂A
∂ t

+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

= 0

. (2.27)

Uma express̃ao muito utilizada para a avaliação da vaz̃ao em massa, ˙m, numa seç̃ao da

superf́ıcie de controle que apresentaáreaA é

ṁ= ρQ= ρAU , (2.28)

ondeρ é a massa especı́fica do fluido,Q é a vaz̃ao em volume(m3/s) eU é o comportamento

do vetor velocidade perpendicular aáreaA. Desta forma, t̂em-seQ= AU, logo:

∂Q
∂x

= U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

. (2.29)

Substituindo a equação (2.29) na equação (2.27), tem-se:

∂A
∂ t

+
∂Q
∂x

= 0 . (2.30)
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SendoA= bheQ= AU, obt̂em-se

∂A
∂ t

= b
∂h
∂ t

(2.31)

e

∂Q
∂x

=
∂ (AU)

∂x
=

∂ (bhU)

∂x
= b

∂ (hU)

∂x
. (2.32)

Substituindo as equações (2.32) e (2.31) na equação (2.30), tem-se

b
∂h
∂ t

+b
∂ (hU)

∂x
= 0 , (2.33)

o que implica em

∂h
∂ t

+
∂ (hU)

∂x
= 0 , (2.34)

que representa a Equação de Conservação de Massa em uma dimensão.

2.1.2 Equaç̃ao do Momento Linear em Uma Dimensão

A segunda lei de Newton, para sistemas, estabelece que:

“Taxa de variaç̃ao temporal da quantidade de movimento do sistemaé igual a soma das forças

externas que atuam no sistema”.

A quantidade de movimento de um sistemaé igual ao produto de sua massa por velocidade.

Assim, uma pequena partı́cula com massaρdV− apresenta quantidade de movimento igual a

VρdV− e um sistema apresenta quantidade de movimento
∫

sis

VρdV. Aplicando este resultado na

segunda lei de Newton,

D
Dt

∫

sis

VρdV− = ∑~Fsis . (2.35)

Qualquer referencial, ou sistema de coordenadas, onde estaafirmaç̃ao é válida é denomi-

nado inercial. Um sistema de coordenadas fixoé inercial e um sistema de coordenadas que se

desloca numa linha reta com velocidade constante tambémé inercial.

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento da equação da quantidade de movimento linear

adequada a volumes de controle. Quando o volume de controleé coincidente com o sistema,

as forças que atuam no sistema e as forças que atuam no conteúdo do volume de controle
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coincidente s̃ao instantaneamente idênticas, ou seja,

∑~Fsis = ∑~Fcontéudo do VC coincidente. (2.36)

A aplicaç̃ao do teorema de transporte de Reynolds no sistema e no conteúdo do volume de

controle coincidente, quée fixo e indeforḿavel, fornece

D
Dt

∫

sis

VρdV− =
∂
∂ t

∫

VC

VρdV−+
∫

SC

Vρ~V ·~ndA , (2.37)

ou seja, a taxa de variação temporal da quantidade de movimento linear do sistemaé igual a taxa

de variaç̃ao temporal da quantidade de movimento linear do conteúdo do volume de controle

mais o fluxo ĺıquido de quantidade de movimento linear através da superfı́cie de controle.

A equaç̃ao (2.37) estabelece que a taxa de variação temporal da quantidade de movimento

linear é dada pela soma de duas quantidades relacionadas ao volume de controle: a taxa de

variaç̃ao temporal da quantidade de movimento linear do conteúdo do volume de controle e o

fluxo lı́quido de quantidade de movimento linear através da superfı́cie de controle. As partı́culas

de fluido que cruzam a superfı́cie de controle transportam quantidade de movimento e, assim,

detecta-se um fluxo lı́quido de quantidade de movimento linear na superfı́cie do volume de

controle.

Combinando as equações (2.35), (2.36) e (2.37) pode-se obter uma formulação mateḿatica

da segunda lei de Newton para volumes de controle fixos (inerciais) e indeforḿaveis,

∂
∂ t

∫

VC

VρdV−+
∫

SC

VρV ·~ndA = ∑~Fcontéudo do VC . (2.38)

A equaç̃ao (2.38)́e conhecida como a equação da quantidade de momento linear.

As forças que comp̃oem a somatória

∑~Fcontéudo do VC coincidente, (2.39)

são as de campo e as superfı́cies que atuam no conteúdo do volume de controle. Áunica

força de campo considerada neste capı́tulo é a associada a aceleração da gravidade. As forças

de superf́ıcie s̃ao exercidas no conteúdo do volume de controle pelo material localizado na

vizinhança imediata e externa ao volume de controle. Por exemplo, uma parede em contato

com o fluido pode exercer uma força superficial de reação no fluido que ela confina. De modo

ańalogo, o fluido na vizinhança interna da interface comum (normalmente isto ocorre em regiões

da superf́ıcie de controle onde se detecta escoamento de fluido).



29

Na direç̃aox, tem-se

∂
∂ t

∫

VC

UρdV−+
∫

SC

UρU ·~ndA = ∑~Fx,VC . (2.40)

Considerando a primeira integral do primeiro membro, obtêm-se

∂
∂ t

∫

VC

UρdV− = ρ
∂
∂ t



U
∫

VC

dV−





= ρ
∂
∂ t

[U.V−]

= ρ
∂
∂ t

(U.A∆x)

= ρ∆x
∂
∂ t

(AU)

= ρ∆x
∂Q
∂ t

, (2.41)

ondeQ= A·U .

Resolvendo tamb́em a segunda integral do primeiro membro, tem-se
∫

SC

UρU ·~ndA = ρ
(
U2

2A2−U2
1A1
)

= ρ

[(

U +
∂U
∂x

∆x
2

)2(

A+
∂A
∂x

∆x
2

)

−
(

U − ∂U
∂x

∆x
2

)2(

A− ∂A
∂x

∆x
2

)]

= ρ







U2+2U
∂U
∂x

∆x
2

+

(
∂U
∂x

∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

A+
∂A
∂x

∆x
2

)

−ρ







U2−2U
∂U
∂x

∆x
2

+

(
∂U
∂x

∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

A− ∂A
∂x

∆x
2

)

= ρ
[

U2+2U
∂U
∂x

∆x
2

](

A+
∂A
∂x

∆x
2

)

−ρ
[

U2−2U
∂U
∂x

∆x
2

](

A− ∂A
∂x

∆x
2

)

= ρ

[

U2A+U2∂A
∂x

∆x
2

+2AU
∂U
∂x

∆x
2

+2U
∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2
]

−ρ

[

U2A−U2∂A
∂x

∆x
2

−2UA
∂V
∂x

∆x
2

+2U
∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2
]

= ρ
[

2U2∂A
∂x

∆x
2

+4AU
∂U
∂x

∆x
2

]

= ρ
[

U2∂A
∂x

∆x+2AU
∂U
∂x

∆x

]

(2.42)
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Substituindo as equações (2.41) e (2.42) na equação (2.40), obt̂em-se

∂
∂ t

∫

VC

UρdV−+
∫

SC

UρU ·~ndA = ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x
∂Q
∂ t

+ρ
[

U2∂A
∂x

∆x+2AU
∂U
∂x

∆x

]

= ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x
∂Q
∂ t

+ρU2∂A
∂x

∆x+2ρAV
∂U
∂x

∆x = ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+ρU2∂A
∂x

+2AU
∂U
∂x

]

= ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(
A.U2)

]

= ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(A.U.U)

]

= ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(Q.U)

]

= ∑~Fx,VC

, (2.43)

ondeQ= A·U .

Considerando tr̂es tipos de forças: gravidade, pressão e força de atrito. Todos estas na

direç̃aox, tem-se

∑~Fx,VC = Fp1 −Fp2 +∆Fp−Fs+Fg . (2.44)

A força de press̃ao em uma seção vertical eḿagua de profundidadeh por unidade de largura

é

Fp =

h∫

0

pdA=

h∫

0

ρg(h−z)
︸ ︷︷ ︸

press̃ao=p

ξ (z)dz
︸ ︷︷ ︸

dA

, (2.45)

em queξ (z) é a largura do canal na alturaz acima do fundo, conforme Figura 2.3.

Figura 2.3: Um corte de forma transversal em um canal arbitŕario

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)
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Da equaç̃ao (2.45), tem-se

∆Fp =

h∫

0

ρg(h−z)(ξ2(z)−ξ1(z))dz

=

h∫

0

ρg(h−z)

[(

ξ (z)+
∂ξ
∂x

∆x
2

)

−
(

ξ (z)− ∂ξ
∂x

∆x
2

)]

dz

= ρg

h∫

0

(h−z)2
∂ξ
∂x

∆x
2

dz

= ρg

h∫

0

(h−z)
∂ξ
∂x

∆xdz

(2.46)

e

∂Fp

∂x
=

∂
∂x

h∫

0

ρg(h−z)ξ (z)dz

=

h∫

0

∂
∂x

[ρg(h−z)ξ (z)]dz

= ρg

h∫

0

∂
∂x

[(h−z)ξ (z)]dz

= ρg

h∫

0

∂
∂x

(h−z)ξ (z)+(h−z)
∂
∂x

(ξ (z))dz

= ρg

h∫

0

[
∂h
∂x

ξ (z)+(h−z)
∂ξ
∂x

]

dz

= ρg
∂h
∂x

h∫

0

ξ (z)dz

︸ ︷︷ ︸

A

+ρg

h∫

0

(h−z)
dξ
dx

dz

= ρg




∂h
∂x

A+

h∫

0

(h−z)
dξ
dx

dz





. (2.47)

Como

Fp1 = Fp−
∂Fp

∂x
.
∆x
2

(2.48)

e

Fp2 = Fp+
∂Fp

∂x
.
∆x
2

, (2.49)
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segue que

Fp1 −Fp2 +∆Fp =

(

Fp−
∂Fp

∂x
∆x
2

)

−
(

Fp+
∂Fp

∂x
∆x
2

)

+∆Fp

= Fp−
∂Fp

∂x
∆x
2

−Fp−
∂Fp

∂x
∆x
2

+∆Fp

= −2
∂Fp

∂x
∆x
2

+∆Fp

= −∂Fp

∂x
∆x+∆Fp

. (2.50)

Substituindo as equações (2.47) e (2.46) em (2.50), obtêm-se

Fp1 −Fp2 +∆Fp = −∂Fp

∂x
∆x+∆Fp

= −ρg




∂h
∂x

A+

h∫

0

(h−z)
dξ
dx

dz



∆x+ρg

h∫

0

(h−z)
∂ξ
∂x

∆xdz

= −ρg
∂h
∂x

A∆x−ρg

h∫

0

(h−z)
dξ
dx

dz∆x+ρg

h∫

0

(h−z)
∂ξ
∂x

∆xdz

= −ρg
∂h
∂x

A∆x

. (2.51)

A força de atrito (resistência de atrito) se manifesta por meio de um corte ao longo do fundo

e dos lados de um canal. Têm-se

Fs = τ p∆x (2.52)

ondeτ é a tens̃ao tangencial, ou ainda,

τ =
hl

∆x
ρg

A
p
= Sfxρg

A
p

, (2.53)

ondeSfx = hl/∆x. Substituindo (2.53) em (2.52), obtêm-se

Fs = τ p∆x

=

(

Sfxρg
A
p

)

p∆x

= SfxρgA∆x

. (2.54)

A força devidàa gravidadée a componente de peso ao longo do canal

Fg = ω sinθx = ρgA∆x
︸ ︷︷ ︸

ω

sinθx , (2.55)

em queθx é oângulo que o eixox faz com horizontal. Consistente com essa hipótese de pequena

inclinaç̃ao do seno dôangulo considera-se igualà tangente dôangulo quée propriamente o
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ângulo. Portanto, sinθx = tanθx passa a ter a inclinação do canal,S0x, de onde resulta

Fg = ρgA∆xS0x
. (2.56)

Das equaç̃oes (2.43) e (2.44), têm-se

ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(Q.U)

]

= Fp1 −Fp2 +∆Fp−Fs+Fc . (2.57)

Substituindo as equações (2.51), (2.54) e (2.56) em (2.57), obtêm-se

ρ∆x

[
∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(Q.U)

]

= −ρg
∂h
∂x

A∆x−
(
SfxρgA∆x

)
+ρgA∆xS0x

⇒ ∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(Q.U) = −g
∂h
∂x

A−SfxgA+gAS0x

⇒ ∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(U.Q)+gA
∂h
∂x

= gAS0x −SfxgA

⇒ ∂Q
∂ t

+
∂
∂x

(U.Q)+gA
∂h
∂x

= gA
(
S0x −Sfx

)

, (2.58)

ondeQ=UA. Observe que

∂Q
∂ t

= U
∂A
∂ t

+A
∂U
∂ t

(2.59)

e

∂
∂x

(U ·Q) = U
∂Q
∂x

+Q
∂U
∂x

. (2.60)

Substituindo as equações (2.59) e (2.60) em (2.58), obtêm-se

A
∂U
∂ t

+U

[
∂A
∂ t

+
∂Q
∂x

]

+Q
∂U
∂x

+gA
∂h
∂x

= gA
(
S0x −Sfx

)
. (2.61)

Substituindo a equação (2.30) na equação (2.61) e sabendo queQ= AU, têm-se

A
∂U
∂ t

+U ·A∂U
∂x

+gA
∂h
∂x

= gA
(
S0x −Sfx

)
, (2.62)

concluindo que

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+g
∂h
∂x

= g
(
S0x −Sfx

)
. (2.63)
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A equaç̃ao (2.63)é conhecida como Equação da Quantidade de Momento Linear em uma di-

mens̃ao.

Observaç̃ao 2.2 O sistema de ESV-1D escrito na forma reduzidaé dada por






∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh) = 0

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+g
∂h
∂x

= g
(
S0x −Sfx

)

(2.64)

onde:

• h é a profundidade do canal;

• g é constante gravitacional;

• U é a velocidade ḿedia na direç̃ao x;

• ∂h
∂x

é a declividade da superfı́cie daágua;

• ∂h
∂ t

é a variaç̃ao da profundidade com o tempo;

• ∂U
∂x

é a variaç̃ao da velocidade com a distância;

• ∂U
∂ t

é a variaç̃ao da velocidade com o tempo;

• S0x é a declividade do canal;

• Sfx é a declividade da linha de energia.

Do sistema (2.64), obtém-se

∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(
U2h

)
+

g
2

∂h2

∂x
= gh

(
S0x −Sfx

)
. (2.65)

De fato,

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+Uh
∂U
∂x

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U ·0+Uh
∂U
∂x

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U







∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh)
︸ ︷︷ ︸

=0






+Uh

∂U
∂x

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

, (2.66)
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logo

⇒ h
∂U
∂ t

+U
∂h
∂ t

+U
∂
∂x

(Uh)+Uh
∂U
∂x

︸ ︷︷ ︸

= ∂
∂x(U.Uh)

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U
∂h
∂ t

+
∂
∂x

(U(Uh))+
2gh
2

∂h
∂x

= gh
(
S0x −Sfx

)

⇒ ∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(
U2h

)
+

g
2

∂
∂x

(h2) = gh
(
S0x −Sfx

)

. (2.67)

O sistema de ESV-1D (2.64) está na sua forma reduzida, porém, para algumas aplicações

de diferenças finitaśe importante que ele esteja na forma (2.68), queé chamada deforma

conservativa






(h)t +(Uh)x = 0

(Uh)t +

(

U2h+
1
2

gh2
)

x
= gh

(
S0x −Sfx

) . (2.68)

2.2 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT EM DUAS DIMENS̃OES

Na Seç̃ao (2.1) as ESV foram apresentadas em sua forma unidimensional queé a mais

simples. Muitas aplicaç̃oes de fluxo ñao permanentes são mais complexas e requerem ter-

mos adicionais ou modificação dos termos. Nesta seção obt̂em-se as ESV, ou as Equações de

Conservaç̃ao de Massa e Momento Linear na forma bidimensional, utilizando o TTR.

2.2.1 Equaç̃ao da Conservação de Massa em Duas Dimensões

Aplicações bidimensionais trazem uma coordenada “horizontal”,y, perpendicular̀ax. Nesse

caso, deve se considerar na Equação de Conservação da Massa a possibilidade de que o lı́quido

entra e sai do volume de controle elementar através da face normal do eixoy.

Considerando~V =U~i+V~j, tem-se da equação (2.7) que

∂
∂ t

∫

VC

ρdV−+
∫

SC

ρ~V · n̂dA = 0

⇒ ∂
∂ t

(A∆x∆y)+(U2A2−U1A1)∆y+(V2A2−V1A1)∆x = 0

. (2.69)
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Utilizando uma expansão em Śerie de Taylor, baseada no centro do elemento, para calcular

a velocidade ḿedia e áarea onde desprezam-se os termos de ordem maior que 1, têm-se

U1 = U − ∂U
∂x

∆x
2

, (2.70)

U2 = U +
∂U
∂x

∆x
2

, (2.71)

V1 = V − ∂V
∂y

∆y
2

, (2.72)

V2 = V +
∂V
∂y

∆y
2

, (2.73)

A1 = A− ∂A
∂x

∆x
2

(2.74)

e

A2 = A+
∂A
∂x

∆x
2

, (2.75)

conforme Figura 2.4.

Figura 2.4: Expans̃ao em Śerie de Taylor para U , V eh em 2D

Fonte: (CHAUDHRY, 1993)
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Das equaç̃oes (2.70)-(2.75), têm-se

U2A2−U1A1 =

(

U +
∂U
∂x

∆x
2

)(

A+
∂A
∂x

∆x
2

)

−
(

U − ∂U
∂x

∆x
2

)(

A− ∂A
∂x

∆x
2

)

= UA+U
∂A
∂x

∆x
2

+A
∂U
∂x

∆x
2

+
∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2

−UA+U
∂A
∂x

∆x
2

+A
∂U
∂x

∆x
2

− ∂U
∂x

∂A
∂x

(
∆x
2

)2

= 2U
∂A
∂x

∆x
2

+2A
∂U
∂x

∆x
2

= U
∂A
∂x

∆x+A
∂U
∂x

∆x

(2.76)

e

V2A2−V1A1 =

(

V +
∂V
∂y

∆y
2

)(

A+
∂A
∂y

∆y
2

)

−
(

V − ∂V
∂y

∆y
2

)(

A− ∂A
∂y

∆y
2

)

= VA+V
∂A
∂y

∆y
2

+A
∂U
∂y

∆y
2

+
∂V
∂y

∂A
∂y

(
∆y
2

)2

−VA+V
∂A
∂x

∆y
2

+A
∂V
∂y

∆y
2

− ∂V
∂y

∂A
∂y

(
∆y
2

)2

= 2V
∂A
∂y

∆y
2

+2A
∂V
∂y

∆y
2

= V
∂A
∂y

∆y+A
∂V
∂y

∆y

. (2.77)

Substituindo as equações (2.76) e (2.77) em (2.69), obtêm-se

∂
∂ t

(A∆x∆y)+(U2A2−U1A1)∆y+(V2A2−V1A1)∆x = 0

⇒ ∂
∂ t

(A∆x∆y)+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

∆x∆y+

(

V
∂A
∂y

+A
∂V
∂y

)

∆y∆x = 0

⇒ ∆x∆y
∂
∂ t

(A)+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

∆x∆y+

(

V
∂A
∂y

+A
∂V
∂y

)

∆y∆x = 0

⇒ ∆x∆y

[
∂A
∂ t

+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

+

(

V
∂A
∂y

+A
∂V
∂y

)]

= 0

⇒ ∂A
∂ t

+

(

U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

)

+

(

V
∂A
∂y

+A
∂V
∂y

)

= 0

(2.78)

Uma express̃ao muito utilizada para a avaliação da vaz̃ao em massa, ˙m, numa seç̃ao da

superf́ıcie de controle que apresentaáreaA é

ṁ= ρQ= ρAU , (2.79)

ondeρ é a massa especı́fica do fluido,Q é a vaz̃ao em volume(m3/s) eU é o comportamento
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do vetor velocidade perpendicular aáreaA. Desta forma, t̂em-seQ= AU eQ= AV, logo

∂Q
∂x

= U
∂A
∂x

+A
∂U
∂x

(2.80)

e

∂Q
∂x

= V
∂A
∂x

+A
∂V
∂x

. (2.81)

Substituindo as equações (2.80) e (2.81) na equação (2.78), obt́em-se

∂A
∂ t

+
∂Q
∂x

+
∂Q
∂y

= 0 . (2.82)

SendoA= b·h, Q= A·U eQ= A·V , têm-se

∂A
∂ t

= b
∂h
∂ t

, (2.83)

∂Q
∂x

=
∂ (AU)

∂x
=

∂ (bhU)

∂x
= b

∂ (hU)

∂x
(2.84)

e

∂Q
∂y

=
∂ (AV)

∂y
=

∂ (bhV)
∂y

= b
∂ (hV)

∂y
. (2.85)

Substituindo as equações (2.84), (2.85) e (2.83) na equação (2.82), obt́em-se

b
∂h
∂ t

+b
∂ (hU)

∂x
+b

∂ (hV)
∂y

= 0 , (2.86)

o que implica em

∂h
∂ t

+
∂ (hU)

∂x
+

∂ (hV)
∂y

= 0 , (2.87)

que representa a Equação de Conservação de Massa em duas dimensões.

2.2.2 Equaç̃ao do Momento Linear em Duas Dimensões

Tem-se da equação (2.38), a quaĺe conhecida como a equação da quantidade de momento

linear

∂
∂ t

∫

VC

~VρdV−+
∫

SC

~Vρ~V · n̂dA = ∑~FVC , (2.88)

onde~V =U~i+V~j. Considera-se dois casos:



39

Direçãox

Calculando a primeira integral da equação (2.88), na direç̃aox, tem-se

∂
∂ t

∫

VC

UρdV− = ρ
∂
∂ t

(Uh∆x∆y)

⇒ ∂
∂ t

∫

VC

UρdV− = ρ∆x∆y
∂
∂ t

(Uh)
. (2.89)

Resolve-se agora, a segunda integral do primeiro membro da equaç̃ao (2.88),
∫

SC

Uρ~V ·~ndA = ρ
∫

SC

U(Uî+V ĵ) ·~ndA

= ρ
∫

SC

U(Uî ·~n)dA+ρ
∫

SC

U(V ĵ ·~n)dA

= ρ
[(

U2
2h2−U2

1h1
)

∆y+(U2V2h2−U1V1h1)∆x
]

= +ρ

[(

U +
∂U
∂x

∆x
2

)2(

h+
∂h
∂x

∆x
2

)]

∆y

−ρ

[(

U − ∂U
∂x

∆x
2

)2(

h− ∂h
∂x

∆x
2

)]

∆y

+ρ
[(

U +
∂U
∂y

∆y
2

)(

V +
∂V
∂y

∆y
2

)(

h+
∂h
∂y

∆y
2

)]

∆x

−ρ
[(

U − ∂U
∂y

∆y
2

)(

V − ∂V
∂y

∆y
2

)(

h− ∂h
∂y

∆y
2

)]

∆x

, (2.90)

segue que

∫

SC

Uρ~V ·~ndA = +ρ













U2+2U
∂U
∂x

∆x
2

+

(
∂U
∂x

∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h+
∂h
∂x

∆x
2

)







∆y

−ρ













U2−2U
∂U
∂x

∆x
2

+

(
∂U
∂x

∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h− ∂h
∂x

∆x
2

)







∆y

+ρ













UV +U
∂V
∂y

∆y
2

+V
∂U
∂y

∆y
2

+
∂U
∂y

∂V
∂y

(
∆y
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h+
∂h
∂y

∆y
2

)







∆x

−ρ













UV −U
∂V
∂y

∆y
2

−V
∂U
∂y

∆y
2

+
∂U
∂y

∂V
∂y

(
∆y
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h− ∂h
∂y

∆y
2

)







∆x

,(2.91)
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logo

∫

SC

Uρ~V ·~ndA = +ρ

[

U2h+U2∂h
∂x

∆x
2

+2hU
∂U
∂x

∆x
2

+2U
∂U
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2
]

∆y

−ρ

[

U2h−U2∂h
∂x

∆x
2

−2hU
∂U
∂x

∆x
2

+2U
∂U
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2
]

∆y

+ρ

[

UVh+UV
∂h
∂y

∆y
2

+hU
∂V
∂y

∆y
2

+U
∂V
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2

+hV
∂U
∂y

∆y
2

+V
∂U
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2
]

∆x

−ρ

[

UVh−UV
∂h
∂y

∆y
2

−hU
∂V
∂y

∆y
2

+U
∂V
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2

−hV
∂U
∂y

∆y
2

+V
∂U
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2
]

∆x

= +ρ
[

2U2∂h
∂x

∆x
2

+4hU
∂U
∂x

∆x
2

]

∆y

+ρ
[

2UV
∂h
∂y

∆y
2

+2hU
∂V
∂y

∆y
2

+2hV
∂U
∂y

∆y
2

]

∆x

= +ρ
[

U2∂h
∂x

∆x∆y+2hU
∂U
∂x

∆x∆y

]

+ρ
[

UV
∂h
∂y

∆x∆y+hU
∂V
∂y

∆x∆y+hV
∂U
∂y

∆x∆y

]

= +ρ
[

∂
∂x

(hU2)∆x∆y+
∂
∂y

(hUV)∆x∆y

]

. (2.92)

Substituindo as equações (2.89) e (2.92) na equação (2.88), obt̂em-se

∂
∂ t

∫

VC

UρdV−+
∫

SC

Uρ~V ·~ndA = ∑~Fx,VC

ρ∆x∆y
∂
∂ t

(hU)+ρ
[

∂
∂x

(hU2)∆x∆y+
∂
∂y

(hUV)∆x∆y

]

= ∑~Fx,VC

ρ∆x∆y

[
∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh)

]

= ∑~Fx,VC

. (2.93)

Três tipos de forças serão consideradas: gravidade, pressão e força de atrito. Todas estas

devem ser resolvidos na direçãox. Tem-se

∑~Fx,VC = Fpx −Fsx +Fgx
. (2.94)

Observando o caso unidimensional e considerandoA= h∆y, têm-se

Fpx = −ρg
∂h
∂x

A∆x=−ρgh
∂h
∂x

∆x∆y , (2.95)
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Fsx = ρgASfx∆x= ρghSfx∆x∆y (2.96)

e

Fgx = ρgAS0x∆x= ρghS0x∆x∆y . (2.97)

Substituindo (2.95), (2.96) e (2.97) em (2.94), obtém-se

∑~Fx,VC = ρgh∆x∆y

(

−∂h
∂x

−Sfx +S0x

)

. (2.98)

Substituindo (2.98) em (2.93), tem-se

ρ∆x∆y

[
∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh)

]

= ρgh∆x∆y

(

−∂h
∂x

−Sfx +S0x

)

⇒ ∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh) = gh

(

−∂h
∂x

−Sfx +S0x

)

⇒ ∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh)+gh
∂h
∂x

= gh
(
S0x −Sfx

)

,

ou ainda,

∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh)+
g
2

∂
∂x

(h2) = gh
(
S0x −Sfx

)
, (2.99)

queé a Equaç̃ao de Momento Linear na direçãox.

Direçãoy

Calculando a primeira integral da equação (2.88), na direç̃aoy, tem-se

∂
∂ t

∫

VC

VρdV− = ρ
∂
∂ t

(Vh∆x∆y)

⇒ ∂
∂ t

∫

VC

VρdV− = ρ∆x∆y
∂
∂ t

(Vh)
. (2.100)

Resolvendo a segunda integral do primeiro membro da equação (2.88), tem-se
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∫

SC

Vρ~V ·~ndA = ρ
∫

SC

V(V ĵ +Uî) ·~ndA

= ρ
∫

SC

V(V ĵ ·~n)dA+ρ
∫

SC

V(Uî ·~n)dA

= ρ
[(

V2
2 h2−V2

1 h1
)

∆x+(V2U2h2−V1U1h1)∆y
]

= +ρ

[(

V +
∂V
∂y

∆y
2

)2(

h+
∂h
∂y

∆y
2

)]

∆x

−ρ

[(

V − ∂V
∂y

∆y
2

)2(

h− ∂h
∂y

∆y
2

)]

∆x

+ρ
[(

V +
∂V
∂x

∆x
2

)(

U +
∂U
∂x

∆x
2

)(

h+
∂h
∂x

∆x
2

)]

∆y

−ρ
[(

V − ∂V
∂x

∆x
2

)(

U − ∂U
∂x

∆x
2

)(

h− ∂h
∂x

∆x
2

)]

∆y

= +ρ













V2+2V
∂V
∂y

∆y
2

+

(
∂V
∂y

∆y
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h+
∂h
∂y

∆y
2

)







∆x

−ρ













V2−2V
∂V
∂y

∆y
2

+

(
∂V
∂y

∆y
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h− ∂h
∂y

∆y
2

)







∆x

+ρ













VU+V
∂U
∂x

∆x
2

+U
∂V
∂x

∆x
2

+
∂V
∂x

∂U
∂x

(
∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h+
∂h
∂x

∆x
2

)







∆y

−ρ













VU−V
∂U
∂x

∆x
2

−U
∂V
∂x

∆x
2

+
∂V
∂x

∂U
∂x

(
∆x
2

)2

︸ ︷︷ ︸

=0







(

h− ∂h
∂x

∆x
2

)







∆y

= +ρ

[

V2h+V2∂h
∂y

∆y
2

+2hV
∂V
∂y

∆y
2

+2V
∂V
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2
]

∆x

−ρ

[

V2h−V2∂h
∂y

∆x
2

−2hV
∂V
∂y

∆y
2

+2V
∂V
∂y

∂h
∂y

(
∆y
2

)2
]

∆x

+ρ

[

VUh+VU
∂h
∂x

∆y
2

+hV
∂U
∂x

∆x
2

+V
∂U
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2

+hU
∂V
∂x

∆x
2

+U
∂V
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2
]

∆y

−ρ

[

VUh−VU
∂h
∂x

∆x
2

−hV
∂U
∂x

∆x
2

+V
∂U
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2

−hU
∂V
∂x

∆x
2

+U
∂V
∂x

∂h
∂x

(
∆x
2

)2
]

∆y

(2.101)
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ou seja,

∫

SC

Vρ~V ·~ndA = ρ
[

2V2∂h
∂y

∆y
2

+4hV
∂V
∂y

∆y
2

]

∆x

+ρ
[

2UV
∂h
∂x

∆x
2

+2hV
∂U
∂x

∆x
2

+2hU
∂V
∂x

∆x
2

]

∆y

= +ρ
[

V2∂h
∂y

∆x∆y+2hV
∂V
∂y

∆x∆y

]

+ρ
[

VU
∂h
∂x

∆x∆y+hV
∂U
∂x

∆x∆y+hU
∂V
∂x

∆x∆y

]

(2.102)

segue que

∫

SC

Vρ~V ·~ndA = +ρ
[

∂
∂y

(V2h)∆x∆y+
∂
∂x

(UVh)∆x∆y

]

. (2.103)

Substituindo as equações (2.100) e (2.103) na equação (2.88), tem-se:

∂
∂ t

∫

VC

VρdV−+
∫

SC

Vρ~V ·~ndA = ∑~Fx,VC

⇒ ρ∆x∆y
∂
∂ t

(Vh)+ρ
[

∂
∂y

(V2h)∆x∆y+
∂
∂x

(UVh)∆x∆y

]

= ∑~Fy,VC

⇒ ρ∆x∆y

[
∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂y

(V2h)+
∂
∂x

(UVh)

]

= ∑~Fy,VC

. (2.104)

Três tipos de forças serão consideradas: gravidade, pressão e força de atrito. Todos estas

devem ser resolvidas na direçãoy. Têm-se

∑~Fy,VC = Fpy −Fsy +Fgy
. (2.105)

Observando o caso unidimensional e considerandoA= h∆x, tem-se

Fpy = −ρg
∂h
∂y

A∆y=−ρgh
∂h
∂y

∆x∆y , (2.106)

Fsy = ρgASfy∆y= ρghSfy∆x∆y (2.107)

e

Fgy = ρgAS0y∆x= ρghS0y∆x∆y . (2.108)

Substituindo (2.106), (2.107) e (2.108) em (2.105), obtêm-se

∑~Fy,VC = ρgh∆x∆y

(

−∂h
∂y

−Sfy +S0y

)

. (2.109)
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Substituindo (2.109) em (2.104)

ρ∆x∆y

[
∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂y

(V2h)+
∂
∂x

(UVh)

]

= ρgh∆x∆y

(

−∂h
∂y

−Sfy +Sy

)

⇒ ∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂y

(V2h)+
∂
∂x

(UVh) = gh

(

−∂h
∂y

−Sfy +S0y

)

⇒ ∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂y

(V2h)+
∂
∂x

(UVh)+gh
∂h
∂y

= gh
(
S0y −Sfy

)

,

ou ainda,

∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂y

(V2h)+
∂
∂x

(UVh)+
g
2

∂
∂y

(h2) = gh
(
S0y −Sfy

)
, (2.110)

queé a Equaç̃ao do Momento Linear na Direçãoy.

Reorganizando as derivadas das equações (2.99) e (2.110), que estão na forma reduzida,

obt̂em-se as equações (2.111) e (2.112) que estão na chamadaforma conservativa

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx) (2.111)

e

∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+g
∂h
∂y

= g(S0y −Sfy). . (2.112)

De fato,

∂
∂ t

(Uh)+
∂
∂x

(U2h)+
∂
∂y

(UVh)+
g
2

∂
∂x

(h2) = gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U
∂h
∂ t

+U
∂
∂x

(Uh)+Uh
∂U
∂x

+U
∂
∂y

(Vh)+Vh
∂U
∂y

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U

[
∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh)+
∂
∂y

(Vh)

]

+Vh
∂U
∂y

+Uh
∂U
∂x

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+U ·0+Uh
∂U
∂x

+Vh
∂U
∂y

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ h
∂U
∂ t

+Uh
∂U
∂x

+Vh
∂U
∂y

+gh
∂h
∂x

= gh(S0x −Sfx)

⇒ ∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx)

.(2.113)
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Tamb́em,

∂
∂ t

(Vh)+
∂
∂x

(UVh)+
∂
∂y

(V2h)+
g
2

∂
∂y

(h2) = gh(S0y −Sfy)

⇒ h
∂V
∂ t

+V
∂h
∂ t

+V
∂
∂x

(Uh)+Uh
∂V
∂x

+V
∂
∂y

(Vh)+Vh
∂V
∂y

+gh
∂h
∂y

= gh(S0y −Sfy)

⇒ h
∂V
∂ t

+V

[
∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh)+
∂
∂y

(Vh)

]

+Vh
∂V
∂y

+Vh
∂V
∂x

+gh
∂h
∂y

= gh(S0y −Sfy)

⇒ h
∂V
∂ t

+V ·0+Uh
∂V
∂x

+Vh
∂V
∂y

+gh
∂h
∂y

= gh(S0y −Sfy)

⇒ h
∂V
∂ t

+Uh
∂V
∂x

+Vh
∂V
∂y

+gh
∂h
∂y

= gh(S0y −Sfy)

⇒ ∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+g
∂h
∂y

= g(S0y −Sfy)

.(2.114)

Observaç̃ao 2.3 O sistema de ESV-2D na sua forma reduzidaé dado por






ht +(Uh)x+(Vh)y = 0

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx)

∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+g
∂h
∂y

= g(S0y −Sfy)

, (2.115)

onde:

• h é a profundidade do canal;

• g é constante gravitacional;

• U é a velocidade ḿedia na direç̃ao x;

• V é a velocidade ḿedia na direç̃ao y;

• ∂h
∂x

é a declividade da superfı́cie daágua na direç̃ao x;

• ∂h
∂y

é a declividade da superfı́cie daágua na direç̃ao y;

• ∂h
∂ t

é a variaç̃ao da profundidade com o tempo;
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• ∂U
∂x

é a variaç̃ao da velocidade com a distância na direç̃ao x;

• ∂U
∂y

é a variaç̃ao da velocidade com a distância na direç̃ao y;

• ∂U
∂ t

é a variaç̃ao da velocidade com o tempo na direção x;

• ∂V
∂ t

é a variaç̃ao da velocidade com o tempo na direção y;

• S0x é a declividade do canal na direção x;

• S0y é a declividade do canal na direção y;

• Sfx é a declividade da linha de energia na direção x.

• Sfy é a declividade da linha de energia na direção y.

Por outro lado, o sistema de ESV-2D na sua forma conservativaé







ht +(Uh)x+(Vh)y = 0

(Uh)t +

(

U2h+
1
2

gh2
)

x
+(UVh)y = gh

(
S0x −Sfx

)

(Vh)t +(UVh)x+

(

V2h+
1
2

gh2
)

y
= gh

(
S0y −Sfy

)

. (2.116)
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3 EQUAÇÕES DA ONDA VIA LINEARIZAÇ ÃO DAS EQUAÇÕES DE SAINT
VENANT

A principal dificuldade em resolver as ESV surge porque elas são ñao-lineares. Em algumas

aplicaç̃oes destas equações, como para o fluxo em afluentes, as formas linearizadas dasequaç̃oes

podem ser usadas.

Este caṕıtulo est́a dividido em duas partes: na seção 3.1 apresenta-se a linearização das

ESV-1D ñao lineares com o objetivo de obter a EO-1D queé apresentada na seção 3.1.1, em

seguida, na seção 3.2 faz-se a linearização das ESV-2D obtendo-se na seção 3.2.1 a EO-2D.

3.1 LINEARIZAÇÃO DAS ESV-1D

Deduziu-se no capı́tulo 2 as ESV-1D

∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh) = 0 (3.1)

e

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+g
∂h
∂x

= g
(
S0x −Sfx

)
, (3.2)

ondeU é a velocidade ḿedia na direç̃aox eh é a profundidade. Escrevendo

U =U0+U ′ e h= h0+h′ , (3.3)

ondeU ′ eh′ são pequenas variações de uma condição est́avel e uniforme designado pelas cons-

tantesU0 eh0. Substituindo-se (3.3) nas equações (3.2) e (3.1) e considerandoS0x = 0 eSfx = 0,

obt́em-se:

∂
∂ t

(h0+h′)+
∂
∂x

(
(U0+U ′)

(
h0+h′

))
= 0 (3.4)

e

∂
∂ t

(U0+U ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(U0+U ′)+g
∂
∂x

(h0+h′) = 0 . (3.5)
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Desenvolvendo essas derivadas e considerando que na prática a velocidade ḿediaU é t̃ao

pequena que os termos(U ′h′)x e U ′(U ′)x podem ser omitidos das equações, mas com pouca

influência sobre a solução, tem-se

∂
∂ t

(h0+h′)+
∂
∂x

(
(U0+U ′)

(
h0+h′

))
= 0

∂h0

∂ t
︸︷︷︸

=0

+
∂h′

∂ t
+

∂
∂x

(
U0h0+U0h′+U ′h0+U ′h′

)
= 0

∂h′

∂ t
+

∂
∂x

(U0h0)+
∂
∂x

(U0h′)+
∂
∂x

(U ′h0)+
∂
∂x

(U ′h′) = 0

∂h′

∂ t
+

∂
∂x

(U0h0)
︸ ︷︷ ︸

=0

+U0
∂h′

∂x
+h0

∂U ′

∂x
+

∂
∂x

(U ′h′)
︸ ︷︷ ︸

omitido

= 0

∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+U0

∂h′

∂x
= 0

(3.6)

e

∂
∂ t

(U0+U ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(U0+U ′)+g
∂
∂x

(h0+h′) = 0

∂U0

∂ t
︸︷︷︸

=0

+
∂U ′

∂ t
+(U0+U ′)







∂U0

∂x
︸︷︷︸

=0

+
∂U ′

∂x







+g
∂
∂x

(h0+h′) = 0

∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+U ′∂U ′

∂x
+g

∂h0

∂x
︸︷︷︸

=0

+g
∂h′

∂x
= 0

∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+ U ′∂U ′

∂x
︸ ︷︷ ︸

omitido

+g
∂h′

∂x
= 0

∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+g

∂h′

∂x
= 0

, (3.7)

ou ainda, as equações (3.1) e (3.2) quando linearizadas, tornam-se

∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+U0

∂h′

∂x
= 0 (3.8)

e

∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+g

∂h′

∂x
= 0 . (3.9)
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3.1.1 Equaç̃oes da Onda em Uma Dimensão

Uma vez que o atrito tem sido negligenciado,U0 pode ser tomado como zero nas equações

(3.8) e (3.9), resultando em

∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
= 0 (3.10)

e

∂U ′

∂ t
+g

∂h′

∂x
= 0 . (3.11)

Realizando algumas manipulações alǵebricas nas equações (3.10) e (3.11)́e posśıvel obter

a equaç̃ao da onda em uma dimensão. De fato, das equações (3.10) e (3.11), têm-se

∂U ′

∂x
= − 1

h0

∂h′

∂ t
(3.12)

e

∂U ′

∂ t
= −g

∂h′

∂x
. (3.13)

Derivando a equação (3.13) em relaç̃ao ax, tem-se

∂
∂ t

(
∂U ′

∂x

)

= −g
∂ 2h′

∂x2
. (3.14)

Substituindo a equação (3.12) na equação (3.14), obt̂em-se

∂
∂ t

(

− 1
h0

∂h′

∂ t

)

= −g
∂ 2h′

∂x2

⇒ − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2 = −g
∂ 2h′

∂x2

⇒ ∂ 2h′

∂ t2 = gh0
∂ 2h′

∂x2

⇒ ∂ 2h′

∂x2 =
1

gh0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ ∂ 2h′

∂x2 =
1

c2
0

∂ 2h′

∂ t2

, (3.15)

ondec0 =
√

gh0 é a celeridade da onda, ou ainda, a velocidade de propagação da onda.
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Esta equaç̃ao

∂ 2h′

∂ t2 −c2
0

∂ 2h′

∂x2 = 0 , (3.16)

est́a associadàa propagaç̃ao de ondas e fenômenos ondulatórios, por isso, recebe o nome de EO-

1D. Tem-se, h′ : Ω ⊆ IR2 → IR , onde sup̃oem-se queh′ ∈ C2(Ω) (funções onde todas

as suas derivadas parciais de ordem até dois s̃ao cont́ınuas emΩ), ou seja, uma funç̃ao onde

todas as suas derivadas parciais de ordem até dois s̃ao funç̃oes cont́ınuas no doḿınio Ω. Quase

sempre escreve-se a equação (3.16), na forma

∂ 2h′

∂ t2 −c2
0∆h′ = 0 , (3.17)

onde∆ = ∂ 2/∂x2 é o operador de Laplace, conhecido por Laplaciano. Fica subentendido que o

Laplaciano em (3.17)́e na varíavel espacial.

De forma ańaloga, derivando-se a equação (3.13) em relaç̃ao at, tem-se

∂
∂ t

(
∂U ′

∂ t

)

= −g
∂
∂x

(
∂h′

∂ t

)

. (3.18)

Substituindo a equação (3.12) na equação (3.18), obt́em-se

∂ 2U ′

∂ t2 = −g
∂
∂x

(

−h0
∂U ′

∂x

)

⇒ ∂ 2U ′

∂ t2 = gh0
∂ 2U ′

∂x2

⇒ ∂ 2U ′

∂x2 =
1

gh0

∂ 2U ′

∂ t2

⇒ ∂ 2U ′

∂x2 =
1

c2
0

∂ 2U ′

∂ t2

, (3.19)

queé a equaç̃ao da onda em uma dimensão na varíavel dependenteU ′.

Portanto, aṕos algumas manipulações alǵebricas, as equações (3.10) e (3.11) tornaram-se

∂ 2U ′

∂x2 =
1

c2
0

∂ 2U ′

∂ t2 (3.20)

e

∂ 2h′

∂x2 =
1

c2
0

∂ 2h′

∂ t2 , (3.21)



51

ondec0 =
√

gh0 > 0 é a celeridade da onda. A forma idêntica das equações (3.20) e (3.21)

indica que o sistema de profundidade (h′) de fluidos e o sistema de velocidade (U ′) propagam

juntos.

3.2 LINEARIZAÇÃO DAS ESV-2D

Observou-se no capı́tulo 2 que as ESV-2D são

∂h
∂ t

+
∂
∂x

(Uh)+
∂
∂y

(Vh) = 0 , (3.22)

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx) (3.23)

e

∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+g
∂h
∂y

= g(S0y −Sfy) , (3.24)

ondeU eV são as velocidades ḿedias nas direç̃oesx ey respectivamente, eh é a profundidade.

Escrevendo

U =U0+U ′ , V =V0+V ′ e h= h0+h′ , (3.25)

ondeU ′, V ′ e h′ são pequenas variações de uma condição est́avel e uniforme designada pelas

constantesU0, V0 eh0.

Substituindo (3.25) nas equações (3.22), (3.23) e (3.24) e considerandoS0x = 0, S0y = 0,

Sfx = 0 eSfy = 0, têm-se

∂
∂ t

(h0+h′)+
∂
∂x

(
(U0+U ′)

(
h0+h′

))
+

∂
∂y

(
(V0+V ′)

(
h0+h′

))
= 0 , (3.26)

∂
∂ t

(U0+U ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(U0+U ′)+(V0+V ′)
∂
∂y

(U0+U ′)+g
∂
∂x

(h0+h′) = 0 (3.27)

e

∂
∂ t

(V0+V ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(V0+V ′)+(V0+V ′)
∂
∂y

(V0+V ′)+g
∂
∂y

(h0+h′) = 0 .(3.28)

Desenvolvendo essas derivadas e considerando que na prática as velocidades ḿediasU e

V são t̃ao pequenas que os termos(U ′h′)x, (V
′h′)x, U ′(U ′)x, V ′(U ′)y, U ′(V ′)x eV ′(V ′)y podem

ser omitidos das equações (3.26), (3.27) e (3.28), por terem pouca influência sobre a solução.
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Tem-se da equação (3.26),

∂
∂ t

(h0+h′)+
∂
∂x

(
(U0+U ′)

(
h0+h′

))
+

∂
∂y

(
(V0+V ′)

(
h0+h′

))
= 0

⇒ ∂h′

∂ t
+

∂
∂x

(
U0h0+U0h′+U ′h0+U ′h′

)
+

∂
∂y

(
V0h0+V0h′+V ′h0+V ′h′

)
= 0

⇒ ∂h′

∂ t
+

∂
∂x

(U0h0)
︸ ︷︷ ︸

=0

+U0
∂h′

∂x
+h0

∂U ′

∂x
+

∂
∂x

(U ′h′)
︸ ︷︷ ︸

omitido

+
∂
∂y

(
V0h0+V0h′+V ′h0+V ′h′

)
= 0

⇒ ∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+U0

∂h′

∂x
+

∂
∂x

(V0h0)
︸ ︷︷ ︸

=0

+V0
∂h′

∂x
+h0

∂V ′

∂x
+

∂
∂x

(V ′h′)
︸ ︷︷ ︸

omitido

= 0

⇒ ∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+U0

∂h′

∂x
+h0

∂V ′

∂y
+V0

∂h′

∂y
= 0

,

da equaç̃ao (3.27)

∂
∂ t

(U0+U ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(U0+U ′)+(V0+V ′)
∂
∂y

(U0+U ′)+g
∂
∂x

(h0+h′) = 0

⇒ ∂
∂ t

(U0+U ′)+(U0+U ′)







∂U0

∂x
︸︷︷︸

=0

+
∂U ′

∂x







+(V0+V ′)







∂U0

∂y
︸︷︷︸

=0

+
∂U ′

∂y







+g
∂h0

∂x
+g

∂h′

∂x
= 0

⇒ ∂U0

∂ t
︸︷︷︸

=0

+
∂U ′

∂ t
+(U0+U ′)

(
∂U ′

∂x

)

+(V0+V ′)

(
∂U ′

∂y

)

+
∂h0

∂x
︸︷︷︸

=0

+g
∂h′

∂x
= 0

⇒ ∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+ U ′∂U ′

∂x
︸ ︷︷ ︸

omitido

+V0
∂V ′

∂y
+ V ′∂U ′

∂y
︸ ︷︷ ︸

omitido

+g
∂h′

∂x
= 0

⇒ ∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+V0

∂U ′

∂y
+g

∂h′

∂x
= 0

e da equaç̃ao (3.28)

∂
∂ t

(V0+V ′)+(U0+U ′)
∂
∂x

(V0+V ′)+(V0+V ′)
∂
∂y

(V0+V ′)+g
∂
∂y

(h0+h′) = 0

⇒ ∂
∂ t

(V0+V ′)+(U0+U ′)







∂V0

∂x
︸︷︷︸

=0

+
∂V ′

∂x







+(V0+V ′)







∂V0

∂y
︸︷︷︸

=0

+
∂V ′

∂y







+g
∂h0

∂y
+g

∂h′

∂y
= 0

⇒ ∂V0

∂ t
︸︷︷︸

=0

+
∂V ′

∂ t
+(U0+U ′)

(
∂V ′

∂y

)

+(V0+V ′)

(
∂V ′

∂y

)

+
∂h0

∂y
︸︷︷︸

=0

+g
∂h′

∂y
= 0

⇒ ∂V ′

∂ t
+U0

∂V ′

∂x
+ U ′∂V ′

∂x
︸ ︷︷ ︸

omitido

+V0
∂V ′

∂y
+ V ′∂V ′

∂y
︸ ︷︷ ︸

omitido

+g
∂h′

∂y
= 0

⇒ ∂V ′

∂ t
+U0

∂V ′

∂x
+V0

∂V ′

∂y
+g

∂h′

∂y
= 0
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ou seja, as equações (3.22)-(3.24), quando linearizadas, tornam-se

∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+U0

∂h′

∂x
+h0

∂V ′

∂y
+V0

∂h′

∂y
= 0 , (3.29)

∂U ′

∂ t
+U0

∂U ′

∂x
+V0

∂U ′

∂y
+g

∂h′

∂x
= 0 (3.30)

e

∂V ′

∂ t
+U0

∂V ′

∂x
+V0

∂V ′

∂y
+g

∂h′

∂y
= 0 . (3.31)

3.2.1 Equaç̃ao da Onda em Duas Dimensões

Uma vez que o atrito tem sido negligenciado,U0 eV0, podem ser tomados como zero, nas

equaç̃oes (3.29), (3.30) e (3.31), resultando em

∂h′

∂ t
+h0

∂U ′

∂x
+h0

∂V ′

∂y
= 0 , (3.32)

∂U ′

∂ t
+g

∂h′

∂x
= 0 (3.33)

e

∂V ′

∂ t
+g

∂h′

∂y
= 0 . (3.34)

Após algumas manipulações alǵebricas com as equações (3.32), (3.33) e (3.34), obtêm-se

as equaç̃oes da onda em uma e duas dimensões. De fato, das equações (3.32), (3.33) e (3.34),

têm-se

∂U ′

∂x
+

∂V ′

∂y
= − 1

h0

∂h′

∂ t
, (3.35)

∂U ′

∂ t
= −g

∂h′

∂x
(3.36)

e

∂V ′

∂ t
= −g

∂h′

∂y
. (3.37)
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Derivando a equação (3.35) em relaç̃ao at, obt́em-se

∂
∂ t

(
∂U ′

∂x
+

∂V ′

∂y

)

= − 1
h0

∂
∂ t

(
∂h′

∂ t

)

⇒ ∂
∂ t

(
∂U ′

∂x

)

+
∂
∂ t

(
∂V ′

∂y

)

= − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ ∂
∂x

(
∂U ′

∂ t

)

+
∂
∂y

(
∂V ′

∂ t

)

= − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2

. (3.38)

Substituindo (3.36) e (3.37) em (3.38), obtêm-se

∂
∂x

(

−g
∂h′

∂x

)

+
∂
∂y

(

−g
∂h′

∂y

)

= − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ −g
∂ 2h′

∂x2 −g
∂ 2h′

∂y2 = − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ −g

(
∂ 2h′

∂x2 +
∂ 2h′

∂y2

)

= − 1
h0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ ∂ 2h′

∂x2 +
∂ 2h′

∂y2 =
1

gh0

∂ 2h′

∂ t2

⇒ ∂ 2h′

∂x2 +
∂ 2h′

∂y2 =
1

c2
0

∂ 2h′

∂ t2

. (3.39)

De forma ańalogaà equaç̃ao (3.16), a equação

∂ 2h′

∂ t2 −c2
0

(
∂ 2h′

∂x2 +
∂ 2h′

∂y2

)

= 0 , (3.40)

com h′ : Ω ⊆ IR3 → IR e h′ ∈C2(Ω), é uma Equaç̃ao Diferencial Parcial ( EDP) linear

de segunda ordem que recebe o nome de EO-2D. Quase sempre escreve-se a equação (3.40) na

forma

∂ 2h′

∂ t2 −c2
0∆h′ = 0 , (3.41)

onde o Laplaciano,∆ = ∂ 2/∂x2+ ∂ 2/∂y2, representado na equação (3.41) est́a aplicado nas

variáveis espaciais.

Para obter as equações da onda em uma dimensãoé necesśario considerar queU ′(x,y, t)≡
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U ′(x, t) eV ′(x,y, t)≡V ′(y, t). Tem-se da equação (3.12) que

∂h′

∂ t
=−h0

∂U ′

∂x
e

∂h′

∂ t
=−h0

∂V ′

∂y
. (3.42)

Derivando em relaç̃ao ax ey, respectivamente, obtém-se

∂ 2h′

∂x∂ t
=−h0

∂ 2U ′

∂x2 e
∂ 2h′

∂y∂ t
=−h0

∂ 2V ′

∂y2
. (3.43)

Por outro lado, derivando as equações (3.36) e (3.37) em relação at, têm-se

∂ 2U ′

∂ t2 =−g
∂ 2h′

∂ t∂x
e

∂ 2V ′

∂ t2 =−g
∂ 2h′

∂ t∂y
. (3.44)

Substituindo a equação (3.43) na equação (3.44), encontram-se

∂ 2U ′

∂ t2 = c2
0

∂ 2U ′

∂x2 e
∂ 2V ′

∂ t2 = c2
0

∂ 2V ′

∂y2
, (3.45)

as equaç̃oes da onda em uma dimensão nas varíaveis dependentesU ′ eV ′.
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4 MÉTODO DAS CARACTER ÍSTICAS

O resultado principal deste capı́tulo seŕa a equival̂encia de um sistema de EPPs de primeira

ordem com um determinado sistema de EDOs. A chave desta teoria é o conceito de carac-

teŕısticas, que vai desempenhar um papel decisivo também em problemas de ordem superior.

Todas as derivadas que ocorrem serão assumidas como sendo contı́nuas, a menos que o opostoé

expressamente indicado. Além disso, cabe ressaltar que todas as afirmações e derivaç̃oes est̃ao

restritas a intervalos pequenos, ou seja, dizem respeito apenas a vizinhanças de pontos, sem,

necessariamente, especificar a extensão dessas vizinhanças.

Este caṕıtulo est́a dividido em tr̂es seç̃oes. Na seç̃ao 4.1, apresenta-se um conceito prelimi-

nar de curvas caracterı́sticas. Na seç̃ao 4.2 descreve-se geometricamente as caracterı́sticas. Na

última seç̃ao mostra como determinar as caracterı́sticas.

4.1 UM CONCEITO PRELIMINAR

O MC tem sua origem em um procedimento gráfico criado por Monge em 1789 para a

integraç̃ao de EDPs. Segundo (CHAUDHRY, 1993) o MC tornou-se um método padr̃ao para a

ańalise de transientes em condutos fechados. O conceito de Curvas Caracterı́sticasé importante

para a compreensão da propagação de ondas. A seguir,é apresentado o ḿetodo com o intuito

de esclarecer aspectos teóricos da propagação de vaz̃oes.

4.1.1 O Processo de Propagação e o Conceito de Caracterı́stica

Descreve brevemente algumas das mais importantes funcionalidades dos processos de pro-

pagaç̃ao, enquanto usa as mais simples noções f́ısicas e um ḿınimo de mateḿatica. Começa

por introduzir o conceito de Caracterı́stica. A grosso modo, uma Caracterı́sticaé um caminho

de propagaç̃ao: um caminho seguido por alguma entidade, tal como uma forma geoḿetrica ou

uma perturbaç̃ao f́ısica, quando essa entidadeé propagada. Assim, um sistema de “grade” de

estradas, como indicado na Figura 4.1 poderia ser considerado como duas faḿılias de caminhos
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de propagaç̃ao, ao longo dos quais veı́culos se propagam (ABBOTT, 1966).

Figura 4.1: Um sistema de estradas como um sistema de caminhos de propagaç̃ao.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Todos os membros de uma famı́lia de caminhos de propagação seriam então associados com

as estradas orientadas em uma direção, enquanto todos os membros da outra famı́lia estariam

associados com a outra orientação. Com esta noção muito intuitiva de caracterı́stica, as duas

faḿılias de linhas correspondem a duas famı́lias de caracterı́sticas.

No exemplo considerado, os caminhos de propagação poderiam ser representado por linhas

em uma superfı́cie f́ısica em termos de duas coordenadas,x e y. Em muitos casos práticos,

no entanto, ñao s̃ao apenas as dimensões do espaço fı́sico, ou a dist̂ancia envolvida, mas o

tempo tamb́em entra como uma dimensão, de modo que, tem de considerar os processos de

propagaç̃ao em espaços com as duas distâncias f́ısicas e a coordenada tempo. Para ver como

as caracterı́sticas surgem, considere como no exemplo anterior, uma coluna de véıculos que se

deslocam da esquerda para a direita ao longo de uma estrada. Suponha que esta coluna seja

fotografada em momentos sucessivos, e as fotografias posteriormente dispostas verticalmente,

tal que a dist̂ancia entre elas sejam proporcionais. Têm-se, ent̃ao, uma imagem do tipo ilustrado

na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Uma Única Faḿılia de Caracteŕısticas

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Considere então, o deslocamento de cada veı́culo, se movendo ao longo de linhas em um

espaço formado entre o plano das fotografias e o tempo. Estaslinhas que conectam as posições

sucessivas de cada veı́culo representam caminhos de propagações no espaço, e esses caminhos

de propagaç̃ao em todos os sentidos são caracterı́sticas f́ısicas e mateḿaticas.

No caso de umáunica coluna de veı́culos existe somente uma famı́lia de caracterı́sticas,

correspondendo ao conjunto de linhas que representam os movimentos de cada veı́culo. Em

uma estrada onde geralmente há duas colunas que se deslocam em sentidos opostos, tem-se

duas faḿılias de caracterı́sticas de acordo com a imagem no “planoxt” mostrado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Duas Faḿılias de Caracteŕısticas

Fonte: (ABBOTT, 1966)
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Se as velocidades das colunas sãov1 e−v2, de modo quev1 e v2 são positivas e o sentido

positivoé tomado da esquerda para a direita, as inclinações das caracterı́sticas s̃ao dadas por:
(

dx
dt

)

+

= v1 e

(
dx
dt

)

−
=−v2 ,

onde oı́ndice+ refere-seàs Caracterı́sticas crescentes (dx/dt é positivo), enquanto que,−
refere-sèas Caracterı́sticas decrescentes (dx/dt é negativo). As caracterı́sticas crescentes são

chamadas Caracterı́sticas positivas(C+), enquanto as decrescentes são chamadas de Carac-

teŕısticas negativas(C−). Considerando todos os veı́culos que estão em cada coluna de viagem

e possuem a mesma velocidade constante onde todas as caracterı́sticas de cada faḿılia têm a

mesma inclinaç̃ao, tem-se que, a região coberta pelas retas paralelas, Caracterı́sticas,é uma

regĩao de estado constante. Em todos os sistemas contı́nuos e homoĝeneos, onde as entidades

podem se mover em uma direção, como no sentido oposto, obtêm-se duas faḿılias de Carac-

teŕısticas e sendo possı́vel formar uma regĩao de estado constante.

4.1.2 O Processo de Propagação em Um Sistema Contı́nuo: A Geraç̃ao de uma Superfı́cie de
Soluç̃ao pelas Caracterı́sticas.

As Caracteŕısticas surgem em cada processo envolvendo a propagação de uma entidade

geoḿetrica e,́e isto, em prinćıpio o caso. Mais tarde, apresenta as EDPs que definem a traduc¸ão

de tais “entidades geoḿetricas” como véıculos motorizados e encontra-se as Caracterı́sticas

correspondentes destas equações. Objetiva transmitir a propagação de estados fı́sicos, e ent̃ao

encontrar as Caracterı́sticas associadas com estes. Para este propósito seŕa suficiente considerar

qualquer exemplo de um sistema de propagação. Escolhendo como exemplo, o caso de uma

onda deágua longa propagando em um canal uniforme reto. Suponha, assim como no caso

dos véıculos motorizados, que os perfis de canal podem ser determinado em uma sucessão de

tempos, a partir de um conjunto de medições em estaç̃oes hidroḿetricas ao longo do canal, e

que esses perfis podem ser organizados em ordem de tempo como mostrado na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Caracteŕısticas como caminhos de propagação de um perfil de onda déagua no tempo.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Observe em sua propagação, que um perfil de perturbação inicial gera uma superfı́cie no

espaço tridimensional de distânciax, tempot, e profundidade do fluidoh. De forma geral a

propagaç̃ao pode ocorrer em duas direções: uma a montante1 e outro a jusante2, mas ambas

ao longo de linhas incorporados nesta superfı́cie. As linhas ao longo do qual tais distúrbios

são propagados são, evidentemente, as Caracterı́sticas crescentes(C+) e decrescentes(C−) ,

enquanto sua superfı́cie associadáe frequentemente chamada superfı́cie hidŕaulica. Evidente-

mente, se esta superfı́cie é conhecida pode-se imediatamente determinar a partir delao valor de

h para quaisquer valores dex e t. Por outro lado, o problema de determinar o valor deh em

termos dex e t, o problema que o engenheiro hidráulico enfrenta, pode ser colocado como um

problema de encontrar a superfı́cie hidŕaulica. Este problema, por sua vez, se torna o problema

de encontrar as Caracterı́sticas.

Note que um perfil deh em funç̃ao dex est́a associado com um outro perfil, correspondente

à velocidade ḿedia induzida,U , em funç̃ao dex. Isto gera uma segunda superfı́cie hidŕaulica,

que se propaga com a primeira ao longo das mesmas caracterı́sticas. A descriç̃ao completa

de propagaç̃ao da onda corresponde a uma superfı́cie hidŕaulica em um espaço de quatro di-

mens̃oes,R(h,U,x, t), onde a Figura 4.4, representa uma projeção no espaço tridimensional

R(h,x, t).

Pode-se perguntar: De quais fatores a forma da superfı́cie hidŕaulica iŕa depender? Ao

responder esta questão, dentro do contexto do exemplo apresentado, observa-se os seguintes

fatores que influenciam a propagação:

1A Montanteé o lugar que está mais pŕoximo da cabeceira de um rio, o nascenteé o ponto mais a montante de
um rio.

2A jusanteé um lugar de referência de um rio, e vem do latim jusum, que significa para o lado da foz. A jusante
é a refer̂encia atrav́es da vis̃ao da pessoa que está observando,́e o lado para onde vai a corrente deágua, se diz que
a fozé o ponto mais a jusante deste rio.
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1. As condiç̃oes iniciais;

2. A operaç̃ao das leis da fı́sica, neste caso as leis de conservação de massa e momento.

3. As condiç̃oes de obtenç̃ao na regĩao onde ocorre a propagação.

Descrevendo-os de forma mais detalhada, tem-se:

1. As condiç̃oes iniciais;

A forma da superfı́cie hidŕaulica é, obviamente, afetada pela forma ou perfil da onda,

“no primeiro instante” quando inicia o estudo no momentot0. Se estes perfis iniciais

são mudados, então a superfı́cie hidŕaulica inteira evidentemente muda de acordo, e será

evidente que, para cada par separado de perfil inicial, haverá uma superfı́cie hidŕaulica

única e distinta.

2. A operaç̃ao das leis da fı́sica, neste caso as leis de conservação de massa e momento.

Uma vez que ñao se pode esperar descrever empiricamente3 o comportamento de cada

tipo de onda sob todas as circunstâncias procura-se a generalização deste comportamento.

As leis de conservação da f́ısica fornecem tal generalização, que, apesar da negligência

de algumas Caracterı́sticas, s̃ao suficientes para descrever o mecanismo ao longo da

propagaç̃ao das ondas. Tal mecanismoé sempre descrito matematicamente em termos

dos fatores que afetam um elemento do fluido, um elemento tão pequeno que as relações

lineares de diferencial pode ser estabelecida entre esses fatores, e uma equação diferen-

cial formado. Esta equação diferencial descreve convenientemente o tipo de movimento

que as propriedades dos fluidos impõem em cada ponto dex e t. Equaç̃oes diferenciais

são, assim, uma vez idealizações e generalização da realidade e o comportamento real, es-

pecialmente adequado para simplificar a descrição de um comportamento aparentemente

complexo.

3. Obtendo as condições na regĩao onde ocorre a propagação.

Depois de analisar as quantidades elementares e formar uma equaç̃ao diferencial de uma

validade geral, combina-se todos os elementos diferenciais em um ńumero de inteiros

completo por um processo de integração. Esse processo de integraçãoé iniciado a partir

das condiç̃oes iniciais e realizado em todas as fases de acordo com as condições f́ısicas

(profundidades, fronteiras, etc) da região considerada. Estas condições f́ısicas junto com

3Baseado apenas na experiência e ñao no estudo.
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a equaç̃ao diferencial fazem parte do processo de integração, de modo que, a equação di-

ferencial seja modificada em uma descrição muito particular de eventos (istoé, a integral),

que correspondem a condições f́ısicas muito particulares.

Pelo processo de formação de uma equação diferencial e de integração pode obter as ex-

press̃oes relativas a altura dáagua,h, e velocidade,U , e todas as combinações de dist̂ancia

e tempo por toda a região de integraç̃ao. Essas expressões podem ser novamente representa-

das por uma superfı́cie em um espaçoR(h,U,x, t) ou sua projeç̃ao R(h,x, t). Chama-se uma

superf́ıcie, queé uma integral da equação diferencial dada, uma superfı́cie integral.

Na pŕatica, como a onda se move no espaço e no tempo, sujeitas em sua maior parte as leis

de conservaç̃ao, gera umáunica superf́ıcie hidŕaulica. S̃ao essas mesmas leis de conservação,

no entanto, que são expressas em nossa equação diferencial, de modo que, a partir das mesmas

condiç̃oes iniciais e sujeitòas mesmas condições f́ısicas, pode esperar umaúnica superf́ıcie

integral semelhantèa ser gerada pela equação diferencial. Assim, se as idealizações corres-

pondem exatamentèa realidade, se começar das mesmas condições iniciais, e se as condições

fı́sicas corretas foi inseridas nessa integração, ent̃ao a superfı́cie integral coincide exatamente

com a superfı́cie hidŕaulica. Na medida em que qualquer um dos requisitos acima não forem sa-

tisfeitos, ent̃ao as duas superfı́cies se desviará uma da outra. Evidentemente, tudo o que se tem

dito sobre a superfı́cie integral tamb́em se aplicàas linhas caracterı́sticas que s̃ao incorporadas

na mesma.

4.1.3 As Propriedades Analı́ticas das Caracterı́stica em Problemas de Propagação: Superf́ıcie
de Soluç̃oes Anaĺıticas e Ñao Anaĺıticas.

Introduz algumas propriedades da superfı́cie soluç̃ao de um problema de propagação, ilus-

trando estas propriedades com o exemplo do canal com degrau mostrado na Figura 4.5. Uma

onda se move neste canal da esquerda para a direita, e no inı́cio da investigaç̃aoé a propagaç̃ao

na secç̃ao de profundidade do canal descrito como canal 1 nas Figuras4.5 e 4.6. Antes de

chegar ao degrau a onda gera uma superfı́cieS1 sobre o canal 1 como mostrado na Figura 4.6.
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Figura 4.5: Propagaç̃ao de ondas déagua sobre um degrau, ilustrando a formaç̃ao da onda refle-

tida

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Quando a onda atinge o degrau, mas não antes do tempo, o efeito do degraué sentido sobre

a onda: quando a onda passa sobre o degrau era irá viajar mais lentamente no canal 2, enquanto

uma onda refletida vai viajar de volta para o canal 1. A superfı́cie hidŕaulica segue este processo

Figura 4.6 formando umáunica crista na superfı́cieS1, dividindo-se em duas cristas emS2, estas

duas cristas correspondemàs ondas priḿarias e refletidas tal como elas aparecem nos sucessivos

perfis.



64

Figura 4.6: Propagaç̃ao deágua de onda sobre um degrau, ilustraç̃ao e formaç̃ao da superf́ıcie

hidr áulica associada no tempo.

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Seŕa evidente que a superfı́cie S1 permanece inalterada pela formação deS2, e que geral-

mente tudo o que acontece depois, ou seja, mais longe ao longodo eixo t, não pode afetar

S1. As alteraç̃oes nas condiç̃oes f́ısicas ao longo do canal afeta apenas a geração da superfı́cie

hidráulica como a onda geradora da região que elas influenciam. Estaé uma propriedade geral

a todas as classe de problemas de propagação, uma propriedade que pode ser indicado como se

segue:

As condiç̃oes f́ısicas do problema ñao influenciam a superfı́cie soluç̃ao concomitantemente,

mas s̃ao envolvidas somente quando a superfı́cie é gerada.

Comparando esse comportamento com aquele observado em um outro e talvez uma classe

de problemas melhor conhecida - assim chamados “problema deequiĺıbrio”. Estaúltima classe

inclui todos os problemas de fluxo de estado estacionário, em que um tempo independente

da velocidade potencialé geralmente introduzido. Um exemplo bem conhecidoé fornecido

pela aerodin̂amica estaciońario (geralmente irrotacional) de fluxo de fluido em torno de um

corpo śolido. Um exemplo ańalogo é encontrado no fluxo estacionário deágua do solo em

um aqúıfero livre perméavel. Nestes problemas todas as condições f́ısicas t̂em de ser satisfei-

tas simultaneamente, comoé um evento simultâneo que está sendo descrito, e cada parte da



65

superf́ıcie hidŕaulica (superf́ıcie potencial ou superfı́cie fréatica) depende, portanto, de qual-

quer outra parte. De fato, no caso de estado estacionário de meĉanica dos fluidos, o problema

é essencialmente o de determinar um estado de equilı́brio entre os potenciais de origem e as

velocidades que eles induzem.

Nota que no caso de propagação, a pertubaç̃ao inicialé propagada em uma ou duas direções

preferenciais, caracterı́sticas, em uma região aberta, com intensidade quase inalterada, e que

muito do caŕacter dos perfis iniciaiśe impresso sobre perfis sucessivos e sobre a superfı́cie inte-

gral, observe a Figura 4.6. Em problemas de equilı́brios por outro lado o efeito de pertubaçãoé

dissipado em todas as direções sobre a região fechada, decaindo rapidamente com o aumento da

dist̂ancia, e os caracteres singulares de fontes e sumidouros, e quaisquer recursos caracterı́sticas

especiais das fronteiras não s̃ao transferidas em nenhum grau significativo para a superfı́cie

hidráulica ou integral, observe a Figura 4.7.

Figura 4.7: A superf́ıcie hidráulica para um problema de equiĺıbrio

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Comparando as Figuras 4.6 e 4.7 podem ser evidentes já que existem consideráveis diferenças

entre estas duas classes de problemas que os métodos usados na análise do problema de equilı́brio,

por exemplo, conforme transformação e relaxamento, serão de pequenos ou nenhum valor na

ańalise de problemas de propagação.

As diferenças f́ısicas acima entre problemas de equilı́brio e de propagação deve, certamente,

refletir em superfı́cies integrais matematicamente geradas destes problemas. Assim, a superfı́cie

integral de um problema de equilı́brio tem de utilizar todos os seus dados simultaneamente e
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cada parte da superfı́cie integral depende de todas outras partes. A superfı́cie integral de um pro-

blema de propagação, por outro lado, deve usar somente dados de fronteira paraa integraç̃ao

chegar a esses dados, enquanto que as partes posteriores da superf́ıcie integral devem ser ca-

pazes de mudar sem necessariamente alterar outras partes anteriores. Assim, coincidiram no

problema de propagação a superfı́cie integral e a hidŕaulica, tal como descrito na seção 4.1.2,

uma mudança em uma parte da superfı́cie integral ñao deve influenciar todas as outras partes.

Para ser mais preciso a respeito disso, e para ver exatamentequal a parte que pode ser mais

influenciada e quais as partes que não podem, pode referir ao planoxt como mostrado na Figura

4.8.

Figura 4.8: A região de influência de um pontoP, definida pelas caracteŕısticasC+ eC− passando

pelo pontoP

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Considerando uma perturbação iniciada em algum pontoP no planoxt e, subsequente-

mente, propagando ao longo de uma caracterı́sticaC+ para o pontoP+ e ao longo de uma

caracteŕısticaC− paraP−. EmP+ eP− esta perturbaç̃ao pode simplesmente continuar, ser dis-

sipada ou refletida, mas, qualquer que seja seu destino,é evidente que apenas os pontos dentro

da regĩao sombreadaP−PP+ poderia possivelmente ser influenciada pela perturbação iniciada

emP. Por esta raz̃ao, uma regĩao comoP−PP+ é chamadaregião de inflûenciadeP. É visto

que a regĩao de inflûencia de qualquer pontoP(x, t) é delimitada pelas caracterı́sticasC+ eC−

que passam através deP(x, t) e avançando no tempo. Será igualmente claro que o que acontece

emP não pode influenciar os acontecimentos fora da região sombreada deP−PP+, queé o com-

plemento da região de inflûencia. A regĩao que pode ser influenciada por um evento emP(x, t)

é ent̃ao separada pela região que ñao pode ser influenciada pelo avançando das caracterı́sticas
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C+ e C− atrav́es deP. Esta demarcação entre regĩoes influenciadas e não influenciadas, que

é considerada ser uma consequência necessária da celeridade finita de propagação das ondas,

deve ent̃ao ser levada para a superfı́cie integral do problema de propagação.

Para resumir, pode-se dizer que a diferença entre um problema de propagação e um proble-

ma de equiĺıbrio reside nisto: em um problema de propagação a regĩao de inflûencia de qualquer

ponto ocupa apenas uma parte da superfı́cie integral , delimitada pelo avanço das caracterı́sticas

C+ eC− atrav́es do ponto, enquanto que em um problema de equilı́brio, a regĩao de inflûencia

coincide com a superfı́cie integral inteira, com caracterı́sticas em nenhum lugar em evidência.

Agora, observa-se que esta demarcação da superfı́cie integral num problema de propagação

significa matematicamente. Considera isso, para estender uma soluç̃ao de um pontoP(x, t) para

um outro pontoP′(x′, t ′) utilizando o Teorema de Taylor. Este afirma que se uma função f

é anaĺıtica4 em alguma região (ou seja, ela e todas as suas derivadas são definidas e contı́nua

em cada ponto da região) e, se conhece os valores da função e de todas as suas derivadas, em

qualquer pontoP(x, t), ent̃ao pode encontrar o valor da função em qualquer outro pontoP′(x′, t ′)

na regĩao mediante a aplicação da śerie:

P(x′, t ′) = P(x, t)+(x′−x)
∂P(x, t)

∂x
+(t ′− t)

∂P(x, t)
∂ t

= +
1
2!

{

(x′−x)2∂ 2P(x, t)
∂x2 +2(x′−x)(t ′− t)

∂ 2P(x, t)
∂x∂ t

+(t ′− t)2∂ 2P(x, t)
∂ t2

}

+ · · ·
(4.1)

onde a∂ nP(x, t)/∂xr∂ tn−r é considerada emP(x, t). Inversamente, sée posśıvel continuar a

soluç̃ao a partir de qualquer pontoP(x, t) para outro qualquer pontoP′(x′, t ′), não necessaria-

mente perto dele, pelo uso de uma série de Taylor, então a superfı́cie coberta por todos os pontos

P, P′ deve ser analı́tica. Este processo de continuar a soluçãoé conhecido como o processo de

continuaç̃ao anaĺıtica, enquanto que a função assim obtidóe tamb́em chamada decontinuaç̃ao

anaĺıtica da funç̃ao original.

Esta propriedade de continuação anaĺıtica foi tratado em detalhe por Hadamard (1923) que,

em seu celebre tratado em equações diferenciais parciais, explicou o seu significado da seguinte

forma:

“As funções analı́ticas s̃ao asúnicas normalmente dadas pelo nosso procedimento ma-

temático: mas elas são realmente muito especiais entre as funções em geral. Istóe facilmente

visto pelo simples (e importante) fato que a continuação de uma funç̃ao anaĺıticaé determinada.

Se f (x) é anaĺıtica em(a,b) o conhecimento do seu valor em qualquer, ainda que pequeno, no

sub-intervalo(a′,b′) de(a,b) nos permite calculá-lo em todo(a,b)”.

4Em mateḿatica, uma funç̃ao anaĺıtica é uma funç̃ao que pode ser localmente expandida em séries de Taylor.
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Assim, para qualquer função anaĺıtica, uma vez que tudo se sabe sobre as condições em

qualquer ponto da superfı́cie integral da funç̃ao, ent̃ao condiç̃oes a todos os outros pontos são

exclusivamente determinadas pela continuação anaĺıtica. Em tal funç̃ao, por conseguinte, a

regĩao de inflûencia de qualquer ponto coincide com a superfı́cie integral inteira. Isto evidente-

mente correspondèa situaç̃ao existente em problemas de equilı́brio, de modo que poderia supor

que as superfı́cies integrais de tais problemas são anaĺıticas em todos os lugares, exceto, talvez,

em fontes, sumidouros e fronteiras. Que istoé de fato o caso para todos esses problemas de

equiĺıbrio que est́a bem estabelecido na análise. Por outro lado, uma vez que as superfı́cies inte-

grais de problemas de propagação t̃ao visivelmente com falta desta propriedade de continuação

anaĺıtica, pode supor que elas podem sernão-anaĺıtica. Além disso, parece que pode-se ver com

precis̃ao onde elas podem se tornar não-anaĺıtica, ou seja, ao longo destas linhas sobre as quais a

soluç̃ao ñao pode ser continuada: as caracterı́sticas. Assim, na medida em que as caracterı́sticas

C+ eC− passam porP(x, t) na Figura 4.8 limita a continuação da superfı́cie integral, assim, nas

caracteŕısticasC+ eC−, a funç̃ao descreve o efeito da perturbação iniciada emP(x, t) podendo

ser ñao-anaĺıtica. Referindo novamente a Figura 4.6 observa a razão f́ısica para isso, pois cla-

ramente ao longo das caracterı́sticasC+ eC−, a superf́ıcie integral pode mudar a partir de uma

superf́ıcie plana (curvatura zero) para uma forma de onda (com curvatura finita) e a segunda

derivada, pelo menos, deve ser descontı́nua ao longo das caracterı́sticas. Se a ondáe iniciada

de repente, a derivada primeira pode ser descontı́nua tamb́em, enquanto que a continuidade de

derivadas de ordem superior seja pelo menos questionável. Assim, atrav́es das linhas carac-

teŕısticas as derivadas são descontı́nuas, ou, o que equivalèa mesma coisa, as caracterı́sticas

são as linhas ao longo do qual as derivadas com descontinuidades iniciais ir̃ao propagar. Uma

falha da expans̃ao em śerie de Taylor ao cruzar essas linhasé ent̃ao perfeitamente de se esperar.

Chegando a essa situação pode se perguntar qual o significado da EDP quando situado

nas Caracterı́sticas, porque nestas linhas seus coeficientes diferenciais parecem ser bastante

indefinidos. Ilustra este significado em termos geométricos mais gerais a seguir, apesar de

uma formulaç̃ao rigorosa de diferenciação em tais casos, deve ser feita referênciaà “teoria da

distribuiç̃ao”.

4.2 DESCRIÇ̃AO GEOMÉTRICA DAS CARACTEŔISTICAS

4.2.1 Descriç̃ao Geoḿetrica das EDOs

Embora as propriedades geométricas das Caracterı́sticas s̃ao essencialmente ligadasàs pro-

priedades das EDPs, elas também podem ser comparadas com certas propriedades de EDOs.

Tal comparaç̃ao sugere generalizaçõesúteis, mais especialmente no que diz respeitoà natureza
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das condiç̃oes iniciais e de contorno em vários tipos de problema. Assim, primeiro considere

EDOs, começando com a equação de primeira ordem

dy
dx

= f (x,y) . (4.2)

Esta tem uma solução geral dada por

y= F(x,a) , (4.3)

ondea é uma constante arbitrária de integraç̃ao.

Para cada valor dea corresponderá uma soluç̃ao particular, ou relaç̃ao funcional entrex e

y. Esta relaç̃ao pode ser representada por uma curva no planoxy, tal curvaé chamada curva

integral. Uma vez que tais curvas são soluç̃oes da equação (4.2), segue que, em cada ponto em

todas as curvas,x, y edy/dx satisfazem (4.2), conforme mostra Figura 4.9.

Figura 4.9: Curvas Integrais para as EDOs de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Observando a equação (4.2) mas como uma inclinação particular,dy/dx, para qualquer

ponto P(x,y) no planoxy. Desenha atrav́es deP uma pequena linha reta com a inclinação

assim definida. Tal linha reta de comprimento tão curtoé chamado de elemento linear. Se

desenhar elementos lineares em todos os pontos para os quaisa funç̃ao f é definida, obt́em-se

um conjunto, ou campo de tais elementos, queé chamado um campo de direção. Um campo de

direç̃aoé mostrado na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Curvas Integrais definidas pelos elementos lineares para EDOs de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Agora, em qualquer pontoP(x,y) os elementos lineares e as curvas integrais terão a mesma

inclinaç̃ao, dada pordy/dx= f (x,y), de modo que o elemento linear e a curva integral será

tangente em cada ponto do campo. Seé posśıvel construir o campo de direção, as curvas

integrais podem ser determinadas. Devido a isso, partindo de qualquer pontoP no planoxy,

a direç̃ao inicial da curva integraĺe fixada pelo elemento linear deP, e os elementos lineares

constrúıdos em torno da curva seguem um caminho satisfazendo a equac¸ão (4.2). Desta forma,

para qualquer ponto do plano, umaúnica curva integral pode ser construı́da.

Seŕa visto posteriormente que qualquer curva integral particular, tal comoC, pode ser asso-

ciada com um ponto particular, por exemploA, na Figura 4.10. Por outro lado, para cada ponto

A corresponderá uma curva integral particular. Portanto, para cada constante arbitŕaria a da

equaç̃ao (4.3), que define em particular uma integral,é dada uma certa interpretação geoḿetrica,

nomeadamente, como a distânciaa conforme indicada na Figura 4.10.

Considere agora a equação de segunda ordem,

d2y
dx2 = f

(

x,y,
dy
dx

)

. (4.4)

Neste caso, para qualquer ponto inicialP1(x1,y1) e inclinaç̃aody/dxemP1, a equaç̃ao (4.4)
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defined2y/dx2. No entanto, pode-se diferenciar a equação (4.4) para obter

d3y
dx3 = f ′

(

x,y,
dy
dx

)

= g

(

x,y,
dy
dx

,
d2y
dx2

)

.

Agorad2y/dx2 sendo j́a encontradod3y/dx3 pode ser determinado, e então a equaç̃ao nova-

mente diferenciada para dard4y/dx4 em termos de quantidades conhecidas e assim por diante.

Pode-se aplicar o bem conhecido teorema (mas não menos notável) de Taylor, em que

y(x′) = y+
dy
dx

(x′−x)
1!

+
d2y
dx2

(x′−x)2

2!
+ . . .

onde oy à direita e todos as suas derivadas sendo tomadas emx. Tomando todos os valores

posśıveis dex′ pode ent̃ao, ao menos em princı́pio, construir uma curva integral através de

P1(x1,y1) com a inclinaç̃ao inicialdy/dx emP1.

Observe que, em contraste com a equação de primeira ordem, uma equação de segunda

ordem necessita de um conhecimento de duas grandezas (nestecaso, um par de coordenadas

e a inclinaç̃ao dessas coordenadas), a fim de construir uma curva integral. Na auŝencia de

informaç̃oes sobre as inclinações, poderia,́e claro, primeiro escolher arbitrariamente qualquer

inclinaç̃ao inicial para a construção de uma curva, e então escolher uma outra inclinação para dar

uma outra, geralmente curvas diferentes. Considerando todas as inclinaç̃oes iniciais posśıveis,

pode desta forma construir uma famı́lia infinita de curvas,F1, por meio de qualquer ponto

P1(x1,y1). Pode, ent̃ao, repetir este processo numa vizinhança para um pontoP2 e construir

outra faḿılia infinita de curvas,F2, satisfazendo a equação (4.4). Esta construção é mostrada

na Figura 4.11, a partir da qual ficará claro que pode existir uma curva queé comum a ambas

as faḿılias, por exemplo, a curvaC conforme Figura 4.11. Assim, no caso de uma equação de

segunda ordem, uma curva integral particular pode também ser definida, tendo dois pares de

coordenadas, ou pontos, através do qual a curva passa.
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Figura 4.11: Formação de uma curva integral por uma EDO de segunda ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Mais uma vez, no entanto, deveria exigir duas quantidades para definir uma soluç̃ao, essa

depend̂encia de duas quantidades, evidentemente, correspondenteà depend̂encia da soluç̃ao

de uma equaç̃ao de segunda ordem em duas constantes arbitrárias. Deve dizer que, enquanto

a soluç̃ao de uma equação de primeira ordem requer somente um ponto de dados iniciais, a

soluç̃ao de uma equação de segunda ordem requer dois pontos de dados iniciais. Portanto, ñao

é dif́ıcil imaginar a situaç̃ao em que uma equação de n-́esima ordem exigiŕa n pontos de dados

iniciais.

4.2.2 Descriç̃ao Geoḿetrica das EDPs

Agora pode estender as noções acima para EDPs. A região de integraç̃ao passaŕa a ser

um espaço de três ou mais dimensões, embora para facilitar a representação considere apenas

espaços de três dimens̃oes, com coordenadasx, y, z. Se tratarz como varíavel dependente,

comx e y independentes, tem-se então duas “inclinaç̃oes principais” a saber,∂z/∂x na direç̃ao

x e ∂z/∂y na direç̃ao y. Estas inclinaç̃oes, juntas, definem o incrementodz em termos dos

incrementosdx edy, dado por

dz =
∂z
∂x

dx+
∂z
∂y

dy , (4.5)

ondep é escrito como∂z/∂x eq como∂z/∂y tornam se

dz = pdx+qdy . (4.6)
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As inclinaç̃oesp eq tamb́em definem a orientação de uma superfı́cie planar no espaçoxyz.

Estas situaç̃oes est̃ao ilustradas nas Figuras 4.12 e 4.13.

Figura 4.12: Esquematizaç̃ao da equaç̃aodz= pdx+qdy.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Figura 4.13: Definição do elemento planar pelo par(p,q).

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Agora, para cada pontoP(x,y) no planoxy a Equaç̃ao Diferencial Ordińaria ( EDO) ge-

ralmente define uḿunico valor do gradientedy/dx. No entanto, em um ponto correspondente

P(x,y,z) no espaçoxyz, a equaç̃ao diferencial parcial ñao define valoreśunicos dep eq. A EDP
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apenas expressa uma relação entrep eq. Assim, por exemplo, a EDO de primeira ordem,

dy
dx

= x−y , (4.7)

da um valor particular dedy/dx em qualquer pontoP(x,y). Por outro lado, a EDP de primeira

ordem e de primeiro grau,

∂z
∂x

− ∂z
∂y

= 0 (4.8)

dá somente uma relação alǵebrica entre∂z/∂x e ∂z/∂y, a saber,

∂z
∂x

=
∂z
∂y

ou p= q ,

para todos os pontosP(x,y,z). A EDP de primeira ordem e segundo grau, por exemplo,

(
∂z
∂x

)2

−
(

∂z
∂y

)2

= 0 (4.9)

expressa duas relações alǵebricas alternativas, neste caso

∂z
∂x

=
∂z
∂y

,
∂z
∂x

=−∂z
∂y

.

A EDP de segunda ordem e primeiro grau, por exemplo

∂ 2z
∂x2 −

∂ 2z
∂y2 = 0 , (4.10)

pode ent̃ao ser considerada como uma relação alǵebrica entre∂ 2z/∂x2 e∂ 2z/∂y2, ou como uma

relaç̃ao diferencial entre∂z/∂x e ∂z/∂y.

4.2.3 A Formaç̃ao de Superfı́cies Integrais por EDPs

A maneira pela qual uma EDP forma uma solução a partir de dados iniciaiśe facilmente

ilustrado no caso de EDP de primeira ordem, para isso precisaapenas considerar as relações

algébricas entre as primeiras derivadas. Assim, considerandoa equaç̃ao

F(p,q,x,y,z) = 0 , (4.11)

para cada pontoP(x,y,z) tem uma relaç̃ao alǵebrica definida entrep e q. Dado p obt́em-se

imediatamenteq, de modo que a equação (4.11) define um conjunto de valores de pares(p,q).

Uma vez que cada par define um elemento planar emP(x,y,z), de acordo com a Figura 4.13,

a equaç̃ao (4.11) define um conjunto de elementos planares em cada ponto P(x,y,z) no espaço
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xyz. Ent̃ao, seguindo o mesmo raciocı́nio para o campo linear, uma superfı́cie no espaçoxyz,

seria uma superfı́cie integral, se para cada ponto, a superfı́cie for tangente a um elemento planar

pertencente ao campo.

No caso do planoxy, onde havia umáunica derivada para cada ponto no plano, tal condição

de tanĝencia poderia ser facilmente interpretada, e uma curva integral desenhada. Mas como

pode interpretar essa condição no espaçoxyz, onde cada ponto tem um número infinito de

posśıveis elementos planares, para qualquer um dos quais a superfı́cie pode ser tangente? Pro-

cura esclarecer a situação da seguinte forma.

Em qualquer pontoP(x,y,z) pode expressarp como uma funç̃ao deq, istoé, p= p(q). Em

seguida,̀a medida que variaq, p tamb́em iŕa variar, e o elemento planar definido porp e q vai

variar no espaçoxyz. No processo deste movimento surgirá uma superfı́cie queé o elemento

envolt́orio e, uma vez que cada elementoé planar e passa porP, esta superfı́cie seŕa um cone

com v́ertices emP, conforme ilustra a Figura 4.14.

Figura 4.14: Formação de um elemento ĉonico pelos elementos planares de uma EDP de primeira

ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Chama-se este cone decone elementar. Geometricamentée o envolt́orio dos elementos

planares em um ponto. Será evidente que em cada ponto do espaço onde a EDPé definida

existiŕa um cone elementar, cuja orientação e configuraç̃ao é definida nesse espaço pela EDP

governante e as coordenadas do ponto. Uma vez que todas e cadasuperf́ıcie integraĺe tangente

a um dos elementos planares, e todos esses elementos planares s̃ao tangentes ao cone elementar,

segue-se que a superfı́cie integral em um ponto deve ser tangente ao elemento cônico naquele

ponto, ilustrado pela Figura 4.15. Desta forma, reduz-se o problema de se utilizar um sistema
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infinito de superf́ıcies para o problema de utilizar o seu cone envoltório.

Figura 4.15: Formação da Linha Dirigente.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Considera agora a formação de uma superfı́cie integral seguida da EDP e de certas condições

iniciais. Em cada ponto do espaçoxyz, a EDP define um elemento cônico. Desta forma, então,

para definir uma superfı́cie integral, precisa apenas de uma linha inicial, que corresponde, por

exemplo, parax constante ouy constante. Pois, dada esta linha,é facilmente visto que duas su-

perf́ıcies integrais podem “surgir” a partir dela, subsequentemente cada propagação no espaço

xyzé de tal forma que em cada pontoé tangente ao elemento cônico nesses pontos, conforme

Figuras 4.16 e 4.17.
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Figura 4.16: Integral de Superf́ıcie gerada por uma linha inicial e pelo elemento.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Deve notar tamb́em que, em qualquer linha sobre as superfı́cies integrais, outra superfı́cie

integral poderia ser gerada seguindo as superfı́cies do cone oposto tangenteà superf́ıcie original.

No entanto, esta possı́vel difus̃ao da superfı́cie integral , que parece estar relacionada com a

difusão de ondas cilı́ndricas, ñao altera o fato de que apenas uma curva inicialé necesśaria para

definir as superfı́cies integrais.

Pode agora ser visto, como na Figura 4.17, que a superfı́cie integralé tangente a cada

elemento ĉonico ao longo de uma linha, o que pode chamar de linha caracterı́sticas, e que

estas decis̃oes constituem uma espécie de campo de direção na superfı́cie integral. Todas as

superf́ıcies integrais propagam através de tal doḿınio, e assim se propagam ao longo de linhas

definidas pelas sucessivas linhas caracterı́sticas. Chamam-se estas linhas ao longo do qual se

propagam as superfı́cies integrais, as caracterı́sticas da superfı́cie integral.

Figura 4.17: Elementos ĉonicos e Caracteŕısticas.

Fonte: (ABBOTT, 1966)
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Agora ficaŕa claro que, no caso de uma EDP de primeira ordem, as Caracterı́sticas e a

superf́ıcie integral s̃ao definidas pelo sistema de equações e uma linha inicial ou uma função

inicial. Se observar uma função como um pontóunico em um espaço funcional, pode dizer que

a soluç̃ao de uma EDP de primeira ordem requer somente um ponto como dado inicial.

Embora o que se vê acimaé verdade “em quase toda parte” há uma exceç̃ao not́avel a sua

validade, ou seja, quando as condições iniciais s̃ao elas pŕoprias caracterı́stica. Neste caso,́e

bastante evidente, a partir da Figura 4.17, que a superfı́cie integral ñao pode ser definida, de

modo que deve adicionar as condições acima para a existência de uma solução, e ressalva de

que as condiç̃oes iniciais devem ser não caracterı́stica.

Na descriç̃ao acima, considerou uma equação de primeira ordem bastante geral, obtendo-se

cones elementares como os envoltórias dos nossos elementos planares. No entanto, pode ser

mostrado que, se a equação de primeira ordeḿe linear os cones elementares degeneram-se para

elementos lineares: os elementos planares giram em torno deuma linha. Na pŕoxima seç̃ao

ilustrar esse comportamento com alguns detalhes. Tudo o queprecisa observar nesta faseé que,

neste caso linear, apenas uma superfı́cie integral seŕa ent̃ao iniciada a partir de uma determinada

curva inicial ñao caracterı́stica, e ñao pode haver nenhuma dúvida de qualquer difusão desta

superf́ıcie.

Deve tamb́em considerar brevemente a formação de uma superfı́cie integral por uma EDP

de segunda ordem. Neste caso tem uma relação diferencial entrep e q, de modo que deve ter

o par(p,q) definido em um pontoP1(x,y,z) se quiser avançar para a formação de qualquer ele-

mento adjacente planar emP2(x,y,z). Em particular, deve ter como dados iniciais não somente

uma linha inicial ñao-caracterı́stica, ou uma funç̃ao inicial, mas tamb́em um conjunto inicial de

derivadas, tais como,∂z/∂x ou ∂z/∂y ou talvez alguma combinação destas, definidas ao longo

dessa linha, então estes constituindo, de fato, uma segunda função inicial. Observaŕa em seç̃oes

posteriores que, embora possa ter outros tipos de dados iniciais, precisa sempre, na verdade, de

duas funç̃oes iniciais, a fim de definir a solução de uma EDP de segunda ordem. De acordo com

o comportamento observado acima para EDOs de primeira ordeme EDPs, chamam-se esses

dados de dados de dois pontos iniciais.

Dados tais dados, pode novamente prosseguir, a partir de qualquer pontoP1(x,y,z), para

a formaç̃ao dos elementos planares e suas envoltórias ĉonicas utilizando pontos adjacentes

P2(x′,y′,z′), atrav́es de uma expansão em śerie Taylor. Se considerar, por enquanto, apenas pe-

quenas dist̂ancias(x−x′), (y−y′) pode truncar esta série de Taylor, aṕos os termos(x−x′)= dx,
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e (y−y′) = dy, de modo que

dp=
∂ p
∂x

dx+
∂ p
∂y

dy e dq=
∂q
∂x

dx+
∂q
∂y

dy .

Este desenvolvimento está esquematizado na Figura 4.18.

Figura 4.18: Geraç̃ao de elementos planares por uma EDP de segunda ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

4.3 DETERMINAÇÃO DAS CARACTEŔISTICAS

4.3.1 Descontinuidades e Indeterminações ao Longo das Caracterı́sticas

Na seç̃ao anterior observou-se que, se os elementos cônicos gerados por uma EDP dege-

nerar em elementos lineares, consecutivamente, as Caracterı́sticas encontram-se definidas pela

intersecç̃ao dos elementos planares. Assim, ao longo de qualquer Caracteŕıstica, pode-se vi-

sualizar uma sucessão de interseç̃ao de elementos planares, cada um dos quais pode ser incor-

porado na integral de superfı́cie. Desta forma, uma Caracterı́stica pode ser considerada como

uma curva ao longo do qual uma folha da integral de superfı́cie cruza outra folha. Neste caso,

pode-se definir a curva Caracterı́stica atrav́es das inclinaç̃oes da superfı́cie, istoé, onde as de-

rivadas de primeira ordem são descontı́nuas. Considerando-se uma superfı́cie em um espaço

x, y e z define-se as curvas Caracterı́sticas ao longo das quais ocorrem as descontinuidades das

derivadas de primeira ordem. Isso não quer dizer que deve haver uma função descontı́nua para
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ter curva Caracterı́stica, pois pode-se ter infinitas ondulações na curva, onde cada uma das quais

pode dar origem a uma Caracterı́stica.

Uma Caracterı́stica definida da maneira anterior, como sendo uma curva onde ocorrem

descontinuidades nas derivadas de primeira ordemé chamada Caracterı́stica de ordem zero. Que

não é, aúnica Caracterı́stica facilmente vista, mesmo na presença de elementos lineares. Mas

as Caracterı́sticas de ordem superior tornam-se especialmente evidente quando os elementos

cônicos ñao degenerar em elementos lineares, como ilustrado na Figura 4.19. Neste caso,é

evidentemente possı́vel que as derivadas primeiras sejam contı́nuas em todas as linhas, tais

como, as linhasAB e AC na Figura 4.19, mesmo havendo uma mudança brusca na curvatura

da superf́ıcie nessas linhas, e, consequentemente, descontinuidades em derivadas de segunda

ordem. Neste caso, então, uma Caracterı́stica é definida como uma linha através da qual as

derivadas de segunda ordem são descontı́nuos. Esta linháe chamada de uma caracterı́stica de

primeira ordem.

Figura 4.19: Vista plana sobre um sistema de cones caracterı́sticos, ilustrando Caracteŕıstica de

ordem zero e de primeira ordem.

Fonte: (ABBOTT, 1966)

Ficaŕa evidente posteriormente, que as Caracterı́sticas de primeira ordem e de ordem zero

representa a mesma coisa em qualquer processo de propagação. A diferença essencial entre elas

aparece quando compara-se processos de propagação diferentes, especialmente com números
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de dimens̃oes diferentes. Assim, observará no decorrer do trabalho que, com duas variáveis

independentes, encontra-se na prática, apenas equações lineares de primeira ordem, desta ma-

neira, teŕa sempre Caracterı́sticas de ordem zero, definida pela rotação de umúnico elemento

planar. Com tr̂es varíaveis independentes, no entanto, deve-se obter equações de primeira ñao

lineares, definindo os elementos cônicos. Nestéultimo caso, apenas as Caracterı́sticas de pri-

meira ordemé definida, e dada na interseção de dois elementos planares, onde eles entram

em coincid̂encia. Para colocar isto de uma maneira não, um elemento linear pode ser definido

simplesmente girando uḿunico elemento planar, com variação dep e q, mas para a definição

de um elemento ĉonico, atrav́es da definiç̃ao de seus geradores, deve-se exigir que dois desses

elementos planares girem em coincidência.

O procedimento acima novamente traz em destaque os dois conceitos de linhas através da

qual certas derivadas podem ser descontı́nuas, ou linhas ao longo das quais descontinuidades

nas derivadas irá ocorrer. Istóe, dizer que nestas linhas, ou seja, nas direções Caracterı́sticas,

as derivadas pode não ter nenhum valor determinado: elas podem ser indeterminadas. Desta

forma, a fim de encontrar as caracterı́sticas, tem-se apenas que encontrar as direções, ou valores

dedy/dx, que fazem as derivadas indeterminadas.

Com objetivo de encontrar essas condições para a indeterminação de uma forma consis-

tente e organizada, utilizará-se certas propriedades elementares de matrizes e determinantes

(ABBOTT, 1966).

4.3.2 Sistemas de EDPs: O Caso indeterminado

Um elemento linear pode ser definido por:

• uma equaç̃ao diferencial parcial linear de primeira ordem, dada por

a+bp+cq = 0 , (4.12)

ondep= ∂z/∂x eq= ∂z/∂y, relacionam algebricamente suas variáveis e suas derivadas;

• uma forma diferencial

dx p+dyq = dz , (4.13)

que define os elementos planares.

Sea, b e c são funç̃oes dex e y somente, a equação (4.12)é dita linear, enquanto que, se

eles tamb́em envolvem a funç̃aoz é chamado quase linear. Pode-se escrever as equações (4.12)
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e (4.13) na forma de sistema

{

b· p+c·q = −a

dx· p+dy·q = dz
, (4.14)

cuja forma matriciaĺe dada por,

[

b c

dx dy

][

p

q

]

=

[

−a

dz

]

. (4.15)

Da mesma forma, um sistema de duas equações diferenciais parciais de primeira ordem em

duas varíaveis, digamosz1 ez2, escreve-se na forma

{

a+b1p1+c1q1+b2p2+c2q2 = 0

d+e1p1+ f1q1+e2p2+ f2q2 = 0
, (4.16)

define elementos planares através da relaç̃ao






b1p1+c1q1+b2p2+c2q2 = −a

e1p1+ f1q1+e2p2+ f2q2 = −d

dxp1+dyq1 = dz1

dxp2+dyq2 = dz2

, (4.17)

ou na forma matricial









b1 c1 b2 c2

e1 f1 e2 f2

dx dy 0 0

0 0 dx dy



















p1

q1

p2

q2










=










−a

−d

dz1

dz2










. (4.18)

Os elementos caracterı́sticos definidos pela EDP de segunda ordem

a+bp+cq+er+ f s+gt = 0 , (4.19)

onde

r =
∂ 2z
∂x2 , s=

∂ 2z
∂x∂y

e t =
∂ 2z
∂y2

,
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podem ser obtidos de forma semelhante, fazendo






er+ f s+gt = −(a+bp+cq)

dx.r +dy.s = dp

dx.s+dy.t = dq

, (4.20)

ou na forma matricial






e f g

dx dy 0

0 dx dy













r

s

t






=







−(a+bp+cq)

dp

dq






. (4.21)

Observa-se que (4.15), (4.18) e (4.21) têm a forma geral























a11 a12 · · · · · · · a1n

a21 a22 · · · · · · · a2n

· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

an1 an2 · ann













































u1

u2

·
·
·
·
·
·

un























=























b1

b2

·
·
·
·
·
·

bn























. (4.22)

A equaç̃ao (4.22) compreenden equaç̃oes lineares para asn funções desconhecidaui , i =

1,2,3, · · · ,n, para que possa resolver para asn variáveis, pelo menos, em princı́pio, deve-se ter:

ui = ±

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · a1(i−1) b1 a1(i+1) · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · a2(i−1) b2 a2(i+1) · · a2(n−1) a2n

· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

an1 an2 · · an(i−1) bn an(i+1) · · an(n−1) ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 · · a1(i−1) a1i a1(i+1) · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · a2(i−1) a2i a2(i+1) · · a2(n−1) a2n

· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·

an1 an2 · · an(i−1) ani an(i+1) · · an(n−1) ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (4.23)
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Agora, se asn equaç̃oes lineares s̃ao independentes, então osui é determinado claramente

e a equaç̃ao (4.23) daŕa umaúnica soluç̃ao. No caso contrário, ou seja, quando asn equaç̃oes

lineares s̃ao de alguma forma dependente, entãoui seŕa indeterminado, tomando a forma, “ui =

0/0.”

Embora osui sejam indeterminados ao longo das Caracterı́sticas, seus coeficientes devem

continuar relacionados uns com os outros, a fim de definir os elementos planares. Desta forma,

uma vez que osui são indeterminados, mas determinados nas relações uns com os outros,é de

fato necesśario (e suficiente) que todos os determinantes do tipo mostrado na equaç̃ao (4.22)

sejam iguais a zero, entretanto nem todos os seus menores devem ser zero. Esta condição pode

ser simplificada, introduzindo o conceito de posto de uma matriz. Dize-se que, seA é uma

matriz, e se todos os determinantes menores de ordemr + 1 nela contido s̃ao zero, enquanto

pelo menos um menor de ordemr nãoé zero, ent̃aoA é de postor. Com esta definiç̃ao chega-

se a um resultado matemático de fundamental importância para determinar as inclinações das

curvas caracterı́sticas.

Uma condiç̃ao necesśaria e suficiente para osui sejam indeterminados, mas mutuamente

relacionadośe que o posto da matriz de ordem(n+1)×n formada pelos coeficientes deui e o

vetor colunàa direita da equação (4.22) seja de posto(n−1) .

4.3.3 EDPs de Primeira Ordem

As EDPs de primeira ordem são da forma

Ap+Bq = C (4.24)

ondep= ∂z/∂x eq= ∂z/∂y. A, B eC são funç̃oes dex, y ez.

Uma equaç̃ao da forma (4.24) define uma relação alǵebrica linear entrep e q para cada

ponto no espaçoxyz. Os elementos planares podem ser obtidas, substituindo pares ordenados

de valoresp eq na express̃ao

p·dx+q·dy= dz . (4.25)

Assim, tratando (4.24) e (4.25) como um par de equações nas variáveisp eq, define-se um

conjunto de elementos planares. Estes interceptam-se em uma curvaAB como mostra a Figura

4.20, onde observa-se infinitos valores dep eq.
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Figura 4.20: Caracteŕısticas como uma intersecç̃ao de dois elementos planares.

Fonte:(ABBOTT, 1966)

Assim p e q são efetivamente indeterminado ao longo da linhaAB. Pelo racioćınio das

seç̃oes anteriores, um procedimento para encontrar esta linhaé expressar a dependência linear

das equaç̃oes (4.24) e (4.25), colocando-as na forma de sistema

{

A· p+B·q = C

dx· p+dy·q = dz
. (4.26)

O qual pode ser escrito na forma matricial

[

A B

dx dy

][

p

q

]

=

[

C

dz

]

(4.27)

e, sendo linearmente dependente, tem-se

∣
∣
∣
∣
∣

A B

dx dy

∣
∣
∣
∣
∣
= 0 ,

∣
∣
∣
∣
∣

A C

dx dz

∣
∣
∣
∣
∣
= 0 ,

∣
∣
∣
∣
∣

C B

dz dy

∣
∣
∣
∣
∣
= 0

isto é,

dx
A

=
dy
B

=
dz
C

. (4.28)

Esta, ent̃ao,é a equaç̃ao da linha quée comum a todos os elementos planares, a linha chamada

curva Caracterı́stica, ou mais precisamente, a Caracterı́stica de ordem zero. Pode-se notar, que

a Inclinaç̃ao da Curva Caracterı́stica,é dada por

dy
dx

=
B
A

.
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Investiga-se agora as Caracterı́stica de primeira ordem, seguindo as descontinuidades em

derivadas parciais de segunda ordem. Considere novamente a equaç̃ao

Ap+Bq−C = F = 0 .

Calculando a derivada parcial deF em relaç̃ao ax, e levando em conta o fato de quez

tamb́em pode ser uma função dex, tem-se:

∂F
∂x

+
∂F
∂z

∂z
∂x

+
∂F
∂ p

∂ p
∂x

+
∂F
∂q

∂q
∂x

= 0 .

Denotando

∂z
∂x

= p ,
∂z
∂y

= q ,
∂ 2z
∂x2 =

∂ p
∂x

= r ,
∂ 2z

∂x∂y
=

∂q
∂x

=
∂ p
∂y

= s e
∂ 2z
∂y2 =

∂q
∂y

= t ,

tem-se

∂F
∂x

+
∂F
∂z

p+
∂F
∂ p

r +
∂F
∂q

s = 0 .

Introduzindo a derivada(d/dx), definida por
(

d
dx

)

=
∂
∂x

+
∂
∂z

p ,

obt́em-se
(

dF
dx

)

+
∂F
∂ p

r +
∂F
∂q

s = 0 ,

ou ainda,
(

dF
dx

)

+Ar+Bs = 0 . (4.29)

Tem-se outra relação

⇒ dp =
∂ p
∂x

dx+
∂ p
∂y

dy

⇒ dp = rdx+sdy
. (4.30)

Como as relaç̃oes (4.29) e (4.30) são dependentes, segue que o sistema






A· r +B·s = −
(

dF
dx

)

dx· r +dy·s = dp
, (4.31)
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é indeterminado. O qual pode ser escrito na forma matricial

[

A B

dx dy

][

r

s

]

=






−
(

dF
dx

)

dp




 , (4.32)

onde obt́em-se a relaç̃ao

dx
A

=
dy
B

= − dp
(

dF
dx

) .

Analogamente, calculando a derivada em relação ay e repetindo este processo obtém-se

dx
A

=
dy
B

= − dq
(

dF
dy

) .

Pode-se fazer uso da relação alǵebrica

a1

b1
=

a2

b2
=

a1+a2

b1+b2
,

e obter

dx
A

=
dy
B

=
dz
C

=− dq
(

dF
dx

) =− dq
(

dF
dy

) , (4.33)

que representa as equações das Caracterı́sticas de primeira ordem.

4.3.4 EDPs de Segunda Ordem

Considere a EDP de segunda ordem, quase linear,

Ar+Bs+Ct = D , (4.34)

ondeA, B, C eD são funç̃oes dex, y eD depende dex, y, z, p eq.

A equaç̃ao (4.34) expressa uma relação diferencial linear entre os coeficientes diferenciais.

Esses coeficientes diferenciais são ligados pelas expressões

dx· r +dy·s = dp

dx·s+dy· t = dq
.
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Tem-se um sistema






A· r +B·s+C · t = D

dx· r +dy·s+0·s = dp

dx·s+0·s+dy· t = dq

, (4.35)

indeterminado. O qual pode ser escrito na forma matricial






A B C

dx dy 0

0 dx dy













r

s

t







=







D

dp

dq







, (4.36)

e, sendo linearmente dependente, tem-se
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A B C

dx dy 0

0 dx dy

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 ,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A B D

dx dy dp

0 dx dq

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 , etc.

Do primeiro determinante encontra-se, a Inclinação das Curvas Caracterı́sticasdy/dx, dada pela

relaç̃ao

dy
dx

=
B± 2

√
B2−4AC
2A

. (4.37)

Observa-se a partir da equação que, na medida em que o discriminanteé positivo, zero ou nega-

tivo, têm-se, respectivamente, duas Inclinações reais, uma Inclinação real ou duas Inclinações

complexas. Estas três condiç̃oes correspondem a três tipos de equações diferenciais parciais do

tipo (4.34):

Equações hiperb́olicas Nestas equaç̃oes o discriminantée positivo e h́a duas ráızes reais da

equaç̃ao (4.34), e, portanto, duas Inclinações reais de Curvas Caracterı́stica. As desconti-

nuidades em derivadas de segunda ordem são, portanto, propagadas em duas direções no

espaçoxyz, e duas curvas Caracterı́sticas podem passar por cada ponto nesse espaço.

Equações parab́olicas Aqui o discriminantée zero, h́a apenas uma raiz da equação (4.34), e,

portanto, apenas uma inclinação. Descontinuidades são ent̃ao propagados em umaúnica

direç̃ao.

Equações eĺıpticas Quando
(
B2−4AC

)
é negativo, a equação (4.34) ñao tem ráızes reais e as

Inclinaç̃oes Caracterı́stica s̃ao imagińarias. Descontinuidades não s̃ao propagadas neste

caso.

Seŕa dado enfase a existência de dois conjuntos de Caracterı́sticas reais, e, portanto, encon-
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tra suas aplicaç̃oes nas soluç̃oes de equaç̃oes hiperb́olicas que descreve fenômenos de propagação.

No caso de segunda ordem as caracterı́sticas s̃ao dadas por

(
dy
dx

)

+

=
B+

2
√

B2−4AC
2A

, (4.38)

que corresponde a inclinação da caracterı́stica positiva, denotado porC+, e

(
dy
dx

)

−
=

B− 2
√

B2−4AC
2A

, (4.39)

a inclinaç̃ao da caracterı́stica negativa, denotado porC−.

Até o momento, t̂em-se igualado a zero somente o determinante das matrizes dos coefici-

entes. Se igualar a zero um dos outros determinantes, por exemplo,
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A D C

dx dp 0

0 dq dy

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (4.40)

encontra-se

A·dp·dy−D ·dx·dy+C ·dx·dq= 0, , (4.41)

ou
(

dq
dp

)

= −A
C

(
dy
dx

)

+
D
C

(
dy
dp

)

. (4.42)

Esta relaç̃ao ocorre junto as caracterı́sticas. Substituindo (4.37) na equação (4.42), t̂em-se

ao longo das caracterı́sticasC+

(
dq
dp

)

= −
{

B+
√

B2−4AC
2C

}

+
D
C

(
dy
dp

)

, (4.43)

enquanto ao longo das caracterı́sticasC−

(
dq
dp

)

= −
{

B−
√

B2−4AC
2C

}

+
D
C

(
dy
dp

)

. (4.44)

A partir das equaç̃oes (4.37), podem-se encontrar as inclinações das projeç̃oes das Carac-

teŕısticas no plano base ou plano fı́sicoxy. Geralmente,A, B eC, em que a(dy/dx) diz respeito,

vai envolver valores dep e q, que tem que considerar como parte da solução. Estes mesmos

valores dep e q, no entanto, estão relacionados no planopq (frequentemente chamado “plano

hodograph”) atrav́es das equações (4.43) e (4.44). Através da construç̃ao das caracterı́sticas
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alternadamente no planoxye no planopq, pode-se construir uma solução completa.

Na pŕoxima subseç̃ao, apresenta-se o conceito de curva Caracterı́sticas com um pouco mais

de rigor.

EDPs de Segunda Ordem com Mais Rigor

SejaΩ ⊂ IR2 um conjunto aberto. Considere os seguintes espaços vetoriais:

• C0(Ω) = {u : Ω −→ IR, u é cont́ınua};

• C2(Ω) = {u : Ω −→ IR, u é duas vezes continuamente diferenciável}.

Um operador diferencial,L, é definido da forma

L : C2(Ω) −→ C0(Ω)

u 7−→ Lu= A(x, t)uxx+B(x, t)uxt +C(x, t)utt

, (4.45)

ondeA,B,C : Ω −→ IR são funç̃oes reais que dependem das variáveis independentesx e t.

Al ém disso, para todo(x, t) ∈ Ω pelo menos um dos coeficientes,A,B ouC é ñao nulo, ou seja,

A2(x, t)+B2(x, t)+C2(x, t)> 0.

Pode-se observar também queL é um operador linear, istóe, para todo par de funções

u,v∈C2(Ω) e todo par de ńumeros reaisα,β ∈ IR, tem-seL(αu+βv) = αLu+βLv.

Considere uma funçãoF definida emΩ× IR3 tal que a cada ponto(x, t,ξ ,η ,ς) ∈ Ω× IR3

associa um ńumero realF(x, t,ξ ,η ,ς), ou seja

F : Ω× IR3 −→ IR

(x, t,ξ ,η ,ς) 7−→ F(x, t,ξ ,η ,ς)
. (4.46)

Definição 4.1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linear)Denomina-se EDP de segunda ordem,

quase linear, na inćognita u(x, t), a uma equaç̃ao do tipo

Lu= F (x, t,u,ux,ut) , (4.47)

sendo L e F definidas anteriormente (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).

Definição 4.2 (Soluç̃ao de uma EDP de Segunda Ordem Quase Linear)Denomina-se solu-

ção de (4.47) uma função u(x, t), de classe C2(Ω), tal que a igualdade (4.47) seja verificada

pontualmente emΩ (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).
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SejaI um intervalo da reta IR. Considere uma parametrização plana, quée uma aplicaç̃ao

cont́ınua γ : I −→ IR, onde a varíavel s∈ I é chamada de parâmetro deγ. A imagem deγ,

Imγ = {d ∈ IR2,d= γ(s),s∈ I} é chamada de arco parametrizado ou traço. Diz-se qued ∈ Imγ
é simples se existe uḿunicos∈ I tal queγ(s) = d. Um arco parametrizado simplesé constitúıdo

de pontos simples.

Uma parametrizaç̃ao diferencíavel planaé uma aplicaç̃ao γ : I −→ IR2 diferencíavel em

todo ponto deI . Um pontos0 ∈ I é dito regular seγ ′(s0) 6= 0. Seγ ′(s) 6= 0,∀s∈ I , diz-se que a

parametrizaç̃ao diferencíavelé regular.

Considere as equações paraḿetricas da curvaγ dada por

γ : x= ϕ(s) e t = ψ(s) , 0≤ s≤ 1 , (4.48)

ondeγ é sem auto interseções e regular, ou seja,γ é constitúıda de pontos simples eγ ′(s) 6=
0,∀s∈ I . Comoγ(s) = (x(s), t(x)) = (ϕ(s),ψ(s)), ao menos uma função coordenada tem deri-

vada ñao nula, qualquer que sejas, ou ainda,(dx/ds)2+(dt/ds)2 > 0 em[0,1].

O Problema de Cauchy, para a equação diferencial quase linearLu= F(x, t,u,ux,ut), con-

siste em determinar uma soluçãou(x, t) para esta equação, conhecendo-se os valores deu e das

derivadasux, ut sobreγ. Simbolicamente, escreve

∣
∣
∣
∣
∣

Lu= F(x, t,u,ux,ut) em Ω

u,ux,ut conhecidas sobreγ
. (4.49)

Introduz uma notaç̃ao, para tornar mais simples o texto. Assim, representando por m, p, q

as seguintes funções definidas sobreγ:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

m(s) = u(x, t) com (x, t) ∈ γ
p(s) = ux(x, t) com (x, t) ∈ γ
q(s) = ut(x, t) com (x, t) ∈ γ

. (4.50)

Considereu uma soluç̃ao do problema de Cauchy (4.49). São conhecidas sobreγ as funç̃oes

u, ux e ut , consequentemente,m(s), p(s), q(s) e F(ϕ(s),ψ(s),m(s), p(s),q(s)). Portanto, s̃ao

conhecidas as derivadasdp/dse dq/ds. Assim, as derivadas segundasuxx, uxt e utt são deter-
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minadas, sobreγ, por meio do sistema:






dx
ds

uxx(x, t)+
dt
ds

uxt(x, t)+0utt(x, t) =
dp
ds

0uxx(x, t)+
dx
ds

uxt(x, t)+
dt
ds

utt(x, t) =
dq
ds

A(x, t)uxx(x, t)+B(x, t)uxt(x, t)+C(x, t)utt(x, t) = F

. (4.51)

Observe, uma vez mais, que (4.51) está sendo considerado sobre a curvaγ, isto é, para

x= ϕ(s) e t = ψ(s). Na forma matricial
















dx
ds

dt
ds

0

0
dx
ds

dt
ds

A(x, t) B(x, t) C(x, t)




























uxx(x, t)

uxt(x, t)

utt(x, t)












=














dp
ds

dq
ds

F














. (4.52)

A matriz ampliada do sistemáe dada por
















dx
ds

dt
ds

0
dp
ds

0
dx
ds

dt
ds

dq
ds

A(x, t) B(x, t) C(x, t) F

















= 0, (4.53)

onde o determinante da matriz dos coeficientesé

δ = C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

. (4.54)

Do estudo de sistema de equações lineares, conclui-se:

• Seδ 6= 0 o sistema linear (4.51)́e determinado e sua soluçãouxx(x, t), uxt(x, t), utt(x, t),

sobreγ, é obtida por meio da regra de Cramer (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI,

1999).

• Quandoδ = 0 o sistema (4.51)́e indeterminado ou impossı́vel.
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Definição 4.3 (Curvas Caracteŕısticas) i) Denomina-se curva Caracterı́stica para a equaç̃ao

Lu= F, a curvaγ sobre a qualδ = 0, isto é,

C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0 . (4.55)

ii) As curvasγ tais queδ 6= 0 denominam-se ñao Caracteŕısticas.

A seguir ser̃ao apresentados alguns resultados que permitem o cálculo das curvas carac-

teŕısticas deLu= F ou deL.

Teorema 4.1 Se

i) A(x, t) 6= 0 sobreγ, as curvas Caracterı́sticas de L s̃ao as soluç̃oes da EDO:

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)

(
dt
dx

)

+C(x, t) = 0 . (4.56)

ii) C(x, t) 6= 0 sobreγ, as curvas Caracterı́sticas de L s̃ao as soluç̃oes da EDO:

C(x, t)

(
dx
dt

)2

−B(x, t)

(
dx
dt

)

+A(x, t) = 0 . (4.57)

iii) A(x, t) = C(x, t) = 0 sobreγ, as curvas Caracterı́sticas de L s̃ao as retas x= constante ,

t = constante , istóe, a dupla faḿılia de retas paralelas aos eixos coordenados.

Definição 4.4 Considere a equaç̃ao

A(x, t)uxx(x, t)+B(x, t)uxt(x, t)+C(x, t)utt(x, t) = F(x, t,u,ux,ut) . (4.58)

Diz-se que eláe:

i) Hiperbólica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t)> 0 emΩ.

ii) Parab́olica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t) = 0 emΩ.

iii) Elı́tica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t)< 0 emΩ.

Observaç̃ao 4.1 Note-se que sendo Lu o operador da equação (4.47) diz-se também que elée

hiperb́olico, parab́olico ou eĺıtico como no caso da equação.



94

Observaç̃ao 4.2 Da definiç̃ao (4.4) e da observação (4.1), conclui-se que no caso hiperbólico

há duas faḿılias distintas de Caracterı́sticas; no caso parab́olico umaúnica e no caso elı́tico

não h́a Caracteŕısticas reais (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).

Para obter as Invariantes de Riemann, calcula-se o determinante obtido da matriz ampliada,

det



























dx
ds

dp
ds

0

0
dq
ds

dt
ds

A(x, t) F C(x, t)



























= 0, (4.59)

o que fornece

C(x, t)

(
dq
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)(
dp
ds

)

−F

(
dx
ds

)(
dt
ds

)

= 0 . (4.60)

Sedt/ds 6= 0 ao longo da curva, obtém-se

C(x, t)

(
dx
dt

)(
dq
ds

)

+A(x, t)

(
dp
ds

)

−F

(
dx
ds

)

= 0 . (4.61)

Para equaç̃oes hiperb́olicas obt́em-se pelo Teorema (4.1) dois valores distintos paradx/dt.

Assim a equaç̃ao (4.61) d́a origem a duas equações a partir das quais obtêm-sedp/dse dq/ds,

o que pode ser aproximado por diferenças finitas para obterp eq.

4.3.5 Sistemas de Duas EDPs Lineares de Primeira Ordem

Neste caso, haverá duas varíaveis dependentes denotadas poru e v. Essas EDPs são dadas

na forma geral







A1
∂u
∂x

+B1
∂u
∂y

+C1
∂v
∂x

+D1
∂v
∂y

= E1

A2
∂u
∂x

+B2
∂u
∂y

+C2
∂v
∂x

+D2
∂v
∂y

= E2

. (4.62)

Se nessas equaçõesA1, A2, B1, · · · , E1, E2 são funç̃oes somente dex e y, o sistema de

equaç̃oes (4.62)́e dito ser perfeitamente linear.

As Caracteŕısticas s̃ao determinadas igualando a zero o determinante da matriz dos coefici-
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entes, obtida da relação










A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

dx dy 0 0

0 0 dx dy























∂u
∂x
∂u
∂y
∂v
∂x
∂v
∂y














=










E1

E2

du

dv










, (4.63)

ent̃ao
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

dx dy 0 0

0 0 dx dy

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 ,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A1 B1 C1 E1

A2 B2 C2 E2

dx dy 0 du

0 0 dx dv

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 , etc (4.64)

Expandindo o primeiro determinante de (4.64), têm-se

(A1C2−A2C1)dy2− (A1D2−A2D1+B1C2−B2C1)dxdy+(B1D2−B2D1)dx2 = 0 .(4.65)

Obt́em-se desta forma uma equação quadŕatica parady/dx dando duas inclinaç̃oes reais,

uma inclinaç̃ao real ou duas inclinações complexas de acordo com o discriminante

(A1D2−A2D1+B1C2−B2C1)
2−4(A1C2−A2C1)(B1D2−B2D1) ,

é positivo, zero ou negativo. Desta forma, classifica-se o sistema (4.62) como hiperbólico,

parab́olico ou eĺıptico, igualmente feito para as equação de segunda ordem.

O segundo determinante de (4.64) expande-se para dar

(A1B2−A2B1)du+

{

(A1C2−A2C1)

(
dy
dx

)

− (B1C2−B2C1)

}

dv+
{

(E1A2−E2A1)

(
dy
dx

)

− (E1B2−E2B1)

}

dx = 0
. (4.66)

Quando(dy/dx) é substitúıdo em (4.66), torna-se uma EDO parau ev ao longo das carac-

teŕısticasC+ eC−.

Na pŕaticau e v não s̃ao geralmente conhecidos tal que as Caracterı́sticas ñao podem ser

constrúıdos de forma independente. Em seguida,é necesśario construir novamente a integral

de superf́ıcie por uma soluç̃ao simult̂anea das equações (4.65) e (4.66) no espaço das variáveis

independentes, denotado porR(x,y), e o espaço das variáveis dependentes, denotado porR(u,v).

O procedimentóe muito semelhante ao que descrito para umaúnica equaç̃ao de ordem segunda.
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Pode agora ser visto que o Método das Caracterı́sticas representa um método atrav́es do

qual o problema difı́cil de resolver qualquer EDP quase linear de segunda ordem,ou um par de

EDPs de primeira ordem,é reduzido para o problema relativamente simples de resolver um par

de EDOs lineares. A simplicidade desta abordagem nas condic¸ões descritas torna especialmente

adequado para resolver as equações hiperb́olicas que descrevem os processos de propagação

(ABBOTT, 1966).
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5 ICCIR DA EQUAÇ ÃO DA ONDA VIA MC

Neste caṕıtulo estuda-se as ICCIR das equações da onda em uma e duas dimensões.

5.1 EQUAÇÃO DA ONDA EM UMA DIMENSÃO

Nesta seç̃ao apresenta-se alguns maneiras para encontrar as ICCIR e a solução anaĺıtica da

EO-1D.

5.1.1 ICCIR da EO-1D via Combinação Linear

Tem-se como objetivo encontrar via combinação linear as ICCIR para a

∂ 2u
∂ t2 −c2

0
∂ 2u
∂x2 = 0 . (5.1)

Viu-se na subseção 3.1.1, que estáe a EO-1D, onde suponha-se queu∈C2(Ω) ec0=
√

gh0> 0.

Dada a equaç̃ao (5.1), pode-se escrevê-la na forma

∂ r
∂ t

−c2
0

∂ p
∂x

= 0 , (5.2)

onder = ∂u/∂ t e p= ∂u/∂x. Sabendo queu∈C2(Ω), tem-se

∂ 2u
∂ t∂x

=
∂ 2u
∂x∂ t

, (5.3)

o que implica em

∂
∂ t

(
∂u
∂x

)

=
∂
∂x

(
∂u
∂ t

)

⇒ ∂ p
∂ t

=
∂ r
∂x

⇒ ∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0

. (5.4)
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Atribuindo-seL0 a equaç̃ao (5.2) eL1 a equaç̃ao (5.4), tem-se

L0 :=
∂ r
∂ t

−c2
0

∂ p
∂x

= 0 (5.5)

e

L1 :=
∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0 , (5.6)

que representam dois operadores diferenciais nas variáveis dependentesr e p. Essas equações

podem ser combinadas por meio de um multiplicador desconhecido λ1, da forma,L= L0+λ1L1.

Quaisquer valores reais distintos deλ1 fornece uma equação nas varíaveis dependentesr e p que

representam o mesmo fenômeno f́ısico que as duas equações originais,L0 e L1, e que podem

substitúı-las diante de qualquer solução.

MultiplicandoL1 por λ1 e adicionando aL0, obt́em-se

L0+λ1L1 = 0 . (5.7)

Ao substituir as equações (5.5) e (5.6), tem-se, após um rearranjo alǵebrico, a equaç̃ao

[
∂ r
∂x

(−λ1)+
∂ r
∂ t

]

+λ1

[
∂ p
∂x

(−c2
0

λ1

)

+
∂ p
∂ t

]

= 0 . (5.8)

Sabendo-se quer : Ω ⊂ IR2 → IR e p : Ω ⊂ IR2 → IR tem-se pela definiç̃ao

de diferencial total

dr
dt

=
∂ r
∂x

dx
dt

+
∂ r
∂ t

(5.9)

e

dp
dt

=
∂ p
∂x

dx
dt

+
∂ p
∂ t

. (5.10)

Ao comparar as equações (5.9) e (5.10) com a equação (5.8), t̂em-se

dx
dt

=−λ1 e
dx
dt

=− c2
0

λ1
, (5.11)

o que implica em

−λ1 = − c2
0

λ1

⇒ λ 2
1 = c2

0

⇒ λ1 = ±c0

. (5.12)
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Como

dx
dt

= −λ1 , (5.13)

tem-se da equação (5.12), que

dx
dt

= ∓c0 , (5.14)

obtendo-se as Inclinações das Curvas Caracterı́sticas.

Pode escrever a equação (5.8) da seguinte forma

[
∂ r
∂x

(−λ1)+
∂ r
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dr
dt

+λ1

[
∂ p
∂x

(−c2
0

λ1

)

+
∂ p
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dp
dt

= 0

⇒ dr
dt

+λ1
dp
dt

= 0

⇒ d
dt
(r ±c0p) = 0

, (5.15)

de onde obt́em-se as Invariantes de Riemann. Em resumo, a Tabela 1 mostramas ICCIR da

EO-1D obtidas via Combinação Linear.

Tabela 1: ICCIR da EO-1D via Combinação Linear

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dx
dt

=−λ1
d
dt

(r +λ1p) = 0

λ1 =−c0 c0
d
dt
(r −c0p) = 0

λ1 = c0 −c0
d
dt
(r +c0p) = 0

Fonte: Autoria pr ópria.

5.1.2 ICCIR da EO-1D via Determinante

Nesta subseção encontra-se as ICCIR da EO-1D via determinante. Sabendo quea EO-1D

é dada por

utt −c2
0uxx = 0 , (5.16)
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ondeu∈C2(Ω). Pode escrev̂e-la junto com seus elementos diferenciais na forma







utt −c2
0uxx = 0

uttdt+uxtdx = d(ut)

utxdt+uxxdx = d(ux)

, (5.17)

ou ainda, na forma matricial






1 0 −c2
0

dt dx 0

0 dt dx













utt

uxt

uxx






=







0

d(ut)

d(ux)






. (5.18)

Com o objetivo de obter as Curvas Caracterı́stica, deve-se ter descontinuidades nas respec-

tivas derivadas,utt , uxt e uxx, ou melhor, deseja-se que o sistema seja indeterminado. Para isso,

ao considerar a matriz ampliada do sistema






1 0 −c2
0 0

dt dx 0 d(ut)

0 dt dx d(ux)






, (5.19)

é suficiente que a matriz (5.19) tenha posto dois, visto que, existe determinante de ordem dois

diferente de zero,
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −c2
0

dt dx 0

0 dt dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, (5.20)

o que implica em

(dx)2−c2
0(dt)2 = 0

⇒ (dx)2−c2
0(dt)2 = 0

⇒ (dx)2 = c2
0(dt)2

⇒
(

dx
dt

)2

= c2
0

⇒ dx
dt

= ±c0

, (5.21)

ondedx/dt são as Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas no planoxt. Quando o sinal em (5.21)

é positivo obt́em-se a Inclinaç̃ao da Curva Caracterı́stica positivaC+ e quando o sinaĺe negativo

tem-se a Inclinaç̃ao da Curva Caracterı́stica negativaC−.
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Sabendo que

dx
dt

= ±c0 , (5.22)

e calculando a integral em relação a varíavel independentet, têm-se

x = ±c0t +c1 (5.23)

que representam as equações das Curvas Caracterı́sticas, ondec0 ec1 são constantes.

Com o intuito de obter as Invariante de Riemann da EO-1D, calcula-se o determinante

abaixo, obtida da matriz (5.19),
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0

dt dx d(ut)

0 dt d(ux)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

⇒ dx·d(ux)−dt ·d(ut) = 0

⇒ dx·d(ux) = dt ·d(ut)

⇒ d(ux)

d(ut)
=

dt
dx

⇒ dp
dr

=
dt
dx

⇒ dr
dp

=
dx
dt

. (5.24)

Observa-se que a inclinação no planoxt é igual a inclinaç̃ao no planorp, ondep= ux, r = ut e

dx/dt =±c0. Segue que

dr
dp

=
dx
dt

=±c0

⇒ dr
dp

= ±c0

⇒ dr = ±c0dp

⇒ dr
dt

∓c0
dp
dt

= 0

⇒ d
dt
(r ∓c0p) = 0

, (5.25)

que s̃ao as Invariantes de Riemann. A Tabela 2 mostra as ICCIR para EO-1D obtidas via

determinante.
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Tabela 2: ICCIR da EO-1D via Determinante
Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann

dx
dt

=−λ1
d
dt

(r +λ1p) = 0

λ1 =−c0 c0
d
dt
(r −c0p) = 0

λ1 = c0 −c0
d
dt
(r +c0p) = 0

Fonte: Autoria pr ópria.

5.1.3 Soluç̃ao Anaĺıtica da EO-1D

Nesta subseção, aĺem de encontrar as ICCIR da EO-1D, como feito nas subseções anterio-

res, encontra-se também a soluç̃ao anaĺıtica da EO-1D baseado no MC. Para isso, considere

−c2
0uxx+1utt = 0 , (5.26)

onde u : Ω ⊂ IR2 → IR é uma funç̃ao de classeC2(Ω) e c0 =
√

gh0 > 0. Para poupar

tempo, aplica-se os resultados obtidos na subseção (4.3.4), em especı́fico a relaç̃ao (4.37). Ao

observar a EO-1D, obtém-seA(x, t) =−c2
0 6= 0,B(x, t) = 0,C(x, t) = 1 eD(x, t) = 0. Calculando

o discriminante

B2−4AC = 02−4(−c2
0)(1) = 4c2

0 > 0 , (5.27)

conclui-se que a EO-1D́e uma EDP hiperb́olica, portanto, pelo Teorema (4.1) e da equação

(4.56) conclui-se que a EDP possui duas Curvas Caracterı́sticas de Inclinaç̃oes reais, dadas por

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)

(
dt
dx

)

+C(x, t) = 0

⇒ −c2
0

(
dt
dx

)2

−0

(
dt
dx

)

+1 = 0

⇒
(

dt
dx

)2

=
1

c2
0

⇒ dx
dt

= ±c0

. (5.28)

Calculando a integral em relação a varíavel independentet, tem-se

x = ±c0t + cte , (5.29)
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de onde, obt́em-se as equações

x∓c0t = cte , (5.30)

que representam as Curvas Caracterı́sticas.

Isolando a varíavel dependentet, obt̂em-se

x−c0t = cte

⇒ x− cte = c0t

⇒ c0t = x− cte

⇒ t =
x
c0

− cte
c0

( função crescente, visto que,c0 > 0).

(5.31)

e

x+c0t = cte

⇒ c0t = −x+ cte

⇒ t = − x
c0

+
cte
c0

( função decrescente, visto que,c0 > 0).

. (5.32)

As equaç̃oes das curvas caracterı́sticas s̃ao de extrema importância ñao śo para obter a

soluç̃ao nuḿerica como tamb́em para obter a solução anaĺıtica pois, mediante a mudança de

variável

ξ = x+c0t ⇒ ξx = 1 e ξt = c0 (5.33)

e

η = x−c0t ⇒ ηx = 1 e ηt =−c0 , (5.34)

obt́em-se a equação da onda na primeira forma canônica. Para isso, deve-se ter

J =

∣
∣
∣
∣
∣

ξx ξt

ηx ηt

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

1 c0

1 −c0

∣
∣
∣
∣
∣
=−2c0 6= 0 . (5.35)

Substituindo na equação (5.26), as derivadas em relação as varíaveis independentesx e t,

pelas derivadas em relação as varíaveis independentesξ eη , e usando a regra da cadeia, tem-se

ux = uξ ·ξx+uη ·ηx ⇒ ux = uξ · (1)+uη · (1) (5.36)

e

ut = uξ ·ξt +uη ·ηt ⇒ ut = uξ · (c)+uη · (−c) . (5.37)
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Da mesma maneira que encontrou (5.36) e (5.37), têm-se

(uξ )x = uξ ξ ξx+uξ ηηx

(uη)x = uηξ ξx+uηηηx

, (5.38)

e

(uξ )t = uξ ξ ξt +uξ ηηt

(uη)t = uηξ ξt +uηηηt

. (5.39)

Derivando as equações (5.36) e (5.37) em relação ax e t e substituindo as equação (5.38) e

(5.39) respectivamente, obtém-se:

uxx = (uξ )x+(uη)x

⇒ uxx = (uξ )x+(uη)x

⇒ uxx = uξ ξ ξx+uξ ηηx+uηξ ξx+uηηηx

⇒ uxx = uξ ξ ·1+uξ η ·1+uηξ ·1+uηη ·1
⇒ uxx = uξ ξ +2uξ η +uηη

(5.40)

e

utt = (uξ )t · (c0)+(uη)t · (−c0)

⇒ utt = c0(uξ )t −c0(uη)t

⇒ utt = c0(uξ ξ ξt +uξ ηηt)−c0(uηξ ξt +uηηηt)

⇒ utt = c0(uξ ξ ·c0+uξ η · (−c0))−c0(uηξ ·c0+uηη · (−c0))

⇒ utt = c2
0uξ ξ −2c2

0uξ η +c2
0uηη

(5.41)

Substituindo (5.40) e (5.41) em (5.26), encontra-se

−c2
0uxx+utt = 0

⇒ −c2
0(uξ ξ +2uξ η +uηη)+c2

0uξ ξ −2c2
0uξ η +c2

0uηη = 0

⇒ −4c2
0uξ η = 0

⇒ uξ η = 0

, (5.42)

a EO-1D na Primeira Forma Canônica.
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Para resolver a EDP (5.42) basta calcular a integral direta em relaç̃ao aη e depoisξ ,

uξ η = 0

⇒
∫

uξ ηdη =
∫

0dη

⇒ uξ = 0+θ(ξ )

⇒
∫

uξ dξ =
∫

θ(ξ )dξ

⇒ u(ξ ,η) = Θ(ξ )+Ψ(η)

(5.43)

Substituindo as equações (5.33) e (5.34) em (5.43), ou ainda, retornando as variáveis indepen-

dentesx e t, obt́em-se

u(x, t) = Θ(x+c0t)+Ψ(x−c0t) , (5.44)

ondeΘ eΨ são funç̃oes arbitŕarias de classeC2(Ω) eC1(Ω), respectivamente. A equação (5.44)

representa a solução da equaç̃ao (5.26).

Observaç̃ao 5.1 Seϕ e ψ forem funç̃oes definidas na reta de classe C2(IR) e C1(IR), respecti-

vamente. O problema de Cauchy para a equação da onda consiste em determinar uma função

u= u(x, t), tal que







utt(x, t)−c2
0uxx(x, t) = 0 , −∞ < x< ∞ , −∞ < t < ∞.

u(x,0) = ϕ
ut(x,0) = ψ

(5.45)

As funç̃oesϕ e ψ são chamadas as condições iniciais em t= 0 para o problema (5.45).

Mostra-se que a solução do problema de Cauchy (5.45)é

u(x, t) =
ϕ(x+c0t)+ϕ(x−c0t)

2
+

1
2c0

x+c0t∫

x−c0t

ψ(y)dy (5.46)

queé conhecida como a F́ormula de D’Alembert.

Considerando-se, por exemplo,ϕ = sinx eψ = cosx, e aplicando-se na fórmula de D’Alembert
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(5.46), t̂em-se que uma solução para o problema de cauchyé

u(x, t) =
sin(x+c0t)+sin(x−c0t)

2
+

1
2c0

x+c0t∫

x−c0t

cos(y)dy

⇒ u(x, t) =
sin(x+c0t)+sin(x−c0t)

2
+

1
2c0

[sin(x+c0t)−sin(x−c0t)]

⇒ u(x, t) =
1
2

(

1+
1
c0

)

sin(x+c0t)+
1
2

(

1− 1
c0

)

sin(x−c0t)

(5.47)

Atribuindo-se, por exemplo, c0 = 1, obt́em-se o gŕafico

Figura 5.1: Gráfico Para EO-1D

Fonte: Autoria Pr ópria
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5.2 EQUAÇÃO DA ONDA EM DUAS DIMENSÕES

Nesta seç̃ao tenta-se encontrar as ICCIR via Combinação Linear para a EO-2D de forma

ańaloga ao que foi feito para a EO-1D e percebe-se que nãoé posśıvel obt̂e-las, conforme des-

crito na subseç̃ao 5.2.1. Devido a isso, criou-se uma forma alternativa e funcionalà Combinaç̃ao

Linear para encontrar as ICCIR a qual chamou-se de Método das Pseudo-Caracterı́sticas con-

forme exposto na subseção 5.2.2.

5.2.1 ICCIR da EO-2D : Ideia Unidimensional

Considere a equação da onda em duas dimensões

∂ 2u
∂ t2 −c2

0

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2

)

= 0 , (5.48)

ondeu : Ω ⊆ IR3 → IR, c0 =
√

gh0 > 0 e suponha queu ∈ C2(Ω). Objetiva-se encontrar as

ICCIR via Combinaç̃ao Linear, para isso escreve-se

∂ r
∂ t

−c2
(

∂ p
∂x

+
∂q
∂y

)

= 0 , (5.49)

onde

r =
∂u
∂ t

, p=
∂u
∂x

e q=
∂u
∂y

. (5.50)

Comou∈C2(Ω), têm-se

∂ 2u
∂ t∂x

=
∂ 2u
∂x∂ t

,
∂ 2u
∂ t∂y

=
∂ 2u
∂y∂ t

e
∂ 2u

∂x∂y
=

∂ 2u
∂y∂x

, (5.51)

que pode ser escrita na forma,

∂
∂ t

(
∂u
∂x

)

=
∂
∂x

(
∂u
∂ t

)

⇒ ∂ p
∂ t

=
∂ r
∂x

⇒ ∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0

, (5.52)

∂
∂ t

(
∂u
∂y

)

=
∂
∂y

(
∂u
∂ t

)

⇒ ∂q
∂ t

=
∂ r
∂y

⇒ ∂q
∂ t

− ∂ r
∂y

= 0

(5.53)
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e

∂
∂y

(
∂u
∂x

)

=
∂
∂x

(
∂u
∂y

)

⇒ ∂ p
∂y

=
∂q
∂x

⇒ ∂ p
∂y

− ∂q
∂x

= 0

. (5.54)

Denotando porL0 a equaç̃ao da onda de duas dimensões eL1, L2 e L3 as equaç̃oes das

condiç̃oes de continuidade, obtém-se

L0 :=
∂ r
∂ t

−c2
(

∂ p
∂x

+
∂q
∂y

)

= 0 , (5.55)

L1 :=
∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0 , (5.56)

L2 :=
∂q
∂ t

− ∂ r
∂y

= 0 (5.57)

e

L3 :=
∂ p
∂y

− ∂q
∂x

= 0 , (5.58)

quatro operadores diferenciais nas variáveis dependentesr, p eq. Essas equações ser̃ao combi-

nadas por meio de multiplicadores desconhecidosλ1, λ2 eλ3 da forma,L = L0+λ1L1+λ2L2+

λ3L3. Quaisquer valores reais distintos deλ1, λ2 e λ3 fornecem uma equação nas varíaveis de-

pendentesr, p eq que representam o mesmo fenômeno f́ısico que as quatro equações originais,

L0, L1, L2 eL3 e que podem substituı́-las diante de qualquer solução.

Multiplicando-seL1, L2 eL3 porλ1, λ2 eλ3, respectivamente e adicionando aL0, obt́em-se

L0+λ1L1+λ2L2+λ3L3 = 0 . (5.59)

Substituindo as equações (5.55)-(5.58) na equação (5.59), t̂em-se, aṕos um rearranjo,

[
∂ r
∂x

(−λ1)+
∂ r
∂y

(−λ2)+
∂ r
∂ t

]

+λ1

[
∂ p
∂x

(−c2
0

λ1

)

+
∂ p
∂y

(
λ3

λ1

)

+
∂ p
∂ t

]

+λ2

[
∂q
∂x

(−λ3

λ2

)

+
∂q
∂y

(−c2
0

λ2

)

+
∂q
∂ t

]

= 0
. (5.60)

Comor, p eq são funç̃oes com doḿınio Ω ⊆ IR3 e imagem em IR, têm-se por definiç̃ao de
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diferencial total

dr
dt

=
∂ r
∂x

dx
dt

+
∂ r
∂y

dy
dt

+
∂ r
∂ t

, (5.61)

dp
dt

=
∂ p
∂x

dx
dt

+
∂ p
∂y

dy
dt

+
∂ p
∂ t

(5.62)

e

dq
dt

=
∂q
∂x

dx
dt

+
∂q
∂y

dy
dt

+
∂q
∂ t

. (5.63)

Comparando-se as equações (5.61), (5.62) e (5.63) com a equação (5.60), t̂em-se:

dx
dt

= −λ1 =− c2
0

λ1
=−λ3

λ2
(5.64)

e

dy
dt

= −λ2 =
λ3

λ1
=− c2

0

λ2
. (5.65)

Segue da equação (5.64), as relaç̃oes

−λ1 = − c2
0

λ1

⇒ λ 2
1 = c2

0

⇒ λ1 = ±c0

(5.66)

e

−λ1 = −λ3

λ2

⇒ λ3 = λ1λ2

(5.67)

e da equaç̃ao (5.65),

−λ2 = − c2
0

λ2

⇒ λ 2
2 = c2

0

⇒ λ2 = ±c0

(5.68)

e

−λ2 =
λ3

λ1

⇒ λ3 = −λ1λ2

. (5.69)



110

Comparando as equações (5.67) e (5.69), obtém-se

λ1λ2 = −λ1λ2

⇒ λ1λ2+λ1λ2 = 0

⇒ 2λ1λ2 = 0

⇒ λ1λ2 = 0

⇒ λ1 = 0 ou λ2 = 0

⇒ c0 = 0 ou −c0 = 0

, (5.70)

o que ñao pode ocorrer, poisc0 =
√

gh0 > 0. Portanto, a ideia da Combinação Linear da mesma

forma feita para EO-1D ñaoé válida.

5.2.2 ICCIR da EO-2D : Uma alternativaà Combinaç̃ao Linear

Novamente, considere a equação da onda em duas dimensões

∂ 2u
∂ t2 −c2

0

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2

)

= 0 , (5.71)

ondeu : Ω ⊆ IR3 → IR, c0 =
√

gh0 > 0 e suponhau∈ C2(Ω). Observou-se na subseção 5.2.1

que ñaoé suficiente fazer uma simples Combinação Linear para encontrar as ICCIR, devido a

esse motivo criou-se uma forma alternativaà Combinaç̃ao Linear, a este ḿetodo chamou-se de

Método das Pseudo-Caracterı́sitcas.

Considere

∂ r
∂ t

−c2
0

(
∂ p
∂x

+
∂q
∂y

)

= 0 , (5.72)

onde

r =
∂u
∂ t

, p=
∂u
∂x

e q=
∂u
∂y

. (5.73)

Comou∈C2(Ω), têm-se

∂ 2u
∂ t∂x

=
∂ 2u
∂x∂ t

,
∂ 2u
∂ t∂y

=
∂ 2u
∂y∂ t

e
∂ 2u

∂x∂y
=

∂ 2u
∂y∂x

(5.74)
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que pode ser escrita na forma,

∂
∂ t

(
∂u
∂x

)

=
∂
∂x

(
∂u
∂ t

)

⇒ ∂ p
∂ t

=
∂ r
∂x

⇒ ∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0

(5.75)

e

∂
∂ t

(
∂u
∂y

)

=
∂
∂y

(
∂u
∂ t

)

⇒ ∂q
∂ t

=
∂ r
∂y

⇒ ∂q
∂ t

− ∂ r
∂y

= 0

. (5.76)

Denotando porL0 a equaç̃ao da onda em duas dimensões,L1 eL2 as equaç̃oes das condiç̃oes

de continuidade, obtém-se

L0 :=
∂ r
∂ t

−c2
0

(
∂ p
∂x

+
∂q
∂y

)

= 0 , (5.77)

L1 :=
∂ p
∂ t

− ∂ r
∂x

= 0 (5.78)

e

L2 :=
∂q
∂ t

− ∂ r
∂y

= 0 , (5.79)

que representam três operadores diferenciais nas variáveis dependentesr, p eq. Essas equações

ser̃ao combinadas por meio de multiplicadores desconhecidoλ1 e λ2 nas direç̃oesx e y, da

forma,L = L0+λ1L1 eL = L0+λ2L2, para isso considera-se as duas direções:

Direçãox) Multiplicando-seL1 por λ1 e adicionando aL0, obt́em-se

L0+λ1L1 = 0 . (5.80)

Substituindo as equações (5.77) e (5.78) na equação (5.80), t̂em-se, aṕos um rearranjo,

[
∂ r
∂x

(−λ1)+
∂ r
∂ t

]

+λ1

[
∂ p
∂x

(−c2
0

λ1

)

+
∂ p
∂ t

]

= c2
0

∂q
∂y

. (5.81)

Considerandor e p funções com doḿınio Ω ⊆ IR2 e imagem em IR, têm-se por definiç̃ao
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de diferencial total

dr
dt

=
∂ r
∂x

dx
dt

+
∂ r
∂ t

(5.82)

e

dp
dt

=
∂ p
∂x

dx
dt

+
∂ p
∂ t

. (5.83)

Comparando as equações (5.82) e (5.83) com a equação (5.81), t̂em-se

dx
dt

= −λ1 =− c2
0

λ1
. (5.84)

Da equaç̃ao (5.84), obt́em-se

−λ1 = − c2
0

λ1

⇒ λ 2
1 = c2

0

⇒ λ1 = ±c0

. (5.85)

Ao observar a equação (5.81), obt́em-se

[
∂ r
∂x

(−λ1)+
∂ r
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dr
dt

+λ1

[
∂ p
∂x

(−c2
0

λ1

)

+
∂ p
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dp
dt

= c2
0

∂q
∂y

⇒ dr
dt

+λ1
dp
dt

= c2
0

∂q
∂y

⇒ d
dt

(r +λ1p) = c2
0

∂q
∂y

. (5.86)

Com usa das equações (5.85) e (5.86), obtém-se a Tabela 3.

Tabela 3: ICCIR da EO-2D na Direçãox

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dx
dt

=−λ1
d
dt

(r +λ1p) = c2
0

∂q
∂y

λ1 =+c0 −c0
d
dt

(r +c0p) = c2
0

∂q
∂y

λ1 =−c0 +c0
d
dt

(r −c0p) = c2
0

∂q
∂y

Fonte: Autoria Pr ópria
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Direçãoy) Multiplicando-seL2 por λ2 e adicionando aL0, obt́em-se

L0+λ2L2 = 0 . (5.87)

Substituindo as equações (5.77) e (5.79) na equação (5.87), t̂em-se, aṕos um rearranjo

[
∂ r
∂y

(−λ2)+
∂ r
∂ t

]

+λ2

[
∂q
∂y

(−c2
0

λ2

)

+
∂q
∂ t

]

= c2
0

∂ p
∂x

. (5.88)

Considerandor eq funções com doḿınio Ω ⊆ IR2 e imagem em IR, têm-se por definiç̃ao

de diferencial total

dr
dt

=
∂ r
∂y

dy
dt

+
∂ r
∂ t

(5.89)

e

dq
dt

=
∂q
∂y

dy
dt

+
∂q
∂ t

. (5.90)

Comparando-se as equações (5.89) e (5.90) com a equação (5.88), t̂em-se

dy
dt

= −λ2 =− c2
0

λ2
. (5.91)

Segue da equação (5.91), a relaç̃ao

−λ2 = − c2
0

λ2

⇒ λ 2
2 = c2

0

⇒ λ2 = ±c0

. (5.92)

Têm-se da equação (5.88) que

[
∂ r
∂y

(−λ2)+
∂ r
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dr
dt

+λ2

[
∂q
∂y

(−c2
0

λ2

)

+
∂q
∂ t

]

︸ ︷︷ ︸
dq
dt

= c2
0

∂ p
∂x

⇒ dr
dt

+λ2
dq
dt

= c2
0

∂ p
∂x

⇒ d
dt

(r +λ2q) = c2
0

∂ p
∂x

. (5.93)

As equaç̃oes (5.92) e (5.93) fornecem a Tabela 4.



114

Tabela 4: ICCIR da EO-2D na Direçãoy

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dy
dt

=−λ2
d
dt

(r +λ2q) = c2
0

∂ p
∂x

λ2 =+c0 −c0
d
dt

(r +c0q) = c2
0

∂ p
∂x

λ2 =−c0 +c0
d
dt

(r −c0q) = c2
0

∂ p
∂x

Fonte: Autoria Pr ópria

As Tabelas 3 e 4 fornecem as ICCIR da EO-2D via o Método das Pseudo-Caracterı́sticas.



115

6 ICCIR PARA EQUAÇ ÕES DE SAINT VENANT VIA MC

Na Engenharia Hidráulica, o sistema de ESV́e frequentemente usado em estudos de es-

coamento ñao permanente em canais. Esse sistema foi introduzido por Saint Venant em 1871

(HENDERSON, 1966) e constituiu um sistema hiperbólico de EDPs quase lineares.

Neste caṕıtulo, obt́em-se as ICCIR das ESV em uma e duas dimensões.

6.1 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT EM UMA DIMENSÃO

Observou-se no capı́tulo 2, na seç̃ao 2.1 que o sistema de ESV-1D, pode ser escrito na forma






ht +(Uh)x = 0

Ut +UUx+ghx = g
(
S0x −Sfx

)

, (6.1)

em queU(x, t) é a velocidade ḿedia do escoamento (m/s) na direçãox; h(x, t) é a profundidade

de fluxo (m);x é a dist̂ancia ao longo do canal (m);t é o tempo (s);g é a força gravitacional por

unidade de massa (m/s2) e S0x é a inclinaç̃ao longitudinal. O atrito no canal inclinadoé dado

pela relaç̃ao de Manning-Strickler

Sfx =
C2 |U |U

(A/P(A))4/3
, (6.2)

com constante de rugosidadeC > 0, P(A) sendo o perı́metro molhado, correspondente aA. O

quociente deA/P(A) é chamado de raio hidráulico. Neste caso, o coeficiente de atrito para o

canal inclinado, ou a inclinação da resist̂encia hidŕaulica na direç̃aox, seŕa dada por

Sfx =
|U |U
C2h

, (6.3)

ondeC é constante de Chézy.

A soluç̃ao nuḿerica para as ESV pode ser obtida pelo uso do MC, queé consagrado como

uma t́ecnica pela qual o problema de resolver duas EDPs pode ser substitúıdo pelo problema
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de resolver quatro EDOs (ANAVARRO, 2008), ou seja, as ESV dadas no sistema (6.1), as

quais possuem duas variáveis independentes, podem ser reduzidas as equações que envolvem a

diferenciaç̃ao em apenas uma direção. Para isso, apresenta-se a seguir dois métodos.

6.1.1 ICCIR das ESV-1D via Combinação Linear

Considera-se o sistema de ESV-1D dado por (6.1) . As leis de conservaç̃ao de massa e

momento podem ser escritas na forma reduzida






ht +Uhx+hUx = 0

Ut +UUx+ghx = g
(
S0x −Sfx

)

. (6.4)

Atribuindo-seL0 a equaç̃ao de conservação de massa eL1 a equaç̃ao do momento linear,

obt́em-se

L0 := ht +Uhx+hUx = 0 (6.5)

e

L1 := Ut +UUx+ghx = g
(
S0x −Sfx

)
, (6.6)

que representam dois operadores diferenciais nas variáveis dependentesh eU . Essas equações

ser̃ao combinadas por meio de um multiplicador desconhecidoλ1, da forma,L = L0+ λ1L1.

Quaisquer valores reais distintos deλ1 fornece uma equação nas varíaveis dependentesU e

h que representam o mesmo fenômeno f́ısico que as duas equações originais,L0 e L1, e que

podem substitúı-las diante de qualquer solução.

Multiplicando-seL1 por λ1 e adicionando aL0, têm-se

L0+λ1L1 = λ1g
(
S0x −Sfx

)
. (6.7)

Ao substituir as equações (6.5) e (6.6), obtém-se aṕos um rearranjo

ht +(U +λ1g)hx+λ1Ut +(h+λ1U)Ux = λ1g
(
S0x −Sfx

)
,

que pode ser escrito na forma

[hx(U +λ1g)+ht ]+λ1

[

Ux

(
h+λ1U

λ1

)

+Ut

]

= λ1g
(
S0x −Sfx

)
. (6.8)
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Sabendo que

h : Ω ⊂ IR2 → IR

(x, t) 7−→ h(x, t)
(6.9)

e

U : Ω ⊂ IR2 → IR

(x, t) 7−→ U(x, t)
, (6.10)

tem-se pela definiç̃ao de diferencial total

dh
dt

= hx
dx
dt

+ht (6.11)

e

dU
dt

=Ux
dx
dt

+Ut . (6.12)

Comparando as equações (6.11) e (6.12) com a equação (6.8), obt̂em-se

dx
dt

=U +λ1g e
dx
dt

=
h+λ1U

λ1
, (6.13)

de onde segue que

U +λ1g =
h+λ1U

λ1

⇒ Uλ1+λ 2
1 g = h+λ1U

⇒ λ 2
1 g = h

⇒ λ1 = ±
(

g
g

)
√

h
g

⇒ λ1 = ±1
g

√

g2h
g

⇒ λ1 = ±
√

gh
g

⇒ λ1 = ±c
g

. (6.14)

ondec=
√

gh.

Como

dx
dt

= U +λ1g , (6.15)
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segue da equação (6.14), que

dx
dt

= U ±c . (6.16)

Têm-se da equação (6.8) que

[hx(U +λ1g)+ht ]
︸ ︷︷ ︸

dh
dt

+λ1

[

Ux

(
h+λ1U

λ1

)

+Ut

]

︸ ︷︷ ︸
dU
dt

= λ1g
(
S0x −Sfx

)

⇒ dh
dt

+λ1
dU
dt

= λ1g
(
S0x −Sfx

)

⇒ dh
dt

± c
g

dU
dt

=

(

±c
g

)

g
(
S0x −Sfx

)

⇒ d
dt

(
c2

g

)

± c
g

dU
dt

= ±c
(
S0x −Sfx

)

⇒ 2c
g

dc
dt

± c
g

dU
dt

= ±c
(
S0x −Sfx

)

⇒ c
g

(
d
dt
(2c)± dU

dt

)

= ±c
(
S0x −Sfx

)

⇒ d
dt
(2c)± dU

dt
= ±g

(
S0x −Sfx

)

⇒ d
dt
(2c±U) = ±g

(
S0x −Sfx

)

⇒ ± d
dt
(±2c+U) = ±g

(
S0x −Sfx

)

⇒ d
dt
(±2c+U) = g

(
S0x −Sfx

)

⇒ d
dt
(U ±2c) = g

(
S0x −Sfx

)

. (6.17)

Assim, as Invariantes de Riemann são dadas por

d
dt

(U ±2c) = g
(
S0x −Sfx

)
.

Em resumo, tem-se, que ao longo de uma linha

dx
dt

= U +c (6.18)

e

d
dt
(U +2c) = g

(
S0x −Sfx

)
. (6.19)

Ao longo da outra linha, tem-se

dx
dt

= U −c (6.20)
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e

d
dt
(U −2c) = g

(
S0x −Sfx

)
. (6.21)

As direç̃oes no plano(x, t) definido pelas equações (6.18) e (6.20) são chamadas Inclinações

das Curvas Caracterı́sticas positiva e negativa, respectivamente. De forma análoga, as quantida-

des conservadas ao longo destas direções, conforme definido nas equações (6.19) e (6.21), são

chamadas de Invariantes de Riemann positiva e negativa, respectivamente. As equações (6.18)-

(6.21) constituem as quatro EDOs que substituem as duas EDPspresentes no sistema (6.4), no

MC. Observe na Tabela 5 as ICCIR para as ESV-1D.

Tabela 5: ICCIR das ESV-1D via Combinaç̃ao Linear

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dx
dt

=U +λ1g
dh
dt

+λ1
dU
dt

= λ1g
(
S0x −Sfx

)

λ1 =+
c
g

dx
dt

=U +c
d
dt

(U +2c) = g
(
S0x −Sfx

)

λ1 =−c
g

dx
dt

=U −c
d
dt

(U −2c) = g
(
S0x −Sfx

)

Fonte: Autoria Pr ópria

6.1.2 ICCIR das ESV-1D via Determinante

Nesta subseção encontra-se as ICCIR das ESV-1D via determinante. Para isso, inclui-se ao

Sistema ESV as diferenciais totais em relação aU eh, obtendo






ht +Uhx+hUx = 0

Ut +UUx+ghx = g
(
S0x −Sfx

)

htdt+hxdx = dh

Utdt+Uxdx = dU

, (6.22)

que pode ser escrito na forma matricial









1 U 0 h

0 g 1 U

dt dx 0 0

0 0 dt dx



















ht

hx

Ut

Ux










=










0

g
(
S0x −Sfx

)

dh

dU










. (6.23)
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A matriz ampliada do sistema (6.22)é dada por









1 U 0 h 0

0 g 1 U g
(
S0x −Sfx

)

dt dx 0 0 dh

0 0 dt dx dU










= 0. (6.24)

Para encontrar as Inclinações das Curvas Caracterı́sticas basta igualar a zero o determinante

da matriz dos coeficientes
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 U 0 h

0 g 1 U

dt dx 0 0

0 0 dt dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

⇒

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g 1 U

dx−dt ·U 0 −dt ·h
0 dt dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

⇒
(

dx
dt

)2

−2U

(
dx
dt

)

+(U2−hg) = 0

, (6.25)

o que implica em

dx
dt

= U ±c , (6.26)

ondec =
√

gh. Têm-se quedx/dt representam as Inclinações das Curvas Caracterı́sticas no

planotx. Quando o sinal em (6.26)é positivo obt́em-se a Inclinaç̃ao da Curva Caracterı́stica

positivaC+ e quando o sinaĺe negativo tem-se a Inclinação da Curva Caracterı́stica negativa

C−. Como obteve-se duas Inclinações reais e distintas (B2−4AC> 0) conclui-se que o Sistema

de ESVé hiperb́olico.
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Igualando a zero o determinante obtido da matriz ampliada (6.24), tem-se
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 U 0 0

0 g 1 g(S0x −Sfx)

dt dx 0 dh

0 0 dt dU

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

⇒

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g 1 g(S0x −Sfx)

dx−dt ·U 0 dh

0 dt dU

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

⇒
(

dx
dt

−U

)

g(S0x −Sfx)−g
dh
dt

+
dU
dt

(

−dx
dt

+U

)

= 0

. (6.27)

Substituindodx/dt =U ±c eh= c2/g na equaç̃ao (6.27), t̂em-se

(U ±c−U)g(S0x −Sfx)−g
d
dt

(
c2

g

)

+
dU
dt

(−(U ±c)+U) = 0

⇒ ±cg(S0x −Sfx)−2c
dc
dt

∓c
dU
dt

= 0

⇒ ∓c

(
dU
dt

±2
dc
dt

)

=∓cg(S0x −Sfx)

⇒ dU
dt

± d(2c)
dt

= g(S0x −Sfx)

, (6.28)

o que implica em

d
dt

(U ±2c) = g(S0x −Sfx) , (6.29)

que representam as Invariantes de Riemann.

Observa-se na Tabela 6 as ICCIR das ESV-1D obtidas via determinante.

Tabela 6: ICCIR das ESV-1D Via Determinante
Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann

dx
dt

=U +c
d
dt

(U +2c) = g
(
S0x −Sfx

)

dx
dt

=U −c
d
dt

(U −2c) = g
(
S0x −Sfx

)

Fonte: Autoria Pr ópria

6.1.3 O Significado da Forma Caracterı́stica

Considere as Caracterı́sticas representadas no planoxt, conforme Figura 6.1.
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✲
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Zona ñao pertubada
7

8

9
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11
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15
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22

23

24
25

26
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C2
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C4
C5

0

C11
1

C10

2

C9

3

C8

4

C7

5

C6

6

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟
C0

Figura 6.1: Caracteŕısticas no Planoxt

As Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticasdt/dx= 1/(U +c) edt/dx= 1/(U −c) apontam

os caminhos de um observador. Elas podem começar em qualquer ponto e s̃ao conhecidas

como linhas Caracterı́sticas ou simplesmente Caracterı́sticas. É posśıvel resolver as equações

caracteŕısticas no ponto onde as Caracterı́sticas se cruzam, ao mesmo tempo estaé a soluç̃ao

das ESV. Esta técnicaé conhecida como MC.

Considere a Figura 6.1 e uma perturbação na extremidade a montante de um canal (por

exemplo, uma onda de inundação). A parte do canal de alguma forma ao longo da extremidade

não recebeŕa a perturbaç̃ao durante algum tempo. O tempo que leva depende da velocidade de

que as informaç̃oes viajam a partir da perturbação. A linha Caracterı́sticaC0 representa esta

velocidade e a parte abaixo dessa linha indica a parte do canal que aguarda a perturbação, isto

é conhecido como a zona não perturbada.C0 é uma Caracterı́stica positiva como s̃ao as linhas

C1,C2,C3,C4 eC5, elas t̂em Inclinaç̃ao da formadx/dt =U +C, (note, no entanto, que cada

uma tem uma Inclinaç̃ao diferente). LinhasC6, C7, C8, C9, C10 eC11 s̃ao as Caracterı́sticas

negativas e t̂em Inclinaç̃oes da formadx/dt =U −c.

Os valores deU e c no ponto 8é influenciada por eventos e condições nos pontos 0, 1, 2

e 7. Poŕem, valores fora desta região ñao afetam os valores deU e c no ponto 8. Da mesma

forma, no ponto 2 os valores deU e c irão influenciar os valores deU e c nos pontos 8, 13, 3 e

9, etc, mas ñao no ponto 7.
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6.2 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT BIDIMENSIONAIS

No caṕıtulo 2, na seç̃ao 2.2 deduziu-se que o Sistema de ESV-2D pode ser escrito na forma






ht +(Uh)x+(Vh)y = 0

Ut +UUx+VUy+ghx = g(S0x −Sfx)

Vt +UVx+VVy+ghy = g(S0y −Sfy)

. (6.30)

Nesta seç̃ao tenta-se encontrar as ICCIR via Combinação Linear para as ESV bidimen-

sionais de forma ańaloga ao que foi feito para as ESV unidimensionais na subseção 6.1.1 e

percebe-se que não seŕa posśıvel obt̂e-las, conforme descrito na subseção 6.2.1. Devido a isto,

de maneira semelhante ao que foi feito para a equação da onda bidimensional, utilizou-se do

Método das Pseudo-Caracterı́sticas para encontrar as ICCIR para as ESV bidimensionais con-

forme exposto na subseção 6.2.2.

6.2.1 ICCIR das ESV-2D via Combinação Linear : Ideia Unidimensional

Considera-se um canal retangular uniforme e negligência todos os termos de difusão de

energia, tais como, inclinação, resist̂encia, entrada de fluxo lateral, etc. As leis de conservação

de massa e momento em duas dimensões, sistema (6.30), podem ser escritas na forma reduzida






ht +hUx+Uhx+hVy+Vhy = 0

Ut +UUx+VUy+ghx = 0

Vt +UVx+VVy+ghy = 0

. (6.31)

Atribuindo-seL0 a equaç̃ao da conservação de massa,L1 a equaç̃ao do momento linear na

direç̃aox eL2 a equaç̃ao do momento linear na direçãoy, obt́em-se

L0 := ht +hUx+Uhx+hVy+Vhy = 0 , (6.32)

L1 := Ut +UUx+VUy+ghx = 0 (6.33)

e

L2 := Vt +UVx+VVy+ghy = 0 , (6.34)

que representam três operadores diferenciais nas variáveis dependentesh,U eV. Essas equações

ser̃ao combinadas por meio de multiplicadores desconhecidoλ1 eλ2, da forma,L= L0+λ1L1+

λ2L2. Quaisquer valores reais distintos deλ1 e λ2 fornecem uma equação nas varíaveis depen-
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dentesh, U eV que representam o mesmo fenômeno f́ısico que as tr̂es equaç̃oes originais,L0,

L1 eL2, e que podem substituı́-las diante de qualquer solução.

Multiplicando-se,L1 por λ1, L2 por λ2 e adicionando aL0, têm-se

L0+λ1L1+λ2L2 = 0 . (6.35)

Substituindo as equações (6.32), (6.33) e (6.34) na equação (6.35), obt́em-se

ht +(λ1g+U)hx+(λ2g+V)hy+λ1Ut +(h+λ1U)Ux+(λ1V)Uy+

+λ2Vt +(λ2U)Vx+(h+λ2V)Vy = 0
, (6.36)

o que implica em

[hx(λ1g+U)+hy(λgg+V)+ht ]+λ1

[

Ux

(
h+λ1U

λ1

)

+VUy+Ut

]

+

+λ2

[

UVx+Vy

(
h+λ2V

λ2

)

+Vt

]

= 0
. (6.37)

Sabendo-se queh, U e V, s̃ao funç̃oes com doḿınio Ω ⊂ IR3 e imagem IR, tem-se pela

definiç̃ao de diferencial total, que

dh
dt

= hx
dx
dt

+hy
dy
dt

+ht , (6.38)

dU
dt

= Ux
dx
dt

+Uy
dy
dt

+Ut (6.39)

e

dV
dt

= Vx
dx
dt

+Vy
dy
dt

+Vt . (6.40)

Comparando as equações (6.38), (6.39) e (6.40) com a equação (6.37), t̂em-se:

dx
dt

= λ1g+U =
h+λ1U

λ1
= U (6.41)

e

dy
dt

= λ2g+V = V =
h+λ2V

λ2
(6.42)
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Observando a equação (6.41), obt́em-se

λ1g+U =
h+λ1U

λ1

⇒ Uλ1+λ 2
1 g = h+λ1U

⇒ λ 2
1 g = h

⇒ λ1 = ±
(

g
g

)
√

h
g

⇒ λ1 = ±1
g

√

g2h
g

⇒ λ1 = ±
√

gh
g

⇒ λ1 = ±c
g

(6.43)

e

λ1g+U = U

⇒ λ1g = 0

⇒ λ1 = 0

. (6.44)

Das equaç̃oes (6.43) e (6.44), obtêm-se

±c
g

= 0

⇒ c = 0

⇒
√

gh = 0

⇒ gh = 0

⇒ h = 0

(6.45)

o que ñao pode ocorrer, poish> 0. Portanto, a ideia da Combinação Linear da mesma forma

feita ao Sistema de ESV unidimensional nãoé válida. Uma ideia para não ocorrer issóe consi-

derar queUy = 0 eVx = 0 na equaç̃ao (6.37). Mas isto implica que

U :=U(x,y, t)≡U(x, t) e V :=V(x,y, t)≡V(y, t)

ou seja, está sendo considerado que a velocidade na direçãox é independente da velocidade na

direç̃aoy e vice-versa, e isto nãoé verdade. Porémé necesśario aplicar o Ḿetodo das Pseudo-

Caracteŕısticas para encontrar as ICCIR para as ESV Bidimensionais.
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6.2.2 ICCIR das ESV-2D: Uma alternativaà Combinaç̃ao Linear

Considera-se novamente um canal retangular uniforme e negligência todos os termos de

difusão de energia. As leis de conservação de massa e momento em duas dimensões, sistema

(6.30), podem ser escritas na forma






ht +hUx+Uhx+hVy+Vhy = 0

Ut +UUx+VUy+ghx = 0

Vt +UVx+VVy+ghy = 0

. (6.46)

Observou-se na subseção 6.2.1 que ñaoé suficiente fazer uma simples Combinação Linear

para encontrar as ICCIR para ESV bidimensionais, devido a essemotivo aplica-se o Ḿetodo

das Pseudo-Caracterı́sticas.

Atribuindo-seL0 a equaç̃ao da conservação de massa,L1 a equaç̃ao do momento linear na

direç̃aox eL2 a equaç̃ao do momento linear na direçãoy, obt́em-se

L0 := ht +hUx+Uhx+hVy+Vhy = 0 , (6.47)

L1 := Ut +UUx+VUy+ghx = 0 (6.48)

e

L2 := Vt +UVx+VVy+ghy = 0 , (6.49)

três operadores diferenciais nas variáveis dependentesh, U eV. Essas equações ser̃ao combina-

das por meio de multiplicadores desconhecidoλ1 eλ2, da forma,L= L0+λ1L1 eL= L0+λ2L2.

Desta forma, evita-se, por exemplo, a situação deUy = 0 eVx = 0, ou ainda, considera-se que a

velocidade na direç̃aox é dependente da velocidade na direçãoy e vice-versa.

Direçãox) Multiplicando-se,L1 por λ1 e adicionando aL0, têm-se

L0+λ1L1 = 0 . (6.50)

Substituindo as equações (6.47) e (6.49), obtém-se

ht +(λ1g+U)hx+λ1Ut +(h+λ1U)Ux+Vhy+hVy+λ1VUy = 0 , (6.51)
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o que implica em

[ht +hx(λ1g+U)]+λ1

[

Ut +Ux

(
h+λ1U

λ1

)]

= −Vhy−hVy−λ1VUy . (6.52)

Considerandoh eU funções com doḿınio Ω ⊂ IR2 e imagem IR, tem-se pela definição

de diferencial total que

dh
dt

= hx
dx
dt

+ht (6.53)

e

dU
dt

= Ux
dx
dt

+Ut . (6.54)

Comparando as equações (6.53) e (6.54) com a equação (6.51), t̂em-se

dx
dt

= λ1g+U =
h+λ1U

λ1
, (6.55)

o que implica em

λ1g+U =
h+λ1U

λ1

⇒ Uλ1+λ 2
1 g = h+λ1U

⇒ λ 2
1 g = h

⇒ λ1 = ±
(

g
g

)
√

h
g

⇒ λ1 = ±1
g

√

g2h
g

⇒ λ1 = ±
√

gh
g

⇒ λ1 = ±c
g

. (6.56)

Como

dx
dt

= λ1g+U , (6.57)

têm-se da equação (6.56), que

dx
dt

= U ±c . (6.58)
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Ao observar a equação (6.52), tem-se

[hx(λ1g+U)+ht ]
︸ ︷︷ ︸

dh
dt

+λ1

[

Ux

(
h+λ1U

λ1

)

+Ut

]

︸ ︷︷ ︸

dU
dt

= −Vhy−hVy−λ1VUy

⇒ dh
dt

+λ1
dU
dt

= −Vhy−hVy−λ1VUy

.(6.59)

Substituindo a equação (6.56) na equação (6.59) e sabendo queh= c2/g, têm-se

dh
dt

+λ1
dU
dt

= −Vhy−hVy−λ1VUy

⇒ d
dt

(
c2

g

)

± c
g

dU
dt

= −Vhy−hVy−
(

±c
g
VUy

)

⇒ 2c
g

dc
dt

± c
g

dU
dt

= −Vhy−hVy∓
c
g
VUy

⇒ c
g

(
d(2c)

dt
± dU

dt

)

= −Vhy−hVy∓
c
g
VUy

⇒ d(2c)
dt

± dU
dt

= −g
c
(Vhy+hVy)∓VUy

⇒ ± d
dt

(U ±2c) = ±
(

∓g
c
(Vhy+hVy)−VUy

)

⇒ d
dt

(U ±2c) = ∓g
c
(Vhy+hVy)−VUy

. (6.60)

Na tabela 7, apresentam-se as ICCIR das ESV-2D na direçãox.

Tabela 7: ICCIR das ESV-2D na Direç̃aox

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dx
dt

=U +λ1g
dh
dt

+λ1
dU
dt

=−Vhy−hVy−λ1VUy

λ1 =+
c
g

dx
dt

=U +c
d
dt

(U +2c) =−g
c
(Vhy+hVy)−VUy

λ1 =−c
g

dx
dt

=U −c
d
dt

(U −2c) = +
g
c
(Vhy+hVy)−VUy

Fonte: Autoria Pr ópria

Direçãoy) De forma ańaloga, multiplicando-seL2 por λ2 e adicionando aL0, têm-se

L0+λ2L2 = 0 . (6.61)
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Substituindo as equações (6.47) e (6.49) na equação (6.61), obt́em-se

ht +(λ2g+V)hy+λ2Vt +(h+λ2V)Vy+Uhx+hUx+λ2UVx = 0 , (6.62)

o que implica em

[ht +hy(λ2g+V)]+λ2

[

Vt +Vy

(
h+λ2V

λ2

)]

= −Uhx−hUx−λ2UVx . (6.63)

Sabendo-se queh e V, s̃ao funç̃oes com doḿınio Ω ⊂ IR2 e imagem IR, tem-se pela

definiç̃ao de diferencial total, que

dh
dt

= hy
dy
dt

+ht (6.64)

e

dV
dt

= Vy
dy
dt

+Vt . (6.65)

Comparando as equações (6.64) e (6.65) com a equação (6.62), t̂em-se

dy
dt

= λ2g+V =
h+λ2V

λ2
, (6.66)

o que implica em

λ2g+V =
h+λ2U

λ2

⇒ Uλ2+λ 2
2 g = h+λ2V

⇒ λ 2
2 g = h

⇒ λ2 = ±
(

g
g

)
√

h
g

⇒ λ2 = ±1
g

√

g2h
g

⇒ λ2 = ±
√

gh
g

⇒ λ2 = ±c
g

. (6.67)

Como

dy
dt

= λ2g+V (6.68)

tem-se da equação (6.67), que

dy
dt

= V ±c . (6.69)
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Ao observar a equação (6.63), obt́em-se

[ht +hy(λ2g+V)]
︸ ︷︷ ︸

dh
dt

+λ2

[

Vt +Vy

(
h+λ2V

λ2

)]

︸ ︷︷ ︸

dV
dt

= −Uhx−hUx−λ2UVx

⇒ dh
dt

+λ2
dV
dt

= −Uhx−hUx−λ2UVx

.(6.70)

Substituindo a equação (6.67) na equação (6.70) e sabendo queh= c2/g, têm-se

dh
dt

+λ2
dV
dt

= −Uhx−hUx−λ2UVx

⇒ d
dt

(
c2

g

)

± c
g

dV
dt

= −Uhx−hUx−
(

±c
g
UVx

)

⇒ 2c
g

dc
dt

± c
g

dV
dt

= −Uhx−hUx∓
c
g
UVx

⇒ c
g

(
d(2c)

dt
± dV

dt

)

= −Uhx−hUx∓
c
g
UVx

⇒ d(2c)
dt

± dV
dt

= −g
c
(Uhx+hUx)∓UVx

⇒ ± d
dt

(V ±2c) = ±
(

∓g
c
(Uhx+hUx)−UVx

)

⇒ d
dt

(V ±2c) = ∓g
c
(Uhx+hUx)−UVx

. (6.71)

A Tabela 8 fornece as ICCIR das ESV-2D na direçãoy.

Tabela 8: ICCIR das ESV-2D na Direç̃aoy

Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas Invariantes de Riemann
dx
dt

=V +λ2g
dh
dt

+λ2
dV
dt

=−Uhx−hUx−λ2UVx

λ2 =+
c
g

dy
dt

=V +c
d
dt

(V +2c) =−g
c
(Uhx+hUx)−UVx

λ2 =−c
g

dy
dt

=V −c
d
dt

(V −2c) = +
g
c
(Uhx+hUx)−UVx

Fonte: Autoria Pr ópria
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7 APLICAÇ ÃO DO M ÉTODO DAS CARACTER ÍSTICAS A EQUAÇ ÃO DA ONDA

Neste caṕıtulo aplica-se o MC̀as Equaç̃oes da Onda em uma e duas dimensões. O ḿetodo

foi implementado por meio do software Maple (atualmente em sua 16a ediç̃ao) que, aĺem de ter

sua pŕopria interface e ferramentas para resolução de diversos problemas matemáticos j́a conhe-

cidos, possui grande flexibilidade para desenvolvimento computacional, um campo destacado

pela construç̃ao de Maplets.

Ao desenvolver uma Mapleté posśıvel para o programador, personalizar e contextualizar

os comandos a fim de torná-los intuitivos ao usúario final, aĺem de ter em m̃aos a possibilidade

de moldar representações gŕaficas a fim de facilitar o entendimento de certos conteúdos.

Neste contexto, programou-se uma Maplet inspirada em um estudo de caso tendo como

resultado a soluç̃ao nuḿerica da EDP em forma de tabela e gráficos em duas e três dimens̃oes.

7.1 EQUAÇÃO DA ONDA UNIDIMENSIONAL

Nesta seç̃ao obteve-se a solução nuḿerica da Equaç̃ao do Teĺegrafo usando o MC, que

transformou uma EDP em um sistema de EDOs.

A estrutura desta seção est́a disposta nas seguintes subseções:

• Deduç̃ao da Equaç̃ao do Teĺegrafo: Nesta seção apresenta-se a dedução da Equaç̃ao do

Telégrafo.

• Deduç̃ao do MC para EDP de Segunda Ordem Unidimensional: Nesta seção deduzem-se

as f́ormulas b́asicas para obter a Tensão, a partir das Equações Caracterı́sticas.

• Aplicação do MC ao Problema do Telégrafo: Nesta seção, apresenta-se o exemplo que foi

resolvido viaMaplete o resumo dos passos que foram necessários para obter a solução.

• Soluç̃ao do Problema do Telégrafo viaMaplet: Nesta seç̃ao, apresenta-se o funciona-

mento daMaplet implementada, explicitando alguns detalhes de sua funcionalidade e

resultados.
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7.1.1 Deduç̃ao da Equaç̃ao do Teĺegrafo

Na Engenharia Elétrica, a Equaç̃ao do Teĺegrafoé frequentemente usada em estudos para a

monitoraç̃ao e controle do tráfego de uma corrente elétrica. Este tŕafego pode ser descrito pelas

variáveis, potencialV, correnteI , e cargaQ. Se a redée feita de simples cabos que conectam

nós isolados, resistências, capacitâncias, bobinas, e a frequênciaé baixa, ela pode ser modelada

dimensionalmente por uma série de elementos com as propriedades materiais da resistênciaR,

capacit̂anciaC e indut̂anciaL. Este modelóe chamado circuito elétrico.

Se a freqûenciaé alta, de forma que o comprimento de ondaé compaŕavel com o compri-

mento dos condutores, deve-se ser ainda mais preciso. Como o sinal não chega instantanea-

mente em todos os locais do circuito, ele se propaga como uma onda de voltagem e corrente ao

longo de uma linha. Em todo caso, não se pode negligenciar as propriedades da resistência e

indut̂ancia no decorrer do cabo. Se for considerado que o caboé constitúıdo de uma śerie de

elementos infinitesimais,́e posśıvel modelar o sistema e obter o queé conhecido como Linha

de Transmiss̃ao, descrita por uma EDP no espaço e tempo. Um famoso exemploé a Equaç̃ao do

Telégrafo, onde uma peça infinitesimal de um cabo de telégrafoé modelada como um circuito

elétrico (MATTHEIJ; RIENSTRA; BOONKKAMP, 2005).

Considerando-se uma linha de transmissão de dois fios, cujo diagrama está ilustrado na

Figura 7.1, ondeIT e VT representam, respectivamente, a intensidade de corrente ea tens̃ao

no ponto de emissão, eIR e VR, s̃ao as mesmas grandezas mas correspondentes ao ponto de

recepç̃ao.

IT

VT V(x, t) VR

IRI(x, t)

Estação
receptora

Estação
transmissora

0 x x

Figura 7.1: Circuito El étrico

Fonte: (FIGUEIREDO, 1977)

I(x, t) e V(x, t) representam a intensidade de corrente e a tensão num pontox da linha de



133

transmiss̃ao, no instantet. Para derivar a EDP que deve satisfazer, analisa-se o que se passa

num pequeno trecho da linha, entre o pontox ex+∆x. Traça-se um modelo de circuito elétrico

nesse intervalo e explicam-se os vários par̂ametros áı indicados conforme Figura 7.2.

I(x+∆x, t)R∆xL∆xI(x, t)

V(x, t) V(x+∆x, t)

∆x

C∆xG∆x

b bb b b

Figura 7.2: Circuito El étrico em um intervalo

Fonte: (FIGUEIREDO, 1977)

Os condutores que constituem a linha de transmissão s̃ao feitos de metal e têm, portanto,

uma resist̂encia, em śerie. Sup̃oe-se que o condutor seja uniforme e, portanto, que a resistência

por unidade de comprimento seja constante. Denotando-se a Resist̂encia por R, quée dada, em

ohm/quil̂ometro. A Lei de Ohm diz que a queda de tensão em um intervalo de comprimento∆x

éR∆xI(x, t).

Uma certa indut̂ancia, em śerie, é tamb́em produzida no condutor, pela razão seguinte: a

Lei de Ampere diz que campos magnéticos em torno do contorno são criados pela corrente

elétrica; a Lei de Faraday diz que variações nesses campos induzem uma força eletromotriz

retroativa no condutor. Supondo-se que essa indutância, designada porL, seja constante por

unidade de comprimento, elaé dada em henry/quilômetro. A queda de tensão, num intervalo

de comprimento∆x, é dada porL∆x∂ I(x, t)/∂ t.

O par de condutores age, de certo modo, como um capacitor e assim, uma certa capa-

citância em paralelo deve aparecer. Supondo ainda que ela, designada porC e dada em fa-

rad/quil̂ometro, seja constante por unidade de comprimento. A corrente, atrav́es desse capacitor

éC∆x∂V(x, t)/∂ t.

Na pŕatica ñao é posśıvel isolar completamente os dois condutores. Assim, desenvolve-se

uma certa condutânciaG, em paralelo, a qual supõe-se ser constante por unidade de compri-

mento. A condut̂anciaé uma esṕecie de inverso da resistência e pode ser dada em ohm/quilômetro.

A corrente atrav́es dessa condutânciaéG∆xV(x, t).

A primeira Lei de Kirchhoff estabelece que a soma algébrica das forças eletromotrizes em
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circuito fechadóe zero. Assim, para umt fixado

V(x, t)−R∆xI(x, t)−L∆x
∂ I(x, t)

∂ t
−V(x+∆x, t) = 0 , (7.1)

de onde segue que

RI(x, t)+L
∂ I(x, t)

∂ t
= −V(x+∆x, t)−V(x, t)

∆x
. (7.2)

Passando o limite, quando∆x→ 0,

LIt +RI = −Vx . (7.3)

A segunda Lei de Kirchhoff diz que a soma das correntes chegando num ńo do circuito

elétrico é igualà soma das correntes saindo do referido nó. Aplicando essa lei ao circuito da

Figura 7.2, tem-se que

I(x+∆x, t) = I(x, t)−G∆xV(x+∆x, t)−C∆x
∂V(x+∆x, t)

∂ t
. (7.4)

Dividindo ambos os membros por∆x e passando o limite quando∆x→ 0, obt́em-se

CVt +GV = −Ix . (7.5)

Derivando a equação (7.3) em relaç̃ao at e a equaç̃ao (7.5) em relaç̃ao ax, tem-se

LItt +RIt = −Vxt , (7.6)

e

CVtx+GVx = −Ixx . (7.7)

Multiplicando a equaç̃ao (7.6) porC,

LCItt +RCIt = −CVxt . (7.8)

Subtraindo (7.7) e (7.8), tem-se

Ixx− (LC)Itt −RCIt +GVx = 0 . (7.9)

ComoVx =−LIt −RI, substituindo na equação (7.9), tem-se

Ixx− (LC)Itt − (RC+GL)It − (GR)I = 0 , (7.10)
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queé conhecida como a Equação do Teĺegrafo. Pode, escreve-la na forma,

Ixx−c−2Itt −aIt −bI = 0 , (7.11)

onde,c2 = (LC)−1, a= RC+GL eb= RG. Analogamente, mostra-se queVxx−c−2Vtt −aVt −
bV = 0. Representando poru(x, t) a corrente, a equação (7.11) fica

−c−2utt +1uxx−aut −bu = 0 , (7.12)

ondec2 = (LC)−1, a= RC+GL eb= RG. Multiplicando a equaç̃ao (7.12) por−c2, obt́em-se

−c2uxx+utt +(p+q)ut + pqu= 0 , (7.13)

ondec2 = (LC)−1, p=C/G eq= R/L.

Um dos ḿetodos para encontrar a solução nuḿerica para a equação (7.13)́e o MC (CHUN;

MERKLEY, 2008b).

7.1.2 Deduç̃ao do MC para EDP de Segunda Ordem Unidimensional

Para este ḿetodo constŕoi-se uma grade regularmente espaçada como mostra a Figura7.3.

O pontoL representa a posição da seç̃ao a esquerda, da qual se originará uma onda infinitesimal,

que chegaŕa na seç̃aoP depois de um intervalo de tempo∆t. Similarmente, o pontoR representa

a posiç̃ao da seç̃ao a direita da onda infinitesimal, que chegará na seç̃aoP depois do intervalo

de tempo∆t.

A Figura 7.3 mostra o pontoP como soluç̃ao num tempo posterior com as Caracterı́sticas

positiva( f ) e negativa(g) passando por ele. Estas interceptam a linha de tempo anterior t nos

pontosL eR, respectivamente.
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b

b b

bb

b b

b b

b b

bt +∆t

∆t

t

fg

P

W OL R E

∆x

x

t

Figura 7.3: Curvas Caracteŕısticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Observando a equação do Teĺegrafo (7.13) e a forma geral de uma EDP de segunda ordem

(4.47), obt́em-seA(x, t) = −c2, B(x, t) = 0 eC(x, t) = 1, dáı, conclui-se quée uma equaç̃ao

hiperb́olica, pois,B2−4AC= 4c2 > 0. ComoA(x, t) 6= 0, tem-se do Teorema (4.1) e da equação

(4.56), que as Inclinaç̃oes Caracterı́sticas s̃ao dadas por

dx
dt

= c (7.14)

e

dx
dt

= −c , (7.15)

o que implica que as caracterı́sticas s̃ao linhas retas. A Figura 7.4 mostra em detalhes as carac-

teŕısticas associadas ao pontoP.

Sabe-se a inclinação quando a caracterı́stica positiva cruzar a linha de tempot no pontoL,

queé dado pordx/dt = c= f (x, t) queé a mesma quando passar porP. O problemáe que ñao

se sabe os valores emL e P, ou seja, desconhecexP, xL, uP e uL. Deve fazer uma aproximação

linear para obter esses valores. De forma análoga, estende-se essa ideia para a caracterı́stica

negativa(g) que passa porP e R, cuja inclinaç̃ao é dada pordx/dt = −c = g(x, t) (DELPHI,

2012).

Deseja-se obter a solução nuḿerica da EDP de segunda ordem dada por (4.47), para isso,

especifica-seux e ut em uma curva inicialγ, da forma (4.48) (desde que não seja uma Carac-

teŕıstica), ent̃ao pode calcular a solução da equaç̃ao (4.47), caso esta seja hiperbólica, usando a

expans̃ao em Śerie de Taylor.
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Importante notar, que não se pode, em geral, calcular todos os termos de uma Série de

Taylor infinita em um tempo finito. Na verdade, para calcular mais de dois termośe um tanto

tedioso. Escolhe-se, portanto, a abordagem simples de usaruma aproximaç̃ao de Taylor de

Primeira Ordem, dada por

u(x+∆x, t +∆t) ≈ u(x, t)+∆xux(x, t)+∆tut(x, t) , (7.16)

para construir um sistema numérico útil para resolver equações hiperb́olicas com dados de

Cauchy. Deve-se observar que a equação (7.16)é apenas uma aproximação, e para qualquer

utilização pŕatica as quantidades∆x e ∆t devem ser pequenas.

A aproximaç̃ao usual para determinar a inclinação das caracterı́sticasé usar o ponto que

possui a mesma abscissa que o pontoP, mas no ńıvel de tempo conhecido, istóe, os valores no

pontoO. Ao construir a malha identifica-se no primeiro intervalo detempo os pontosxO, xE

e xW e as condiç̃oes iniciaisuO, uE e uW. Objetiva-se encontraruP em um intervalo de tempo

posteriort +∆t.

t +∆t

∆t

t

P

W OL R E

∆x

x

∆x

∆xL ∆xR

t

Figura 7.4: Caracteŕısticas Lineares

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Para um incremento finito de tempo∆t, o pontoP representa a posição (xP, t +∆t), e os

pontosL e R representam, respectivamente, as posições de certas seções a esquerda e a direita

do pontoO no tempot.

A velocidade da onda de propagação pode ser representada pela declividade das linhas

constrúıdas no planoxt.

Ao observar a linhaLP, Caracteŕıstica positiva, da Figura 7.5, tem-se tanθ = ∆t/∆xL. A

equaç̃ao (7.14) mostra quedx/dt = c. Considerando∆t/∆xL ≈ dt/dx, tem-se∆t/∆xL ≈ 1/c,
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ou ainda,

∆xL

∆t
≈ c , (7.17)

onde∆xL = x0−xL. Substituindo∆xL na equaç̃ao (7.17), tem-se

xL ≈ x0−c∆t , (7.18)

que representa a abscissa deL.

t +∆t

∆t

t

P

L O
θ α

R

xR xxL

∆xL ∆xR

t

β

xO = xP

Figura 7.5: Inclinação das Caracteŕısticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

De forma ańaloga, ao observar a linhaRP, caracteŕıstica negativa, tem-se tanα = ∆t/∆xR,

ondeα = 180−β . Como tanα = − tanβ , segue que tanβ = ∆t/(−∆xR). Viu-se na equaç̃ao

(7.15) quedx/dt = −c e considerando∆t/(−∆xR) ≈ dt/dx, têm-se∆t/(−∆xR) ≈ 1/(−c), ou

ainda,

−∆xR

∆t
≈ −c , (7.19)

onde−∆xR = xO−xR. Substituindo∆xR na equaç̃ao (7.19), t̂em-se

xR ≈ xO+c∆t , (7.20)

que representa a abscissa deR.

Observe que as equações (7.18) e (7.20) podem ser escritas, respectivamente, como

xL ≈ xP− f ∆t (7.21)
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e

xR ≈ xP−g∆t , (7.22)

ondexP = xO. As equaç̃oes (7.21) e (7.22) representam uma expansão em Śerie de Taylor de

primeira ordem.

Como p e q são conhecidos emγ. Após calcularxL e xR com uso das equações (7.21) e

(7.22), obt́em-sep eq para os pontosL eR. Substituindo as equações (7.14) e (7.15) na equação

(4.61), obt́em-se as Invariantes de Riemann (HALL; KEYNES, 1973). A primeira dessaśe dada

por

C(x, t) f (qP−qL)+A(x, t)(pP− pL)−F(xP−xL) = 0 (7.23)

e a segunda invarianteé

C(x, t)g(qP−qR)+A(x, t)(pP− pR)−F(xP−xR) = 0 . (7.24)

Resolvendo o sistema composto pelas equações (7.23) e (7.24) obtém-se os valores dep e q

para o pontoP. Assim, temos um ḿetodo de calcularp e q em pontos fora da curva inicialγ e,

tamb́em, atrav́es da equaç̃ao (7.16), calcularu.

Observe na Figura 7.6 que o valor deu no ponto 7, por exemplo,é influenciado por eventos

e condiç̃oes nos pontos 0,1,2,4 e 5. Poŕem, valores fora desta região ñao afetam o valor deu

no ponto 7. Da mesma forma, no ponto 2 o valor deu irá influenciar os valores deu nos pontos

5,6,7, · · · , mas ñao no ponto 4.

x

t

0 1 2 3

4 5 6

7 8

9

Figura 7.6: Caracteŕısticas no planoxt

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)
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Após calcularp e q, pode-se usar uma aproximação parau queé melhor do que a equação

(7.16). Para ver isso, escreve-se as aproximações de primeira ordem de Taylor parap= ux(x+

∆x, t +∆t) eq= ut(x+∆x, t +∆t). Tem-se

ux(x+∆x, t +∆t) ≈ ux(x, t)+∆xuxx(x, t)+∆tuxt(x, t) (7.25)

e

ut(x+∆x, t +∆t) ≈ ut(x, t)+∆xuxt(x, t)+∆tutt(x, t) . (7.26)

Multiplicando a equaç̃ao (7.25) por 0.5∆x e equaç̃ao (7.26) por 0.5∆t, obt́em-se

0.5∆xux(x+∆x, t +∆t) ≈ 0.5∆xux(x, t)+0.5(∆x)2uxx(x, t)+0.5∆x∆tuxt(x, t) (7.27)

e

0.5∆tut(x+∆x, t +∆t) ≈ 0.5∆tut(x, t)+0.5∆t∆xuxt(x, t)+0.5(∆t)2utt(x, t) . (7.28)

Somando os resultados, tem-se

+0.5(∆x)2uxx(x, t)+∆x∆tuxt(x, t)+0.5(∆t)2utt(x, t)

≈ 0.5∆x[ux(x+∆x, t +∆t)−ux(x, t)]+0.5∆t [ut(x+∆x, t +∆t)−ut(x, t)]
. (7.29)

Ao aproximaru(x+∆x, t +∆t) em śerie de Taylor de segunda ordem

u(x+∆x, t +∆t) ≈ u(x, t)+∆xux(x, t)+∆tut(x, t)

+0.5(∆x)2uxx(x, t)+∆x∆tuxt(x, t)+0.5(∆t)2utt(x, t)
, (7.30)

observa-se que o primeiro membro da equação (7.29) corresponde justamente a expressão para

os termos de segunda ordem da equação (7.30), logo, substituindo (7.29) em (7.30), tem-se

u(x+∆x, t +∆t) ≈ u(x, t)+∆xux(x, t)+∆tut(x, t)

+0.5∆x[ux(x+∆x, t +∆t)−ux(x, t)]

+0.5∆t [ut(x+∆x, t +∆t)−ut(x, t)]

, (7.31)

ou ainda,

u(x+∆x, t +∆t) ≈ u(x, t)+0.5∆x[ux(x+∆x, t +∆t)+ux(x, t)]

+0.5∆t [ut(x+∆x, t +∆t)+ut(x, t)]
. (7.32)

Esta aproximaç̃ao de primeira ordeḿe aparentemente mais precisa do que a equação (7.16),

uma vez que incorpora os termos de segunda ordem da expressão de Taylor. Aplicando esta
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aproximaç̃ao aos pontosL, R eP obt́em-se

uP ≈ uL +0.5(pP+ pL)∆x+0.5(qP+qL)∆t (7.33)

e

uP ≈ uR+0.5(pP+ pR)∆x+0.5(qP+qR)∆t . (7.34)

Pode-se usar qualquer uma das equações (7.33) ou (7.34) para calcularuP.

7.1.3 Aplicaç̃ao do MC ao Problema do Telégrafo

Considere a EDP Linear de segunda ordem

−Vxx(x, t)+Vtt(x, t) =−V(x, t)−0.3Vt(x, t), (7.35)

ondeA(x, t) =−1, B(x, t) = 0,C(x, t) = 1 eF(x, t,V,Vx,Vt) =−V(x, t)−0.3Vt(x, t), queé um

caso particular da Equação do Teĺegrafo dada em (7.13). Tem-se:

• V(x, t) a tens̃ao na linha de transmissão;

• p=Vx(x, t) a derivada da tensão em relaç̃ao ao espaço;

• q=Vt(x, t) a derivada da tensão em relaç̃ao ao tempo;

• x é a dist̂ancia ao longo da linha de transmissão;

• t é o tempo.

Fixa-se um dado instante quando inicia-se a observar o fenômeno. Escolhe-set = 0. Por-

tanto, observa-seV, p=Vx eq=Vt quandot = 0. Ent̃ao a curvaγ do problemáe

γ = {(x, t) ∈ IR2; t = 0}. (7.36)

ConsidereΩ = {(x, t) ∈ IR2; t > 0}. Estuda-se então o Problema de Cauchy
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−Vxx(x, t)+Vtt(x, t) = −V(x, t)−0.3Vt(x, t) com(x, t) ∈ Ω

V(x,0) = 1.02−0.02x

Vt(x,0) = 0 com(x,0) ∈ γ
Vx(x,0) = −0.02

. (7.37)
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Considerando que emx = xα ocorre uma perturbação, s̃ao dadas as seguintes condições

interiores

V(xα ,0.00015) = 1.5

V(xα ,0.07) = 1.25

V(xα ,1) = V(xα ,0)

. (7.38)

Deseja-se obter a solução nuḿerica do problema utilizando o MC, ou seja, visto queγ é

a curva inicial (ñao Caracterı́stica) as soluç̃oesV podem ser encontradas em pontos fora deγ,

procedendo da seguinte forma:

Etapa I: Calculam-se as coordenadas dos pontos de interseção,L eR, das curvas caracterı́sticas

com a curva inicial, atrav́es das equações (7.21) e (7.22). Como−c2 =−1 tem-sec= 1,

e substituindo nas equações (7.14) e (7.15) segue que

dx
dt

= ±1 , (7.39)

onde, f (x, t) = 1 eg(x, t) =−1, e dáı, das equaç̃oes (7.21) e (7.22) obtém-se

xL ≈ xP−∆t (7.40)

e

xR ≈ xP+∆t . (7.41)

Etapa II: Como p e q são conhecidos emγ, aṕos calcularxL e xR com o uso das equações

(7.40) e (7.41), obtém-sepL, qL, pR eqR.

Etapa III: Para calcularp eq no pontoP utiliza-se as equações (7.23) e (7.24), dadas por

(1)(1)(qP−qL)+(−1)(pP− pL)−FL(xP−xL) = 0 (7.42)

e

(1)(−1)(qP−qR)+(−1)(pP− pR)−FR(xP−xR) = 0 . (7.43)

Etapa IV: Para calcularVP utiliza-se qualquer uma das equações (7.33) ou (7.34), dadas por

VP ≈ VL +
1
2
[(pP+ pL)+(qP+qL)]∆x , (7.44)
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ou

VP ≈ VR−
1
2
[(pP+ pR)+(qP+qR)]∆x . (7.45)

7.1.4 Soluç̃ao do Problema do Telégrafo viaMaplet

Figura 7.7: Maplet - Telégrafo

Fonte: Autoria Pr ópria

Apresenta-se agora, o funcionamento daMaplet implementada e utilizada para obter a

soluç̃ao do problema proposto. Na Figura 7.7, pode ser vista a tela da Maplet, quando em

uso, onde:

• A área (1) que contém os dados considerados para a programação dosoftware, como as

definiç̃oes utilizadas para a subdivisão dos intervalos de comprimento e de tempo, além

do tamanho dos passos dados nestas dimensões, o erro desejado e a posição do dist́urbio.

• No campo (2) estão localizados os botões para acesso de alguns dos dados obtidos pelo

processo computacional, entre eles:

– TabelaV: Neste campo apresentam-se os resultados da solução nuḿerica para a

variávelV (tens̃ao), obtida pela resolução do sistema de EDOs oriundo da equação

do Teĺegrafo. Os resultados compõem uma tabela de valores para a tensão em mo-

mentos especı́ficos de tempo e do comprimento do cabo, para o caso do exemplo
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resolvido, observa-se claramente pela Figura 7.8, como o impacto (na posiç̃ao 0.7)

se propaga no decorrer do comprimento do cabo, a partir do tempo inicial.

Figura 7.8: Tabela de Resultados Nuḿericos Referente a Tens̃ao
Fonte: Autoria Pr ópria

– GráficoV(x, t): Ao clicar neste bot̃ao, uma nova janela apresentará dois gŕaficos em

três dimens̃oes, cujas variáveis independentes são o tempo e o comprimento. Um

deles disp̃oe os pontos obtidos pelos cálculos para a tensão, estes pontos são utili-

zados para gerar o outro gráfico queé constitúıdo pela funç̃ao de interpolaç̃ao tipo

splinecalculada para os valores da solução nuḿerica. Neste campo, aindaé posśıvel
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ao usúario estimar valores para a tensão, que sejam diferentes dos já obtidos, estes

valores ser̃ao calculados utilizando pontos contidos na malha da matriz, o resultado

deste processo pode ser observando na Figura 7.9;

Figura 7.9: Gráfico em Três Dimens̃oes, representandoV(x, t)
Fonte: Autoria Pr ópria

– Equaç̃ao V(t): Apresenta equações para a tensão em funç̃ao do tempo, para cada

ponto do comprimento do canal que esteja contido na malha. Estas equaç̃oes s̃ao

obtidas por meio de um interpoladorspline. Ainda neste campo,é posśıvel estimar

resultados para a tensão atribuindo valores para qualquer instante de tempo. Como

pode ser visto na Figura 7.10, a equação que descreve o ocorrido na posição 0.2 foi

selecionada para ser apresentada.
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Figura 7.10: Equaç̃oes da tens̃ao em funç̃ao do tempo
Fonte: Autoria Pr ópria

– Gráfico V(t): Apresenta os gráficos para a tensão em funç̃ao do tempo para cada

ponto do comprimento que esteja contido na malha. O usuário pode definir quais

gráficos ser̃ao observados no mesmo sistema de eixos coordenados, no casoda Fi-

gura 7.11, os gráficos correspondentesàs posiç̃oes 0.1, 0.5, 0.9 e 1.0.
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Figura 7.11: Gráficos da tens̃ao em funç̃ao do tempo
Fonte: Autoria Pr ópria

– Equaç̃ao V(x): Apresenta equações para a tensão em funç̃ao do comprimento do

canal, para cada instante de tempo contido na malha.É posśıvel para o usúario, esti-

mar resultados para a tensão atribuindo valores para qualquer ponto do comprimento

do canal;

– GráficoV(x): Apresenta os gráficos para a tensão em funç̃ao do comprimento para

qualquer instante de tempo contido na malha. O usuário pode definir quais gráficos

ser̃ao observados no mesmo sistema de eixos coordenados, até um ḿaximo de dez,

a Figura 7.12 ilustra a tensão ao longo do cabo em quatro momentos distintos para

comparaç̃ao;
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Figura 7.12: Gráficos da tens̃ao em funç̃ao do comprimento
Fonte: Autoria Pr ópria

Por estes gŕaficos torna-se possı́vel analisar e comparar o comportamento da tensão

ao se propagar pelo cabo em instantes distintos de tempo. O ponto de dist́urbio,

x= 0.7, fica evidente e sua influência ante os outros pontos do comprimentoé cla-

ramente percebida.

– Animar: Ao clicar neste bot̃ao, os gŕaficos para a tensão em funç̃ao do compri-

mento, s̃ao animados em uma série temporal, ondée apresentada uma sequência

constitúıda pelos gŕaficos gerados pela interpolação linear dos resultados, para cada

um dos instantes de tempo contidos na malha, como pode ser observado na Figura

7.13.
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t = 0.003

t = 0.895

t = 1.720

Figura 7.13: Frames da Animação Referente a Tens̃ao
Fonte: Autoria Pr ópria
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• Os gŕaficos contidos nos campos (2) e (3) da Figura 7.7, são atualizados também em

tempo real durante o decorrer dos cálculos efetuados pelo processo. Os resultados numéricos

dos ćalculos realizados para determinar os valores da tensão, em pontos especı́ficos no

comprimento do canal são visualizados, no campo (4),à medida que s̃ao calculados.

7.2 EQUAÇÃO DA ONDA BIDIMENSIONAL

Nesta seç̃ao obteve-se a solução nuḿerica da Equaç̃ao da Onda Bidimensional, que modela

uma membrana retangular, usando o Método das Caracterı́sticas.

7.2.1 Deduç̃ao do MC para EDP de Segunda Ordem Bidimensional

Deseja-se obter a solução nuḿerica da EDP de segunda ordem com duas variáveis espaciais

e uma varíavel temporal, dada por

A(x,y, t)utt +B(x,y, t)utx+C(x,y, t)uxx

+D(x,y, t)uyy+E(x,y, t)uty+F(x,y, t)uyx+G(x,y, t,u,ux,uy,ut) = 0
. (7.46)

Denotandop= ux, q= uy e r = ut e conhecendo seus valores em uma região inicial (desde

que ñao seja uma região caracterı́sticas), pode calcular a solução da equaç̃ao (7.46) em pontos

fora da regĩao, caso a equação seja hiperb́olica, usando a expansão em śerie de Taylor. O obje-

tivo desta seç̃aoé utilizar este fato e produzir um sistema numéricoútil para resolver equações

hiperb́olicas com condiç̃oes iniciais.

Escolhe-se, portanto, a abordagem simples de usar a aproximaç̃ao de Taylor de primeira

ordem

u(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ u(x,y, t)+∆xux(x,y, t)+∆yuy(x,y, t)+∆tut(x,y, t) . (7.47)

Importante observar que a equação (7.47)é apenas uma aproximação, e para qualquer

utilização pŕatica as quantidades∆x, ∆y e ∆t devem ser pequenas. Aplicando a equação (7.47)

para pontos ao longo da região inicial dada, pode avaliar a solução em pontos fora da região, mas

próximos a ela. Se puder encontrar tambémp, q e r nestes pontos, estará ent̃ao em condiç̃oes de

repetir todo o processo e gerar a solução da equaç̃ao diferencial em pontos cada vez mais longe

a partir da regĩao inicial. Como caso particular da equação (7.46), analisa a solução da equaç̃ao

da onda bidimensional dado por

utt −c2
0(uxx+uyy) = 0 . (7.48)
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Sendop, q, r eu conhecidas na região inicial pode-se calcular com o uso da equação (7.47)

u num tempo posterior em qualquer posição.

Embora a equação (7.47) seja uma boa aproximação para obter a solução do problema,

pode-se refina-la utilizando aproximações de primeira ordem de Taylor paraux, uy e ut em

(x+∆x,y+∆y, t +∆t). De fato,

ux(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ ux(x,y, t)+∆xuxx(x,y, t)+∆yuxy(x,y, t)+∆tuxt(x,y, t) ,(7.49)

uy(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ uy(x,y, t)+∆xuyx(x,y, t)+∆yuyy(x,y, t)+∆tuyt(x,y, t) (7.50)

e

ut(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ ut(x,y, t)+∆xuxt(x,y, t)+∆yuty(x,y, t)+∆tutt(x,y, t) . (7.51)

Multiplicando equaç̃ao(7.49) por 0.5∆x, a equaç̃ao(7.50) por 0.5∆y e a equaç̃ao(7.51) por

0.5∆t , têm-se

0.5∆xux(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ 0.5∆xux(x,y, t)+0.5(∆x)2uxx(x,y, t)

+0.5∆x∆yuxy(x,y, t)+0.5∆x∆tuxt(x,y, t)
, (7.52)

0.5∆yuy(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ 0.5∆yuy(x,y, t)+0.5∆y∆xuyx(x,y, t)

+0.5(∆y)2uyy(x,y, t)+0.5∆y∆tuyt(x,y, t)
(7.53)

e

0.5∆tut(x+∆x,y+∆y, t +∆t) ≈ 0.5∆tut(x,y, t)+0.5∆t∆xuxt(x,y, t)

+0.5∆t∆yuty(x,y, t)+0.5(∆t)2utt(x,y, t)
. (7.54)

Somando os resultados, obtém-se

0.5(∆x)2uxx(x,y, t)+∆x∆yuxy(x,y, t)+∆x∆tuxt(x,y, t)

+∆y∆tuyt(x,y, t)+0.5(∆y)2uyy(x,y, t)+0.5(∆t)2utt(x,y, t)

≈ 0.5∆x[ux(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−ux(x,y, t)]

+0.5∆y[uy(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−uy(x,y, t)]

+0.5∆t [ut(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−ut(x,y, t)]

(7.55)

O primeiro membro da equação (7.55)́e justamente a expressão para os termos de segunda
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ordem na expansão em śerie de Taylor de segunda ordem

u(x+∆x,y+∆y, t +∆t) = u(x,y, t)+∆xux(x,y, t)+∆yuy(x,y, t)+∆tut(x,y, t)

+0.5(∆x)2uxx(x,y, t)+∆x∆yuxy(x,y, t)+∆x∆tutx(x,y, t)

+∆y∆tuyt(x,y, t)+0.5(∆y)2uyy(x,y, t)+0.5(∆t)2utt(x,y, t)

.(7.56)

Substituindo a equação (7.55) na equação (7.56), obt́em-se

u(x+∆x,y+∆y, t +∆t) = u(x,y, t)+∆xux(x,y, t)+∆yuy(x,y, t)+∆tut(x,y, t)

+0.5∆x[ux(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−ux(x,y, t)]

+0.5∆y[uy(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−uy(x,y, t)]

+0.5∆t [ut(x+∆x,y+∆y, t +∆t)−ut(x,y, t)]

, (7.57)

que pode ser escrita na forma

u(x+∆x,y+∆y, t +∆t) = u(x,y, t)+0.5∆x
[
ux(x+∆x,y+∆y, t +∆t)+ux(x,y,t)

]

+0.5∆y
[
uy(x+∆x,y+∆y, t +∆t)+uy(x,y,t)

]

+0.5∆t [ut(x+∆x,y+∆y, t +∆t)+ut(x,y, t)]

. (7.58)

Esta aparentemente aproximação de primeira ordeḿe mais precisa do que a equação (7.47),

uma vez que incorpora os termos de segunda ordem da expansão de Taylor. Aplicando esta

aproximaç̃ao ao pontoLL da Figura 8.24, tem-se

uP = uLL +0.5(pP+ pLL)∆x+0.5(qP+qLL)∆y+0.5(rP+ rLL)∆t . (7.59)

Este processo poderia ser aplicado em qualquer um dos pontosOL, RL, LO, OO, RO, LR, ORe

RR, conforme Figura 8.24, para obter o valor deu no pontoP. Assim, por exemplo, conhecendo

p, q e r em ambos os pontosLL, P eu no pontoLL é posśıvel aplicar o procedimento novamente

para avaliaru emP, que representa o tempo futuro.
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Figura 7.14: Gráfico das Retas Caracteŕısticas para EO-2D

Fonte: Autoria pr ópria

7.2.2 Problema da Membrana Retangular

Deseja-se monitorar a vibração de uma membrana retangular de ladosa = 4 f t, b = 2 f t,

c2 = 1 f t2/sec2, velocidade inicial 0 e o deslocamento inicial dado por

f (x,y) = 0.1(4x−x2)(2y−y2) .

Tem-se

Ω =
{
(x,y, t) ∈ IR3;0≤ x≤ 4,0≤ y≤ 2 et ≥ 0

}

e

R =
{
(x,y) ∈ IR2;0≤ x≤ 4 e 0≤ y≤ 2

}
.

Monta-se o seguinte problema

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

utt(x,y, t) = c2(uxx(x,y, t)+uyy(x,y, t)) ; (x,y, t) ∈ Ω

f (x,y) = u(x,y,0) = 0.1(4x−x2)(2y−y2) ; (x,y) ∈ R

p= ux(x,y,0) = 0.1(4−2x)(2y−y2) ; (x,y) ∈ R

q= uy(x,y,0) = 0.1(4x−x2)(2−2y) ; (x,y) ∈ R

r = ut(x,y,0) = 0 ; (x,y) ∈ R

(7.60)
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Este problema tem solução anaĺıtica conhecida, obtida por Séries de Fourier, dada na se-

guinte forma

u(x,y, t) = 0.426050





∞

∑
m=1





∞

∑
n=1

cos
(

1
4πt

√
m2+4n2

)

sin
(1

4mπx
)

sin(0.5nπy)

m3n3







 , (7.61)

ondem e n são ńumerosı́mpares. Os ḿetodos de resolução e resultados encontram-se em

(KREYSZIG, 1999).

Na Figura 7.15 o comportamento da membrana com o passar do tempo pode ser observado

e, percebe-se que os extremos atingidos pela superfı́cie durante sua descida, torção e subida

nunca s̃ao inferiores a−0.4, ou superiores a 0.4.
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0.00s 0.20s 0.50s

0.80s 0.85s 0.90s

1.00s 2.00s 2.50s

2.60s 2.80s 3.50s

Figura 7.15: Frames da Animação da Membrana baseado em Śeries de Fourier

Fonte: Autoria Pr ópria
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7.2.3 Aplicaç̃ao do MC ao Problema da Membrana

Um método nuḿerico é proposto para a resolução do problema apresentado na subseção

7.2.2, e seus resultados se mostraram interessantes do ponto de vista nuḿerico e computacional.

Antes de mais nada, com objetivo de facilitar o entendimento, uma notaç̃ao seŕa introduzida

para tornar os ćalculos mais pŕoximos ao processo desenvolvido, para isso,é preciso considerar

que:

• A variaç̃ao da velocidade em função da direç̃aox, p, quando for referido seu valor anterior

no pontoP, seŕa denotada porp1[m,n], e posteriorp2[m,n];

• Quando for desejável acessar o valor dep, quanto a posiç̃ao anterior ou posterior em

x (nos pontosL e R), denota-sep1[m− 1,n] e p1[m+ 1,n], respectivamente, ou ainda,

p2[m−1,n] e p2[m+1,n];

• Para acessar o valor dep, quanto a posiç̃ao anterior ou posterior emy (nos pontosL eR),

denota-sep1[m,n−1] e p1[m,n+1], respectivamente oup2[m,n−1] e p2[m,n+1];

• De forma ańaloga, para obter o valor dep na posiç̃ao anterior ou posterior, tanto emx

quanto emy, usa-se a notação p1[m− 1,n− 1] e p1[m+ 1,n+ 1], respectivamente, ou

p2[m−1,n−1] e p2[m+1,n+1];

Esta notaç̃ao estende-se para as variações com relaç̃ao a direç̃aoy, q, e com relaç̃ao a direç̃ao

t, r. Observe as Figuras 7.16 e 7.17.
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Figura 7.16: Gráfico das Retas Caracteŕısticas observadas quanto ao eixox.

Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 7.17: Gráfico das Retas Caracteŕısticas observadas quanto ao eixoy.

Fonte: Autoria pr ópria

Al ém destas notações,é importante tomar ciência da forma como o processo computacional

aconteceŕa, para computar e armazenar os resultados obtidos para cadaponto da malha criada.

Para o problema da Membrana, em especial, as dimensõescx= 4.0 ecy= 2.0 s̃ao pontuadas a
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cada passo dado pelos incrementosdx= 0.1 edy= 0.1 respectivamente, desta forma, preenche-

se uma malha que será compreendida pelo processo de resolução como uma matriz denx=

cx/dx= 40 linhas eny= cy/dy= 20 colunas, ondem e n representam as posições emx e

y a cada etapa do procedimento. Cada matriz computada representa o conjunto de valores

obtidos parap, q, r e, posteriormenteU durante cada passagem de tempo, dada pelo incremento

dt = 0.01. No decorrer do ćalculo dos valores para os pontos interiores da malha, considera-se

1≤ m≤ nx−1= 39, m∈ ZZ e 1≤ n≤ ny−1= 19, n∈ ZZ como as posiç̃oes assumidas por

cada ponto representativo parap, q, r eU .

Condição Inicial) Antes da primeira passagem do tempo, istoé, quandot = 0 utilizam-se

apenas as condições iniciais para os cálculos, de modo que os valores dep, q, r eU são

dados pelas equações:







U1[m,n] = 0.1(4(m·dx)− (m·dx)2)
(
2(n·dy)− (n·dy)2)

p1[m,n] = 0.1(4−2(m·dx))(2(n·dy)−
(
n·dy)2)

q1[m,n] = 0.1
(
4(m·dx)− (m·dx)2)(2−2(n·dy))

r1[m,n] = 0

(7.62)

Com as devidas variações param e n, preenche-se as matrizesp, q, r e U , com os da-

dos provenientes das condições iniciais. Segue-se então para o ḿetodo utilizado para os

cálculos dos valores em tempos posteriores.

Eixo x) Observando-se a Tabela 3 tem-se






dx
dt

= −λ1

d
dt

(r +λ1p) = c2
0

∂q
∂y

, (7.63)

ondeλ1 =±c0. Para,

• λ1 =−c0

Tem-se o seguinte

dx
dt

= −λ1

⇒ dx
dt

= c0

. (7.64)

Ao observar a linhaLP no eixox, obt́em-se

xL ≈ x0−c0∆t . (7.65)
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• λ1 = c0

Tem-se

dx
dt

= −λ1

⇒ dx
dt

= −c0

. (7.66)

Analisando a linhaRPno eixox, obt́em-se

xR ≈ x0+c0∆t . (7.67)

As equaç̃oes (7.65) e (7.67) podem ser escritas, respectivamente, como

xL ≈ xP−c0∆t (7.68)

e

xR ≈ xP+c0∆t , (7.69)

ondexP = xO. As equaç̃oes (7.68) e (7.69) representam uma expansão em Śerie de

Taylor de primeira ordem.

Para os passos seguintes, considere como notação auxiliar, o śımbolo 〈◦〉 que representa

o ponto◦ , o śımbolo~◦ indica a direç̃ao ◦ , portanto,q〈P〉~x , representa o valor deq quando

na direç̃aox e no pontoP.

Com uso das Invariantes de Riemann, oriundas da equação (4.61), obt̂em-se aproximaç̃oes

similares adpedq. Para encontrá-las vamos considerar os seguintes casos:

Linha LP: Seλ1 =−c0 ent̃aodx/dt = c0. Da equaç̃ao (5.86), tem-se:
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d
dt

(r −c0p) = c2
0qy

〈LP〉

⇒
∫ tP

tL

d
dt

(r −c0p)dt =
∫ tP

tL
c2

0qy
〈LP〉dt

⇒ (r −c0p)
∣
∣
∣

tP

tL
= c2

0qy
〈LP〉

∫ tP

tL
dt

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tL
−c0p(t)

∣
∣
∣

tP

tL
= c2

0qy
〈LP〉t

∣
∣
∣

tP

tL

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tL
−c0p(t)

∣
∣
∣

tP

tL
= c2

0qy
〈LP〉 (tP− tL)

⇒
(

r〈P〉~x − r〈L〉~x

)

−c0

(

p〈P〉~x − p〈L〉~x

)

= c2
0qy

〈LP〉∆t

, (7.70)

onde:

• qy
〈LP〉 =

qy
〈L〉+qy

〈∗P〉

2
;

• qy
〈∗P〉 =

q(x0,yR)−q(x0,yL)

2∆y
;

• qy
〈L〉 =

q(xL,yR)−q(xL,yL)

2∆y
.

Linha RP: Seλ1 = c0 ent̃aodx/dt =−c0. Da equaç̃ao (5.86), tem-se:

d
dt

(r +c0p) = c2
0qy

〈RP〉

⇒
∫ tP

tR

d
dt

(r +c0p)dt =
∫ tP

tR
c2

0qy
〈RP〉dt

⇒ (r +c0p)
∣
∣
∣

tP

tR
= c2

0qy
〈RP〉

∫ tP

tR
dt

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tR
+c0p(t)

∣
∣
∣

tP

tR
= c2

0qy
〈RP〉t

∣
∣
∣

tP

tR

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tR
+c0p(t)

∣
∣
∣

tP

tR
= c2

0qy
〈RP〉 (tP− tR)

⇒
(

r〈P〉~x − r〈R〉~x

)

+c0

(

p〈P〉~x − p〈R〉~x

)

= c2
0qy

〈RP〉∆t

, (7.71)
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onde:

• qy
〈RP〉 =

qy
〈R〉+qy

〈∗P〉

2
;

• qy
〈∗P〉 =

q(x0,yR)−q(x0,yL)

2∆y
;

• qy
〈R〉 =

q(xR,yR)−q(xR,yL)

2∆y
.

Das equaç̃oes (7.70) e (7.71), tem-se:






r〈P〉~x − r〈L〉~x −c0

(

p〈P〉~x − p〈L〉~x

)

= c2
0qy

〈LP〉∆t

r〈P〉~x − r〈R〉~x +c0

(

p〈P〉~x − p〈R〉~x

)

= c2
0qy

〈RP〉∆t

. (7.72)

Ao resolver o sistema, obtém-se

r〈P〉~x = 0.5
[(

r〈L〉~x + r〈R〉~x −c0p〈L〉~x +c0p〈R〉~x

)

+c2
0

(

qy
〈LP〉+qy

〈RP〉
)

∆t
]

(7.73)

e

p〈P〉~x =
1

2c0

[(

−r〈L〉~x + r〈R〉~x +c0p〈L〉~x +c0p〈R〉~x

)

+c2
0

(

qy
〈RP〉−qy

〈LP〉
)

∆t
]

. (7.74)

Para o ćalculo dos valores inerentesà direç̃aox, p〈P〉~x e r〈P〉~x , faz-se necessário o seguinte:

• Ponto P:

qy
〈P1〉 = (q1[m,n+1]−q1[m,n])/(2·dx)

qy
〈P2〉 = (q1[m,n+1]−q1[m,n])/(2·dx)

. (7.75)

• Ponto L:

qy
〈L〉 = (q1[m−1,n+1]−q1[m−1,n−1])/(2·dy) . (7.76)

• Ponto R:

qy
〈R〉 = (q1[m+1,n+1]−q1[m+1,n−1])/(2·dy) . (7.77)
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Após ter calculado estes valores, pode-se encontrar os dados referentes ao tempo futuro.

qy
〈LP(Md)〉[m,n] =

(

qy
〈L〉+qy

〈P1〉
)

·0.5

qy
〈P1〉 = qy

〈LP(Md)〉[m,n]

qy
〈RP(Md)〉[m,n] =

(

qy
〈R〉+qy

〈P2〉
)

·0.5

qy
〈P2〉 = qy

〈RP(Md)〉[m,n]

, (7.78)

onde os valores deqy
〈LP(Md)〉 e qy

〈RP(Md)〉 são atualizados em um “loop” para refina-

mento dos resultados obtidos. Após este refinamento, determina-seqy
〈P〉, que representa

a variaç̃ao deq na direç̃aoy e no pontoP, melhor aproximada queqy
〈P1〉 ouqy

〈P2〉,

qy
〈P〉 =

(

qy
〈LP(Md)〉[m,n]+qy

〈RP(Md)〉[m,n]
)

·0.5 . (7.79)

Neste momento,́e posśıvel encontrar os valores parar〈P〉~x e p〈P〉~x , da seguinte forma

r〈P〉~x = 0.5· (r1[m−1,n]+ r1[m+1,n]− p1[m−1,n]+ p1[m+1,n])+

0.5· (qy
〈LP(Md)〉[m,n]+qy

〈RP(Md)〉[m,n]) ·dt

p2[m,n] = 0.5· (−r1[m−1,n]+ r1[m+1,n]+ p1[m−1,n]+ p1[m+1,n])+

0.5· (qy
〈RP(Md)〉[m,n]−qy

〈LP(Md)〉[m,n]) ·dt

.(7.80)

Eixo y) Ao observar a tabela 4, tem-se






dy
dt

= −λ2

d
dt

(r +λ2q) = c2
0

∂ p
∂x

, (7.81)

ondeλ2 =±c0. Considera-se dois casos:

• λ2 =−c0.

Seλ2 =−c0 segue que

dy
dt

= −λ2

⇒ dy
dt

= c0

. (7.82)
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Estando na linhaLP, nota-se

yL ≈ y0−c0∆t . (7.83)

• λ2 = c0.

Paraλ2 = c0 tem-se

dy
dt

= −λ2

⇒ dy
dt

= −c0

. (7.84)

Na linhaRP, obt́em-se

yR ≈ y0+c0∆t . (7.85)

As equaç̃oes (7.83) e (7.85) podem ser escritas, respectivamente, como

yL ≈ yP−c0∆t (7.86)

e

yR ≈ yP+c0∆t , (7.87)

ondexP = xO. As equaç̃oes (7.86) e (7.87) representam uma expansão em Śerie de

Taylor de primeira ordem.

Com uso das Invariantes de Riemann, dada pela equação (4.61), obt̂em-se aproximaç̃oes

similares adpedq. Têm-se dois casos:

Linha LP: Seλ2 =−c0 ent̃aody/dt = c0. Da equaç̃ao (5.93), tem-se:

d
dt

(r −c0q) = c2
0px

〈LP〉

⇒
∫ tP

tL

d
dt

(r −c0q)dt =
∫ tP

tL
c2

0px
〈LP〉dt

⇒ (r −c0q)
∣
∣
∣

tP

tL
= c2

0px
〈LP〉

∫ tP

tL
dt

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tL
−c0q(t)

∣
∣
∣

tP

tL
= c2

0px
〈LP〉t

∣
∣
∣

tP

tL

⇒
(

r〈P〉~y − r〈L〉~y

)

−c0

(

q〈P〉~y −q〈L〉~y

)

= c2
0px

〈LP〉∆t

(7.88)
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onde:

• px
〈LP〉 =

px
〈L〉+ px

〈∗P〉

2
;

• px
〈∗P〉 =

p(xR,y0)− p(xL,y0)

2∆x
;

• px
〈L〉 =

p(xR,yL)− p(xL,yL)

2∆x
.

Linha RP: Seλ2 = c0 ent̃aody/dt =−c0. Da equaç̃ao (5.93), tem-se:

d
dt

(r +c0q) = c2
0px

〈RP〉

⇒
∫ tP

tR

d
dt

(r +c0q)dt =
∫ tP

tR
c2

0px
〈RP〉dt

⇒ (r +c0q)
∣
∣
∣

tP

tR
= c2

0px
〈RP〉

∫ tP

tR
dt

⇒ r(t)
∣
∣
∣

tP

tR
+c0q(t)

∣
∣
∣

tP

tR
= c2

0px
〈RP〉t

∣
∣
∣

tP

tR

⇒
(

r〈P〉~y − r〈R〉~y

)

+c0

(

q〈P〉~y −q〈R〉~y

)

= c2
0px

〈RP〉∆t

(7.89)

onde:

• px
〈RP〉 =

px
〈R〉+ px

〈P〉

2
;

• px
〈∗P〉 =

p(xR,y0)− p(xL,y0)

2∆x
;

• px
〈R〉 =

p(xL,yR)− p(xL,yR)

2∆x
.

Das equaç̃oes (7.88) e (7.89), tem-se:






r〈P〉~y − r〈L〉~y −c0

(

q〈P〉~y − r〈L〉~y

)

= c2
0px

〈LP〉∆t

r〈P〉~y − r〈R〉~y +c0

(

q〈P〉~y −q〈R〉~y

)

= c2
0px

〈RP〉∆t

. (7.90)

Ao resolver o sistema, obtêm-se

r〈P〉~y = 0.5
[(

r〈L〉~y + r〈R〉~y −c0q〈L〉~y +c0q〈R〉~y

)

+c2
0

(

px
〈LP〉+ px

〈RP〉
)

∆t
]

(7.91)

e

q〈P〉~y =
1

2c0

[(

−r〈L〉~y + r〈R〉~y +c0q〈L〉~y +c0q〈R〉~y

)

+
(

px
〈RP〉− px

〈LP〉
)

∆t
]

. (7.92)
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Para o ćalculo dos valores inerentesà direç̃aoy, q〈P〉~y e r〈P〉~y , faz-se necessário o seguinte:

• Ponto P:

px
〈P1〉 = (p1[m+1,n]− p1[m−1,n])/(2·dx)

px
〈P2〉 = (p1[m+1,n]− p1[m−1,n])/(2·dx)

. (7.93)

• Ponto L:

px
〈L〉 = (p1[m+1,n−1]− p1[m−1,n−1])/(2·dx) . (7.94)

• Ponto R:

px
〈R〉 = (p1[m+1,n+1]− p1[m−1,n+1])/(2·dx) . (7.95)

Após calcular esses valores, pode-se encontrar os dados referentes ao tempo futuro

px
〈LP(Md)〉[m,n] =

(

px
〈L〉+ px

〈P1〉
)

·0.5

px
〈P1〉 = px

〈LP(Md)〉[m,n]

px
〈RP(Md)〉[m,n] =

(

px
〈R〉+ px

〈P2〉
)

·0.5

px
〈P1〉 = px

〈RP(Md)〉[m,n]

(7.96)

onde os valores depx
〈LP(Md)〉 e px

〈RP(Md)〉 são atualizados em um “loop” para refina-

mento dos resultados obtidos. Após este refinamento, determina-sepx
〈P〉, que representa

a variaç̃ao dep na direç̃aox e no pontoP, melhor aproximada quepx
〈P1〉 ou px

〈P2〉.

px
〈P〉 =

(

px
〈LP(Md)〉[m,n]+ px

〈RP(Md)〉[m,n]
)

·0.5 . (7.97)

Neste momento,́e posśıvel encontrar os valores der〈P〉~y eq〈P〉~y da seguinte forma:

r〈P〉~y = 0.5· (r1[m,n−1]+ r1[m,n+1]−q1[m,n−1]+q1[m,n+1])+

0.5· (px
〈LP(Md)〉[m,n]+ px

〈RP(Md)〉[m,n]) ·dt

q2[m,n] = 0.5· (−r1[m,n−1]+ r1[m,n+1]+q1[m,n−1]+q1[m,n+1])+

0.5· (px
〈RP(Md)〉[m,n]− px

〈LP(Md)〉[m,n]) ·dt

.(7.98)
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Com todos os resultados já obtidos, encontra-ser〈P〉 eU 〈P〉.

r2[m,n] =
(

r〈P〉~x + r〈P〉~y

)

·0.5

U2[m,n] = U1[m−1,n−1]+

0.5·dx· (p2[m,n]+ p2[m−1,n−1])+

0.5·dy· (q2[m,n]+q2[m−1,n−1])+

0.5·dt · (r2[m,n]+ r2[m−1,n−1])

. (7.99)

7.2.4 Soluç̃ao do Problema da Membrana Retangular viaMaplet

Figura 7.18: Maplet - Membrana

Fonte: Autoria Pr ópria

Apresenta-se agora, o funcionamento da Maplet implementada, que daŕa a soluç̃ao do pro-

blema proposto. Na Figura 7.18, pode ser vista a tela da Maplet, quando em uso, onde:

1. Área que cont́em importantes considerações para resolução do problema e para a pro-

gramaç̃ao do software, como as condições iniciais e de fronteira, a região observada e a

forma como a malha foi criada.

2. Área onde estão localizados, o botão que d́a ińıcio ao processo computacional e os campos
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de entrada dos dados:

• dx= 0.1 que representa o incremento infinitesimal na direçãox;

• dy= 0.1 que representa o incremento infinitesimal na direçãoy;

• dt = 0.01 que representa o incremento infinitesimal na direçãot;

• k= 55 que estipula a quantidade de matrizes que serão calculadas pelo software, es-

tas matrizes comp̃oem a soluç̃ao final e representam o comportamento da membrana

a cada posiç̃ao no tempo;

• p = 1 é um valor utilizado para salvar na memória do software uma a cada(p)

matrizes, que poderão ser visualizadas posteriormente;

• Selecionar Resultados: Neste campo, o usuário pode selecionar as matrizes salvas

na meḿoria do software.

3. Neste campóe posśıvel visualizar o gŕafico em tempo real com os pontos calculados pelo

processo computacional, nele estão os bot̃oes:

• Tabela Nuḿerica: Ao clicar neste botão, s̃ao apresentados os resultados da solução

numérica para a variávelU , obtidos pela resolução descrita anteriormente.

Os resultados compõem uma tabela de valores para momentos especı́ficos do tempo,

na Figura 7.19 pode-se observar a tabela numérica correspondente ao tempo, 0.35s

em que a membrana atingiu seu extremo inferior.

Figura 7.19: Membrana - Tabela Nuḿerica, extremo inferior
Fonte: Autoria Pr ópria
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No caso do problema aqui proposto, observou-se que o intervalo de variaç̃ao da

membrana para completar seu primeiro “loop”é bastante próximo aos resultados

anaĺıtico já discutidos anteriormente. A variação pelo ḿetodo nuḿerico descrito

neste texto se d́a entre−0.7 e 0.5, por outro lado, para a resolução anaĺıtica a

variaç̃ao est́a em torno de−0.4 e 0.4 . Tal comparaç̃ao pode ser visualizada por

meio das Figuras 7.15 e 7.21. Além disso, durante a resolução nuḿerica, a mem-

brana atinge seu valor ḿaximo no tempo 0.55s, conforme pode ser visto na Figura

7.20

Figura 7.20: Membrana - Tabela Nuḿerica, extremo superior.
Fonte: Autoria Pr ópria

• Animar Gŕafico: Para a visualização dos resultados gráficos dispostos em uma

seqûencia animada. O total de gráficos dispońıveis para a visualização depende

dos valores dek e p, definidos pelo usúario, neste exemplo, osoftwarearmaze-

nou 55/1 = 55 gŕaficos, aĺem do gŕafico das condiç̃oes iniciais, resultando em 56

gráficos. Observando a Figura 7.21, que reúne doze dos gráficos obtidos para a ve-

locidadeU , percebe-se o comportamento da membrana, na fase de descida, torç̃ao

e subida.
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0.00s 0.05s 0.10s

0.15s 0.20s 0.25s

0.30s 0.35s 0.45s

0.48s 0.52s 0.55s

Figura 7.21: Frames da animaç̃ao Membrana baseado no MC
Fonte: Autoria Pr ópria
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8 APLICAÇ ÃO DO M ÉTODO DAS CARACTER ÍSTICAS AS EQUAÇÕES DE
SAINT VENANT

Neste caṕıtulo obt́em-se a soluç̃ao nuḿerica das ESV Unidimensionais e Bidimensionais

implementando o MC, consagrado por transformar um sistema deEDPs em um sistema de

EDOs.

De forma ańaloga a equaç̃ao da onda em uma e duas dimensões, os ḿetodos foram imple-

mentados por meio dosoftware Maple, onde foi programado umaMaplet.

8.1 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT UNIDIMENSIONAIS

Ao aplicar o MC nas ESV-1D,́e de praxe utilizar a interpolação linear para encontrar a

velocidade e a profundidade da onda em pontos não conhecidos da malha construı́da para obter a

soluç̃ao nuḿerica. A interpolaç̃ao linear consiste em unir um conjunto de pontos com uma série

de linhas retas. Uma desvantagem desta aproximaçãoé que ñao h́a diferenciaç̃ao nos extremos

de cada intervalo (PRESS; AL, 2007). Para sanar esta dificuldade utilizou-se a interpolação

com Spline Ćubico Natural.

A estrutura desta seção est́a disposta nas seguintes subseções:

1. Deduç̃ao do MC Para as ESV-1D Utilizando o Spline Cúbico: Nesta subseção descreve-

se as Equaç̃oes de Saint Venant e as Equações Caracterı́sticas, deduzem-se as fórmulas

básicas para obter a celeridade e a velocidade Média da onda, a partir dessas equações e

explica-se o porque da utilização do Spline Ćubico Natural.

2. Problema do Canal Retangular: Apresenta-se o exemplo que será resolvido viaMaplet.

3. Aplicaç̃ao do MC ao Problema do Canal Retangular: Nesta subseção, descreve-se as

etapas necessárias para calcular a velocidade e a profundidade em cada instante de tempo.

4. Soluç̃ao do Problema do Canal Retangular viaMaplet: Apresenta-se o funcionamento da

Maplet implementada.



171

8.1.1 Deduç̃ao do MC Para as ESV-1D Utilizando o Spline Cúbico

No Caṕıtulo 6, seç̃oes6.1.1 e utilizou-se do ḿetodo das caracterı́sticas para transformar o

sistema de EDPs de Saint Venant

∂h
∂ t

+U
∂h
∂x

+h
∂U
∂x

= 0 (8.1)

(8.2)
∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+g
∂h
∂x

= g(S0x −Sfx), (8.3)

em um sistema de EDOs, dado por

dx
dt

= U +c (8.4)

d
dt
(U +2c) = g(S0x −Sfx) (8.5)

dx
dt

= U −c (8.6)

d
dt
(U −2c) = g(S0x −Sfx). (8.7)

As direç̃oes em (8.4) e (8.6) são chamadas direções caracterı́sticas (C+ e C−, respectiva-

mente). As quantidades conservadas (8.5) e (8.7) ao longo das curvas caracterı́sticas s̃ao as

invariantes de Riemann (J+ eJ−, respectivamente).

O Método das Caracterı́sticas em Uma Grade Retangular

Para este ḿetodo constŕoi-se uma grade regularmente espaçada como mostra a Figura8.1.

O pontoL representa a posição da seç̃ao a esquerda, da qual se originará uma onda infinitesimal,

que chegaŕa na seç̃aoP depois de um intervalo de tempo∆t. Similarmente, o pontoR representa

a posiç̃ao da seç̃ao a direita da onda infinitesimal, que chegará na seç̃aoP depois do intervalo

de tempo∆t.
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Figura 8.1: Curvas Caracteristicas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

A Figura 8.1 mostra o pontoP como soluç̃ao num tempo posterior com as caracterı́sticas

positiva e negativa passando por ele. Estas interceptam a linha de tempo anteriort nos pontosL

eR , respectivamente. Primeiro pode-se simplificar a situação em assumir que as caracterı́sticas

são linhas retas, mas istoé verdade, śo se nada estiver mudando (fluxo uniforme fixo), situação

esta que ñao interessa. Porém, se o passo de tempoé pequeno∆t, essa suposição normalmente

dá soluç̃oes muito boas (CHUN; MERKLEY, 2008b). A Figura 8.2 mostra em detalhes as

caracteŕısticas associadas ao pontoP. Sabe-se a inclinação quando a caracterı́stica adiantada

cruzar a linha de tempot no pontoL, queé dado pordx/dt = UL + cL e a inclinaç̃ao quando

passar porP, queé dx/dt = UP+ cP. O problemáe que ñao se sabe os valores emL e P, ou

seja, desconhecexP, xL, UP, cP, UL e cL. Faz-se a aproximação usando o interpolador spline

cúbico e ñao a interpolaç̃ao linear, comóe de praxe. De forma análoga, estende-se essa ideia

para as caracterı́sticas negativas, que passa porP eR (CHUN; MERKLEY, 2008b).

A aproximaç̃ao usual para determinar a inclinação das caracterı́sticasé usar o ponto que

possui a mesma abscissa que o pontoP, mas no ńıvel de tempo conhecido, istóe, os valores no

pontoO. Ao construir a malha identifica-se no primeiro intervalo detempo os pontosxO, xR

e xW e as condiç̃oes iniciaisUO, UR , UW, cO, cR e cW. Objetiva -se encontrarUp e cp em um

intervalo de tempo posteriort +∆t.
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Figura 8.2: Retas Caracteŕısticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

Para um incremento finito de tempo∆t, o pontoP representa a posição da seç̃ao do canal

no tempot +∆t, e os pontosL eR representam, respectivamente, as posições de certas seções a

esquerda e a direita no tempot.

A velocidade da onda de propagação pode ser representada pela declividade das linhas

constrúıdas no planoxt. Quando o escoamentóe subcŕıtico, como na maioria dos rios, isto

é, quandoU < c, a declividade da linhaLP, torna-se positiva, ou seja,
dx
dt

= U + c > 0. J́a a

declividade da linhaRP, torna-se negativa, istóe,
dx
dt

=U −c< 0.

Ao observar a linhaLP, caracteŕıstica positiva, da Figura 8.3, tem-se tanθ = ∆t/∆xL, ou

seja,θ = tan−1(∆t/∆xL) . A equaç̃ao (8.4) mostra quedt/dx= 1/UL +cL. Considerando

∆t/∆xL ≈ dt/dx, tem-se∆t/∆xL ≈ 1/UL +cL, ou ainda,

∆xL

∆t
≈UL +cL , (8.8)

onde

∆xL = xO−xL . (8.9)
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Substituindo a equação (8.9) na equação (8.8), tem-se

xO−xL

∆t
≈ UL +cL

⇒ xO−xL ≈ (UL +cL)∆t

⇒ −xL ≈ −xO+(UL +cL)∆t

, (8.10)

ou ainda,

xL ≈ xO− (UL +cL)∆t , (8.11)

que representa a abscissa deL.

✲

✻

x

t

O

P

L R

xO = xPxL xR

✲ ✲✛✛
∆xL ∆xR

�
�
�
�
�

��❅
❅
❅

❅
❅
❅❅

t +∆t

∆t

✻

❄t
θ

β
α

Figura 8.3: Inclinação das Caracteŕısticas

Fonte: (CHUN; MERKLEY, 2008b)

De forma ańaloga, ao observar a linhaRP, caracteŕıstica negativa, tem-se tanα = ∆t/∆xR,

ondeα = 180−β . Como tanα =− tanβ , segue que tanβ = ∆t/−∆xR. Viu-se na equaç̃ao (8.6)

quedt/dx= 1/UR−cR e considerando∆t/−∆xR ≈ dt/dx, têm-se∆t/−∆xR ≈ 1/UR−cR, ou

ainda,

−∆xR

∆t
≈UR−cR , (8.12)
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onde

−∆xR = xO−xR . (8.13)

Substituindo a equação (8.13) na equação (8.12), t̂em-se

xO−xR

∆t
≈ UR−cR

⇒ xO−xR ≈ (UR−cR)∆t

⇒ −xR ≈ −xO+(UR−cR)∆t

, (8.14)

que pode ser escrito na forma

xR ≈ xO− (UR−cR)∆t , (8.15)

que representa a abscissa deR.

O processo repete-se para as Invariantes de Riemann, ou seja,observando a linhaLP da

Figura 8.3, caracterı́stica positiva, e tendo conhecimento∆(U +2c)/∆t ≈ d(U +2c)/dt têm-se

da equaç̃ao (8.5), que

∆(U +2c)
∆t

≈ g(S0−Sf )L , (8.16)

onde

∆(U +2c) = (UP+2cP)− (UL +2cL) . (8.17)

Substituindo a equação (8.17) na equação (8.16), obt́em-se

(UP+2cP)− (UL +2cL) ≈ g
(
S0−Sf

)

L ∆t . (8.18)

Observando a linhaRP, caracteŕıstica negativa, da Figura 8.3 e sabendo que∆(U −2c)/∆t ≈
d(U −2c)/dt, têm-se da equação (8.7), que

∆(U −2c)
∆t

≈ g(S0x −Sfx)R , (8.19)

onde

∆(U −2c) = (UP−2cP)− (UR−2cR) . (8.20)

Substituindo a equação (8.20) na equação (8.19), obt́em-se

(UP−2cP)− (UR−2cR) ≈ g
(
S0x −Sfx

)

R∆t . (8.21)
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Para obter a velocidade(UP) e a celeridade(cP) no pontoP, basta adicionar e subtrair as

equaç̃oes (8.18) e (8.21), obtendo-se

UP ≈ UL +UR

2
+(cL −cR)+

g∆t
2

[(
S0x −Sfx

)

L +
(
S0x −Sfx

)

R

]
, (8.22)

e

cP ≈ (UL −UR)

4
+

(cL +cR)

2
+

g∆t
4

[(
S0x −Sfx

)

L −
(
S0x −Sfx

)

R

]
. (8.23)

O Spline Ćubico Natural

A natureza oscilatória dos polin̂omios de ordem elevada e a propriedade de que uma flutuação

em uma pequena parte do intervalo pode induzir a grandes flutuaç̃oes por toda a amplitude do

intervalo restringem sua utilização. Um enfoque alternativóe dividir o intervalo em uma série

de subintervalos e construir polinômios de aproximaç̃ao (geralmente) diferentes para cada su-

bintervalo. A aproximaç̃ao por funç̃oes desse tipóe chamada de aproximações por polin̂omios

seccionados.

A aproximaç̃ao mais simples desse tipoé a aproximaç̃ao Linear, que consiste em juntar

um conjunto de pontos{(x0, f (x0)),(x1, f (x1)), · · · ,(xn, f (xn))} com uma śerie de linhas retas.

Uma desvantagem da aproximação com funç̃oes lineareśe que ñao h́a diferenciaç̃ao nos extre-

mos dos subintervalos, o que, em um contexto geométrico, significa que a função interpoladora

não é “suave”. Frequentemente, torna-se claro, em função das condiç̃oes f́ısicas, que essa su-

avidadeé necesśaria, de modo que a função aproximadora seja continuamente diferenciável

(BURDEN; FAIRES, 2003).

Um procedimento alternativóe utilizar um polin̂omio de partes criteriosas do tipo Hermite,

no entanto, para se utilizar os polinômios de Hermite para interpolações geńericas, torna-se

necesśario conhecer a derivada da função que est́a sendo aproximada, o que frequentemente

não é posśıvel. A ideia é fazer aproximaç̃oes utilizando polin̂omios de partes criteriosas que

não requerem informações sobre derivadas, exceto talvez nos pontos extremos do intervalo em

que a funç̃ao est́a sendo aproximada.

O tipo mais simples de polinômios de partes criteriosas deriváveis em um intervalo total

[x0,xn] é a funç̃ao queé obtida ajustando-se um polinômio quadŕatico entre cada par de nós

sucessivos. Issóe feito construindo-se um polinômio quadŕatico em[x0,x1] que concorde com a

função original emx0 e x1, outro polin̂omio quadŕatico em[x1,x2], que concorde com a função

original emx1 e x2, e assim por diante. Como um polinômio quadŕatico tem tr̂es constantes

arbitŕarias, o termo constante, o coeficiente dex e o coeficiente dex2 e apenas duas condições
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são necesśarias para ajustar os dados nos extremos de cada subintervalo, tem-se uma flexibili-

dade que permite escolher o polinômio quadŕatico de tal maneira que o interpolador tenha uma

derivada contı́nua em[x0,xn]. A dificuldade surge quando existe a necessidade de se especificar

condiç̃oes sobre a derivada do polinômio interpolador nos pontos extremosx0 e xn. Não h́a um

número suficiente de constantes que assegurem que as condições desejadas sejam satisfeitas.

A aproximaç̃ao mais comum utilizando polinômios de partes criteriosas faz uso de po-

linômios ćubicos entre cada par sucessivo de nós eé chamado de Interpolador com Spline

Cúbico.

Um polinômio ćubico geńerico tem quatro constantes, de modo que o procedimento com

splines ćubicos tem flexibilidade suficiente para assegurar que o interpolador ñao śo seja con-

tinuamente deriv́avel no intervalo, mas também que ele tem uma derivada de segunda ordem

cont́ınua. A construç̃ao do spline ćubico ñao garante, entretanto, que as derivadas do interpola-

dor concordem com as da função que est́a sendo aproximada, mesmo em seus nós.

Definição 8.1 Dada uma funç̃ao f definida em[a,b] e um conjunto de ńos a= x0 < x1 < · · ·<
xn= b, um spline ćubico interpolador S para f́e uma funç̃ao que satisfaz as seguintes condições

(BURDEN; FAIRES, 2003):

1. S(x) é um polin̂omio ćubico, indicado por Sj(x), no intervalo[x j ,x j+1] para cada j=

0,1,2, · · · ,n−1;

2. S(x j) = f (x j) para cada j= 0, · · · ,n;

3. Sj+1(x j+1) = Sj(x j+1) para cada j= 0, · · · ,n−2;

4. S′j+1(x j+1) = S′j(x j+1) para cada j= 0, · · · ,n−2;

5. S′′j+1(x j+1) = S′′j (x j+1) para cada j= 0, · · · ,n−2;

6. Um dos seguintes conjuntos de condições de contornóe satisfeito:

(a) S′′(x0) = S′′(xn) = 0 (contorno livre natural);

(b) S′(x0) = f ′(x0) e S′(xn) = f ′(xn) (contorno restrito);

Ainda que os splines cúbicos sejam definidos com outras condições de contorno, as condições

dadas em(6.) são suficientes para nossos propósitos. Quando as condições de contorno livre

ocorrem, o splinée chamado de spline natural, e seu gráfico se aproxima da forma que uma
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longa haste flex́ıvel assumiŕa se fosse forçada a passar pelos pontos{(x0, f (x0)),(x1, f (x1)), · · · ,
(xn, f (xn))}.

Em geral, as condiç̃oes de contorno restrito levam a aproximações mais precisas, na medida

em que elas incluem mais informações sobre a função. Entretanto, para a utilização desse tipo

de condiç̃ao de contorno,́e necesśario se obter os valores das derivadas nos pontos extremos,

ou uma aproximaç̃ao acurada desses valores.

Para garantir a unicidade do Spline Cúbico Natural existe o seguinte Teorema (PRESS; AL,

2007).

Teorema 8.1 Se f é definida em a= x0 < x1 < · · · < xn = b, ent̃ao f tem umúnico spline

interpolador natural S nos ńos x0,x1, · · · ,xn; isto é, um spline interpolador que satisfaz as

condiç̃oes de contorno S′′(a) = 0 e S′′(b) = 0.

8.1.2 Problema do Canal Retangular

Considere um canal retangular de 400m de comprimento, 5m de altura, 1m de largura,

declividadeS0x = −0.0016 e
(
S0x −Sfx

)

LP = S0x − 0.5
(
UL|UL|/C2hL +UP|UP|/C2hP

)
, onde

C = 100m(1/2)/s é constante de Chézy. Inicialmente o canal está cheio déagua e a mesma

encontra-se parada, ou seja, a velocidade inicialé zero. A celeridadec é dada porcP =
√

ghp,

ondeg é a constante gravitacional ehP é a altura. Considere a descarga a esquerda, Figura 8.4,

dada pela funç̃ao vaz̃aoQP, definida por

QP : IR+ −→ IR

t 7−→ QP(t) =







−0.1t se t ≥ 0 et < 60

−6+0.1(t −60) se t ≥ 60 et < 80

−4 se t ≥ 80

. (8.24)

Calcule a propagação da onda pelo ḿetodo das caracterı́sticas.

Figura 8.4: Canal com descarga a esquerda

Fonte: (HERVOUET, 2007), (GUILLOU, 2010), (TOSSOU, 2009)
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Deseja-se encontrar a velocidade média e a altura em qualquer ponto do canal.

8.1.3 Aplicaç̃ao do MC ao Problema do Canal Retangular

O cálculo da propagação da onda pelo ḿetodo das caracterı́sticas, se d́a em uma rotina de

cálculos de tr̂es etapas para cada instante de tempo. Inicia-se com o tempo(t) igual a 1 (um

intervalo de tempo) e depois de completadas as três etapas passa-se para o tempo(t) igual a 2

(dois intervalos de tempo) e assim sucessivamente.

Seç̃ao a Esquerda: Para o ćalculo na seç̃ao de controle, no instante de tempot +1, utiliza-se

somente a caracterı́stica negativa, para isso, deve-se seguir os seguintes passos:

1. Inicialmente, colete os dados iniciais:

xE,UE,cE,xO,UO ecO . (8.25)

2. DeterminexR;

Com base na equação (8.15), tem-se

xR ≈ xO− (UO−cO)∆t . (8.26)

3. Com base na interpolação ćubica, ou ainda, na spline, determineUR ecR.

4. Para calcularUP e cP é necesśario verificar a exist̂encia da descarga a esquerda

do canal. Neste caso a descargaQP é dada, mas isto deve ser convertido em um

valor em termos deUP ou cP, ent̃ao a forma da seção do canal deve ser conhecida

permitindo o ćalculo daárea de fluxo para ser calculada a profundidade. Como o

canalé retangular e de grande largura, tem-se que aárea da secção transversal,A, é

dada porA= bh, ondeb= 1, ehP é a altura do ponto P, daı́

QP = AUP

⇒ QP = bhPUP

⇒ QP = 1
c2

P

g
UP

. (8.27)

o que implica

UP =
QPg

c2
P

. (8.28)
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Analogamente, da relação

QP = AUP

⇒ QP = bhPUP

⇒ QP = 1hPUP

. (8.29)

obt́em-se

hP =
QP

UP
. (8.30)

Substituindo a equação (8.28) na caracterı́stica negativa (8.21), tem-se

(UP−2cP)− (UR−2cR) = g
(
S0x −Sfx

)

PR∆t

⇒
(

QPg
c2

p
−2cP

)

− (UR−2cR) = g
(
S0x −Sfx

)

PR∆t

⇒ +2cP+UR−2cR+g
(
S0x −Sfx

)

PR∆t =
QPg

c2
P

⇒ +2c3
P+
[
UR−2cR+g

(
S0x −Sfx

)

PR∆t
]
c2

P = QPg

⇒ +2c3
P+
[
UR−2cR+g

(
S0x −Sfx

)

PR∆t
]
c2

P = QPg

⇒ +2c3
P+
[
UR−2cR+g

(
S0x −Sfx

)

PR∆t
]
c2

P−QPg = 0

,(8.31)

ou ainda,

c3
P+

[
UR

2
−cR+

g∆t
2

(
S0x −Sfx

)

PR

]

c2
P−

QPg
2

= 0 , (8.32)

onde

(
S0x −Sfx

)

PR = S0x −0.5
(
SfP +SfR

)

= S0x −0.5

(
UP|UP|
C2hP

+
UR|UR|
C2hR

)

= S0x −0.5




U2

P

C2QP
UP

+
UR|UR|
C2c2

R
g





= S0x −0.5

(
U3

P

C2QP
+

gUR|UR|
C2c2

R

)

= S0x −0.5






(
QPg
c2

P

)3

C2QP
+

gUR|UR|
C2c2

R






= S0x −0.5

(
Q2

Pg3

C2c6
P

+
gUR|UR|

C2c2
R

)

, (8.33)
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Substituindo a equação (8.33) na equação (8.32), obt́em-se

c3
P+
[

UR
2 −cR+

g∆t
2

(
S0x −Sfx

)

PR

]

c2
P− QPg

2 = 0

c3
P+
{

UR
2 −cR+

g∆t
2

[

S0x −0.5
(

Q2
Pg3

C2c6
P
+ gUR|UR|

C2c2
R

)]}

c2
P− QPg

2 = 0

c3
P+
(

UR
2 −cR

)

c2
P+

g∆t
2

[

S0x −0.5
(

Q2
Pg3

C2c6
P
+ gUR|UR|

C2c2
R

)]

c2
P− QPg

2 = 0

c3
P+
(

UR
2 −cR

)

c2
P+c2

PS0x
g∆t
2 − g∆t

2

[

0.5
(

Q2
Pg3

C2c6
P
+ gUR|UR|

C2c2
R

)]

c2
P− QPg

2 = 0

c3
P+
(

UR
2 −cR

)

c2
P+0.5c2

PS0xg∆t −0.25g∆tc2
P

(
Q2

Pg3

C2c6
P
+ gUR|UR|

C2c2
R

)

− QPg
2 = 0

c3
P+
(

UR
2 −cR

)

c2
P+0.5c2

PS0xg∆t −0.25g∆tc2
P

Q2
Pg3

C2c6
P
−0.25g∆tc2

P
gUR|UR|

C2c2
R

− QPg
2 = 0

c3
P+
(

UR
2 −cR+g∆t

(

0.5S0x −0.25gUR|UR|
C2c2

R

))

c2
P−0.25g∆t Q2

Pg3

C2c4
P
− QPg

2 = 0

c7
P+
(

UR
2 −cR+g∆t

(

0.5S0x −0.25gUR|UR|
C2c2

R

))

c6
P−0.25g∆t Q2

Pg3

C2 − QPgc4
P

2 = 0

c7
P+
[

UR
2 −cR+g∆t

(

0.5S0x −0.25gUR|UR|
C2c2

R

)]

c6
P−
(

QPg
2

)

c4
P−0.25g∆t Q2

Pg3

C2 = 0

,

ou seja,

c7
P+
[

UR
2 −cR+g∆t

(

0.5S0x −0.25gUR|UR|
C2c2

R

)]

c6
P−
(

QPg
2

)

c4
P− 1

4g∆t Q2
Pg3

C2 = 0 ,(8.34)

Para encontrar o valorcP basta resolver a equação (8.34) usando alguma técnica de

iteraç̃ao, como por exemplo, o ḿetodo de Newton Raphson. A procuraé por algum

valor decP real e positivo que será substitúıdo na equaç̃ao (8.28) para encontrarUP.

Caso encontrecP negativo, termina o processo.

5. TendoUP e cP que ser̃ao denotados porUP,1 e cP,1, calcula-se novamentexR, con-

forme mostra a equação

xR = xO−∆t

(
UP−cP

2
+

UR−cR

2

)

. (8.35)

Após encontrarxR retorne ao terceiro e quarto passo onde encontrará novosUP ecP,

que ser̃ao denotados porUP,2 ecP,2 .

6. Erro

Repete-se esse processo até encontrarcP,i e cP,i+1, com i ∈ IN , que satisfaça o erro

desejado, ou seja,

|cP,i −cP,i+1| ≤ Erro . (8.36)
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Após ter encontradocP,i+1 calculeUP,i+1 que ser̃ao indicados porUP e cP, respec-

tivamente. SubstituaUP porUO e cP por cO e prossegue para a segunda etapa que

corresponde a seção intermedíaria.

Seç̃ao Intermediária: Para o ćalculo da velocidade e da celeridade para o meio do canal

utiliza-se tanto a caracterı́stica negativa como a caracterı́stica positiva, conforme mos-

tra a Figura 8.3.

Para calcular a velocidade e celeridade no pontoP, escolhe-se o pontoO, visto que ele

possui a mesma abscissax que o pontoP, e depois calcule a velocidade e a celeridade nos

pontosL e R. Para isso, descobre-se as abscissasxL e xR e interpola entre os valores co-

nhecidosUW, UE eUO usando a spline para conseguirUL eUR. Analogamente, interpola

entrecW, cE, cO para descobrircL e cR. Após encontrar a velocidade e celeridade nos

pontosL e R substitua esses valores no sistema formado pelas equações (8.18) e (8.21)

para obterUP ecp. Para isso, segue os seguintes passos:

1. Considere os dados iniciais:

xW,UW,cW,xE,UE,cE,xO,UO,cO . (8.37)

2. DeterminexL exR;

Utilizando os dados iniciais e as equações (8.11) e (8.15), determinam-se, respecti-

vamente

xL ≈ xO− (UO+cO)∆t (8.38)

e

xR ≈ xO− (UO−cO)∆t . (8.39)

3. Utilizando o spline determinaUL, UR, cL ecR;

4. Calcula-seUP ecP;

Subtraindo as equações (8.18) e (8.21), obtêm-se:

cP ≈ (UL −UR)

4
+

(cL +cR)

2
+

g∆t
4

[(
S0x −Sfx

)

LP−
(
S0x −Sfx

)

PR

]
, (8.40)
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onde

(
S0x −Sfx

)

LP = S0x −0.5
(
SfL +SfP

)

= S0x −0.5

(
UL|UL|
C2hL

+
UP|UP|
C2hP

)

= S0x −0.5




UL|UL|
C2c2

L
g

+
UP|UP|
C2c2

P
g





= S0x −0.5

(
gUL|UL|

C2c2
L

+
gUP|UP|

C2c2
P

)

. (8.41)

Analogamente,

(
S0x −Sfx

)

PR = S0x −0.5

(
gUP|UP|

C2c2
P

+
gUR|UR|

C2c2
R

)

. (8.42)

Dáı substituindo as equações (8.41) e (8.42) em (8.40), tem-se

cP ≈ (UL −UR)

4
+

(cL +cR)

2
+

g2∆t
8

(
UR|UR|
C2c2

R

−UL|UL|
C2c2

L

)

. (8.43)

Adicionando as equações (8.18) e (8.21), tem-se

UP ≈ UL +UR

2
+(cL −cR)+

g∆t
2

[(
S0x −Sfx

)

LP+
(
S0x −Sfx

)

PR

]
, (8.44)

e substituindo as equações (8.41) e (8.42) em (8.44), obtem-se

UP ≈ UL+UR
2 +(cL −cR)+

g∆t
2

[

2S0x −0.5g
(

2UP|UP|
C2c2

P
+ UL|UL|

C2c2
L
+ UR|UR|

C2c2
R

)]

.(8.45)

Observa-se que, para encontrar o valorcP aplica-se direto na equação (8.43). J́a,

para achar o valor deUP precisa-se resolver a equação (8.45) usando alguma técnica

de iteraç̃ao, como por exemplo, o ḿetodo de Newton Raphson.

5. Ponto Ḿedio

TendoUP e cP que seŕa indicado porUP,1 e cP,1, calcula-se novamentexL e xR,

utilizando-se da ḿedia entre as inclinações, conforme mostram as equações

xL = xO−∆t

(
UP+cP

2
+

UL +cL

2

)

(8.46)

e

xR = xO−∆t

(
UP−cP

2
+

UR−cR

2

)

. (8.47)

Após encontrarxL e xR retorne ao terceiro e quarto passo onde encontrarão novos

UP ecP que ser̃ao indicados porUP,2 ecP,2.
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6. Erro

Repete-se esse processo até encontrarcP,i ecP,i+1, comi ∈ IN, que satisfaçam o erro

desejado, ou seja,

|UP,i −UP,i+1| ≤ Erro (8.48)

e

|cP,i −cP,i+1| ≤ Erro . (8.49)

7. Após ter encontradocP,i+1 eUP,i+1, denoteUP,i+1 porUO e cP,i+1 por cO, que ser̃ao

usados no pŕoximo intervalo de tempo e prossegue para a terceira etapa que corres-

ponde a seç̃ao a direita do canal.

Seç̃ao a Direita: Para o ćalculo da velocidade e da celeridade para a seção a direita utiliza-se

somente a caracterı́stica esquerda. Observe a Figura 8.3.

Calcula somente a celeridade no pontoP, pois a velocidadée zero, para isso escolhe o

pontoO que possui a mesma abscissa que o pontoP. Obt́em tamb́em a velocidade e a

celeridade no pontoL, descobrindo primeiroxL e interpolando entre os valores conhecidos

UW e UO com o uso da spline para conseguirUL. Analogamente, interpola entrecW e

cO para descobrircL. Após encontrar a celeridade no pontoL substitua esse valores na

equaç̃ao (8.23) para obtercP. Para isso, segue os seguintes passos:

1. Inicialmente, colete os dados iniciais:

xW,UW,cW,xO,UO ecO . (8.50)

2. Determine a posiç̃ao dexL;

Com base na equação (8.11), tem-se

xL ≈ xO− (UO+cO)∆t

⇒ xL ≈ xO− (0+cO)∆t

⇒ xL ≈ xO−cO∆t

. (8.51)

3. DetermineUL ecL usando o spline ćubico;.

4. Calcula-seUP ecP;

Devido ao fato de estar na fronteira direita do canal tem-seUP = 0. Substituindo
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UP = 0 na equaç̃ao (8.5), obt́em-se o valor decP. De fato,

(UP+2cP)− (UL +2cL) = g
(
S0x −Sfx

)

LP∆t

⇒ (0+2cP)− (UL +2cL) = g
(
S0x −Sfx

)

LP∆t

⇒ 2cP = UL +2cL +g
(
S0x −Sfx

)

LP∆t

, (8.52)

ou ainda,

cP = cL +0.5UL +0.5g∆t
(
S0x −Sfx

)

LP
. (8.53)

onde

(
S0x −Sfx

)

LP = S0x −0.5

(
UL|UL|
C2hL

+
UP|UP|
C2hP

)

= S0x −0.5

(
UL|UL|
C2hL

+
0|0|

C2hP

)

= S0x −0.5
UL|UL|
C2hL

= S0x −0.5
UL|UL|
C2c2

L
g

= S0x −0.5g
UL|UL|
C2c2

L

(8.54)

Substituindo a equação (8.54) em (8.53), tem-se

cP = cL +0.5UL +0.5g∆t

(

S0x −0.5g
UL|UL|
C2c2

L

)

. (8.55)

5. Ponto Ḿedio

TendoUP ecP que seŕa denotado porUP,1 ecP,1, calcula-se novamentexL, conforme

mostra a equação

xL = xO−∆t

(
UP+cP

2
+

UL +cL

2

)

⇒ xL = xO−∆t

(
0+cP

2
+

UL +cL

2

)

⇒ xL = xO−0.5·∆t · (cP+UL +cL)

. (8.56)

Após encontrarxL retorne ao terceiro e quarto passo onde encontrará novosUP ecP,

que ser̃ao denotados porUP,2 ecP,2.

6. Erro

Repete-se esse processo até encontrarcP,i e cP,i+1, com i ∈ IN, que satisfaça o erro
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desejado, ou seja,

|cP,i −cP,i+1| ≤ Erro .

Após ter encontradocP,i+1 calculeUP,i+1 que seŕa indicado porUP e cP, respecti-

vamente. SubstituaUP porUO e cP por cO e prossegue para a primeira etapa, num

outro intervalo de tempo, que corresponde a seção a esquerda do canal.

8.1.4 Soluç̃ao do Problema do Canal Retangular viaMaplet

Apresenta-se agora, o funcionamento daMaplet implementada, que dará a soluç̃ao do pro-

blema apresentado.

Figura 8.5: Maplet - Canal Unidimensional

Fonte: Autoria Pr ópria

Na Figura 8.5, pode ser vista a tela daMaplet, quando em uso, onde:

1. Área para digitar os dados de entrada. No exemplo dado, tem-se:

• Comprimento:(lc) = 400m;

• Altura: (h) = 5m;

• Constante gravitacional:(g) = 9.80m/s2;

• Número de subdivis̃oes do intervalo:(nx) = 10;
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• Erro tolerado:(Erro) = 0.000001;

• Funç̃ao Vaz̃ao

QP : IR+ −→ IR

t 7−→ QP(t) =







−0.1t se 0≤ t < 60

−6+0.1(t −60) se 60≤ t < 80

−4 se t ≥ 80

. (8.57)

2. Área onde considerações relevantes para obter a velocidade e a profundidade são infor-

madas;

3. Área para visualizaç̃ao dos gŕaficos e informaç̃oes referentes̀a Velocidade e Profundi-

dade. Nestáarea, h́a bot̃oes que trazem informações adicionais como:

• Tabela (V ou P) - neste campo apresentam-se os resultados da solução nuḿerica

para a varíavel Velocidade ou Profundidade, obtida pela resolução do sistema de

EDOs oriundo das equações de Saint Venant. Os resultados compõem uma tabela

de valores para a Velocidade ou Profundidade em momentos espećıficos de tempo e

do comprimento do canal;

Figura 8.6: Tabela da Velocidade
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.7: Tabela da Profundidade
Fonte: Autoria Pr ópria

• Gráfico (V ou P) 3D - ao clicar neste botão, uma nova janela apresentará dois

gráficos em tr̂es dimens̃oes, cujas variáveis independentes são o tempo e o com-

primento. Um deles disp̃oe os pontos obtidos pelos cálculos para a Velocidade ou
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Profundidade, estes pontos são utilizados para gerar o outro gráfico queé cons-

tituı́do pela funç̃ao de interpolaç̃ao tipo spline calculada para os valores da solução

numérica. Neste campo, aindáe posśıvel ao usúario estimar valores para a Ve-

locidade e Profundidade diferentes dos já obtidos, estes valores serão calculados

utilizando pontos contidos na malha da matriz;

Figura 8.8: Gráfico da Velocidade
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.9: Gráfico da Profundidade
Fonte: Autoria Pr ópria

• Equaç̃ao (V ou P)(T) - apresenta equações para a Velocidade ou Profundidade em

função do tempo, para cada ponto do comprimento do canal que esteja contido na

malha. Estas equações s̃ao obtidas por meio de um interpolador spline. Ainda neste

campo,́e posśıvel estimar resultados para a Velocidade ou Profundidade atribuindo

valores para qualquer instante de tempo;

Figura 8.10: Equaç̃ao da Velocidade em

Função do Tempo Referente a Posiç̃ao Inicial.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.11: Equaç̃ao da Profundidade em

Função do Tempo Referente a Posiç̃ao Inicial.
Fonte: Autoria Pr ópria

• Gráfico (V ou P)(T) - apresenta os gráficos para a Velocidade ou Profundidade em

função do tempo para cada ponto do comprimento que esteja contidona malha. O

usúario pode definir quais gráficos ser̃ao observados no mesmo sistema de eixos

coordenados;
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É posśıvel observar nas Figuras 8.12 e 8.13 as escolhas disponı́veis ao usúario, caso

deseje realizar uma análise espećıfica em qualquer dos resultados obtidos. Na pri-

meira figura escolheu-se apresentar os gráficos correspondentesàs cinco posiç̃oes

iniciais do comprimento, enquanto no segundo, optou-se pelas seis posteriores.

Figura 8.12: Gráfico da Profundidade em

Função do Tempo nas Posiç̃oes Iniciais.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.13: Gráfico da Profundidade em

Função do Tempo nas Posiç̃oes Finais.
Fonte: Autoria Pr ópria

De maneira ańaloga ao caso anterior, os resultados computados para a velocidade em

função do tempo tamb́em est́a dispońıvel para ańalises posteriores, nas Figuras 8.14

e 8.15 pode-se perceber escolhas similares ao caso da profundidade. Na primeira

figura os gŕaficos apresentados correspondemàs seis posiç̃oes iniciais, por outro

lado, no segundo optou-se pelas seisúltimas.

Figura 8.14: Gráfico da Velocidade em

função do Tempo nas Posiç̃oes Iniciais.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.15: Gráfico da Velocidade em

função do Tempo nas Posiç̃oes Finais.
Fonte: Autoria Pr ópria

• Equaç̃ao (V ou P)(x) - apresenta equações para a Velocidade ou Profundidade em

função do comprimento do canal, para cada instante de tempo contido na malha.



190

Al ém disso,́e posśıvel estimar resultados para a Velocidade ou Profundidade atri-

buindo valores para qualquer ponto do comprimento do canal;

Figura 8.16: Equaç̃ao da Velocidade em

Função do Deslocamento Referente ao

Tempo 2s.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.17: Equaç̃ao Profundidade em

Função do Deslocamento Referente ao

Tempo 2s.
Fonte: Autoria Pr ópria

• Gráfico (V ou P)(x) - apresenta os gráficos das funç̃oes Velocidade ou Profundidade

em funç̃ao do comprimento para qualquer instante de tempo contido namalha. O

usúario pode definir quais gráficos ser̃ao observados no mesmo sistema de eixos

coordenados, até um ḿaximo de 10;

Nas Figuras 8.18 e 8.19 percebe-se a forma como o usuário daMaplet escolhe os

gráficos dispońıveis para ańalise espećıfica no tempo. Na primeira figura escolheu-

se apresentar os gráficos correspondentes aos tempos 2s, 10s, 20s, 30s, 40s, 50s e

60s, enquanto no segundo, observa-se a profundidade em função do comprimento

especificamente para o tempo 70s.
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Figura 8.18: Gráfico da Profundidade para

os tempos2s, 10s, 20s, 30s, 40s, 50se60s.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.19: Gráfico da Profundidade para

70s.
Fonte: Autoria Pr ópria

De maneira ańaloga ao caso anterior, nas Figuras 8.20 e 8.21 pode ser vistaa seleç̃ao

de alguns momentos do tempo, para a exposição dos gŕaficos da velocidade em

função do comprimento.

Figura 8.20: Gráfico da Velocidade para os

tempos2s, 10s, 20s, 30s, 40s, 50se60s.
Fonte: Autoria Pr ópria

Figura 8.21: Gráfico da Velocidade para os

tempos70s, 80s, 90s, 100s, 110se120s
Fonte: Autoria Pr ópria

• Animar - Ao clicar neste botão, os gŕaficos para a Velocidade ou Profundidade em

função do comprimento, são animados em uma série temporal, ondée apresentada

uma seqûencia constitúıda pelos gŕaficos gerados pela interpolação dos resultados,

para cada um dos instantes de tempo contidos na malha.

4. Área para visualizaç̃ao em tempo real dos cálculos realizados para determinar os valo-

res da Velocidade e Profundidade, em pontos especı́ficos no comprimento do canal. Os

gráficos contidos no campo 3, são atualizados também em tempo real durante o decorrer

dos ćalculos efetuados pelo processo;
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t = 002s t = 020s

t = 040s t = 050s

t = 060s t = 070s

t = 080s t = 100s

t = 120s t = 140s

t = 160s t = 180s

t = 200s t = 210s

t = 230s t = 250s

t = 270s t = 294s

Figura 8.22: Frames da animaç̃ao dos resultados obtidos com uso das ESV-1D

Fonte: Autoria Pr ópria
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8.2 EQUAÇÕES DE SAINT VENANT BIDIMENSIONAIS

Nesta seç̃ao aplicou-se o MC nas ESV-2D. A estrutura da seção est́a organizada nas seguin-

tes subseç̃oes:

1. As ESV e as ICCIR: Nesta subseção descreve-se as Equações de Saint Venant em duas

dimens̃oes e as ICCIR nas direçõesx ey.

2. Problema do Reservatório: Apresenta-se o exemplo que será resolvido viaMaplet.

3. Aplicaç̃ao do MC Para o Problema do Reservatório: Nesta subseção, descreve-se as eta-

pas necessárias para calcular a velocidade nas direçõesx e y e a profundidade em cada

instante de tempo.

4. Soluç̃ao do Problema do Reservatório viaMaplet: Apresenta-se o funcionamento daMa-

plet implementada.

8.2.1 As ESV e as ICCIR

No Caṕıtulo 6, seç̃ao 6.2.2 utilizou-se o MC para transformar o sistema de EDPs bidimen-

sional

∂h
∂ t

+h
∂U
∂x

+U
∂h
∂x

+h
∂V
∂y

+V
∂h
∂y

= 0 (8.58)

(8.59)
∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+g
∂h
∂x

= 0 (8.60)

(8.61)
∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+g
∂h
∂y

= 0, (8.62)

em um sistema de EDOs, dado por
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dx
dt

= U +c (8.63)

(8.64)
d
dt

(U +2c) = −g
c

(

V
∂h
∂y

+h
∂V
∂y

)

−V
∂U
∂y

(8.65)

(8.66)
dx
dt

= U −c (8.67)

(8.68)
d
dt

(U −2c) = +
g
c

(

V
∂h
∂y

+h
∂V
∂y

)

−V
∂U
∂y

(8.69)

(8.70)
dy
dt

= V +c (8.71)

(8.72)
d
dt

(V +2c) = −g
c

(

U
∂h
∂x

+h
∂U
∂x

)

−U
∂V
∂x

(8.73)

(8.74)
dy
dt

= V −c (8.75)

(8.76)
d
dt

(V −2c) = +
g
c

(

U
∂h
∂x

+h
∂U
∂x

)

−U
∂V
∂x

. (8.77)

Com este sistema de EDOsé posśıvel obter a soluç̃ao nuḿerica do sistema de ESV-2D.

8.2.2 Problema do Reservatório

Considere um reservatório na forma de um paralelepı́pedo de 7m de comprimento, 7m de

largura e 5mmetros de altura com inclinação zero e sem atrito. Inicialmente o reservatório est́a

cheio déagua e a mesma encontra-se parada, ou seja, a velocidade inicial é zero. A celeridadec

é dada porcP =
√

ghP, ondeg é a constante gravitacional(g= 9.81) ehP é a altura. Considere

a descarga a esquerda e a direita conforme indicado na Figura8.23, ou seja, com uma abertura

de 1mna fronteirax= cx e 1mna fronteiray= cy.
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Figura 8.23: Reservat́orio

Fonte: Autoria Pr ópria

Calcule a propagação da onda pelo MC.

8.2.3 Aplicaç̃ao do MC Para o Problema do Reservatório

Ao aplicar o MC nas ESV-2D, utilizou-se os pontos da malha constrúıda para obter a

soluç̃ao nuḿerica para encontrar a velocidade nas direçõesx e y e a profundidade da onda

em qualquer instante de tempo. Para isso dividiu-se a seção nos seguintes casos:

Pontos Interiores

Para calcular a celeridade, altura e velocidade nos pontos interiores considera-se separada-

mente o que está ocorrendo nas direçõesx ey, respectivamente.

Direçãox) Para encontrar a celeridade, altura e velocidade nos pontosinterioresé necesśario
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considerar as caracterı́sticas negativa e positiva, ou seja, as linhasLP eRP.

Linha LP na direçãox: Observou-se na tabela 7 que paraλ1 = c/g tem-se

d
dt

(U +2c) = −g
c
(Vhy+hVy)−VUy

⇒ d
dt

(U +2c) = −A−B
, (8.78)

ondeA= g/c(Vhy+hVy) e B=VUy. Aplicando a integral em ambos os membros

da equaç̃ao (8.78), t̂em-se

⇒
∫ tP

tL

d
dt

(U +2c)dt = −
∫ tP

tL
(A+B)dt

⇒ (U +2c)
∣
∣
∣

tP

tL
= −0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ (UP+2cP)− (UL +2cL) = −0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

.(8.79)

Linha RPna direçãox: De forma ańaloga, ao observar a tabela 7, tem-se paraλ1 =

−c/g que

d
dt

(U −2c) =
g
c
(Vhy+hVy)−VUy

⇒ d
dt

(U −2c) = A−B

⇒
∫ tP

tR

d
dt

(U −2c)dt =
∫ tP

tR
(A−B)dt

⇒ (U −2c)
∣
∣
∣

tP

tR
= 0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ (UP−2cP)− (UR−2cR) = 0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ UP−2cP = +(UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

.(8.80)

Das equaç̃oes (8.79) e (8.80), obtém-se o sistema

{

UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

UP−2cP = +(UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t
, (8.81)

cuja soluç̃aoé dada por

UP = 0.5(UL +UR)+(cL −cR)+0.25(AR−AL −2BP−BL −BR)∆t (8.82)

e

cp = 0.25(UL −UR)+0.5(cL +cR)−0.125(AL +AR+2AP+BL −BR)∆t . (8.83)

Com objetivo de facilitar o entendimento, faz-se uma mudança de notaç̃ao, para torńa-la
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mais pŕoxima ao processo computacional desenvolvido, para isso,é preciso considerar

que:

• A celeridade anterior no pontoP, na direç̃aox, seŕa denotada porCx
1[m,n];

• A celeridade anterior no pontoL, na direç̃aox, seŕa denotada porCx
1[m−1,n];

• A celeridade anterior no pontoR, na direç̃aox, seŕa denotada porCx
1[m+1,n];

• A nova celeridade calculada no pontoP, na direç̃aox, seŕa denotada porCx
2[m,n];

• A celeridade anterior no pontoP, na direç̃aoy, seŕa denotada porCy
1[m,n];

• A celeridade anterior no pontoL, na direç̃aoy, seŕa denotada porCy
1[m,n−1];

• A celeridade anterior no pontoR, na direç̃aoy, seŕa denotada porCy
1[m,n+1];

• A nova celeridade calculada no pontoP, na direç̃aoy, seŕa denotada porCy
2[m,n];

• A celeridade no pontoP seŕa denotada porC2[m,n].

Esta notaç̃ao estende-se para as velocidades,U eV, e para altura.

Al ém disso,́e de fundamental importância entender como ocorre o armazenamento destes

valores no interior da malha criada. No caso deste problema,em especial, as dimensões

cx= 7.0 ecy= 7.0 s̃ao pontuadas a cada passo dado pelos incrementosdx= 0.1 edy=

0.1 respectivamente, desta forma, preenche-se uma malha que seŕa compreendida pelo

processo de resolução como uma matriz denx= cx/dx= 70 linhas eny= cy/dy= 70

colunas, ondemen representam as posições emx ey a cada etapa do procedimento.

Cada uma das matrizes resultantes representa o conjunto de valores obtidos paraU , V,

h e C durante cada passagem de tempo, dada pelo incrementodt = 0.001. Durante o

cálculo dos pontos interiores da malha, considera-se 1≤ m≤ nx− 1 = 69, m∈ ZZ e

1≤ n≤ ny−1= 69, n∈ ZZ como as posiç̃oes assumidas por cada ponto representativo

paraU , V, h eC, conforme ilustrado na Figura 8.24.
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Figura 8.24: Gráfico das Retas Caracteŕısticas para as ESV-2D

Fonte: Autoria Pr ópria

Para encontrarUP, cP ehP é necesśario calcularAL, AP, AR, BL, BP eBR.

• Ponto P

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n−1])/(2·dy)

AP =

(
g

Cx
1[m,n]

)

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.84)

• Ponto L

hy = (hx
1[m−1,n+1]−hx

1[m−1,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m−1,n+1]−V1[m−1,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m−1,n+1]−U1[m−1,n−1])/(2·dy)

AL =

(
g

Cx
1[m−1,n]

)

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.85)
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• Ponto R

hy = (hx
1[m+1,n+1]−hx

1[m+1,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m+1,n+1]−V1[m+1,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m+1,n+1]−U1[m+1,n−1])/(2·dy)

AR =

(
g

Cx
1[m+1,n]

)

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.86)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+U1[m+1,n])

+(Cx
1[m−1,n]−Cx

1[m+1,n])

+0.25· (AR−AL −2·BP−BL −BR) ·∆t

. (8.87)

• CeleridadeCx
2

Cx
2[m,n] = 0.25· (U1[m−1,n]−U1[m+1,n])

+0.5· (Cx
1[m−1,n]+Cx

1[m+1,n])

−0.125· (AL +AR+2·AP+BL −BR) ·∆t

. (8.88)

• Altura hx
2

Comoc2 = gh, aṕos ter calculado a celeridadec encontra-se o valor deh, visto que

g é constante. Tem-se

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.89)

Direçãoy) De forma ańaloga ao que foi feito na direçãox, para encontrar a celeridade, altura

e velocidade nos pontos interiores na direçãoy é necesśario considerar as Caracterı́sticas

negativa e positiva, ou seja, as linhasLP eRP.

Linha LP na direçãoy: Observou-se na tabela 8 que paraλ2 = c/g tem-se

d
dt

(V +2c) = −g
c
(hUx+Uhx)−UVx

⇒ d
dt

(V +2c) = −D−E
(8.90)

ondeD= (g/c)(hUx+Uhx) eE =UVx. Aplicando a integral de ambos os membros
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da equaç̃ao (8.90), obt́em-se

⇒
∫ tP

tL

d
dt

(V +2c)dt = −
∫ tP

tL
(D+E)dt

⇒ (V +2c)
∣
∣
∣

tP

tL
= −0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ (VP+2cP)− (VL +2cL) = −0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

(8.91)

Linha RPna direçãoy: Analogamente paraλ2 =−c/g, tem-se

d
dt

(V −2c) =
g
c
(hUx+Uhx)−UVx

⇒ d
dt

(V −2c) = D−E

⇒
∫ tP

tR

d
dt

(V −2c)dt =
∫ tP

tR
(D−E)dt

⇒ (V −2c)
∣
∣
∣

tP

tR
= 0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ (VP−2cP)− (VR−2cR) = 0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ VP−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

(8.92)

Das equaç̃oes (8.91) e (8.92), obtém-se o sistema

{

VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

VP−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t
. (8.93)

Ao resolver o sistema (8.93), obtêm-se:

VP = 0.5(VL +VR)+(cL −cR)+0.25(DR−DL −2EP−EL −ER)∆t (8.94)

e

cp = 0.25(VL −VR)+0.5(cL +cR)−0.125(DL +DR+2DP+EL −ER)∆t . (8.95)

Observa-se que para encontrarVP ecP é necesśario calcularDP, EP, EL, ER, DL eDR.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m−1,n])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m−1,n])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m−1,n])/(2·dx)

DP =

(
g

Cy
1[m,n]

)

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.96)
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• Ponto L:

hx = (hy
1[m+1,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n−1]−U1[m−1,n−1])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n−1]−V1[m−1,n−1])/(2·dx)

DL =

(
g

Cy
1[m,n−1]

)

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.97)

• Ponto R:

hx = (hy
1[m+1,n+1]−hy

1[m−1,n+1])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n+1]−U1[m−1,n+1])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n+1]−V1[m−1,n+1])/(2·dx)

DR =

(
g

Cy
1[m,n+1]

)

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.98)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+V1[m,n+1])

+(Cy
1[m,n−1]−Cy

1[m,n+1])

+0.25· (DR−DL −2·EP−EL −ER) ·∆t

. (8.99)

• CeleridadeCy
2

Cy
2[m,n] = 0.25· (V1[m,n−1]−V1[m,n+1])

+0.5· (Cy
1[m,n−1]+Cy

1[m,n+1])

−0.125· (DL +DR+2·DP+EL −ER) ·∆t

. (8.100)

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.101)

e portanto

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.102)

Pode-se analisar os pontos de fronteira de duas maneiras.
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Fronteira Simples

Neste caso, basta utilizar os pontos mais próximos da fronteira para calcular a velocidade,

celeridade e altura nos pontos da fronteira, tais pontos encontram-se nas posições imediatamente

anteriores̀a extrema.

Primeira Situação: Considerando fixas as posições de fronteira (0,nxeny) é posśıvel atribuir

a elas, os valores contidos na posição posterior (1) e anteriores (nx−1 eny−1), para isso

utiliza-se uma varíavel auxiliar da forma, 0≤ i ≤ nx−1= 69, i ∈ ZZ. Obtendo-se:

U2[i,0] = U2[i,1]

U2[i,ny] = U2[i,ny−1]

U2[0, i] = 0

U2[nx, i] = 0

, (8.103)

V2[i,0] = 0

V2[i,ny] = 0

V2[0, i] = V2[1, i]

V2[nx, i] = V2[nx−1, i]

, (8.104)

h2[i,0] = h2[i,1]

h2[i,ny] = h2[i,ny−1]

h2[0, i] = h2[1, i]

h2[nx, i] = h2[nx−1, i]

, (8.105)

hx
2[i,0] = hx

2[i,1]

hx
2[i,ny] = hx

2[i,ny−1]

hx
2[0, i] = hx

2[1, i]

hx
2[nx, i] = hx

2[nx−1, i]

, (8.106)

hy
2[i,0] = hy

2[i,1]

hy
2[i,ny] = hy

2[i,ny−1]

hy
2[0, i] = hy

2[1, i]

hy
2[nx, i] = hy

2[nx−1, i]

, (8.107)
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C2[i,0] = C2[i,1]

C2[i,ny] = C2[i,ny−1]

C2[0, i] = C2[1, i]

C2[nx, i] = C2[nx−1, i]

, (8.108)

Cx
2[i,0] = Cx

2[i,1]

Cx
2[i,ny] = Cx

2[i,ny−1]

Cx
2[0, i] = Cx

2[1, i]

Cx
2[nx, i] = Cx

2[nx−1, i]

, (8.109)

Cy
2[i,0] = Cy

2[i,1]

Cy
2[i,ny] = Cy

2[i,ny−1]

Cy
2[0, i] = Cy

2[1, i]

Cy
2[nx, i] = Cy

2[nx−1, i]

. (8.110)

É necesśario, aĺem disso, considerar a condição inicial dada anteriormente e atribuiràs

velocidadesU eV o novo valor 1 nas posições onde a descarga ocorre, 50≤ i ≤ 60, i ∈ZZ,

deste modo:

U2[nx, i] = 1 e V2[i,ny] = 1 . (8.111)

Segunda Situaç̃ao: Durante a Primeira Situação os pontos de canto não foram contemplados.

É necesśario, portanto, analisar a velocidade, celeridade e alturapara tais pontos, isto

é feito atribuindo-se o valor zero para as VelocidadesU e V, e repetindo-se a Altura e

Celeridade das diagonais mais próximas, da seguinte forma:

U2[0,0] = 0

U2[nx,ny] = 0

U2[0,ny] = 0

U2[nx,0] = 0

, (8.112)
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V2[0,0] = 0

V2[nx,ny] = 0

V2[0,ny] = 0

V2[nx,0] = 0

, (8.113)

h2[0,0] = h2[1,1]

h2[nx,ny] = h2[nx−1,ny−1]

h2[0,ny] = h2[1,ny−1]

h2[nx,0] = h2[nx−1,1]

, (8.114)

hx
2[0,0] = hx

2[1,1]

hx
2[nx,ny] = hx

2[nx−1,ny−1]

hx
2[0,ny] = hx

2[1,ny−1]

hx
2[nx,0] = hx

2[nx−1,1]

, (8.115)

hy
2[0,0] = hy

2[1,1]

hy
2[nx,ny] = hy

2[nx−1,ny−1]

hy
2[0,ny] = hy

2[1,ny−1]

hy
2[nx,0] = hy

2[nx−1,1]

, (8.116)

C2[0,0] = C2[1,1]

C2[nx,ny] = C2[nx−1,ny−1]

C2[0,ny] = C2[1,ny−1]

C2[nx,0] = C2[nx−1,1]

, (8.117)

Cx
2[0,0] = Cx

2[1,1]

Cx
2[nx,ny] = Cx

2[nx−1,ny−1]

Cx
2[0,ny] = Cx

2[1,ny−1]

Cx
2[nx,0] = Cx

2[nx−1,1]

, (8.118)
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Cy
2[0,0] = Cy

2[1,1]

Cy
2[nx,ny] = Cy

2[nx−1,ny−1]

Cy
2[0,ny] = Cy

2[1,ny−1]

Cy
2[nx,0] = Cy

2[nx−1,1]

. (8.119)

Fronteira Detalhada

Este modóe baseado em uma análise mais detalhada do que ocorre nas fronteiras, para

calcular a celeridade, velocidade e altura em tais pontos o casoé dividido em oito situaç̃oes:

• Fronteirax= 0;

• Fronteiray= 0;

• Fronteirax= cx;

• Fronteiray= cy;

• Canto inferior esquerdo -(0,0);

• Canto superior esquerdo -(0,cy);

• Canto inferior direito -(cx,cy);

• Canto superior direito -(cx,0).

Os detalhes de cada caso estão descritos detalhadamente a seguir.

Pontos de Fronteira (Ñao Canto)

Fronteira x= 0) Tem-se na fronteirax= 0 queUP = 0.

Direçãox: Ao considerar a fronteirax = 0, tem-se que na direção x, só existe a carac-

teŕıstica positiva(RP) eUP = 0. Segue da equação (8.80) que

UP−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ 0−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ cP = −0.5(UR−2cR)−0.25(AP−BP+AR−BR)∆t

. (8.120)

Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AR, BR, UR ecR.
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• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n−1])/(2·dy)

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.121)

• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n+1]−hx

1[m+1,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m+1,n+1]−V1[m+1,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m+1,n+1]−U1[m+1,n−1])/(2·dy)

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.122)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.123)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = −0.5· (U1[m+1,n]−2·Cx

1[m+1,n])

−0.25· (AP−BP+AR−BR) ·∆t
.

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.124)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Ao considerar a fronteirax= 0 ondeUP = 0, śo que agora na direçãoy, onde

existem as Caracterı́sticas positiva(LP) e negativa(RP) é posśıvel encontrarVP e

cP. Para isso, utiliza as equações (8.94) e (8.95),

VP = 0.5(VL +VR)+(cL −cR)

+0.25(DR−DL −2·EP−EL −ER)∆t
(8.125)

e

cP = 0.25(VL −VR)+0.5(cL +cR)

−0.125(DL +DR+2·DP+EL −ER)∆t
, (8.126)
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ondeé preciso encontrarDL, DR, DP, EL eER.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m,n])/dx

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m,n])/dx

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.127)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m+1,n−1]−hy

1[m,n−1])/dx

Ux = (U1[m+1,n−1]−U1[m,n−1])/dx

Vx = (V1[m+1,n−1]−V1[m,n−1])/dx

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.128)

• Ponto R:

hx = (hy
1[m+1,n+1]−hy

1[m,n+1])/dx

Ux = (U1[m+1,n+1]−U1[m,n+1])/dx

Vx = (V1[m+1,n+1]−V1[m,n+1])/dx

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.129)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+V1[m,n+1])

+(Cy
1[m,n−1]−Cy

1[m,n+1])

+0.25· (DR−DL −2·EP−EL −ER) ·∆t

. (8.130)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.25· (V1[m,n−1]−V1[m,n+1])

+0.5· (Cy
1[m,n−1]+Cy

1[m,n+1])

−0.125· (DL +DR+2·DP+EL −ER) ·∆t

. (8.131)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.132)
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Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
. (8.133)

Comoc2 = gh, tem-se:

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.134)

Fronteira y= 0) Tem-seVP = 0 na fronteiray= 0.

Direçãox: Considerando a fronteiray= 0 ondeVP = 0, tem-se que na direçãox existem

as Caracterı́sticas positiva(LP) e negativa(RP). Utiliza-se as equações (8.94) e

(8.95) para encontrarVP ecP,

VP = 0.5(VL +VR)+(cL −cR)

+0.25(DR−DL −2·EP−EL −ER)∆t
(8.135)

e

cP = 0.25(VL −VR)+0.5(cL +cR)

−0.125(DL +DR+2·DP+EL −ER)∆t
, (8.136)

ondeé necesśario calcularDL, DR, DP, EL eER.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n])/dy

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n])/dy

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.137)

• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n+1]−hx

1[m−1,n])/dy

Vy = (V1[m−1,n+1]−V1[m−1,n])/dy

Uy = (U1[m−1,n+1]−U1[m−1,n])/dy

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.138)
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• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n+1]−hx

1[m+1,n])/dy

Vy = (V1[m+1,n+1]−V1[m+1,n])/dy

Uy = (U1[m+1,n+1]−U1[m+1,n])/dy

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.139)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+U1[m+1,n])

+(Cx
1[m−1,n]−Cx

1[m+1,n])

+0.25· (AR−AL −2·BP−BL −BR) ·∆t

. (8.140)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.25· (U1[m−1,n]−U1[m+1,n])

+0.5· (Cx
1[m−1,n]+Cx

1[m+1,n])

−0.125· (AL +AR+2·AP+BL −BR) ·∆t

. (8.141)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.142)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Ainda na fronteiray= 0, śo que agora na direçãoy, percebe-se que só existe

a Caracteŕıstica positiva(RP) eVP = 0. Usando a equação (8.92), tem-se

VP−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ −2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ cP = −0.5(VR−2cR)−0.25(DP−EP+DR−ER)∆t

. (8.143)

Para encontrarcP é necesśario calcularDP, DR, ER, EP.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m−1,n])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m−1,n])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m−1,n])/(2·dx)

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.144)
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• Ponto R:

hx = (hy
1[m+1,n+1]−hy

1[m−1,n+1])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n+1]−U1[m−1,n+1])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n+1]−V1[m−1,n+1])/(2·dx)

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.145)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.146)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = −0.5· (V1[m,n+1]−2·Cy

1[m,n+1])

−0.25· (DP−EP+DR−ER) ·∆t
.

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.147)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
. (8.148)

Comoc2 = gh, tem-se:

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.149)

Fronteira x= cx) Na fronteirax= cx, é necesśario ter um maior cuidado, pois além de analisar

as direç̃oesx ey precisa verificar onde existe ou não a sáıda deágua.

Fora da sáıda da água) Neste casoUP = 0. Analisa-se separadamente o que ocorre nas

direç̃oesx ey.

Direçãox: Considerando a fronteirax = cx do reservat́orio conforme indicado na

Figura 8.23, tem-se que na direção x só existe a caracterı́stica negativa(LP).
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Através da equaç̃ao (8.79), encontra-se o valor decP.

UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ +2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ cP = +0.5(UL +2cL)−0.25(AP+BP+AL +BL)∆t

.(8.150)

Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AL, BL.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n−1])/(2·dy)

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.151)

• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n+1]−hx

1[m−1,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m−1,n+1]−V1[m−1,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m−1,n+1]−U1[m−1,n−1])/(2∗dy)

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.152)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.153)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+2·Cx

1[m−1,n])

−0.25· (AP+BP+AL +BL) ·∆t
. (8.154)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.155)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] ehx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando a fronteirax= cx, só que agora na direçãoy onde existem

as Caracterı́sticas positiva(LP) e negativa(RP) é posśıvel encontrarVP e cP.
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Para isso, utiliza as equações (8.94) e (8.95),

VP = 0.5(VL +VR)+(cL −cR)

+0.25(DR−DL −2·EP−EL −ER)∆t
(8.156)

e

cP = 0.25(VL −VR)+0.5(cL +cR)

−0.125(DL +DR+2·DP+EL −ER)∆t
, (8.157)

ondeé necesśario calcularDL, DR, DP, EL eER.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m,n]−hy

1[m−1,n])/dx

Ux = (U1[m,n]−U1[m−1,n])/dx

Vx = (V1[m,n]−V1[m−1,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.158)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/dx

Ux = (U1[m,n−1]−U1[m−1,n−1])/dx

Vx = (V1[m,n−1]−V1[m−1,n−1])/dx

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.159)

• Ponto R:

hx = (hy
1[m,n+1]−hy

1[m−1,n+1])/dx

Ux = (U1[m,n+1]−U1[m−1,n+1])/dx

Vx = (V1[m,n+1]−V1[m−1,n+1])/dx

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.160)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+V1[m,n+1])

+(Cy
1[m,n−1]−Cy

1[m,n+1])

+0.25· (DR−DL −2·EP−EL −ER) ·∆t

. (8.161)
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• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.25· (V1[m,n−1]−V1[m,n+1])

+0.5· (Cy
1[m,n−1]+Cy

1[m,n+1])

−0.125· (DL +DR+2·DP+EL −ER) ·∆t

. (8.162)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.163)

. Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] ehy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
. (8.164)

Comoc2 = gh, tem-se:

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.165)

Na sáıda da água) Neste casoUP= 1. Analisa-se separadamente o que ocorre nas direções

x ey.

Direçãox: Ainda na fronteirax= cxdo reservat́orio śo que agora na saı́da daágua,

tem queUP = 1. Ao observar a direç̃aox tem-se que śo existe a Caracterı́stica

negativa(LP). Através da equaç̃ao (8.79), encontra-se o valor decP.

UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ 1+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ 2cP = −1+(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ cP = −0.5+0.5(UL +2cL)−0.25(AP+BP+AL +BL)∆t

.(8.166)

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n−1])/(2·dy)

AP =
g

Cx
1[m,n])

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.167)
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• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n+1]−hx

1[m−1,n−1])/(2·dy)

Vy = (V1[m−1,n+1]−V1[m−1,n−1])/(2·dy)

Uy = (U1[m−1,n+1]−U1[m−1,n−1])/(2·dy)

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.168)

• VelocidadeU .

U2[m,n] = 1 (8.169)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = −0.5U2[m,n]+0.5(U1[m−1,n]+2Cx

1[m−1,n])

−0.25(AP+BP+AL +BL)∆t
(8.170)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.171)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] ehx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Na fronteirax= cx do reservat́orio, mas, na direç̃aoy onde existem as

caracteŕısticas positiva(LP) e negativa(RP) é posśıvel encontrarVP e cP. Para

isso, utilizam-se as equações (8.94) e (8.95),

VP = 0.5(VL +VR)+(cL −cR)

+0.25(DR−DL −2·EP−EL −ER)∆t
(8.172)

e

cP = 0.25(VL −VR)+0.5(cL +cR)

−0.125(DL +DR+2·DP+EL −ER)∆t
, (8.173)

ondeé necesśario calcularDL, DR, DP, EL eER.
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• Ponto P:

hx = (hy
1[m,n]−hy

1[m−1,n])/dx

Ux = (U1[m,n]−U1[m−1,n])/dx

Vx = (V1[m,n]−V1[m−1,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.174)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/dx

Ux = (U1[m,n−1]−U1[m−1,n−1])/dx

Vx = (V1[m,n−1]−V1[m−1,n−1])/dx

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.175)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m,n+1]−hy

1[m−1,n+1])/dx

Ux = (U1[m,n+1]−U1[m−1,n+1])/dx

Vx = (V1[m,n+1]−V1[m−1,n+1])/dx

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.176)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+V1[m,n+1])

+(Cy
1[m,n−1]−Cy

1[m,n+1])

+0.25· (DR−DL −2·EP−EL −ER) ·∆t

. (8.177)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.25· (V1[m,n−1]−V1[m,n+1])

+0.5· (Cy
1[m,n−1]+Cy

1[m,n+1])

−0.125· (DL +DR+2·DP+EL −EL) ·∆t

. (8.178)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.179)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] ehy
1[m,n] :=
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hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.180)

e portanto

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.181)

Fronteira y= cy) Na fronteiray= cyalém de analisar as direçõesx ey é preciso verificar onde

existe ou ñao a sáıda deágua.

Fora da sáıda deágua) Neste casoVP= 0. Deve-se analisar separadamente o que ocorre

nas direç̃oesx ey.

Direçãox: Considerando a fronteiray = cy, ao observar a direção x nota-se que

existem as Caracterı́sticas positiva(LP) e negativa(RP). Assim é posśıvel

encontrarUP ecP. Para isso, utilizam-se as equações (8.83) e (8.82),

UP = 0.5(UL +UR)+(cL −cR)

+0.25(AR−AL −2·BP−BL −BR)∆t
(8.182)

e

cp = 0.25(UL −UR)+0.5(cL +cR)

−0.125(AL +AR+2·AP+BL −BR)∆t
, (8.183)

ondeé necesśario calcularAL, AR, AP, BL eBR.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n]−hx

1[m,n−1])/dy

Vy = (V1[m,n]−V1[m,n−1])/dy

Uy = (U1[m,n]−U1[m,n−1])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.184)
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• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n]−hx

1[m−1,n−1])/dy

Vy = (V1[m−1,n]−V1[m−1,n−1])/dy

Uy = (U1[m−1,n]−U1[m−1,n−1])/dy

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.185)

• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n]−hx

1[m+1,n−1])/dy

Vy = (V1[m+1,n]−V1[m+1,n−1])/dy

Uy = (U1[m+1,n]−U1[m+1,n−1])/dy

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.186)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+U1[m+1,n])

+(Cx
1[m−1,n]−Cx

1[m+1,n])

+0.25· (AR−AL −2·BP−BL −BR) ·∆t

. (8.187)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.25· (U1[m−1,n]−U1[m+1,n])

+0.5· (Cx
1[m−1,n]+Cx

1[m+1,n])

−0.125· (AL +AR+2·AP+BL −BR) ·∆t

. (8.188)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.189)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] ehx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando a fronteiray = cy do reservat́orio conforme indicado na

Figura 8.23, tem-se que na direçãoy só existe a Caracterı́stica negativa(LP) e

VP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.91), encontra-se o valor decP

VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ 0+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ cP = +0.5(VL +2cL)−0.25(DP+EP+DL +EL)∆t

.(8.190)
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Para encontrarcP é necesśario calcularDP, EP, DL, EL.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m−1,n])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m−1,n])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m−1,n])/(2·dx)

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.191)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m+1,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n−1]−U1[m−1,n−1])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n−1]−V1[m−1,n−1])/(2·dx)

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.192)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.193)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+2·Cy

1[m,n−1])

−0.25· (DP+EP+DL +EL) ·∆t
. (8.194)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.195)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] ehy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.196)

e

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.197)

Na sáıda da água) Neste casoVP= 1. Analisa-se separadamente o que ocorre nas direções
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x ey.

Direçãox: Considerando a fronteiray= cydo reservat́orio e analisando na direção

x onde existem as Caracterı́sticas positiva(LP) e negativa(RP) é posśıvel en-

contrarUP ecP. Para isso, utilizam-se as equações (8.82) e (8.83),

UP = 0.5(UL +UR)+(cL −cR)

+0.25(AR−AL −2·BP−BL −BR)∆t
(8.198)

e

cp = 0.25(UL −UR)+0.5(cL +cR)

−0.125(AL +AR+2·AP+BL −BR)∆t
, (8.199)

ondeé necesśario calcularAL, AR, AP, BL eBR.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n]−hx

1[m,n−1])/dy

Vy = (V1[m,n]−V1[m,n−1])/dy

Uy = (U1[m,n]−U1[m,n−1])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.200)

• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n]−hx

1[m−1,n−1])/dy

Vy = (V1[m−1,n]−V1[m−1,n−1])/dy

Uy = (U1[m−1,n]−U1[m−1,n−1])/dy

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.201)

• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n]−hx

1[m+1,n−1])/dy

Vy = (V1[m+1,n]−V1[m+1,n−1])/dy

Uy = (U1[m+1,n]−U1[m+1,n−1])/dy

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.202)
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• VelocidadeU

U2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+U1[m+1,n])

+(Cx
1[m−1,n]−Cx

1[m+1,n])

+0.25· (AR−AL −2·BP−BL −BR) ·∆t

. (8.203)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.25· (U1[m−1,n]−U1[m+1,n])

+0.5· (Cx
1[m−1,n]+Cx

1[m+1,n])

−0.125· (AL +AR+2·AP+BL −BR) ·∆t

. (8.204)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.205)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] ehx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Ainda na fronteiray= cydo reservat́orio śo que agora na saı́da daágua,

tem queVP = 1. Ao observar a direç̃aoy tem-se que śo existe a Caracterı́stica

negativa(LP). Através da equaç̃ao (8.91), encontra-se o valor decP.

VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ 1+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ 2cP = −1+(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ cP = −0.5+0.5(VL +2cL)−0.25(DP+EP+DL +EL)∆t

,(8.206)

ondeé necesśario calcularDL, DP, EL eEP.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m−1,n])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m−1,n])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m−1,n])/(2·dx)

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.207)
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• Ponto L:

hx = (hy
1[m+1,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/(2·dx)

Ux = (U1[m+1,n−1]−U1[m−1,n−1])/(2·dx)

Vx = (V1[m+1,n−1]−V1[m−1,n−1])/(2·dx)

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.208)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 1 . (8.209)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = −0.5+0.5· (V1[m,n−1]+2·Cy

1[m,n−1])

−0.25· (DP+EP+DL +EL) ·∆t
. (8.210)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.211)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] ehy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.212)

e portanto

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.213)

Pontos de Canto

Canto Inferior Esquerdo - (0,0)) Tem-se no ponto(0,0) queUP = 0 eVP = 0.

Direçãox: Considerando o ponto(0,0) na direç̃aox, só existe a Caracterı́stica positiva

(RP) eUP = 0. Segue da equação (8.80) que

UP−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ 0−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ cP = −0.5(UR−2cR)−0.25(AP−BP+AR−BR)∆t

. (8.214)
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Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AR, BR, UR ecR.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n])/dy

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n])/dy

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.215)

• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n+1]−hx

1[m+1,n])/dy

Vy = (V1[m+1,n+1]−V1[m+1,n])/dy

Uy = (U1[m+1,n+1]−U1[m+1,n])/dy

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.216)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.217)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = −0.5· (U1[m+1,n]−2·Cx

1[m+1,n])

−0.25· (AP−BP+AR−BR) ·∆t
. (8.218)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.219)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando o ponto(0,0) na direç̃aoy, só existe a Caracterı́stica positiva

(RP) eVP = 0. Segue da equação (8.92) que

VP−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ 0−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ cP = −0.5(VR−2cR)−0.25(DP−EP+DR−ER)∆t

. (8.220)

Para encontrarcP é necesśario calcularDP, DR, ER, EP.



223

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m,n])/dx

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m,n])/dx

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.221)

• Ponto R:

hx = (hy
1[m+1,n+1]−hy

1[m,n+1])/dx

Ux = (U1[m+1,n+1]−U1[m,n+1])/dx

Vx = (V1[m+1,n+1]−V1[m,n+1])/dx

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.222)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.223)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = −0.5· (V1[m,n+1]−2·Cy

1[m,n+1])

−0.25· (DP−EP+DR−ER) ·∆t
.

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.224)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.225)

e

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.226)

Canto Superior Esquerdo -(0,cy)) Tem-se no ponto(0,cy) queUP = 0 eVP = 0.

Direçãox: Considerando o ponto(0,cy) na direç̃aox, só existe a Caracterı́stica positiva
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(RP) eUP = 0. Segue da equação (8.80) que

UP−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ 0−2cP = (UR−2cR)+0.5(AP−BP+AR−BR)∆t

⇒ cP = −0.5(UR−2cR)−0.25(AP−BP+AR−BR)∆t

. (8.227)

Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AR eBR.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n]−hx

1[m,n−1])/dy

Vy = (V1[m,n]−V1[m,n−1])/dy

Uy = (U1[m,n]−U1[m,n−1])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.228)

• Ponto R:

hy = (hx
1[m+1,n]−hx

1[m+1,n−1])/dy

Vy = (V1[m+1,n]−V1[m+1,n−1])/dy

Uy = (U1[m+1,n]−U1[m+1,n−1])/dy

AR =
g

Cx
1[m+1,n]

· (V1[m+1,n] ·hy+hx
1[m+1,n] ·Vy)

BR = V1[m+1,n] ·Uy

. (8.229)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.230)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = −0.5· (U1[m+1,n]−2·Cx

1[m+1,n])

−0.25· (AP−BP+AR−BR) ·∆t
. (8.231)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.232)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando o ponto(0,cy) na direç̃aoy, só existe a caracterı́stica negativa
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(LP) eVP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.91), encontra-se o valor decP.

VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ 0+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ cP = 0.5(VL +2cL)−0.25(DP+EP+DL +EL)∆t

. (8.233)

ondeé necesśario calcularDL, DP, EL eEP.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m+1,n]−hy

1[m,n])/dx

Ux = (U1[m+1,n]−U1[m,n])/dx

Vx = (V1[m+1,n]−V1[m,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.234)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m+1,n−1]−hy

1[m,n−1])/dx

Ux = (U1[m+1,n−1]−U1[m,n−1])/dx

Vx = (V1[m+1,n−1]−V1[m,n−1])/dx

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx

. (8.235)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.236)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+2·Cy

1[m,n−1])

−0.25· (DP+EP+DL +EL) ·∆t
. (8.237)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.238)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.239)
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e

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.240)

Canto Superior Direito - (cx,cy)) Tem-se no ponto(cx,cy) queUP = 0 eVP = 0.

Direçãox: Considerando o ponto(cx,cy) na direç̃aox, só existe a caracterı́stica negativa

(LP) eUP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.79), encontra-se o valor decP.

UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ 2cP = (UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ cP = +0.5(UL +2cL)−0.25(AP+BP+AL +BL)∆t

. (8.241)

Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AL eBL.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n]−hx

1[m,n−1])/dy

Vy = (V1[m,n]−V1[m,n−1])/dy

Uy = (U1[m,n]−U1[m,n−1])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.242)

• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n]−hx

1[m−1,n−1])/dy

Vy = (V1[m−1,n]−V1[m−1,n−1])/dy

Uy = (U1[m−1,n]−U1[m−1,n−1])/dy

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.243)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.244)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+2·Cx

1[m−1,n])

−0.25· (AP+BP+AL +BL) ·∆t
. (8.245)

• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.246)
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Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando o ponto(cx,cy) na direç̃aoy, só existe a caracterı́stica negativa

(LP) eVP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.91), encontra-se o valor decP.

VP+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ 0+2cP = +(VL +2cL)−0.5(DP+EP+DL +EL)∆t

⇒ cP = 0.5(VL +2cL)−0.25(DP+EP+DL +EL)∆t

. (8.247)

ondeé necesśario calcularDL, DP, EL eEP.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m,n]−hy

1[m−1,n])/dx

Ux = (U1[m,n]−U1[m−1,n])/dx

Vx = (V1[m,n]−V1[m−1,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.248)

• Ponto L:

hx = (hy
1[m,n−1]−hy

1[m−1,n−1])/dx

Ux = (U1[m,n−1]−U1[m−1,n−1])/dx

Vx = (V1[m,n−1]−V1[m−1,n−1])/dx

DL =
g

Cy
1[m,n−1]

· (hy
1[m,n−1] ·Ux+U1[m,n−1] ·hx)

EL = U1[m,n−1] ·Vx :

. (8.249)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.250)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = 0.5· (V1[m,n−1]+2·Cy

1[m,n−1])

−0.25· (DP+EP+DL +EL) ·∆t
. (8.251)

• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.252)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].
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Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.253)

e

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.254)

Canto Inferior Direito - (cx,0)) Tem-se no ponto(cx,0) queUP = 0 eVP = 0.

Direçãox: Considerando o ponto(cx,0) na direç̃aox, só existe a caracterı́stica negativa

(LP) eUP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.79), encontra-se o valor decP.

UP+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ 0+2cP = +(UL +2cL)−0.5(AP+BP+AL +BL)∆t

⇒ cP = +0.5(UL +2cL)−0.25(AP+BP+AL +BL)∆t

. (8.255)

Para encontrarcP é necesśario calcularAP, BP, AL eBL.

• Ponto P:

hy = (hx
1[m,n+1]−hx

1[m,n])/dy

Vy = (V1[m,n+1]−V1[m,n])/dy

Uy = (U1[m,n+1]−U1[m,n])/dy

AP =
g

Cx
1[m,n]

· (V1[m,n] ·hy+hx
1[m,n] ·Vy)

BP = V1[m,n] ·Uy

. (8.256)

• Ponto L:

hy = (hx
1[m−1,n+1]−hx

1[m−1,n])/dy

Vy = (V1[m−1,n+1]−V1[m−1,n])/dy

Uy = (U1[m−1,n+1]−U1[m−1,n])/dy

AL =
g

Cx
1[m−1,n]

· (V1[m−1,n] ·hy+hx
1[m−1,n] ·Vy)

BL = V1[m−1,n] ·Uy

. (8.257)

• VelocidadeU

U2[m,n] = 0 . (8.258)

• Celeridadec

Cx
2[m,n] = 0.5· (U1[m−1,n]+2·Cx

1[m−1,n])

−0.25· (AP+BP+AL +BL) ·∆t
. (8.259)
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• Altura h

hx
2[m,n] =

(Cx
2[m,n])2

g
. (8.260)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCx
1[m,n] :=Cx

2[m,n] e hx
1[m,n] :=

hx
2[m,n].

Direçãoy: Considerando o ponto(0,0) na direç̃aoy, só existe a Caracterı́stica positiva

(RP) eVP = 0. Atrav́es da equaç̃ao (8.92), encontra-se o valor decP.

VP−2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ −2cP = +(VR−2cR)+0.5(DP−EP+DR−ER)∆t

⇒ cP = −0.5(VR−2cR)−0.25(DP−EP+DR−ER)∆t

. (8.261)

Para encontrarcP é necesśario calcularDP, DR, ER, EP.

• Ponto P:

hx = (hy
1[m,n]−hy

1[m−1,n])/dx

Ux = (U1[m,n]−U1[m−1,n])/dx

Vx = (V1[m,n]−V1[m−1,n])/dx

DP =
g

Cy
1[m,n]

· (hy
1[m,n] ·Ux+U1[m,n] ·hx)

EP = U1[m,n] ·Vx

. (8.262)

• Ponto R:

hx = (hy
1[m,n+1]−hy

1[m−1,n+1])/dx

Ux = (U1[m,n+1]−U1[m−1,n+1])/dx

Vx = (V1[m,n+1]−V1[m−1,n+1])/dx

DR =
g

Cy
1[m,n+1]

· (hy
1[m,n+1] ·Ux+U1[m,n+1] ·hx)

ER = U1[m,n+1] ·Vx

. (8.263)

• VelocidadeV

V2[m,n] = 0 . (8.264)

• Celeridadec

Cy
2[m,n] = −0.5· (V1[m,n+1]−2·Cy

1[m,n+1])

−0.25· (DP−EP+DR−ER) ·∆t
. (8.265)
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• Altura h

hy
2[m,n] =

(Cy
2[m,n])2

g
. (8.266)

Faz-se um “loop” no programa considerandoCy
1[m,n] :=Cy

2[m,n] e hy
1[m,n] :=

hy
2[m,n].

Após ter encontradoCx
2[m,n] eCy

2[m,n], obt́em-se

C2[m,n] =
Cx

2[m,n]+Cy
2[m,n]

2
(8.267)

e

h2[m,n] =
(C2[m,n])2

g
. (8.268)

8.2.4 Soluç̃ao do Problema do Reservatório viaMaplet

Para visualizaç̃ao gŕafica da resoluç̃ao e resultados deste problema, umaMaplet foi progra-

mada viasoftware Maple, na Figura 8.25 pode ser vista a tela dosoftware.

Figura 8.25: Maplet - Reservat́orio

Fonte: Autoria Pr ópria

O funcionamento daMapletdepende de algumas escolhas feitas pelo usuário, onde:

1. Área para digitar os dados de entrada. No exemplo dado, tem-se:
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• Comprimento emx: cx= 7m;

• Comprimento emy: cy= 7m;

• Altura: h= 5m;

• dx= 0.1mque representa o incremento infinitesimal na direçãox;

• dy= 0.1mque representa o incremento infinitesimal na direçãoy;

• dt = 0.01sque representa o incremento infinitesimal na direçãot;

• k= 400é um dos crit́erios de parada que estipula a quantidade máxima de matrizes

calculadas pelosoftware, caso ñao satisfaça o outro critério (Cx
2 < 0.01 ouCy

2 <

0.01), estas matrizes compõem a soluç̃ao final e representam o comportamento das

velocidadesU eV, além da alturah a cada posiç̃ao no tempo;

• p = 5 é um valor utilizado para restringir a quantidade de pontos salvos em cada

matriz, e a quantidade de matrizes salvas na memória dosoftware. Uma a cada(p)

matrizes, que poderão ser visualizadas posteriormente;

• Resultados: Neste campo, o usuário pode selecionar as matrizes salvas na memória

dosoftware;

• Tempo: Onde a passagem do tempoé apresentada enquanto o programa está ro-

dando;

• Volume: O volume relativo a cada passagem de tempo pode ser visualizado pelo

usúario;

• Iteraç̃oes: Apresenta a quantidade de iterações j́a efetuadas para a obtenção dos

resultados.

2. No campo 2, estão os gŕaficos que s̃ao atualizados em tempo real durante o decorrer dos

cálculos efetuados pelo processo. Para cada um delesé posśıvel utilizar os bot̃oes:

• Tabela Nuḿerica: Ao clicar neste botão, s̃ao apresentados os resultados da solução

numérica para as variáveisU,V ou h, obtidos pela resolução do sistema de EDOs

oriundo das equações iniciais.

Os resultados compõem uma tabela de valores para momentos especı́ficos do tempo,

na Figura 8.26́e posśıvel observar a tabela numérica selecionada para a alturah no

tempo 0.335s, o tempo ḿaximo obtido pelo processo quando realizado utilizando a

ideia de fronteiras simples.
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Figura 8.26: Maplet - Alguns Resultados considerando fronteiras simples
Fonte: Autoria Pr ópria

Por outro lado, quando o processoé realizado levando em conta todas as fronteiras

cuidadosamente, o tempo máximo obtido at́e que o crit́erio de parada seja satisfeito

é 0.325s, na Figura 8.27́e posśıvel observar a tabela numérica deste resultado.

Figura 8.27: Maplet - Alguns resultados considerando a fronteira detalhada
Fonte: Autoria Pr ópria

No caso do exemplo estudado, independente da abordagem realizada nas fronteiras,

observou-se que o processo foi interrompido quando a celeridade tornou-se menor
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que 0.01 (na iteraç̃ao de ńumero 335 e 325, para fronteiras simples e detalhada,

respectivamente), neste momento o volume deágua j́a estava reduzido de 245L

(volume inicial) para aproximadamente 206.500L (fronteira simples) e 206.457L

(fronteia detalhada).

Importante ressaltar que os resultados obtidos pelo conhecido Método das Diferenças

Finitas Expĺıcitas s̃ao relativamente próximos aos resultados encontrados pelo método

implementado neste trabalho, ambos os métodos cessaram as atividades devido ao

mesmo crit́erio de parada, e os volumes finais obtidos foram de 206.500, 206.457

e 216.576 para o Ḿetodo das Caracterı́sticas com fronteira simples, detalhada e o

Método das Diferenças Finitas Explı́citas, respectivamente. Pode-se comparar tais

valores observando as Figuras 8.26, 8.27 e a Tabela 9.

• Animar Gŕafico: Este bot̃ao é utilizado quando se deseja visualizar os resultados

gráficos dispostos em uma sequência animada. A quantidade de gráficos salvos

depende dos valores dek e p, dados pelo usúario, no caso deste exemplo, osoftware

armazenou 325/5= 65 gŕaficos, aĺem do gŕafico das condiç̃oes iniciais, resultando

em 66 gŕaficos. Observando a Figura 2, que reúne seis dos gráficos obtidos para as

velocidadesU e V, e para a alturah, o que permite avaliar seus comportamentos

com o decorrer do tempo.
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t = 0.005

t = 0.100

t = 0.200

t = 0.300

t = 0.325

Figura 8.28: Frames da animaç̃ao do esvaziamento do reservatório
Fonte: Autoria Pr ópria
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9 CONCLUSÃO

A j á conhecida dedução das Equaç̃oes de Saint Venant, em uma dimensão, via Teorema do

Transporte de Reynolds serviu de inspiração para deduzir as Equações de Saint Venant bidi-

mensionais, ainda que a mais elegante das derivações parta das equações de Navier-Stokes da

hidrodin̂amica, a escolha pela derivação fornecida pelo Teorema de Transporte de Reynolds se

destacou por sua simplicidade. Linearizando estas mesmas equaç̃oes, obteve-se as equações da

onda em uma e duas dimensões. Para obter as soluções encontrou-se as Inclinações das Curvas

Caracteŕısticas e as Invariantes de Riemann. A solução nuḿerica dessas equações foi obtida por

métodos implementados viasoftware Maple, atualmente em sua 16a ediç̃ao, utilizando-se sua

viabilidade para a construção deMaplets.

Como motivaç̃ao a equaç̃ao da onda unidimensional foi resolvida, algébrica e numerica-

mente, encontrando-se as Inclinações das Curvas Caracterı́sticas e as Invariantes de Riemann

de duas formas distintas, por combinação linear e via determinante, ambas se mostraram efica-

zes. Ao utilizar aMapletprogramada para obter a solução nuḿerica da Equaç̃ao do Teĺegrafo,

tem-se em m̃aos uma maior variedade de ferramentas disponı́veis em umúnicosoftwarepara

ańalise dos resultados, o acompanhamento dos cálculos e sua visualização gŕafica ocorrem em

tempo real, aĺem disso, acrescenta-se a possibilidade de novas implementaç̃oes que estendem

ainda mais suas funcionalidades iniciais.

De forma ańalogaà equaç̃ao da onda, as Equações de Saint Venant em uma dimensão

foram resolvidas via combinação linear e determinante. O estudo de caso utilizado consistiu em

analisar o escoamento daágua em um canal retangular de grande largura avaliando a velocidade

e profundidade em posições espećıficas do comprimento do canal e em instantes de tempo pré-

fixados, o que tornou possı́vel estimar tais valores em qualquer ponto do canal por meiode uma

função duas vezes continuamente diferenciável que foi obtida pela interpolação do tipoSpline

Cúbico Natural, sua utilizaç̃ao otimizou o ćodigo téorico por, entre outros fatores, não haver a

necessidade de um número grande de subdivisões no intervalo de comprimento estudado, um

clara vantagem se comparada com aInterpolaç̃ao Linear, queé comumente utilizada.
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Apoiando-se na ideia unidimensional, procurou-se obter asInclinaç̃oes das Curvas Carac-

teŕısticas e as Invariantes de Riemann da equação da onda em duas dimensões via combinaç̃ao

linear, o que mostrou-se não ser posśıvel devido ao ńumero de equaç̃oes ser diferente do número

de inćognitas. Criou-se umaalternativaà combinaç̃ao linear, obtendo-se então, as Inclinaç̃oes

das Curvas Caracterı́sticas e as Invariantes de Riemann, o que caracterizou uma alteraç̃ao do

Método das Caracterı́sticas, dando origem ao chamado Método das Pseudo-caracterı́sticas.

Com este novo ḿetodo, avaliou-se a vibração em uma membrana retangular obtendo-se a

soluç̃ao nuḿerica, a qual foi comparada com a solução anaĺıtica obtida via Śeries de Fourier,

concluiu-se que o intervalo de variação da membrana para completar seu primeiro “loop”é

bastante pŕoximo aos resultados analı́ticos.

De maneira ańalogaà equaç̃ao da onda em duas dimensões encontrou-se as Inclinações

das Curvas Caracterı́sticas e as Invariantes de Riemann, por meio do Método das Pseudo-

caracteŕısticas, pois, via Ḿetodo das Caracterı́sticas tamb́em ñao foi posśıvel. Como estudo

de caso, analisou-se um problema bidimensional de esvaziamento de um reservatório, obtendo-

se como resultados a profundidade e a velocidade em duas direções, para instantes de tempo

espećıficos e posiç̃oes pŕe-fixadas no comprimento e largura do reservatório. Os resultados

foram comparados com os dados obtidos por meio do já consagrado Ḿetodo das Diferenças

Finitas Expĺıcitas, o que permitiu concluir que o Ḿetodo das Pseudo-caracterı́sticasé eficaz.

Os resultados obtidos pelos métodos implementados e testados, quantificam a validade do

estudo, o Ḿetodo das Pseudo-caracterı́sticas se mostrou funcional quando pensado em duas

dimens̃oes, seus resultados se aproximaram de forma satisfatória dos dados obtidos por outros

métodos j́a conhecidos e utilizados, como no caso do reservatório, resolvido pelo Ḿetodo das

Diferenças Finitas Explı́citas, ou at́e mesmo da solução anaĺıtica, como no caso da membrana.

Al ém disso, conv́em ressaltar a importância da viabilizaç̃ao dos resultados por meio de uma

interface gŕafica, pois, o processo de análise e entendimento dos resultadosé amplificado.

É muito importante destacar que a validade deste estudo foi atestada para o caso de Equações

Diferenciais Parciais de Segunda Ordem e Sistemas de Primeira Ordem Hiperb́olicos com at́e

duas dimens̃oes, os quais possuem duas famı́lias distintas de Curvas Caracterı́sticas reais. A

continuidade destes estudosé sugerida para os casos tridimensionais e também para os outros

tipos de Equaç̃oes Diferenciais Parciais, Elı́ticas cujas Curvas Caracterı́sticas s̃ao ñao reais e

Parab́olicas onde as duas famı́lias de curvas caracterı́sticas s̃ao iguais.
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BURDEN, R.; FAIRES, J.Análise Numérica. 3. ed. S̃ao Paulo: Pioneira Thomson Learning,
2003.

BURGUETE, J.; NAVARRO, P. G.; MURILLO, J.Numerical boundary conditions for glo-
bally mass conservative methods to solve the shallow-waterequations and applied to river
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Acesso em: dezembro/2010.

LITRICO, X. et al.Hydraulic Modeling of an Automatic Upstream Water-Level Control
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<www.elsevier.com/direct/CRASS1/>. Acesso em: dezembro/2010.

TSAI, C. W. Flood routing in mild-slope rivers - wave characteristics and downstream
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Tabela 9: Tabela de Resultados para o Ḿetodo das Diferenças Finitas Explı́citas

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
0.0 4.4354 4.4272 4.4356 4.4213 4.5027 4.5089 4.4787 4.4746 4.4899 4.4839 4.4780 4.5110 4.5562 4.5460 4.5321
0.5 4.4272 4.4745 4.4470 4.4006 4.4732 4.4045 4.3711 4.4087 4.4326 4.4122 4.4408 4.4714 4.5090 4.4894 4.5255
1.0 4.4356 4.4470 4.3898 4.4018 4.3637 4.3741 4.3926 4.3522 4.3398 4.4109 4.4489 4.4472 4.4273 4.4061 4.4480
1.5 4.4213 4.4006 4.4018 4.4282 4.4343 4.4478 4.4006 4.3450 4.3870 4.3961 4.3897 4.4851 4.4801 4.5377 4.5662
2.0 4.5027 4.4732 4.3637 4.4343 4.4473 4.3861 4.4011 4.3837 4.4689 4.3760 4.3733 4.5262 4.5419 4.5462 4.5091
2.5 4.5089 4.4045 4.3741 4.4478 4.3861 4.4074 4.3515 4.3520 4.4025 4.4180 4.4375 4.4591 4.5025 4.5109 4.5600
3.0 4.4787 4.3711 4.3926 4.4006 4.4011 4.3515 4.4021 4.3976 4.3477 4.3536 4.3399 4.4591 4.4577 4.5418 4.5375
3.5 4.4746 4.4087 4.3522 4.3450 4.3837 4.3520 4.3976 4.5123 4.4305 4.3931 4.4085 4.3934 4.3559 4.4664 4.5331
4.0 4.4899 4.4326 4.3398 4.3870 4.4689 4.4025 4.3477 4.4305 4.4805 4.5132 4.4299 4.3249 4.3606 4.3981 4.4513
4.5 4.4839 4.4122 4.4109 4.3961 4.3760 4.4180 4.3536 4.3931 4.5132 4.5336 4.4230 4.3874 4.3477 4.2765 4.3546
5.0 4.4780 4.4408 4.4489 4.3897 4.3733 4.4375 4.3399 4.4085 4.4298 4.4230 4.4211 4.3969 4.3618 4.2479 4.1031
5.5 4.5110 4.4714 4.4472 4.4851 4.5262 4.4591 4.4591 4.3934 4.3249 4.3874 4.3969 4.3460 4.4846 4.2884 4.1320
6.0 4.5562 4.5090 4.4273 4.4801 4.5419 4.5025 4.4577 4.3559 4.3606 4.3477 4.3618 4.4846 4.0544 3.9911 4.0072
6.5 4.5460 4.4894 4.4068 4.5377 4.5462 4.5109 4.5418 4.4664 4.3981 4.2765 4.2479 4.2884 3.9911 4.5387 4.3413
7.0 4.5321 4.5255 4.4480 4.5662 4.5091 4.5600 4.5375 4.5331 4.4513 4.3546 4.1031 4.1320 4.0072 4.3413 4.3562

Fonte: Autoria pr ópria.
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ANEXO A -- CANAL UNIDIMENSIONAL

In ı́cio

restart;
with(Student[Calculus1]);
with(plots);
with(plots, implicitplot);
with(plottools);
with(CurveFitting);
with(Maplets[Elements]);
t := 0.;
iteracao := 10;

Procedimento - exteriorEsq()

exteriorEsq := proc()
local i;
global t, h, g, q, nx, lc, H, erro, erNR, nig,

MatrizV, MatrizP, MatrizC,
SplineC, SplineV,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
r1, r2,
Vxr, S0, C;

q := vaz_x0(t);
xr[0] := dt * (c1[0]-v1[0]);
cr := inter_cv(xr[0])[1];

vr := inter_cv(xr[0])[2];
r2 := NewtonsMethod(

xˆ7 +
((1/2) * vr-cr+g * dt * (.5 * S0+(-1) * .25 * g* vr * abs(vr)/
(Cˆ2 * crˆ2))) * xˆ6 -
(1/2) * q* g* xˆ4 +
(-1) * 0.25 * g* dt * qˆ2 * gˆ3/Cˆ2,
x = c1[0]

);
c2[0] := r2;
r2 := NewtonsMethod(

xˆ7 +
((1/2) * vr-cr+g * dt * (.5 * S0+(-1) * .25 * g* vr * abs(vr)/
(Cˆ2 * crˆ2))) * xˆ6 -
(1/2) * q* g* xˆ4 +
(-1) * 0.25 * g* dt * qˆ2 * gˆ3/Cˆ2,
x = c2[0]

);
i := 0;
while erro <= abs(c2[0]-r2) or i < iteracao do

c2[0] := r2;
r2 := NewtonsMethod(

xˆ7 +
((1/2) * vr-cr+g * dt * (.5 * S0+(-1) * .25 * g* vr * abs(vr)/
(Cˆ2 * crˆ2))) * xˆ6 -
(1/2) * q* g* xˆ4 +
(-1) * 0.25 * g* dt * qˆ2 * gˆ3/Cˆ2,
x = c2[0]

);
i := i+1

end do;
v2[0] := q * g/(r2 * r2);
c2[0] := r2
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end proc:

Procedimento - interior()

interior := proc()
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,

t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2,
h,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
ca,
q,
r1, r2,
SplineC, SplineV,
m;

for m to nx do
xx := m * dx;
xr[m] := xx-dt * (v1[m]-c1[m]);
xl[m] := xx-dt * (v1[m]+c1[m]);
cr := inter_cv(xr[m])[1];
vr := inter_cv(xr[m])[2];
cl := inter_cv(xl[m])[1];
vl := inter_cv(xl[m])[2];
c2[m] := 0.25 * (vl - vr) +

0.5 * (cl + cr) +
0.125 * (gˆ2 * dt * ((vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) -

(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

);
if 1 < m then

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +
0.5 * g* dt * (

2* S0-0.5 * g* (
(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

) -
x,
x = v2[m-1]

)
else

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +

(1/2) * g* dt * (2 * S0-0.5 * g* (
(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

) -
x,
x = v2[0]

)
end if;
CalculoPontoMedio(xx, v2[m], c2[m])

end do
end proc:

Procedimento - CalculoPontoMedio(xx,v,c)

CalculoPontoMedio := proc(xx, v, c)
local i;
global v2, c2,

xr, xl,
vr, vl,
cl, cr,
caPM, vaPM,
auxiliarPM,
Vxr, Vxl,
S0, C,
SplineC, SplineV;

vaPM := v;
caPM := c;
xr[m] := xx+(-1) * .5 * dt * (v+vr-c-cr);
xl[m] := xx+(-1) * .5 * dt * (v+vl+c+cl);
cr := inter_cv(xr[m])[1];
vr := inter_cv(xr[m])[2];
cl := inter_cv(xl[m])[1];
vl := inter_cv(xl[m])[2];
i := 0;
c2[m] := 0.25 * (vl - vr) +

0.5 * (cl + cr) +
0.125 * (gˆ2 * dt * ((vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) -

(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

);
if 1 < m then

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +
0.5 * g* dt * (2 * S0+(-1) * .5 * g* (

(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
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)
) -
x,
x = v2[m-1]

)
else

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +
0.5 * g* dt * (2 * S0+(-1) * .5 * g* (

(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

) -
x,
x = v2[0]

)
end if;
while erro <= abs(caPM-c2[m]) or

erro <= abs(vaPM-v2[m]) or
i < iteracao

do
vaPM := v2[m];
caPM := c2[m];
xr[m] := xx+(-1) * .5 * dt * (v2[m]+vr-c2[m]-cr);
xl[m] := xx+(-1) * .5 * dt * (v2[m]+vl+c2[m]+cl);
cr := inter_cv(xr[m])[1];
vr := inter_cv(xr[m])[2];
cl := inter_cv(xl[m])[1];
vl := inter_cv(xl[m])[2];
c2[m] := 0.25 * (vl - vr) +

0.5 * (cl + cr) +
0.125 * (gˆ2 * dt * ((vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) -

(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

);
if 1 < m then

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +
0.5 * g* dt * (2 * S0+(-1) * .5 * g* (

(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

) -
x,
x = v2[m-1]

)
else

v2[m] := NewtonsMethod(
0.5 * (vl + vr) +
(cl - cr) +

0.5 * g* dt * (2 * S0+(-1) * .5 * g* (
(x * abs(x))/(Cˆ2 * c2[m]ˆ2) +
(vr * abs(vr))/(Cˆ2 * crˆ2) +
(vl * abs(vl))/(Cˆ2 * clˆ2)
)

) -
x,
x = v2[0]

)
fi:
i := i+1

end do
end proc:

Procedimento - exterior()

exterior := proc()
local ca, i;
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,

t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2,
h,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
q,
r1, r2,
Vxl, S0, C,
SplineC, SplineV;

xl[nx] := lc - dt * c1[nx];
cl := inter_cv(xl[nx])[1];
vl := inter_cv(xl[nx])[2];
c2[nx] := cl + 0.5 * vl +

0.5 * g* dt * (S0 - 0.5 * (g * vl * abs(vl)/(Cˆ2 * clˆ2)));
ca := c2[nx];
xl[nx] := lc - 05 * dt * (vl+c2[nx]+cl);
cl := inter_cv(xl[nx])[1];
vl := inter_cv(xl[nx])[2];
c2[nx] := cl + 0.5 * vl +

0.5 * g* dt * (S0 - 0.5 * (g * vl * abs(vl)/(Cˆ2 * clˆ2)));
while erro <= abs(ca - c2[nx]) do

ca := c2[nx];
xl[nx] := lc - 0.5 * dt * (vl + c2[nx] + cl);
cl := inter_cv(xl[nx])[1];
vl := inter_cv(xl[nx])[2];
c2[nx] := cl + 0.5 * vl +

0.5 * g* dt * (S0 - 0.5 * (g * vl * abs(vl)/(Cˆ2 * clˆ2)))
end do
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end proc:

Procedimento - canal()

canal := proc()
local i;
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,

t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
ca,
q,
r1, r2,
SplineC, SplineV;

for i from 0 to nx do
v1[i] := v2[i];
c1[i] := c2[i]

end do;
exteriorEsq();
if c2[0] < 0.0 then

break
end if;
interior();
exterior();

end proc:

Procedimento - inter cv(p)

inter_cv := proc (p)
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,

t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2, h,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
ca,
q,
r1, r2,
iIV, iniIV,
auxiliarIV, auxIV;

iIV := 1 + trunc(p/dx);

if nx < iIV then
iIV := nx

fi:
iniIV := iIV - 1;
auxIV := (p-iniIV * dx)/dx;
auxiliarIV[1] := c1[iniIV]+(c1[iIV]-c1[iniIV]) * auxIV;
auxiliarIV[2] := v1[iniIV]+(v1[iIV]-v1[iniIV]) * auxIV;
[auxiliarIV[1], auxiliarIV[2]]

end proc:

Procedimento - gravar(linha)

gravar := proc(linha)
local i;
global MatrizV, MatrizP;

for i from 0 to 10 do
MatrizV[linha, i+1] := v2[nig * i];
MatrizP[linha, i+1] := c2[nig * i] * c2[nig * i]/g;

od:
end proc:

Procedimento - Programa(gravidade, divisao, comprimento, altura,
e, vazao)

Programa := proc(gravidade, divisao, comprimento, altura , e, vazao)
local i, j, d;
global MatrizV, MatrizP, MatrizC,

t, g, nx, lc, H, erro, nig,
dx, dt,
v1, v2,
c1, c2,
h,
xx, xr, xl,
cr, cl,
vr, vl,
ca,
q,
r1, r2,
contMatriz,
GrC, GrV, GrP,
ShowCx, ShowVx, ShowPx,
InterpolacaoC1, InterpolacaoC2,
InterpolacaoV1, InterpolacaoV2,
InterpolacaoP1, InterpolacaoP2,
vaz_x0,
MatrizXR, MatrizXL,
S0, C;
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g := gravidade;
nx := divisao;
lc := comprimento;
H := altura;
erro := e;
nig := (1/10) * nx;
dx := lc/nx;
t := 0.;
S0 := 0.16e-2;
C := 100;
dt := (1/100) * H* dx;
contMatriz := 0;
vaz_x0 := vazao;
for i to 11 do

ShowCx[i] := "true";
ShowVx[i] := "true";
ShowPx[i] := "true"

od:
for i from 0 to nx do

c1[i] := sqrt(H * g);
c2[i] := sqrt(H * g)

od:
for i from 0 to nx do

v1[i] := 0.0;
v2[i] := 0.0;

od:
for i from 0 to 10 do

MatrizV[0, i+1] := nig * i * dx
od:
for i from 0 to 10 do

MatrizP[0, i+1] := nig * i * dx;
od:
t := 0.0;
j := nig;
if nig <= j then

j := 0.0;
for i from 0 to 10 do

MatrizV[contMatriz, i+1] := v2[nig * i];
MatrizP[contMatriz, i+1] := c2[nig * i]ˆ2/g;
MatrizXR[contMatriz, i+1] := xr[nig * i];
MatrizXL[contMatriz, i+1] := xl[nig * i]

od:
Tabelar();

fi:
j := j+1;
t := t+dt;
canal();
while 0.1e-1 <= c2[0] do

if nig <= j then
j := 0.0;
contMatriz := contMatriz+1;
for i from 0 to 10 do

MatrizV[contMatriz, i+1] := v2[nig * i];
MatrizP[contMatriz, i+1] := c2[nig * i]ˆ2/g;
MatrizXR[contMatriz, i+1] := xr[nig * i];
MatrizXL[contMatriz, i+1] := xl[nig * i];

od:
Tabelar();
if nig * dt <= t then

GraficoTotal("V");
GraficoTotal("P");
Maplets:-Tools:-Set(CBVporX(itemlist) =

[seq(
convert(evalf(nig * dt * i, 5), string),
i = 0 .. contMatriz

)]
);
Maplets:-Tools:-Set(CBPporX(itemlist) =

[seq(
convert(evalf(nig * dt * i, 5), string),
i = 0 .. contMatriz

)]
)

fi:
fi:
j := j + 1;
t := t + dt;
canal();
if c2[0] < 0.1e-1 then

FuncaoInterpolacao();
fi:

od:
end proc:

Procedimento - Tabelar()

Tabelar := proc()
local d,i;

d := 5;
Maplets:-Tools:-Set((’TB1Vel’)(’appendline’) = "");
Maplets:-Tools:-Set((’TB1Vel’)(’append’) = evalf(t, 5) );
for i from 1 to 11 do

Maplets:-Tools:-Set((’TB1Vel’)(’append’) = " | ");
Maplets:-Tools:-Set((’TB1Vel’)(’append’) =

evalf(MatrizV[contMatriz, i], d)
);

od:
Maplets:-Tools:-Set((’TB1Pro’)(’appendline’) = "");
Maplets:-Tools:-Set((’TB1Pro’)(’append’) = evalf(t, 5) );
for i from 1 to 11 do

Maplets:-Tools:-Set((’TB1Pro’)(’append’) = " | ");
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Maplets:-Tools:-Set((’TB1Pro’)(’append’) =
evalf(MatrizP[contMatriz, i], d)

);
od:

end proc:

Procedimento - TabelaV()

TabelaV := proc()
global tabela;

tabela := Maplet(
[BoxCell(

Table(
[

"Tempo", "x0", "x40",
"x80", "x120", "x160",
"x200", "x240", "x280",
"x320", "x360", "x400"

],
[seq([evalf(nig * dt * i, 5),

MatrizV[i, 1],
MatrizV[i, 2],
MatrizV[i, 3],
MatrizV[i, 4],
MatrizV[i, 5],
MatrizV[i, 6],
MatrizV[i, 7],
MatrizV[i, 8],
MatrizV[i, 9],
MatrizV[i, 10],
MatrizV[i, 11]],
i = 0 .. contMatriz

)]
),
’as_needed’

),
Button("OK", Shutdown())]

);
Maplets[Display](tabela)
end proc:

Procedimento - TabelaP()

TabelaP := proc()
global tabela;

tabela := Maplet(
[BoxCell(

Table(

[
"Tempo", "x0", "x40",
"x80", "x120", "x160",
"x200", "x240", "x280",
"x320", "x360", "x400"

],
[seq([evalf(nig * dt * i, 5),

MatrizP[i, 1],
MatrizP[i, 2],
MatrizP[i, 3],
MatrizP[i, 4],
MatrizP[i, 5],
MatrizP[i, 6],
MatrizP[i, 7],
MatrizP[i, 8],
MatrizP[i, 9],
MatrizP[i, 10],
MatrizP[i, 11]],
i = 0 .. contMatriz

)]
),
’as_needed’

),
Button("OK", Shutdown())]

);
Maplets[Display](tabela)
end proc:

Procedimento - Grafico()

Grafico := proc(GE, Lista1, Matriz, inty, col, tra)
if GE = "G" then

plot(spline(
Lista1,
[seq(Matriz[i-1, col], i = 1 .. contMatriz+1)],
x,
cubic

),
x = -1 .. t,
y = inty,
transparency = tra,
color = red

)
elif GE = "E" then

proc(x)
options operator,
arrow;

spline(
Lista1,
[seq(Matriz[i-1, col], i = 1 .. contMatriz+1)],
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x,
cubic

)
end proc

fi:
end proc:

Procedimento - ZerarMarcar()

ZerarMarcar := proc ()
global GraficoPorT_cont:
local i:
for i from 0 to 10 do

GraficoPorT_cont[i+1] := 0:
od:
end proc:

Procedimento - Marcar()

Marcar := proc(CheckBox, CVP, num, tra, plotter)
local i;
global GxC, GxV, GxP,

GraficoPorT_show, GraficoPorT_cont;
if CVP = "V" then

GraficoPorT_show :=
[
implicitplot(

[y = 0, x = 0],
x = 0 .. t,
y = -4 .. 1,
color = black,
labels = ["tempo", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
]

elif CVP = "P" then
GraficoPorT_show :=

[
implicitplot(

[y = 0, x = 0],
x = 0 .. t,
y = -1 .. 6,
color = black,
labels = ["tempo", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
]

fi:

if nig * dt <= t then
if CheckBox then

GraficoPorT_cont[num] := 1
else

GraficoPorT_cont[num] := 0
fi:
for i from 0 to 10 do

if CVP = "V" then
if GraficoPorT_cont[i+1] = 1 then

GraficoPorT_show := GraficoPorT_show, GxV[i+1]
fi:

elif CVP = "P" then
if GraficoPorT_cont[i+1] = 1 then

GraficoPorT_show := GraficoPorT_show, GxP[i+1]
fi:

fi:
od:
Maplets:-Tools:-Set((’plotter’)(’value’) =

display(GraficoPorT_show,
labels = ["Tempo", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical])

)
fi:

end proc:

Procedimento - AnaliseDoGraficoPort()

AnaliseDoGraficoPort:=proc(CVP,plotter)
global AnaliseGraficaVouPporT:

AnaliseGraficaVouPporT:=Maplet(onstartup = RunWindow( MAIN),
Window[MAIN](’title’="An álise Gr áfica",
[

[
Plotter[plotter](height=500, width=800)

],
[

CheckBox[’CheckBox000’](
caption="x[0]",
’onchange’=’ActionCheckBox000’

),
CheckBox[’CheckBox040’](

caption="x[1]",
’onchange’=’ActionCheckBox040’

),
CheckBox[’CheckBox080’](

caption="x[2]",
’onchange’=’ActionCheckBox080’

),
CheckBox[’CheckBox120’](
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caption="x[3]",
’onchange’=’ActionCheckBox120’

),
CheckBox[’CheckBox160’](

caption="x[4]",
’onchange’=’ActionCheckBox160’

),
CheckBox[’CheckBox200’](

caption="x[5]",
’onchange’=’ActionCheckBox200’

),
CheckBox[’CheckBox240’](

caption="x[6]",
’onchange’=’ActionCheckBox240’

),
CheckBox[’CheckBox280’](

caption="x[7]",
’onchange’=’ActionCheckBox280’

),
CheckBox[’CheckBox320’](

caption="x[8]",
’onchange’=’ActionCheckBox320’

),
CheckBox[’CheckBox360’](

caption="x[9]",
’onchange’=’ActionCheckBox360’

),
CheckBox[’CheckBox400’](

caption="x[10]",
’onchange’=’ActionCheckBox400’

)
]

]
),

Action(’reference’=’ActionCheckBox000’,
Evaluate(

’function’=’Marcar(
CheckBox000,CVP,1,0.0,plotter

)’
)

),
Action(’reference’=’ActionCheckBox040’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox040,CVP,2,0.2,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox080’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox080,CVP,3,0.4,plotter

)’
)

),
Action(’reference’=’ActionCheckBox120’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox120,CVP,4,0.6,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox160’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox160,CVP,5,0.7,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox200’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox200,CVP,6,0.8,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox240’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox240,CVP,7,0.7,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox280’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox280,CVP,8,0.6,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox320’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox320,CVP,9,0.4,plotter
)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox360’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(

CheckBox360,CVP,10,0.2,plotter
)’

)
),
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Action(’reference’=’ActionCheckBox400’,
Evaluate(

’function’=’Marcar(
CheckBox400,CVP,11,0.0,plotter

)’
)

)
):
Maplets[Display](AnaliseGraficaVouPporT):

end proc:

Procedimento - Equacao

Equacao := proc(
CVP, RB1, RB2, RB3, RB4, RB5,
RB6, RB7, RB8, RB9, RB10, RB11

)
if CVP = "V" then

if RB1 = "true" then
MathML[Export](ExV[1](T))

elif RB2 = "true" then
MathML[Export](ExV[2](T))

elif RB3 = "true" then
MathML[Export](ExV[3](T))

elif RB4 = "true" then
MathML[Export](ExV[4](T))

elif RB5 = "true" then
MathML[Export](ExV[5](T))

elif RB6 = "true" then
MathML[Export](ExV[6](T))

elif RB7 = "true" then
MathML[Export](ExV[7](T))

elif RB8 = "true" then
MathML[Export](ExV[8](T))

elif RB9 = "true" then
MathML[Export](ExV[9](T))

elif RB10 = "true" then
MathML[Export](ExV[10](T))

elif RB11 = "true" then
MathML[Export](ExV[11](T))

fi:
elif CVP = "P" then

if RB1 = "true" then
MathML[Export](ExP[1](T))

elif RB2 = "true" then
MathML[Export](ExP[2](T))

elif RB3 = "true" then
MathML[Export](ExP[3](T))

elif RB4 = "true" then
MathML[Export](ExP[4](T))

elif RB5 = "true" then

MathML[Export](ExP[5](T))
elif RB6 = "true" then

MathML[Export](ExP[6](T))
elif RB7 = "true" then

MathML[Export](ExP[7](T))
elif RB8 = "true" then

MathML[Export](ExP[8](T))
elif RB9 = "true" then

MathML[Export](ExP[9](T))
elif RB10 = "true" then

MathML[Export](ExP[10](T))
elif RB11 = "true" then

MathML[Export](ExP[11](T))
fi:

fi:
end proc:

Procedimento - AplicarEq2D

AplicarEq2D := proc(
CVP, Ponto, RB1, RB2, RB3, RB4,
RB5, RB6, RB7, RB8, RB9, RB10, RB11

)
if CVP = "V" then

if RB1 = "true" then
ExV[1](evalf(Ponto, 5))

elif RB2 = "true" then
ExV[2](evalf(Ponto, 5))

elif RB3 = "true" then
ExV[3](evalf(Ponto, 5))

elif RB4 = "true" then
ExV[4](evalf(Ponto, 5))

elif RB5 = "true" then
ExV[5](evalf(Ponto, 5))

elif RB6 = "true" then
ExV[6](evalf(Ponto, 5))

elif RB7 = "true" then
ExV[7](evalf(Ponto, 5))

elif RB8 = "true" then
ExV[8](evalf(Ponto, 5))

elif RB9 = "true" then
ExV[9](evalf(Ponto, 5))

elif RB10 = "true" then
ExV[10](evalf(Ponto, 5))

elif RB11 = "true" then
ExV[11](evalf(Ponto, 5))

fi:
elif CVP = "P" then

if RB1 = "true" then
ExP[1](evalf(Ponto, 5))

elif RB2 = "true" then
ExP[2](evalf(Ponto, 5))



252

elif RB3 = "true" then
ExP[3](evalf(Ponto, 5))

elif RB4 = "true" then
ExP[4](evalf(Ponto, 5))

elif RB5 = "true" then
ExP[5](evalf(Ponto, 5))

elif RB6 = "true" then
ExP[6](evalf(Ponto, 5))

elif RB7 = "true" then
ExP[7](evalf(Ponto, 5))

elif RB8 = "true" then
ExP[8](evalf(Ponto, 5))

elif RB9 = "true" then
ExP[9](evalf(Ponto, 5))

elif RB10 = "true" then
ExP[10](evalf(Ponto, 5))

elif RB11 = "true" then
ExP[11](evalf(Ponto, 5))

fi:
fi:

end proc:

Procedimento - EquacaoBotao(CVP)

EquacaoBotao := proc (CVP)
global Equacoes;

Equacoes := Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’ = "Equaç ões",
[

[
RadioButton[RB1](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 0,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB2](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 1,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB3](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 2,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB4](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 3,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB5](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 4,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB6](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 5,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB7](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 6,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB8](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 7,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB9](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 8,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB10](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 9,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB11](

cat(cat("x[",convert(dx * nig * 10,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

)
],

[
MathMLViewer(height = 500,

width = 200,
’background’ = "#FFFFFF",
’fontsize’ = ’8’,
’foreground’ = "#000000",
’reference’ = ’MathMLEquacao’

)
],
[
Label[’T’](’caption’=’T’),
TextField[’TFP’](’width’ = 30, ’editable’ = ’true’),
Button(" Calcular ",

Evaluate(
’function’ = ’AplicarEq2D(CVP,

TFP,
convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),
convert(RB4, string),
convert(RB5, string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert(RB10, string),
convert(RB11, string)
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)’,
’target’ = ’TFR’

)
),
Label[’fT’](’caption’=cat(CVP,"(T)")),
TextField[’TFR’](’width’ = 30, ’editable’ = ’true’)
]
]),
Action(’reference’ = ’Action1’,

Evaluate(
’function’ = ’Equacao(CVP,

convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),
convert(RB4, string),
convert(RB5, string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert(RB10, string),
convert(RB11, string)

)’,
’target’ = ’MathMLEquacao’

)
),
ButtonGroup[’BG1’](onchange = Action1));
Maplets[Display](Equacoes):

end proc:

Procedimento - GraficoPorX

GraficoPorX := proc(
GE, Matriz, Lista1, inty,
linha, tra, CouSl, cor, filledtf

)
if GE = "G" then

if CouSl = "C" then
plot(

spline(
Lista1,
[seq(Matriz[linha, i], i = 1 .. 11)],
x,
cubic

),
x = 0 .. 10 * dx * nig,
y = inty,
transparency = tra,
color = cor,
filled = filledtf

)
elif CouSl = "S" then

plot(
spline(

Lista1,
[seq(Matriz[linha, i], i = 1 .. 11)],
x,
cubic

),
x = 0 .. 10 * dx * nig,
y = inty,
transparency = tra,
color = cor,
filled = filledtf

)
fi:

elif GE = "E" then
proc (x)
options operator,
arrow;

spline(
Lista1,
[seq(Matriz[linha, i], i = 1 .. 11)],
x,
cubic

)
end proc:

fi:
end proc

Procedimento - ChamaGraficoPorX

ChamaGraficoPorX := proc(
CVP, num1, num2, num3, num4,
num5, num6, num7, num8, num9, num10

)
global GVporX, GPporX;

GVporX[0] := pointplot([0, 0]);
GPporX[0] := pointplot([0, 0]);
if CVP = "V" then

Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =
display(GVporX[trunc(num1/(dt * nig))],

GVporX[trunc(num2/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num3/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num4/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num5/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num6/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num7/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num8/(dt * nig))],
GVporX[trunc(num9/(dt * nig))],
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GVporX[trunc(num10/(dt * nig))],
labels = ["Comprimento", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

elif CVP = "P" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterPporX’)(’value’) =

display(GPporX[trunc(num1/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num2/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num3/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num4/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num5/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num6/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num7/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num8/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num9/(dt * nig))],
GPporX[trunc(num10/(dt * nig))],
labels = ["Comprimento", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

fi:
end proc:

Procedimento - AnaliseDoGrafico(CVP,plotter)

AnaliseDoGrafico:=proc(CVP,plotter)
global AnaliseGrafica:

AnaliseGrafica:=Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’="An álise Gr áfica",
[

[
Plotter[plotter](height=500, width=800)

],
[

ComboBox(’reference’=’CB1VporX’,
’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB1VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB2VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB2VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB3VporX’,

’width’=’75’,

"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB3VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB4VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB4VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB5VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB5VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB6VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB6VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB7VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB7VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB8VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB8VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB9VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB9VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB10VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nig,i=0..contMatriz)]),
’onchange’=’onchangeCB10VporX’

)
]

]
),
Action(’reference’=’onchangeCB1VporX’,

Evaluate(
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’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,
CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB2VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB3VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB4VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,

CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB5VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB6VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB7VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
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CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB8VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB9VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX
)’

)
),
Action(’reference’=’onchangeCB10VporX’,

Evaluate(
’function’=’ChamaGraficoPorX(CVP,

CB1VporX,
CB2VporX,
CB3VporX,
CB4VporX,
CB5VporX,
CB6VporX,
CB7VporX,
CB8VporX,
CB9VporX,
CB10VporX

)’
)

)
):
Maplets[Display](AnaliseGrafica):

end proc:

Procedimento - animaporx(CVP)

animarporx := proc(CVP)
if CVP = "V" then

Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =
display(

seq(GVporXsemL[i], i = 1 .. contMatriz),
insequence = true,
labels = ["Comprimento", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

elif CVP = "P" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterPporX’)(’value’) =

display(
seq(GPporXsemL[i], i = 1 .. contMatriz),
insequence = true,
labels = ["Comprimento", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

fi
end proc:

Procedimento - ChamaEquacaoPorX(CVP, num)

ChamarEquacaoPorX := proc(CVP, num)
if num <> 0 then

if CVP = "V" then
return EVporX[trunc(num/(dt * nig))](x)

elif CVP = "P" then
return EPporX[trunc(num/(dt * nig))](x)

fi:
else

if CVP = "V" then
return 0.0

elif CVP = "P" then
return H

fi:
fi:

end proc:



257

Procedimento - AplicarEmX(CVP, num, TFx)

AplicarEmX := proc(CVP, num, TFx)
if num <> 0 then

if CVP = "V" then
return EVporX[trunc(num/(dt * nig))](evalf(TFx))

elif CVP = "P" then
return EPporX[trunc(num/(dt * nig))](evalf(TFx))

fi:
else

if CVP = "V" then
return 0.0

elif CVP = "P" then
return H

fi:
fi:

end proc:

Procedimento - EquacaoPorX(CVP,num,eq)

EquacaoPorX := proc(CVP,num,eq)
global equacaoporx:

equacaoporx := Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’="Equaç ões",
[

[
MathMLViewer(

height=500,
width=200,
’background’="#FFFFFF",
’fontsize’=’8’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’MathMLEquacaoPorX’,
’value’=eq

)
],
[

Label[XXX](’caption’=’x’),
TextField[TFX](’width’=30, ’editable’=’true’),
Button(

"Calcular",
Evaluate(

’function’=’AplicarEmX(CVP,num,TFX)’,
’target’=’TFR’)

),
Label[VVV](

’caption’=cat(convert(CVP,string),
"(x)")

),
TextField[TFR](’width’=30, ’editable’=’true’)

]
]
),

Action(’reference’=’Action1’,
Evaluate(

’function’=’ChamarEquacaoPorX(CVP,num)’,
’target’=’MathMLEquacaoPorX’

)
),

ButtonGroup[’BG1’](onchange=Action1)
):
Maplets[Display](equacaoporx):

end proc:

Procedimento - GraficoTotal(CVP)

GraficoTotal := proc(CVP)
global GxV, GxP,

ExV, ExP,
GVporX, GVporXsemL,
GPporX, GPporXsemL,
EVporX, EPporX;

local i:
if CVP = "V" then

for i from 1 to 11 do
GxV[i] :=

Grafico(
"G",
[seq(

dt * nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1

)],
MatrizV,
-4 .. 1,
i,
0.0

);
od:
ExV :=

seq(Grafico(
"E",
[seq(

dt * nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1

)],
MatrizV,
-1 .. sqrt(g * H)+1,
i,
0.0

), i = 1 .. 11);
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Maplets:-Tools:-Set((’PlotterV’)(’value’) =
display(

seq(GxV[i], i = 1 .. 11),
labels = ["Tempo", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
);
GVporX[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"G",
MatrizV,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-4 .. 1,
contMatriz,
0.0,
"C",
red,
false

);
GVporXsemL[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"G",
MatrizV,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-4 .. 1,
contMatriz,
0,
"S",
red,
false

);
EVporX[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"E",
MatrizV,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-4 .. 1,
contMatriz,
0.0,
red,
false

);
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =

display(
GVporXsemL[contMatriz],
labels = ["Comprimento", "Velocidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

elif CVP = "P" then
for i from 1 to 11 do

GxP[i] :=

Grafico(
"G",
[seq(

dt * nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1

)],
MatrizP,
-1 .. H+1,
i,
0.0

);
od:
ExP :=

seq(Grafico(
"E",
[seq(

dt * nig * (i-1),
i = 1 .. contMatriz+1

)],
MatrizP,
-1 .. H+1,
i,
0.0

), i = 1 .. 11);
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterP’)(’value’) =

display(
seq(GxP[i], i = 1 .. 11),
labels = ["Tempo", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
);
GPporX[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"G",
MatrizP,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-1 .. H+1,
contMatriz,
0,
"C",
cyan,
false

);
GPporXsemL[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"G",
MatrizP,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-1 .. H+1,
contMatriz,
0,
"S",
cyan,
true
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);
EPporX[contMatriz] :=

GraficoPorX(
"E",
MatrizP,
[seq(dx * nig * i, i = 0 .. 10)],
-1 .. H+1,
contMatriz,
0,
cyan,
false

);
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterPporX’)(’value’) =

display(
GPporXsemL[contMatriz],
labels = ["Comprimento", "Profundidade"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

fi:
end proc:

Procedimento - Interpolacao(Matriz, gra)

Interpolacao := proc(Matriz, gra)
local vInt, wInt, fInt, yInt, a1Int, a2Int, AInt, BInt;

vInt := Array([seq(
dt * (i-1) * nig,
i = 1 .. contMatriz+1

)]
);

wInt := Array([seq(
nig * (i-1) * dx,
i = 1 .. 11

)]
);

fInt :=
proc (i, j)
options operator,
arrow;

Matriz[i, j]
end proc;

yInt := Matrix(
contMatriz+1,
11,
[seq(

[seq(
evalf(Matriz[j, i]),
i = 1 .. 11

)],
j = 0 .. contMatriz

)]
);

a1Int := Matrix(
contMatriz * dt * nig,
lc,
proc (i, j)
options operator,
arrow;

i
end proc

);
a2Int := Matrix(

contMatriz * dt * nig,
lc,
proc (i, j)
options operator,
arrow;

j
end proc

);
AInt := ArrayTools[Concatenate](3, a1Int, a2Int);
BInt := ArrayInterpolation(

[vInt, wInt],
yInt,
AInt,
method = spline,
degree = 3

);
if gra = "1" then

return Matrix(BInt)
elif gra = "2" then

return [seq(
seq(

[vInt[i], wInt[j], yInt[i, j]],
j = 1 .. 11

),
i = 1 .. contMatriz+1

)]
fi:

end proc:

Procedimento - CalculoGrafico3D(CVP, Matriz, gra)

CalculoGrafico3D := proc(CVP, Matriz, gra)
global InterpolacaoC, InterpolacaoV, InterpolacaoP;

if CVP = "V" then
if gra = "1" then

return matrixplot(
Interpolacao(Matriz, gra),
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axes = boxed,
labels = [

"Tempo",
"Comprimento",
"Velocidade"

],
labeldirections = [

horizontal,
horizontal,
vertical

],
title = "Velocidade - V(t,x)"

)
elif gra = "2" then

return pointplot3d(
Interpolacao(Matriz, gra),
symbol = point,
thickness = 15,
axes = boxed,
labels = [

"Tempo",
"Comprimento",
"Velocidade"

],
labeldirections = [

horizontal,
horizontal,
vertical

],
title = "Matriz Velocidade"

)
fi:

elif CVP = "P" then
if gra = "1" then

return matrixplot(
Interpolacao(Matriz, gra),
axes = boxed,
labels = [

"Tempo",
"Comprimento",
"Profundidade"

],
labeldirections = [

horizontal,
horizontal,
vertical

],
title = "Profundidade - P(t,x)"

)
elif gra = "2" then

return pointplot3d(
Interpolacao(Matriz, gra),

symbol = point,
thickness = 15,
axes = boxed,
labels = [

"Tempo",
"Comprimento",
"Profundidade"

],
labeldirections = [

horizontal,
horizontal,
vertical

],
title = "Matriz Profundidade")

fi:
fi:

end proc:

Procedimento - Grafico3D(CVP, Matriz)

Grafico3D := proc(CVP, Matriz)
global InterpolacaoV1, InterpolacaoV2,

InterpolacaoP1, InterpolacaoP2,
Graficos;

Graficos :=
Maplet(

’onstartup’ = ’Action1’,
’reference’ = ’PlotaPVI’,
Plotter(

’background’ = "#FFFFFF",
’continuous’ = ’true’,
’delay’ = ’100’,
’height’ = ’500’,
’reference’ = ’Plotter1’,
’visible’ = ’true’,
’width’ = ’600’,
’value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"1")

),
Plotter(

’background’ = "#FFFFFF",
’continuous’ = ’true’,
’delay’ = ’100’,
’height’ = ’500’,
’reference’ = ’Plotter2’,
’visible’ = ’true’,
’width’ = ’600’,
’value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"2")

),
BoxLayout(

’background’ = "#D6D3CE",
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’border’ = ’false’,
’halign’ = ’center’,
’inset’ = ’5’,
’reference’ = ’BoxLayout1’,
’valign’ = ’center’,
’vertical’ = ’false’,
’visible’ = ’true’,
BoxRow(

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Matriz Interpolada",

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’ = ’never’,
’value’ = ’Plotter1’,
’vscroll’ = ’never’

)
),
BoxRow(

BoxRow(
Label[’TTM’](

’caption’=
cat(

"0 <= T < ",
convert(

evalf(dt * nig * contMatriz,5),
string

)
)

),
TextField[’TFPTM’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Label[’XXM’](
’caption’=

cat(
"0 <= x <= ",
convert(lc,string)

)
),
TextField[’TFPxM’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Button(
" Calcular ",
Evaluate(

’function’ = ’AplicarEq3D(

CVP,
TFPTM,
TFPxM,
"I"

)’,
’target’ = ’TFRM’

)
)

),
BoxRow(

Label[’MTxM’](
’caption’=cat(

CVP,
"(T,x)"

)
),
TextField[’TFRM’](

’width’ = 10,
’editable’ = ’true’

)
)

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,’caption’="Matriz Tabela",

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’ = ’never’,
’value’ = ’Plotter2’,
’vscroll’ = ’never’

)
),
BoxRow(

BoxRow(
Label[’TTI’](

’caption’=
cat(

"0 <= i <= ",
convert(contMatriz,string)

)
),
TextField[’TFPTI’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Label[’XXI’](
’caption’="1 <= j <= 11"

),
TextField[’TFPxI’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
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),
BoxRow(

Button(
" Calcular ",
Evaluate(

’function’ = ’AplicarEq3D(
CVP,
TFPTI,
TFPxI,
"M"

)’,
’target’ = ’TFRI’

)
)

),
BoxRow(

Label[’MTxI’](
’caption’=cat(CVP,"(i,j)")

),
TextField[’TFRI’](

’width’ = 10,
’editable’ = ’true’

)
)

)
)

)
),

Window(
’layout’ = ’BoxLayout1’,
’reference’ = ’Window1’,
’resizable’ = ’true’,
’title’ = "Gr áficos 3D"

),
Action(

’reference’ = ’Action1’,
RunWindow(’window’ = ’Window1’)

)
);
Maplets[Display](Graficos)

end proc:

Procedimento - AplicarEq3D(CVP, TFPT, TFPx, MI)

AplicarEq3D := proc(CVP, TFPT, TFPx, MI)
if MI = "M" then

if CVP = "V" then
MatrizV[TFPT, TFPx]

elif CVP = "P" then
MatrizP[TFPT, TFPx]

fi:

elif MI = "I" then
if CVP = "V" then

Interpolacao(MatrizV, "1")[TFPT, TFPx]
elif CVP = "P" then

Interpolacao(MatrizP, "1")[TFPT, TFPx]
fi:

fi:
end proc:

Maplet Raı́z

with (Maplets[Elements]):
maplet :=

Maplet(
’onstartup’=’Action1’,
’reference’=’Maplet1’,
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’150’,
’reference’=’PlotterVporX’,
’visible’=’true’,’width’=’350’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’150’,
’reference’=’PlotterPporX’,
’visible’=’true’,
’width’=’350’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’150’,
’reference’=’PlotterV’,
’visible’=’true’,
’width’=’350’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’150’,
’reference’=’PlotterP’,
’visible’=’true’,
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’width’=’350’
),
Action(

’reference’=’clickButtonPrograma’,
Evaluate(

’function’=’Programa(
txtG,
txtNX,
txtLC,
txtH,
txtERRO,
txtVAZAO

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Calcular",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonPrograma’,
’reference’=’ButtonPrograma’,
’visible’=’true’,width=200

),
Action(

’reference’=’clickButtonEquacaoV’,
Evaluate(’function’=’EquacaoBotao("V")’)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão V(T)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoV’,
’reference’=’ButtonEquacaoV’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabelaV’,
Evaluate(

’function’=’TabelaV()’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela V",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabelaV’,

’reference’=’ButtonTabelaV’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
Action(

’reference’=’clickButtonGrafico3DV’,
Evaluate(

’function’=’Grafico3D("V",MatrizV)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico V - 3D",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonGrafico3DV’,
’reference’=’ButtonGrafico3DV’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
Action(

’reference’=’clickButtonEquacaoP’,
Evaluate(

’function’=’EquacaoBotao("P")’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão P(T)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoP’,
’reference’=’ButtonEquacaoP’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabelaP’,
Evaluate(

’function’=’TabelaP()’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela P",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabelaP’,
’reference’=’ButtonTabelaP’,
’visible’=’true’,



264

’width’=’170’
),
Action(

’reference’=’clickButtonGrafico3DP’,
Evaluate(

’function’=’Grafico3D("P",MatrizP)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico P - 3D",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonGrafico3DP’,
’reference’=’ButtonGrafico3DP’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtG’,
’value’="9.807",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtNX’,
’value’="100",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtLC’,
’value’="400",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtH’,
’value’="5",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtERRO’,
’value’="0.000001",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtVAZAO’,
’value’="x -> piecewise(

x < 60,
(-1) * 0.1 * x,
x < 80,
-6+0.1 * (x-60),
80 <= x,
-4

)",
’visible’=’true’,
’width’=’35’

),
Label(

’caption’=" nig = nx/10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNIG’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" dx = lc/nx ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelDX’,
’visible’=’true’

),
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Label(
’caption’=" dT = 0.05 * dx ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelDT’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" cˆ2 = g * H ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelC2’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" x[i] = nig * i * dx, 0 <= i <= 10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelXI’,
’visible’=’true’

),
TextBox(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",’height’=’1’,
’reference’=’TB1Vel’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’,
’wrapped’=’true’,
’value’=" T = x[0] = x[1] =

x[2] = x[3] = x[4] =
x[5] = x[6] = x[7] =
x[8] = x[9] = x[10] "

),
TextBox(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’height’=’1’,
’reference’=’TB1Pro’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’,
’wrapped’=’true’,
’value’=" T = x[0] = x[1] =

x[2] = x[3] = x[4] =
x[5] = x[6] = x[7] =
x[8] = x[9] = x[10] "

),
Action(

’reference’=’onchangeCBVporX’,
Evaluate(

’function’=’ChamaGraficoPorX(
"V",
CBVporX,
0,0,0,0,0,0,0,0,0

)’
)

),
ComboBox(

’reference’=’CBVporX’,
’width’=’50’,
"0",
sort([0]),
’onchange’=’onchangeCBVporX’

),
Action(

’reference’=’onchangeCBPporX’,
Evaluate(

’function’=’ChamaGraficoPorX(
"P",
CBPporX,
0,0,0,0,0,0,0,0,0

)’
)

),
ComboBox(

’reference’=’CBPporX’,
’width’=’50’,
"0",
sort([0]),
’onchange’=’onchangeCBPporX’

),
Action(

’reference’=’clickButtonEquacaoVporX’,
Evaluate(

’function’=’EquacaoPorX(
"V",
CBVporX,
ChamarEquacaoPorX(

"V",
CBVporX

)
)’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão V(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoVporX’,
’reference’=’ButtonEquacaoVporX’,
’visible’=’true’

),
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Action(
’reference’=’clickButtonEquacaoPporX’,
Evaluate(’function’=’EquacaoPorX(

"P",
CBPporX,
ChamarEquacaoPorX(

"P",
CBPporX

)
)’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão P(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoPporX’,
’reference’=’ButtonEquacaoPporX’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnalisePporX’,
Evaluate(’function’=’AnaliseDoGrafico(

"P",
"PlotterPporX"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áficos P(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnalisePporX’,
’reference’=’ButtonAnalisePporX’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnaliseVporX’,
Evaluate(’function’=’AnaliseDoGrafico(

"V",
"PlotterVporX"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áficos V(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnaliseVporX’,

’reference’=’ButtonAnaliseVporX’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnimarVporX’,
Evaluate(’function’=’animarporx("V")’),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterVporX’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnimarVporX’,
’reference’=’ButtonAnimarVporX’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnimarPporX’,
Evaluate(’function’=’animarporx("P")’),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterPporX’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnimarPporX’,
’reference’=’ButtonAnimarPporX’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’clickGraficosPport’,
Evaluate(’function’=’ZerarMarcar()’),
Evaluate(’function’=’AnaliseDoGraficoPort(

"P",
"PlotterPport"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico P(T)",
’enabled’=’true’,
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’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickGraficosPport’,
’reference’=’ButtonGraficosPport’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
Action(

’reference’=’clickGraficosVport’,
Evaluate(’function’=’ZerarMarcar()’),
Evaluate(’function’=’AnaliseDoGraficoPort(

"V",
"PlotterVport"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico V(T)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickGraficosVport’,
’reference’=’ButtonGraficosVport’,
’visible’=’true’,
’width’=’170’

),
BoxLayout(

’background’="#D6D3CE",
’border’=’false’,
’halign’=’center’,
’inset’=’5’,
’reference’=’BoxLayout1’,
’valign’=’center’,
’vertical’=’false’,
’visible’=’true’,

BoxColumn(
BoxRow(

BoxColumn(
BoxRow(

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Dados de Entrada",

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="(lc)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtLC’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,

’caption’="(H)",
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’txtH’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(g)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtG’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(nx)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtNX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(Erro)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtERRO’,
’vscroll’=’never’

)
)

),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Consideraç ões",

BoxColumn(’border’=’true’,
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonPrograma’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelNIG’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,
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BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelDX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelDT’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelC2’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelXI’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
),
BoxRow(

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Funç ão Vaz ão",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtVAZAO’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’=’Velocidade’,

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabelaV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGrafico3DV’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterV’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGraficosVport’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterVporX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’CBVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnimarVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnaliseVporX’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
),
BoxColumn(
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’border’=’true’,
’caption’=’Profundidade’,

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabelaP’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGrafico3DP’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterP’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoP’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGraficosPport’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterPporX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’CBPporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoPporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnimarPporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnalisePporX’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
)

),
BoxRow(

’border’=’true’,
’caption’="Velocidade T/x[i]",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’TB1Vel’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

’border’=’true’,
’caption’="Profundidade T/x[i]",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’TB1Pro’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
),

Window(
’layout’=’BoxLayout1’,
’reference’=’Window1’,
’resizable’=’true’,
’title’="Maplet"

),
Action(’reference’=’Action1’,
RunWindow(’window’=’Window1’))):
Maplets[Display](maplet);
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ANEXO B -- TEL ÉGRAFO

restart:
with(Maplets[Elements]):
with(CurveFitting):
with(plots):
with(LinearAlgebra):
with(Student[Calculus1]):
with(plots, implicitplot):
with(plottools):
Digits:=6:
interface(displayprecision = 5):

Procedimento - condini()

cond_ini := proc(x)
local p, q, v:

p := -0.02;
q := 0.00;
v := 1.02 + p * x;

return([v,p,q]):
end proc:

Procedimento - condxp()

cond_xp := proc(t)
local v, q:

if t < 0.00015 then
q := (1.5 - vxp)/0.00015;
v := vxp + q * t;

return([v,q]):
elif t < 0.07 then

q := -0.25/0.06985;
v := 1.5 + q * (t - 0.00015);
return([v,q]):

elif t < 1.0 then
q := -1.25/0.93;
v := 1.25 + q * (t - 0.07);
return([v,q]):

else
q := 0.0:
v := 0.0;
return([v,q]):

fi:
end proc:

Procedimento - inter vpq()

inter_vpq := proc(xx)
local i, ini, aux, vx, px, qx:

i := 1 + trunc(xx/dx);
if i > nx then

i := nx;
fi:

ini := i - 1;
aux := (xx - x[ini])/dx;

vx := v1[ini] + (v1[i] - v1[ini]) * aux:
px := p1[ini] + (p1[i] - p1[ini]) * aux:
qx := q1[ini] + (q1[i] - q1[ini]) * aux:
return([vx,px,qx]):

end proc:
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Procedimento - SplineV

SplineV := proc (c)
options operator,
arrow;
Spline(

[seq(x[i], i = 0 .. round(nx))],
[seq(v1[i], i = 0 .. round(nx))],
c,
degree = 1

):
end proc:

Procedimento - SplineP

SplineP := proc (c)
options operator,
arrow;
Spline(

[seq(x[i], i = 0 .. round(nx))],
[seq(p1[i], i = 0 .. round(nx))],
c,
degree = 1

):
end proc:

Procedimento - SplineQ

SplineQ := proc (c)
options operator,
arrow;
Spline(

[seq(x[i], i = 0 .. round(nx))],
[seq(q1[i], i = 0 .. round(nx))],
c,
degree = 1

):
end proc:

Procedimento - p interior()

p_interior := proc(m)
local pr,pl,qr,ql,vr,vl,fr,fl,xr,xl:
global p2, q2, v2:

xr := evalf(x[m] + dt):

xl := evalf(x[m] - dt):
vr := evalf(SplineV(xr)):
pr := evalf(SplineP(xr)):
qr := evalf(SplineQ(xr)):
vl := evalf(SplineV(xl)):
pl := evalf(SplineP(xl)):
ql := evalf(SplineQ(xl)):
fr := -(vr + alfa * qr):
fl := -(vl + alfa * ql):
p2[m] := evalf(0.5 * (qr - ql + pr + pl + dt * (fl - fr))):
q2[m] := evalf(0.5 * (qr + ql + pr - pl - dt * (fl + fr))):
v2[m] := vl + 0.5 * dt * (q2[m] + p2[m] + ql + pl):

end proc:

Procedimento - linha()

linha := proc()
local i:
global t,

v1,v2,
SplineV,
p1,p2,
SplineP,
q1,q2,
SplineQ:

for i from 0 to nx do
v1[i] := v2[i]:
p1[i] := p2[i]:
q1[i] := q2[i]:

od:
for i from 1 to ixp-1 do

p_interior(i):
od:
for i from ixp+1 to nx-1 do

p_interior(i):
od:
for i from 0 to 10 * nx do

np_interior(i)
od:
v2[0] := v2[1]:
p2[0] := p2[1]:
q2[0] := q2[1]:
v2[round(nx)] := v2[round(nx-1)]:
p2[round(nx)] := p2[round(nx-1)]:
q2[round(nx)] := q2[round(nx-1)]:
v2[ixp] := cond_xp(t)[1]:
q2[ixp] := cond_xp(t)[2]:
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if ixp = 0 then
p2[ixp] := (v2[1] - v2[0])/dx:

elif ixp = nx then
p2[ixp] := (v2[round(nx)] - v2[round(nx-1)])/dx:

else
p2[ixp] := 0.5 * (v2[ixp+1] - v2[ixp-1])/dx:

fi:
end proc:

Procedimento - Gravar()

Gravar := proc()
global GraficoPorX,

EquacaoPorX,
GraficoPorT,
EquacaoPorT:

local j:
Tabelar():
GraficoPorX[LINHA] := plot(

SplineV(x),
x = 0..1,
y = 0..1.5,
labels = ["comprimento", "Tensao"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

):
EquacaoPorX[LINHA] := proc(c)

options operator,
arrow;
SplineV(c):

end proc:
for j from 1 to 11 do

GraficoPorT[j] := plot(
spline(

[seq((i-1) * dt * nigt, i = 1..LINHA)],
[seq(MatrizV[i,j], i = 1..LINHA)],
c,
cubic

),
c = 0 .. t,
y = 0 .. 1.5,
labels = ["tempo", "Tensao"],
labeldirections = [horizontal, vertical],
transparency = 0.5,
color = red

):
EquacaoPorT[j] := proc(c)

options operator,
arrow;
spline(

[seq((i-1) * dt * nigt, i = 1..LINHA)],

[seq(MatrizV[i,j], i = 1..LINHA)],
c,

cubic
):

end proc:
od:
Maplets:-Tools:-Set(CBVporX(itemlist) =

[seq(
convert(evalf(dt * nigt * i, 5), string),
i = 0 .. LINHA

)]
):

end proc:

Procedimento - mcar

m_car := proc()
global vxp,

qxp,
pxp,
x,
q1, q2,
v1, v2,
p1, p2,
xp, ixp,
nigx, nigt,
t, dx, dt,
lc, nx, erro,
LINHA, MatrizV,
GraficoPorX,
GraficoPorT,
EquacaoPorX,
EquacaoPorT:

local i, j:
lc := 1.0:
nx := 10:
erro := 0.01:
nigx := trunc(nx/10):
nigt := 10 * nigx:
dx := lc/nx:
dt := 0.001 * dx:
ixp := round(xp/dx):
for i from 0 to nx do

x[i] := i * dx:
v2[i] := cond_ini(x[i])[1];
p2[i] := cond_ini(x[i])[2];
q2[i] := cond_ini(x[i])[3];

od:
for i from 0 to 10 do

MatrizV[1, i+1] := x[nigx * i]:
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od:
t := 0.0:
j := nigt:
if j >= nigt then

j := 0:
LINHA := LINHA + 1:
j := 0:
for i from 0 to 10 do

MatrizV[LINHA,i+1] := v2[nigx * i]:
od:
Gravar():

fi:
j := j + 1:
t := t + dt:
linha(t):
while (v2[0] >= erro) and (v2[round(nx)] >= erro) do

if j >= nigt then
LINHA := LINHA + 1:
j := 0:
for i from 0 to 10 do

MatrizV[LINHA,i+1] := v2[nigx * i]:
od:
Gravar():
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =

GraficoPorX[LINHA]
):
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterV’)(’value’) =

display(seq(GraficoPorT[i],i=1..10))
):

fi:
j := j + 1:
t := t + dt:
linha(t):

od:
end proc:

Procedimento - Programa()

Programa := proc()
global LINHA, MatrizV, alfa, xp, vxp, pxp, qxp:

alfa := 0.3:
xp := 0.7:
LINHA := 1:
vxp := cond_ini(xp)[1]:
pxp := cond_ini(xp)[2]:
qxp := cond_ini(xp)[3]:
m_car():

end proc:

Procedimento - Tabelar()

Tabelar := proc ()
local d;

d := 4;
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’appendline’) = "");
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(t, 4)
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 1], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 2], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 3], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 4], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 5], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 6], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 7], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =
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evalf(MatrizV[LINHA, 8], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 9], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 10], d));
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

" | "
);
Maplets:-Tools:-Set((’TB1V’)(’append’) =

evalf(MatrizV[LINHA, 11], d)
);

end proc:

Procedimento - TabelaV

TabelaV := proc ()
global tabela;

tabela := Maplet([BoxCell(Table(
["t/x", "0.0", "0.1", "0.2", "0.3", "0.4",

"0.5", "0.6", "0.7", "0.8", "0.9", "1.0"],
[seq([

evalf(dt * nx * (i-2),3),
MatrizV[i, 1],
MatrizV[i, 2],
MatrizV[i, 3],
MatrizV[i, 4],
MatrizV[i, 5],
MatrizV[i, 6],
MatrizV[i, 7],
MatrizV[i, 8],
MatrizV[i, 9],
MatrizV[i, 10],
MatrizV[i, 11]

],i = 2 .. LINHA)]),
’as_needed’),
Button("OK", Shutdown())]);
Maplets[Display](tabela)

end proc:

Procedimento - ZerarMarcar()

ZerarMarcar := proc ()

global GraficoPorT_cont:
local i:

for i from 0 to 10 do
GraficoPorT_cont[i+1] := 0:

od:
end proc:

Procedimento - Marcar()

Marcar := proc (CheckBox, num, plotter)
global GraficoPorT_cont, GraficoPorT_show;
local i:

GraficoPorT_show := [
implicitplot(

[y = 0, x = 0],
x = 0..t,
y = 0..1.5,
color = black,
labels = ["tempo", "Tensao"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
]:
if CheckBox then

GraficoPorT_cont[num] := 1:
else

GraficoPorT_cont[num] := 0:
end if:
for i from 0 to 10 do

if GraficoPorT_cont[i+1] = 1 then
GraficoPorT_show :=

GraficoPorT_show,
GraficoPorT[i+1]:

fi:
od:
Maplets:-Tools:-Set((’plotter’)(’value’) =

display(
GraficoPorT_show,
labels = ["Tempo", "Tens ão"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
):

end proc:

Procedimento - AnaliseDoGraficoPort()
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AnaliseDoGraficoPort:=proc(CVP,plotter)
global AnaliseGraficaVouPporT:

AnaliseGraficaVouPporT:=Maplet(
onstartup = RunWindow(MAIN),

Window[MAIN](’title’="An álise Gr áfica",
[

[
Plotter[plotter](height=500, width=800)

],
[

CheckBox[’CheckBox000’](
caption="x[0]",
’onchange’=’ActionCheckBox000’

),
CheckBox[’CheckBox040’](

caption="x[1]",
’onchange’=’ActionCheckBox040’

),
CheckBox[’CheckBox080’](

caption="x[2]",
’onchange’=’ActionCheckBox080’

),
CheckBox[’CheckBox120’](

caption="x[3]",
’onchange’=’ActionCheckBox120’

),
CheckBox[’CheckBox160’](

caption="x[4]",
’onchange’=’ActionCheckBox160’

),
CheckBox[’CheckBox200’](

caption="x[5]",
’onchange’=’ActionCheckBox200’

),
CheckBox[’CheckBox240’](

caption="x[6]",
’onchange’=’ActionCheckBox240’

),
CheckBox[’CheckBox280’](

caption="x[7]",
’onchange’=’ActionCheckBox280’

),
CheckBox[’CheckBox320’](

caption="x[8]",
’onchange’=’ActionCheckBox320’

),
CheckBox[’CheckBox360’](

caption="x[9]",
’onchange’=’ActionCheckBox360’

),
CheckBox[’CheckBox400’](

caption="x[10]",
’onchange’=’ActionCheckBox400’

)
]

]
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox000’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox000,1,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox040’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox040,2,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox080’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox080,3,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox120’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox120,4,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox160’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox160,5,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox200’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox200,6,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox240’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox240,7,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox280’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox280,8,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox320’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox320,9,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox360’,
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Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox360,10,plotter)’

)
),
Action(’reference’=’ActionCheckBox400’,

Evaluate(
’function’=’Marcar(CheckBox400,11,plotter)’

)
)

):
Maplets[Display](AnaliseGraficaVouPporT):

end proc:

Procedimento - Equacao()

Equacao := proc(
CVP, RB1, RB2, RB3, RB4, RB5,
RB6, RB7, RB8, RB9, RB10, RB11

)
if RB1 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[1](T)):
elif RB2 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[2](T)):
elif RB3 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[3](T)):
elif RB4 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[4](T)):
elif RB5 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[5](T)):
elif RB6 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[6](T)):
elif RB7 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[7](T)):
elif RB8 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[8](T)):
elif RB9 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[9](T)):
elif RB10 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[10](T)):
elif RB11 = "true" then

MathML[Export](EquacaoPorT[11](T)):
end if:

end proc:

Procedimento - AplicarEq2D()

AplicarEq2D := proc(
CVP, Ponto, RB1,

RB2, RB3, RB4,
RB5, RB6, RB7,
RB8, RB9, RB10, RB11

)
if RB1 = "true" then

EquacaoPorT[1](evalf(Ponto, 5))
elif RB2 = "true" then

EquacaoPorT[2](evalf(Ponto, 5))
elif RB3 = "true" then

EquacaoPorT[3](evalf(Ponto, 5))
elif RB4 = "true" then

EquacaoPorT[4](evalf(Ponto, 5))
elif RB5 = "true" then

EquacaoPorT[5](evalf(Ponto, 5))
elif RB6 = "true" then

EquacaoPorT[6](evalf(Ponto, 5))
elif RB7 = "true" then

EquacaoPorT[7](evalf(Ponto, 5))
elif RB8 = "true" then

EquacaoPorT[8](evalf(Ponto, 5))
elif RB9 = "true" then

EquacaoPorT[9](evalf(Ponto, 5))
elif RB10 = "true" then

EquacaoPorT[10](evalf(Ponto, 5))
elif RB11 = "true" then

EquacaoPorT[11](evalf(Ponto, 5))
fi:

end proc:

Procedimento - EquacaoBotao()

EquacaoBotao := proc (CVP)
global Equacoes;

Equacoes := Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’ = "Equaç ões",
[
[

RadioButton[RB1](
cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 0,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB2](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 1,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB3](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 2,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB4](
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cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 3,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB5](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 4,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB6](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 5,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB7](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 6,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB8](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 7,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB9](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 8,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB10](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 9,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

),
RadioButton[RB11](

cat(cat("x[",convert(dx * nigx * 10,string)),"]"),
’group’ = ’BG1’

)
],
[

MathMLViewer(height = 500,
width = 200,
’background’ = "#FFFFFF",
’fontsize’ = ’8’,
’foreground’ = "#000000",
’reference’ = ’MathMLEquacao’

)
],
[

Label[’T’](’caption’=’T’),
TextField[’TFP’](’width’ = 30, ’editable’ = ’true’),
Button(" Calcular ",

Evaluate(
’function’ = ’AplicarEq2D(

CVP,
TFP,
convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),

convert(RB4, string),
convert(RB5, string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert(RB10, string),
convert(RB11, string)

)’,
’target’ = ’TFR’

)
),
Label[’fT’](’caption’=cat(CVP,"(T)")),
TextField[’TFR’](

’width’ = 30,
’editable’ = ’true’

)
]
]
),
Action(’reference’ = ’Action1’,

Evaluate(
’function’ = ’Equacao(

CVP,
convert(RB1, string),
convert(RB2, string),
convert(RB3, string),
convert(RB4, string),
convert(RB5, string),
convert(RB6, string),
convert(RB7, string),
convert(RB8, string),
convert(RB9, string),
convert(RB10, string),
convert(RB11, string)

)’,
’target’ = ’MathMLEquacao’

)
),
ButtonGroup[’BG1’](onchange = Action1));

Maplets[Display](Equacoes):
end proc:

Procedimento - ChamaGraficoPorX()

ChamaGraficoPorX := proc(
CVP, num1, num2, num3, num4,
num5, num6, num7, num8, num9, num10
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)
global GraficoPorX:

GraficoPorX[0] := pointplot([0, 0]);
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =

display(
GraficoPorX[trunc(num1/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num2/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num3/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num4/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num5/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num6/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num7/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num8/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num9/(dt * nigt))],
GraficoPorX[trunc(num10/(dt * nigt))],
labels = ["Comprimento", "Tens ão"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

end proc:

Procedimento - AnaliseDoGrafico()

AnaliseDoGrafico := proc(CVP,plotter)
global AnaliseGrafica:

AnaliseGrafica:=Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’="An álise Gr áfica",
[

[
Plotter[plotter](height=500, width=800)

],
[

ComboBox(’reference’=’CB1VporX’,
’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB1VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB2VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB2VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB3VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB3VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB4VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB4VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB5VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB5VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB6VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB6VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB7VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB7VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB8VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB8VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB9VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB9VporX’

),
ComboBox(’reference’=’CB10VporX’,

’width’=’75’,
"0",
sort([seq(dt * i * nigt,i=0..LINHA)]),
’onchange’=’onchangeCB10VporX’

)
]
]

),
Action(’reference’=’onchangeCB1VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
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CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB2VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB3VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB4VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB5VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,

CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB6VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB7VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB8VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB9VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
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CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

),
Action(’reference’=’onchangeCB10VporX’,

Evaluate(
’function’=

’ChamaGraficoPorX(
CVP,
CB1VporX,CB2VporX,
CB3VporX,CB4VporX,
CB5VporX,CB6VporX,
CB7VporX,CB8VporX,
CB9VporX,CB10VporX

)’
)

)
):
Maplets[Display](AnaliseGrafica):

end proc:

Procedimento - animarporx()

animarporx := proc (CVP)
global GraficoPorX:

Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVporX’)(’value’) =
display(

seq(GraficoPorX[i], i = 3 .. LINHA),
insequence = true,
labels = ["Comprimento", "Tens ão"],
labeldirections = [horizontal, vertical]

)
)

end proc:

Procedimento - ChamarEquacaoPorX()

ChamarEquacaoPorX := proc (CVP, num)
if num <> 0 then

return EquacaoPorX[trunc(num/(dt * nigt))](x)
else

return 0.
fi

end proc:

Procedimento - AplicarEmX()

AplicarEmX := proc (CVP, num, TFx)
if num <> 0 then

return
EquacaoPorX[trunc(num/(dt * nigt))](evalf(TFx))

else
return 0.

fi
end proc:

Procedimento - EquacoesPorX()

EquacoesPorX := proc(CVP,num,eq)
global equacaoporx:

equacaoporx:=Maplet(onstartup = RunWindow(MAIN),
Window[MAIN](’title’="Equaç ões",

[
[

MathMLViewer(height=500,
width=200,
’background’="#FFFFFF",
’fontsize’=’8’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’MathMLEquacaoPorX’,
’value’=eq

)
],
[

Label[XXX](’caption’=’x’),
TextField[TFX](’width’=30, ’editable’=’true’),
Button(

"Calcular",
Evaluate(

’function’=’AplicarEmX(CVP,num,TFX)’,
’target’=’TFR’

)
),
Label[VVV](’caption’=cat(convert(CVP,string),"(x)") ),
TextField[TFR](’width’=30, ’editable’=’true’)

]
]

),
Action(’reference’=’Action1’,

Evaluate(
’function’=’ChamarEquacaoPorX(CVP,num)’,
’target’=’MathMLEquacaoPorX’
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)
),
ButtonGroup[’BG1’](onchange=Action1)

):
Maplets[Display](equacaoporx):

end proc:

Procedimento - Interpolacao()

Interpolacao := proc (Matriz, gra)
local vInt, wInt, fInt, yInt, a1Int, a2Int, AInt, BInt;

vInt := Array([seq(dt * nigt * (i-1), i = 1 .. LINHA)]);
wInt := Array([seq(nigx * (i-1) * dx, i = 1 .. 11)]);
fInt := proc (i, j)

options operator,
arrow;
Matriz[i, j]

end proc;
yInt := Matrix(

LINHA,
11,
[seq(

[seq(
evalf(Matriz[j, i]),
i = 1 .. 11)],

j = 1 .. LINHA
)]

);
a1Int := Matrix(

LINHA,
11,
proc(i,j)
options operator,
arrow;

i
end proc);

a2Int := Matrix(
LINHA,
11,
proc(i,j)
options operator,
arrow;

j
end proc);

AInt := ArrayTools[Concatenate](3, a1Int, a2Int);
BInt := ArrayInterpolation(

[vInt, wInt],
yInt,
AInt,
method = spline,

degree = 3
);

if gra = "1" then
return Matrix(yInt)

elif gra = "2" then
return [seq(

seq(
[vInt[i], wInt[j], yInt[i, j]],
j = 1 .. 11

),
i = 1 .. LINHA

)]
fi

end proc:

Procedimento - CalculoGrafico3D()

CalculoGrafico3D := proc (CVP, Matriz, gra)
global InterpolacaoV, InterpolacaoP;

if gra = "1" then
return matrixplot(

Interpolacao(Matriz, gra),
axes = boxed,
labels = ["Tempo", "Comprimento", "Tens ão"],
labeldirections = [horizontal, horizontal, vertical],
title = "Tens ão - V(t,x)"

)
elif gra = "2" then

return pointplot3d(
Interpolacao(Matriz, gra),
symbol = point,
thickness = 15,
axes = boxed,
labels = ["Tempo", "Comprimento", "Tens ão"],
labeldirections = [horizontal, horizontal, vertical],
title = "Matriz Tens ão"

)
end if

end proc:

Procedimento - Grafico3D()

Grafico3D := proc (CVP, Matriz)
global InterpolacaoV1, InterpolacaoV2,

Graficos;
Graficos := Maplet(
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’onstartup’ = ’Action1’,
’reference’ = ’PlotaPVI’,

Plotter(’background’ = "#FFFFFF",
’continuous’ = ’true’,
’delay’ = ’100’,
’height’ = ’500’,
’reference’ = ’Plotter1’,
’visible’ = ’true’,
’width’ = ’600’,
’value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"1")

),
Plotter(’background’ = "#FFFFFF",

’continuous’ = ’true’,
’delay’ = ’100’,
’height’ = ’500’,
’reference’ = ’Plotter2’,
’visible’ = ’true’,
’width’ = ’600’,
’value’ = CalculoGrafico3D(CVP,Matriz,"2")

),
BoxLayout(’background’ = "#D6D3CE",

’border’ = ’false’,
’halign’ = ’center’,
’inset’ = ’5’,
’reference’ = ’BoxLayout1’,
’valign’ = ’center’,
’vertical’ = ’false’,
’visible’ = ’true’,

BoxRow(
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Matriz Interpolada",

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’ = ’never’,
’value’ = ’Plotter1’,
’vscroll’ = ’never’

)
),
BoxRow(

BoxRow(
Label[’TTM’](

’caption’=
cat(

"0 <= t < ",
convert(

evalf(dt * nigt * LINHA,5),
string

)
)

),

TextField[’TFPTM’](
’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),

BoxRow(
Label[’XXM’](

’caption’=
cat(

"0 <= x <= ",
convert(lc,string)

)
),
TextField[’TFPxM’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Button(" Calcular ",
Evaluate(

’function’ =
’AplicarEq3D(

CVP,
TFPTM,
TFPxM,
"I"

)’,
’target’ = ’TFRM’

)
)

),
BoxRow(

Label[’MTxM’](
’caption’=

cat(
CVP,
"(T,x)"

)
),
TextField[’TFRM’](

’width’ = 10,
’editable’ = ’true’

)
))

),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Matriz Tabela",

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’ = ’never’,
’value’ = ’Plotter2’,
’vscroll’ = ’never’
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)
),
BoxRow(

BoxRow(
Label[’TTI’](

’caption’=
cat(

"0 <= i <= ",
convert(LINHA,string)

)
),
TextField[’TFPTI’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Label[’XXI’](
’caption’=

"1 <= j <= 11"
),
TextField[’TFPxI’](

’width’ = 5,
’editable’ = ’true’

)
),
BoxRow(

Button(" Calcular ",
Evaluate(

’function’ =
’AplicarEq3D(

CVP,
TFPTI,
TFPxI,
"M"

)’,
’target’ = ’TFRI’

)
)

),
BoxRow(

Label[’MTxI’](
’caption’=

cat(
CVP,
"(i,j)"

)
),
TextField[’TFRI’](

’width’ = 10,
’editable’ = ’true’

)
))

)

)
),
Window(’layout’ = ’BoxLayout1’,

’reference’ = ’Window1’,
’resizable’ = ’true’,
’title’ = "Gr áficos 3D"

),
Action(

’reference’ = ’Action1’,
RunWindow(’window’ = ’Window1’)

));
Maplets[Display](Graficos)

end proc:

Procedimento - AplicarEq3D

AplicarEq3D := proc (CVP, TFPT, TFPx, MI)
if MI = "M" then

MatrizV[TFPT, TFPx]
elif MI = "I" then

Interpolacao(MatrizV, "1")[TFPT, TFPx]
fi

end proc:

Procedimento - Maplet Ráız

maplet :=
Maplet(’onstartup’=’Action1’,

’reference’=’Maplet1’,
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterVporX’,
’visible’=’true’,’width’=’600’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterV’,
’visible’=’true’,
’width’=’600’

),
Action(

’reference’=’clickButtonPrograma’,
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Evaluate(’function’=’Programa()’)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Calcular",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonPrograma’,
’reference’=’ButtonPrograma’,
’visible’=’true’,width=200

),
Action(

’reference’=’clickButtonEquacaoV’,
Evaluate(’function’=’EquacaoBotao("V")’)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão V(t)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoV’,
’reference’=’ButtonEquacaoV’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabelaV’,
Evaluate(

’function’=’TabelaV()’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela V",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabelaV’,
’reference’=’ButtonTabelaV’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickButtonGrafico3DV’,
Evaluate(’function’=’Grafico3D("V",MatrizV)’)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico V(x,t)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",

’onclick’=’clickButtonGrafico3DV’,
’reference’=’ButtonGrafico3DV’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Label(

’caption’=" nigx = trunc(nx/10) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNIGX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" nigt = 10 * nigx ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNIGT’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" dx = lc/nx ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelDX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" dt = 0.001 * dx ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelDT’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" ixp = round(xp/dx) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelIXP’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" x[i] = nigx * i * dx, 0 <= i <= 10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelXI’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" lc = 1 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelLC’,
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’visible’=’true’
),
Label(

’caption’=" nx = 10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" erro = 0.01 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelERRO’,
’visible’=’true’

),
TextBox(’background’="#FFFFFF",

’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’height’=’1’,
’reference’=’TB1V’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’,
’wrapped’=’true’,
’value’=" t = x[0] =

x[1] = x[2] =
x[3] = x[4] =
x[5] = x[6] =
x[7] = x[8] =
x[9] = x[10] "),

Action(
’reference’=’onchangeCBVporX’,
Evaluate(

’function’=
’ChamaGraficoPorX(

"V",
CBVporX,
0,0,0,0,0,0,0,0,0

)’
)

),
ComboBox(’reference’=’CBVporX’,

’width’=’50’,
"0",
sort([0]),
’onchange’=’onchangeCBVporX’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickButtonEquacaoVporX’,
Evaluate(

’function’=

’EquacoesPorX(
"V",
CBVporX,
ChamarEquacaoPorX("V",CBVporX)

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Equaç ão V(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonEquacaoVporX’,
’reference’=’ButtonEquacaoVporX’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnaliseVporX’,
Evaluate(

’function’=’AnaliseDoGrafico(
"V",
"PlotterVporX"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áficos V(x)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnaliseVporX’,
’reference’=’ButtonAnaliseVporX’,
’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnimarVporX’,
Evaluate(’function’=’animarporx("V")’),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterVporX’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnimarVporX’,
’reference’=’ButtonAnimarVporX’,



286

’visible’=’true’,
’width’=’130’

),
Action(

’reference’=’clickGraficosVport’,
Evaluate(’function’=’ZerarMarcar()’),
Evaluate(

’function’=’AnaliseDoGraficoPort(
"V",
"PlotterVport"

)’
)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Gr áfico V(t)",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickGraficosVport’,
’reference’=’ButtonGraficosVport’,
’visible’=’true’,’width’=’130’

),
BoxLayout(’background’="#D6D3CE",

’border’=’false’,
’halign’=’center’,
’inset’=’5’,
’reference’=’BoxLayout1’,
’valign’=’center’,
’vertical’=’false’,
’visible’=’true’,

BoxColumn(
BoxColumn(

BoxColumn(
BoxRow(

BoxRow(
’border’=’true’,
’caption’="Consideraç ões",

BoxColumn(’border’=’true’,
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelNIGX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelNIGT’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelDX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelDT’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelIXP’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelLC’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelNX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelERRO’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonPrograma’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
)

),
BoxRow(’border’=’true’,’caption’=’Tens ão’,

BoxColumn(
BoxRow(

BoxCell(
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’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabelaV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGrafico3DV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonGraficosVport’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterV’,
’vscroll’=’never’

)
)

),
BoxColumn(

BoxRow(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’CBVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonEquacaoVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,

’value’=’ButtonAnimarVporX’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnaliseVporX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterVporX’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
)

),
BoxRow(

’border’=’true’,
’caption’="Tens ão t/x[i]",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’TB1V’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
),

Window(
’layout’=’BoxLayout1’,
’reference’=’Window1’,
’resizable’=’true’,
’title’="Maplet"

),
Action(

’reference’=’Action1’,
RunWindow(’window’=’Window1’)

)):
Maplets[Display](maplet);
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ANEXO C -- MEMBRANA

restart:
with(Maplets[Elements]):
with(plots):
with(LinearAlgebra):
with(CurveFitting):
with(plots):
with(Statistics):
Digits:=6:
interface(displayprecision = 5):

Condições Iniciais

dx := 0.1:
dy := 0.1:
dt := 0.01:
nx := 40:
ny := 20:
p := 1:
t[0] := 0:
for i from 0 to nx do

x[i] := i * dx:
od:
for i from 0 to ny do

y[i] := i * dy:
od:
for i from 0 to nx do

for j from 0 to ny do
p1[i,j] := 0.1 *

(4-2 * (dx * i)) *
(2 * (dy * j)-(dy * j)ˆ2):

q1[i,j] := 0.1 *

(4 * dx * i-(dx * i)ˆ2) *
(2-2 * dy * j):

r1[i,j] := 0.0:
U1[i,j] := 0.1 *

(4 * (dx * i)-(dx * i)ˆ2) *
(2 * (dy * j)-(dy * j)ˆ2):

od:
od:
for i from 0 to nx/p do

for j from 0 to ny/p do
U_M_Numerica[i,j,0] := 0.1 *

(4 * (dx * i * p)-(dx * i * p)ˆ2) *
(2 * (p * dy * j)-(p * dy * j)ˆ2):

od:
od:
U_G_Numerica[0] :=

pointplot3d(
[seq(

seq(
[p * i * dx,p * j * dy,U_M_Numerica[i,j,0]],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p

)],
axes = boxed,
shading = zhue

):
cont_M := 0:
cont := 0:

Procedimento - dir xy()
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dir_xy := proc(m,n)
global p1, p2, px_p, px_l, px_p1, px_p2, px_r, p_p,

q1, q2, qy_p, qy_l, qy_p1, qy_p2, qy_r, q_p,
r1, r2, r_yp, r_xp,
px_m_lp, px_m_rp,
qy_m_lp, qy_m_rp,
U1, U2,
U_G_Numerica, U_G_Analitica,
U_M_Numerica, U_M_Analitica:

local i, xr, xl, yr, yl:
px_l := (p1[m+1,n-1] - p1[m-1,n-1])/(2 * dx):
px_r := (p1[m+1,n+1] - p1[m-1,n+1])/(2 * dx):
qy_l := (q1[m-1,n+1] - q1[m-1,n-1])/(2 * dy):
qy_r := (q1[m+1,n+1] - q1[m+1,n-1])/(2 * dy):

px_p1 := (p1[m+1,n] - p1[m-1,n])/(2 * dx):
px_p2 := (p1[m+1,n] - p1[m-1,n])/(2 * dx):
qy_p1 := (q1[m,n+1] - q1[m,n])/(2 * dx):
qy_p2 := (q1[m,n+1] - q1[m,n])/(2 * dx):

for i from 1 to 5 do
px_m_lp[m,n] := (px_l + px_p1)/2:

px_p1 := px_m_lp[m,n]:
px_m_rp[m,n] := (px_r + px_p2)/2:

px_p2 := px_m_rp[m,n]:
qy_m_lp[m,n] := (qy_l + qy_p1)/2:

qy_p1 := qy_m_lp[m,n]:
qy_m_rp[m,n] := (qy_r + qy_p2)/2:

qy_p2 := qy_m_rp[m,n]:
od:

px_p := (px_m_lp[m,n] + px_m_rp[m,n])/2:
qy_p := (qy_m_lp[m,n] + qy_m_rp[m,n])/2:
r_yp := evalf(

0.5 * (
r1[m,n-1] +
r1[m,n+1] -
q1[m,n-1] +
q1[m,n+1]

) +
0.5 * (

px_m_lp[m,n] +
px_m_rp[m,n]

) * dt
):

q2[m,n] := evalf(
0.5 * (

-r1[m,n-1] +
r1[m,n+1] +
q1[m,n-1] +
q1[m,n+1]

) +
0.5 * (

px_m_rp[m,n] -

px_m_lp[m,n]
) * dt

):
r_xp := evalf(

0.5 * (
r1[m-1,n] +
r1[m+1,n] -
p1[m-1,n] +
p1[m+1,n]

) +
0.5 * (

qy_m_lp[m,n] +
qy_m_rp[m,n]

) * dt
):

p2[m,n] := evalf(
0.5 * (

-r1[m-1,n] +
r1[m+1,n] +
p1[m-1,n] +
p1[m+1,n]

) +
0.5 * (

qy_m_rp[m,n] -
qy_m_lp[m,n]

) * dt
):

r2[m,n] := (r_yp + r_xp)/2:
U2[m,n] := U1[m-1,n-1] +

0.5 * dx * (p2[m,n] +
p2[m-1,n-1]) +
0.5 * dy * (q2[m,n] + q2[m-1,n-1]) +
0.5 * dt * (r2[m,n] + r2[m-1,n-1]):

end proc:

Procedimento - dir xy fronteira()

dir_xy_fronteira := proc()
global p2, q2, r2, U1, U2:
local i:

for i from 0 to nx do
U2[i,0] := 0:
p2[i,0] := 0:
r2[i,0] := 0:
q2[i,0] := U1[i,1]/dy:
U2[i,ny] := 0:
p2[i,ny] := 0:
r2[i,ny] := 0:
q2[i,ny] := -U1[i,ny-1]/dy:
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od:
for i from 0 to ny do

U2[0,i] := 0:
q2[0,i] := 0:
r2[0,i] := 0:
p2[0,i] := U1[1,i]/dx:
U2[nx,i] := 0:
q2[nx,i] := 0:
r2[nx,i] := 0:
p2[nx,i] := -U1[nx-1,i]/dx:

od:
end proc:

Procedimento - Matriz()

Matriz := proc()
global p1, q1, r1, U1,

Spline_p, Spline_q, Spline_r, Spline_U:
local i, j:

for i from 1 to nx-1 do
for j from 1 to ny-1 do

dir_xy(i,j)
od:

od:
dir_xy_fronteira():
for i from 0 to nx do

for j from 0 to ny do
p1[i,j] := p2[i,j]:
q1[i,j] := q2[i,j]:
r1[i,j] := r2[i,j]:
U1[i,j] := U2[i,j]:

od:
od:

end proc:

Procedimento - Grava()

Grava := proc(k,v)
global t, cont_M,

U_M_Numerica,
U_G_Numerica:

local i, j:
cont_M := cont_M + 1:
for i from 0 to nx/p do

for j from 0 to ny/p do
U_M_Numerica[i,j,cont_M] := U1[p * i,p * j]:

od:

od:
U_G_Numerica[cont_M] :=

pointplot3d(
[seq(

seq(
[p * i * dx,

p* j * dy,
U_M_Numerica[i,j,cont_M]

],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p

)],
axes = boxed,
shading = zhue

):
t[cont_M] := k * dt:

ChamaGrafico(trunc(t[cont_M])):
Maplets:-Tools:-Set(CB(itemlist) =

[seq(
convert(evalf(t[i], 4), string),
i = 0 .. cont_M)

]
):
Tabelar():

end proc:

Procedimento - tempo()

tempo := proc(u, v)
global p1, p2, px_p, px_l, px_p1, px_p2, px_r, p_p,

q1, q2, qy_p, qy_l, qy_p1, qy_p2, qy_r, q_p,
r1, r2, r_yp, r_xp,
px_m_lp, px_m_rp,
qy_m_lp, qy_m_rp,
U1, U2,
U_G_Analitica, U_G_Numerica,
U_M_Numerica, U_M_Analitica,
t, cont, cont_M:

local k, i, j:
for k from 1 to u do

cont := cont + 1:
Matriz():

if cont = v then
cont := 0:
Grava(k,v):
Tabelar():

fi:
od:
end proc:
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Procedimento - ChamaGrafico()

ChamaGrafico := proc(aux)
global Tab:

Maplets:-Tools:-Set((’PlotterNumerica’)(’value’) =
U_G_Numerica[trunc((aux/dt)/p)]

):
Tab := aux:

end proc:

Procedimento - Tabela()

Tabela := proc(U)
global tabela;

tabela := Maplet(
[

BoxCell(
Table(

["x/y", seq(p * i * dy,i = 0..ny/p)],
[seq(

[p * i * dx,seq(
U[i,j,trunc((Tab/dt)/p

)
],
j = 0..ny/p)
],
i = 0 .. nx/p

)]
),
’as_needed’

),
Button("OK", Shutdown())
]
);
Maplets[Display](tabela)

end proc:

Procedimento - Animar()

Animar := proc(AN)
global U_G_Numerica, U_G_Analitica:

if AN = "1" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterAnalitica’)(’value’) =

display(
seq(U_G_Analitica[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true

)
)

elif AN = "2" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterNumerica’)(’value’) =

display(
seq(U_G_Numerica[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true

)
)

fi:
end proc:

Maplet Raı́z

maplet :=
Maplet(’onstartup’=’Action1’,’reference’=’Maplet1’,

Plotter(
’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterAnalitica’,
’visible’=’true’,’width’=’400’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterNumerica’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTempo’,
Evaluate(’function’=’tempo(txtK,txtP)’)

),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Calcular",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTempo’,
’reference’=’ButtonPrograma’,
’visible’=’true’,width=150

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabela_Analitica’,
Evaluate(

’function’=’Tabela(U)’,
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‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela Anal ı́tica",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabela_Analitica’,
’reference’=’ButtonTabela_Analitica’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabela_Numerica’,
Evaluate(

’function’=’Tabela(U_M_Numerica,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela Num érica",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabela_Numerica’,
’reference’=’ButtonTabela_Numerica’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnima_Numerica’,
Evaluate(

’function’=’Animar("2")’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterNumerica’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar Gr áfico",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnima_Numerica’,
’reference’=’ButtonAnima_Numerica’,

’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnima_Analitica’,
Evaluate(

’function’=’Animar("1")’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterAnalitica’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar Gr áfico",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnima_Analitica’,
’reference’=’ButtonAnima_Analitica’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDX’,
’value’="0.1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDY’,
’value’="0.1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
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’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDT’,
’value’="0.01",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtK’,
’value’="5",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtP’,
’value’="1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
Label(

’caption’=" U(x,y,0) = 0.1(4x-xˆ2)(2y-yˆ2) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelU’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Ux(x,y,0) = 0.1(4-2x)(2y-yˆ2) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUx’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Uy(x,y,0) = 0.1(4x-xˆ2)(2-2y) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUy’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Ut(x,y,0) = 0 ",

’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUt’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" U = 0 (na fronteira) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUF’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" 0 <= x <= 4 ( x[i] = i dx) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" 0 <= y <= 2 ( y[i] = i dy) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelY’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" nx = 10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Oscilaç ão da Membrana ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelERRO’,
’visible’=’true’

),
Action(

’reference’=’onchangeCB’,
Evaluate(’function’=’ChamaGrafico(CB)’)

),
ComboBox(’reference’=’CB’,

"0",
sort([0]),
’onchange’=’onchangeCB’,
’width’=’150’

),
BoxLayout(’background’="#D6D3CE",

’border’=’false’,
’halign’=’center’,
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’inset’=’5’,
’reference’=’BoxLayout1’,
’valign’=’center’,
’vertical’=’false’,
’visible’=’true’,

BoxRow(
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Consideraç ões",

BoxColumn(’border’=’true’,
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelU’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelUx’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelUy’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelUt’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelUF’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,

’value’=’LabelY’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelERRO’,
’vscroll’=’never’

)
)

),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Dados de Entrada",

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Utilize (dx) igual a:",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Utilize (dy) igual a:",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDY’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Utilize (dt) igual a:",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDT’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Calcule (k) matrizes",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtK’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
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’caption’="Guarde 1 matriz em cada (p):",
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’txtP’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(’border’=’true’,

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonPrograma’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Selecionar Resultados",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’CB’,
’vscroll’=’never’

)
)

),
BoxRow(

’border’=’true’,
’caption’="Gr áficos e Tabelas",

BoxColumn(
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabela_Numerica’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterNumerica’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnima_Numerica’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
)
),
Window(’layout’=’BoxLayout1’,

’reference’=’Window1’,
’resizable’=’true’,
’title’="Membrana"),

Action(’reference’=’Action1’,
RunWindow(’window’=’Window1’))):
Maplets[Display](maplet);
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ANEXO D -- RESERVAT ÓRIO

In ı́cio

restart:
with(Maplets[Elements]):
with(plots):
with(LinearAlgebra):
with(CurveFitting):
with(plots):
with(Statistics):
Digits:=6:
interface(displayprecision = 5):

Procedimento - Condini

Cond_ini := proc(Dx,Dy,Dt,pp,Cx,Cy,H)
global x, dx,

y, dy,
t, dt,
nx, ny,
cx, cy,
U1, V1, C1,
h_G, U_G, V_G,
C_x_1, C_y_1,
h_x_1, h_y_1,
g, h1, vo,
at, p, d, vol,
cont, cont_M:

local i, j:
at := H:

d := 5:
dx := Dx:

dy := Dy:
dt := Dt:
cx := Cx:
cy := Cy:
nx := trunc(cx/dx):
ny := trunc(cy/dy):

g := 9.81:
p := pp:

vol[0] := cx * cy * at:
t[0] := 0:

for i from 0 to nx do
x[i] := i * dx:

od:
for i from 0 to ny do

y[i] := i * dy:
od:
for i from 0 to nx do

for j from 0 to ny do
U1[i,j] := 0:
V1[i,j] := 0:
C1[i,j] := sqrt(g * at):

C_x_1[i,j] := sqrt(g * at):
C_y_1[i,j] := sqrt(g * at):
h_x_1[i,j] := at:
h_y_1[i,j] := at:

h1[i,j] := at:
od:

od:
for i from 50 to 60 do

U1[nx,i] := 1:
V1[i,ny] := 1:

od:
h_G[0] := pointplot3d(
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[seq(
seq(

[p * i * dx, p * j * dy, at],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)

],
axes = boxed,
shading = zhue

);
U_G[0] := pointplot3d(

[seq(
seq(

[p * i * dx,p * j * dy,0],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)

],
axes = boxed,
shading = zhue

);
V_G[0] := pointplot3d(

[seq(
seq(

[p * i * dx, p * j * dy, 0],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)

],
axes = boxed,
shading = zhue

);
cont := 0:

cont_M := 0:
vo := 0:

end proc:

Procedimento - dir xy

dir_xy := proc(m,n)
local i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
h_x_1, h_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,

Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
h_y_1, h_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
vo:

for i from 1 to d do
# = CALCULAR C_x_2 e U2 ================= DIREÇ̃AO Y

h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n-1])/(2 * dy):

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dy):

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n+1] - h_x_1[m+1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m+1,n+1] - V1[m+1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m+1,n+1] - U1[m+1,n-1])/(2 * dy):

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + U1[m+1,n]) +

(C_x_1[m-1,n] - C_x_1[m+1,n]) +
0.25 * (Ar - Al - 2 * Bp - Bl - Br) * dt:

C_x_2[m,n] := 0.25 * (U1[m-1,n] - U1[m+1,n]) +
0.5 * (C_x_1[m-1,n] + C_x_1[m+1,n]) -
0.125 * (Al + Ar + 2 * Ap + Bl - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m-1,n])/(2 * dx):
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U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m-1,n])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m-1,n])/(2 * dx):

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dx):

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n+1] - U1[m-1,n+1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n+1] - V1[m-1,n+1])/(2 * dx):

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + V1[m,n+1]) +

(C_y_1[m,n-1] - C_y_1[m,n+1]) +
0.25 * (Dr - Dl - 2 * Ep - El - Er) * dt:

C_y_2[m,n] := 0.25 * (V1[m,n-1] - V1[m,n+1]) +
0.5 * (C_y_1[m,n-1] + C_y_1[m,n+1]) -
0.125 * (Dl + Dr + 2 * Dp + El - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
if (C_x_2[m,n] < 0.01) or (C_y_2[m,n] < 0.01) then

break:
else

C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
fi:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:
vo := vo + h2[m,n]:

end proc:

Procedimento - fronteira

fronteira := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,

C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

for i from 1 to nx-1 do
U2[i,0] := U2[i,1]:
U2[i,ny] := U2[i,ny-1]:
U2[0,i] := 0:
U2[nx,i] := 0:
V2[i,0] := 0:
V2[i,ny] := 0:
V2[0,i] := V2[1,i]:
V2[nx,i] := V2[nx-1,i]:
h2[i,0] := h2[i,1]:
h2[i,ny] := h2[i,ny-1]:
h2[0,i] := h2[1,i]:
h2[nx,i] := h2[nx-1,i]:
vo := vo + h2[i,0]:
vo := vo + h2[i,ny]:
vo := vo + h2[0,i]:
vo := vo + h2[nx,i]:
h_x_2[i,0] := h_x_2[i,1]:
h_x_2[i,ny] := h_x_2[i,ny-1]:
h_x_2[0,i] := h_x_2[1,i]:
h_x_2[nx,i] := h_x_2[nx-1,i]:
h_y_2[i,0] := h_y_2[i,1]:
h_y_2[i,ny] := h_y_2[i,ny-1]:
h_y_2[0,i] := h_y_2[1,i]:
h_y_2[nx,i] := h_y_2[nx-1,i]:
C2[i,0] := C2[i,1]:
C2[i,ny] := C2[i,ny-1]:
C2[0,i] := C2[1,i]:
C2[nx,i] := C2[nx-1,i]:
C_x_2[i,0] := C_x_2[i,1]:
C_x_2[i,ny] := C_x_2[i,ny-1]:
C_x_2[0,i] := C_x_2[1,i]:
C_x_2[nx,i] := C_x_2[nx-1,i]:
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C_y_2[i,0] := C_y_2[i,1]:
C_y_2[i,ny] := C_y_2[i,ny-1]:
C_y_2[0,i] := C_y_2[1,i]:
C_y_2[nx,i] := C_y_2[nx-1,i]:

od:
U2[0,0] := 0:
U2[nx,ny] := 0:
U2[0,ny] := 0:
U2[nx,0] := 0:
V2[0,0] := 0:
V2[nx,ny] := 0:
V2[0,ny] := 0:
V2[nx,0] := 0:
h2[0,0] := h2[1,1]:
h2[nx,ny] := h2[nx-1,ny-1]:
h2[0,ny] := h2[1,ny-1]:
h2[nx,0] := h2[nx-1,1]:
vo := vo + h2[0,0]:
vo := vo + h2[nx,ny]:
vo := vo + h2[0,ny]:
vo := vo + h2[nx,0]:
h_x_2[0,0] := h_x_2[1,1]:
h_x_2[nx,ny] := h_x_2[nx-1,ny-1]:
h_x_2[0,ny] := h_x_2[1,ny-1]:
h_x_2[nx,0] := h_x_2[nx-1,1]:
h_y_2[0,0] := h_y_2[1,1]:
h_y_2[nx,ny] := h_y_2[nx-1,ny-1]:
h_y_2[0,ny] := h_y_2[1,ny-1]:
h_y_2[nx,0] := h_y_2[nx-1,1]:
C2[0,0] := C2[1,1]:
C2[nx,ny] := C2[nx-1,ny-1]:
C2[0,ny] := C2[1,ny-1]:
C2[nx,0] := C2[nx-1,1]:
C_x_2[0,0] := C_x_2[1,1]:
C_x_2[nx,ny] := C_x_2[nx-1,ny-1]:
C_x_2[0,ny] := C_x_2[1,ny-1]:
C_x_2[nx,0] := C_x_2[nx-1,1]:
C_y_2[0,0] := C_y_2[1,1]:
C_y_2[nx,ny] := C_y_2[nx-1,ny-1]:
C_y_2[0,ny] := C_y_2[1,ny-1]:
C_y_2[nx,0] := C_y_2[nx-1,1]:
for i from 50 to 60 do

U2[nx,i] := 1:
V2[i,ny] := 1:

od:
end proc:

Procedimento - Matriz

Matriz := proc()

global U1, U2,
V1, V2,
C1, C2,
h1, h2,
C_x_1, C_x_2,
C_y_1, C_y_2,
h_x_1, h_x_2:

local i, j:
for i from 1 to nx-1 do

for j from 1 to ny-1 do
dir_xy(i,j):

od:
od:
fronteira():

end proc:

Procedimento - Grava

Grava := proc(k)
global x, dx,

y, dy,
t, dt,
nx, ny,
h_M, h_G,
U_M, U_G,
V_M, V_G,
h2, V2, U2,
cont_M, cont, p,vol, vo:

local i, j:
cont_M := cont_M + 1:
for i from 0 to nx/p do

for j from 0 to ny/p do
h_M[i,j,cont_M] := h1[p * i,p * j]:
U_M[i,j,cont_M] := U1[p * i,p * j]:
V_M[i,j,cont_M] := V1[p * i,p * j]:

od:
od:
h_G[cont_M] := pointplot3d(

[seq(
seq(

[
p* i * dx,
p* j * dy,
h_M[i,j,cont_M]

],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)
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],
axes = boxed,
color = blue

);
U_G[cont_M] := pointplot3d(

[seq(
seq(

[
p* i * dx,
p* j * dy,
U_M[i,j,cont_M]

],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)

],
axes = boxed,
color = blue

);
V_G[cont_M] := pointplot3d(

[seq(
seq(

[
p* i * dx,
p* j * dy,
V_M[i,j,cont_M]

],
j = 0..ny/p

),
i = 0..nx/p)

],
axes = boxed,
color = blue

);
t[cont_M] := k * dt:

vol[cont_M] := cx * cy * (vo/(nx * ny)):
vo := 0:

ChamaGrafico(t[cont_M]):
Maplets:-Tools:-Set(CB(itemlist) =

[seq(
convert(evalf(t[i], 4), string),
i = 0 .. cont_M

)]):
Maplets:-Tools:-Set(

LabelERRO(caption) =
convert(vol[cont_M],string)

):
end proc:

Procedimento - tempo

tempo := proc(u, v)
global

p1, p2, px_p, px_l, px_p1, px_p2, px_r, p_p,
q1, q2, qy_p, qy_l, qy_p1, qy_p2, qy_r, q_p,
r1, r2, r_yp, r_xp,
px_m_lp, px_m_rp,
qy_m_lp, qy_m_rp,
U1, U2, U_G_Numerica, U_M_Numerica,
t, cont, cont_M,
V1, C1, h1, hh1,
C_x_1, C_y_1,
h_1, h_x_1, h_y_1,
vo, vol:

local k, i, j:
for k from 1 to u do

Matriz():
cont := cont +1:
for i from 0 to nx do

for j from 0 to ny do
U1[i,j] := U2[i,j]:
V1[i,j] := V2[i,j]:
C1[i,j] := C2[i,j]:

C_x_1[i,j] := C_x_2[i,j]:
C_y_1[i,j] := C_y_2[i,j]:

h1[i,j] := h2[i,j]:
hh1[i,j] := hh2[i,j]:

h_x_1[i,j] := h_x_2[i,j]:
h_y_1[i,j] := h_y_2[i,j]:

od:
od:
if cont = v then

cont := 0:
Grava(k):

fi:
vo := 0:

od:
end proc:

Procedimento - ChamarGrafico

ChamaGrafico := proc(aux)
global Tab, U_G, V_G, h_G, p:

Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVelU’)(’value’) =
U_G[trunc((aux/dt)/p)]

):
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVelV’)(’value’) =

V_G[trunc((aux/dt)/p)]
):
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Maplets:-Tools:-Set((’PlotterPro’)(’value’) =
h_G[trunc((aux/dt)/p)]

):
Maplets:-Tools:-Set(

LabelERRO(caption) =
convert(vol[trunc((aux/dt)/p)],string)

):
Tab := aux:

end proc:

Procedimento - Tabela

Tabela := proc(U)
global tabela;

tabela := Maplet(
[

BoxCell(
Table(

["x/y", seq(p * i * dy,i = 0..ny/p)],
[seq(

[
p* i * dx,
seq(

U[i,j,trunc((Tab/dt)/p)],
j = 0..ny/p

)
],
i = 0 .. nx/p

)]
),
’as_needed’

),
Button("OK", Shutdown())

]);
Maplets[Display](tabela)

end proc:

Procedimento - Animar

Animar := proc(AN)
global U_G_Numerica:

if AN = "U" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVelU’)(’value’) =

display(
seq(U_G[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true

)
):

elif AN = "V" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterVelV’)(’value’) =

display(
seq(V_G[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true

)
):

elif AN = "P" then
Maplets:-Tools:-Set((’PlotterPro’)(’value’) =

display(
seq(h_G[i], i = 0 .. cont_M),
insequence = true

)
):

fi:
end proc:

Maplet Raı́z

with (Maplets[Elements]):
maplet :=
Maplet(’onstartup’=’Action1’,’reference’=’Maplet1’,

Plotter(
’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterVelU’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterVelV’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Plotter(

’background’="#FFFFFF",
’continuous’=’true’,
’delay’=’100’,
’height’=’350’,
’reference’=’PlotterPro’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
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Action(
’reference’=’clickButtonTempo’,
Evaluate(

’function’=
’Cond_ini(

txtDX,txtDY,txtDT,txtP,
txtCX,txtCY,txtH,txtP1,txtP2

)’
),

Evaluate(’function’=’tempo(txtK,txtP)’)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Calcular",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTempo’,
’reference’=’ButtonPrograma’,
’visible’=’true’,width=100

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabela_VelU’,
Evaluate(

’function’=’Tabela(U_M,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela Num érica",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabela_VelU’,
’reference’=’ButtonTabela_VelU’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnima_VelU’,
Evaluate(

’function’=’Animar("U")’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterVelU’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar Gr áfico",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnima_VelU’,
’reference’=’ButtonAnima_VelU’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabela_VelV’,
Evaluate(

’function’=’Tabela(V_M,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela Num érica",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabela_VelV’,
’reference’=’ButtonTabela_VelV’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnima_VelV’,
Evaluate(

’function’=’Animar("V")’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

),
SetOption(

‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterVelV’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar Gr áfico",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnima_VelV’,
’reference’=’ButtonAnima_VelV’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonTabela_Pro’,
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Evaluate(
’function’=’Tabela(h_M,trunc(CB))’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Tabela Num érica",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonTabela_Pro’,
’reference’=’ButtonTabela_Pro’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
Action(

’reference’=’clickButtonAnima_Pro’,
Evaluate(

’function’=’Animar("P")’,
‘option‘="append",
’waitforresult’=’true’),

SetOption(
‘option‘=’play’,
’target’=’PlotterPro’,
’value’=’true’

)
),
Button(

’background’="#D6D3CE",
’caption’="Animar Gr áfico",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’onclick’=’clickButtonAnima_Pro’,
’reference’=’ButtonAnima_Pro’,
’visible’=’true’,
’width’=’400’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDX’,
’value’="0.1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,

’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDY’,
’value’="0.1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtDT’,
’value’="0.001",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtK’,
’value’="400",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtP’,
’value’="1",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtCX’,
’value’="7",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),



304

TextField(
’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtCY’,
’value’="7",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
TextField(

’background’="#FFFFFF",
’editable’=’true’,
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’halign’=’left’,
’reference’=’txtH’,
’value’="5",
’visible’=’true’,
’width’=’5’

),
Label(

’caption’=" U(x,y,0) = 0.1(4x-xˆ2)(2y-yˆ2) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelU’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Ux(x,y,0) = 0.1(4-2x)(2y-yˆ2) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUx’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Uy ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUy’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Ut(x,y,0) = 0 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUt’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" U = 0 (na fronteira) ",

’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelUF’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" 0 <= x <= 4 ( x[i] = i dx) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" 0 <= y <= 2 ( y[i] = i dy) ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelY’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" nx = 10 ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelNX’,
’visible’=’true’

),
Label(

’caption’=" Total ",
’enabled’=’true’,
’foreground’="#000000",
’reference’=’LabelERRO’,
’visible’=’true’,
’width’=100

),
Action(

’reference’=’onchangeCB’,
Evaluate(’function’=’ChamaGrafico(CB)’)

),
ComboBox(

’reference’=’CB’,
"0",
sort([0]),
’onchange’=’onchangeCB’,
’width’=’50’

),
BoxLayout(

’background’="#D6D3CE",
’border’=’false’,
’halign’=’center’,
’inset’=’5’,
’reference’=’BoxLayout1’,
’valign’=’center’,
’vertical’=’false’,
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’visible’=’true’,
BoxColumn(

BoxRow(
’border’=’true’,
’caption’="Dados de Entrada",

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Comprimento",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtCX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Largura",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtCY’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Altura",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtH’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(dx)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDX’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(dy)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDY’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(dt)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtDT’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(k)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtK’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="(p)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’txtP’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Tempo",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’CB’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Volume de água",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’LabelERRO’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonPrograma’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxRow(

BoxColumn(
’border’=’true’,
’caption’="Gr áfico e Tabela - U(x,y,t)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
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’value’=’ButtonTabela_VelU’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterVelU’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnima_VelU’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Gr áfico e Tabela - V(x,y,t)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabela_VelV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterVelV’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnima_VelV’,
’vscroll’=’never’

)
),
BoxColumn(

’border’=’true’,
’caption’="Gr áfico e Tabela - P(x,y,t)",

BoxCell(
’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonTabela_Pro’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’PlotterPro’,
’vscroll’=’never’

),
BoxCell(

’hscroll’=’never’,
’value’=’ButtonAnima_Pro’,
’vscroll’=’never’

)
)

)
)

),
Window(

’layout’=’BoxLayout1’,
’reference’=’Window1’,
’resizable’=’true’,
’title’="Membrana"

),
Action(’reference’=’Action1’,
RunWindow(’window’=’Window1’))):

Maplets[Display](maplet);

Procedimento - Fronteira x = 0

Fronteira_x_0 := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# -------------------------------------------------
# = FRONTEIRA x = 0 ===============================
# -------------------------------------------------
m := 0:
for n from 1 to ny-1 do
# = CALCULAR C_x_2 e U2 ================= DIREÇ̃AO X

for i from 1 to d do
h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n-1])/(2 * dy):
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U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n-1])/(2 * dy):
Ap := (g/C_x_1[m,n]) *

(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):
Bp := V1[m,n] * U_y:

h_y := (h_x_1[m+1,n+1] - h_x_1[m+1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m+1,n+1] - V1[m+1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m+1,n+1] - U1[m+1,n-1])/(2 * dy):

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0:

C_x_2[m,n] := -0.5 * (U1[m+1,n] - 2 * C_x_1[m+1,n]) -
0.25 * (Ap - Bp + Ar - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m,n])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m,n])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n+1] - h_y_1[m,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n+1] - U1[m,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n+1] - V1[m,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + V1[m,n+1]) +

(C_y_1[m,n-1] - C_y_1[m,n+1]) +
0.25 * (Dr - Dl - 2 * Ep - El - Er) * dt:

C_y_2[m,n] := 0.25 * (V1[m,n-1] - V1[m,n+1]) +
0.5 * (C_y_1[m,n-1] + C_y_1[m,n+1]) -
0.125 * (Dl + Dr + 2 * Dp + El - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:

end proc:

Procedimento - Fronteira y = 0

Fronteira_y_0 := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# -------------------------------------------------
# = FRONTEIRA Y = 0 ===============================
# -------------------------------------------------

n := 0:
for m from 1 to nx-1 do
# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y

for i from 1 to d do
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m-1,n])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m-1,n])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m-1,n])/(2 * dx):

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n+1] - U1[m-1,n+1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n+1] - V1[m-1,n+1])/(2 * dx):

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):
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Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0:

C_y_2[m,n] := -0.5 * (V1[m,n+1] - 2 * C_y_1[m,n+1]) -
0.25 * (Dp - Ep + Dr - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO X
h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n])/dy:
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n])/dy:
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n])/dy:
V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n+1] - h_x_1[m+1,n])/dy:
V_y := ( V1[m+1,n+1] - V1[m+1,n])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n+1] - U1[m+1,n])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + U1[m+1,n]) +

(C_x_1[m-1,n] - C_x_1[m+1,n]) +
0.25 * (Ar - Al - 2 * Bp - Bl - Br) * dt:

C_x_2[m,n] := 0.25 * (U1[m-1,n] - U1[m+1,n]) +
0.5 * (C_x_1[m-1,n] + C_x_1[m+1,n]) -
0.125 * (Al + Ar + 2 * Ap + Bl - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
end proc:

Procedimento - Fronteira x = cx

Fronteira_x_cx := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,

C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# -------------------------------------------------
# = FRONTEIRA x = cx ==============================
# -------------------------------------------------
# = NA PAREDE =====================================
m := nx:
for n from 1 to 49 do
# = CALCULAR C_x_2 e U2 ================= DIREÇ̃AO X

for i from 1 to d do
h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n-1])/(2 * dx):

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dy):

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0:

C_x_2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + 2 * C_x_1[m-1,n]) -
0.25 * (Ap + Bp + Al + Bl) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
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h_x := (h_y_1[m,n] - h_y_1[m-1,n])/dx:
U_x := ( U1[m,n] - U1[m-1,n])/dx:
V_x := ( V1[m,n] - V1[m-1,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m,n-1] - U1[m-1,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m,n-1] - V1[m-1,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m,n+1] - U1[m-1,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m,n+1] - V1[m-1,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + V1[m,n+1]) +

(C_y_1[m,n-1] - C_y_1[m,n+1]) +
0.25 * (Dr - Dl - 2 * Ep - El - Er) * dt:

C_y_2[m,n] := 0.25 * (V1[m,n-1] - V1[m,n+1]) +
0.5 * (C_y_1[m,n-1] + C_y_1[m,n+1]) -
0.125 * (Dl + Dr + 2 * Dp + El - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
# = SAÍDA DA ÁGUA =================================
for n from 50 to 60 do

# = CALCULAR C_x_2 e U2 ============== DIREÇ̃AO X
for i from 1 to d do

h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n-1])/(2 * dy):

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dy):

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
U2[m,n] := 1:

C_x_2[m,n] := -0.5 * U2[m,n] +
0.5 * (U1[m-1,n] + 2 * C_x_1[m-1,n]) -
0.25 * (Ap + Bp + Al + Bl) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ============== DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m,n] - h_y_1[m-1,n])/dx:
U_x := ( U1[m,n] - U1[m-1,n])/dx:
V_x := ( V1[m,n] - V1[m-1,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m,n-1] - U1[m-1,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m,n-1] - V1[m-1,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m,n+1] - U1[m-1,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m,n+1] - V1[m-1,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + V1[m,n+1]) +

(C_y_1[m,n-1] - C_y_1[m,n+1]) +
0.25 * (Dr - Dl - 2 * Ep - El - Er) * dt:

C_y_2[m,n] := 0.25 * (V1[m,n-1] - V1[m,n+1]) +
0.5 * (C_y_1[m,n-1] + C_y_1[m,n+1]) -
0.125 * (Dl + Dr + 2 * Dp + El - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
# = NA PAREDE =====================================
for n from 61 to 69 do
# = CALCULAR C_x_2 e U2 ================= DIREÇ̃AO X
for i from 1 to d do

h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n-1])/(2 * dx):

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
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h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n-1])/(2 * dy):
V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dy):
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dy):

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0:

C_x_2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + 2 * C_x_1[m-1,n]) -
0.25 * (Ap + Bp + Al + Bl) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m,n] - h_y_1[m-1,n])/dx:
U_x := ( U1[m,n] - U1[m-1,n])/dx:
V_x := ( V1[m,n] - V1[m-1,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m,n-1] - U1[m-1,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m,n-1] - V1[m-1,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m,n+1] - U1[m-1,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m,n+1] - V1[m-1,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
V2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + V1[m,n+1]) +

(C_y_1[m,n-1] - C_y_1[m,n+1]) +
0.25 * (Dr - Dl - 2 * Ep - El - Er) * dt:

C_y_2[m,n] := 0.25 * (V1[m,n-1] - V1[m,n+1]) +
0.5 * (C_y_1[m,n-1] + C_y_1[m,n+1]) -
0.125 * (Dl + Dr + 2 * Dp + El - Er) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
end proc:

Procedimento - Fronteira y = cy

Fronteira_y_cy := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# -------------------------------------------------
# = FRONTEIRA y = cy ==============================
# -------------------------------------------------
n := ny:
# = NA PAREDE =====================================
for m from 1 to 49 do
# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO X
for i from 1 to d do

h_y := (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m,n] - V1[m,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m,n] - U1[m,n-1])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m-1,n] - V1[m-1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n] - U1[m-1,n-1])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:
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V_y := ( V1[m+1,n] - V1[m+1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n] - U1[m+1,n-1])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + U1[m+1,n]) +

(C_x_1[m-1,n] - C_x_1[m+1,n]) +
0.25 * (Ar - Al - 2 * Bp - Bl - Br) * dt:

C_x_2[m,n] := 0.25 * (U1[m-1,n] - U1[m+1,n]) +
0.5 * (C_x_1[m-1,n] + C_x_1[m+1,n]) -
0.125 * (Al + Ar + 2 * Ap + Bl - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m-1,n])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m-1,n])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m-1,n])/(2 * dx):

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dx):

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
V2[m,n] := 0:

C_y_2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + 2 * C_y_1[m,n-1]) -
0.25 * (Dp + Ep + Dl + El) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
# = SAÍDA DA ÁGUA =================================
for m from 50 to 60 do
# = CALCULAR C_x_2 e U2 ================= DIREÇ̃AO X
for i from 1 to d do

h_y := (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m,n] - V1[m,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m,n] - U1[m,n-1])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:

V_y := ( V1[m-1,n] - V1[m-1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n] - U1[m-1,n-1])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m+1,n] - V1[m+1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n] - U1[m+1,n-1])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + U1[m+1,n]) +

(C_x_1[m-1,n] - C_x_1[m+1,n]) +
0.25 * (Ar - Al - 2 * Bp - Bl - Br) * dt:

C_x_2[m,n] := 0.25 * (U1[m-1,n] - U1[m+1,n]) +
0.5 * (C_x_1[m-1,n] + C_x_1[m+1,n]) -
0.125 * (Al + Ar + 2 * Ap + Bl - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m-1,n])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m-1,n])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m-1,n])/(2 * dx):

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dx):

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
V2[m,n] := 1:

C_y_2[m,n] := -0.5 +
0.5 * (V1[m,n-1] + 2 * C_y_1[m,n-1]) -
0.25 * (Dp + Ep + Dl + El) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
# = NA PAREDE =====================================
for m from 61 to 69 do
# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO X
for i from 1 to d do
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h_y := (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m,n] - V1[m,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m,n] - U1[m,n-1])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m-1,n] - V1[m-1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n] - U1[m-1,n-1])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m+1,n] - V1[m+1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n] - U1[m+1,n-1])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + U1[m+1,n]) +

(C_x_1[m-1,n] - C_x_1[m+1,n]) +
0.25 * (Ar - Al - 2 * Bp - Bl - Br) * dt:

C_x_2[m,n] := 0.25 * (U1[m-1,n] - U1[m+1,n]) +
0.5 * (C_x_1[m-1,n] + C_x_1[m+1,n]) -
0.125 * (Al + Ar + 2 * Ap + Bl - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# = CALCULAR C_y_2 e V2 ================= DIREÇ̃AO Y
h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m-1,n])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m-1,n])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m-1,n])/(2 * dx):

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/(2 * dx):
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m-1,n-1])/(2 * dx):
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m-1,n-1])/(2 * dx):

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
V2[m,n] := 0:

C_y_2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + 2 * C_y_1[m,n-1]) -
0.25 * (Dp + Ep + Dl + El) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
od:
end proc:

Procedimento - Canto Inferior Esquerdo

Inf_Esq := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# = ORIGEM ========================================
m := 0:
n := 0:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO X
for i from 1 to d do

U2[m,n] := 0:
h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n])/dy:
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n])/dy:
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n+1] - h_x_1[m+1,n])/dy:
V_y := ( V1[m+1,n+1] - V1[m+1,n])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n+1] - U1[m+1,n])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
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(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):
Br := V1[m+1,n] * U_y:

C_x_2[m,n] := -0.5 * (U1[m+1,n] - 2 * C_x_1[m+1,n]) -
0.25 * (Ap - Bp + Ar - Br) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO Y
V2[m,n] := 0:

h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m,n])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m,n])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n+1] - h_y_1[m,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n+1] - U1[m,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n+1] - V1[m,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
C_y_2[m,n] := -0.5 * (V1[m,n+1] - 2 * C_y_1[m,n+1]) -

0.25 * (Dp - Ep + Dr - Er) * dt:
h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
end proc:

Procedimento - Canto Superior Esquerdo

Sup_Esq := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,

U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# = SUPERIOR - ESQUERDO ===========================
m := 0:
n := ny:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO X
for i from 1 to d do

U2[m,n] := 0:
h_y := (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m,n] - V1[m,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m,n] - U1[m,n-1])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m+1,n] - h_x_1[m+1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m+1,n] - V1[m+1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m+1,n] - U1[m+1,n-1])/dy:

Ar := (g/C_x_1[m+1,n]) *
(V1[m+1,n] * h_y + h_x_1[m+1,n] * V_y):

Br := V1[m+1,n] * U_y:
C_x_2[m,n] := -0.5 * (U1[m+1,n] - 2 * C_x_1[m+1,n]) -

0.25 * (Ap - Bp + Ar - Br) * dt:
h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO Y
V2[m,n] := 0:

h_x := (h_y_1[m+1,n] - h_y_1[m,n])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n] - U1[m,n])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n] - V1[m,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m+1,n-1] - h_y_1[m,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m+1,n-1] - U1[m,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m+1,n-1] - V1[m,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):
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El := U1[m,n-1] * V_x:
C_y_2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + 2 * C_y_1[m,n-1]) -

0.25 * (Dp + Ep + Dl + El) * dt:
h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
end proc:

Procedimento - Canto Superior Direito

Sup_Dir := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# = SUPERIOR - DIREITO ============================
m := nx:
n := ny:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO X
for i from 1 to d do

h_y := (h_x_1[m,n] - h_x_1[m,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m,n] - V1[m,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m,n] - U1[m,n-1])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n] - h_x_1[m-1,n-1])/dy:
V_y := ( V1[m-1,n] - V1[m-1,n-1])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n] - U1[m-1,n-1])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
U2[m,n] := 0:

C_x_2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + 2 * C_x_1[m-1,n]) -
0.25 * (Ap + Bp + Al + Bl) * dt:

h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO Y
h_x := (h_y_1[m,n] - h_y_1[m-1,n])/dx:
U_x := ( U1[m,n] - U1[m-1,n])/dx:
V_x := ( V1[m,n] - V1[m-1,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n-1] - h_y_1[m-1,n-1])/dx:
U_x := ( U1[m,n-1] - U1[m-1,n-1])/dx:
V_x := ( V1[m,n-1] - V1[m-1,n-1])/dx:

Dl := (g/C_y_1[m,n-1]) *
(h_y_1[m,n-1] * U_x + U1[m,n-1] * h_x):

El := U1[m,n-1] * V_x:
V2[m,n] := 0:

C_y_2[m,n] := 0.5 * (V1[m,n-1] + 2 * C_y_1[m,n-1]) -
0.25 * (Dp + Ep + Dl + El) * dt:

h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
end proc:

Procedimento - Canto Inferior Direito

Inf_Dir := proc()
local m, n, i:
global x, xr, xl,

Cr_x, Cl_x,
C_x_1, C_x_2,
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hr_x, hl_x,
V_x,
U_x,
h_x,
y, yr, yl,
Cr_y, Cl_y,
C_y_1, C_y_2,
hr_y, hl_y,
V_y,
U_y,
h_y,
C1, C2,
U1, U2,
Ur, Ul,
V1, V2,
Vr, Vl,
h1, h2,
Ap, Ar, Al,
Bp, Br, Bl,
Dp, Dr, Dl,
Ep, Er, El,
h_x_1, h_x_2, h_y_1, h_y_2, vo:

# = INFERIOR - DIREITO ============================
m := nx:
n := 0:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO X
for i from 1 to d do

U2[m,n] := 0:
h_y := (h_x_1[m,n+1] - h_x_1[m,n])/dy:
V_y := ( V1[m,n+1] - V1[m,n])/dy:
U_y := ( U1[m,n+1] - U1[m,n])/dy:

Ap := (g/C_x_1[m,n]) *
(V1[m,n] * h_y + h_x_1[m,n] * V_y):

Bp := V1[m,n] * U_y:
h_y := (h_x_1[m-1,n+1] - h_x_1[m-1,n])/dy:

V_y := ( V1[m-1,n+1] - V1[m-1,n])/dy:
U_y := ( U1[m-1,n+1] - U1[m-1,n])/dy:

Al := (g/C_x_1[m-1,n]) *
(V1[m-1,n] * h_y + h_x_1[m-1,n] * V_y):

Bl := V1[m-1,n] * U_y:
C_x_2[m,n] := 0.5 * (U1[m-1,n] + 2 * C_x_1[m-1,n]) -

0.25 * (Ap + Bp + Al + Bl) * dt:
h_x_2[m,n] := (C_x_2[m,n]ˆ2)/g:
C_x_1[m,n] := C_x_2[m,n]:
h_x_1[m,n] := h_x_2[m,n]:

# --------------------------------------- DIREÇ ÃO Y
V2[m,n] := 0:

h_x := (h_y_1[m,n] - h_y_1[m-1,n])/dx:
U_x := ( U1[m,n] - U1[m-1,n])/dx:
V_x := ( V1[m,n] - V1[m-1,n])/dx:

Dp := (g/C_y_1[m,n]) *
(h_y_1[m,n] * U_x + U1[m,n] * h_x):

Ep := U1[m,n] * V_x:
h_x := (h_y_1[m,n+1] - h_y_1[m-1,n+1])/dx:
U_x := ( U1[m,n+1] - U1[m-1,n+1])/dx:
V_x := ( V1[m,n+1] - V1[m-1,n+1])/dx:

Dr := (g/C_y_1[m,n+1]) *
(h_y_1[m,n+1] * U_x + U1[m,n+1] * h_x):

Er := U1[m,n+1] * V_x:
C_y_2[m,n] := -0.5 * (V1[m,n+1] - 2 * C_y_1[m,n+1]) -

0.25 * (Dp - Ep + Dr - Er) * dt:
h_y_2[m,n] := (C_y_2[m,n]ˆ2)/g:
C_y_1[m,n] := C_y_2[m,n]:
h_y_1[m,n] := h_y_2[m,n]:

od:
C2[m,n] := (C_x_2[m,n] + C_y_2[m,n])/2:
h2[m,n] := (C2[m,n]ˆ2)/g:

vo := vo + h2[m,n]:
end proc:


