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RESUMO

Silva, Alexandre. ESPACOS DE HILBERT E O TEOREMA DE LAX-MILGRAM. 84 f.
Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em Matematica, Universidade Tec-
noldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2018.

Neste trabalho de conclusdo de curso temos como objetivo estudar os conceitos bdasicos da
andlise funcional, como espacos métricos, espagcos normados, espacos de Banach, além de
algumas nogdes topoldgicas, funcionais lineares, produto interno e espagos de Hilbert. Por
fim, estudaremos o Teorema de Lax-Milgram, que possui aplicacdes importantes na teoria de
Equagdes Diferenciais.

Palavras-chave: Andlise Funcional, Espacos de Hilbert, Teorema de Lax-Milgram



ABSTRACT

Silva, Alexandre. HILBERT SPACES AND LAX-MILGRAM THEOREM. 84 f. Trabalho de
Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em Matemadtica, Universidade Tecnolégica Federal
do Parand. Cornélio Procopio, 2018.

In this work we study the basic concepts of functional analysis, such as metric spaces, normed
spaces, Banach spaces, as well as some topological notions, linear functional, inner product
and Hilbert spaces. Finally, we will study the Lax-Milgram Theorem, which has important
applications in the Differential Equation theory.

Keywords: Functional Analysis, Hilbert Spaces, Lax-Milgram Theorem
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho faremos um estudo tedrico e introdutério da teoria Analise Funcional,
onde veremos desde os conceitos mais bdsicos, como normas, espacos de Banach e funcionais
Lineares até os espacos de Hilbert, Lema de Riesz e o Teorema de Lax-Milgram, que podem

ser aplicados no estudo de Equagdes Diferenciais e Integrais.

O matemitico David Hilbert (1862-1943) estudou principalmente os espagos I> e L?
(espagos de sequéncias e fungdes quadrados somaveis e quadrado integraveis, respectivamente),
que estdo conectados diretamente a teoria de equagdes diferenciais, porém, foi John Von Neu-
mann quem, por volta de 1930, introduziu a definicdo abstrata de espaco de Hilbert, a qual
foi necessaria, por exemplo, na formulacao matemética da Mecanica Quantica que acabara de

surgir.

Tanto os espacos de Banach e o mais importante em questao, os espagos de Hilbert, sdo
tratados em Analise Funcional, uma drea da Matemdtica relativamente nova, porém de grande
importancia. A grosso modo, a Andlise Funcional pode ser vista como uma generaliza¢do da
Algebra Linear cldssica, porém os objetos (em geral funcdes e sequéncias, ao invés de vetores n-
dimensionais) sdo tratados mais sob a perspectiva da andlise matematica. Na Analise Funcional,
também € amplamente estudado a teoria de funcionais lineares, que sdo transformacgdes lineares

entre um espago vetorial e seu corpo associado.

Em linhas gerais, um espago de Hilbert € um espago vetorial munido de um produto
interno, ou seja, com nocoes de distancia e angulos. Este espaco também obedece uma relagao
de completude (¢ um Espaco de Banach), que garante que os limites pertengam ao espago,
quando estes existem. Os espacos de Hilbert permitem, de certa maneira, que no¢des intuitivas
sejam aplicadas em espacos funcionais. Por exemplo, com eles podemos generalizar os con-
ceitos de séries de Fourier em termos de polindmios ortogonais. J4 em Mecanica Quantica, um
sistema fisico € descrito por um espago de Hilbert complexo que contém os vetores de estado,

que possuem todas as informagdes do sistema e complexidades multifocais.

Iniciaremos nossos estudos, no Capitulo 2, vendo os conceitos de Normas em um



Espaco Vetorial, bem como algumas desigualdades associadas a estas normas. Neste con-
texto, obteremos 0s espagos vetoriais normados e os espacos métricos. Veremos também que €
possivel inserir nestes espacos, uma topologia, permitindo assim a introducao dos conceitos de

conjunto aberto, fechado, vizinhanga, limite, continuidade, entre outros.

No Capitulo 3 veremos o conceito de sequéncia em espacos normados e a questao da

completude de um espago vetorial normado. Introduziremos os espacos de Banach.

No Capitulo 4 estudaremos os operadores lineares e, em particular, os funcionais line-

ares. Obteremos resultados que diz respeito a continuidade e limitacdo desses operadores.

No Capitulo 5, abordaremos o conceito de produto interno em espagos vetoriais norma-

dos. Introduziremos aqui os Espacos de Hilbert bem como veremos varias de suas propriedades.

Por fim, no Capitulo 6, apresentaremos e demonstraremos o Teorema de Lax-Milgran.
A principal aplicagdo do Teorema de Lax-Milgran € na obtengdo da existéncia e unicidade
de solugdes para determinadas EquacOes Diferenciais Parciais. Contudo, para desenvolver tal
aplicacdo € necessdrio outros conceitos que foge do escopo deste texto, como integrais de Le-
besgue, espacos de Sobolev, e conceitos de Equacdes Diferenciais Parciais. Por esta razao,

apenas faremos uma apresentagdo motivacional.
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2 ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

Nos cursos de édlgebra linear da graduacdo em Matemética, € apresentado o conceito
de espacos vetoriais. Contudo, nestes cursos os espagos vetoriais, bem como suas proprieda-
des, acabam restrito apenas aqueles que possuem dimensao finita. Dessa maneira, pretendemos
abordar aqui o estudo dos espacos vetoriais de dimensdo infinita, bem como estudar concei-
tos mais gerais que envolvem estes espagos, como por exemplo nogdes topoldgicas, normas,
métricas, funcdes continuas, etc. Dentre as referéncias utilizadas destacamos as seguintes:
(COELHO; LOURENCO, 2013), (LIMA, 2016), (LIMA, 1983), (OLIVEIRA, 2012) e (CA-
VALCANTTI et al., 2011)

Definicao 2.1 Um conjunto ndo vazio V é um espaco vetorial sobre um corpo K (V é deno-
mindado K-espaco vetorial), se em seus elementos, denominados vetores, estiverem definidas

as seguintes duas operagoes:

(A) A cada par u,v de vetores de V podemos associar um vetor # 4 v € V, chamado de soma

de u e v, de modo que:
(Al) u+v=v—+u, Yu,v € V (propriedade comutativa);
(A2) (u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,w € V (propriedade associativa);
(A3) existaem V um vetor, denomidado vetor nulo e denotado por 0, tal que v+0=v, Vv € V;
(A4) acada vetor v € V exista um vetor em V, denotado por —v, tal que v+ (—v) = 0.

(M) Acadapar o € Kev eV, podemos associar um vetor & -v € V, denominado produto por

escalar de o por v de modo que:
M1) (aB)-v=0a(B-v), Va,B € Ke Vv eV ( propriedade associativa);

M2) 1-v=v, Yv €V (onde 1 é o elemento identidade de K ).

Além disso, para as operacdes dadas em (A) e (M) devem valer a propriedade distributiva,

isto é,
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D) a-(u+v)=o-ut+o-v, Voo € KeVu,v €V,

D2) (a+PB)-v=a-v+p-v,Va,f cKe YveV.
Exemplo 2.2 Em V =R", introduz-se de modo natural as nogées de :

(i) Adicdo (soma): Se x = (x1,--- ,x,) ey = (Y1, ,Yn) Sdo dois vetores (elementos) de R",
entdo

X+y= (X1 +Y1, X0+ Yn)-
(ii) Multiplicacdo (Produto) por um escalar: Se x = (x1,--+ ,x,) € R" e o € R, entdo
o-x=(0-x1, 0 Xp).

O elemento zero de R" é 0 = (0,---,0) = Ogn. Os conceitos de adi¢do (soma) de vetores
e multiplicacdo (Produto) por um escalar determinam em R" a estrutura de um espaco

vetorial sobre R

Exemplo 2.3 Considere X o intervalo |a,b] em R e K um corpo. O conjunto
C(la,b],K) ={f:la,b] = K, f é uma fun¢do continua}

€ um espago vetorial sobre K com as operacédes de soma e multiplicacdo por escalar de fun¢oes
definidas por:
(f+8)x) = fx)+&x)

(c.f)(x) :=c.f(x).
Exemplo 2.4 O conjunto de polindémios
P(K)={px) =ax"+ ---+aix+ap;a; € K e n € N}

¢ um K-espaco vetorial com as operagoes usuais de soma de polindmios e multiplicagcdo por
escalar. Especificamente, sejam p(x) = a,x"+---+agp e q(x) = byyx™ + - - - + by dois elementos
em P(K), com m,n € N. Sem perda de generalidade, podemos assumir que n < m. Definimos

entdo a soma
(P+Q)(x) =byx" 4+ +bn+1xn+1 + (an —|—bn)x” 4ot (aO —|—b0).
Além disso, se a € K, o produto por escalar de o por p(x) serd, por defini¢cdo, o polindmio

(a.p)(x) = (oan)x" + -+ (aay)x; + (oao).
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Para cada m > 0, o conjunto
Pu(K)={p(x)=ax"+ ---+aix+ap; a; e K e 0<n<m}
também é um K-espago vetorial com as mesmas operagdes acima.

Exemplo 2.5 (Espacos de Fungées) Sejam X um conjunto qualquer ndo vazio e F(X,K) o

conjunto de todas as fungées f : X — K. Defina as seguintes operacées em F(X,K):

(i) para f,g € F(X,K), defina a funcdo f+ g : X — K dada por (f+g)(x) = f(x) + g(x)
para cada x € X.

(ii) para f € F(X,K) e a € K, defina a fungcdo a.f : X — K dada por (a.f)(x) = af(x)
para cada x € X.

Com estas operagées, o conjunto F(X,K) é um espago vetorial sobre K, onde a fungdo nula é

o vetor nulo desse espaco. Este espago é denominado espaco de funcoes.

Exemplo 2.6 (Espago de Sequéncias ™ ). Seja I™ o espago das sequéncias reais limitadas, isto
é,
[© = {x: ()C],Xz,...);.xl' cRe ’X,’| SCx, 1= 1,2,}

Dados x,y € [ definimos a soma de x por Yy,
x+y=(x1+y,x2+y2, )
e a multiplicacdo de um escalar o por x,
ox = (oxy, axp, -+ ).

Observe que

i il < il 4 lyil < extcy, e fax] = [alln| < |afe

paratodoi € N. Logo, ax e x+y € %, ou seja, [~ é fechado para a soma e para a multiplicagcdo

por escalar.

O préximo lema (€ ttil pois ele) nos permite provar um resultado que garante a existéncia
de base em espacos vetoriais com dimensao infinita. Ele é equivalente ao Axioma da Escolha e
pode ser encotrado em(HALMOS, 2001).

Lema 2.7 (Lema de Zorn). Um conjunto ndo-vazio parcialmente ordenado, no qual todo sub-

conjunto totalmente ordenado possui um limite superior, possui um elemento maximal.
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Definicao 2.8 (Base de Hamel) Um subconjunto B C 'V é dito ser uma base de Hamel para o
espaco vetorial V quando B for um conjunto linearmente independente maximal, ou seja, se u

€ um vetor em 'V tal que BUu é um conjunto linearmente independente, entdo u € B.

Em outras palavras, B ¢ uma base de Hamel quando ndo for um subconjunto préprio de nenhum

outro conjunto linearmente independente em V' .

Proposicao 2.9 Todo espaco vetorial ndo-trivial (ou seja, que contém um elemento ndo-nulo)

possui uma base de Hamel.

Demonstracdo: Sejam V # {0} um espaco vetorial e E a cole¢éo de todos os subconjuntos

linearmente independentes de V, isto €,
E={A;;A; CVésubconjuto LI. A € L}

onde L é um conjunto de indices. Note que E # 0, pois V # 0 e isso implica que o conjunto
Ay ={v},com0#v eV éum subconjunto L.I. de V. Além disso, a relagdo R dada pela inclusdo
de conjuntos define uma ordem parcial em E. Para utilizarmos o Lema de Zorn, tomemos um
subconjunto de E totalmente ordenado e mostraremos que tal subconjunto possui um limite

superior. Seja E C E um subconjunto totalmente ordenado, digamos
E = {A A5 A€ Z},
onde L C L. Entdo o conjunto U A, dos elementos de E ¢ um limite superior para E, pois
AeL
A7 C U A paratodo A € L. Portanto, pelo Lema de Zorn, E possui um elemento maximal M.
AeL

Agora, verifiquemos que M é uma base de Hamel. E claro que M é L.I. uma vez

que elemento maximal de um conjunto sempre pertence a esse conjunto. Seja W = span M.

Devemos mostrar que W = V. De fato, & 6bvio que W C V. Suponha por absurdo que V & W,
isto é, que existe £ € V mas & ¢ W.

Afirmagdo: MU{&} é L.I.. De fato, suponha que MU {E} é L.D. Entdo existem
neNx;, e M,0£0; eRi=1,--- ,nef #0 tais que

X + 0px2 + -+ + OnXn + BE =0,

o que implica que
o 0 On

f=—Gn— T

isto é, & é combinagdo linear finita de elementos de M, portanto & € span (M) =W, o que é um

Xn,
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absurdo. Logo, MU{E} é L.I. Assim, M &C MU{E} e MU{&E} é L1 Isso contradiz o fato de
M ser elemento maximal de E. Portanto V C W e assim V = W = span M donde concluimos

que V possui uma base de Hamel.

2.1 DEFINICAO DE NORMA E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Nesta secao veremos os conceitos de norma e espagos normados, exemplos de normas

e algumas propriedades como, por exemplo, normas equivalentes.

Definicao 2.10 Seja V um espaco vetorial qualquer. Uma norma em 'V é uma funcdo real

|-]]: V =R

x = ]

que a cada elemento de V associa um niimero real, satisfazendo as seguintes condigoes:

NI) |[x|| >0,VxeVe|x|=0<x=0;
N2) |lax|| = |a|||x]|,Va e K e Vx € V;

N3) ||x+y| < x|+ yll,Vx,y € V (desigualdade triangular).

Quando as condigoes N1), N2) e N3 sdo satisfeitas, dizemos que o par (V,||-||) é um espago

vetorial normado.

Exemplo 2.11 No espaco R" temos definido as seguintes normas:

n
(i) Norma da soma: ||x||; = Z |xi|;
i=1

(ii) Norma do mdximo: ||x||« = max { |xi|;1 <i < n}.

1
n p
(iii) Norma p: ||x||, = (Z‘xi’p> '

i=1

Observacao 2.12 Quando p = 2 na norma p, temos a chamada norma Euclidiana.

'Também chamado espaco linear normado ou, simplesmente, espaco normado
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O espaco R” com a norma euclidiana, norma da soma , norma do maximo ou norma p ¢
um espaco normado. Provaremos agora que a norma euclidiana definida acima é de fato uma
norma. Com argumentos similares prova-se também que a norma da soma e a norma do maximo
sdo normas. Para provar que a fungéo definida em (iif) com p = 2 é uma norma, utilizaremos a

desigualdade de Minkowski que provaremos no Teorema (2.24).

N1) De fato, dado x = (x1,---x,) € R", temos que x} + - - +x2 > 0. Logo,

[lx|| = \/X%+x§+~-~+x,% > /0 =0, ou seja, ||x|| > 0.

Além disso,

x| = /F¥2 483+ +2=0x+05+ 12 =0&x =x, = =x, =0,
istoé, ||x]| =0<x=0.

N2) Dadox € R" e o € R, temos ||ox|| = |e|||x||. De fato,

loell = /(o2 + ()2 -+ (aux)?

= \/a2x%+a2x§+---+oc2x,%

= \/ocz(x%+x%+---+x%

= \a\\/x%—kx%%—---%—x%

= eflx]-

N3) e+ yl[ < [lx[| + [[[| De fato,

Para demonstrar este item utilizaremos um resultado chamando Desigualdade de Cauchy-

Schwarz (ver Coroldrio (2.22)). Dados x,y € R", esta desigualdade diz que

SN 0
i=1 i=1

Elevando ao quadrado o termo ||x + y||, e utilizando (1), temos

n
Y xiyi
i=1

n
betyl? = ) (it y)?
i=1

n
= [|xl* +2 Y xvi+ Iyl
i=1
< [l 2l Iy + [yl
= (Il + Iyll)*.

Extraindo a raiz quadrada na desigualdade acima, obtemos o desejado.
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Portanto (R, || - ||) € um espaco normado, onde || - || é a norma euclidiana.

Exemplo 2.13 Um subespaco Y de um espaco vetorial normado V também é um espaco veto-

rial normado, quando o munirmos da norma induzida da norma definida em'V .

Exemplo 2.14 Considere R o conjunto de todos os niimeros reais e definamos
[x[| = [x],

para todo x € R. Segue do Exemplo 2.11 item (ii), com n = 1, que R é um espagco normado.

Note que neste caso as normas euclidiana, da soma e do mdximo sdo iguais.

Exemplo 2.15 (Espaco de Sequéncias 7). Seja |* o conjunto das sequéncias limitadas de

niimeros reais e definamos nesse conjunto a fungdo
Xl = sup [xi,
ieN
Afirmamos que || - ||« é uma norma em 1. De fato, seja x = (x1,x2,- ) tal que |x;| < Cy, para

todo i € N. Assim, para cada i € N, temos
0 S \xi| S Cx.

Logo,

0 < lx[] = sup |xi| < Cx < oo,
ieN

mostrando que a aplicagdo 1 > x — ||x|| estd bem definida e ||x|| > 0, para todo x € I”. Além

disso, dado x € [” temos
|x]| =0< suplxi| =0< |x;| =0,Vie Nex =0,
ieN
o que prova (N1). Agora, dado o0 € R e x € [, temos
[Joux|| = sup|ow| = [ot|supli| = et ||x]
ieN ieN

de onde obtemos (N2). Finalmente, dados x,y € [, podemos utilizar a propriedade de sup e

obter

e+l = suplxi +yil < sup |xi| +sup|yi| = ||x][ +l¥l],
ieN ieN ieN

o que prova a propriedade (N3).

Exemplo 2.16 Seja X um conjunto ndo vazio e considere V o conjunto das fungées f: X — R
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limitadas, isto é, para cada f €'V existe um niimero cy > 0 tal que
f(xX)] <cp,VxeX.

A fungdo || - ||« que associa a cada fungdo f €V o niimero real

1flleo = sup{|f(x)[:x € X},

define uma norma no espaco das funcoes limitadas definidas em X. Para toda f,g €V e € R

temos:

N1) sup|f(x)| > 0esup|f(x)|=0< f=0.
xeX xeX

De fato, para cada x € X, temos |f(x)| > 0. Logo, sup|f(x)| > 0, isto &,|| f|| > 0. Além
ex

X
disso, se sup|f(x)| =0, entdo 0 < |f(x)| <0, ou seja f = 0.
xeX

N2) sup|of(x)| = [o|sup|f(x)].
xeX xeX

De fato, sup|otf| = sup|a.f(x)| = sup|a|| f(x)| = [et|sup|f(x)].
xeX xeX xeX xeX

N3) sup|f(x)+ g(x)| < sup|f(x)|+ sup|g(x)| (desigualdade triangular).
xeX xeX xeX

De fato, usando a desigualdade triangular em R e a propriedade de sup, obtemos

supl f (x) +g(x)| < sup(|f(x)[+[g(x)]) < suplf(x)[+sup|g(x)|.
xeX xeX xeX xeX

Em particular se considerarmos o conjunto das fun¢des continuas definidas num inter-

valo [a,b] temos o espago C([a,b],R), onde
C(la,b],R) ={f :[a,b] — R; f é continua},

munido da norma

[flleo = sup |f(2)].

t€la,b)

Esta norma € chamada norma da covergéncia uniforme, ou norma do sup.

2.2 DESIGUALDADE DE YOUNG, HOLDER E MINKWOSKI

Nesta sec@o veremos as desigualdades de Young, Holder e Minkwoski. Tais desigual-
dades sdao importantes pois nos permitem obter normas para alguns espagos vetoriais, como por

exemplo, |- ||, em P e ||, em R".

Para provar a desigualdade de Young, utilizaremos o conceito de fun¢do convexa.
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Definicao 2.17 Dizemos que uma fungdo f : R — R é convexa se

flax+By) < af(x)+Bf(y), Vx,y R, &, >0, tais que o+ = 1.

A seguir enunciamos um teorema que € bastante util para decidirmos se uma func¢ao é

convexa ou ndo. Sua demonstracao poder ser encontrada em (LIMA, 2016).

Teorema 2.18 Seja f € C*(R). Entdo f é convexa se e somente se f”(x) > 0 para todo x € R.

Exemplo 2.19 A funcdo f(x) = e* é convexa. De fato, f”(x) = e* > 0 para todo x € R. Logo,

pelo Teorema 2.18 temos que f(x) = e* é uma fungdo convexa.

Teorema 2.20 (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e p,q > 1, tais que
1 1 . .
—+— =1, (p e g sdo ditos conjugados)
P 4q

entdo,
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Se a =0 ou b = 0 a desigualdade € trivial pois a,b > 0 . Cosideremos a > 0

e b > 0. Observe que

In(a) In(b) In(a?) | In(b9)
b — on(@) _ (@) _ (P50 _ (M5PR)
Como a fungdo e* é convexa, %, é >0e % + %1 =1, temos
In(aP) | In(b9) elna’)  oln(a®) — op pa
a.b:e< DR )g + - 4+

p q P 9

Teorema 2.21 (Desigualdade de Hoélder) Sejam (a,) e (by) sequéncias de niimeros reais néo

negativos tais que

o)

ia£<ooe Zbg<°°,
n=1

n=1

1. Entdo,

onde 1 < p,q < oo, com%—i—é
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Demonstracao: Para facilitar os célculos denotaremos:

1 1
oo )4 oo q
A= <2a5> eB= (be{)

Se A ou B se anulam entdo a desigualdade € imediata pois uma das sequéncias seria nula.

Suponhamos entdo que A e B ndo se anulam. Utilizando a desigualdade de Young temos

a,b, < ah bl

AB — pAP + qB1’

para todo n € N. Assim,

n=1

1 m » 1 m g 1 m ) %’pl m g é’ql 1
_ <_ — V' pi=_——_ — bl |<—+-=1,VmeN.
AB ; - A Zan—i_qunZ " pAP Zan +qu Z n _p+q ) Vi€

Note que o lado esquerdo da desigualdade acima representa o termo geral da sequéncia das
somas parciais da série 1= ¥'°_ a,b,. Como tal sequéncia é monétona e limitada por um, temos
P AB Ln=1%n0n- q p s

que ﬁ Y.~ anb, converge e € limitada por um, isto é

D anbng 17

Multiplicando esta desigualdade por AB, segue o resultado. U
Corolario 2.22 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam x= (x1,---,x,), y=(y1, " ,yu) €

R”. Entdo,
2 2
< <Z|xj| ) (Z |, )
j=1 j=1

Demonstracao: Basta considerar p = g = 2, no Teorema 2.21, a, = (x, -+ ,x,,0,0,---) e
bn - ()’17"‘ 7yn70507”')

n
Y Xy
j=1

Corolario 2.23 Se x = (x,) € I’ e y= (y,) € 19 onde p,q > 1 com %—I—%} =1, entdo a

sequéncia 7 = (x,y,) €1'.

Demonstracao: Considerando a, = |x,| € by = |yn|,

1 1
oo o P =] q
Z [ yn| < (Z |xn’p> (Z |yn’q)
n=1 n=1 n=1
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Teorema 2.24 (Desigualdade de Minkowski) Seja p > 1. Se (a,) e (b,) sdo sequéncias de

niimeros reais ndo negativos tais que

iaﬁ<oo e ib£<w,
n=1 n=1

()~ (51) ()
=1 n=1 n=1

Demonstracao: Se p = 1 a igualdade se verifica. Consideremos p > 1. Fixando m € N,

entdo,

observe que

f (an +bn)” f (an +bn)(an+by)” f (an +ba)P~ 1+Zb (@n+ba)"~
n: : :

n=1

Aplicando a desigualdade de Holder, com ¢ = p/(p — 1) as duas tdltimas somatérias, temos

( (an+b)"" “<)“’p1

- p—1

( (an+bn)p>p,

! m % m l m 1_%
( (an+by) ) (Z >+<Z(b5)> (Z (an+by) ) :
n=1 =1 n=1 =1

1
Dividindo esta desigualdade por (Y. (an + by)?) 15 £ 0, obtemos

m I_H—% m % m %
<Z (an+bu) ) < (lem) +<Zl(bfi)> ,

M=

1
(an +bn)(”1)"1> !

N
L
—_
~~
N
ST
~
SN~——
=
S
Il 3
—_
—
U‘
ST
~—
N——

I
—_

ngE

I
—_

M=

1

ou seja,

M=

isto &,
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Elevando & poténcia p segue que a série do lado esquerdo converge pois Yo | ah <
o e Y, bl < co. Pode-se usar aqui o critério de comparagdo, ou o fato que o lado esquerdo da
desigualdade acima representa o termo geral de uma sequéncia (sequéncia das somas parciais
da série) mondtona crescente e limitada. Temos portanto a desigualdade desejada. Note que a
desigualdade de Holder pode ser aplicada sem problemas ja que p > 1 implica que g = = > 1

1,1 _1 . p=l_ 1 _1
ep+q_p+p _p+1 p_l' D

Veremos a seguir que utilizando a Desigualdade de Minkowiski conseguimos provar

que /” com a norma || - ||, € R" com a norma || - || ,, s3o espagos normados.

Corolario 2.25 (Espaco Vetorial Normado [”) Consideremos p > 1 fixado. O conjunto [P for-

mado pelas sequéncias x, = (x1,xp,- ), tais que
Y xlP <o
=1

é um espago vetorial. Além disso, a fungdo || - ||, : I’ — R dada por

. 5
X[l = (Z |xj|p)
=

define uma norma em 1P. Quando p =2 obtemos o espago 12, que é chamado de espago das

sequéncias de Hilbert.

Demonstracdo: Dados (x,),(y,) € [P, definimos a soma (x,,) + (yn) := (x1 +y1,X2 + Y2, ).

Utilizando o Teorema (2.24), temos que

(}im-l-ynp)l @ el + ) ) (va’)’ (iyﬂ);«o, ®

ou seja, (x,) + (yn) € IP. Portanto, I? é fechado na soma. Nao € dificil ver que a(x,) € I” e que

com estas operagdes [” € espago vetorial. Mostraremos agora que || - ||, ¢ uma norma.

1 1

N1) (z;;lyxjyp)”zm( i 1]le> —0ex;=0YjeN.

1
De fato, para cada x; elemento da sequéncia (x,), temos |x;| > 0. Logo (Z;f’:l |xj\1’> ">

=

0, isto é, ||x||, > 0. Além disso, se ( Ty P > = 0, entdo para cada j € N,

l )
0 < |x;| = (|x;|”)» (Z x]’p> =
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ou seja, x; =0 Vj € N. Logo, x = 0.

1 1

N2) (Z‘;":l |Oij|p> P = 1 (Z;":l |xj|p> ? . De fato, note que

1 1 1

) P o p o p

(Z |05xj|p> = (Z |05|p|xj|p) = |af (Z |xj|p> :
= =1 =

N3) A Desigualdade Triangular de || - ||, em [” segue diretamente de (2).

Corolario 2.26 (Espaco Normado R” com anorma || - ||,) O espago vetorial R" com a norma

| - ||p definida em (iii) do Exemplo 2.11 é um espago vetorial normado.

Demonstracao: Basta considerar na demonstra¢do do Corolario 2.25, (x,) = (x1,- - ,x;,0,--+)
e(yn):(yl7"'7yi707"')- ]

Exemplo 2.27 Seja I = [a,b] C R. No espaco C(I,R) de funcdes continuas pode-se definir

outras normas da seguinte forma: a cada fung¢do f € C(I,R) podemos associar o niimero

b b 2

£l = / |f], ou o niimero || fl|» = (/ f2> . A ||f||1 representa geometricamente a drea
a a

abaixo do grdfico de | f(x)|. (Ver figura 2.2).

Proposicao 2.28 Seja V um espaco vetorial normado, com uma norma qualquer || - ||. Entdo,

para todo x,y € V tem-se

el = 11T < e =yl

Demonstracao: Para x,y € V, podemos escrever x = (x —y) + y. Logo, utilizando a desigual-
dade triangular, temos
[l = 1 Ge =) +y I < e =yl + [Iy]l-
Dai,
(| = Iyl < [l =y 3)

Analogamente, escrevendo y = (y —x) + x temos,

=11 —=x) x| < fly =l + [|x]]-
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S
>
a b «
Figura 1: Area abaixo do grifico de |f(x)|
Entao,
=y =l <l = liyll- 4)

Portanto, agrupando (3) e (4), obtemos

=l =yl = =y =l < [lxll = [y < llx =yl

isto é
[l = {1yl < [lx =yl

0

A seguir veremos o conceito de normas equivalentes. Se duas normas forem equivalen-
tes em um espaco vetorial V, entdo as nogdes topoldgicas que valem para uma norma também

valem para a outra.

Defini¢do 2.29 Dadas duas normas || - |1 e || - |2 em V, dizemos que estas sdo equivalentes se

existem cy,cr > 0 tais que

cillxl[1 < [lx[l2 < eallx[]1 Vx € X.

Teorema 2.30 Em um espago vetorial normado de dimensdo finita, todas as normas sdo equi-

valentes.
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Demonstracao: A ideia é mostrar que qualquer norma € equivalente a norma da soma. Para
tanto, seja V um espago vetorial normado n-dimensional e considere {ej, e, ,e,} uma base

de V. Assim para cada x € V, existem unicos A;, A3, -, A, € K tais que

n
x=Mei+Aer+---+Ae, = Z)Liei.
i=1

Suponha entdo quel| - ||o seja uma norma qualquer em V e mostremos que | - || é
n

equivalente a norma ||x||; = Z |A;|. Para a primeira desigualdade note que
i=1

n n n
lello = Il 3 Aveill < 3 [Adlllell < max [lesl| 3 24l = Bl
i=1 i=1 == =1

onde § = 1rgfl<>§n||ei||. Portanto, ||x|lo < B||x]|1-

Para a outra desigualdade, suponha que nio exista oo > 0 tal que al|x||; < ||x||o, para
todo x € V. Entdo, para cada n € N existe x, € V tal que ||x,||; > n||x,||o. Definindo y, =
”;ﬁ, obtemos uma sequéncia (y,) tal que ||y,||; = 1. Como o conjunto dos vetores em V tais
que ||y|| = 1 € compacto, existe subsequéncia (y,;) de (y,) que converge para um ponto y em

(V]I - 1l1)- Pela continuidade da norma, Lema (2.44), temos ||y||; = 1. Dai,

1
I¥llo = 1y = Yn; +Yn;llo <Ny = Yu;llo + [1yn;1lo < Blly —yu,ll1 + —.
J

Fazendo j — o na desigualdade anterior obtemos ||y||o = 0, portanto, y = 0. Isto é
uma contradicdo, pois ||y||; = 1.

Portanto, o|x||; < ||x[[o, ¢ > 0. O

Observacao 2.31 Se o espaco ndo for de dimensao finita pode ocorrer a existéncia de normas

ndo equivalentes, como serd mostrado mais adiante.
2.3 A TOPOLOGIA DOS ESPACOS NORMADOS

Nesta secao veremos conceitos topoldgicos nos espacos normados, bem como funcdes

continuas nos mesmos espagos.
Definicao 2.32 Seja (V, || - ||) um espaco normado. Dado um ponto x €V e r > 0, definimos:

() Blx,r):={yeV;

x—yl|| < r}, (bola aberta de centro em x e raio r);
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(i) Blx,r]:={y € V;|x—y| <r}, (bola fechada de centro em x e raio r);

(iii) S(x,r):={y€V;|x—y| =r}, (esfera de centro em x e raio r).

Note que Bfx,r] = B(x,r) US(x,r), onde U significa unido disjunta.

Seja Y C V um subespaco do espaco normado V. Para cadaa €Y e cadar >0, a
bola aberta de centro a e raio r, relativamente a norma induzida em Y é dada por By (a,r) =
B(a,r)NY, onde B(a,r) é bola aberta de centro a e raio r no espago normado X. Analogamente,

temos By[a,r| = Bla,r]NY e Sy(a,r) = S(a,r)NY.

Definicao 2.33 (Conjunto aberto). Seja (V,||.||) um espaco normado. Um conjunto U C X é
dito aberto em (V, || -||) se para cada x € U existe r = ry > 0 tal que B(x,r) C U.

Lema 2.34 Seja (V,||-||) um espaco normado e xo € V. Entdo para qualquer r > 0, a bola

aberta B(xy,r) de raio r e centro em xo é um conjunto aberto em'V.

Demonstracao: Seja x € B(xp,r). Mostremos que existe 0 > 0 tal que B(x,6) C B(xg,r).

Como ||x —x|| < r, escolhendo & = r — ||x — xo|| > O, obtemos que se x’ € B(x, §), entdo
[l = xoll < [l = x[| + flx = xoll < &+ [lx = xof| =~

Portanto, X' € B(xo,r), de onde concluimos que B(x,8) C B(xo,r). O

Lema 2.35 Seja (V,|| - ||) um espago normado e xo € V. Entdo, para qualquer r > 0, o conjunto

B(xo,r)¢ ={x € V;|x—xo|| > r} é um conjunto aberto em X.

Demonstracao: Seja x € B(xg,r) e mostremos que existe § > 0 tal que B(x,0) C B(xg,r)°.
Para o x fixado acima, escolha § dado por & = ||x — xg|| — r. Assim, dado X’ € B(x,d), temos
que

e = xoll < flac = '[| + [} — xo|

€ assim

I = xo[| =[x —xo[| = [lx = X[l > lx —xo]| = &6 =,
ou seja, X' € B(xp,r)".

Logo B(x,8) C {x' € ||X'—xo|| > r}, o que finaliza a prova do lema. [J

A préxima proposi¢do mostra que de fato uma norma induz uma topologia num espago

vetorial normado.
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Proposicao 2.36 Seja (V,|| - ||) um espago normado. A colegdo de conjuntos abertos de V tem

as seguintes propriedades:

(i) &,V sdo conjuntos abertos,
(ii) a unido de qualquer colecdo de conjuntos abertos em'V é um conjunto aberto,

(iii) a intersegdo de qualquer colegdo finita de conjuntos abertos em V é um conjunto aberto.

Demonstracao: (i). O conjunto & é aberto por convengdo. Além disso a defini¢do de conjunto

aberto € trivialmente satisfeita pelo conjunto V.

(ii). Seja A uma colec@o qualquer de conjuntos abertos em V, e denotaremos por U a
unido de todos os conjuntos abertos pertencentes a A. Queremos mostrar que U € um conjunto
aberto. Seja x € U . Entdo x € X para algum conjunto aberto X que pertence a cole¢do A.
Portanto existe § > 0 tal que B(x,8) C X. Mas X C U, e assim B(x,8) C U. isto mostra que U

¢ aberto.

(iii). Seja V1,Va,- -+, Vi uma colegdo finita de conjuntos aberto em V, e seja X =V N
VoN---NVi. Sejax € X. Entdo x € V; para todo j e, portanto, existem nimeros reais positivos
01,8, - tal que B(x,8;) C V;para j=1,2,--- k. Seja § =min{J;: j=1,2,--- ,k}. Entdo
0 > 0ealémdisso, B(x,0) C B(x,0;) C V;para j=1,2,--- ke assim B(x,0) C X. Isto mostra

que a intersecdo X de conjuntos abertos Vi, V>, .-+, V; € um conjunto aberto. [

Observacio 2.37 Para cada mimero natural n, denotemos V,, o conjunto aberto no plano R?

definido por
1
Vo= {(x,y) eER?: x> +y* < —}.
n

Ainterse¢doV = ,en Va = {0} € a origem e este conjunto ndo é um subconjunto aberto de R2.
Isto mostra que a intersecdo de um niimero infinito de conjuntos aberto num espaco normado

ndo é necessariamente um conjunto aberto.

Definicao 2.38 O interior A° de um conjunto A C 'V é unido de todos os conjuntos abertos de

(V|| - 1) contidos em A, isto é

A° = U{X;Xé aberto e X C A}

Definicao 2.39 (Conjunto fechado). Um conjunto F C 'V é dito fechado em (V.|| -||) se F€ =
V\ F (complementar de F) é aberto em (V,|| - ).
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Definicdo 2.40 O fecho A de um conjunto A C 'V é a intersecdo de todos os fechados de V

contendo A. Isto é,
A= ﬂ{F : Fé fechado e F D A}.

E claro que se A é fechado, entdo A = A. Reciprocamente, se A = A, entdo A é fechado, pois

intersecgdo arbitrdria de fechado é fechado.

Defini¢ao 2.41 (Funcdo continua). Sejam (U,| - ||v) e (V.|| - |lv) dois espacos normados e
f:U —V éuma fungdo dada. Diremos que f é continua em x € U se para todo € > 0, existe

um 6 > 0 tal que
ly=xllo <& =[lF(y) —f)[lv <e.

A fungdo é dita continua em U, ou simplesmente continua, se f é continua em todo ponto x € U.

Note que esta definicdo de continuidade para fungdes entre espacos normados generaliza a

defini¢ao de continuidade para funcdes de uma variavel real ou complexa.

Proposicao 2.42 A funcdo norma definida acima é uma funcdo continua.

Demonstracao: Dado € > 0, basta tomar = €. Assim utilizando a Proposic¢do 2.28, temos

que se x € V é tal que ||y —x|| < &, entdo

Iyl =[xl < {ly =[] < 6 =&.

Portanto, a aplica¢do x — ||x|| é continua em V. O

Definicao 2.43 Uma funcdo f:V — R, diz-se uniformemente continua no subconjunto A C'V
quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente e a € A, pode-se obter 6 > 0, que depende
apenas de €, tal que x € A e |x —a| < & impliquem |f(x) — f(a)| < €.

Lema 2.44 Toda norma é uma funcdo uniformemente continua.

Demonstrag¢ao: Basta observar que na demonstragao da Proposicdo 2.42 o valor 6 nao depende

de x, apenas de €.
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Proposicao 2.45 Sejam U,V e W espacos normados e sejam f:U —V e g:V — W funcées

continuas. Entdo a fun¢do composicdo go f : U — W é continua.

Demonstracao: Sejax € U um ponto qualquer. Vamos mostrar que go f € continua em x. Seja

€ > 0 dado. Como a fungdo g é continua em f(x), existe 7 > 0 tal que

le(y) —g(f(x)llw <&, (5)

para todo y € V satisfazendo ||y — f(x)||y < 1. Por outro lado, para este 1 > 0, a continuidade
de f implica que existe 6 > 0 tal que

1f(x) = f(x)llv <m, (6)

para todo x” € U satisfazendo ||x’ — x||y < 8. Assim, de (5) e (6), temos que

lg(f () — g (f(x)llw <&,

para todo x’ € U satisfazendo ||x’ — x||y < 8. Portanto go f é continua em x, como x foi tomado

de modo arbitrdrio obtemos que go f é continua. U

2.4 ESPACOS METRICOS

Nesta secdo veremos os conceitos de métrica, espacos métricos e alguns exemplos. Na
secdo anterior vimos que € possivel, utilizando o conceito de norma, introduzir num espaco ve-
torial noc¢des topologicas. Contudo, € possivel introduzir nogdes topoldgicas em conjuntos mais
gerais que espagos vetoriais, ou seja, as nogdes de aberto, fechado, continuidade, etc..., podem
ser extendidas para conjuntos com menos estruturas algébricas que um espago vetorial. Se um
determinado conjunto possuir, por exemplo, uma métrica definida, ja € possivel introduzir tais

conceitos.

Definicao 2.46 Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma funcdo d :

M x M — R que satisfaz as seguintes condigoes:

DI) d(x,y) >0 para todo x,y € M,
D2) d(x,y) =0&x=y,
D3) d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € M (Simetria),

D4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) para todo x,y,z € M (Desigualdade Triangular).



29
Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de espaco métrico e denotado por (M ,d).
Vermos agora alguns exemplos de espacos métricos.
Exemplo 2.47 A funcdo d : R x R — R dada por

d(X,y) = ‘x_y|7

€ uma métrica em R. Mostraremos que (D1), (D2), (D3) e (D4) sdo satisfeitos. De fato, temos
que, para todos x e y € R temos 0 < |x — y| < o0, 0 que mostra (D). Alé, disso d(x,y) =0 se,
e somente se, x —y = 0. Como x —y = 0 é equivalente a x =y, segue (D2). Para a condi¢do

(D3), basta observar que
dx,y) = x=y| === =[=1]ly—x[ =|y—x| = d(yx),vx,y € R.
Finalmente, dados x,y,z € R temos
=yl =l—ztz=yl=|x-2)+@-y) <=z +]z—]
ou seja, d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), o que conclui a prova de (D4).

Exemplo 2.48 (O Espaco de Sequéncias) . Seja S o conjunto de todas as sequéncias limitadas

e ilimitadas de niimeros complexos. A funcdo d : S X S — C definida por

i 1 =y
=128 T o — i

onde x = (x¢) e y = (y),k € N, define uma métrica em S.

Demonstracao: (D1) Sejam x = (x;),y = (yx) € S. Entio,

ii ek — x| >0,
=128 1 [ —

pois |xx —yx| > 0, para todo k € N.

(D2) Se x =y, entdo x; = y; para todo k € N. Logo

i 1 =]
S 2k g —x]

Reciprocamente, se x # y, entdo existe ky € N tal que x, # yx, . Logo,

1 |xk0 —)’k0|

— > 0.
2k0 1+ |)Ck0 _yk0|
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Assim,
=1 — 1 Xpy —
Z_k otk — Y| > L Xk — Yol > 0.
= 2K T+ e =] T 280 T oy — ke |
(D3) Como x, — y = —(yx — x¢) para todo k € N, temos
b=yl =M=l e xd
Tt po—yel T+ =ye—xx] T4 |ye—x¢]
Logo,

o Lol e 1 e x
d(x,y Y =) i =dx
; 21+ g — el /;2"1“)’1«—3%! 0y3).
(D4) Para demonstrar esta ultima condi¢do vamos utilizar uma func¢do auxiliar f :

R* — R, definida por
t

t)=—0.
Uy 141
Note que f é uma funcdo crescente em todo R™. De fato,
f'(t)=;>OVtERJr
(1422~ '
Dessa maneira, como |a+ b| < |a| + |b| temos que f(|a+b]) < f( ), ou seja,
la+b| _ o+ _  ld] bl _lal bl o

= +
l+|a+b| = 1+|a|+|b|] 1+4al+]|b| 1+|a|+|b] ~ 1+|al 1+ |b

Considerando a = x; — y € b =y, — zx , temos que a + b = x;, — zx. Assim de (7), temos

Xk — 2| < Xk — Vil |k — 2|
T4 |xe—ze] = V| —ye| T4 |y — 2]

Finalmente multiplicando a dltima desigualdade por 7 > 0 e somando, obtemos

o ! -zl w1l m-wl ol ez
J— J— + e A
; 21+ g —z] — Z’ 26T+ o —we Z2k1+|yk—1k!

isto €,
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

Exemplo 2.49 (Métrica zero-um) Seja S um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos.

A funcdo d : S X S — R, definida por

d(x.y) 0 se x=y,
XY) =
1 se x #y,
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define uma métrica em S.
Demonstracao:

(D1) Como d(x,y) =0oud(x,y) =1 paratodo x,y € S, temos que d(x,y) > 0.

(D2) Se x =y, entdo pela defini¢do de d, temos que d(x,y) = 0. reciprocamente, se x # y, entdo

d(x,y) > 0. Logo, d(x,y) = 0 implica que x = y.

(D3) Sex#y,entdoy#xed(x,y) =1=d(y,x). Agora,sex =y, entdoy =xe d(x,y) =0=

d(y,x). Como em ambos os casos, temos d(x,y) = d(y,x), segue a condi¢do (D3).

(D4) Sex=y,ez=x=y,entao
d(x,y) =0<0+4+0=d(x,z) +d(z,y).
Sex=yez#x=y,entido
dx,y)=0<1+1=d(x,2)+d(z,y).
Se x # y, entdo todo z € § satisfaz z # x ou z # y. Em ambos os casos temos
d(x,y) =1<d(x,z) +d(z,y).

[l

Proposicao 2.50 Todo espaco normado (V.|| -||) é um espaco métrico (V,d) com a métrica

definida por d(x,y) = ||x —y||, para todo x,y € V.

Demonstracao:
(D1) Por propriedade de norma, temos que ||z|| > 0, para todo z € V. Em particular, para todos
x,y € V, temos ||x —y|| > 0, ou seja, d(x,y) > 0.

(D2) Novamente por propriedade de norma, temos que ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0. Assim,
para todos x,y € V, temos que ||x —y|| = 0 implica que x —y = 0, ou seja, x = y. Recipro-
camente, se x =y, entdo x —y = 0, logo, ||x —y|| = 0. Portanto, d(x,y) = 0 se, e somente

se, X =Y.

(D3) Para todos x,y € V, temos

d(x,y) =[x =yl == =2l = [ =y =x[| = lly = x| = d(y,%).
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(D4) Utilizando a desigualdade triangular da norma, temos que para todo x,y,z € V,

d(x,2) = [lx—zl| = [lx=y+y—zll < x =yl +lly — 2l = d(x,y) +d(y.2).

Portanto, (V,d) é um espago métrico.

Definicao 2.51 (Bolas e Esferas). Dados um ponto xo € M e um niimero real r > 0, definimos

trés tipos de conjuntos:

(a) Bola aberta: B(xo,r) = {x € M,d(x,xp) < r}
(b) Bola fechada: Blxy,r| = {x € M,d(x,xy) < r}

(c) Esfera: S(xo,r) ={x € M,d(x,xo) =r}

Pela defini¢do segue que S(xo,r) = Blxo,r] — B(xo,r)

Observacao 2.52 Note que a definicdo acima coicide com a Definicdo 2.32 se tivermos a

métrica d definida como na Proposigdo 2.50

Definicao 2.53 (Ponto Interior). Seja A C M. Dizemos que p € A é um ponto interior de A se
existir € > 0 tal que B(p,€) C A.

Definicdo 2.54 (Conjunto Aberto, Conjunto Fechado). Um subconjunto M de um espago métrico
M é aberto se ele contém uma bola sobre cada um de seus pontos. Um subconjunto K de um
espaco métrico M é fechado se seu complementar (em M) é aberto, isto é, K =M — K = M\K

é aberto.

Proposicao 2.55 Seja M um espaco métrico. Entdo, as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(i) Uma bola aberta em M é um conjunto aberto em M.

(ii) Uma bola fechada em M é um conjunto fechado em M

Demonstracao:
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(i) Sejam xo € M e € > 0, e B(xg,€) a bola aberta em M. Dado x € B(xo,€), temos que
d(xp,x) < € e s = € —d(xp,x) > 0. Mostraremos que B(x,s) C B(xg,€). De fato, se

y € B(x,s), entdo d(x,y) < s. Assim, pela desigualdade triangular, temos
d(y,X()) < d(x7y) +d(X0,X) < S"—d(X(),X) =€ —d(X(),X) +d()€0,)€) =g,
isto é, d(y,xp) < €. Logo, y € B(xo, €).

(ii) Dado xo € M e € > 0, seja B[xo, €| a bola fechada em M. Mostraremos que B¢ = M —
Blxo, €] = {x € M;d(x,xo) > €} é um conjunto aberto. Seja p € B, isto é, d(xo,p) > €.
Tomemos s > 0 tal que € +s < d(xg,p). Logo as bolas B|xg, €] e B(p,s) sdo disjuntas.
Portanto Blxg, €] NB(p,s) = &. Dai B(p,s) C B¢ e assim todo ponto p € B¢ ¢ interior.

Portanto B é aberto em M, o que prova que Blxo, €] é fechada.

O

Definicao 2.56 (Vizinhanga). Dizemos que um conjunto V.C M é uma vizinhanga de x, se
existe € > 0 tal que a bola aberta B(x,€), estd contida em V, isto é, uma vizinhanca de xq é

qualquer subconjunto de M que contém uma bola B(x, €).

Se N € uma vizinhanga de xg e N estd contido em V, entdo V € uma vizinhanca de x.
De fato, B(xp,€) C N C V, logo B(xg,€) C V. Chamamos de interior de V, o conjunto de todos

os pontos interiores de V. Denotamos o interior de V por int(V) ou V°.

Veremos agora o conceito de continuidade em espagos métricos.

Definicao 2.57 (Aplicacdo Continua). Seja M = (M,d) e N = (N,d) espagos métricos. Uma
aplicagdo T : M — N ¢ continua em um ponto xo € M se para cada € > 0 existe um & > 0 tal
que E(T(x), Tixy)) < € sempre que d(x,x0) < 6. Dizemos que a aplicagdo T é continua se ela é

continua em todos os pontos de M.

Definicao 2.58 ( Ponto de Acumulagdo). Seja A um subconjunto de um espagco métrico M. Um
ponto xg € M é chamado de ponto de acumulagcdo de A se para todo € > 0, B(xo,€) contém
pelo menos um ponto y € A distinto de xy. O conjunto que consiste nos pontos de A e pontos de

acumulacdo de A é chamado de fecho de A e é denotado por A.

Teorema 2.59 Uma aplicacdo T de um espaco métrico M em um espagco métrico N é continua
se, e somente se, a imagem inversa de qualquer subconjunto aberto de N é um subconjunto
aberto de M.
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Demonstraciio: Suponha que T é continua. Seja S C N aberto e Sy =T ~!(S). Se Sy = @ entdo
So € aberto. Se Sy # &, considere xg € Sy e yo € T(XO). Como S € aberto, existe € > 0 tal que
B(y0,€) C S. Além disso, como T é continua, 7' (B(xp,5)) C B(yo, €). Uma vez que B(yp,€) C
S, temos que T(B(xp,8)) C S, o que mostra que B(xg,8) C T~1(S), isto é, B(xg,8) C S e

portanto Sy € aberto.

Reciprocamente para cada xo € M, yo = T (xo) e qualquer B(yo, &) em N, T~ (B(y,€))
¢ aberta em M. Entdo existe > 0 tal que

B(x0,8) C T~ (B(yo.€)),

ou seja, B(xp, d) é levada por T em B(yy, €). Isso mostra que 7 € continua. [
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3 ESPACOS DE BANACH

Neste capitulo veremos o conceito de espagos de Banach, bem como suas

propriedades e alguns exemplos.
3.1 SEQUENCIAS EM ESPACOS DE BANACH

Nesta secao veremos sequéncias convergentes no espaco de Banach e funcoes

continuas entre espagos de Banach.

[

w1 em um espago normado V é

Definicao 3.1 (Sequéncia convergente) Uma sequéncia (x,)

dita convergente se dado qualquer € > 0, existem um x € V e um niimero natural N tal que
|x, —x|| < €, paran > N.

Neste caso escrevemos

lim x, = x ou x,, — x, quando n — oo.
n—oo

Note que se considerarmos V = R e ||x|| = |x| na Defini¢do 3.1, temos o conceito de
sequéncia de nimeros reais e convergéncia desta, conforme estudado em cursos de Célculo e

Analise Real.

Se uma sequéncia de pontos num espago normado € convergente, entdo o limite desta
sequéncia é tnico. De fato, seja (x,);_, uma sequéncia de pontos no espago normado V, a qual
converge para dois pontos p e p’ de V. Vamos mostrar que p = p’. Dado € > 0, existem ndmeros

naturais Ny e N tais que ||x, — p|| < §, sempre que n > Ny e ||x, — p'|| < §, sempre que n > N,

Escolhendo N = max{N;,N,} e utilizando a desigualdade triangular da norma, obte-
mos

0<llp=p'll < llp—xall+ n = P'll <&
Portanto, ||p — p/|| = 0 e assim, p = p'.

O seguinte resultado caracteriza o fecho de um conjunto em um espago normado.
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Proposicao 3.2 Seja A CV um subconjunto qualquer do espaco normado V. Entdo
A={xeV;3(x,) CAex, —x}.

i.e., 0 fecho de A é o conjunto formado pela unido de A e seus pontos de acumulagdo.

Demonstraciio: Primeiramente mostremos que {x € V; 3 (x,) CA e x,, — x} C A. De fato, seja
x€{x€V;3(x,) CAex,— x}esuponha que x ¢ A. Como x ¢ A, entdo existe um conjunto
fechado F tal que A C F e x ¢ F. Assim, podemos dizer que x pertence ao aberto U =V \ F.
Note que neste caso UNA =@, pois F DAeF SZ U. Por outro lado, como x € U e U € aberto,
existe € > 0 tal que B(x,€) C U. Assim, B(x,€) NA = & e consequentemente ||x —y|| > €,Vy €
A, 0 que mostra que ndo existe (x,) C A tal que x, — x, o que é uma contradi¢do. Portanto,

X EA.

Reciprocamente, se ndo existe nenhuma sequéncia de pontos em A que aproxima X,
entdo existe € > 0 tal que B(x, €) ndo contém pontos de A, ou seja B(x,€)NA = &. Como B(x, €)
é aberta e B(x,€)NA = &, temos que o fechado F = B(x, &) contém A e x ¢ F. Portanto, x ¢ A,
jaque A=N{F; F é fechadoe F D A}. O

Lema 3.3 Seja V um espagco normado. Uma sequéncia (x,) C 'V converge para um ponto p se,
e somente se, dado qualquer conjunto aberto U o qual contem p, existe um niimero natural N

tal que xj € U para todo j > N.

Demonstracdo: Suponhamos que a sequéncia (x;) converge para p. Seja U um conjunto
aberto o qual contem p. Entdo, existe € > 0 tal que B(p,€) C U. Mas como x; — p quando

J — oo existe um numero natural N tal que
|x; — p|| < &, paratodo j > N.

Assim, para todo j > N, temos x; € B(p,€) CU ou sejax; € U.

Reciprocamente, suponha que (x,) seja uma sequéncia que satisfaz o critério dado no
enunciado do lema e € > 0. Como a bola aberta B(p, €) € um conjunto aberto, existe um nimero
natural N tal que, x; € B(p,€) paratodo j > N. Portanto, ||x; — p|| < € para todo j > N de onde

obtemos que x;,, — p. U

Proposicao 3.4 Seja F C V um conjunto fechado num espagco normado V e seja (x,) uma

sequéncia de pontos de F. Suponhamos que x, — p quando n — o. Entdo, p pertence a F.
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Demonstracio: Basta ver que se F é fechado, entdo F = F. Assim o resultado segue direta-

mente da Proposi¢ao 3.2. C

Lema 3.5 SejaV um espagco normado e (x,) CV uma sequéncia emV convergindo para p € V.

entdo, para qualquer pontoy €V,

|, = yI| = |p — ||, quando n — oo.

Demonstracao: Seja € > 0 dado. Queremos mostrar que existe um nimero natural N tal que
llxn =yl =1lp—yll <&, ¥n>N.
Como x,, — p, temos que existe N € N tal que
|x, — p|| <€, Vn>N.
Por outro lado pela desigualdade triangular, temos
[0 =¥l < {lxw = pll +lp =yl e llp =¥l <[P = xall + [l = ¥

para todo n € N. Portanto,

[xn = [ = llp =Yl < |lxa =Pl + 2=yl = lp =yl = [|x: — P,

[0 =y = llp =Yl = X0 =Y = | = Xall = [0 = y[| = [|22 — Pl

para todo n € N. Assim,
o =y =llp=ylll <&, Vn=N,

e temos provado o lema. 0

Proposicao 3.6 Seja f:U — V uma fungdo entre espacos normados U e V. Entdo, f é continua

em p € U se, e somente se, para toda sequéncia (x,) C U tal que x, — p, p € U, a sequéncia

(f(xn)) CV converge para f(p).

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que f é continua em p e seja (x,) C U tal que

x, — p. Dado € > 0, pela continuidade de f em p, existe § > 0 tal que se ||x — p|ly < J, entdo

17 () = f(P)llv <& (®)
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Por outro lado, pela convergéncia de (x,), temos que existe N € N tal que
|, — pllu < 6,Vn > N. )

Portanto, de (8) e (9), temos

1 () = f(P)I| < &Yn >N,
ou seja f(xn) — f(p)-

Reciprocamente, se f ndo € continua em p € U, entdo existe € > 0, tal que para todo
0 > 0 existe x5 € U, tal que ||xs —p|| < 0 e | f(xs) —f(p)|| > €. Em particular, se tomarmos
8 =1, existe x; € U com |[x; — p|| < L e ||f(x1) — f(p)|| > €. Se consideramos § = J existe
x, €U com |lx; — p|| < % e || f(x2) — £(p)| > €. Aplicando sucessivamente este argumento,
temos que para § = ,11, existe x, € U, com ||x, — p|| < % e || f(x:) — f(p)|| > €. Em outras

palavras existe € > 0, tal que para cada n € N, podemos obter x,, € U tal que

1
o = pll < e llf(xa) = f(P)]| 2 &,

Portanto, existe uma sequéncia (x,) C U, com x, — p, sem que f(x,) convirja para f(p),

contrariando a hipétese. Portanto f € continua. U

Definicao 3.7 Seja V um espagco normado. Uma sequéncia (x,) de pontos de V é chamada de

sequéncia de Cauchy emV se, dado € > 0, existe um niimero natural N tal que

||lxn — x¢|| < €, para todo n,k > N.

Claramente toda sequéncia convergente num espaco normado € uma sequéncia de Cau-

chy. De fato, assumindo que x,, — p, existe N € N tal que

€
—=¢€,Vn, k>N.

&
oo =5l = b = p+ p = 5ll < o = pll + o= pll < &+

Estamos interessados agora em caracterizar espacos normados que satisfazem a reciproca dessa

afirmacao.
3.2 ESPACOS DE BANACH

Nesta sec¢ao apresentamos o conceitos de espaco de Banach, além de exem-

plos desses espagos, bem como os conceitos de convergéncia uniforme e sequéncias de Cauchy.
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Definicao 3.8 Um espaco normado V é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em V é
convergente e seu limite pertence a V. Chamaremos um espagco normado completo de espago

de Banach.

Proposicao 3.9 Seja V um espaco de Banach, e seja A um subespaco vetorial de V. Entdo, A é

completo se, e somente se, A é fechado em V.

Demonstracdo: Suponhamos que A seja fechado em V e que (a,) é uma sequéncia de Cauchy
em A. Esta sequéncia de Cauchy converge para um ponto p € V (pois V € completo). Pela
Proposicdo 3.2 o limite de qualquer sequéncia de pontos de A pertence a A, pois A € fechado.

Assim, a, — p e p € A. Portanto, A é completo.

Agora suponhamos que A seja completo. Se o conjunto A ndo for fechado, entdo o
complemento V \ A de A ndo é conjunto aberto. Logo, existe um ponto p € V \ A tal que

B(p,0)NA # & para todo 8 > 0. Assim para cada § = y,, existe a, € A tal que
lan —pl| < 1/n.

Dessa maneira (a,) é uma sequéncia em A que converge para p. Como toda sequéncia conver-
gente é uma sequéncia de Cauchy, temos que (a,) é uma sequéncia de Cauchy em A a qual ndo
converge para um ponto de A, contradizendo assim a completitude de A. Portanto, A é fechado.
U

Exemplo 3.10 O espaco normado R com a norma ||x|| = |x| é completo.

Demonstracao: Suponha que x, seja uma sequéncia de Cauchy em R. Logo, dado € > 0,

existe Ny € N, tal que
€
|x,,—xm|<§,‘v’m,n>N1. (10)

Mostremos inicialmente que x,, é limitada. De fato, por (10), temos que
€
| — xn41] < X Vn > Nj.

Assim,
€
[al < pon =yt |+ fev | < 5 faw ], Vi > N

isto é, (x,) é limitada.

Por outro lado, pelo Teorema de Bolzano Weierstrass, existe (xnk) subsequéncia de
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(x,) e a € R, tal que x,, — a. Em outras palavras, dado € > 0 existe N, € N tal que
E
|xnk —a| < 5, Vni > Nj.
considerando N = max{N;, N, }, temos

E €&
1xXn —a| < |xp —ny, | + g, —al < §+§ =¢€,Vn> N.

Exemplo 3.11 O espaco normado R" com a norma euclidiana é um espaco de Banach.

Demonstracao: Se (x,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R”, entdo dado € > 0, existe N € N

tal que

oim —xell = /el =2+ ()2 < £,V k> N,
Assim, para cada inteiro j € {1,2,--- ,n}, a sequéncia (xj ) é uma sequéncia de Cauchy de
numeros reais, a qual é convergente. Denotando o limite de (x{,,) por xj, com j=1,---,n,

mostremos que a sequéncia (x,,) converge para x = (x!,x%,--- ,x*) em (R",|-||). Como (x;,) —

xjparacada j=1,---,n dado € > 0, existem nimeros naturais Ni,N,,--- ,N, tais que

. . e2
-] <15

para todo m > Nj e todo j=1,---,n. Tomando N = max{N;,N,,---,N,} obtemos que se

m > N, entao

2
. i £
e, =X/ |7 < —,
n
ou seja,

n
Z ) —x/|? < €.
j=1

Logo, para m > N, temos que

lem — x| < €,

isto €, x,,;, — x. U
Corolario 3.12 Seja || || uma norma qualquer em R". Entdo (R", || -||) é um espaco de Banach.
Demonstracao: Basta observar que em R” toda norma é equivalente. U

Exemplo 3.13 O espago [ é um espaco de Banach.
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Demonstraciio: De fato, se (x) é uma sequéncia de Cauchy em [, entdo (x) = (x] ", x5,
para cada m € N, onde

X" || = sup|x| < cpym=1,2,---, (11)
ieN
Dado € > 0, existe um N € N tal que para todo m,n > N

|x" — x"||o = sup|xt — x| < €
ieN

Portanto, para todo i € N fixado, temos que para todo m,n > N,
(m)

lx;

x| <, (12)

(m) _ (1) (2) ’ Anci
- = (x;7,x,7,--+) é uma sequéncia de Cauchy

ou seja, para qualquer i fixado, a sequéncia x 20X

de nimeros reais, a qual € convergente. Entdo, existe x; € R tal que

xl(m) — Xj,quando m — oo.
Definamos x = (x1,xp,---) e mostremos que x € [* e que x,;, — x. De fato, fazendo n — « em
(12), obtemos que

™ — x| < &,¥m > N. (13)

Logo, de (11) e (13) temos

(N+1)

N-+1
bl < o = x|

)| < E&+CN+,

para todo i € N. Assim,
[[x[leo = sup|xi| < &+ cn1,
ieN

0 que mostra que x € [*. Novamente (13) implica que

)

1" = x| = suplx”
ieN

—xi| <E,

sempre que m > N, ou seja, X" — x em [”, mostrando que [ € completo. []

Exemplo 3.14 Para p > 1, o espaco normado de sequéncias

P ={(x1,x2,--- );xj €K, j=1,2,--- ,ez |xj|P < oo},
J=1

oo p
Il = (Z kal”> ,
k=1

com a norma dada por

|—
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€ um espago de Banach.

Exemplo 3.15 O espaco de fungdes continuas Cla,b] = C([a,b],R) com a norma

[xl[oe = sup |x(1)|
t€la,b)

é um espago de Banach, onde [a,b] é um intervalo compacto em R.

Demonstracao: De fato, se (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em Cla,b] entdo, dado € > 0,

existe Ny € N, tal que

E
1Xm — Xnlleo = sUP X0 (2) — 20 ()| < g,Vm,n>N1. (14)
t€[a,b)

Portanto, para cada ty € [a,b] fixado, temos

E
’xrn(to) _xn(t0)| < 3

sempre que m,n > Nj. Isso mostra que a sequéncia (x;(9),x2(t), ) é uma sequéncia de

Cauchy de nimeros reais. Logo, existe x(fp) € R tal que
Xm(to) = x(to), quando m — oo.

Assim podemos associar a cada t € [a,b] um tinico nimero real x(¢), o que define uma fungdo x

em [a,b]. Mostremos que x € Cla,b] e x,, — x em C[a, b|. Fazendo n — e em (14), temos

€
sup |x(t) —x(1)] < 3 (15)
t€la,b]
sempre que m > Nj. Logo, para todo ¢ € [a, D],
€
o) —x(0)| < £, (16)

sempre que m > Nj. Por outro lado, a continuidade de xy, implica que existe & > 0 tal que, se
|t —to| < &, entdo

o, (1) 0w, (0)] < 5. (17

Dessa maneira, se |t —fo| < 9, entdo (16) e (17) implicam que

(1) = x(10)| = |x(t) — 2, (£) +xn, (1) = 2w, (80) + 2, (0) — x(t0) | < g + g + g —¢.

Isso mostra que a fungdo limite x é continua em [a,b]. Assim, x € C[a,b]. Além disso, temos

diretamente de (15) que x;, — x. Portanto Cla,b] € um espaco de Banach. 0
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Definicao 3.16 Seja X C R. Dizemos que uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge
pontualmente para uma fungdo f : X — R, quando, dado a € X e € > 0, existe ny € N,ng

dependendo de a, tal que n > ngy implica que

|fu(a) — f(a)| < € para todo n > ny.

Definicao 3.17 (Convergéncia Uniforme). Seja X C R. Dizemos que uma sequéncia de fungoes
Jfn: X — R converge uniformemente para uma fungdo f : X — R quando, para todo € > 0 dado,

existe ng € N tal que n > nqg implica que

| fu(x) — f(x)| < € para todo x € X. (18)

Observacao 3.18 A diferenca entre a convergéncia pontual e a uniforme é que na uniforme

existe um ng tal que (18) ocorre independente do ponto x € X escolhido.

Proposicao 3.19 Se x,, — x no espaco de Banach Cla,b| com a norma

X[l = sup [x(z)], (19)

t€(a,b]

entdo esta convergéncia é uniforme, isto €, (x,,) converge uniformemente para x € Cla,b| na
norma (19).
Demonstracdo: Sejam (x,,) uma sequéncia em Cla,b] e x € Cla, b] tal que
||t — X||e — O,
quando m — oo. Portanto, dado € > 0, existe N € N tal que

sup |xm(t) —x(r)| < €,Ym > N.
t€(a,b]

Logo, para todo ¢ € [a,b] temos que

1) = x(0)] < sup (1) —x(1)| < &,

t€la,b]
sempre que m > N. Portanto x,, — x uniformemente em [a, ). O
Lema 3.20 Seja {x;,x2,- - ,X, } um conjunto linearmente independente de vetores em um espaco

normado V (de qualquer dimensdo). Entdo existe um niimero ¢ > 0 tal que para toda escolha
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de escalares o1, 00, -, 0, € K temos
[oxy + 0x2 + - - + Qun|| > c(|ou |+ |02 + -+ |a]) (20)
Demonstracdo: Seja s =|oy|+|0p|+ -+ |aty]. Ses=0,entdo ay =0 =--=a,=0¢

(20) vale para qualquer ¢ > 0. Seja s > 0. Entao (20) é equivalente a desigualdade que obtemos

dividindo (20) por s e escrevendo f3; = %, isto €,

||ﬁ1x1+ﬁ2x2+"'+ﬁnxn” >c, (21)

onde
n
Y 1Bl =1.
i=1

Portanto € suficiente provar a existéncia de ¢ > 0 tal que (20) sirva para toda n-upla de escalares
Bi,B2,---,Bn,com Y | |Bi| = 1. Suponha que isso é falso. Entdo existe uma sequéncia (y,,) de
vetores da forma

Y =By + By 4 B,

onde

Y 18" =1
i=1

|ym|| — 0, quando m — .

Como Y, | ﬁi(m)\ =1, temos | ﬁi(m)| < 1 para todo i = 1,--- ,n. Portanto, para cada i fixado a

(m)) —

sequéncia (; ([31.(1), ﬁi(z), ---) é limitada. Consequentemente, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, Bl-(m) tem uma subsequéncia convergente. Seja ) o limite desta subsequéncia e
seja (y1,,) a subsequéncia correspondente de (y,,). Pelo mesmo argumento, (y,,) tem uma
subsequéncia (y2,,) para a qual a subsequéncia correspondente de escalares [32(m) converge e
seja B, o limite. Seguindo dessa forma, depois de n passos obtemos a subsequéncia (y, ) =

(Yn,1,Yn,2,- ) de (ym) cujos termos sdo da forma

Z” (m)
Ynm = Y, Xi,
i=1

onde

Y =1
i=1
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(m) (m

ey, sdo escalares satisfazendo ¥, ) — Bi, quando m — . Portando, quando m — oo,

n
Yam —2 Yy = Zﬁixiv
i=1

onde Y7, |Bi| = 1. Note que, nem todo f3; pode ser zero. Como {xj,x2,---,x,} é um conjunto
linearmente independente, temos entdo y # 0. Por outro lado, y, ,, — y implica ||y,m| — ||y,
pela continuidade de norma. Como ||y,|| — O por hipotese e (y, ) é uma subsequéncia de
(¥m), devemos ter ||y, || — 0. Consequentemente ||y|| = 0, o que ¢ uma contradi¢do, provando

o lema. O

Teorema 3.21 Todo subespaco Y de dimensdo finita de um espaco normado V é um espaco de

Banach. Em particular todo espaco normado de dimensdo finita é um espaco de Banach.

Demonstracdo: Sejamn=dimY, B={ej,ep, -+ ,e,} umabasedeY e (y,)necn uma sequéncia
de Cauchy em Y. Como B é uma base para Y, para todo m € N, existem escalares Ocl(m), e Oc,(lm)
tais que

ym= 04" er+ -+ " ey

Além disso, sendo (y,)men uma sequéncia de Cauchy, para todo € > 0, existe N € N, tal que
[ym = yall < &Y m,n>N.

O Lema 3.20 implica que existe ¢ > 0 tal que
" (™ g™ " g™ g™
&> [lym—yull =1 }_ (™ —a;")ejl > ¢ ) o™ — "],
Jj=1 Jj=1

sempre que m,n > N. Logo, para j = 1,2,...,n, temos

Portanto, (Ocj(.m)) € uma sequéncia de Cauchy de numeros reais para todo j =1, --- ,n. Denotando

aJ :n!lglloa](m>’]: 1727”' 1,

e definindo y = oje; + - - -+ o€, temos que y € Y e

n n
=yl = 1Y (@™ —a)ejll < Y o™ — el
j=1 j=1
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(n)

Como o i

— o, quando m — oo, obtemos que
|lym — y|| = 0,quando m — oo,
mostrando que y,, — y e que Y € um espaco de Banach. 0

Corolario 3.22 Todo subespaco Y de um espagco normado V de dimensdo finita é fechado em

V.

Demonstracao: Como dimensdo de Y € finita, segue do Teorema 3.21 que Y € um espago

normado completo e, portanto, Y € fechado em V. U

Exemplo 3.23 O espago de funcdes C([0,1],R) com a norma

1
lslli= | lsCodx

é um espago normado, mas ndo é completo.

De fato, a sequéncia de fungdes f,(x) = x", é de Cauchy com essa norma e converge para f,

f(x>:{ 0, se 0<x<1

1, se x=1.

onde

Como essa fung@o f é descontinua no intervalo [0, 1], temos que f,(x) = x" é uma sequéncia de
Cauchy em C([0, 1], R) que ndo converge em C(|0, 1], R). Portanto, C([0, 1],R) ndo é completo.
A Figura 2 ilustra os graficos de f,,(x) e f(x).

Vamos apresentar agora um critério que utiliza o conceito de convergéncia de séries,
para verificar quando um espago normado é um espago de Banach. Se (x,) é uma sequéncia
em um espaco normado V, podemos associar com (x,) a sequéncia (S,) de somas parciais cujo
n-ésimo termo € definido por

Sp=x1+x2+ -+ xp,

paran=1,2,--- Se (S,) é convergente, ou seja, se existe S € X tal que
ISy — S|| — 0,quando n — oo,
diremos que a série infinita

Zxk:x1+x2+-~-:S (22)
k=1
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@

Figura 2: Graficos de f,(x) e f(x).
¢ convergente e S é chamado de soma da série. Se
Y il = flen =+ [zl 4
k=1
converge no sentido acima, a série em (22) € dita absolutamente convergente.

Teorema 3.24 Em um espaco normado V, a convergéncia absoluta implica em convergéncia

se, e somente se, V é um espago de Banach.

Demonstracdo: Suponhamos que V seja um espaco de Banach e consideremos (x,) uma

sequéncia em V tal que
Y el < eo.
i=1

Definamos a sequéncia das somas parciais associada a série acima por
St =[x,

2 = [ler ]l + [l I,

Sn = [Per | = [leaf] 4 -~ = [l

Como Y77, ||xn|| < oo, entdo (S,) é convergente e, portanto, € uma sequéncia de Cauchy, ou seja,

dado € > 0, existe N € N tal que se n > m > N, entao

1S — Su| < €,
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isto é,
[Sm = Sal = [om 1| + [[xm2ll + -+ [l <&
Vamos mostrar que a série
)
n=1
€ convergente em V. Para isso consideremos a sequéncia das somas parciais

S1=x1,

Sy =x1 +x7,

S, =x1+x2+--+x,.
Tomando n > m > N e utilizando a desigualdade triangular da norma, temos
1Sm = Sull = X1+ Xmy2+ - 2l < ltmia [+ mg2ll + - + 12l <&,

Mostramos assim que (.5,) € uma sequéncia de Cauchy. Como V é um espago de Banach existe

S eVtal que S, — S, quando n — o, mostrando que a série € convergente.

Reciprocamente, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em V. Para cada j € N, existem

N; € N tal que se m,n > N;, entdo
1

Consideremos a subsequéncia (xy;) de (x,) e definamos
Uy =Xy

Uy = XN, —XN;
Uk = XN, — XNy

Note que
k
Z Uj = XNy
J=1

k

k
Y Ml < Janll+ ) 277 < flag [+ 1,
j=1 j=2
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para todo k € N. Logo, a série
Y uj
Jj=1
¢ absolutamente convergente e, portanto, por hipétese converge para algum x, isto &,

k
XN, = Z uj — x,quando k — oo,
j=1
comx € V. Portanto (x,) possui uma subsequéncia (x,, )rcy convergente e assim (x,) é conver-

gente mostrando que V é um espago de Banach. 0

Observacgao 3.25 Note que, se (x,) é uma sequéncia de Cauchy e admite uma subsequéncia
que converge para x, entdo (x,) também converge para x. De fato, dado € > 0, existe N € N tal
que

E €&
X0 — x| < |2 — X || + ||, — ]| < 5T5= e,Vnk>N
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4 OPERADORES LINEARES

Em espagos vetoriais gerais, um operador linear € uma aplicagdo linear cujo dominio
e imagem encontram-se em um mesmo espago vetorial. Quanto a este espaco passa a estar
munido de uma norma e consequentemente de uma topologia, faz sentido perguntarmos se
tais operadores sdo por exemplo continuos e limitados e quais as consequéncias matematicas
disso. Também podemos perguntar se o espaco vetorial formado pelos operadores lineares é
ou ndao um espago vetorial normado e o que seria uma norma para tal espaco. Estes mesmos
questionamentos podem ser levados para os funciondrios lineares. Neste capitulo, pretendemos

responder tais perguntas e ver que tipos de resultados podemos obter dentro deste contexto.

Definicao 4.1 Sejam (V.|| -||) um espagco normado e T : D(T) C'V — V um operador. Diremos

que T é um operador linear se

(i) o dominio D(T') de T é um subespaco vetorial de V e sua imagem R(T') C V;
(ii) para quaisquer x,y € D(T)e a € K,

T(x+y)=Tx+Tye T(ox)=aTx. (23)

Usaremos as nota¢des D(T') para o dominio de 7' e R(T') para a imagem de 7. O nicleo de T é
definido por
NucT = {x € D(T); T(x) = 0}.

Sex,y € D(T) e o, € K, note que (23) é equivalente a
T(ox+By) =oTx+ BTy.
Em particular quando o = B = 0, obtemos que

T(0) = 0.

Observacao 4.2 Quando T : D(T) C U — V, é uma aplicacdo linear, dizemos que T é uma

transformacado linear. Em particular todo operador linear é uma transformagdo linear.



51

Vejamos alguns exemplos de operadores lineares.

Exemplo 4.3 (Operador Identidade ). O operador 1, :V — V, definido por 1;(x) = x para todo

x €V, éum operador linear e é chamado de Operador Identidade.

Exemplo 4.4 (Operador Nulo). O operador T : V — V definido por T (x) = 0 para todo x €V,

é o operador nulo. Este operador pode ser denotado por T = 0.

Exemplo 4.5 (Matrizes). Uma matriz real A;j com r linhas e n colunas define um operador
T:R"—R", por T (x) =Ax. Denotando, x = (&1,--- ,&,) e (N1, ,Ny) sua imagem, na notacdo

matricial, temos
m o ... Oy 51

nr 01 ... O O

Teorema 4.6 Seja T : D(T) C V — V um operador linear. Entdo as seguintes afirmagdes sao

verdadeiras:

(i) A imagem R(T) é um subespago vetorial de'V .
(ii) Se dim D(T) = n < oo, entdo dimR(T) < n.
(iii) O NucT é um subespaco vetorial de V.
Demonstracdo: (i) Dados z,w € R(T) e A € K, basta mostrarmos que Az +w € R(T). Como
z,w € R(T), existe x,y € X tais que T'(x) = ze T(y) = w. Logo, pela linearidade de T,
Az+w=AT(x)+T(y) =T (Ax+Yy),

ousejaAz+we R(T).

(ii) Suponha que dim R(T') > n. Logo, existe um conjunto L.I., com n+ 1 elementos

{1y Yn+1} CR(T) . Além disso, existem x,x3,- -+ ,x,4+1 € D(T) tais que

yi=Txt, -, Ynr1 = Txnp1,
Por hipétese dim D(T) = n. Assim, os vetores {xi,- - ,Xx,+1 } sdo linearmente dependentes, ou
seja, existe o;,i = 1,--- ,n+ 1, ndo todos nulos, tais que,

arxy + -+ 0y 1x41 = 0. (24)
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Sendo T é linear e T (0) = 0, temos por (24) que
0=T(ax1+ 4+ Opy1Xpr1) = 0 Tx1+ -+ Q0T X1 = QY1+ + O 1 nt1-

Dessa forma, temos a1y + -+ 4+ Qu41y,+1 = 0, com pelo menos algum ¢; ndo nulo. Logo,
{1, ,Yn+1} € um conjunto linearmente dependente, o que é uma contradi¢do. Portanto, dim
R(T) <n.

(iii) Dados x,y € NucT e A € K, entdo T'(x) =0,T(y) =0¢
T(x+Ay)=T(x)+AT(y)=0+A0=0,
ou seja, x+ Ay € NucT. O

Consideremos uma aplicag@o linear 7' : D(T) C U — V injetiva, ou seja, se x,y € D(T)
sdo tais que T (x) = T(y), entdo x = y. Como toda aplicagdo injetiva é uma bijecdo entre seu

dominio e sua imagem, temos que existe
T-1:R(T) = D(T),
onde
T 'Tx = x,Vx € D(T),
TT 'y =y,¥y € R(T).

E sabido da élgebra linear cldssica que uma transformacao linear 7' € injetora se, e
somente se, o nucleo de 7' consiste apenas no vetor nulo. Nesse contexto temos o seguinte

resultado para a existéncia da inversa de operadores.

Teorema 4.7 Sejam U e V espagos vetoriais reais e T : D(T) C U — V uma transformacdo
linear, onde D(T) C U e R(T) C V. Entdo

(i) Se existe T~ entdo T~ é um operador linear.
(ii) A inversa T~': R(T) — D(T) existe se, e somente se, NucT = {0}.

(iii) Se dim D(T) =n < oo e T~ ! existe, entdo dim R(T) = dim D(T).

Demonstracao: (i) Sejam z,w € R(T) e A € K. Entdo, existem x,y € D(T) tais que T (x) =z
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e T(y) = w. Logo,

T 'Az4+w) = THAT(x)+T(y))
= T (T(Ax+y))
= Ax+y
= AT N T()+T (T (y)
= AT () +T" ' (w).

Note que, como T(0) = 0, entdo 7~ (0) = T-1(T(0)) = 0.

(ii) Se T~! existe e T(x) = 0, entdo x = T~ (T (x)) = T~1(0), ou seja, x = 0. Isso
mostra que NucT = {0}. Reciprocamente, se NucT = {0}, sabemos da dlgebra linear que T é

injetora. Assim, T : D(T) — R(T) é uma bijecdo e portanto existe 7! .

(iii) Sendo dim D(T') = n < oo, segue do Teorema 4.6 (ii) que
dim R(T) < dim D(T) = n. (25)

Por outro lado, como existe

T-':R(T) — D(T)

e T~! é linear, pelo item (i), o mesmo Teorema 4.6 implica que
dim D(T) < dim R(T). (26)

Assim concluimos de (25) e (26) que dim R(T') = dim D(T). O

4.1 OPERADORES LINEARES CONTINUOS E LIMITADOS

Nesta secdo veremos que € possivel falar em limitacdo e continuidade de operadores
lineares em espacos normados e espacos de Banach bem como mostraremos algumas relagdes

entre a limitagdo e a continuidade de operadores lineares.

Definicao 4.8 Sejam U e V espacos normados e T : D(T) C U — V uma transformagdo linear.
A transformagdo T é dita limitada se existe um niimero real ¢ > 0 tal que para todo x € D(T)
temos

1Tl < ellxllu-

Para facilitar a notag¢do, denotaremos tanto a norma || - ||y quando a norma || - ||y apenas por

|| - || deixando a cargo do contexto a diferenciacdo de ambas.
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Pela definicdo acima, podemos observar que uma transformagdo linear limitada leva
um subconjunto limitado de D(T) em um subconjunto limitado de V. Também, para todo

x € D(T), com x # 0 temos

17
W =€

Logo, o nlimero

T(x
7= sup 1T e
xeD(T) x40 x|
existe e sera denominado norma do operador 7. Neste caso, para todo x € D(T), temos que

IT Q| < AT 1[1][1-

Proposicao 4.9 Seja T : D(T) C U — V uma transformagdo linear limitada. Entdo,

17 ()]
IT||=sup = sup T(x)
xen(Mazo X xenr), x| =1

e ||T|| satisfaz as condi¢bes de (N1) a (N3) da Definicdo 2.10, ou seja, ||T|| define uma norma

no espaco das transformacdo linear limitada.

Demonstracao: Sejax € D(T) tal que x # 0. Considerando y = ﬁ, obtemos que
x x|
b= ] -
(] el

Assim, utilizando a linearidade de T', temos

17 ()]
IT=  sup === sup

xe€D(T), x#0 ||)CH xeD(T), x#0

X
T(—)Hz sip TG
x| yeD(T),|y|=1

Mostraremos agora que ||7 || dado em (27) satisfaz as condigdes exigidas na Defini¢éo

2.10. Para isso considere x € D(T), com x # 0. Entdo, a limitacdo de 7 implica que

0< 17 () <e.
]
Logo,
T
0 < |7 = supl T
w20 |IX]]

Além disso, ||T|| = O se, e somente se

T
IT@I
W Tl
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Esta ultima igualdade por sua vez é equivalente a || T'(x)|| =0 e x € D(T), com x # 0. Portanto,
como 7(0) =0, temos que ||T|| = O se, e somente se T = 0, o que mostra a condi¢do (N1)

exigida na Defini¢do 2.10. Além disso, para todo o € K e x € D(T), com x # 0, temos

)] _ ledT el _ o 17l
0 H I
Logo,
aT)(x T (x T (x
o = sup MO _ gy o ITON _ g10p TN _ 17,
ST Suplel g = ek

mostrando que ||7|| satisfaz a condi¢do (N2). Por fim, dados 71,75 : D(T) C X — Y dois

operadores lineares limitados, temos que
(T3 + T2) ()| = || Tox+ Tax|| < | Tax]| + | Tox], Vi € D(T),

Logo, para x # 0, temos

1T+ D)) _ [Tl | [ Tox]

. 28
L 8

Portanto, tomando o supremo em (28), obtemos
1T+ 1ol < IT [ + (| 2]

Temos assim provado (N3) e consequentemente o teorema. U

Corolario 4.10 O espaco B(U,V) das transformacdo linear limitadas, é um espago vetorial
normado com a norma definida em (27). Em particular, quando U =V, o espagco B(V) dos

operadores lineares limitados também é um espaco vetorial.

Exemplo 4.11 (Operador Integral) Consideremos em C([a,b],R) a norma

= t ,
[l tgl[%]IX( )

e definimos a aplicagdo T : C([a,b],R) — C([a,b],R) da seguinte forma
t
Tx(t) = / x(t)dt,
a
onde t € [a,b]. O operador integral definido acima é linear em C([a,b],R) e € limitado.

De fato, se x € C([a,b],R), entdo

(1)) < max |x(r)| = [|x][,Vt € [a,b].
1 E€la,b]
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Logo,

((Tx) (1) =

/alx(ﬁ)dé' < /at x(&)|dE < HxH/atdé = ||lx||(t — @) < ||x[|(b—a).

Portanto,

17 () Ztren[%]l(TX)(f)! < (b—a)llx],

ou seja, T é um operador linear limitado.

Exemplo 4.12 Seja P o espaco de todas as fun¢des polinomiais definidas no intervalo [0, 1].
Consideremos em P a norma

X|| = max |x(f
Il = max o),

e definamos o operador derivada T : X — X por T (x(t)) = X' (¢).

O operador T definido dessa maneira € linear, porém nao € limitado. De fato, para cada n € N

considere
xn(t) =1",comt € [0,1].
Temos que
||xn|| = max |x,(¢)] = max || =1,
t€[0,1] t€[0,1]

para todo n € N. Por outro lado, x/,(t) = nt"~!, para todo n € N. Logo,

T(x,)|| = max |x,(z)| = max |[nt" "' =n
I7 o) = s 56| = " =

para todo n € N. Portanto,

17 (xn) |
||

=n — oo,quando n — oo,

mostrando que 7 nao pode ser limitado.

Teorema 4.13 Se um espaco normado V possui dimensdo finita, entdo todo operador linear

emV é limitado.

Demonstracao: Sejam dimgV = n < o0 0 conjunto {ej,--- ,e,} umabase de V e x € V tal que

n
X =

xjej,x € R.
j=1
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Como T € linear temos

1T =

iixvjkj
j=1

n n
< N Tesll < T, 1. 29
_j_Z1|xJ||| eJ||_1r§,§§nl| ek|!j;|xj| (29)

Por outro lado, pelo Lema 3.20, temos que existe ¢ > 0 tal que

L 1 1
Y i< =~ (30)
j=1

n
Z Xj€j
J=1

Assim, de (29) e (30), temos

1
Tx|| < Tei||—|x||-
|7+ < max || Teq| ]

[ Tex]

Denotando, Y = max =, obtemos
1<k<n
| Tx[] < vllx]|.
Portanto, T é operador linear limitado. OJ

Teorema 4.14 Seja T : D(T) C U — V uma transformagdo linear, onde D(T) é um subespago

vetorial de U, com U eV sendo espagos vetoriais normados. Entdo,

i) T ¢ continua se, e somente se, T é limitada.

i) T é continua em xg € D(T) se, e somente se, T ¢ continua.

Demonstracao: (i) (<) Seja T : D(T) C U — V uma transformagdo linear ndo nulo e xy €
D(T). Dado € > 0, basta escolhermos 6 > 0 tal que 6 = IIS_H Como T é linear e limitada,
temos que se x € D(T) e ||x —xo|| < 6, entdo

£

[T~ Tl = [Tl < T s =0] < 7116 = |7 o =

E.

Logo, T é continua em xo. Pela arbitrariedade da escolha de xy concluimos que T é continua.

(=) Como T é continua em D(T), entdo T é continua em algum xo € D(T). Assim,
dado € > 0, existe § > 0 tal que se x € D(T) e ||x —xo|| < 0, entdo ||Tx — Txpl|| < €. Por outro
lado, dado y € D(T),y qualquer e diferente de 0, podemos definir x = xo + ﬁy. Note que

_ oyl _ 8

||x —x0]| = =—<90
2yl 2

Logo, pela continuidade de T, temos

w7
E>|\Tx—Txyo||=||T(x—x0)|| =T | = ||| = == |TY|-
I7x =Tl =70l =7 (5775 )| = 55171
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Portanto, para todo 'y € D(T),
1Tyl < Cllyl,

onde C = 25—8 Isso mostra que T é limitada.

(ii)- Se T é continua em xo € D(T ), utilizando os mesmos argumentos da demonstragdo
do item anterior, obtemos que T ¢é limitada. Portanto, usando o item anterior temos que T é

continua. A reciproca é imediata. 0

Corolario 4.15 Seja T : D(T) C U — V uma transformagdo linear limitada. Entdo

(i) se x, — x, onde (x,) C D(T), entd@o T (x,) — T (x).

(ii) o niicleo NucT é um subespaco fechado.

Demonstracao: (i) O Teorema 4.14 garante que 7 é continua. Logo utilizando a (3.6) temos

que x, — x, implica que T (x,,) — T (x).

(ii) Ja vimos no (4.6) que o Nuc(T') é um subespago. Mostraremos agora que NucT é
fechado. De fato, se x € NucT, existe (x,) € NucT, tal que x, — x. Pelo item anterior temos
que T(x,) — T(x). Por outro lado, T'(x,) = 0 para todo n, ou seja, T(x,) — 0. Logo, pela
unicidade do limite 7'(x) = 0, ou seja, x € NucT. Como x € NucT foi escolhido arbitrariamente,

concluimos que NucT é um subespaco fechado. 0

4.2 FUNCIONAIS LINEARES

Vamos agora estudar um caso particular de transformacdo linear, o funcional linear.
Os funcionais lineares desempenham um papel crucial no nosso trabalho ja que eles sao a base

para o nosso teorema principal, o Teorema de Lax-Milgram.

Definicao 4.16 Um funcional linear é uma transformagdo linear f : D(f) CV — K, onde V é
um espago vetorial sobre o corpo de escalares K. Se V é um espaco vetorial real, entdo K =R

e se X é um espaco vetorial complexo entdo K = C.

Definicao 4.17 Um funcional linear ¢é limitado se existe um niimero ¢ > 0 tal que para todo
x € D(f),
£ ()] < elx]].
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Além disso, a norma de f é dada por
f(x
ifl= sup KO
xeD(T),#0 x|

ou ainda,

Ifll="" sup  [f(x)].

xeD(T),x]=1

Observacio 4.18 O conjunto dos funcionais lineares com a soma (f + g)(x) = f(x) + g(x) e
multiplicagdo por escalar (A f(x)) = A f(x), formam o espago vetorial L(V,K). Este espago

também é chamado de espago dual e denotado por V*.

Como agora estamos trabalhando com espagos vetoriais que possuem norma, podemos

nos questionar quando um funcional linear € continuo, com relagdo a uma norma fixada.

Observacao 4.19 Utilizando a definigdo de

tisfaz
FE< A Nllx]l, Vx € Dom(f).

De fato, se x # 0,

[l oy [l

F)l = LW, H_< Il ")n = 71l

Teorema 4.20 Um funcional linear f com dominio D(f) em um espaco normado é limitado se,

e somente se, f é continuo.

Demonstracao: Segue do Teorema 4.14 item i), considerando V = K. U

Exemplo 4.21 A norma || -|| : X — R em um espagco normado (X, || -||) € um funcional em X

que ndo ¢é linear.

Exemplo 4.22 A integral definida é um funcional linear limitado no conjunto das funcées

continuas, isto é, se [ : C(|a,b],R) — R ¢ tal que

b
Flx(t)) = / x()dt, x € C([a,b],R).

entdo [ é um funcional linear limitado.
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Demonstracdo: De fato, dados x,y € C([a,b],R) e a, B € R, temos

flaxe) + 530 = [ ax()+ By = a [ sty + [ (o = s+ B0,

ou seja, f é linear. Além disso,

) = [ x(t)dr / (0)lds < ma (¢ |/ dt = (b—a)||x|,
fx)] < ,onde C = (b—a).
Portanto a integral definida define um funcional linear limitado. U]

Definicao 4.23 Seja V um espago vetorial normado. Definimos o dual topologico de V como

sendo o espaco normado
={f e V*, f é limitado} ,

com norma definida por

171 =sup LE
T

Teorema 4.24 O espaco dual V' de um espago normado V é um espago de Banach.

Demonstracao: (OLIVEIRA, 2012) L]

O espago bidual de V que denotamos por V**, € o espaco que consiste de todos os

funcionais lineares definidos em V* | isto é,
={f:V* =K, f élinear}.
Vamos relacionar agora os espagos normados V e V**. Consideramos a seguinte
aplicagdo definida em V e assumindo valores em V** :

F:V — V¥
x = Fx)=g : V' - K
o= &) =5k

Mostremos que F estd bem definida. De fato, dados x1,x; € V, tais que x; = xp, temos que

f(x1) = fx),
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para todo f € V*. Logo, gy, (f) = gx, (f),V f € V¥, isto &, gy, = gx, € portanto F(x;) = F(x2).
Além disso, para cada x € V fixado, fi,f» € V*e o, € K temos

g(afi+Bf2) = (afi +Bf2)(x) = afi(x)+Bfa(x) = ag:(f1) + Bg:(f2),

ou seja, gy € linear. Portanto F estd bem definida. Ainda, para x;,x; € Ve a, 3 € K temos que

F(axl +ﬁx2)(f) = g(xx1+/3x2(f)
= f(ox;+ Bx2)
= af(x)+Bf(x2)

ou seja,

Floxi +Bx2)(f) = ogy(f)+Bgx(f)
= aF(x1)(f)+BF(x2)(f)
= (aF(x1)+BF(x2))(f),

para todo f € V*. Logo,
F(ox)+ Bxy) = aF(x1)+ BF(x),

0 que mostra que F € uma transformacao linear.

Mostraremos agora que F ¢ injetora. De fato, se F(x) = 0, entdo g.(f) = f(x) =0,
para todo f € V*. Note que, se x # 0, entdo existem escalares ¢, - -, o, € K, ndo todos nulos,

digamos «; =0, e vetores uy,--- ,u, € B, onde B é uma base de Hamel, tais que
X=0quy+ -+ ouiy.
Definindo o funcional f; por f;(u;) =1e fj(v) =0, Vv € Be v # uj, temos que
0= fj(x) = filour + -+ un) = 1),

o que é uma contradi¢do. Logo, devemos ter x = 0 e assim NucF = {0}. Portanto F ¢ injetora.
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5 ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Neste capitulo veremos os espagos de Hilbert, que formam a classe mais im-
portante de espacos de Banach. Além da norma e da completude, estes espacos sao munidos de

um produto interno.

5.1 ESPACOS COM PRODUTO INTERNO E ESPACOS DE HILBERT

Definicao 5.1 Seja H um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicacdo

(-,-) : Hx H — R é um produto interno se para todos x,y,z € H e oo € K valem as seguintes
condicoes:

(P1) (x+,2) = (x,2) + (,2);

(P2) (ax,y) = ot(x,y);

(P3) (x,y) = (%,%);

(P4) (x,x) >0e (x,x) =0 x=0;
Dizemos que H = (H,(-,-)) é um espagco com produto interno.

Observe que se o corpo de escalares do espaco vetorial H for o corpo dos nimeros reais R,

entdo (P3) pode ser escrita como
(x,y) = (),

para todo x,y € H. Neste caso dizemos que o produto interno € simétrico.
Observacao 5.2 Para x,y,z€ He o, € K, (P1), (P2) e (P3) implicam que:

(a) {(ax+ By,z) = a(x,z) + B(y,z). De fato, de (P1) e (P2), temos

(ax+ By,z) = (ox,z) + (By,2) = a{x,2) + B(y,2).
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(b) (x,oy) = &(x,y). De fato, utilizando (P2) e (P3), obtemos

(x, oy) = (ay,x) = oy, x) = A(x,y).

(c) (x,ay+Bz) =alx,y) +E<x,z>. De fato, por (P1), (P2) e (P3), temos

(x,ay+ Bz) = (ay+ Bz,x) = a(y,x) + B(z,x) = a(x,y) + B (x,2).

Proposicao 5.3 Seja H um espaco com produto interno. Entdo, as seguintes afirmacoes sdo

verdadeiras:

(i) Paratodo x,y € H,

1

[(x, )| < (x,x)2(y,y > = [|x||||v]]- (Desigualdade de Cauchy — Schwarz)  (31)

1
(ii) A aplicacdo x — ||x|| = (x,x)2 define uma norma em H, que serd denominada norma

induzida pelo produto interno (-,-).

(iii) A aplicacdo (x,y) — d(x,y) = (x —y,x—yﬁ = ||x — y|| define uma métrica em H, que

serd denominada métrica induzida pelo produto interno (-,-).
. . . . 1 .
(iv) A norma induzida pelo produto interno, || - || = (-,-)?2, satisfaz:

lx -+l < |Ix[| + [Iy]l- (Desigualdade Triangular)

Demonstracdo: (i) Primeiro observemos que para todo x,y € H, o nimero complexo, (x,y)

pode ser escrito sob a forma
(x,y) = (x,y) |

onde 0 = arg(x,y). Além disso,

() = (x,y) = (0, y)]e 7 = [(x,y)]e .

Assim, para todo A € C,e x,y € H, temos que

0 < (Ax+eyAx+e)
= AA{x,x) + e O (x,y) + Ae' (y,x) + (3,)
= AA{x,x)+ e O (x,y)|ef + Ae|(x y) e + (1)
= A2 {xx) + (A +A) ()] + (1)
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Considerando A € R e denotando a = (x,x),b = 2|(x,y)| e ¢ = (y,y), obtemos que

0 < (Ax+e%y Ax+ey) =aA?+bA +c=: p(A).

Note que p(A) é uma pardbola em A e p(A) > 0. Logo, o descriminante A satisfaz
A< 0. Dai

4|(x,y)[ = 4(x,x) {ny) <0
isto €,
[P < (o) (0y).
Extraindo a raiz em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

1

1 1
| (e, )| < (x,x)2(y,y)2,Vx,y € H.

(ii) Note que ||x|| = (x,x)%. Como (x,x) > 0, por (P4), temos que ||x|| > 0. Além disso, ainda
por (P4), (x,x) = 0 se, e somente se, x = 0. Logo, ||x|| = 0 se, e somente se x = 0. Agora, dados

x€ He a €K, entdo
1 — 1 2 1
Jox|| = (ax, 0x)2 = (. @(x,x))2 = (|| (x,x))2 = |ex]|x]].
Finalmente, dados x,y € H, podemos utilizar Cauchy-Schwarz e obter

Ix+yII> = (x+yx+y)
(x,x) + (x,3) + (6,3) + (1Y)
|1x[|* + 2re((x,¥)) + |Iy?

< [l 20 e [+ 1P
< [l 2[ell vl -+ v
= ([l +1Iyll)?,
ou seja,
[y < el [1v1]-
Concluimos dessa maneira que || - || = (-, >% ¢ uma norma em H.

(iii) Segue da Proposi¢ao 2.50.
(iv) Foi demonstrado em (ii).

O

Observacao 5.4 Seja H um espaco com produto interno. Se (x,y) =0 paray € H, entdo x =0.
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De fato, se (x,y) =0, para todo y € H, em particular para y = x, temos(y,y) = 0 ou seja, y = 0.

Dado um espaco normado € natural perguntarmos se ele possui um produto interno que

induz tal norma ou ndo. O préximo teorema fornece uma resposta para essa pergunta.

Teorema 5.5 ( M. Fréchet, J. Von Neumann e P. Jordan). Seja (H,||-||) um espago normado.
A norma || - || € induzida por um produto interno em H se, e somente se, vale a identidade do
paralelogramo

2 2 2 2
e Y117+ e =yl = = 20"+ v l1%)

para x,y € H.

Demonstracao: Ver (PRIMO, 2008) e (HELEMSKII, 2006). ]

Exemplo 5.6 (Espaco C((a,b),R)). O espago C((a,b),R) das fungdes reais continuas defini-

das no intervalo fechado J = |a,b] com a norma definida por
= t
[} = max]x(r)],

€ um espaco normado completo, mas a norma definida acima ndo pode ser obtida de um produto
interno, pois esta norma ndo satisfaz a identidade do paralelogramo. De fato, se tomarmos

(t—a)
(b—a)’

x(t) =1 e y(1) =

temos que ||x|| =1, ][y} = 1,

X(1) + () = 1+

x4yl =2,k =yl =1 e [lx+y[*>+ |x—yl|* = 5. Contudo,

Portanto,
2([|x)1> + [Iy]I*) = 4.

Assim, o Teorema 5.5 implica que a norma definida acima ndo provém de um produto interno.

Definicao 5.7 Um espaco com produto interno H é um espaco de Hilbert se ele for um espaco

de Banach relativamente a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 5.8 (Espaco Euclidiano R"). O espaco R" é um espaco de Hilbert com produto

interno definido por

(x,y) =&mi+ ...+ &My, (32)
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onde x=(&1,....&) ey=(M1,...;Mn)-

Exemplo 5.9 Considere o espaco vetorial de todas as funcdes continuas de valores reais em
[a, D), isto é,

H={x:[a,b] — R;/b lx(r)|*dt < oo}

= ([ otar)

Esta norma, por sua vez, pode ser obtida do produto interno definido por

Em H podemos definir norma

b
(x,y) = / x(t)y(t)dt.
a
O espaco vetorial H com o produto interno e a respectiva norma dada acima é um espacos de

Hilbert.

Exemplo 5.10 (Espaco Unitdrio C"). O espago vetorial C" é um espago de Hilbert com pro-

duto interno dado por

(y)=&m+...+&M (33)

onde x = (&1,...,&,) ey = (N1,...,Mn) e norma induzida pelo produto interno dada por
Iell = G181+ + i) = (1P -+ 1El)2.
Exemplo 5.11 (Espaco [* das Sequéncias de Hilbert). O espaco vetorial I* definido por
P={x=(x1,x2,---);x;€Ce i lxi|? < oo}
i=1
é um espago de Hilbert com produto interno definido por
o) = L&
j=

A convergéncia da série acima segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do fato que x,y €

1. A norma induzida pelo produto interno acima é dada entdo por

1

Il = ) f = (Z |§jl2> |

J=1
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5.2 PROPRIEDADES DE ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Nesta sec@o mostraremos algumas propriedades sobre espacos com produto interno.

Proposicao 5.12 Seja H um espago vetorial com produto interno (-,-) e || - || a norma induzida

por este produto interno. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
(1) Se H ¢ um espaco vetorial real, entao
e3) = (el = = yIP): (34
(i) Se H € um espaco vetorial complexo, entdo

Re ((x,y)) = %(HXHH2 —[le—1?)

1
Im ((x, ) = 3 ([ +iy[* =[x —iv]|?) (35)

onde Re ((x,y)) é a parte real de (x,y) e Im ({x,y)) € a parte imaginaria de (x,y).

Demonstracao: Se H é um espaco vetorial real, entdo para todos x,y € H, temos

Ix+y> = x=y* = (x+yx+y)—(x—yx—y)
= {(xx) + () + 0x) + 0,9 — X)) + () + 0,0 — (30,))
= 4(x,y),

provando (34). Se H for um espago vetorial complexo, entdo para todos x,y € H, temos

e+ ylI* =[x =yl = 2(xy) +20,x) = 2({x,y) + (x,)
= 2(2Re(<x,y>)):4Re(<x,y)),

provando a primeira igualdade em (35). Também, para todos x,y € H, temos que

e iyl® =l —iv]* = (x+iyxtiv) = (x—ivx—i)
= (x,x) + (x,dy) + (iy,x) + (i, iy) — (x,x) + (x,1y) + (0, x) — (i), 1y)
= —ilx,y) +i{y,x) —ilx,y) +i(y,x)
= 2i(—{x,y) +{yx))
= 2i(—(xy) + xy)
= 2i(—2ilm((x,y)))

= 4m({x,y)),
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provando a ultima igualdade em (35). U

O préximo lema mostra a continuidade do produto interno.

Lema 5.13 Sejam H um espaco com produto interno, (X, )nenN € (Yn)nen duas sequéncias em H
tais que

Xpn—>x€H e y,—-yecH,

quando n — oo. Entdo (x,,yn) — (x,y), quando n — .

Demonstracao: Como sequéncias convergentes sao limitadas, a desigualdade triangular para

ndmeros reais e a desigualdade de Cauchy-Schwarz implicam que

[y yn) = W) = [ Yn) = (s ) + (6, 3) = (6,3

IN

| (X, yn = ¥) | + | (6 — X, )|
< [xallllyn =yl + llxn — x][||ly]| = O,

quando n — oo, pois y, — y € X, — X, quando n — 0. Portanto, (x,,y,) — (x,y), quando n — co.
]

Definicao 5.14 Seja H um espaco munido de um produto interno. Dois elementos x,y em H

sdo ditos ortogonais e denotamos por x Ly, quando (x,y) = 0.

Observacao 5.15 Se E,F sdo subconjuntos de H, entdo E | F indica que x 1y sempre que

xeEeyecF. Alémdisso, se E e F sdo subespacos, dizemos que eles sdo ortogonais.

Definiciio 5.16 Definimos E* como sendo o conjunto de todos os elementos de H ortogonais a
E, ou seja,

Et={xcH:(x,y)=0Vy€cE}.
Proposicao 5.17 Seja H um espaco vetorial munido com um produto interno. Entdo,

(i) x L yse, e somente se,

lx+ oy|| = ||x||, Vo € R. (36)

(i) Dado um subconjunto E de H, entdo E* é um subespaco vetorial fechado. Além disso,

se E também é subespago vetorial, entdo E NE+ = {0}.
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Demonstracao: Ver Lemas 3.20 e 3.30 em (RYNNE; YOUNGSON, 2000). [

Definicao 5.18 Um espaco vetorial H é dito ser soma direta de dois de seus subespacos Hj e
H,, o qual denotamos por

H =H, EBHZ;

se todo x € H possui uma representagdo tnica da forma x = x| +xp, com x| € Hy e x, € H;.

Teorema 5.19 Seja E um subespaco vetorial fechado de um espago de Hilbert H. Entdo
H=E®E".

O subespaco E+ é chamado de complemento ortogonal do subespaco E em H.

Demonstracdo: Dado x € H, definamos § = inf |x —y|| e consideremos (w,) C E, tal que
ye

||x —wy|| — 8. Mostraremos que (w,) é de Cauchy. Usando a identidade do paralelogramo,

temos
(Wi = x) + (Wi = X)[I>+ [ (W — %) = (Wi — 1) [|> = 2| [ wip — ][> + 2w, — x]?
ou seja,
W~ Wi = 2|17+ 1w — win|> = 2[Jwi — x[|> 42l Wi — x]*.
Logo,
[wn=wmll* = 2[lwn—x]* 2] Wi — x| = | Wy + wim — 2|
2
w, +w
= 2l + 2?4 2 @)

Por outro lado, como E € subespaco de H, entdo W € E. Dai para quaisquer naturais n,m,

obtemos
5< Hw _XH’
2
ou seja,
2
2
Assim, (37) se torna
||wn—wm||2<2||wn—x||2+2||wm—x||2—432. (38)

Como||x — wy]|| — 0, temos de (38) que ||w, —wp|| — 0, quando m,n — . Logo (wy,)
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€ uma sequéncia de Cauchy e portanto converge para um elemento w € H. Uma vez que E €

fechado, segue que w € E. Mostraremos agora que x =w+ (x—w) ,comw € Ee (x—w) € E*.

Pela continuidade da norma temos ||x —wj|| — ||x—w/||. Ademais, como ||x—w,|| — &,

temos da unicidade do limite que 6 = ||x —w||.

Além disso, para quaisquer @ € Re y € E, temos que (ay —w) € E. Logo
[(x=w) +ay| =[x+ (ay—w)|| > 6 =[x—w[,VacR,ycE.

Dessa forma, o item (i) da Proposi¢do (5.17), temos que (x —w) L y, para todo y € E, ou seja,

x—w € E. Portanto, obtemos a seguinte decomposicdo
x=w+(x—w),wcEe(x—w)cE"

Mostraremos agora que essa decomposi¢ao € unica. De fato supondo que existe outra decomposicao

X=u-+tv, comuEEeveEL,temos
x=w+(x—w)=u+v,

ou seja,
u—w=(x—w)—v.

M~ —,—
=2 €E+

Uma vez que u—w € E e (x—w) —v € EL, encontramos que u —w € ENE- e (x—w) —v €

ENE*. Além disso, a Proposigdo 5.17 item (ii), garante que ENE~+ = {0}. Portanto,
u=wev=(u—w).

Finalmente concluimos que existe uma tinica decomposi¢ao para cada elemento x € H, como

queriamos mostrar. O

Observacao 5.20 Um subespago Y de um espago com produto interno H é um subespago ve-
torial de H munido do produto interno dado pela restricdo do produto interno em H para Y.
Analogamente, um subespaco Y de um espaco de Hilbert H é um subespaco do espaco com

produto interno H, porém ndo necessariamente Y é Hilbert como veremos no proximo teorema.
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6 O TEOREMA DE LAX-MILGRAM

Apresentamos a seguir a defini¢do de forma bilinear, forma bilinear continua e forma
bilinear coerciva. Utilizaremos estes conceitos para apresentarmos o Teorema de Lax-Milgram,

bem como sua demonstragao.

Definicao 6.1 Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma forma bilinear sobre U e V é
uma funcdo a : U x V — R que satisfaz, para todos u,v € U e w,z € V e para todo A € R, as

condicoes:

i a(u+v,w)=a(u,w)+a(v,w);
i, a(Au,w) = Aa(u, w);
iii. a(u,z4+w) =a(u,z) +a(u,w);
iv. a(u, Aw) = Aa(u,w).

Observacao 6.2 Uma forma bilinear a : U XV — R é uma transformagdo linear em cada

entrada, isto é,

alau+ Bv,z) = aa(u,z) + Ba(v,z),
a(u,aw+ Bz) = aa(u,w)+ Ba(u,z),

onde oo, EeReuvelewz€eV.
Definicao 6.3 Uma forma bilinear a : U XV — R é limitada se existe C, > 0 tal que
la(u,v)| < Cyllul|u||v]|v,VueUeVv eV,

Aqui C, denota que a constante ndo depende das varidveis u e v, apenas da forma bilinear a.
Além disso a norma de a(u,v) é definida por
a(u,v
fa = sup LI qup g (9)

wev—top [Vl =
vev—{o} Ivll=1
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Definicdo 6.4 Uma forma bilinear a : U x V — R é dita coerciva se existe o« > 0 tal que
a(u,v) = o|ull||v|]|,Yu e UeveV.

Analogamente as transformacoées lineares, o seguinte resultado mostra a equivaléncia

entre limitagdo e continuidade de uma forma bilinear.

Proposicdo 6.5 Uma forma bilinear a: U xV — R é limitada se, e somente se, a:U xV — R

é continua.

Demonstracao: A demonstracdo é baseada nos mesmos argumentos da demonstracdo do
Teorema 4.14. Primeiro mostraremos que a limitacao implica na continuidade. Supondo a é
linear e limitada, ela € linear e limitada em cada uma de suas entradas. Assim, pelo Teorema

4.14 a(u,v) é continua em cada uma de suas entradas.

Mostraremos agora que se a(u,v) é continua em cada uma de suas varidveis, entdo

a(u,v) é continua. Para isso considere a norma em U x V, dada por

1)<y = llullo + [vilv

Assim, devemos mostrar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que (u,v) € U xV e |[(u,v) —

(uo,vo)||luxv < & implica que
|a(u,v) —a(up,vo)l|luxv < €.

De fato, fixando um v € V arbitrério, como a(-,v) : X — R € continua, dadoum € > 0,3 §; >0

tal que u € U e ||u — up||y < 01 implicam que
€
la(u,v) —a(ug,v)| < X

Da mesma maneira, a continuidade de a(u, -) nos fornece que dado um € > 0,3 &, > 0 tal que

veVe|v—wv < & implicam que

la(u,v) —a(u,v)| <

S v,

Considerando § = min{d;, &, }, temos que || (u,v) — (1o, vo)|| < & implica que ||u —up|| < < &

e |lv—vol <0 < &. Dai,

la(u,v) —a(ug,vo)| = |a(u,v)+a(uo,v)—a(ug,v)—a(ug,vo)|

N

la(u,v) —a(ug,v)| + |a(ug,v) — a(ug, vo)|

A

+8—8
2_7
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ou seja, a(u,v) é continua.

Reciprocamente, a continuidade de a(u,v) implica que a(u,v) é continua em todo

(up,vo) € U x V. Assim, dado € > 0,3 6 > 0 tal que
lu—=wuoll +[v—=wollv <8,

entao

la(u,v) —a(ug,vo)| < €.

Agora, dado (u,v) € U x V ndo-nulos quaisquer, consideremos (x,x;) = (uo + ﬁu, vo + 4fv” v>.

Logo
| (x1,%2) — (o, vo)lluxv = []x1 —uollv + [lx2 —vollv
[szize], * =7
= ||==—u ——V
Al 11y 1141V ly
= 6+6—5<6
44 2

Assim, pela continuidade em (ug,vy), temos

&> |(1(X1 ,XQ) —a(uo,v0)| = \a(xl ,Xz) —i—a(uo,x2) —a(uo,xz) —a(uo,V())’

= \a(xl — u(),XQ) +a(u0,x2 — Vo)‘

() we (g

= U, Uy, 7

Hlul O 4v]

= a(iuv +iv)+a(u iv)
Hlu] 0T 4y  4]v]]

= a<—3 uv)+a<—3 u—6 v)+a<u —6 v)
Hul 0 ] 4]v] O 4)lv]

Y

isto é,

52 0

1)
e>|——a(u,vo) + ———a(u,v) + ——(up,v)| . (40)
‘4HMH 16|l v]] 4y

Similarmente, se considerarmos (y1,y;) = (uo + ﬁu,vo) , VEmMos que

o

[(132) = (0, v0) v = Ilyr = s +[ly2 = vol| = H4HuH“
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Logo, a continuidade em (ug,vp) implica que

e > la(y1,y2) —a(up,vo)|

= la(y1,vo) —a(uo,vo)|
la(y1 — uo,vo)|

= fo(apgen)
Auf

o)

= ———la(u,vo)|,

isto €,

4
la(uv0)| < -l 1)

Com o mesmo argumento, porém considerando (z1,22) = (uo, vo + ﬁv) , obtemos

4e
auo.v)| < <5 [Iv]. (42)

Finalmente, por (40), (41) e (42), encontramos

‘ & a(u,v)| < ‘ 6 a(u,v)+ 0 a(u,vo) + 0 a(ugp,v)
PPITPATIT ; X PPITERTITN 9 TN s VO ITHATS 0
16][uel}|v1] 16| uel|[|v]] AJul 4/vl]
1)
+ | a(us vo) +’—a(u0,v)
’4HMH 4l

5 o
< u,vo)| +-——rlalug,v

< e+ s € Jul + 548””
NIRRT ||6 e
= 3e.
Em outras palavras,
3¢
)] < 2216l ]

6.1 O TEOREMA DA REPRESENTACAO DE RIESZ

Veremos agora o Teorema de Representacdo de Riesz, muito ttil na Anélise Funcional

e particularmente na demonstracao do Teorema de Lax-Milgram.
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Teorema 6.6 (Representacgio de Riesz) Sejam H um espago de Hilbert, H' o dual topolégico
de H e U a aplicacdo definida por
u : H—H

-x'_>.f)C7

onde f é o funcional dado por f(y) = (x,y),Vy € H. Entdo, para cada f € H', existe um tinico
x € H tal que f(y) = fi(y). Além disso, L é uma isometria linear, ou seja, uma transformagdo

linear bijetora tal que ||x|| = ||1(x)|| = || fx]|-

Demonstracdo: Pela defini¢do de produto interno e pelo item (i) da Proposi¢ao 5.3, temos que

fx € um funcional linear que satisfaz

L) =[Gy [ < [yl

ou seja, fy é um funcional linear limitado e consequentemente, continuo.

Mostremos agora que dado f € H’, existe x € H tal que f, = f. De fato, se f =0, isto
¢, se f for o funcional nulo, basta considerarmos x = 0. Suponha agora que f # 0. Como f
continuo, pelo Corolario 4.15, o Nuc(f) é um subespago vetorial fechado. Além disso, Nuc(f)
¢ um subespaco proprio ja que f # 0. Utilizando agora o Teorema 5.19, podemos escrever o

espaco H como sendo a soma direta
H = Nuc(f) ®Nuc(f)*.

Por outro lado, considerando w € Nuc(f)=+, com ||w|| = 1, e usando a linearidade de f, temos

FUfOw—fw)y) =fO)f(w)—f(w)f(y) =0,Yy € H,

ou seja,
F)w— f(w)y € Nuc(f).

Como w € Nuc(f)* e f(y)w— f(w)y € Nuc(f), temos que (w, f(y)w — f(w)y) = 0, ou seja,

<W,f(y)W> - <W,f(W)y> =0.

Dai, segue que
FO)Yww) = f(w){w,y),
isto &,

FO)WI? = (Fww.y).
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Como ||w|| = 1, temos que
fO) = {fw)w,y),Vy € H. (43)
Portanto, escolhendo x = f(w)w, obtemos de (43) que f = f;, como queriamos.

Mostremos agora que x € tnico. De fato, supondo que x; e x3 sdo tais que f(y) = fy, =
fx,» temos que

<)C],y> = <X2J>» Vy EH,

ou seja,

(X1 —x2,y) =0, Vy € H.
Logo, pela Observagdo 5.4, concluimos que x; —x, = 0, isto é, x| = x».

Mostremos agora que ¢ € uma isometria linear. Note que

el = o) = filx) < @) < el

Logo,

el < (44)

Por outro lado, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

X, X
1l = supl e _ g ool g AL o = 1. 45)
T I S I S Y '

De (44) e (45), obtemos que || fx|| = ||x||, isto é,

W, considere xj,x; € H e a,A € R. Observe que

|u(x)|| = ||x||. Para verificar a linearidade de

Jory 440, (0) = (0x1+Ax2,y)
= (ox1,y) +{Ax2,y)
= afx,y) +4(x,y)
= afy (V) +Af, (). VyeH.

Entao,
f(xx]Jr?sz (y> = afxl (y> + )foz (y)7

ou seja,

p(axy +Axy) = ot (x1) + Ap(x2).
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Proposicao 6.7 Sejam H| e H, espacos de Hilbert. Se a : Hy X Hy — R é uma forma bilinear

limitada, entdo existe um operador T € B(Hy,H>) satisfazendo
a(xay) = (T(x),y),Vx € Hlavy € H2-

Além disso,

de H) em H».

T|| = ||a||. Aqui B(Hy,H,) denota o espago das transformagdes lineares limitadas

Demonstracdo: Para cada x em Hj, considere o funcional F, : H, — R, dado por F,(y) =

a(x,y). Por defini¢ao, F; é linear. Além disso, por (39),

la(x,y)]
[l

< |lall, Vx € H; —{0},Vy € H, — {0}.

Logo
[Fe(y)] = lax,y)| < [lallllx][lIyl]-

Desse modo F; é continuo, e portanto F, € H}. O Teorema da Representagdo de Riesz garante

a existéncia de um Unico w € H; tal que

Fx(y) = <w,y>,Vy c H2-

Dai, definindo T : H; — H, por T(x) = w, temos
a(x,y) = Fu(y) = (w,y) = (T(x),y), Vx € H1,Vy € Hy —{0}.

Vejamos agora que T € B(H,,H,). De fato, considerando o, 8 € R e x,z € Hy, temos que para

todo y € H»,
(T(ax+Bz),y) = alox+Pz,y)
= aa(x,y)+Pa(z,y)
= a(T(x),y)+B(T(2),y)
= (aT(x),y)+(BT(z),y).
Logo,

(T(ox+Bz) —aT (x) = BT (2),y) =0,

paratodo a,f € R, x,z € H e paratodo y € H,. Assim, pela Observagdo 5.4 temos que

T(ox+Bz) = T (x) + BT (2),
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isto é, T € linear. Agora, observe que

T T (x)|? T(x),T
5 N O )
w20 |1l eNuer IFIIT@T onuer IFIIT@)IT
T
g TG alT@)
e T = ey TG
Desse modo, 7' é um operador linear limitado e ||T'|| < ||a||.
Por outro lado, temos que
T T
ol Sup| axy) _ IO Ty
o eyl o eyl ol
y#0 y#0
Dessa maneira ||T|| < ||a|| e ||a]| < [|T]|, ou seja ||T|| = ||a||. Por fim, para unicidade de T

suponha que exista outro operador S € B(H,,H>), satisfazendo
a(x,y) = <S(x)7y>7 Vx e Hlvy € H.
Assim, (S(x),y) = (T (x),y), ou seja, (S(x) — T(x),y) =0, Vx € H|,Vy € H,. Logo,

S(x)—T(x)=0,Vx, edai S=T.

6.2 O TEOREMA DE LAX-MILGRAM

Veremos agora o principal teorema de nosso trabalho.

Teorema 6.8 (Lax-Milgram) Sejam H um espaco de Hilbert e a: H x H — R uma forma

bilinear, limitada e coerciva. Entdo, para cada f € H', existe um vinico u € H tal que

fv)=a(u,v) VveH. (46)

Demonstracao: Sendo a uma forma bilinear limitada, a Proposi¢@o 6.7 garante a existéncia de

um tnico operador T € B(H,H) satisfazendo

a(x,v) =(T(x),v) ¥x,v € H. (47)

Afirmamos agora que 7 admite um inverso T~! : H — H, que também é um operador



79

linear continuo. De fato, pela coercividade de a(u,v), temos que
cllxll? < lax,x) = [{T (o)) < IT (o[-
Dai, temos a seguinte desigualdade
cllx|| < |IT(x)||,Vx € H. (48)

Se tivermos 7' (x) = 0, entdo 0 = ||T(x)|| = c||x||, isto é, x = 0. Neste caso NucT = {0} e o
Teorema 4.7 implica que T é invertivel e sua inversa 7~ é um operador linear. Considerando

x=T""! (w), na desigualdade (48), temos que

eI I < IT (T W)l = [Iwll, ¥ w € R(T),

ou seja,
_ 1
IT= W)l < —lIwll, ¥ w € R(T).

Dessa forma concluimos que 7! é limitado. Mostraremos agora que a imagem R(T) é fechada
e que R(T) = H, isto é, T é um operador sobrejetor. Seja w € R(T). Neste caso, existe uma
sequéncia 7' (x,) C R(T), tal que

lim T'(x,) = w. (49)

n—>o0
Sendo T'(x,) uma sequéncia convergente, temos que ela é de Cauchy. Assim, dado € > 0, existe
no, tal que

\T (xm) — T (xn)]| < c€,Vm,n > ny.
Utilizando (48), encontramos que
1 1 1
1% — xn | < ;HT(xm —x)| = EHT(xm) —T(x)] < Ece =¢€,Vm,n > ny.

Logo, (x,) é uma sequéncia de Cauchy e portanto converge, digamos, limx, = x. Uma vez que

T € continuo, segue que

lim T (x,) = T (x). (50)

n—oo

Utilizando (49) e (50) e a unicidade do limite, obtemos que 7'(x) = w, ou seja, w € R(T).
Portanto R(T') é fechada. Usando agora o fato de R(T') ser um subespago fechado do espago de
Hilbert H, o Teorema 5.19 garante que

H=R(T)®R(T)".

Para mostrarmos que H = R(T), é suficiente mostrarmos que R(7)* = {0}. Com efeito, se
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v € R(T)*, entio
0= [T M),v)| = la(v,v)| = ],

isto é, v = 0. Concluimos dessa maneira que

H=R(T)e D(T"")=H.

Por outro lado, utilizando o Teorema da Representacdo de Riesz, temos que para todo

f € H', existe um tnico x € H, tal que
fv)=(x,v),Yv€H. (51)
Ademais, de (47) obtemos
a(T 1 (x),v) = (T (T (x)),v) = (x,v), Vx,v € H. (52)
Agrupando (51) e (52) encontramos
fO) =a(T"(x),v),¥v € H.

Em outras palavras, para cada funcional linear continuo f : H — K, existe um tnico u € H,
satisfazendo
fv)=a(u,v) VveH,

onde escolhemos u = 7! (x). O

6.3 APLICACAO

Conforme ja mencionamos, o Teorema de Lax-Milgran € de grande utilidade na teoria
de equagdes diferenciais parciais. A grosso modo, ele se traduz num teorema de existéncia e
unicidade para uma classe de equacdes diferenciais parciais, as chamadas equagdes elipticas
lineares, ver (EVANS, 1997). A explanacao dessa aplicagdao em detalhes e com o devido rigor
matematico demanda um conhecimento prévio da teoria de equagdes diferenciais parciais, te-
oria da medida e integracdo e espagos de Sobolev. Como estes temas fogem do escopo deste
texto, apresentaremos uma ideia superficial dessa aplica¢do, omitindo os detalhes e visando
mais a motivacdao do tema. Ao leitor interessado em aprofundar o assunto, recomendamos o

livro (EVANS, 1997).

No que segue consideraremos Q C R” um subconjunto aberto e conexo, L>(Q) um
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espaco de Hilbert formado por fun¢des quadrado integraveis em 2, munido da norma

1

= (] lreoPar)”

<fag>2=/gf(x)g(x)dx.

Consideraremos também o espago de Hilbert H(} (Q), que a grosso modo pode ser visto como o

e produto interno

espaco das func¢des u definidas em Q, tais que u e |Vu| sdo quadrado integréaveis e os pontos em
Q) onde estas funcdes ndo se anulam pertencem a um conjunto compacto contido em €2. Neste
espaco podemos considerar a norma

1

2 2 2

<”7V>H(§(Q) :/Q(Vu-Vv+uv)dx.

e o produto interno

Considerando o exposto acima, podemos definir a seguinte no¢do de solugdo para a
equacao diferencial parcial —Au+u = f. Aqui, Au em R" € Au = uy,, quando n =1, Au =

Uyx + Uyy, quando n = 2, Au = uy, + uyy + Uz, quando n = 3, etc...

Definicao 6.9 Seja Q C R" um aberto conexo. Uma fungdo u : Q — R é uma solugcdo para o

problema
—Autu=rf, em Q (53)
u=0, em 0Q,
onde f € [*(Q), seu € Hi(Q) e
/Vu-Vv+uvdx:/fvdx, Vv e HY(Q). (54)
Q Q

O lado esquerdo da equagdo integral (54) é obtido apos multiplicar a EDP em (53) por v e

integrar por partes. Essa nocdo de solucdo é conhecida como Solugdo Fraca.
Finalmente, definindo as aplicagdes: b : H} (Q) x H} () — R, por
b(u,v) = / (Vu-Vv+uv)dx, (55)
Q

e F:H}(Q) — R, por
F(v):/fvdx
Q
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€ possivel mostrar que b € uma forma bilinear, limitada e coerciva e F € um funcional linear
continuo, isto é, F € [H(}(Q)]’ . Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe um tnico u €
H}(Q) tal que

b(u,v) =F(v), ¥ v e Hy(Q),

ou seja, existe uma unica fungdo u tal que a equagao (54) € satisfeita e consequentemente, existe

uma Unica solucao fraca para a EDP.
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7 CONCLUSAO

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso aprendemos um pouco da Teoria de Anélise
Funcional. Além de aprender uma teoria matemética nova, que possui diversas aplicagdes, tive-
mos a oportunidade de aprofundar e consolidar diversos contetidos do curso de graduacdo em
Matemaitica, especialmente aqueles presentes nas disciplinas de Algebra Linear e Andlise na
Reta. Mais do que isso, pudemos constatar que os conteidos dessas duas disciplinas, que num
primeiro olhar podem parecer desconexo, na verdade podem se relacionar e serem combinados
para gerar uma estrutura mais ampla. Isso ficou evidente, por exemplo, quando introduzimos
nos espagos vetoriais os conceitos de normas, distancias, conjuntos abertos, fechados, continui-
dade, entre outros presentes na Andlise. Tal generalizacdo, além de nos ajudar a desenvolver o
raciocinio 16gico, nos mostra como as teorias mateméticas podem ser moldadas, combinadas e
adaptadas para atender objetivos diversos, o que evidencia o potencial da matemética enquanto

ferramenta para descrever e analisar as estruturas presentes em nosso meio.

Ao estudar os conceitos presentes neste trabalho, percebemos em cada etapa que mui-
tas perguntas vao surgindo e muitos resultados e teoremas vistos na graduacdo parecem ser
possiveis de serem generalizados para contextos mais gerais, criando assim novas possibili-
dade de aplicagdes. Em outras palavras, o que apresentamos se mostra apenas uma pequena
introducao da Andlise Funcional. Isso nos motiva a estudos futuros, a explorar e aprofundar os
conceitos de Andlise Funcional. Por outro lado, o Teorema de Lax-Milgran nos mostra como
a Andlise Funcional pode ter aplicacdes importantes, ja que as equacgdes diferenciais sdo ferra-
mentas importantissimas para compreendermos os fendmenos presentes em nosso meio. Dessa
maneira, somos motivados também, a estudar no futuro a teoria de equacdes diferenciais e as

aplicacdes envolvidas.

Por fim, esperamos que este texto possa ajudar, de maneira didética, aqueles estudantes

que estejam interessados em aprender Analise Funcional.
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