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RESUMO

SALVADEO, Giovanna Peral. ESTUDO DA PROGRAMACAO LINEAR E APLICACAO
DO PROBLEMA COMBINADO EM UMA INDUSTRIA MOVELEIRA. 54 f. Trabalho de
Conclusao de Curso — Departamento Académico de Matematica, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2016.

Com a intensifica¢do da tecnologia no século XXI no cendrio mundial, bem como um visivel
crescimento do parque industrial brasileiro, a participacdo de profissionais qualificados € essen-
cial para o desenvolvimento de projetos cientificos e tecnoldgicos demandados pelas empresas.
Devido aos aspectos econdmicos e avancos computacionais, as industrias tém sido estimuladas
a tornar seus processos produtivos mais eficientes e competitivos, o que incentiva o crescimento
do estudo de modelos de otimizacao para o controle e planejamento de sistemas produtivos. Este
trabalho aborda o estudo de métodos da Pesquisa Operacional, em especial, de Programacao Li-
near, com o objetivo de resolver problemas reais de tomadas de decisdes, para a programagao
da produgao de uma industria moveleira de pequeno porte. O problema ¢ modelado por meio
do Problema Combinado, o qual acopla dois problemas de otimiza¢do: o dimensionamento
de lotes e o corte de estoque. A partir do Método Simplex, € possivel obter as solugdes dos
problemas de Programacao Linear apresentados, que por sua vez podem auxiliar na tomada de
decisdo referente a minimizacdo dos custos de producgdo, de dimensionamento de lotes e de
corte de estoque.

Palavras-chave: Programacao Linear, Método Simplex, Problema Combinado, Planejamento
da Producao



ABSTRACT

SALVADEO, Giovanna Peral. STUDY OF THE LINEAR PROGRAMMING AND OF THE
COMBINED PROBLEM APPLICATION IN THE MANUFACTURING. 54 f. Trabalho de
Conclusdo de Curso — Departamento Académico de Matematica, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2016.

With the technology intensification at twenty first century on the world stage, as well as the
visible Brazilian industrial park increasing, the qualified professional participation is essential
for the development of scientific and technological projects which are demanded by companies.
Due to the economic aspects and computational advances, companies have been motivated to
make their productions processes more efficient and competitive, what stimulates the study
of optimization models for the controlling and planning of productive systems. This work
approaches the study of operational research methods, especially of Linear Programming, with
the aim of to solve real problems of making decisions, for the production programming of a
small manufacturing. The problem is modeled using the Combined Problem, which couples
two optimization problems: lot sizing and stock cutting. From the Simplex algorithm , is it
possible to obtain solutions of the linear programming problems presented, which can help in
making decisions about the minimization of production costs, lot sizing and stock cutting.

Keywords: Linear Programming, Simplex Method, Combined Problem, Production Planning
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1 INTRODUCAO

Devido aos avancgos tecnologicos e industriais do século XXI, as industrias de manufa-
tura tém sido estimuladas a tornar seus processos mais eficientes e competitivos, minimizando
os custos globais de produgao. Isso incentiva o estudo de modelos de otimizacdo para o controle

e planejamento de sistemas produtivos, motivando pesquisas académicas (BRESSAN, 2003).

O gerenciamento da produ¢do dentro de uma industria € responsavel pelo planejamento
e controle da transformag@o de matérias-primas em produtos finais. O sistema responsavel por
esse gerenciamento denomina-se Planejamento e Controle da Producao (PCP) (RUSSOMANO,
2000); (TUBINO, 2007), que coordena as atividades, desde a aquisi¢do de matérias-primas até a
entrega dos produtos finais. Desta forma, a Pesquisa Operacional e seus métodos de otimiza¢ao
possuem grande utilidade na solug¢do de problemas, em especial os que envolvem processos
produtivos, na tomada de decisdes e no gerenciamento de sistemas, selecionando as melhores

decisoes, dentre todas as possiveis (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Virias industrias que produzem pecas de tamanhos e materiais variados possuem pro-
blemas com o desperdicio de matéria-prima, o que implica em uma redugao de lucro, além de
aumentar a producao de residuos. Surge, entdo, a necessidade de se resolver um problema de
otimizacao, que consiste em cortar os objetos, respeitando-se estas questdes. Desta forma, o
objetivo deste trabalho € aplicar o Método Simplex para resolucdo de problemas reais de to-
madas de decisdes modelados com o Problema Combinado (GRAMANI, 2001), que, por sua
vez, acopla dois problemas de otimizacao linear: o dimensionamento de lotes e o corte de es-
toque. O problema de dimensionamento de lotes consiste em planejar a quantidade dos itens a
ser produzida em vdrios estidgios, em cada periodo ao longo de um horizonte de tempo finito,
de modo a atender a demanda e minimizar os custos de producdo e de estocagem (ARENALES
et al., 2007). O problema de corte de estoque consiste na otimizagdo do processo de corte de
placas em pecas menores nas quantidades e dimensdes demandadas (ARENALES et al., 2007).
Por sua vez, o Problema Combinado consiste em decidir a quantidade de produtos finais a se-
rem produzidos em cada periodo do horizonte de planejamento tal que minimize os custos da

producdo, preparacao e estocagem e a quantidade de placas a serem cortadas para compor pro-
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dutos finais. A partir do Método Simplex, € possivel solucionar tal Problema de Programacao

Linear, obtendo uma solucdo 6tima que auxilie na tomada de decisao.

A partir disso, dados reais sao coletados em uma fabrica de méveis de pequeno porte no
municipio de Cornélio Procépio, PR. Sdo, entdo, abordados 2 tipos de problemas: no primeiro
caso, custos e demandas sdo considerados constantes e, no segundo caso, a variacdo desses
parametros no modelo sdo consideradas ao longo dos periodos de planejamento da produgao.
Em cada um destes casos, sdo desenvolvidos dois cendrios de programacao da produ¢do. Uma
Andlise de Sensibilidade dos parametros e das constantes do modelo matemético também ¢é
apresentada para todos os cendrios. Para a obtencdo da solucao 6tima, a partir do Método Sim-
plex, foi utilizado apoio computacional do software LINDO (“Linear Interactive and Discrete
Optimizer”). A aplicagdao do Método Simplex (BAZARAA et al., 2010) com geracdo de colunas
(GILMORE; GOMORY, 1961) tem sido apresentado, na literatura, como a melhor estratégia

para resolver este tipo de problema.

O Método Simplex € um algoritmo desenvolvido por George B. Dantzig em 1947 para
resolver problemas numéricos de Programacgao Linear. O método parte de uma solugao basica
viavel, pertencente a um vértice do sistema de equagdes que constituem as restricoes do pro-
blema. A partir dessa solucdo inicial, o algoritmo identifica novas solugdes vidveis de valor
igual ou melhor que a concorrente. Assim, 0 processo encontra novos vértices da envoltoria
convexa do problema e determina se este vértice é 6timo ou ndo, ou seja, se a troca de varidveis
na base pode ainda melhorar a fun¢do objetivo. Mais detalhes sdo encontrados em Lachterma-
cher (2009), Maculan e Pereira (1980), Moreira (2007), Lins e Caléba (2006).

Esse trabalho estara organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 descreve a Revisao Bi-
bliogréfica, apresentando trabalhos que trazem contribui¢des nos temas que envolvem Programacao
Linear e o Problema Combinado. O Capitulo 3 descreve os métodos relacionados a Pesquisa
Operacional e a Programacao Linear, incluindo o Método Simplex, seu algoritmo e sua forma
tabular, para a obtencdo da solucdo 6tima, seguido da teoria de Analise de Sensibilidade. O
Capitulo 4 caracteriza o Problema Combinado, exibindo o modelo matematico utilizado nesse
trabalho. O Capitulo 5 mostra o estudo de caso em dois cendrios de programacao da produgao
de uma pequena fabrica de moveis, além da aplicagdao do Problema Combinado e da obtenc¢ao
da solucdo otima pela aplicagcdo do Método Simplex, com uma Andlise de Sensibilidade. O

sexto e ultimo capitulo aponta as consideracdes finais desse trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Virios autores na literatura apresentam a importancia da Pesquisa Operacional na to-
mada de decisdes e formulam os problemas de corte de estoque, de dimensionamento de lotes

e de planejamento da produg¢do como Problemas de Programacao Linear.

Bressan (2003) apresenta uma revisao do Método Simplex com geracdo de colunas
e sua aplicagcdo ao Problema Combinado, apresentando sua formulacdo matematica para uma
industria de moveis, em que placas de madeira sdo cortadas para a produgdo dos produtos
finais. Algumas propriedades da matriz de restricdes foram consideradas a fim de construir uma
base esparsa, utilizando para isso, um reordenamento estatico das colunas bésicas. Resultados
numeéricos que realiza trocas de colunas da base e verifica a esparsidade, simulando o Método
Simplex, sao apresentados. A constru¢cdo da base estatica, considerando a esparsidade, leva a

bons resultados computacionais.

Alem e Morabito (2013) investigaram um problema combinado em fabricas de méveis
de pequeno porte, lidando com as incertezas da producdo. Nesse modelo, foram levadas em
consideracdo, restricoes como os custos nao planejados que uma fabrica pode ter, além de de-
mandas incertas. O objetivo € determinar o impacto que essas incertezas ocasionariam no plane-
jamento de producao. Foram propostas trés formulagdes matematicas diferentes de otimizagao:
considerando o custo incerto, considerando a demanda incerta e, por fim, considerando am-
bos incertos simultaneamente. Foi concluido que € possivel economizar com tais métodos de
otimizacao, ou seja, tratar de incertezas na pequena fébrica de moveis foi eficiente quando o

modelo proposto foi aplicado.

O trabalho de Pileggi et al. (2007) trata do problema de sequenciamento de padrdes de
corte em um problema de corte de estoque. Esse problema consiste em determinar a sequéncia
em que os padroes sdo cortados de acordo com a demanda, a fim de minimizar o nimero
maximo de pilhas abertas. No entanto, uma boa solucdo para o problema de geracao de padrdes
nao significa uma boa solugdo para o problema de sequenciamento de padrdes e vice-versa.

Logo, tais problemas sdo tratados separadamente. S@o entdo apresentadas trés abordagens
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heuristicas para resolver os dois problemas de forma integrada (problema de geracao de padrdes
e problema de sequenciamento de padrdes), utilizando o caso de corte unidimensional. A pri-
meira abordagem para a solu¢do do problema integrado consistiu em resolver o problema de
geracao de padrdes e, a partir da solucao obtida, resolver o problema de sequenciamento. Isso
¢ feito até que a solucd@o obtida satisfaca as tolerancias impostas. A segunda abordagem trata
de um procedimento iterativo, com o objetivo de otimizar o problema de geracdo de corte,
considerando o nimero méximo de pilhas abertas como uma restri¢do. A terceira e tltima abor-
dagem consiste em resolver os problemas de geracao e sequenciamento de padrdes, utilizando
o método simplex com um procedimento de geracdo de colunas que considera a restricdo do
nimero méaximo de pilhas abertas. As trés abordagens propostas tiveram um bom desempe-
nho, sendo que a primeira foi a que encontrou os melhores resultados e a segunda abordagem
a que obteve as piores perdas. Computacionalmente, a segunda abordagem foi a mais ripida,

diferentemente da terceira abordagem que foi a mais lenta.

Poldi e Arenales (2009) abordam o problema de corte de estoque multiperiodo, que
pertence ao problema de planejamento e programac¢do da producdo que t€ém um estdgio de
producdo caracterizado pelo corte de pecas. Logo, a partir da demanda, é possivel antecipar
ou ndo a producdo de itens e utilizar objetos em um periodo que nao foram utilizados no ante-
rior. O objetivo do trabalho é propor um modelo de otimizacao linear inteira de grande porte,
aplicando-se o Método Simplex. Esse modelo multiperiodo pode ser uma ferramenta que for-
nece ao tomador de decisdes uma ampla visdo do problema, auxiliando na tomada de decisao.
Utilizando o Método Simplex com geragao de colunas, foram realizados experimentos compu-
tacionais que mostraram ganhos efetivos usando o modelo de corte de estoque multiperiodo,
quando comparado com a solucdo lote-por-lote. Desenvolveram entdo dois procedimentos de
arredondamento da solu¢@o do problema multiperiodo, adaptados e baseados nas heuristicas de

arredondamento propostas para problemas de corte com unico periodo (POLDI, 2003).

O trabalho de Danwé et al. (2012) trata sobre a perda de matéria prima na industria
moveleira. Por meio do estudo de varios métodos de corte e os diferentes produtos finais,
foi formulado um problema de otimizacdo de corte com base em um modelo de forma real
de madeira. Para isso, foi preciso o auxilio da geometria analitica para o estudo da madeira
em toras e estratégias para corte e suas classificacdes. Assim, para solucionar esse problema,
foi criado um pacote chamado “corte otimizador” (em traducdo livre). Esse pacote tem como
objetivo determinar o nimero de cortes de um tipo para a otimizagdo. Foi criado entdo um
algoritmo para otimizar o corte do tronco, levando a uma possivel solu¢do para o aumento da
producdo material, da produtividade e da qualidade de cortes, independentemente do tipo de

madeira.
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No trabalho de Wongprakornkul e Charnsethikul (2007), a integragdo do problema de
corte de estoque unidimensional foi formulada como um problema de otimizagdo em grande
escala. Foi utilizada a técnica de geracdo de colunas através do método direto e heuristico.
Assim, foram desenvolvidas trés abordagens para a resolu¢do de um conjunto de problemas.
A primeira abordagem utiliza a técnica de geracdo de colunas para gerar padrdes apropriados
através do método direto. A segunda abordagem utiliza o método heuristico ao invés do método
direto. A terceira abordagem utiliza a técnica de geracdo de colunas e a decomposi¢ao hibrida
para gerar padroes e planos de corte simultaneamente. Logo apds, os padrdes sao resolvi-
dos pelo método heuristico. Os resultados indicaram que a abordagem baseada na técnica de
geracdo de colunas com o método heuristico (abordagem 2) é o mais eficiente para resolver o
modelo integrado de corte de estoque unidimensional. Porém, todas as abordagens podem ser

utilizadas como alternativas para a resolu¢ao desses problemas.

A partir da revisao bibliogréfica, foi possivel perceber que Problemas de Programacgao
Linear que abordam planejamentos de produg¢do, sdo temas muito abordados na literatura, as-
sim como heuristicas para a resolu¢cdo dos problemas modelados por Programag¢do Linear. O
Método Simplex, por sua vez, € um algoritmo bastante aplicado, além de fornecer os melhores

resultados para o Problema Combinado.
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3 PESQUISA OPERACIONAL E PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR
(PPL)

A Pesquisa Operacional pode ser definida como uma ciéncia que possibilita, através
de métodos matematicos e estatisticos, resolver problemas de forma quantitativa e auxiliar na
tomada das melhores decisdes. O componente cientifico esta relacionado a modelagem ma-
temdtica de problemas de decisdo, determinando os objetivos e as restricoes sob as quais se
deve operar (ARENALES et al., 2007). Desta forma, a Pesquisa Operacional e seus métodos de
otimizagao possuem grande utilidade na solug¢do de problemas, em especial os que envolvem
processos produtivos, na tomada de decisdes e no gerenciamento de sistemas, selecionando as

melhores decisdes, dentre todas as possiveis (GOLDBARG; LUNA, 2005).
3.1 FORMULACAO MATEMATICA DE UM PPL

Os principais modelos de Pesquisa Operacional sdo denominados Programagdo Ma-
temdtica, uma das mais importantes variedades dos modelos quantitativos que apresenta uma
grande utilidade na solu¢do (exata) de problemas de otimiza¢do. Na Programagdao Matematica,
as técnicas de solucdo se agrupam em algumas subdreas como a Programacao Linear. Para a
abordagem de problemas formulados como um Problema de Programacdo Linear € necessario,
primeiramente, a formulacdo matematica do problema e, apds a descricdo do modelo ma-
temadtico, utilizar um método para obter uma solu¢do. Em seus modelos matemadticos, as
variaveis envolvidas - que sao valores a serem encontrados - no processo de modelagem, sao
continuas e apresentam comportamento linear. O principal objetivo da Programacao Linear €
maximizar o que € de interesse (lucro, vendas, receitas) ou minimizar o que € necessario (cus-
tos, perdas, recursos), o que € representado por uma funcdo objetivo. Algumas limitacdes e
condic¢des do problema em estudo também devem ser consideradas, de forma que represente de

fato o fenOmeno em estudo.

Tendo em vista que em um problema real ha limitacdes de tempo, consumo, materiais,
mao de obra, dentre outros, € preciso expressd-las matematicamente por meio de equagdes e

inequagdes lineares. Estas sdo chamadas de restricoes do problema e contribuem para que a
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resposta final seja o mais fiel possivel a realidade. Inerente aos problemas de programacgdo
linear, estd a condi¢do de que todas as varidveis de decisdo pertencem ao primeiro quadrante,
ou seja, menores ou iguais a zero. Esta condi¢cdo é chamada de condicdo de ndao-negatividade.

Além dessa condic¢des, € necessario que o problema tenha algumas caracteristicas, descritas a
seguir (LACHTERMACHER, 2009).

e Proporcionalidade: o valor da funcdo objetivo € diretamente proporcional ao valor de

cada variavel de decisdo.

e Aditividade: considera as varidveis de decisdo do modelo independentes, ndo permitindo

que haja interdependéncia entre elas.
e Divisibilidade: qualquer varidvel de decisdo pode assumir qualquer valor fraciondrio.

e Certeza ou Determinismo: assume que todos os parametros do modelo sdo constantes e

conhecidos.

Um modelo matematico é uma representacao simplificada da realidade, pois este mo-
delo deve ser representativo, mas ndo infactivel, para que os métodos de resolucdo possam ser

aplicados e eficientemente implementados computacionalmente (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Se existem n valores quantitativos a serem determinados, ou seja, n decisdes a serem
tomadas, associa-se uma varidvel a cada uma delas, chamada de varidvel de decisdo. Desta
forma, as varidveis de decisdo sao representadas por x;, com i = 1,2,....n e, ao aplicar um

método de solucao, os valores dessas varidveis sao determinados.

Depois de identificar as equacdes do Problema de Programacdo Linear, é necessario
formuld-lo. Deve-se levar em consideracao se pretende-se minimizar ou maximizar a fung¢ao
objetivo, determinando também cada restri¢do, relacionando com as varidveis de decisdo. De
forma geral, um Problema de Programacao Linear ¢ formulado como as equacdes (3.1) a (3.3)
(GOLDBARG; LUNA, 2005).
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min ou max c¢yX]+ X2+ C3xX3+ ...+ CnXp (3.1
sujeito a

apxi +apxy +aixz+ ... +apmx, [sinal by

a1 X1 +axxy +ay3xz + ...+ ayxn [sinal] by

az1x1 + azoxy +azzxz + ...+ az,x, [sinal b3 (3.2)
A1 X1 + Ao X2 + Ap3x3 + ...+ AnXn [sinal b

X1,X2,X3, ..., %, =0 3.3)

Onde,
i. X1,X2,X3,...,X, sA0 as varidveis de decisio;
ii. c1,¢2,c3,...,Cy SA0 Os coeficientes (nimeros reais) da fungdo objetivo;
iii. b1,by,bs,...,by,, sdo as constantes (ndmeros reais) de cada uma das restri¢oes;
iv. a;j sdo os coeficientes (nimeros reais) das restrigdes;

v. o simbolo [sinal] indica que a restricdo pode ser uma equac¢ao ou uma inequagao (=, <).

Ou seja, a equagdo (3.1) representa a fungao objetivo, as equacgdes (3.2) representam o

conjunto das restri¢des e a equacgdo (3.3) representa a condi¢cdo de nao-negatividade.

Uma formulagdo equivalente para um Problema de Programacao Linear, chamada de
forma padrdo, € muito utilizada para a aplicacao dos métodos de resolugdo. Desta forma, todas
as restri¢oes sao transformadas em igualdades pela inser¢do de outras varidveis (GOLDBARG;

LUNA, 2005).

Logo, sendo todas as varidveis envolvidas x; e constantes b,, maiores ou iguais a zero,
um Problema de Programacao Linear pode ser reescrito na forma padrdo a partir das seguintes

operagdes elementares:

Operagdo 1: mudancga no critério de otimizacao, ou seja, transformagao da maximizacao

de uma fung@o f(x) em minimizagdo ou vice-versa. Assim,

max z(x) corresponde a min (—z(x))

min z(x) corresponde a max (—z(x))

Operagdo 2: transformacdo de uma varidvel livre, isto é, uma varidvel que assume

valores reais em uma varidvel nao negativa. A variavel livre x, € substituida por duas varidveis
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auxiliares x1, e x2,, ambas maiores ou iguais a zero, mas a soma das duas € igual a varidvel

original. Assim,

Xn = Xln — X2n

Operagdo 3: transformagdo das inequacdes em equagdes.

Para o caso da transformagdo de menor ou igual (<) em igualdade, uma variavel cha-
mada varidvel de folga € somada, sendo capaz de completar a desigualdade, tornando-a igual-

dade. Por exemplo, introduzindo uma varidvel de folga x,, 1| > 0 em uma restri¢ao representada

por
X1+x2+x3+...+x,<b,
obtemos
X1+xo+x3+...+x,+x,01=0>
Para o caso da transformagdao de maior ou igual (=) em igualdade, uma varidvel de
folga € subtraida, tornando-a igualdade. Por exemplo, introduzindo uma varidvel de folga

Xn+1 ;() em uma restri¢ao representada por
X1+x2+x3+...+x, =2 b,

obtemos

X1+x2+x3+...+x,— X401 =0b

Deste modo, se tivermos um problema de maximizagdo com restricdes de desigualdade
do tipo “menor ou igual”’, a qual denominamos de forma candnica, este pode ser escrito na

forma padrao como
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max Z=cix;+...+cpxn+0x,401+... +0x11
sujeito a

anxi+... +apx, +x,01 = by

a1 X1 + ... + axpXn +xpp2 = b

A1 X1+ oo+ QunXn + Xnpm = b

X1yees Xy Xt 15 X042 oy X = 0

em que xp,...,X, sdo as varidveis de decisdo € X1, ..., X+, SA0 varidveis de folga.

Da mesma forma, um problema de minimiza¢do com restricdes de desigualdade do

tipo “maior ou igual”, a qual também denominamos forma canénica, pode ser escrito na forma

padrao como

min  Z=cix;+...+cpxp +0x,11+ ... + Oxp1spy
sujeito a

anxy+ ... +apxy —Xpp1 = by

ax1x1 + ... +auXn — Xp12 = by

Am1X1 + ... + AmnXn — Xptm = by,

X1y ey Xy Xt 15 X4 25 ooy Xnpm 2 0

em que xp,...,X, sdo as varidveis de decisio € X, 1,..., X+, SA0 varidveis de folga.

Conforme entdo o problema for modelado, é possivel reescrevé-lo na forma padrdo e

aplicar os métodos de resolugdo.

3.2 PROCEDIMENTO DE RESOLUCAO GRAFICA

Quando o Problema de Programacdo Linear envolve apenas duas varidveis de decisao,

€ possivel encontrar a solucao 6tima graficamente. Para exemplificar, considere o PPL (LACH-

TERMACHER, 2009):
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max Z =>5x;+2x

s.7.
x1 <3 (3.4)
x <4 (3.5)
X1 +2x <9 (3.6)
x1,x =0 (3.7)

Primeiramente, € preciso estabelecer os dois eixos para representar as quantidades
de x; e xp. A seguir, deve-se encontrar o conjunto de solu¢des vidveis do problema. Para
isso, pode-se utilizar a representagdo grafica imposta por cada uma das restricdes. Assim, as

restrigoes (3.4), (3.5) e (3.7) sdo representadas de forma imediata.

Para a restricdo (3.6), deve-se utilizar o conceito de representagio de uma reta em R>.
Nesse exemplo, considerando x| como a varidvel independente e x, como a variavel dependente,
tem-se a equacdo da reta x, = ax; + b, onde a € o coeficiente angular da reta e b € o coeficiente
linear. Como tal restricdo é uma inequacdo do tipo menor ou igual, todos os pontos abaixo e

sobre a reta satisfazem a restri¢ao. Logo:

X1+2x0 <9

2x) <9 —x

<9 1
X< - —=x
2S5 75N

Um procedimento que, apesar de ndo muito eficiente, pode ser usado de forma simples,
consiste em atribuir valores a Z, tornando a funcdo objetivo uma equac¢do de uma reta. Assim,
por um processo de tentativa e erro, pode-se chegar ao valor 6timo, verificando a existéncia de
pontos da reta que fazem parte do conjunto de solugdes vidveis. Entdo, encontrando o maior
valor de Z possivel, obtém-se o valor mdximo para a funcdo objetivo sob esse conjunto de
restricdes. Nesse exemplo de PPL, o valor de Z € igual a 21, em uma solugdo 6timade x; =3 e

Xy = 3.

Para um problema de minimizagao, o mesmo procedimento pode ser utilizado. Consi-
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derando entdo o seguinte problema de programacao linear:

min Z="7x14+ 9%
S.T.

—X1+x <2

x1 <5

X <6

3x1+5x > 15

S5x1 +4x, > 20

X1,X2 > 0

De forma andloga ao problema anterior, deve-se encontrar o conjunto de solucdes

viaveis a partir do conjunto de restricoes. Esse procedimento pode ser visto na Figura 1. Utili-

zando agora o procedimento de tentativa e erro, € possivel chegar a solucao minima (Figura 2),

jé que € um problema de minimizacao da funcdo objetivo.

10
Bx, + 4x,2 20
8_

A X,

b
;

x,20

D 20 ‘ .
T & 3x, + 55,215

Figura 1: Procedimento de procura da solucio 6tima
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Figura 2: Conjunto de solucdes viaveis do problema de minimizagao

Logo, a solucao 6tima para esse PPL que visa minimizar a fungdo objetivo, sujeito as

40 1
restricdes dadas, é o ponto (B’ E) , representado no plano cartesiano.

3.3 METODO SIMPLEX

O Método Simplex, aplicado para fornecer a solu¢do dos Problemas de Programacado
Linear, pode ser utilizado para solucionar problemas reais de dimensionamento de lotes e de
corte de estoque (ARENALES et al., 2007). Em linhas gerais, o Método Simplex, desenvolvido
em 1947 pelo matematico norte-americano George B. Dantzig, consiste em um procedimento
numérico iterativo, que exerce uma sequéncia de passos repetidamente, até que se alcance a
melhor solugdo do problema, chamada de solugdo 6tima. O procedimento parte de uma solucao
basica vidvel, pertencente a um vértice, do sistema de equacdes que constituem as restricoes do
problema. A partir dessa solugdo inicial, o algoritmo identifica novas solucdes vidveis de valor
igual ou melhor que a corrente. Assim, o processo encontra novos vértices da envoltoria convexa
do problema e determina se este vértice é 6timo ou ndo, ou seja, se a troca de varidveis na base
pode ainda melhorar a funcio objetivo. Pode ser visto com mais detalhes em Lachtermacher
(2009), Maculan e Pereira (1980), Moreira (2007), Lins e Caloba (2006).

Antes do desenvolvimento do algoritmo do Método Simplex, € necessario apresen-
tar alguns teoremas (GOLDBARG; LUNA, 2005) a respeito das solucdes de um Problema de
Programacdo Linear. Para isso, temos que um conjunto convexo € um conjunto de pontos em

que todos os segmentos de reta que unem dois de seus pontos sdo internos ao conjunto, isto
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€, todos os pontos de cada segmento também pertencem ao conjunto original (LACHTERMA-
CHER, 2009).

Teorema 3.3.1 O conjunto C das solugcdes vidveis de um modelo de programacdo linear é um

conjunto convexo.

Demonstracao:

Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ax=b>b
x>0

Se C é convexo, entdo, para qualquer conjunto composto por dois pontos distintos xi,
Xy pertencentes a C, a combinacao linear convexa desses pontos também pertence a C, o que é

equivalente a dizer que:

x=ax;+(1—a)xp eC

x1,x €C=
0<ax<l1

Sejam duas solugdes viaveis de C, x1, xp, tais que x; # xp, entio:

Ax1:b A)Cz:b

x120 x=0

e seja:
x=ox;+(1—o)x
0<a<l
Entao:
Ax=Alox; + (1 — o)x) =

= 0tAx; —l—(] —OC)AXQ =
=ab+(l—a)b=">b

e x > 0, uma vez que:

x=ax;+(1—a)x, 20
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Teorema 3.3.2 Toda solugdo bdsica vidvel do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto

de solugoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracao:

Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ax=0>
x>0

Seja, ainda, uma solucao vidvel qualquer x, de dimensao n, na qual, sem perda de generalidade,

as varidveis bdsicas sdo as m primeiras:

X1

Xm
x= com todos os componentes x; > 0.

0

Suponhamos, por absurdo, que x seja um ponto extremo do conjunto convexo C, defi-
nido anteriormente. Entdo x pode ser obtido por uma combinag¢do convexa de outros dois pontos

distintos desse mesmo conjunto. Chamamos de y e z esses dois pontos, temos:

x=ay+(l—oa)z
0<a<l1

Como y e z pertencem ao conjunto C, as seguintes relagdes de pertinéncia sdo validas:
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A relagdo x = oty + (1 — @)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos trés

vetores, fornece as seguintes relagdes:

X1 = oy + (1 — OC)Z]

X =0y + (1 - Ot)ZZ

X = 0ym+ (1 — )z

0= aym+1+ (1= 0)zms1
0=ay,+(1—a)z,

Devido as relagdes 0 < oo < 1,y > 0 e z > 0 as ultimas (n — m) relagdes do conjunto

acima descrito s6 podem ser satisfeitas em um dos seguintes casos:

l.O<a<leypti=zmti=0,parai=1,....n—m.
Neste caso terfamos x =y = z, pois tanto y quanto z sdo solugdes bdsicas do sistema em

analise, calculados com as mesmas variaveis basicas.

2. a=0ezy+i=0,parai=1,...,n—m.
Por raciocinio andlogo ao caso anterior, deduzimos que x = z. Além disso, como o = 0,

segue que x =y = z.

3.a=1leyyui=0,paratodoi=1,....n —m.

Por razdes andlogas, conclui-se que x =y = z.

Desta forma, demonstra-se que ndo existem solucdes vidveis y e z, distintas da solug¢do
bésica x que satisfacam a relacdo x = oty + (1 — a)z. Por contradi¢do com a hipdtese inicial,

demonstra-se, entdo, que x € um ponto extremo do conjunto convexo C.

Teorema 3.3.3 Um ponto x é extremo em um conjunto de solucoes vidveis de um Problema de
Programacdo Linear se, e somente se, x > 0 for uma solugcdo bdsica do sistema de equacoes

lineares Ax = b.

A demonstracdo encontra-se em Hillier e Lieberman (20006).
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Teorema 3.3.4

1. Se uma funcdo objetivo possui um mdximo ou um minimo finito, entdo pelo menos uma

solucdo otima é um ponto extremo do conjunto convexo C do Teorema 3.2.1.

2. Se a funcdo objetivo assume o mdximo ou o minimo em mais de um ponto extremo , entdo

ela toma o mesmo valor para qualquer combinacdo convexa desses pontos.

A demonstragdo encontra-se em Hillier e Lieberman (2006).

O Método Simplex, em sua forma geral, € descrito matematicamente a seguir (BRES-
SAN, 2003).

Considere o problema primal de otimizag¢do linear na forma padrao (BAZARAA et al.,
2010):

minf(x) = ¢’ x
sa: Ax=»>b
x>0
onde A € R™" e, sem perda de generalidade, assuma que posto (A) = m

A solucgdo geral do sistema em Ax = b pode ser descrita considerando uma particao nas
colunas de A:
A= (B,N)

tal que B € R"™", formada por m colunas da matriz A, seja ndo singular. A particao equivalente
¢ feita no vetor das varidveis:

x = (xp,xn),

onde xp € chamado vetor de varidveis bdsicas € xy vetor de varidveis ndo bdsicas. Assim,
Ax=b< Bxg+Nxy =b <
_ p—1 —1
XB = B 'b—B NXN.

Dada uma escolha qualquer para xy, tem-se xg bem determinado, de modo que o sis-

tema esta verificado.
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Definicao 3.3.5 A solugdo particular x obtida por x% = B*Ib,xg, =0 ¢ chamada solugdo bdsica.

Se x% = B~ b >0, entdo a solucdo bdsica é primal factivel.

Considere também a particao nos coeficientes do gradiente da fungdo objetivo c:
el = (ep,en)T.
Definicao 3.3.6 O vetory € R™, dado por
Y =cpB™!
€ definido como vetor das varidveis duais ou vetor multiplicador simplex. Se
cj—y'a; >0,

para j=1,...,n entdo y é uma solugdo bdsica dual factivel, e diz-se que a parti¢cdo é dual

factivel, onde aj representa a coluna j da matriz de restrigoes A.

Definicao 3.3.7 Denomina-se estratégia simplex a seguinte perturbagcdo da solugcdo bdsica:
escolha k € N, onde N ¢é o conjunto de indices de varidveis ndo bdsicas, tal que cy — yTak <0;

facaxy =€>0,x;=0,VjEN—k

A estratégia simplex produz uma nova solu¢@o dada por

X = x% + &dp
XN = Eeg

e o valor da fun¢do objetivo dado por:

F@) =)+ (cr—y e
onde dg = —B lage e, =(0,...,1,...,0)T € R™ " com 1 na k-ésima componente.

A dire¢io d € R", dada por d = (dp,dy)" = (dp,e;)”, define uma perturbagio da
solucdo bésica e é chamada direcdo simplex. Se a solucdo basica for ndo-degenerada, isto é,
xlog > 0, entdo d é uma direcdo factivel. Note ainda que o produto escalar entre d e o gradiente

da funcdo objetivo é ¢’ d = ¢, — y" ax < 0. Portanto d é uma diregio de descida.

Da estratégia simplex, pode-se determinar o maior valor de €, impondo xz > 0:

0

X

. B

€0 = mind —==¢

’dBe <0,i=1,....m
B,
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onde xge € a e-ésima componente de x%, que sai da base.

Em suma, o Método Simplex basicamente vai experimentar uma sequéncia de solucoes

basicas vidveis, na busca do valor 6timo para a funcao objetivo.

3.3.1 O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX

O Método Simplex, por se tratar de um processo iterativo, pode ser implementado em
qualquer linguagem de programacdo para execugdo de suas iteracdes. Desta forma,o algoritmo
do Método Primal Simplex € descrito a seguir, para um problema de minimizagdo escrito na
forma padrao (BRESSAN, 2003).

fase I

Encontre uma parti¢do basica primal-factivel: A = (B,N).

Faca PARE=FALSO, IT=0

(Sera FALSO até que a condi¢do de otimalidade seja verificada. IT indica o nimero da

iteragdo.)

fase 11

Enquanto NAO PARE faca:

e Determine a solugio basica primal factivel: xz = B~'b.
o Teste de otimalidade:

Determine a solugdo bsica dual: y! = cLB~!;

Encontre x; com custo relativo: ¢, — y a; < 0.

Secy—ylay>0, Vk=1,...,n—m,entio a solugdo na iteragdo IT € 6tima.
PARE=VERDADE.

Senao:

e Determine a direcdo simplex: dg = —B~'a;, de mudanca nos valores das varidveis basicas
e Determine o passo: €0 = min {—%‘d}ge <0,i=1,... ,m}.

Se dg > 0, o problema ndo tem soluc¢do 6tima finita.

PARE=VERDADE.

Senao:

e Atualize a parti¢do bésica: ag, <+ ay,IT < IT + 1.

Fim enquanto.
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3.3.2 METODO SIMPLEX NA FORMA TABULAR (TABLEAUX SIMPLEX)

Para facilitar a execucdo do algoritmo simplex, é utilizado, como recurso, a forma
tabular do Método Simplex (Tableaux Simplex). Assim, esse formato tabular é descrito mate-

maticamente a seguir (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Considere um problema de problema de programacao linear na forma geral, como a

seguir.

min z=c1x;+c2x2+ ... +csxs + 0x54 1 +0x540 + ... +0x;,
sujeito a:
apxy+apxy+...+agxs+x41+04+0+...+0=b
axixy+axpxy+...+axxs+0+x404+0+...+0=b;

A1 X1+ amppxo + ...+ apsxs +0+0+0+... +x,, = by,

X1,X2, X 20

Organiza-se um quadro inicial para o inicio das iteragcdes, de acordo com a Tabela 1.

Tabela 1: Quadro Inicial do Simplex no Formato Tabular

X b 1738 EETTOTTTII AUk wvveneenenennn a
s+1 ! 1 1k ls [ 0 o, 0

Q
£ |

Xgtr b, 7 T R A cvveeeeeeeennns Ays {0 R | 0

Xn by, Q] eeeeeeeeneennn Ay wevenrrvennnns Qs {0 I (0 I 1
Termo Matriz de Restri¢des Variaveis de Folga
Ind. (mxm—n) (m x m)

Onde:
e A primeira coluna contém informagdes sobre a base atual, ou seja, a funcio objetivo z e as
variaveis xj...xx...Xs 20 a solugdo bdsica inicial. As colunas intermedidrias contém informacoes
sobre as variaveis xj...x...Xs, € a Ultima coluna contém na primeira linha o valor atual da funcao
objetivo.

e A primeira linha refere-se a funcdo objetivo z. As demais linhas referem-se as restricdes do
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problema.

Logo, a configuracao matematica associada a esse, estd indicada na Tabela 2.

Tabela 2: Identificacio das Matrizes e Variaveis no Formato Simplex Tabular

Indice das Variaveis
Valor da F.O. Valor de z; —¢;
In(;l;;e Area
. xB xy =B R B! de
Variaveis .
L. Calculos
Basicas

Variaveis Nao Basicas Variaveis Basicas

O termo z; — c¢;j pode ser interpretado como o coeficiente de utilidade relativa das

variaveis. Ja xp € o vetor de m componentes formado pelas varidveis associadas aos termos

independentes.

Ao longo das iteracdes do algoritmo, correspondera a forma canonica da Tabela 3.

Tabela 3: Quadro Geral do Simplex

Xl ............... Xk ............... XS )CS_‘_l ............... .xS+r ............... .Xn
Z 21 —C1.-Zf = Ck--Zs = Cs Zg+1 — Cs41---Zs+r — Cs+r---Zn — Cn
XB1 b] VI1 ceveeeennnanens Vik ceeevreeencenns Vis
: : : by
— -1 —
XBr | by | Vil e Vik vveeeeerreeeen Vrs B Yok
me bm yml ............... ymk ............... yms
Onde:

e A variavel x; € a que entra na base, melhorando o valor da fun¢do objetivo, e a varidvel x;
deixa a base ao ter o seu valor numérico esgotado completamente pelo crescimento de xy.

e O elemento y,; € denominado “pivd”.

Desta forma, depois de escrever o problema a ser resolvido na forma padrao, o table-
aux inicial € estruturado com uma coluna para cada varidvel e as varidveis bdsicas iniciais sao
identificadas, ou seja, aquelas varidveis que constituem uma matriz identidade. Em seguida,
estas varidveis sdo inseridas na coluna referente a base do método. De forma geral, as varidveis
correspondentes a base sdo as varidveis de folga. Esta é uma soluc¢do inicial para o problema.
De acordo com o algoritmo primal Simplex, o objetivo € buscar a solu¢do 6tima, trocando-se as

variaveis da base e atualizando a solugdo.
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3.3.2.1 EXEMPLO NUMERICO

Com o objetivo de facilitar a visualizacdo do Método Simplex na Forma Tabular, um
exemplo numérico € desenvolvido nesta secao.
Considere o seguinte problema (LINS; CALOBA, 2006). Uma manufatura produz

mesas e bancos, sendo capaz de vender toda a sua producdo no periodo. O tnico recurso

restrito € a mao de obra, cuja produtividade, juntamente com os lucros, sao dados na Tabela 4.

Tabela 4: Homens/hora por unidade produzida
Produto | Lucro unitario | Montagem | Acabamento
Mesas R$20 3 4
Bancos R$24 6 2
Homens/h 60 32

As varidveis de decisdo sdo as quantidades de mesas e bancos a serem produzidos, xi
e x3. A fungdo objetivo € Max 20x| + 24x,. As restrigdes sdo homens por hora disponiveis nos

departamentos de montagem e acabamento, respectivamente representados pelas equagoes:

3x1 4 6x7 < 60 (restricdo de montagem);

4x1 + 2xy < 32 (restri¢do de acabamento).

Escrevendo o problema na forma padrdo, tem-se

min —20x; — 24x,
s.a. 3x1+6xy+x3 =060
dx; +2x7 +x4 =32

Com x1, x3, x3, x4 > 0 e sendo x3 e x4 varidveis de folga.

O primeiro quadro € montado com os coeficientes das varidveis. A base inicial é

constituida pelas varidveis de folga, como segue.

Base | x; X2 X3 X4 Cte
20 24 0 0 O

x3| 3 6 1 0 60
2 0O 1 32

X4 4

Variavel que entra na base: x, (maior valor negativo em médulo: 24).

Variavel que sai da base: x3 (pois 60/6 ¢ menor que 32/2).



Pivo = 6.

Deve-se escalonar a coluna x; dividindo
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toda a linha do pivd por ele mesmo, ou seja, dividindo

a linha correspondente a x3 por 6. Obtém-se:

Base | x; X2 X3 X4 Ccte
20 24 0 0 O

x3 |12 1 1/6 0 10

X4 4 2 0 1 32

Os outros elementos da coluna do pivd devem ser zerados, ou seja, -24 e 2. Para isso,

multiplica-se a linha do pivd por 24 e soma-se com a linha correspondente a fungdo objetivo.

Em seguida, multiplica-se a linha do piv0 por -2 e soma-se com a linha da variavel x4.

Base | x; x» x3 x4 cte
-8 0 4 0 240

x| 172 1 1/6 0 10

x| 3 0 -13 1 12

Como ainda hé elementos negativos na linha referente a funcdo objetivo, esta ainda

ndo € a solugdo 6tima. Logo,
Variavel que entra na base: x;
Variavel que sai da base: x4

Pivo = 3.

Deve-se escalonar a coluna x| dividindo toda a linha do pivd por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a x4

por 3. Obtém-se:

Base | x; xp x3 x4 cte
8 0 4 0 240

x |12 1 1/6 0 10

x| 1 0 -19 13 4

Os outros elementos da coluna do pivo, -8 e 1/2, devem ser nulos. Para isso, multiplica-

se a linha do pivo por 8 e soma-se com a linha correspondente a fungdo objetivo. Em seguida,

multiplica-se a linha do piv0 por -1/2 e soma-se com a linha da variavel x;. Tem-se:
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Base | x; x» x3 X4  cte
0O 0 289 873 272

x| 0 1 29 -1/6 8
1

X1 0 -1/9 13 4

[

Como nao hd nenhum coeficiente negativo na linha da func¢ao objetivo, a solu¢cdo 6tima
foi alcancada. Portanto, o lucro méximo € de 272 reais, produzindo-se para isso, 4 mesas e 8

bancos.

3.3.3 OUTRAS SITUACOES REFERENTES AS SOLUCOES DE UM PPL

Um problema de programacao linear pode apresentar outros tipos de solucdo, ou até
mesmo nao possuir nenhuma solucdo. No Método Simplex, estes casos se manifestam em

alguns problemas de cdlculo descritos a seguir.

e Problema Ilimitado:
O problema ilimitado acontece quando a solug¢do pode ser melhorada, mas ndo ha uma
restricao que a limite. Graficamente, esse caso se caracteriza por uma regiao de solugdes
ilimitada (infinita), a qual torna a solu¢do cada vez melhor, infinitamente. Com o Método
Simplex, essa situacdo € caracterizada pela falta de op¢do para a varidvel que deve sair da

base, sendo todos os coeficientes negativos.

¢ Infinitas Solucoes:
Graficamente, um problema possui infinitas solugdes 6timas quando a reta que representa
a fungdo objetivo € paralela a uma das retas das restrigdes e seu 6timo se encontra exata-
mente sobre essa reta. No Método Simplex, essa situacdo é caracterizada pela presenca

de zeros além dos obtidos pelas varidveis basicas.
3.4 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Essa andlise busca verificar os efeitos causados ao Problema de Programacao Linear,
devido as possiveis variacdes dos valores dos coeficientes das varidveis, tanto na fung¢do obje-
tivo como nas constantes das restricdes. Em uma anélise de sensibilidade, devemos responder

basicamente a trés perguntas (LACHTERMACHER, 2009):

e Qual € o efeito de uma mudanca em um coeficiente da funcao objetivo?
e Qual € o efeito de uma mudancga em uma constante de uma restricao?

e Qual € o efeito de uma mudanca em um coeficiente de uma restri¢ao?



34

A utilidade dessa pratica se da, por exemplo, no planejamento a longo prazo e nos

novos requisitos, visando uma melhoria na formula¢ao do PPL.

Algumas alternativas dessas mudangas sao abordadas por Lins (2006), descritas a se-
guir:
e Alteracdes no vetor de precos (fungdo objetivo).
e Alteracoes do lado direito das restricdes (RHS).
e Adi¢do de uma nova variavel.
e Adi¢do de uma nova restrigao.
e Verificagcdo do custo de oportunidade de varidveis.

e Verificagdo do preco-sombra de restricdes (recursos).

Para estudar os desenvolvimentos a seguir, considere a Tabela 5:

Tabela 5: Representacao Matricial para a Solucao Otima

LINHAS V.B. V.N.B. R.H.S.
Restricoes I B~ 'R B~ b
F.O. Vetor Nulo ¢k —ch,B~ 'R Q(x) — 4B~ 'b

Fonte: Lins, 2006

Onde:
V.B. Variaveis Basicas;
V.N.B. Variaveis Nao Basicas;
R.H.S. Right Hand Side, termo do lado direito (termo independente);
FO. Funcido Objetivo.

A solugdo para este determinado problema é dado por xj; = B~'b, xj =0 e Q(x*) =
c+BTB~1b.

Alterando os Coeficientes da Funcao Objetivo

Deve-se dividir em duas diferentes andlises: o parametro alterado pode ser relativo a

uma variavel que pertenga ou ndo a sequéncia bésica 6tima.

Caso o coeficiente modificado for de uma varidvel que nao esta na base, uma mudanga
de base s6 pode suceder da entrada da prépria varidvel. Para fazer esta verificacdo, deve-se
calcular cl-T — ch*IA.i, lembrando que A ; equivale a i-ésima coluna da matriz A. Se a solucao

for menor que zero, a varidvel x; deve entrar na base, pois a linha da fun¢do objetivo terd valores
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menores que zero, e terd que ser feita uma nova iteragdo do simplex padrao.

Porém, se o coeficiente modificado corresponder a uma variavel que esta na base, sig-
nifica que houve uma alteracdo em cg. Assim, todos os novos coeficientes da fungdo objetivo

deverao ser recalculados: ¢; — ch’lA_i, exceto para as varidveis bésicas.

Alterando o lado direito das restricoes(RHS)

Modificando-se o vetor b, equivalente ao lado direito das restricdes, o vetor final de

precos ficard alterado, visto que b* = B~'b, no qual B é a base 6tima.
Esta alteragdo também modificard a fungdo objetivo, na qual é Q(x*) = c;B~b.

Se aparecer um elemento negativo no vetor b*, tornar-se-a essencial fazer uma nova

iteracdo pelo método dual-simplex para alterar a base.

Deve-se também substituir o valor de b; da restricdo i que se deseja analisar por uma
incognita k e descobrir o valor de k que iguala a b} a zero, o limite para a nova iteracdo do

dual-simplex.

Alteracao em um elemento A;;

Um coeficiente equivalente a contribuicdo unitdria de uma varidvel para o lado es-
querdo de uma restricao podera ser reavaliado, o que acarretard em uma modificacdo do valor
de um elemento A;;. Lembrando que deve-se verificar se o elemento modificado pertence a uma

coluna de variavel basica ou nao basica.

Caso o elemento pertenga a uma coluna de varidvel nao basica, o procedimento é
andlogo ao anterior, recalculando-se os valores de ciT. Porém, se o elemento A;; modificado es-
tiver em uma coluna de variavel basica, sera essencial recalcular a inversa da base, logo, todo

tableaux final estara modificado.

Introducao de uma Restricao no Problema

Se for necessaria a introdu¢@o de mais uma restri¢do, esta tem que ser acrescentada ao

problema no tableaux final, introduzindo também as variaveis de folga.

Caso as restrigdes adicionais sejam em forma de desigualdade, elementos de valor 1
ou -1 surgirdo automaticamente nas colunas das varidveis de folga. Assim, o PPL poderd ser
colocado na forma canonica, para isto, basta multiplicar por -1 as linhas novas que possuam

elementos -1 na coluna das varidveis de folga e fazer operagdes de maneira que coloque o PPL
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na forma candnica. Como todo Problema de Programacgao Linear, chamado de primal, admite
um problema dual, entdo, o dual-simplex poderd ser utilizado para resolver o problema. A teoria

da dualidade pode ser consultada em Lachtermacher (2009).

Se as restricdes adicionais serem em forma de igualdade, o problema ndo contera mais
uma variavel de folga e ndo estard na forma candnica. Portanto, aconselha-se a introdugao de

uma variavel artificial de folga e a solucao em duas fases do problema.

Inclusao de uma Nova Variavel

Introduzindo uma nova varidvel no problema, por exemplo um novo processo de ma-
nufatura, ou um novo produto a ser fabricado, tem que analisar se 0 mesmo processo ou pro-

duto sera utilizado. Para isto, calcula-se o coeficiente no tableaux final da nova variavel x;:

T

c; — ch_lA,i. Se este valor for negativo, serd vantajoso colocar um novo produto/processo em

funcionamento, e aplica-se o simplex para alcangar a nova base 6tima.
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4 PROBLEMA COMBINADO

No processo de corte de uma placa em pegas menores, para a producdo de itens, a
perda de material tende a ser cada vez menor se os cortes das pecas forem rearranjados de uma
forma conveniente na placa. Devido a este fato, hd uma pressao econdmica para fabricar alguns
produtos antecipadamente com o objetivo de minimizar as perdas. Porém, esse estoque pode

gerar custos que podem retardar a producdo (BRESSAN, 2003).

Diante desse problema de decisdo de antecipagcd@o ou nao na produgdo de certos pro-
dutos finais, surge o Problema Combinado, o qual acopla dois problemas de otimizacdo: o

dimensionamento de lotes e o corte de estoque.

O problema de dimensionamento de lotes consiste em planejar a quantidade dos itens
a ser produzida em vdrios estdgios, em cada periodo ao longo de um horizonte de tempo finito,
de modo a atender a demanda e otimizar uma fun¢do objetivo, como minimizar os custos de
producado e de estocagem (ARENALES et al., 2007). Pode ser classificado como monoestagio,
onde os itens sdo produzidos independentemente, e multiestagio, em que as producdes dos itens

sdo dependentes.

O problema de corte de estoque consiste na otimizag¢ao do processo de corte de placas
em pecas menores nas quantidades e dimensdes demandadas. Define-se padrao de corte como
o arranjo das pecas dentro de cada placa, isto €, a forma como um objeto (peca) € cortado para
a producgdo de itens demandados. Algumas regras sdao necessdrias para defini-lo, como cor-
tes do tipo guilhotinado (onde cada corte feito sobre uma placa retangular produz dois novos
retangulos), limitacdo de pecas (cortes restritos ou irrestritos), nimero de estagios (€ dito ser
2-estagios quando apenas uma mudancga no sentido dos cortes guilhotinados é permitida: hori-
zontal/vertical ou vertical/horizontal). Além disso, o problema serd bidimensional quando duas

dimensdes sdo relevantes para cortagem.

Desta forma, o Problema Combinado consiste em decidir a quantidade de produtos
finais a serem produzidos em cada periodo do horizonte de planejamento tal que minimize os

custos da producao, preparacao e estocagem (dimensionamento de lotes) e a quantidade de pla-
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cas a serem cortadas, bem como os padrdes de corte, para compor produtos finais (corte de
estoque). Em situacOes reais, a maioria das industrias aborda esses dois problemas de forma
separada. Inicialmente, sdo determinadas para cada periodo do horizonte de planejamento,
as quantidades de cada produto final (tamanho do lote) a serem produzidas. A partir desta
informacao, determina-se, para cada periodo, a quantidade de pecas de cada tipo a serem cor-
tadas e os melhores padrdes de corte sdo gerados. Entretanto, tratd-los de forma separada pode
elevar os custos globais, principalmente se uma parcela significativa do custo do produto final
¢ formada pelo material a ser cortado (BRESSAN; OLIVEIRA, 2004).

Uma abordagem para o Problema Combinado desconsidera a ocorréncia de custos de
preparacdo e relaxa a integralidade das variaveis que representam a quantidade de placas corta-
das num certo padrdo, o que pressupde grandes quantidades de demanda. Esta abordagem pode
ser aplicada na indudstria de moéveis, onde placas de madeira devem ser cortadas na producao
de itens. Por simplicidade, consideramos que haja apenas um tipo de placa em estoque, sufi-
ciente para atender a demanda. O Problema Combinado € formulado, entdo, considerando-se
(GRAMANTI, 2001):

Indices:

t=1, ..., T nimero de periodos.

p=1, ..., P nimero de diferentes tipos de pecas a serem cortadas.
j=1, ..., N nimero de diferentes padrdes de corte.

i=1, ..., M nimero de diferentes produtos finais demandados.

Parametros:

cir- custo de produgdo do produto final i no periodo ¢.

his: custo de estocagem do produto final i no periodo .

hpp:: custo de estocagem da pega tipo p no periodo 7.

d;;: demanda do produto final i no periodo ¢.

rpi: nimero de pegas tipo p necessdrias para formar um produto i.
vj: tempo gasto para cortar uma placa no padrao de corte ;.

apj: numero de pegas tipo p no padrao ;.

u;: tempo méaximo de operacdo da serra.

cp: custo da placa a ser cortada.

Varidveis de decisdo:
xit: quantidade do produto final i produzido no periodo .

e;r: quantidade do produto final i em estoque no fim do periodo ¢.



epp:: quantidade da pega tipo p em estoque no fim do periodo ¢.
yj:: quantidade de placas cortadas usando o padrdo j no periodo 7.
min

T N T P T
Z(Citxit + hiceir) + Z Z cpyjr+ Z thpteppt
=1 j=li=1 p=1i=1

M=

1

I
—_

s.a: Xjp +ej,1 —ejip =d,

N

M
Z apjyjt+eppr—1—eppr = er,-x,-, Vi=1...T
j=1 i=1

N
Z ViVit S Uy
=1

Xits €irs Y jt,€Ppt >0
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4.1

4.2)

4.3)

4.4)

4.5)

As restri¢des (4.2) se referem as equagdes de balanco de estoque com relacdo aos pro-

dutos finais, o que garante que a demanda de itens de cada periodo serd atendida. As restri¢coes

(4.3) se referem as equacdes de balango de estoque com relacdo as pegas, 0 que asseguram que

a demanda de pecas sera satisfeita. Estas restri¢cdes sdo as que acoplam os problemas de dimen-

sionamento de lotes e de corte de estoque, pois ambas incluem as varidveis x;;, que definem o

tamanho dos lotes e y j;, que definem a quantidade de placas cortadas num certo padrao de corte.

As restrigdes (4.4) se referem a capacidade da serra, o que garante que o tempo gasto no pro-

cesso de corte das placas nos diversos padrdes de corte ndo ultrapassa a capacidade disponivel

da serra, ou seja, seu tempo maximo de operagdo e, por fim, (4.5) representa as condi¢des de

nao-negatividade.



40

5 ESTUDO DE CASO

A fim de executar o Problema Combinado, foram atribuidos valores aos seus parametros
provenientes de dados fornecidos por uma indistria moveleira de pequeno porte do municipio
de Cornélio Procépio, para que fosse possivel a decisao de dois programas de producao, descri-
tos a seguir. Ambos consideram a producao de dois tipos de produtos finais: mesas e cadeiras.
Além disso, em ambos os casos, tem-se que ndo ha estoque no periodo anterior  — 1. Considera-
se, primeiramente, que os custos e os valores de demanda sdo constantes ao longo dos periodos
de planejamento de producdo e, posteriormente, a variagao desses custos e demanda. Vale a
pena ressaltar que o periodo médximo de planejamento da produgdo da fabrica em estudo € de 6

meses, ou seja, 6 periodos de tempo.

5.1 PRIMEIRO CENARIO DE PROGRAMACAO DA PRODUCAO

No primeiro cendrio de programacgao da produc¢do, considerando custos e demanda de
produtos finais constantes, tem-se os seguintes dados:
t = 6 periodos de tempo
p = 3 tipos de peca
Jj = 5 tipos de padroes de corte da placa

i = 2 produtos finais (mesa e cadeira)

Os tipos de peca para composi¢ao dos produtos finais sdo:
Pega do tipo 1: tampo da mesa
Peca do tipo 2: pés da mesa/cadeira

Peca do tipo 3: assento/encosto da cadeira

A variavel x|, representa o produto “mesa”, cujo custo de produgio fornecido é c¢1;=R$255
e ademanda é dj;=2 parat = 1,...,6. A varidvel xy, representa “cadeira”, cujo custo de producdo

¢ ¢2;=R$80 ¢ a demanda € dp;=3 parat = 1,...,6.

Os demais parametros fornecidos pela fabrica sdo:



cp = R$120,

u; = 300 horas por periodo,

ap;j pode ser visto na Tabela 6,

rip=1,r1=5,r=2,r»n=06,

hlt = 3’ hzt = 19

hpll‘ :0725 hPZt :0737 hp3l‘ :()75

As pecas a serem cortadas sao tampo (p = 1), pés (p = 2), assento/encosto (p = 3). Os padrdes

de corte exibidos na Tabela 6 sdo pré-estabelecidos pela fabrica, de acordo com a capacidade

dos equipamentos e a mao-de-obra disponiveis.

Tabela 6: Padrées de Corte: primeiro cenario de producao

Padrao de Corte | Peca tipo 1 | Peca tipo 2 | Peca tipo 3 | Tempo de corte
Jj=1 2 0 0 vi=ls
Jj=2 1 88 0 vp=1,2s
Jj=3 0 0 35 v3=1,5s
Jj=4 0 0 45 v4=1,4s
Jj=5 1 8 15 vs=1,5s

Substituindo-se estes parametros nas equacoes (4.1) a (4.4) do Problema Combinado,
o seguinte modelo € obtido. A fung¢do objetivo (4.1) se torna:
min  255x11 +3eq1 +80x21 + lezy +120y11 + 120y21 + 120y31 + 120y41 +120y51 +0,2ep11 +
0,3ep21+0,5ep31 +255x12+3e12+80x22 + €20 + 120y12 + 120y22 + 120y32 + 120y42 + 120y5, +
0,2ep12 + 0,3eprr + 0,5ep32 + 255x13 + 3e13 + 80xp3 + 1epz + 120y13 + 120y23 4+ 120y33 +
120y43 + 120y53 + 0,2ep13 + 0,3epa3 + 0,5ep33 + 255x14 + 3eq14 + 80xp4 + lepg + 120y14 +
120y24 + 120y + 34+ 120y44 + 120y54 +-0,2ep14+0,3epr4+0,5ep34 +255x15 + 315 + 80xp5 +
lepys + 120y15 4+ 120y25 + 120y35 + 120y45 + 120y55 + 0,2ep15 4 0, 3eprs +0,5ep3s +255x16 +
3e16+80x26+ leag+ 120y16 4 120y26 + 120y36 4+ 120y46 + 120y56 40, 2ep16+0, 3eprs +0, Sepsg

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.2):

Ix;; —lejg+1xpp —lepp + 1x13 — leps 4+ x4 — lejg + 1x15 — leys + 1xjg — lejg = 12

1x21 — lep + 1xop — lepy 4+ 1xp3 — leaz + 1xpq — leag + 1x25 — 16’25 —+ 1x26 — 16’26 =18

Conjunto de restri¢cdes referente a equacao (4.3):

2y11+89y21 +35y31 +45y41 +24ys1 — lepi1 — lepas — lepsi +2y12 +89y22 4+ 35y32 +45y40 +
24ys50 —lepip — lepyy —lepsr +2y13+89y23 +35y33 +45y43 +24ys3 — lepiz — leprs — lepsz +
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2y14+89y24 +35y34 +45y44 +24y54 — lep1a — leprg — lepsza +2y15+89y25 +35y35 +45y45 +
24yss — lepis— lepas — lepss +2y16+89y26 +35y36 +45y46 +24ys56 — lepis — lepas — lepsg =
6x11 + 8x21 +6x12 + 8x22 + 6x13 + 8x23 + 6x14 + 8xp4 + 6x15 + 8xp5 + 6x16 + 8x26

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.4):

Iy11 +1,2y21 +1,5y31 + 1,4y41 +1,5y51 + 1y12 +1,2y20 +1,5y30 + 1,4y40 + 1, 5y50 + 1y13 +
1,2y23+1,5y33+ 1,4y43 +1,5y53 + 1y1a +1,2y24 +1,5y34 + 1,4y44 + 1,5y54 + 1y15+ 1, 2y25 +
1,5y35 +1,4y45 +1,5y55 + 1y16 + 1,2y26 + 1,5y36 + 1,4y46 + 1, 5y56 < 1800

O segundo planejamento da produgdo considera que os custos e demandas sao variaveis
ao longo dos periodos de planejamento. Os novos parametros fornecidos pela fabrica em es-
tudo sdo descritos a seguir. Os custos dos produtos finais sdo: cy; = cjp = ¢13 = 255;c14 =
c15 =16 = 267,75;¢c21 = 20 = c23 = 80; 24 = 25 = 26 = 84. O custo da placa a ser cortada
¢ cp = 135,07. Os custos de estoque dos produtos finais sd@o hyj; = hjp = 3;h13 = S;hiy =
his = hig = 5;hp1 = hyy = 1;hp3 = hpg = hps = hpg = 3 e os custos de estoque das pecgas sao
hpi1 =hpi12=0,2;hp13 =hp1a=hpis=hpie =0,5hpa1 = hprp =0,3;hpr3 =hpa = hprs =
hpae = 0,6;hp31 = hpspy = 0,5;hp3z = hpss = hpss = hpzg = 0,8. As demandas sao dy; =
2;d1p =3;d13=2;d14 = 4di5s = 1;d16 = 35d21 = 3;dan = 5;doz = 4;dpy = 6;dos = 35dpe = 4.

Estes parametros produzem o seguinte Problema de Programacao Linear.

min  255x11 4+ 3e;1 +80x31 + lexy + 120y + 120y,21 + 120y31 + 120y41 + 120y51 +0,2ep11 +
0,3epr1+0,5ep31 +255x12 4 3e12 +80xp2 + 1ean + 120y12 + 120y25 + 120y35 + 120y42 + 120y50 +
0,2ep12 + 0,3epr + 0,5ep3r + 255x13 + Seq13 + 80x23 + 3er3 + 120y13 + 120y,3 + 120y33 +
120y43 + 120y53 +0,5ep 13+ 0,6epa3 + 0,8ep33 +267,75x14 + Se14 + 84x24 + 324 + 120y14 +
120y24 4+ 120y34 + 120y44 4+ 120y54 +0,5¢p14 +0,6epr4 40, 8ep3s +267,75x15+ Se 15+ 84xp5 +
3ep5+120y15+ 120y25 + 120y35 4+ 120y45 + 120y55 +0, 5ep15+0,6e prs + 0, 8epss +267,75x16 +
Se16+84x26+3e26 1+ 120y16+ 120y26 + 120y36 + 120y46 4+ 120y56 +0,S5ep16+0,6eprs +0, 8e p3e

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.2):

Ix1; — leyp + 1x1p — leqp + 1xiz — legz + 1x14 — lejs + 1x15 — leys + 1x16 — lejg = 15 1xp1 —

leay 4+ 1xp0 — leap + 1xp3 — leas + 1xog — lepg + 1x25 — 1625 + 1x26 — 1626 =25

Conjunto de restri¢des referente a equagao (4.3):
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2y11+89y21 +35y31 +45y41 +24ys1 — lepi1 — lepay — leps; +2y12+89y22 +35y32 +45y4, +
24ysy — lepia— lepaa — lep3a+2y13+89y23+35y33 +45y43 +24ys3 — lepis — lepaz — lepss +
2y14+89y24 +35y34 +45y44 +24ys54 — lep1a — leprs — lepza+2y15 +89y25 +35y35 +45y45 +
24yss —lepis — lepas — lepss +2y16 +89y26+35y36 +45y46 +24ys6 — lepie — lepre — lepss =
6x11 + 8xp1 + 6x12 + 8xp2 + 6x13 + 8x23 + 6x14 + 8xp4 + 6x15 + 8xp5 + 6x16 + 8x26

Conjunto de restri¢cdes referente a equacao (4.4):

Iy11 +1,2y21 +1,5y31 + 1,4y41 + 1,5y51 + 1y12 +1,2y20 +1,5y30 + 1,4y40 + 1, 5ys50 + 1y13 +
1,2y23+1,5y33+ 1,4y43 +1,5y53 + 1y1a +1,2y24 +1,5y34 + 1,4y44 +1,5y54 + 1y15+ 1, 2y25 +
1,5y35 +1,4y45 +1,5y55 + 1y16 + 1,2y26 + 1,5y36 + 1,4y46 + 1, 5y56 < 1800

A solucdo 6tima destes dois problemas, apds a aplicacdo do Método Simplex, deve
indicar em qual periodo do horizonte de planejamento e em que quantidade os produtos fi-
nais devem ser produzidos, de forma que se obtenha o custo minimo de corte e de estoque,
respeitando-se as restricdes de balango de estoque com relag@o aos produtos finais e as pegas, a

restricdo de capacidade da serra e as condi¢des de ndo negatividade.

O tipo de mesa e cadeira (produtos finais) produzidos nesse cendrio podem ser ilustra-

dos a partir da figura 3.

Figura 3: Tipo de mesa e cadeira da producao
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5.2 SEGUNDO CENARIO DE PROGRAMACAO DA PRODUCAO

No segundo cenério de programacao da produgdo, considerando custos e demanda de
produtos finais constantes, tem-se os seguintes dados:
t = 6 periodos de tempo
p = tipos de peca
J = 6 tipos de padrdes de corte da placa

i = 2 produtos finais (mesa e cadeira)

Os tipos de peca para composi¢ao dos produtos finais sdo:
Peca do tipo 1: tampo da mesa
Peca do tipo 2: encosto da cadeira
Peca do tipo 3: assento da cadeira
Peca do tipo 4: apoio da cadeira
Peca do tipo 5: pé da cadeira
Peca do tipo 6: apoio da mesa

Pega do tipo 7: pé da mesa

Neste caso, os novos padrdes de corte para a produgdo de pecas sdo descritos na Tabela
7. Estes, sdo pré-estabelecidos pela fabrica, de acordo com a capacidade dos equipamentos € a

mao-de-obra disponiveis.

Tabela 7: Padroes de Corte: segundo cenario de producio

Padrdo de Corte | p=1 | p=2 | p=3 | p=4 | p=5 | p=6 | p=7 | Tempo de corte
j=1 0 34 | 34 0 0 0 0 v1=3s
Jj=2 15 8 7 0 0 0 0 V=25
Jj=3 12 | 12 | 13 0 0 0 0 v3=4s
Jj=4 0 0 0 8 1 2 0 v4=4s
Jj=5 0 0 0 2 3 4 0 vs=3s
Jj=6 0 0 0 0 0 0 4 Ve=2S

Substituindo-se os valores dos parametros fornecidos pela fabrica no Problema Com-
binado, obtém-se o Problema de Programacdo Linear a seguir. A varidvel xi, representa o
produto “mesa”, cujo custo de produgado fornecido € R$60 reais e a demanda € 10, e a variavel
Xy; representa “cadeira”, cujo custo de producdo ¢ R$40 reais e a demanda é 20. Os pardmetros
(custo de producdo, estoque e tempo de corte) foram alterados, ja que foram utilizados dados
de outros tipos de madeira e outros padrdes de corte. Considera-se também que nao ha estoque

no periodo anterior # — 1.

Parametros fornecidos pela fébrica:
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cp = R$135,07,

u; = 240 horas por periodo,

ap; : pode ser visto na Tabela 7,

ri=1rn1=0,r31=0,r41=0,r51=0,1r61 =2, r71 =4, ri2=0,r30 =1, =1, r4p = 2,
rso=4,r62=0,r;2=0,h11 =4, ho1 =2, hp11 = 0,4, hpr1 = 0,35, hp31 = 0,25, hpyy =0, 13,
hp+51=0,15, hps; = 0,18, hp7; = 0,23.

Substituindo-se estes valores nas Equacgdes (4.1) a (4.4) do Problema Combinado, o
seguinte modelo de programacao linear é obtido. A funcdo objetivo referente a equacdo (4.1)

se torna:

min  60x;;+4eq; +40x21 +2e21 +135,07y11+5,77y21 +11,89y31 +135,07y41 +135,07y5; +
0,4ep11+0,35ep21 +0,25ep31 +0,13ep4; +0,15eps; +0, 18epg; +0,23ep71 +60x1, +4e2 +
40x2 + 2e20 + 135,07y12 + 135,07y22 + 135,07y30 4+ 135,07y45 + 135,07ys55 + 135,07 y62 +
0,4ep12+0,35epr +0,25¢ep32 +0,13epsr +015epsr + 0, 18epgr +0,23ep72 + 60x13 +4e 3 +
40xp3 + 2e23 + 135,07y13 4+ 135,07y23 + 135,07y33 + 135,07y43 + 135,07y53 + 135,07 y63 +
0,4ep13+0,35epr3+0,25ep33+0,13eps3 +015eps3 +0,18epe3 +0,23ep73 +60x14 +4e14 +
40x24 + 2e24 + 135,07y14 + 135,07yp4 + 135,07y34 4+ 135,07 y44 + 135,07y54 + 135,07 y64 +
0,4ep14+0,35¢p24+0,25¢p34+0,13epas +015epsq +0,18epgs +0,23ep74 + 60x15 +4e15 +
40xp5 + 2er5 + 135,07y15 + 135,07y25 + 135,07y35 + 135,07y45 + 135,07y55 + 135,07 yg5 +
0,4epi5+0,35epr5+0,25¢ep35+0,13epss +015epss 40, 18epes +0,23ep75 + 60x16 + 4e6 +
40x726 + 2e26 + 135,07y16 + 135,07y26 + 135,07y36 + 135,07y46 + 135,07ys56 + 135,07 y66 +
0,4epi16+0,35epr6 +0,25ep36+0,13epss + 0, 15epse + 0, 18epge + 0,23ep76

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.2):

X11—eqr +x12—epn+x13—e3+x14 —ea+x15 —eg5+x16 — e = 60

X1 —e21 + X0 — €22+ X23 — €23 + X4 — €24 + Xp5 — €25 + X6 — €26 = 120

Conjunto de restri¢cdes referente a equacao (4.3):

08y11+30y21 +37y31 + 11ya1 +9ys51 +4y61 —ep11 —epa1 —ep31 —epa1 —eps; —epel — ep71 —
Tx11 —8x21 +68y12+30y20+37y32 + 11yaz +9yso + 4y —epi2 — epr —ep3r —epar —epsy —
epe2 — ep72 — Tx12 — 8x22 + 68y13 +30y23 +37y33 4+ 11y43 + 9ys3 +4ye3 —ep13 —epaz —ep3s —
epa3 —eps3 —epe3 —ep73 — 1x13 — 8x23 +68y14 + 30y24 +37y34 + 1144+ 9ys4 +4yes —epia —
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epr4 — ep34 —ep4s — epss — ePes — ep74 — 1x14 — 8x24 + 68y15 + 30y25 +37y35 + 11y45 +9ys5 +
dyes —ep15 —eprs — ep3s — epas — epss — epes — ep7s — 1x15 — 8xp5 + 68y16 + 30y26 + 37y36 +
11y46 +9ys6 +4y66 — €P16 — €P26 — €P36 — €Pas — €P56 — €Pe6 — €P16 — 1x16 — 8x26 = 0

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.4):

3y11+2y21 +4y31 +4ya1 +3ys51 +2y61 +3y12 +2y20 +4y30 +4yan +3ys50 + 2y +3y13 +2y23 +
4y33+4y43 +3y53 +2y63 + 3y14 + 2y24 +4y34 +4yaa + 3ys54 + 2y64 + 3y15 + 2y25 +4y35 +4yss +
3ys5 + 2y65 + 3y16 + 2y26 +4y36 + 4yas + 3ys6 + 2ye6 < 1440

O segundo planejamento da produgdo considera que os custos e demandas sdo variaveis
ao longo dos periodos de planejamento. Os novos parametros fornecidos pela fébrica em es-
tudo sao descritos a seguir. Os custos dos produtos finais sd@o: cj; =cj2 =c¢13 =60;c14 =15 =
75;¢c16 = 18501 = o2 = 40;¢23 = 42504 = 25 = 45;c26 = 50. O custo da placa a ser cortada
€ cp = 135,07. Os custos de estoque dos produtos finais sdo hy; = hjp = hjz3 =4;h14 = his =
hie = S;ho1 = hyp = 2;hp3 = hog = 3;hp5 = 4;hp6 = 5 € os custos de estoque das pecas sdao
hpi1 = hpi2 = hp13 = 0,4hp14 = hpis = hpie = 0,5;hpa1 = hpar = 0,35;hpaz = 0,4;hpry =
hpas =0,5;hpre =0,6,hp31 = hp3y = 0,25;hp33 = hp3s =0,3;hp3s =0,5,hp36 = 0,7, hps =
hpar =0,13;hps3 =0,15;hpaa = hpas =0,2;hpae = 0,3;hps; = hpsp =0,15;hps3 =0,2;hpsy =
hpss = 0,3;hpse = 0,5;hpe1 = hper = hpez = 0,18hpes = hpes = hpee = 0,25hp71 = hp7o =
hp73 = 0,23;hp74 = hp75 = hpe = 0,3. As demandas sdo di; = 10;dp = 6;d13 = 8;d14 =
14;d15 = 12;d16 = 13;dr1 = 20;dpy = 16;dp3 = 12;drg = 24,dr5 = 14;dr6 = 18. Obtém-se,

entdo, o seguinte Problema de Programacdo Linear.

min  60x1; +4e11 +40x21 +2e21 +135,07y11 +135,07y21 +135,07y31 +135,07y41 +135,07y51 +
135,07y61 +0,4ep11 +0,35epr1 +0,25ep31 +0,13ep41 +0,15eps; + 0, 18epe1 +0,23ep71 +
60x17 +4eir +40x27 +2epy + 135,07y12 + 135,07y + 135,07y32 + 135,07y40 4+ 135,07 ys5 +
135,07y62 + 0,4ep12 +0,35epr +0,25ep3r +0,13epar + 0, 15epsr + 0, 18epgr + 0,23ep7s +
60x13 +4e13 +42xp3 4+ 3ex3 + 135,07y13 + 135,07y,3 + 135,07y33 + 135,07 y43 + 135,07 y53 +
135,07y63+0,4ep13+0,4epr3+0,3ep33+0, 15eps3+0,2eps3 +0, 18epez +0,23ep73 +75x14 +
Se14+45x24+3e24+135,07y14+135,07y24 + 135,07y34 + 135,07y44 + 135,07y54 + 135,07 y64 +
0,5ep14+0,5epr4+0,3ep34+0,2epas+0,3epsa+0,25epes+0,3epra+75x15+S5e15 +45x25 +
ders +135,07y15 + 135,07yp5 4+ 135,07y35 + 135,07 y45 + 135,07y55 + 135,07y65 + 0, 5ep1s +
0,5epr5+0,5ep35+0,2epss +0,3epss +0,25epes +0,3ep75 + 78x16 + Se16 + 50x26 + Sepe +
135,07y16+ 135,07y26 4 135,07y36 4 135,07y46 +135,07y56 +135,07y66 + 0, Sep16 +0, 6e pre +
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0,7ep36+0,3epas +0,5epse +0,25¢epgs +0,3ep76

Conjunto de restri¢cdes referente a equacao (4.2):

X1 —eq+xi2—epn+xi3—e3+x4—eu+x5s—ej5+x6—ejp =03

X1 —e21 + X0 — €22 + X3 — e23 + X4 — €24 +X25 — €25 +x26 — €26 = 104

Conjunto de restri¢cdes referente a equacao (4.3):

68y11+30y21 +37y31 + L1ya1 +9ys51 +4ye1 —epi1 —ep21 —ep3) —ep4ar —epsi —epe1 —ep71 —
Tx11 — 8x21 +68y12 4 30y22 +37y32 + 11yar +9ys2 +4yer —epi2 —eprn —ep3r —epar —epsy —
epe2 — ep72 — Tx12 — 8x22 + 68y13 + 30y23 +37y33 4 11y43 + 9ys3 +4ye3 —ep13 —epaz —ep3z —
epa3 —eps3 —epe3 —ep73 — 1x13 — 8x23 +68y14 4+ 30y24 +37y34 + 11y44 +9ys54 +4yes —ep1a —
ep24 — ep3s — epas — eps4 — ePes — epa — 1x14 — 8x24 + 68y15 +30y25 +37y35 4+ 11y45 +9yss +
4yes —ep1s — epas —ep3s — epas — epss — ePes — ep7s — 1x15 — 8xps5 + 68y16 + 30y26 + 37y36 +
11y46 +9ys6 +4y66 — €P16 — P26 — €P36 — €Pac — ePse — €Pes — €P16 — 1X16 — 8x26 =0

Conjunto de restri¢des referente a equacgao (4.4):

3y11+2y21 +4y31 +4yar +3ys1 +2y61 +3y12 +2y20 +4y32 +4yar +3ys2 +2y60 + 3y13 +2y23 +
4y33+4ys3 +3ys53 +2y63 +3y14 +2y04 +4y34 +4yas + 3ysa+2ye4 + 3y15 +2y25 +4y3s +4yas +
3ys55 +2y65 + 3y16 + 226 +4y36 +4y46 + 3ys56 + 2ye6 < 1440

Apbs a aplicagao do Método Simplex, a solu¢do 6tima indicard em qual periodo do
horizonte de planejamento e em que quantidade os produtos finais devem ser produzidos nesses
dois problemas, de forma que se obtenha o custo minimo, respeitando-se as restri¢des (4.2) a
(4.5) do Problema Combinado.

A partir destes resultados, pode-se concluir que a aplicagdo do Problema Combinado
em conjunto com o Método Simplex no estudo da fabrica de méveis € eficiente, uma vez que
fornece o custo minimo, sugerindo a antecipa¢do da producdo de alguns itens, proporcionando

economia em relagdo a uma producdo que atende a demanda por periodo.
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5.3 RESULTADOS NUMERICOS

Solugdes 6timas foram obtidas a partir da execu¢do dos modelos descritos anterior-
mente com apoio computacional do software LINDO (“Linear Interactive and Discrete Opti-

mizer’), a partir da execu¢ao do Método Simplex.

Para o primeiro cendrio de produgao, considerando custos e demanda de produtos finais
constantes, a solugio 6tima obtida apresenta um custo minimo total de produgio de R$4508,09
para o periodo t=6. A solugdo, entdo, sugere antecipar a produ¢do de cadeiras x;; = 18, gerando
estoque, postergando a producdo de mesas, x;3 = 12. Assim, a solucdo 6tima proporciona uma
economia de R$805,10, ou seja, 15,2% de lucro, se comparada com o custo de uma producio

que atende a demanda por periodo (sem otimiza¢ao).

Ainda no primeiro cendrio de produ¢ao, mas considerando agora a varia¢ao de custos
e demanda, a solucdo 6tima obtida foi de R$5833,09 para o periodo t = 6. A solugdo sugere
a antecipar a producdo de cadeiras xp; = 25 e postergar a produ¢do de mesas, x;3 = 15. Com-
parando com o custo de uma producdo que atende a demanda por periodo, essa solu¢do Gtima

proporciona uma economia total de R$2464,24, ou seja, 29,7%.

Para o segundo cendrio de producao, considerando custos e demanda de produtos finais
constantes, o custo minimo para o planejamento de t=6 periodos é de R$11141,13. A solucdo
a producdo de de cadeiras no terceiro periodo x33 = 120 e a produgdo de mesas no quinto
periodo x;5 = 60. Comparando com o custo de uma produ¢do ndo otimizada, essa solugao

6tima proporciona uma economia total de R$446,16, ou seja, 3,9%.

Considerando a variacao dos parametros de custos e demanda no segundo cendrio de
producio, a solu¢do 6tima obtida foi um custo minimo de R$10468,59. A solugdo sugere a
producdo de mesas xj» = 63 e cadeiras xo> = 104, ambos no segundo periodo. Essa solugdo
proporciona uma economia total de R$2164,24, ou seja, 17,13%, se comparado com o custo de

uma producio que atende a demanda por periodo.

Para fins de comparagdo das solugdes, o algoritmo Branch-and-Bound foi aplicado nos
dois cendrios de programacgdo de producdo. Esse algoritmo consiste em dividir o problema em
subproblemas cada vez menores, até que esses possam ser solucionados utilizando varidveis
de decisdo inteiras. Para ambos os cendrios de producdo, considerando também parametros
constantes e, em seguida, suas variacoes ao longo dos periodos, as solugdes Gtimas obtidas
foram iguais as solucdes obtidas pela aplicagao do algoritmo Simplex. Isso mostra que ambos
os algoritmos se mostraram eficientes para a solu¢ao do PPL, alcancando a solugdo 6tima. A

descrigao do algoritmo Branch-and-Bound pode ser visto em Lachtermacher (2009).
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A partir destes resultados, pode-se concluir que a aplicacdo do Problema Combinado
em conjunto com o Método Simplex no estudo da fébrica de méveis € eficiente, uma vez que
fornece o custo minimo, sugerindo a antecipacao da producao de alguns itens, proporcionando

economia em relacdo a uma producdo que atende a demanda por periodo.

5.4 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Apos a execucdo dos dois cendrios de producgdo, foi feita a Andlise de Sensibilidade

para alguns dos parametros e das constantes dos modelos.

No primeiro estudo de caso, o coeficiente da varidvel xp; € 80 (custo de producao do
item ‘“‘cadeira” no primeiro periodo). Se tal custo aumentar em 1 unidade, multiplicando-se
pela solugdo 6tima, tem-se que a o valor da fungdo objetivo aumentard em R$1215,00, ou seja,

a fung@o objetivo final serd R$4973,09.

No segundo estudo de caso, o valor da fungio objetivo ¢ R$9284,272; o coeficiente da
variavel x13 é 60 e, de acordo com a sensibilidade, este valor pode ser aumentar até 77,9 para
que as varidveis basicas permanecam na base. Como o valor 6timo desta varidvel € 50, logo a

fun¢ao objetivo final serd 9284,272 + 3895 =R$13179,272.

A Andlise de Sensibilidade é extensiva para todos os coeficientes da fungao objetivo e

para as constantes das restri¢des.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho apresentou métodos relacionados a Pesquisa Operacional e a Programacao
Linear, bem como o Método Simplex em sua formulacdo matematica, algoritmo e forma tabular,

seguido do conceito de Andlise de Sensibilidade.

Assim, foi feito um estudo de caso em dois cendrios de programacdo da producao -
primeiramente considerando custos e demanda constantes e, posteriormente, considerando a
variacdo dos mesmos - do Problema Combinado, que envolve conjuntamente dois importan-
tes problemas de otimizacao linear: corte de estoque e dimensionamento de lotes. Tratd-los
de forma separada pode elevar os custos globais de producao, principalmente se uma parcela
significativa do custo do produto final é formada pelo material a ser cortado. Apesar da sua
combinacao ser ainda pouco explorada na literatura, a constatacao de sua relevancia em diver-
sas situacdes o elege como um importante problema a ser pesquisado. O Problema Combinado
nesse estudo de caso mostrou-se eficiente, destacando essa importancia desse tipo de modelo

na area de produgao.

Para a obtencdo da solucdo 6tima nos dois cendrios de produgdo, o Método Simplex
foi aplicado (com o apoio computacional do software LINDO) sabendo que na literatura este
método, juntamente com a geracao de colunas, é o mais recomendado para a solucao do Pro-
blema Combinado. Desta forma, foi possivel obter solu¢des para o estudo e fazer uma anélise
de sensibilidade dos parametros em ambos os cendrios. A fim de comparar as solugdes 6timas,
o algoritmo de Branch-and-Bound foi aplicado, e as solu¢Oes obtidas foram iguais as obtidas

pelo algoritmo Simplex.

As solugdes obtidas nesse trabalho proporcionam o menor custo global de produgdo
dos itens e, consequentemente, uma redugdo de sobras de matéria-prima cortada. Considerando
que o processo industrial € um dos principais responsaveis pela poluicdo do meio ambiente,
os métodos aplicados contribuem para a reduc¢do do descarte de matéria prima, amenizando o

impacto ambiental negativo causado por esta atividade industrial.

Esse trabalho tem como perspectivas de continuidade a execugdo de simulagdes numéricas
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para cendrios de produ¢@o maiores, considerando uma quantidade maior de produtos finais, por
exemplo. Além disso, pretende-se criar uma interface computacional para que o usudrio possa
obter a solugdo 6tima facilmente, mesmo sem compreender o modelo matemético. Os valores
de demanda e a variacdo dos parametros ao longo dos periodos de planejamento também podem

ser obtidos por meio de um algoritmo ou modelo matematico que gere estes dados numéricos.
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