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RESUMO

SILVA RAMBALDI, CLEYTON. APLICACAO DO TEOREMA DOS RESIDUOS NA OBTENCAO
DA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE. 86 f. Trabalho de conclusao de curso

— departamento de matemdtica, Universidade Tecnolégica Federal do Parand. CORNELIO
PROCOPIO, 2016.

Neste trabalho € realizado a aplicacdo do Teorema dos Residuos para a obtencdo da transfor-
mada inversa de Laplace. Para isso, € apresentado um estudo das propriedades da transformada
de Laplace e da teoria de fun¢des de varidveis complexas.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, Equa¢des diferenciais, Formula complexa de in-
versao, Teorema dos Residuos, Func¢des de varidveis complexa



ABSTRACT

SILVA RAMBALDI, CLEYTON. APPLICATION OF WASTE THEOREM FOR THE OB-
TAINMENT THE INVERSE LAPLACE TRANSFORM. 86 f. Trabalho de conclusao de curso

— departamento de matemdtica, Universidade Tecnolégica Federal do Parand. CORNELIO
PROCOPIO, 2016.

In this work the application of the Waste Theorem is performed to obtain the inverse Laplace
transform. For this, a study of the properties of the Laplace transform and the theory of complex
variable functions is presented.

Keywords: Laplace transform, diferential equation, Complex inversion formula, Waste Theo-
rem, Complex variable funtions
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1 INTRODUCAO

A transformada de Laplace é uma estratégia que possibilita a resolu¢do de equacdes
diferenciais nas 4reas das ciéncias exatas. O método que carrega o nome de Pierre Simon de La-
place é considerado um ritual para estudantes de engenharia devido a sua grande aplicabilidade
na resolucao de problemas lineares invariantes em relagdo ao tempo, como por exemplo, circui-
tos elétricos, osciladores harmonicos e sistemas mecanicos. Ao utiliza-la, fazem recorréncia a
tabelas, que, restringe o processo, € nao permite um conhecimento mais profundo. O estudo é
relevante pois, as equacoes diferenciais sao capazes de descrever fendmenos, e sendo assim, a
busca por solucdes das mesmas € de muita importancia pois, fornecem informacdes a respeito

do comportamento desses fendmenos.

O uso da transformada na resolu¢do de equagdes diferenciais faz-se expressiva pois,
quando aplicada em tal expressao a transforma em uma equacao algébrica. Em outras palavras,
quando aderido o método da transformada de Laplace para a resolu¢do de alguma equacgdo
diferencial ou integral a transformada retorna uma equacgdo polinomial, cuja solugdo se obtém

com relativa facilidade, via métodos elementares.

Essa transformada integral é uma homenagem a Pierre Simon de Laplace por sua
contribui¢do na implementagdo de tal método. No entanto, o mesmo foi sendo construido por
diversos colaboradores e estudiosos da época. Com o passar dos anos, a expressao foi tomando
diferentes formas até ser conhecida como é atualmente. Por mais que o nome nos faca dedu-
zir que o método tenha sido realmente deduzido por Laplace a féormula remonta os primeiros
trabalhos de Leonhard Euler a partir do século XVIII, passando por nomes como Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) e o conterraneo de Laplace, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) ja no
século XIX (TONIDANDEL, 2012).

Heaviside redescobriu a transformada em um trabalho relacionado ao cédlculo operaci-
onal, chegando a resultados parecidos em como a férmula € hoje conhecida. A unica diferenca
com a transformada de Laplace que hoje conhecemos € que as fun¢des ndo descreviam “dominio

da frequéncia” ou ainda, “dominio do tempo”. (TONIDANDEL, 2012).
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Uma transformada integral € uma relagao da forma

F(s) = /aﬁK(s,t)f(t) di (1.1)

onde K(s,7) é uma fun¢io dada, chamada niicleo da transformada, e os limites de integragdo o
e B também sdo dados. Quando K(s,7) =e ¥, @ =0 e f = +oo, a fungdo F dada em (1.1) é
chamada de Transformada de Laplace de f, isto é

F(s)=2{s0)} = | e £ d, (12)

onde, F(s) corresponde a funcdo algébrica resultante da aplicagdo 1.2 em f(¢) é a fungéo real
ou complexa na qual estd definida para todo ¢t > 0 e ¢~* corresponde ao chamado niicleo da

Transformada de Laplace. Seu funcionamento esta caracterizado na Figura 1 a seguir

Equacdo F(S) = g{f(t)} Equacio

Diferencial Algébrica

Solugdo da
Equacao

Solugdo da
Equacdo

Oiferencial | f(t) — 1 { F ( S)} Algébrica

Figura 1: esquema da utilizacao da Transformada de Laplace.

A fim de se obter a transformada inversa de Laplace de uma funcdo F(s) = . Z{f(¢)}

Bromwich desenvolveu a férmula complexa de inversdo, dada por

£l) = 2 YF(s)} = — /y}uriwes’F(s)ds, (1.3)

envolvendo a integracdo com niimeros complexos.

E conhecido ainda alguns outros métodos para a obtencdo da transformada inversa de
Laplace além da férmula complexa de inversao, tais como, fracdes parciais, método das séries,
método das equacdes diferenciais, diferenciacdo em relagdo a um parametro, entre outros. No

entanto, esses procedimentos recaem na recorréncia a tabelas. (SPIEGEL, 1965).

Como alternativa ao uso de tabelas, comumente usado e presente na literatura (BOYCE,
2006), (FIGUEIREDO, 2010), (GROOVE, 1991) se fara neste trabalho a utilizag¢ao da teoria de

varidveis complexas para a aplicacdo do Teorema dos Residuos na obtencdo da transformada
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inversa de Laplace. Esse procedimento isenta a utiliza¢ao de resultados previamente calculados.

A partir da transformada inversa de Laplace de fungdes F'(s) = Z{f(t) }, faz-se possivel
vislumbrar a solu¢do de equagdes diferenciais. A fim de mostrar sua importancia, serao apre-
sentadas solucdes de equacdes diferenciais que descrevem circuitos elétricos e ainda a solucao

de equacdes diferenciais parciais (EDP).

Em primeira instancia serdo definidos conceitos da transformada de Laplace, assim
como da transformada inversa, apresentando o método utilizado frequentemente. Posterior-
mente, os conceitos acerca das funcOes complexas, que servirdo de base para aplicacdo do
Teorema dos Residuos a féormula complexa de inversdo e ainda, a aplicacdo desses conceitos

em equacdes que descrevam fendmenos fisicos.



12

2 PRELIMINARES

Para o estudo da tranformada de Laplace apresentaremos alguns conceitos que funda-

mentam o desenvolvimento de tal contetudo.

Definicao 2.0.1 Uma particdo de um conjunto X é qualquer cole¢cdo P de subconjuntos ndo
vazios de X dotada da seguinte propriedade: todo elemento de X pertence a um e apenas um

dos elementos de P. Dizemos que cada elemento de P é um bloco da particdo.

Teorema 2.0.2 Sejam a,b € R tais que a < b e seja f : [a,b] — R continua. Entdo, existem

Xm, XM € |a,b] tais que Vx € |a,b),

S loom) < f(x) < f(xm)-

Prova: : Para a verificacdo, serdo analisados dois casos:

1. Sea=b, f:[a,b] — R é analisada em um tnico ponto. Assim, existem x,,,xy € |a,b]
tais que a = X, xpy = b e

S m) = f(x) = f(xm),

verificando a propriedade.

2. Se a < b, tem-se que f : [a,b] —> R podera ser constante ou ndo. Se f for constante, a
verifica¢@o se dd de maneira andloga ao caso 1. Caso contrario, existirdo x,,,xy € [a,b]
tais que

S ) < f(x) < fxm),

Como queriamos mostrar. |

Teorema 2.0.3 (Teorema do Confronto) Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd préximo a a
(exceto possivelmente em a) e
lim f(x) = limh(x) =L

X—a x—a
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entdo,

limg(x)=L

xX—a

Prova: : Veja (GUIDORIZZI, 2001).

Teorema 2.0.4 (Teorema Fundamental do Calculo Parte 1) Se f for continua em |a,b], entdo
a fungdo g definida por
X
:/ f(dt  a<x<b
a

é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) e g'(x) = f(x)

Demonstracao: Se x e x+ & pertencem a (a,b), entdo

glx+h)— / f(t dt—/ f(t)
(/f dt—i—/ f dt) xf()d
=A fle)dt,

logo, para h # 0,

(x+h h/ £0) @.1)

Consideremos & > 0. Uma vez que f é continua em [x,x+ /], o Teorema de Weierstrass
garante que existem u e v em [x,x + k| tais que f(u) =me f(v) = M sendo m minimo absoluto

e M méaximo absoluto em [x,x + A].

X+h
mh < / F(t)dt < Mh
x+h
n< [ 0 < s

Uma vez que h > 0, podemos dividir essa desigualdade por 4. Assim,

g<i [ rar< s,

) 2.2)

Desta forma

ou seja

De (2.1) temos




14

Tomando & — 0 temos que u — x € v — x pois, u,v € [x,x+ k|, ou seja,

lim f(u) = f(x)

h—0

lim £(v) = £(x)

h—0
pois f € continua em x. Portanto, de (2.2) e do Teorema do Confronto
g(x+h) —gx)

) = Jim £ ()

Teorema 2.0.5 (Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2) Se f for continua em [a, D), entdo

[ reoax=Fo) - Fl@

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma fungdo tal que F' = f.

X
Demonstracao: Considere g(x) = / f(t)dt. Do Teorema Fundamental do Célculo Parte 1
a
sabemos que g’ (x) = f(x). Se F for qualquer outra primitiva de f em [a,b] , entdo F e g diferem
por uma constante, ou seja

F(x)=gx)+C, (2.3)

para a < x < b. No entanto, F e g sdo ambas continuas em [a, b] e, portanto, tomando os limites
em ambos os lados de (2.3) quando x — a™ e x — b, vemos que isso também € valido quando

x=aex=>b.

Se fizermos x = a temos

Sendo assim, de (2.3) com x = a e x = b, temos

F(b)—F(a) = [¢(b) +C] - [g(a) +C]

Proposicao 2.0.6 (Regra de Leibniz) Seja f(x,t) uma funcdo continua tendo uma derivada

%—{ continua num dominio do plano xt que contém o retdngulo a < x < b, t; <t < t,. Entdo,
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parat; <t <t vale a igualdade

d b b 8f

— Hdx= | —=—(x,t)d

G | rndx= [" S nax
Prova: Considere a fungdo

b o
s=[ o enydx (1 <t<n).
a Ot

Como a fungao %—J; ¢ continua na regido descrita, logo g(#) também sera continua em

11 <t <t. Dessa forma, considerando t; < t3 < f», temos

15 15 b
/ o) = [ / O (v t)dxdr.
1 n Ja dt

Podemos entdo, comutar a ordem de integragcao, obtendo

/:g(t)dt = /ab/: g—{(x,t)dtdx: /ab[f(x,tg) — f(x,11)]dx

b b
:/a f(x,t3)dx—/a fx,n)dx=F(3) = F(t1),

/abf(x, t)dx

Podemos por fim, considerar 3 como sendo uma variavel ¢, resultando em

onde F(t) é definida por

F() - F() = [ glo)a.

|
Derivando ambos os lados em relac@o a ¢ e considerando o Teorema Fundamental do Célculo

concluimos b3
Fi0) =g0) = [ S nnax

[ |
Definicfio 2.0.7 (Integral Imprépria Tipo 1) 1. Se [! f(x)dx existe para cadat > a, entdo
[ = jim [
desde que o limite exista.

2. Se ftb f(x)dx existe para cada t < b, entdo

b
/_oo dx—tgmoo/f
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desde que o limite exista.

o : : b . .
Se os limites correspondentes as integrais [, f(x)dx e [, f(x)dx existirem diz-se que
sdo convergentes. No entanto, se esses mesmos limites ndo existirem, diz-se que as inte-

grais sdo divergentes.

3. Seambas [ f(x)dx e (2. f(x)dx s@o convergentes, temos

—o0

/O;f(x)dx: /“ f<x)dx+/amf(x)dx aceR

Definicao 2.0.8 (Integral Impropria Tipo2) 1. Se f é continua em [a,b) e descontinua

em b, entdo
/ f(x)dx = hm f( )dx

se esse limite existir.

2. Se f é continua em (a,b] e descontinua em a, entdo

/abf(x)dx = tlg;l+ /tbf(x)dx

se esse limite existir.

Se o limite correspondente a integral |, ab f(x)dx existir dizemos que a mesma é conver-

gente. No entanto, se o mesmo limite ndo existir, a integral serd divergente.

3. Se f apresentar um descontinuidade em c, n qual a < ¢ < b, e as integrais improprias

[y fx)dxe | Cb f(x)dx forem convergentes, temos
b c b
/ Flx)dx = / Fx)dx+ / F(x)dx
a a C
Teorema 2.0.9 Suponha que f e g sejam funcées continuas com f(x) > g(x) > 0 para x > a.

a Se [” f(x)dx é convergente, entdo [, g(x)dx é convergente.

b Se [ g(x)dx é divergente, entdo [, f(x)dx é divergente.
A demonstracdo para esse teorema se encontra em ((STEWART, 2013)).
Teorema 2.0.10 (Integral de Fourier) Seja f(x) satisfazendo as seguintes condigoes.

1. f(x) satisfaz as condi¢des de Dirichlet em todo intervalo —1 < x < I.
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2. [T f(x)|dx converge, isto é, f(x) é absolutamente integrdvel em —oo < x < o0,

Assim,

flx) = /Ooo {A(A)cosAx+B(A)senAx}dA, (2.4)

onde
AL) = % / () cos Axdx

1

B(A) = E/_Zf(x)senlxdx.

A demonstragdo deste resultado encontra-se em (SPIEGEL, 1965).
Forma Complexa das Integrais de Fourier

Em notac@o complexa, 2.4 com os coeficientes A(A),B(A4) pode ser escrita como

flx)= %/i e*rdn /O;f(u)e_il“du

= %/w /oo Fw)e* S duda.



18

3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste capitulo, apresentaremos algumas das muitas propriedades da transformada de
Laplace. O intuito serd retratar e fundamentar a transformada a partir de como foi definida. As
obras utilizadas foram (SPIEGEL, 1965) e (GROOVE, 1991).

3.1 CONDICOES SUFICIENTES DE EXISTENCIA

Nesta secdo, serdo apresentadas condicdes suficientes de existéncia da transformada de
Laplace. Nao se faz necessdrias tais exigéncias, no entanto, sdo de suma importancia de modo
que, satisfazendo essas propriedades € certa a ocorréncia de uma solucao para a devida equagao

diferencial.

Definicao 3.1.1 Uma fungdo é dita seccionalmente continua em um intervalo oo < t < 3 quando

existe uma particdo P = {o = to,t1,...,t, = B} do mesmo tal que parai=1,...n:
1. f é continua em cada subintervalo t; | <t < t;;
2. f possui, respectivamente, limite lateral a esquerda e a direta finitos na extremidade de

cada subintervalo (t;_1,t;).

A Figura 2 ilustra uma funcio que satisfaz os critérios anteriores, sendo continua para cada

subintervalo t;_| <t < t; e o limite lateral existe na extremidade de cada subintervalo.

Definicao 3.1.2 Dizemos que uma funcdo é de ordem exponencial y quando existem constantes
Y, M >0eT tais que
1f()] < Me”

paratodot >T.

Exemplo 3.1.3 : A funcdo f(t) = sen(t) é de ordem exponencial. Note que para todo t € R

temos

[f(0)] = [sen(t)] <1
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}l
L]
— ————————1¢
a=1 - p=t,
Figura 2: Funcao seccionalmente continua.
ou seja,
[f(t)| =lsen(t)| <1< €
parat > 0. Deste modo, temos T =0e M =7y =1, veja Figura 3.
Y
2]
et
}
/\ ‘/ sen(r)
. ; 0 . . £ ¢
4‘211 =3m2 - -T2 ™2 ™ 3mi2 2
-1

Figura 3: Funcido de ordem exponencial.

Teorema 3.1.4 (Existéncia) Se f(r) é seccionalmente continua em todo intervalo fechado 0 <
t < N e de ordem exponencial y para t > N, entdo sua transformada de Laplace F(s) existe

para todo s > 7.

Demonstracao: Decorre da defini¢do que

F(s) = /O e (1)t = /0 Y (0 + /N T .

-~ -~

4l 14)

Por hipétese, temos que f(z) é seccionalmente continua em todo intervalo 0 <7 < N,

o que implica que a integral /] existe.

Por outro lado, como f() é de ordem exponencial y parat > N, segue que

/Nw e Y f(t)dt

< / e~ £(r)|dr < / e f(1)] dt < / eI M di —
N 0 0

s=7
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logo I, também existe para s > 7.
Portanto a transformada de Laplace F(s) estd definida para s > 7. |

Observamos que a transformada de Laplace nao estd definida para todas as funcoes.

1
Exemplos disso sdo as fungdes f() = e ft)= e

Note que, parat > 0 e s € R temos

2
2 —3s
1=—st —
e >e 4.

2 oo 2 too 302
f{et } =/ e Stel dt > / e 4 dt = +oo
0 0

2 .
Portanto .Z{¢" } ndo estd definida.

Assim,

No entanto, as condi¢Oes de existéncia ndo sdo necessdrias para a existéncia da trans-
formada de Laplace de uma funcdo, uma vez que hd fungdes que ndo sdo seccionalmente
continuas ou, nao sao de ordem exponencial, que ainda assim admitem transformada de La-
place. Como exemplo temos a fungdo f (1) = L Pode-se notar que essa fun¢do nao € seccio-

Vi

nalmente continua em (0, +cc), porém sua transformada de Laplace existe.

De fato, calculando a transformada de Laplace da fungdo f(r) =

3{1} /+w ‘s’ldt /1 ‘S’ldt+/+w _s’ldt
va 0 Vi o Vi )i Vi

-

S

I Iy
Note que /3 converge pois
1 1 | 2
e ¥ —dt < / —dt < <. 3.1
0 Vit 0 Vit 3 G-1)

Por outro lado I, também € convergente pois, para s > 0, temos

/ e dt < / R dt e’ (3.2)
e — e = —. .

1 Vit 1 s

Logo, de 3.1y e (3.2), & {\/LE} existe.

3.1.1 CALCULO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE DE ALGUMAS FUNCOES

Exemplo 3.1.5 Calcule a transformada de Laplace de f(t) = 1.



Solucao: Pela defini¢do de transformada de Laplace temos

[} —st]
3{1}:/ e—S’-ldz:[—e ] L
0 s o S

para s > 0.

Exemplo 3.1.6 Calcule £{e"}.

Solucao: Pela definicao de transformada de Laplace temos

X{e‘”}:/ e“e‘”dt:/ e 1= gy
0 0

para s > a.
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(3.3)

(3.4)

Sendo assim, a partir de cdlculos similares, sdo formulados resultados previamente

calculados, explicitados em tabelas como a que segue

L S [Fs)=2{f0)} |
T

1 -
s
1
ki
¢ S —‘k
n!
" gnt1
k
sin(kt) 5>
b —13 k
cos(kt) T
k
sinh(kt) 5>
S Ek
cosh(kz) T2
s

Tabela 1: Exemplo de tabela da Transformada de Laplace

3.2 PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Para que se possa empregar a transformada de Laplace na resolucdo de problemas é

pertinente estabelecer algumas propriedades a ela concernentes.
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Teorema 3.2.1 (Linearidade) Se c| e c) sdo constantes quaisquer e f1(t) e f>(t) sdo fungdoes

com transformada de Laplace Fi(s) e F>(s), respectivamente, entdo
ZL{cifilt)+erfo(t)} =1 Z{fi(t)} + 2 Z{fo(t)} = c1F(s) + c2F (s).

Demonstracao: Da defini¢do da transformada de Laplace e da linearidade da integral segue

que

LleafiO+e0} = [ lafi)+afoe
= /mclfl(f)e_“dt+/w02f2(t)e_”dt
o o -
:Cl/o f](l‘)eﬂdt—i—cg/o fz(t)eiﬂdt

=1 L{AO)}+aal{f(t)}
= c1F(s) + 2P (s).

Exemplo 3.2.2 Determine £ {4e” + 61> — 3sen(4t) +2cos(21)}.

Solucao: De acordo com a linearidade temos

& {465t + 61> —3sen(4r) + 2005(2t)} =4¥ {eSt} +6.2 {1} —3.7 {sen(4t)} +2.% {cos(21)}

1 3! 4 S
=4 6(— -3 2
(s—5)+ (54) <sz—|—l6>+ (s2—|-4)
4 +36 12 n 2s
s—5 st 2416 s2+4

Teorema 3.2.3 (Teorema da Translacdo) Se F(s) =.Z{f(t)} e a é uma constante arbitrdria,

entdo

L f(t)} =F(s—a).
Demonstracao: Da defini¢do de transformada de Laplace segue que

/oo e e f(1)dt = /w ¢ f(1)dr,
0 0

assim, tomando u = s — a temos
/ @) £(1)dr = / e~ f(1)dt = F(u) = F(s— a).
0 0

Portanto Z{e“ f(t)} = F(s —a). ]
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Exemplo 3.2.4 Como £{cos(2t)} = u

=9ia= F(s), temos

Llecos(2t)} =F(s— (1)) =F(s+1)= (s:$21+4 -2 i;sl+5'

Na Figura 5 observamos que a transformada de Laplace da fungdo e’ cos(2¢) estd
transladada com relac@o a transformada de cos(2¢) expressa na Figura 4.

AN/ \NA N
TN, =

(5]
w4
ES

21

Figura 4: Grafico de cos(2t) e sua transformada F (s)

1
Q

: 3 \ S / o SN———7 — 3 ‘ 0 1 2 3
1
1

Figura 5: Grafico de e 'cos(2¢) e sua transformada G(s)

Teorema 3.2.5 (Mudanca de Escala) Se F(s) =.Z{f(t)} e a é uma constante arbitrdria entdo

2ifa)y=1F(2).

a

Demonstracao: Da defini¢do temos

L{f(ar)} = /O "o flat)dt.

Efetuando a mudanga de varidveis u = at tem-se que du = adt e t = 7 assim,

oo

L{flar)} = /O " e flat)dt = % /O e luwdu=1F (%),

a \a
|
1
Exemplo 3.2.6 Como £{sen(t)} = — 1= F(s), temos
s
1 1 3
lsen(30)} =3 ()2+1 249
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Na Figura 7 observamos que funcio que se obtém apos aplicar a Transformada de

Laplace em sen(37) estd com sua escala modificada com relagéo ao grafico G(s) presente Figura

6.

Figura 6: Grifico da funcéo /(1) = sen(7) e sua Transformada F(s) = -+

ANAN ASANAY o few

U -4 V—z [ 1\/ 3\] 5\ 5 -4 3 -2 -1 o 1 2 3 4
-1 -1

Figura 7: Grafico da funcio g(r) = sen(37) e sua Transformada G(s) = ﬁ

Teorema 3.2.7 (Teorema da Derivada) Se Z{f(¢)} = F(s) com f(t) continua para0 <t <N

e de ordem exponencial y parat > N, sendo que f'(t) é seccionalmente continua para 0 <t <N,

entao

ZL{f' (1)} =sF(s) - £(0),
Demonstracao: Da defini¢do de transformada de Laplace temos que

LU0} = [ e . (3.5)
Integrando por partes (3.5) temos,

/Ooo e f(t)dt = lim [e ™ f(2)]& +sklim ke*“f(t)dt

k—yo0 0

= lim[e ¥ f(k) — e *0£(0)] +s Jim /O o f(t)dt

k—roo

= sF(s) — £(0). (3.6)

Exemplo 3.2.8 Se f(t) = cos(3t) entdo temos que £ {cos(3t)} = 21 5 Assim, empregando
s

o Teorema da Derivada, concluimos

LU} =5 (SL) . sz_f9 :g{—3%} — [~ 3sen(31)}.
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Teorema 3.2.9 Se F(s) = Z{f(t)} com f(t), £ (t),..., f" V(1) continuas para 0 <t <N e de
ordem exponencial 'y para t > N, enquanto f (n) (t) é seccionalmente continua para 0 <t < N

entdo
Z {f(”) (t)} = §"F(s) ="' £(0) =" 2f(0) — .. s 7P — "7 1(0).
Demonstracao: Pelo Principio de Inducdo Finita se n = 1, entdo pelo Teorema 3.2.7 segue que
Z{f'(t)} =sF(s) - £(0).
Para n = k, temos a seguinte hipétese de inducao

2{ 00} =5 F ) = 10) =820 = —sf D 0). 3

Entdo paran = k+ 1 segue que

g{f(k+l)(t)} _ /Oooestf(k+1)(t)dt'

Tomando g(¢) = f*)(r) obtemos

oo k
/ e Vg (t)dt = lim [ e g (t)dt. (3.8)
0

k—0 J0

Integrando por partes (3.8)

oo r k
/ e g (t)dt = lim | e ¥g(t) I(;—/ —se_“g(t)dt}
0 k—soo | 0
i k
= lim |e**g(k) —g(0) +s es’g(t)dt}
k—yo0 L 0
= lim [e %) (k) — F(0) +s / " gt plo) (r)dt]
k—yo0 L 0

pela hipétese de indugio e do fato de f () (1) ser de ordem exponencial 7y, concluimos que

lim [e_Sk O k) — £0 (O)} +s / T () (1)t = — f) (0) + 5.2 { £ (t)} .

k—ro0 0

Teorema 3.2.10 (Teorema da Integral) Se Z{f(¢t)} = F(s), entdo

.Z{/Otf(u)du}:Fis).
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Demonstracao: Para demonstrar esse teorema, considere a mudanga de variaveis

o) = [ s

Dessa forma, pelo teorema fundamental do célculo
gt)=f(). (3.9)
Utilizando o Teorema 3.2.7 em (3.9) tem-se
2{g (1)} = 5G(s) — 5(0).

0
Note que, g(0) = /0 f(u)du=0.

Dessa forma,

21{g (1)} = sG(s) (3.10)
e assim, isolando G(s) em (3.10)
G(s) = M' (3.11)

Substituindo (3.9) em (3.11) e considerando G(s) = Z{g(¢)} obtemos

f{/otf(u)du} _ f{Js”(t)} _F)

s
|
Exemplo 3.2.11 Como £ {sen(2t)} = ﬁ = F(s), temos
Z l 2
2u)du p = ————+.
{/0 sen(2u) u} Ry
Teorema 3.2.12 (Valor Inicial) Se F(s) = Z{f(t)} e os limites indicados existem, entdo
li =1l F(s).
i (0 = lim_ 576
Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.7 temos que
LS} = —1(0) +5F(s). (3.12)

Se f'(r) é seccionalmente continua e de ordem exponencial podemos reescrever sua

transformada como

S—yo0

lim Z{f'(1)} = lim /0 e P (1)di = 0, (3.13)
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e de (3.12) e (3.13) temos

lim [sF(s) — f(0)] = 0,
entao
lim sF(s) = f(0) = lim f(z).
§—roo t—0
[
Exemplo 3.2.13 Observe que para £ {1} = % segue
limf(1) = 1= lims. = lim sF(s)
im = lim s— = lim .
t—0 s—><x>ss S—)+oos §
Teorema 3.2.14 (Valor Final) Se F(s) = Z{f(t)} e os limites indicados existem entdo
li t) = limsF
lim f(r) = imsF(s).
Demonstracao: Do Teorema 3.2.7 temos que,
L ()} =—=£(0)+5F(s). (3.14)
Decorre da definicdo e do Teorema Fundamental do Calculo que
lim #{/'(1)} = lim / P (1)t = / £)dt = lim / F()di = lim [f(b) — £(0)]
b—>°° bﬁoo
= }gg[f(f) = f(0)]. (3.15)
Dessa forma, de (3.14) e (3.15) temos
1 t) = limsF
lim () = limsF (s).
[

Exemplo 3.2.15 Observe que para £ {1} = % segue que

1
lim f(z) =1 = lims— = limsF (s).

t—ro0 s—0 S s—0

Nos capitulos posteriores, o objetivo maior serd dado as estratégias, pré-requisitos e
aplicacdes da Transformada Inversa de Laplace, em especial, a Formula Complexa de Inversao.
Tal fato se encarregara de apresentar a aplicabilidade da Transformada em resolucao de proble-
mas fisicos a partir de equagdes integro-diferenciais que representam fendmenos nas diversas

areas das ciéncias exatas.
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4 FUNCOES DE VARIAVEIS COMPLEXAS

Para obter a transformada inversa de Laplace, aplicando o Teorema dos Residuos apre-
sentaremos neste capitulo conceitos de funcdes de varidvei complexas. Iniciaremos o estudo
com o conjunto dos nimeros complexos C, bem como limite, continuidade, diferenciabilidade,

teoria integral, séries e residuos.

4.1 FUNCOES COMPLEXAS

Definicao 4.1.1 (Nimeros Complexos) Um niimero complexo é qualquer niimero da forma

7 =x+1y, onde x e y sdo niimeros reais e i = \/—1, a unidade imagindria.

Definicao 4.1.2 Se A C C e f ¢ uma correspondéncia de A em C, f: A — C, de modo que a
cada z € A, estd associado um unico w € C, w = f(z), entdo f é denominada fun¢do de A em
C, e além disso, diz-se que

e 7 ¢é avaridvel independente;

e w é a varidvel dependente;

e A é o dominio de f;

C ¢ o contradominio de f.

O conjunto imagem de f é definido como
B={weC |w=f(z), z€ A}

que é denotado por f(A).

O complexo w também é chamado de imagem de z por f.



29

Proposicao 4.1.3 Se z=x+iyentdo f: A— C pode ser reescrita como a soma de duas fungées

reais de duas varidveis reais u = u(x,y) e v=v(x,y) da forma

f(z) = u(x,y) +iv(x,y)

onde u : R*> — R ¢ chamada parte real de f e v : R*> — R é chamada parte imagindria de f; e

sdo respectivamente denotadas por Re(f) e Im(f).
A validagao desse resultado pode ser encontrado em (ZILL, 2011).

4.1.1 EXEMPLOS
1. Se f(z) = z°, entdo tomando z = x -+ iy temos
FR) =2 = (x+iy)* = (x+iy)(x+iy) = (* =y?) +2ixy

portanto
uxy) =x*—y* e v(xy)=2xy

sdo respectivamente as partes real e imagindria de f(z) = z°.

2. Para z = x + iy, definimos a func¢io exponencial complexa como
f(z) = €* = & = ¢*(cosy + iseny)

isto €

f(x) =e*cosy+ie'seny

assim, as respectivas partes real e imaginaria de f sao:

u(x,y) =e‘cosy e v(x,y) =e'seny.
4.2 LIMITE E CONTINUIDADE

Definicao 4.2.1 Seja f : A — C uma fungdo de varidvel complexa e 7oy € A. Dizemos que f tem

limite L € C em zo, quando para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que para z € A
0<|z—z20|<b6 = |f(z)—L|<E,

e nesse caso denota-se por

lim f(z) = L.

20
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0 X

Figura 8: Interpretacio geométrica do limite.

Teorema 4.2.2 Seja f: A C C— Ctal que f(z) = u(x,y)+iv(x,y) onde z=x+1iy e zo = a+ib.
Entdo

lim f(z) =A+iB

Z—20
se, e somente se

lim u(x,y)=A e lim v(x,y) =B.
(x.y)—(ab) (x2) (x,y)—=(a,b) &)

Prova: : Veja (AVILA, 2000).

Teorema 4.2.3 (Propriedades de Limites Complexos) Sejam f e g funcées complexas com
li =Leli =M, entd
lim f(z) =Le lim g(z) =M, entdo
1. lim (f(z)+¢(z)) = L+M
7—20
2. lim (f(z)-g(z))=L-M

Z—20

3. Zlgglo (%) = ]\% desde que M #+ 0

Demonstragdo item 1: Seja L = lim f(z) e M = lim g(z). Sendo assim, dado € > 0,
=& =&

existem 61 > 0 e 8 > 0 tais que se z € Dy, com 0 < |z —z9| < 61, entdo

@) -Ll<3

e sez€ Dy, com 0 < |z—2z0| < &, entdo
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Deste modo ocorre que
(f(2) +8(2) = (L+M)| < |f(z) — L +g(z) — M]|

SezeDfND,ye0 < |z—29| <&, onde 6 = min{0;,8,} entdo teremos

£ S
(f@)+8(@) —L+M)| <5 +5 =&
Portanto,
lim £(z) +8(2) =L+ M = lim f(2) + lim ()
De modo andlogo, demonstra-se que lim (f(z) —g(z)) =L— M. -
7—20

Demonstragdo item 2: Temos que,

|/ (2)g(z) —LM| = [ f(2)[g(z) — M]+ M[f(z) — L]]
<|f(@)lg(z) —M[+[M]||f(z) — L]
<|f@)11g() =M+ (M| +1)[f(z) —L|

Assim,
f(2)g(z) —LM| < | f(2)||g(z) — M|+ (IM|+1)[f(z) — L] (4.1)
Como ILm f(z) =L, dado € =1, existe 8; > 0 tal que se 0 < |z— zo| < 01, entdo
20
[f(z)—L[ <1
Assim
[f(2) = L] = [f(z)| = |L]
isto é,
1> [f(2)] = IL|
ou seja,

FQI<ILI+1=F

Assim |f(z)| < k onde k é uma constante positiva. Como lim g(z) = M, dado € > 0 existe
7—20

0y > 0 tal que se 0 < |z—z0| < O, entdo

E

-M
lg(z) —M| < %
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Como lim f(z) = L, dado € > 0 existe 83 > 0 tal que se 0 < |z—z9| < 8, entdo

20
76~ L1< 33
Usando esses resultados em (4.1), obtemos
£ E
|f(2)g(z) —LM| <ko -+ (M| +1) IS
onde, 6 = min{d;,0,,03} ¢ 0 < |z—z0| < 0. |

Demonstracdo item 3: Pelo item anterior, basta mostrar que

1 1
s~ M
pois,
lim f(2) = lim f(z)L :Li.

—ugz) =0 gk) M
Dado € = % existe & > 0 tal que 0 < |z—z9| < & entdo

M|

18(z) —M| < 5

Entdo,
‘ _ ’ M —g(2)|
g(z) M M?

Como por hipdtese , limg(z) =M , dado € > 0, existe 8; > 0 tal que

’M—g(Z)

1g(z)—M|<e  0<|z—2z0| < 8.
Escolhendo 6 = min{d;,6,}, temos
FeRriN

com 0 < |z—zo| < 8. [ |

Definicao 4.2.4 Dizemos que o limite de f : Dy — C tende a infinito quando z tende a zy se

dado qualquer k > 0, existe 6 > 0 tal que, para z € D tem-se
0<|z—z20| < 8= |f(2)] >k,

e neste caso denota-se



33

Exemplo 4.2.5 Mostre que lim - = oo,
z—3iz— 31
Solugao: Observe que se f(z) = 3 entio
7—3i
i 1
F@I= 5| = =3
isto é, se
1
f)|>K = ——=>K = |z-3il< —
|z —3i] K
1)

Assim, tomando 6 = % tem-se:

1
0<|z=3i<dé = [z-3i<~=

K
= ! >K
|z — 3]
= >K
z—3i
= |f(@)|>K.

Portanto lim -
7—3i 7 — 3i

— oo,

Definicao 4.2.6 Dizemos que o limite de f é L quando 7 tende para infinito, quando, para todo

€ >0, existe K > 0 tal que para z € Dy
zZl>K = |f(z)—-Ll<e

e neste caso, denota-se por

lim £(z) = L.

o

Definicao 4.2.7 Dizemos que uma funcdo f tende ao infinito quando z tende ao infinito, se para

todo K > 0, existe M > 0 tal que se z € Dy
I >K = [fe)|>M

e quando isto ocorre, denota-se por
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Exemplo 4.2.8 Mostre que lim 4z = oo.

700

Solucao: Com efeito, dado K > 0, tome M = %, assim
K
lzZ| >M = | >4 = 4)z| > K

isto é

|4z] > K
portanto lim 4z = oo,
7—>o0
A defini¢io de Continuidade em um ponto que segue é dado em (AVILA, 2000).

Definicao 4.2.9 (Continuidade) Quando o ponto zg pertence ao dominio de f e L = f(zp),

dizemos que f é continua no ponto zy e escrevemos

lim f(z) = f(zo).

Z—20

4.3 DIFERENCIABILIDADE
Definicao 4.3.1 (Derivada) Seja a funcdo f definida em uma vizinhanca de uma ponto zy. A
derivada de f em relacdo a zo, denotada por f(zp), é

A7) —
f(z0) = Alzigof @t Azi fz) = lim 4.2)

Exemplo 4.3.2 Calcule f'(0) para f(z) = z-Z. Obtenha também f'(z) para z # 0.

Solucao: Da defini¢ao

£/(0) =1lim

z—0 7— z—0 Z z—0

Portanto f é derivavelemz=0¢ f'(0) = 0.

Para z # 0 temos:

flz+h) —fz) _ @t+h)(z+h)—zz

Z_ —
= —+zZ+h
A A +Z+
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tomando & = re'® temos

n —i6 .
flath) = @) _2e™™r . i
h rei®
Assim
lim fz+h)—f(2)  limze20 54 pei® — ;o260
h—0 h r—0

Portanto, como o limite acima néo existe, f’(z) ndo existe para z # 0.

Teorema 4.3.3 Se f e g sdo derivdveis em um ponto 7 entdo (4.2) pode usada para mostrar:

1 (f+8)'(z) = f'(2)+6'(2)

2. (f-8) (@) =f(2) 8(x) + /() - &'(2)

A\ ek - )¢ (z)
3(§)Q*‘ K@P

Demonstragdo item 1: Se f e g sdo derivdveis em z, pela definicdo de derivada temos

) = i LD =110
¢(2) = lim g(zth)—s(z)
Desta forma
(F+8)() = lim (f+g)(z+hl)l— (f+e)) _ lim (f(z+h)+g(z+Z)) —(f(2) +2(2)
o ) — £@) + (8 +h) ()
h—0 h
— im LG S seth) —g(2)
h—0 h h—0 h
Portanto,

(f+8)(2)=f(2)+¢(2).

A verificacdo da subtragdo segue analogamente ao resultado anterior.
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Demonstracdo item 2:

Se f e g sdo derivdveis em z, pela defini¢do de derivada temos

£(@) = tim TEH =S
¢(z) = lim w,
Logo,
(Fe)(0) = tim UEED U
_ i LR — f(2)8(2)
h—0 h
_ oy JEEME )+ f(2)g(z+h) — f(R)g(z+h) — f(2)8(2)
h—0 h
— tim [LEEN oy 4 ) S =5
_ }lg%f(Z—l-h})l—f(Z) }g})g(ZJrh)“L},f})f(z)%%w
= f(2)8(2) + f(2)g ().
Portanto,

(f-8)'(z)=f(2)-8(x)+ f(z)- & (2).

Demonstragdo item 3: Se f e g sdo derivdveis em z e g(z) # 0, entdo também é derivdvel

em z entdo

Pela propriedade 2 segue que

(fe) (@) = limf(z
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Portanto, /
(J_‘) (2) = f'(2)8(z) — f(2)g'(z)
g [8(2)]?
|
Teorema 4.3.4 Se f é derivdvel em zg entdo f é continua em .
Demonstracao: Note que
. . z7)—fz
720 720 Z—20
Portanto, se f € derivavel em zp também serd continua neste ponto. |

Definicao 4.3.5 (Func¢ao Analitica) Dizemos que f é analitica numa regido %, se f é de-
rivdavel em todos os pontos de %. Dizemos que f é analitica em zo se f for analitica numa
regido contendo z,; neste caso zy é dito ponto regular, caso contrdrio 7y é chamado de ponto

singular ou singularidade.

4.3.1 EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN

Se f(z) =u(x,y) +iv(x,y) é derivavel em termos de u e v e tomando & = k € R temos:

fat+h) = f2) _ Jux+ky)+ivie+ky)]—[ulxy) +ivixy)]

fz) = lim I - K
_ [M(X+k,y) B M()C,y)] +l[v(x+k,y) —V(X,y)]
k
_ M(Hk,yi—u(x,y) LYt ky) —vxny) 43)
fazendo k — 0 em (4.3)
2 9
£1(2) = S n) +i5-(x). (44)

De modo anélogo, e fazendo h = it, t € R temos

1y i @) = f(2)  uley+0)+iviey+1)] — [u(x,y) +iv(x, y)]
f(Z)_flzgr(l) h N it
— [u(x,y+t)—u(x,y)]—l—i[v(x,y—i—t)—v(x,y)]
it
_iu(x,y+ti—u(x,y)+V(x,y+t)—V(x,y)

4.5)
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fazendo t — 0 em (4.5) temos que

u v

fx)= i )+ 5 ). (4.6)
De (4.4) e (4.6) conclui-se que
F1(2) = e (,9) + i) = (6,9) — iy (x,) @)
isto é
ur(x,y) = vy(x,y) @8)
Vx(xvy) - _”y<x7)’)-

As equagdes dadas em (4.8) sao denominadas Equacoes de Cauchy-Riemann. Estabelece-
se em (4.7) uma férmula para obter a derivada de f a partir de u e v, e além disso temos a

seguinte proposi¢ao.

Proposicio 4.3.6 Se f(z) = u(x,y) +iv(x,y) é derivdvel em zo = xo + iyo entdo as equagdes de

Cauchy-Riemann, sdo satisfeitas em (xq,yo), isto é

ux(x0,y0) = vy(x0,50)

4.9)
Vx(x();y()) = _”y<X0a)’0)-

Perguntamo-nos se a reciproca desta afirmacao é verdadeira, ou seja, se as equacoes
de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em zg = xo + iyp, implica que f(z) = u(x,y) +iv(x,y) é

derivavel em zg = xo + iyp. Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 4.3.7 Seja f(z) = +/|xy|, onde z = x+ iy.
Note que
u(x,y) =+/|xy| e v(x,y)=0.
logo
vx(x,y) :O € Vy(xay) :0
contudo
. u(k,0) —u(0,0 .0
10,0 =iy SEAZEOD i~
e
. u(0,k)—u(0,0) . 0
uy(0,0) ) h ime =0
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Logo f(z) = +/|xy| satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann em z = 0 = 0+ i0.
No entanto f ndo € derivavel em z = 0. Com efeito
f(h)

o fOER) —f(0)
fA0) = fim = ——— = lim ==

tomando & = re'® = r(cos 8 + isen@) reescrevemos f’(0) como

£(0) = lim \/1%|cos 6 - senf| — Lim \/|cos 6 - senf| _ it [|sen(20)]
—0 el 2

r—0 ret® r
e uma vez que f’(0) depende de 6, conclui-se que f’(0) ndo existe.

Para que a reciproca seja verdadeira é necessdrio que f seja analitica, como o préximo

resultado estabelece.

Teorema 4.3.8 Sejam u = u(x,y) e v=v(x,y) fungdes reais continuas com derivadas parciais
ux(x,y),uy(x,5),ve(x,y) e vy(x,y) continuas numa regido % C C. Entdo f = u+iv é analitica

em X se, e somente se, u e v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann em %.
Prova: : Veja (AVILA, 2000).
Exemplo 4.3.9 A funcdo f(z) = €° é analitica em C e além disso f'(z) = €.

Note que, se z = x+ iy entao
f(z) = €* = €*(cosy+iseny)
o que implica
u(x,y) =e*cosy e v(x,y)=e'seny

assim

uy(x,y) = €' cosy = vy(x,)

uy(x,y) = —e'seny = —vy(x,y),

isto é, u e v sdo continuas em C e possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas em
C, e satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann. Pelo Teorema 4.3.8 f € analitica em todo

z € C. Sendo f analitica, f é derivdvel e sua derivada pode ser calculada a partir de (4.7), ou
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seja,
F'(z) = ux(x,y) + ive(x,y) = e cosy + ie“seny = & = ¢%.

Portanto f/(z) = ¢°.

4.4 TEORIA INTEGRAL

Nesta secdo, serd apresentado alguns conceitos sobre a teoria integral de funcdes de
varidveis complexas. Para que seja realizada uma introdugdo, o conceito acerca de integral de

funcdes de varidveis reais serd formalizado.

4.4.1 INTEGRAIS REAIS

O objetivo do célculo integral envolvendo fungdes de varidveis reais € o célculo de
areas delimitadas por funcdes no plano. Para que esse procedimento possa ocorrer hd cinco

passos que levam a definicao de integral definida a serem conhecidos.

Passos que Levam a Definicao da Integral Definida:

1. Seja f uma fun¢do de uma varidvel x definida em todos os pontos em um intervalo fechado
[a,D].

2. Seja P uma parti¢ao
Aa=x0<Xx1 <X < - <Xp_1<X,=0b

de [a,b] em n subintervalos de comprimento Ax; = x; — x;_ (Figura 9).

Figura 9: Particao P

3. Seja ||P|| a norma da parti¢éo P de [a,b], isto é, o comprimento do maior subintervalo.
4. Seja xj um ponto em cada subintervalo [x;_,x;] de [a,b] (Figura 9).

5. Forma-se produtos f(x;)Axg, k=1,2,...,n, e somemos

Y £ () Axy.
=1
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Define-se integral definida de f em [a,b] é

[ o= tim ¥ ocppas

1PII—=0 =

se esse limite existir.

4.4.2 INTEGRACAO COMPLEXA

Para a defini¢do de integrais complexas é necessario o estudo de arcos e regides como

contetido precedente bem como explicitado na seguinte definicao.

Definicao 4.4.1 Um arco continuo é um conjunto ¢ dado por
¢ = {z(t) = x(t) +iy(r) |1 € [a,b]}

onde x : [a,b] — R ey : [a,b] — R sdo fungdes reais continuas. Neste caso, dizemos que 7= z(t)

€ uma parametrizacdo de €.

Se € é um arco continuo parametrizado por z(t) = x(t) + iy(t) com t € [a,D], entdo

—% representa o arco € percorrido com orientacdo contrdria a original, isto é,
—¢: w(t) =z(—t) =x(=1) +iy(-1),

comt € [—b,—al.

Figura 10: Arco parametrizado.

Exemplo 4.4.2 Parametrize o arco € constituido do segmento de reta que liga os pontos 71 =0

az=2+3i

2(t)=(—2)t+z1=2+3i—0)r +0=2r+3it t€10,1].
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Ry
I¢-—-—-—--- /
c
0 3%

Figura 11: % € o segmento de reta de 0 a 2+ 3i.

Definicao 4.4.3 (Curva Simples) Uma curva simples é um arco em que z(t) corresponde a um

tinico valor do pardmetro t.

z2(t; )=2z(t;)

Figura 12: A curva % é simples. A curva %, € nao-simples

Definicao 4.4.4 (Curva Fechada) Uma curva fechada é todo arco cujas extremidades sdo coin-

cidentes, isto é, z(a) = z(b) para t € [a,D).

z{a)=z(b)

Figura 13: %) é uma curva fechada simples; %, € uma curva fechada niao-simples.

Definicao 4.4.5 (Regiao Simplesmente Conexa) Uma regiao % C C é dita simplesmente co-

nexa quando toda curva ¢ C X% pode ser reduzida a um ponto sem sair do interior de X%.
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Figura 14: Regiao Simplesmente Conexa e Regiao Conexa respectivamente

Intuitivamente, ser simplesmente conexa significa dizer a que a regiao &% ndo possui

“buracos”.

Defini¢iio 4.4.6 (Arco Regular) Dizemos que um arco z : [a,b] — C é regular quando 7 (t) ¢é

continuo e ndo se anula para todo t € |a,b), isto é, se z(t) = x(t) + iy(t), entdo
(1) =x(t)+iy'(r)

é continua e além disso, X' (t) e y'(t) ndo se anulam simultaneamente.
Exemplo 4.4.7 O arco z: [1,2] — C dado por

2(1) =t +it?

é regular, pois
Jt)=1+2ti#0  Vte[l,2]

Figura 15: O arco z(t) =t + it> é regular.

Um exemplo de arco ndo regular é w : R — C dado por

w(t) =1+ilt|.
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Veja que para w'(0) ndo existe.

Yy

N

[7] ™

Figura 16: O arco w(r) =+ i|t| ndo é regular.

Definicao 4.4.8 (Contorno) Chama-se contorno ou caminho todo arco continuo que consiste

de um niimero finito de arcos regulares.

Figura 17: Contorno ou caminho.

Definicao 4.4.9 Seja f : [a,b] C R — C continua, onde f(t) = u(t)+iv(t). Definimos a integral

/abf(t) dt:/abu(t) dt+i/:v(z) di

Assim como na subse¢do 4.4.2, € estabelecido alguns passos que levam a definicao de

de f como

integral complexa a serem conhecido.
1. Seja f uma funcdo complexa definida em todos os pontos de uma curva suave C parame-
trizada por z(r) = x(¢) +iy(t), onde a <t < b

2. Seja P uma parti¢do de [a,b] em n subintervalos [f;_1,#;] com comprimento Aty =t —
tk—1, isto é

A=ty <t <..<th1<t,=b

Isto induz uma parti¢do de C em sub-arcos cujos extremos S0 0s pares:

Zn—1 =x(ty—1) +iy(th—1), Zn = X(tn) +iy(tn)
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3. Seja || P || a norma da parti¢do de [a, b], isto é, o comprimento do mais longo intervalo;
4. Seja z; = x; +iy; um ponto em cada subarco de C;

5. Formemos n produtos f(z})Azx, k=1,2,...,n e 0s somemos
n
Y F(zh) Az
k=1

Definicao 4.4.10 A integral complexa de f em C é

[ #@dz= tim ¥ e

[PII—0 =1

Propriedades:

1. Re (/abf(t) dt> :/abRe(f(t))dt

Prova: Pela defini¢cdo 4.4.9, nota-se que
b b b
/ £(t) dt = / u(t) di + i / v(t) dr
a a a

Sendo assim,

Re ( /  (t)dt +i / bv(t)dt) _ / ’ (t)di / " Re(£(1))di = / ’ Re(ult) +iv(1) )dt

= /abu(t)dt

Re ( / ") dt) _ / " Re(£(1)) dt
2. Im ( / ") dt) _ / " Im(£(0)) dt

Prova: Pela defini¢cdo 4.4.9, nota-se que

/abf(t) dt:/abu(t) dt+i/abv(t) dt

Portanto,

Dessa forma,
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Im ( / ") dt) — Im ( / ()t +i / bv(t)dt) — / o)t = /  Im(f(0))dt

Portanto, . ,
Im ( / 1) dt) _ / Im(£(t)) dt

[ |
s [0 +ewa= [ st [ g a
Prova: Pela defini¢ao de integracdo complexa temos que
b n
| U +g) dr= tim Y [£(z0)+g(z0)) o
a 1P|=0;=1
= lim [n (ul(l)+iv1(t))Atk+i(uz(t)—l—ivz(t))Atk]
IP1=0 | = k=1
= |}>I|IEOI§1 (ul(t)+iv1( ))Atk+\|ll’l|\rn kZl(uz(l‘)—Fi\Q(l‘))Alk
b b
=/ f(t)dt+/ 2(t) dt
Conclui-se assim que
b b b
L0 +s@di= [ s+ [ e ar
|

b b
4. / cf(t)dt = c/ f(t)dt com ¢ constante
a a

Prova: Pela definicdo de integracdo complexa temos que

/bcf()dt— lim Zcf 2 ) Aty

1Pl—

= lim c u1 -|-lV1 ))Atk
P||—>0/<Z:1

=c¢ lim Z u(t)+ivy(t)) A
1PII—0,=1

:C/a f(t)dt
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Portanto, ) )
/ cf(t)dt :c/ f(t)dt
a a
|
b b
s || £ < [ 1) d
a a
Prova: Se | ab f(t)dt =0 nao ha nada para provar.
b .
Suponha que / f(t)dt #0=re', r>0 e 6€cR,ouseja
a
b
r= e"’/ f(t)dt
a
Pela propriedade 1 temos
b b
r= e’e/ f(t)dt = Re {/ e’ef(t)dt} :

a a

Logo,
b .

r— / Re(e™® £(1))d1

Como Re(z) < || para todo z € C, segue que,
by . b, . b
r< [Cle o) dr= [ e 1w1ar = [Ciso)ar
Por outro lado, )
/ f(t)dt| = ’re_ie = |r| ‘e_ie =r
a
Portanto,
b b
| rwa| < [Cirolar
a a
[ |

Teorema 4.4.11 Seja f : A C C — C uma fun¢do continua e z(t) = x(t) +iy(t) com t € |a,b]
uma parametrizacdo do contorno €. Definimos a integral curvilinea ou integral de contorno
de f sobre € como:

b
[gf(z) dz=/a f(z(0)Z () dt.

Demonstracao:
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De fato, sabe-se que a integral complexa de f em C, sendo C um contorno €

| r@dz= 1im ZfzkAzk

1Pl —

Abreviando tal notag@o substituindo f(z) = u+iv, Az = Ax+ Ay, ” liHmO =lime); =
P||—

Y podemos escrever o lado direito da dltima igualdade como

|11)1Hm02f o)Az =1im ) (u+ iv)(Ax +iAy)
k=

= 1im [} (uhx —vAy) +i Y (vAX + uly)]

Logo,
/f(z)dz:/udx—vdy+i/vdx+udy. (4.10)
C C C

Dessa forma, separamos em partes real e imagindria a integral de contorno [ f(z)dz.
Sabe-se por hipétese que x = x(¢) e y = y(¢) sdo equagdes paramétricas de C. Dessa forma,
podemos substituir os simbolos x,y,dx e dy por x(¢),y(t),x'(t)dt e y'(t)dt, respectivamente

traduzindo o lado direito de (4.4.2) em

J a0, 5 o) 5O @[ (0,502 6) ) (0

Dessa forma, colocando x'(¢) +iy/(¢) em evidéncia e considerando z(¢) = x(r) + iy(t), con-

cluimos que

[ (x(£),9(2)) + iv(x(t) +y(O)]I¥ (1) + i ()] = f(2()Z' (1)

Observacao 4.4.12 A integral de f = f(z) sobre uma curva fechada €, é denotada por
z)dz
$ 1)
Propriedades:

1. Se f e g s@o fungdes complexas, a e b sao constantes, entao

/af()+bg z—a/f dz+b/ 2) dz;
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2. Se € =61UGU---U%, entdo

fgf(Z) dz:lﬁf(Z) dZ+---+ﬂ€nf(Z) dz;

3. Se —% € o contorno % com orientag@o contraria, entao

/_ Sy dz=- lﬁ £(2) dz:

4. Observando que |dz| = |/(t)|dt temos

b b
| 1@ e < [C1r@)1 .
a a

Prova: : A demonstracio das propriedades se encontram em (AVILA, 2000).

Proposicao 4.4.13 Seja f : D C C — C e Q C D uma regido simplesmente conexa onde f é

analitica. Se existe F analitica, com F'(z) = f(z) para todo 7 € Q entdo

| #@)dz=F () - Fla)
¢

onde 7,71 € Q e € ¢ um contorno ligado 7y a 7.
Prova: : Veja (ZILL, 2011).

Teorema 4.4.14 (Green) Seja P,Q funcoes reais continuas definidas em um conjunto % sim-

plesmente conexo, com derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entdo

//(?98 ai)dxdy %de—l—Qdy
@

Teorema 4.4.15 (Cauchy-Goursat) Se f ¢ uma funcdo analitica em um dominio simplesmente

]éf(z) dz=0

para qualquer contorno fechado ¢ contido em D.

conexo D, entdo

Prova: Seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € suponha que f’(z) seja continua. Das Equagodes de

Cauchy-Riemann e do Teorema de Green, temos

%f(z)dz:f udx—vdy—i—ij{ udx—vdy
€
—// Vi — Uy dxdy+l// Uy —vy)dxdy =0



onde Q € regido limitada que tem por fronteira a curva €.

4.4.2.1 CONSEQUENCIAS DO TEOREMA
DE CAUCHY-GOURSAT

1. Se f € analitica em D e %] e %, sdo contornos fechados entio:
7)dz=0
$. 10

e nada se pode afirmar sobre % f(z) dz.
()

F,_,----"'f?_-- --_-H“‘x\

T LY
r'/ llll
.I'\ CE‘ /

\ C, /
. .
a__ﬁ__ﬁ__‘_- ___d__.-»""f

Figura 18: f é analitica sobre %).

2. Se f € analitica em D; %7, %3, etc, sdo contornos ligando z; a zo em D entao

[glf(z)dz:/%f(z)dz:éj(z)dz

Figura 19: Independéncia do caminho.
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3. Se f é analitica em D, e 4] e %, s@o contornos fechados conforme a Figura 20, entdo

%glf(@ dz=j€g2f(z) dz

4.11)
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Figura 20: O valor da integral sobre %] é 0 mesmo que sobre %,.

4. Se f € analitica em D e %] e %, conforme a Figura 21, entdo

?ff dz_]ff ydztf, () ds 4.12)

Figura 21: O valor da integral sobre % € igual a soma das integrais sobre %, e %;.

Exemplo 4.4.16 1. Para todo contorno fechado ¢ C C
%z”dz:o, n=123,...
€

pois f(z) = 7" é fungdo inteira para todon = 1,2,3,. ...

2. Se € C C é um contorno fechado entdo

7{6 1 dz:{ 0, se zo¢int(%) @.13)

7—20 2mi, se zo € int(%)

Note que zo ¢ int(€) entdo f(z) = é analitica em €, assim pelo Teorema de

Cauchy-Goursat
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Se 7o € int(€), tome €1 a circunferéncia de centro zg e raio r suficientemente pequeno de

modo que €, C €, isto é,

G : oz(t) =zo+re® com 0 €]0,2m).

Da Defini¢do 4.4.11 temos que

1 1 27 jre'®
]f dz:f dz:/ T de
€ 7—20 € 72—20 o re

2 )
=i do = ifo|)"
0

=2mi

443 FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Teorema 4.4.17 Seja f uma funcdo analitica em um regido simplesmente conexa D e sobre o

contorno fechado simples €, e zo um ponto interior a €. Entdo

Flao) = —— 4 L9 4 4.14)

27i Je 7— 20

onde a integracdo é feita no sentido positivo.
Prova: : Veja (AVILA, 2000).

4.44 FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY PARA DERIVADAS

Teorema 4.4.18 Se f ¢é analitica numa regido % simplesmente conexa, entdo f possui derivada
de todas as ordens as quais por sua vez sdo analiticas em Z%. Se zo0 € # e € é um contorno

fechado contido em % tal que 7 pertence ao interior de € entdo

£ (z9) = 22 é(&dz (4.15)

2mi z—z0)""!

paran=1,2,3,....

Prova: : Veja (AVILA, 2000).
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4.5 SERIES E RESIDUOS

Definicao 4.5.1 (Sequéncia) Uma sequéncia de niimeros complexos {z,} é uma fungdo

z: N — C

n — z(n) =z, =x,+iy

onde x, = Re(z,) e yn = Im(z,) sdo sequéncias numéricas reais.

Definicao 4.5.2 (Convergéncia) Dizemos que a sequéncia {z,}, converge para L € C, se para

todo € > 0, existe ny € N tal que se n > nq entdo
|z —L| < e.

Quando isto ocorre diz-se que L é o limite de z, quanto n tende para infinito, que é denotado

por
limz, =L ou Zn'H—O;L ou z,—L
n—oo
Caso contrdrio dizemos que sequéncia é divergente ou que o limite ndo existe.
Se {z,} é uma sequéncia convergente, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que
n>ng
|z, —L| < €.
Observe que se L = A +iB entdo
n—L| = |(xa+iya) = (A+iB)]

=[G —A)+i(y.—B)|
assim
0 —Al <l|zn—L| e |yn—B| < |z —L| (4.16)
e por outro lado
|2n — L] < |xa — A[+ [yn — B| (4.17)
Portanto

limz, =L < limx,=A e limy,=B8.
n—sco n—oo n—oo
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i
Exemplo 4.5.3 Seja z,, = & l Observe que
n—+2i

2n—i_2n—i n—2i

= n+2i_n+2i.n—2i
2n2—2+_ S5n
= i
n2+4  n?2+1
tomando
2n> -2 5n
Xy — —F— (4 =
"y M
temos
2 2_2 _ 2
lim x, = lim —2—= = lim —2 =2
n—soo n—eo n=+4 n—>°°1—{—n—2
e
lim lim lim > 0
n—s n—oo s 4+ 1 n<1+%>
logo

lim z,, = lim x,, + iy, = 2410 = 2.
n—yoo n—yoo

Definicao 4.5.4 (Série) Se {z,} é uma sequéncia de niimeros complexos, definimos, a partir de

{zn}, uma nova sequéncia {s,} por:

51 =11

$2=21+22

Spn=21+2+ -+

de modo equivalente

n n n
Sn= Y. 2= Y X+iY W
k=1 k=1 k=1
A sequéncias {s, } é chamada sequéncia de somas parciais de {z, }.

Chama-se série de termo geral z,, a soma infinita
ZZHZZ1+Z2+"'+Zn"' (4.18)
n=1

que serd denotada simplesmente por Y z,, quando nédo houver risco de confusdo.
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Se S = lim s, entdo diz-se que a série (4.18) é convergente e que sua soma é S e neste
n—soo

caso usar-se-d a notagdo

izn < ou Zzn < o0,
n=1

Caso contrario, diz que a série (4.18) é divergente; que denotar-se-d por

Zznzoo ou Zznzoo.
n=1

n n
Sendo Re(s,) = Z xi e Im(s,) = Z Vi, temos que
k=1 k=1

ZZn<°°<:> Z.X'n<(>oe Zyn<oo
n=1 n=1 n=1
Definicao 4.5.5 Uma série Y z, é:

1. absolutamente convergente se
Z |2n] < oo

2. condicionalmente convergente se
ZZn<°° e Z’Zn’:w_

Teorema 4.5.6 Se Y |z,| é convergente entdo Y. z, é convergente.
Prova: : Veja (ZILL, 2011).

Exemplo 4.5.7 Para quais valores de z € C a série geométrica

Y =1+
n=0

é convergente?

Solugdo: Para respondermos esta pergunta, tomaremos a sequéncia das somas parciais de {z"};

conforme a defini¢do:



Observe que

so = 1
s1 = 1+z
sy = 142747

sk = l+z+2+- 47

multiplicando (4.19) por z temos
=2+ 4+

subtraindo (4.20) de (4.19) e isolando s; tem-se

Sp— 78 = 1_Zk+1
si(l—z) = 1=
1 _Zk—H
Sk —
-z
para |z| < 1 temos que
k—roo k—yo0
’Zk+1| — |Z’k+1 () :> Zk+1 0
assim
) ) _Zk+1 1
lim s; = lim = .
ke k—oo 1 —2 -z

Portanto, para |z| < 1

— 1
Yool
n=0 l-z

Definicao 4.5.8 Uma série de poténcias é uma série da forma

[}

Zan(z—zo)” =ag+a1(z—20) +az(z—z0)>+ -

n=0

onde ay, € C sdo os coeficientes, 7o € C é o centro da série e 7 é uma varidvel complexa.
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(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Para quais valores de z, (4.24) € convergente? Usando o Teste da Raiz ou Teste da

Razdo encontramos uma resposta para esta pergunta conforme vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.5.9 Considere a série

o (2= 1)"
n;) (n+1)2

(4.25)
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1

o centro da série é 7o = 1, os coeficientes sdo a, = ——.
(n+1)?2

Aplicando o Teste da Razdo para o termo geral ¢, = (Z+—1)2’ temos:
n

(271)"+] 1 ) 1 )
2
lim [ = fim |22 | i \z—ly(”+ ) = |z—1] lim ("Jr )
n—eo| C, n—oo | (z2—1) n—oo n+2 n—eo \ n+2
(n+1)2

= |z—1].1

Desta forma para |z— 1| < 1 conclui-se, pelo Teste da Razdo, que (4.25) é convergente.

Geometricamente, a série (4.25) é convergente quando z estd no interior da circun-

feréncias de centro 1 e raio 1.

Y
T T
- -
r "
L By
& R
& 1
4 L]
i ]
—Q—:—.—-
0 ] 2 X
A5 ]
At !
b s
L ,
e #
-"""-‘ ="

Figura 22: Regiao de convergéncia.

Ainda com relag@o ao exemplo anterior, nota-se que para cada ponto z € Z;(1), exites
um tunico w € C, tal que
- (2—1)"
Y 2 =W
= (n+ 1)
pode-se assim estabelecer uma correspondéncia entre os pontos z € Z;(1) e os pontos w € C,

em outras palavras, é possivel definir uma fun¢do w = f(z) dada por

f: @1(1) — C

Para toda série de poténcias, existe um nimero R € [0,+e0) ou R = +oo chamado raio
de convergéncia, tal que (4.24) é convergente para |z — zg| < R e divergente para |z — z9| > R.

Para |z — zo| = R nada se pode afirmar.
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e Se R =0 entdo (4.24) € convergente somente em z = zp;

e Se R = +oo entdo (4.24) € convergente para todo z € C.

Qz{zeC

€ chamado regido de convergéncia da série.

O conjunto

ian(z—zo)"<°°}
n=0

Teorema 4.5.10 Seja Q ={z€ C : |z—z0| < R}. A funcdo f : Q — C dada por

flz)= éan(z —20)"

o

1. analitica em Q e

f(2) = i nan(z —z0)"" s (4.26)
n=1

2. sey:[t1,tz] = C é uma curva contida em Q entdo

/yf(z) dz = /Y’g)an(z—zg)” dz

22

= i/ an(z—2z0)" dz 4.27)

n=0"%21

onde 71 = Y(t1) e 22 = Y(t2).

E possivel obter novas representacdes para fungdes partir séries de poténcias conheci-
das, recorrendo a mudancas de varidveis. Por exemplo, sabemos de (4.23) que

(o]

1
—:Zz” para [z] < 1
l-z n=0
1 ~
se f(z) = s entio
1
14z 1—(-z)
=Y (-2)" para |-/ <1
n=0

=Y (=1)"" para |z] <1
n=0



Portanto para |z| < 1 temos

4.5.1 SERIE DE TAYLOR

Para introduzir as série de Taylor de uma da fun¢do f, considere

7) = i an(z—20)"
n=0

Derivando sucessivamente f conforme (4.26) do Teorema 4.5.10, segue que

= Z na,(z— z())"_1
n=1

f'(z) = Z n(n—1)a,(z—z0)" 2
n=2

(o)

/// Z n—l )Cln(Z ZO) -3

n—=

ou de modo equivalente

f'(z) = Lay +2ay(z— 20)' +3a3(z—z0)> +---
f(z) =2.1.a3+3.2a3.(z—20) ' +4.3a4.(z— 20)* + -
f"(z) =32.1.a3+4.32a4.(z—z20) + -

(k+1)!

fW(2) = Kl + ay1-(z—20)" +--

tomando ) (z0) parak = 1,2, ... temos

f(k) (20)

fPo)=Ka & a= k!
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(4.28)

(4.29)

ou seja, pode-se expandir f em série de poténcias de (z — z9), a partir dos valores das derivadas

de f calculadas em zy. Temos assim um método prético para calcular os coeficientes a, e obter

uma representacao de f na forma

(2 z)"

< (g
=X
n=0

(4.30)
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A série dada em (4.30) € chamada de série de Taylor de f em torno do ponto zg.

Quando zg = 0, a série (4.30) reduz-se a

= £(n)
f(Z)ZZOf !(O)Z”

n

e € denominada como série de MacLaurin.

Teorema 4.5.11 (Teorema de Taylor) Seja f uma funcdo analitica em um dominio D e seja 2

um ponto em D. Entdo, f tem a seguinte representagcdo em série

f(n) (z0)

n!

(z—20)"

fl=)
n=0
vdlida para o maior circulo C com centro em 7 e raio R que esteja totalmente contido em D.

Prova: : Veja (ZILL, 2011).

Exemplo 4.5.12 Obtenha a série de MacLaurin da fungdo f(z) = €°.

Solucao: Calculando as derivadas de f em zg = 0 temos

fQ=¢ = fO)=1
ro=e = ro=
ORI N LORY

logo, para todon € N

portanto, para todo z € C temos

4.5.2 SERIE DE LAURENT

As séries de Laurent correspondem ao ponto chave deste trabalho, na qual, funda-
mentard o Teorema dos Residuos, esse que, por sua vez, viabilizard o calculo da transformada

inversa de Laplace.



61

4

. ~ € - e
Considere a fungdio f(z) = — e observe que f somente ndo € analitica em z = 0,
Z

entretanto € possivel obter uma expansao em série para f:

& 1z 1<>°Zn ooznf?a
iD= Mo Do
R NS S IR L I
R R TRV TR TR

poténcias negativas

4.31)
n=— 3

Nota-se que série (4.31) possui poténcias negativas de z e € vdlida para qualquer valor
de z € C\{0}. Esta série ¢ um exemplo de uma série de Laurent.

As séries de Laurent fornecem um método relativamente simples de calcular integrais

sobre contornos fechados, por exemplo, se recorrermos a (4.31) para calcular

teremos:
et 1 1 1 1
—3dZ= j{_3+22+2 +§+4TZ+ dz
|z[=1 |z[=1
1 1
= % —dZ—|— % dz+ % —dz+ fde‘i‘% 4TZdZ—l—
|z]=1 |z|=1 |z|= |z|=1 |z|=1

usando a Teorema de Cauchy-Goursat, conclui-se que

1
; dZ = O
lz]=1
1
472 dZ =0
|z[=1
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por outro lado, da Formula Integral de Cauchy para Derivadas tem-se que

ou seja,

e de (4.13) conclui-se que

v4
Observe que o valor da j{ e_3 dz foi obtido pelo produto de % = a_ por 27i, isto nos
Z

lzl=1
leva a pensar que a integral em questdo s6 depende do coeficiente a_| da série de Laurent da

fungdo em questao.

O préximo resultado fornece condi¢des para a obtengdo da série de Laurent de uma

dada funcdo f.

Teorema 4.5.13 (de Laurent) Se f: A — C é uma fun¢do analitica em regido anelar Q = {z €

C | r < |z—2z0| < R}, entdo para todo z € Q

oo
= Y an(z—2)" (4.32)

n——oo

onde para todo n € 7 os coeficientes a, sdo dados por

_ jf &, (4.33)

e € é um contorno fechado qualquer contido em Q que envolve zo uma vez no sentido positivo.

Prova: : Veja (AVILA, 2000).

A série em (4.32) referida é denominada série de Laurent de f em poténcias de (z—z20).

Definicao 4.5.14 O coeficiente da série de Laurent

1
a—| = %épf(z) dz
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é chamado de residuo de f na singularidade isolada zg e serd denotado por
a_1=res(f;z0)-

Exemplo 4.5.15 Determine o desenvolvimento em série de Laurent da fun¢do

f(2) = ZS(ZZJ:ZI;

na regido 1 < |z+i| < 3.

Solucdo: Usando fracdes parciais temos:

Figura 23: Regido anelar 1 < |z+i| < 3.

S5z+42i 2 7
f(Z)= 2+ 21

=—— 4.34
z2(z—1) z z—i (434)
Note que
1 1 1 1 1 i( i )”
2 (@r)—i @+ (1-2) i 1-()  eri S \ati
o in
_ Z;)—(z+i)”+1 (4.35)
n=
para 1 < |[z+1].
Por outro lado
| 1 1 1 1 <z+i)"
z—i  (z4+i)—2i 2i (4 -1) 2i 1— (&) 2i =0\ 2i
o (z41)"
= — 4.36
ngb(zi)n—H ( )
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para |z 41| < 2.
Substituindo (4.35) e (4.36) em (4.34) conclui-se que na regido 1 < |z+i| <2

Z a n+l —7 Z E;l—;—nl—?—l

n—O n=0

Neste caso

res(f;—i) = —2.
4.5.3 SINGULARIDADES

As singularidades de uma fungdo complexa correspondem aos pontos na qual a mesma
ndo € analitica. Tal fato ndo impede que a relacdo em questdo seja analitica em outros pontos

que envolvam esse ponto. A definicdo a seguir trard dois tipos fundamentais de singularidades.

Definicao 4.5.16 (Singularidade) Um ponto zg é dito singularidade de uma funcdo f, se f ndo

é analitica em 7. As singularidades sdo classificadas em:

1. isoladas: 7y é uma singularidade isolada, se existe r > 0 tal que f é analitica na regido

0 < |z—z0| <r, isto é, f éanalitica em todo ponto z € P(z0)\{z0}-

2. ndo isoladas: 7o é uma singularidade ndo isolada, se para todo r > 0, existem pontos em

7€ 2v(z0)\{z0} onde f ndo é analitica.

Exemplo 4.5.17 1. A fungdo f(z) = th( )) tem z =0 e z=1 como singularidades isoladas;

Z

2. Afuncado f(z) = W

o denominador sdo dados por

possui infinitas singularidades. Note que os valores que anulam

T T
sen|— =0 = nr=— = z=-
z Z n

1

assim, para n € Z\{0}, z, = - é uma singularidade isolada; mas o ponto z = 0 singula-

ridade ndo isolada, uma vez que

n—soo

zn=—-—0.

:I*—‘

A definicdo seguinte denota trés possiveis formas que uma expansao em série de Lau-
rent pode assumir. A partir destas, serd possivel estabelecer uma forma de obter o coeficiente

a_1 sem a necessidade de expandir em série de Laurent uma fung¢do complexa.
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Definicao 4.5.18 Seja zo uma singularidade isolada de f, de modo que o desenvolvimento de

Laurent de f em torno de z

oo g oo
f@=Y alz—2)"=Y FRrAT Y an(z—20)" (4.37)
n=-—oo n=1 z _ZO) n=0

é vdlido numa certa regido 0 < |z — zo| < r. Entdo podem ocorrer trés possibilidades:

1. ndo hd poténcia negativas de (z — zo) em (4.37), isto €,

@)=Y an(z—z)" (4.38)
n=0
Observe que podemos definir
f(z0) = ao.

Por isso tal singularidade isolada é dita singularidade removivel. Além disso é imediato
que
res(f,z0) = 0.

2. Hd um niimero finito m de poténcias negativas de (z —zo) em (4.37), isto é,

f(Z)ZCL—m+...+ a-1

(z—z0)™ (z—20)

+ ) an(z—z)"
n=0
onde a_,;, # 0.
Neste caso 7 é dito polo de ordem m. Se m = 1 entdo zq é chamado polo simples.
3. Quando existem infinitos termos com poténcias negativas de (z — z9), 2o € dito singulari-

dade essencial.

Exemplo 4.5.19 1. A funcdo f(z) = % tem singularidade 7 = 0. Note que 7 =0 é singu-

laridade isolada, além disto

senz 1 1 & (—1)ng?n!
Z Z an::o (2n—1)!
_i< l)nZZn
&= (2n-1)!
ou seja
2 4 6
senz Fal AR 4
MO="r=1"5 55"

logo 7 = 0 é uma singularidade removivel. Substituindo z = 0 na série, podemos definir

£(0)=1.
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2. A fungdo f(z) = ;—; tem singularidade isolada 7 = 0, que é um polo de ordem 3. Com

efeito, em (4.31),
O L L L L
RO PR TRV TR
ou seja, a série de Laurent de f possui trés poténcias negativas de z. Logo z =0 é um

polo de ordem 3. E facil ver que
1
;0) = <.
res(f;0) 5

entdo, como a série de Laurent de f possui um infinidade de poténcias negativas de

(z—1), conclui-se que z =1 é uma singularidade essencial.

4.54 CALCULO DE RESIDUOS

Como visto anteriormente o termo a_ da série de Laurent de uma funcdo f, chamado
residuo de f , é determinante no calculo da integral de f. Sendo assim estabeleceremos um
método para obter o residuo de uma fungdo sem que seja necessario expandir f em série de

Laurent.

Proposicao 4.5.20 (Singularidade Removivel) Um ponto z € singularidade removivel de uma
fungdo f se o seguinte limite existe:

Jim £(2)

e neste caso

res(f;z0) = 0.

Justificativa: Note que se zg € singularidade removivel de f, do item / da Definicdo (4.5.18),
temos que na expansao em série de Laurent de f em torno de zp, ndo hd poténcias negativas de
(z—20), ou seja,

f2) =ap+ay(z—z20)' +az(z—z0)*- -

Fazendo z — zg obtemos da igualdade anterior

li —
lim f(z) = ao
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consequentemente, como ndo poténcia negativa alguma

res(f,zo0) = 0.

Proposicao 4.5.21 (Polo de Ordem m) Um ponto zq é polo de ordem m de f, se

lim (z —z0)" f(z) =L #0.

Z—720

Neste caso
1 dm—l

;
(m—1)! <oz dzm—1

[(z—20)"f(2)]-

res(f;z0) =

Justificativa: Note que se zo € um polo de ordem m de f, do item 2 da Definicdo 4.5.18, temos

que

= — P a_l S a J— n
f(z)= (z—zo)’”+ +(Z—ZO)+,§6 n(z—20)

com a_,, # 0, assim

(z—20)"f(z) = a—m+“'+6171(z—zg)m*1
- (4.39)

4 )n+m

n

an(z—20
=0

logo
equation lim (z —z0)" f(z) = a—, # 0. (4.40)
7—20

Para isolar o termo a_| = res(f,z9) em (4.39), derivamos (4.39) m — 1 vezes, e tomamos z — 2.
[ |

Observacao 4.5.22 (Polo Simples) Quando m =1 em (4.40), isto é, quando zy é um polo sim-
ples, o cdlculo do residuo em zo simplifica-se para

res(f,z0) = lim (z —z0) f(2). (4.41)

7—20

4.5.5 TEOREMA DOS RESIDUOS

O Teorema dos Residuos € o ponto central deste trabalho. A partir dele pode-se ob-
ter os valores de integrais de contorno de funcdes complexas a partir de suas singularidades.
Como o foco principal do trabalho € a aplicacdo da transformada de Laplace para a obtencao de
solugdes de equacdes diferenciais com o auxilio do Teorema dos Residuos, o seguinte Teorema

€ necessario para este fim.
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Teorema 4.5.23 (Teorema dos Residuos) Seja f uma fungdo analitica em um dominio D, ex-

ceto em um niimero finito 71,22, . . ., Zx de singularidades isoladas. Entdo

k
res(f,z;)
—1

?{ f(z) dz="2mi
@

J

onde € é um contorno fechado em D envolvendo z1,z3, . ..,z uma vez no sentido positivo.

Prova: : Como consequéncia do Teorema de Cauchy-Goursat (4.12), temos que a integral de f
sobre ¥ pode ser calculada como a soma das integrais de f sobre os contornos que envolvem

cada uma das singularidades conforme a Figura a seguir

Figura 24: 7y, ...,z sao singularidades isoladas.

Desta forma

%gf(z)dz = %glf(z)der---Jr]ggkf(z)dz
= 2mires(f,z1)+ -+ 2mires(f,z)

= 2mi(res(f,z1)+ -+ res(f,z))

k
= 2mi Z res(f,z;j)

J=1

Exemplo 4.5.24 Calcule a integral

|z]=3

utilizando o Teorema dos Residuos.



Solucgdo: Para obter o valor da integral acima, considere a fungado
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eZ
)=
/) (z+1)(z—2)?
cujas singularidades sdo z; = —1 e z; = 2 que estdo no interior de ¢ : |z| = 3.

Para empregar o Teorema dos Residuos, € necessarios calcular os residuos em cada

singularidade, ap6s a classificacdo das mesmas.

Classificacao das Singularidades de f.

Note que z; = —1 € polo simples. Com efeito
lim (z41) /() = lim —%— = 1+ 20
=1 —-1(z—2)%2 e
Portanto, segue que .
res(f;—1) = %"

Note que 7o = 2 é polo de ordem 2. Com efeito

Portanto,

res(f;2):l.limi[(Z—Z)zf(z)] = %L‘%%( < )

1! z-2dz z+1
z 2
_ m o
72 (Z+1)2

Assim, do Teorema dos Residuos, segue que

et 2
——————dz = 2miy res(f;z))
Izlji (e+1)(z-2)7 J;l !
27i(1+2¢3)

Q¢ '
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5 TRANFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Nos capitulos anteriores, relatou-se sobre as propriedades da transformada de Laplace
e a teoria de funcdes de varidveis complexas. O presente capitulo trata da transformada inversa
de Laplace e realizard aplicacdes em funcdes diferenciais que descrevem fendmenos, tais como

0s circuitos elétricos.

Temos, a partir de (1.1), que o célculo da transformada de Laplace de uma fungdo f(7)
¢ realizado pela aplicacdo na transformada integral, obtendo assim uma nova fungio F(s). A
partir dos estudos realizados acerca da teoria de fun¢des complexas poderemos por meio do

Teorema dos Residuos calcular a transformada inversa de Laplace dessas funcoes.

O Lema a seguir, fundamenta e fornece o embasamento necessario para que a aplicacdo
do Teorema dos Residuos para a obtencdo da transformada inversa de Laplace possa ser obtida.
Tal resultado € uma adaptacdo do Lema de Jordan em (ZILL, 2011), visando a aplica¢dao na

transformada de Laplace.

5.1 LEMA DE JORDAN

Lema 5.1.1 Sejam R >0, yeRe

Cr = {Z = y+Re'®

o<[5.7]}

Se f é analitica no semiplano Re(z) < Y, exceto num niimero finito de singularidades isoladas

G(R) = max{|f(2)|} =50

z€CR

entdo

3 rz —
Jlim. %Re f(z)dz=0.
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Prova: De fato

ST

Assim

3

<RG(R)/ > o (1Re0s0) g 5.1)

T

2

/%J () ds

Observe que o integrando de (5.1), e"(7TRes8) ¢ simétrico com relacdo a reta 6 = 7.

v

/

0 z T iz
Figura 25: Grifico y = ¢"(v+Rcos9)

3n

/2 er(')/+RCOSO) de = 2/ner(7+RCOSG) de. (52)
2 2

2

Por outro lado, observando que o gréifico de y = cos 0 esta abaixo do gréfico da reta

y=—26+ 1 como expresso na Figura 26 segue que para 6 € %, 7]

yd

Figura 26: Grafico de y = cos 6.



2
cosO < ——0+1
T
o que implica para 6 € [5, 7]

er(Y+Rcos 0) < er(}/—R(%—])) )

Substituindo (5.4) em (5.2) temos

3n

Ter(Y-i-RCOSG) 4o < 2 &

s (-R(Z-1)) 40

m\.&]\»
Bl

~—~ N

= 2¢"(VHR) /ne_zfrrke do
_ _er(w—R)i [6—¥e]”
rR z
_ _er(}/—O—R)% [ 2R — ¢"R]
_ R R e R 1]
. rR
B L
substituindo (5.5) em (5.1) temos
mwe'

<—"——G(R) (e —1).

‘é;ﬂﬂ@ﬂ

Fazendo R — o0 em (5.6) temos

r

e’
lim — R)(e7®—1)=0
fim == —G(R) (¢ ~1)

pois, (e~ — 1) é limitado e da hipétese, G(R) — 0. Logo

é;ﬂﬂ@&

portanto, como queriamos demonstrar, concluimos que

lim =0

R—o0

/ ¢ f(z) dz =3 0.
Cr
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(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)



5.2 FORMULA COMPLEXA DE INVERSAO
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A férmula complexa de inversdo corresponde a alternativa de encontrar a transformada

inversa de Laplace a partir da integracdo complexa. O Teorema a seguir € uma generaliza¢ao

deste procedimento, sendo assim, mais eficaz que métodos convencionais. Este resultado foi

embasado em (AVILA, 2000), bem como os conceitos pertinentes as integrais de Fourier pre-

sente no capitulo preliminar.

Teorema 5.2.1 Sejam f e f’ funcdes seccionalmente continuas em [0,+), f de ordem expo-

nencial Yo parat > 0. Se F(s) = Z{f(t)} entdo

10 =27 F6) = o | " S (s)ds,

onde Y > .

Prova: : Por (1.1) sabe-se que

F(s) = /Ow e " f(u)du.

Assim,
. 1 s st . 1 YT oo st —su
Thg:o%/y_” e F(s)ds:Thgzc%/_iT /0 e f(u)duds
s 1 ’y+lT * St—su
= 711_120%/7/,7‘ /0 e f(u)duds

Tomando em (5.8) s = Y+ iy, ds = idy temos

1 t < 1 2ne " f(t) t>0
lim —e” / eMdy / e e f(u))du = —e?’l{ e (1)
T 0

T—o0 2T - 2r 0 t<0
) f@) >0
0 <0

pelo Teorema da Integral de Fourier. Assim,

1 [v+ie
SUE () ds.
£(t) /y ¢"F(s)ds

27 —joo

(5.7)

(5.8)

(5.9)

Observe pela Figura 27 que a integracdo de contorno € efetuada sobre a reta ¢ perpen-

dicular ao eixo-real passando pelo ponto (7,0).
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A Iin

Figura 27: Contorno /.

Para obter o valor da integral, podemos empregar o Teorema dos Residuos. Para isto

consideremos o contorno fechado % = Lg UCg, onde:
Lg: s(t)=y+it  com T € [-R,R]

Cr: s(8)=7y+Re® com 0 < [n 3%]

272
de modo que para R > 0 suficientemente grande, o contorno % contenha todas as singularida-

des do integrando e* F (s).

O contorno Ay é chamado de contorno de Bromwich.

Im(z)
y /+iR

*V-iR

Figura 28: Contorno de Bromwich.

Observe que quando R — oo, 0 contorno g degenera-se-a para reta /.
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O Teorema a seguir garantird que a férmula complexa de inversdo podera ser calculada

a partir do Teorema dos Residuos, enunciado na secao 5.4.8.

Teorema 5.2.2 Seja F(s) = Z{f(t)} uma funcdo que possui um niimero finito de singulari-
dades isoladas sy,s3,...,s; a esquerda da reta vertical ¢, { : Re(s) =, e B o contorno de

Bromwich. Se sF (s) for limitada em Cg quando R — oo entdo
k
ft)= f_l{F(s)} = Z res (eS[F(s),sj) )
=1

Prova: Do Teorema dos Residuos tem-se que

k
f e F(s)ds = 2mi Z res (€"F(s),s;) . (5.10)
Br j=1

Por outro lado

% 'F(s)ds = / S'F(s)ds+ | €"F(s)ds
PBr

Cr Lg
isto €
/ e"F(s)ds = —/ "F(s)ds+ ¢ €"F(s)ds
Lg Cr PBr
ou seja
Y+HiR k
/ eF(s)ds = —/ " F(s)ds+2mi Z res (¢"F(s),s;) -
Y—iR Cr j=1

Tomando R — oo ¢ usando Lema (5.1.1)
/ e"F(s)ds pmareyy
Cr

logo
}’-H‘R St a St
lim e"F(s)ds=2mi) res(e F(s),s;
R—oo Jy—iR ( ) J_; ( ( ) J)

1 [ytiee k
3 /yioo e'F(s)ds = jg res (e"F(s),s;) .

Portanto, como queriamos demonstrar, concluimos que

k
L HF(s)} = ;res (e"F(s),s;)-
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5.3 APLICACOES

Até o presente momento foi elaborado um apanhado acerca da defini¢do, condicoes
de existéncia e propriedades da transformada de Laplace, assim como, toda a teoria de funcdes
de varidveis complexas. Esse estudo ird fundamentar e servir de suporte para a aplicagiao da

transformada de Laplace na resolucdo de equacdes integro-diferenciais.

Alguns problemas fisicos caracterizados por tais equacdes serdo explicitados e soluci-
onados pela aplicacao do Teorema dos Residuos. Sera possivel visualizar que tal estratégia foge
do convencional, ou seja, da utilizacdo de tabelas para se chegar ao objetivo proposto. Inicia-
remos com alguns exemplos simples até que estejamos aptos a descrever e resolver problemas

fisicos.

5.3.1 CIRCUITOS ELETRICOS

Mostraremos a eficiéncia da aplicacdo da transformada de Laplace na obtengdo de
solugdes para os circuitos elétricos. Nao serd estendida as defini¢des acerca dos conceitos que

regem tal campo mas sim, alguns exemplos de circuitos, bem como suas respectivas solucdes.

Um circuito consiste em um nimero qualquer de elementos unidos por seus terminais,
com pelo menos um caminho fechado através do qual a carga possa fluir. Podemos vislumbrar
dois tipos de circuitos, sendo esses: o circuito RC, caracterizado por um resistor € um capacitor,
e ainda o circuito RL formado por um resistor € um indutor. As defini¢des conseguintes sdao

provenientes de (MALLEY, 1993).

Iremos nos deparar com alguns fatores importantes nesse estudo. A corrente elétrica
i que € resultante do movimento de cargas elétricas e medida em ampere (A) é uma funcdo
do tempo f. Assim como seu nome nos deixa deduzir, o resistor € o componente capaz de
transformar a energia elétrica em energia térmica e é medida em ohm (Q). O capacitor, por
sua vez, € responsavel pelo armazenamento de cargas em seus condutores € medidos em farads
(F). A indutancia L medida em henrys (H), é capaz de armazenar energia na forma de campo
magnético. Temos ainda a tensdo E em volts (V) e a carga Q em coulombs (C) sdo fungdes do

tempo

Podemos estabelecer uma relagc@o entre carga e corrente elétrica, sendo esta

_do

= 5.11
i=— (5.11)

e ainda pela segunda lei de Kirchhoff, pode-se expressar o fluxo da corrente no circuito. A lei
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em questdo diz que em um circuito fechado, a tensdo aplicada € igual a soma das quedas de

tensdo no resto do circuito. A partir desta afirmacdo podemos estabelecer que

di 1
L—+Ri+—-—0=F 12
5 PRI+ S0 (1), (5.12)

pois, a queda de tensao no resistor é Ri, a queda de tensao no capacitor é % e, a queda de tensao

no indutor é L%.

Combinando a equagdo (6.8) com a equagdo (6.9) obtemos uma equacdo de segunda

ordem com relacao a carga Q, sendo esta
LQ"+RQ’+%Q=E(r), (5.13)
onde as condicdes iniciais para 5.3.1 s@o
Q(to) = Qo, Q(to) = i(t0) = io.

Ainda, através da equagdo 5.3.1 pode-se obter uma equacgdo diferencial para a corrente i dife-

renciando 5.3.1 e, posteriormente, utilizando (6.8). Obtém-se assim
N N 1 .
Li” +Ri —I—El:E(t), (5.14)
com as condi¢des iniciais

i(t) =io, i (to) =1ip.

Exemplo 5.3.1 Um circuito RL tem uma voltagem de 5V, uma indutdncia de 1 henry, uma re-
sisténcia de 60 ohm e ndo tem corrente inicial. Determinar a corrente no circuito para qualquer

instante de tempo t.

Solucao: O circuito explicitado corresponde a Figura a seguir:

60 Q

O :

Figura 29: Circuito elétrico.

Pela equacgdo (6.10) a expressdo que determina a corrente i no circuito é



di
— +60i =5.
dt+ I
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(5.15)

Dessa forma, poderemos solucionar tal expressao aplicando a transformada de Laplace com o

auxilio do Teorema dos Residuos. Pelos Teoremas 3.2 e 3.2.7 temos que a equagao (6.12) se

tornara

5 5
s1(s) +601(s) s (s) s(s+60)
Pela férmula complexa de inversao
1 [rtie 5
() =211 :—/ 4
i) UOF =g | € soron) @

onde ¥ > .

Deveremos agora classificar as duas singularidades de eI (s) = e*
51 :06S2:—60.

e Para s; = 0 temos que,

lim(s— 0)e" —>— — fim ¢ = L
50 s(s+60) s—0s+60 12
e Para s, = —60 temos
5 5¢% 1
li 60 St = 1 - —60¢
s_:r_n60(s+ Je s(s+60) 60 s 12¢

Aplicando assim o Teorema 5.2.2 teremos a partir da equacao (6.14)

L /y+i°° e” —5 ds = i — ie760t
270 Jy—ico s(s + 60) 12 12

(5.16)

(5.17)

5

S5160) sendo essas:

(5.18)

(5.19)

Exemplo 5.3.2 Uma bateria de 12V é conectada a um circuito em série RL no qual a in-

dutdncia é de % henry e a resisténcia do resistor, 100hm. Determine a corrente i sabendo que a

corrente inicial é de 2A.

Solucdo: O circuito correspondente € o seguinte:
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100

() Soer

Figura 30: Circuito elétrico.

Pela lei de Kirchhoff, a equagdo que caracteriza o circuito RL em questio € a equagao

(6.10). Substituindo os valores dados na questdo obtemos a seguinte expressao:

i 420i =24 (5.20)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equacao (6.17) e re-

correndo aos Teoremas 3.2 € 3.2.7 obtemos

LY +20.2{i} = L{24}

= sI(s) —i(0) +20I(s) = ? (5.21)

Substituindo o valor da corrente em ¢ = 0 em (5.21) e isolando o termo /(s) chegamos

na seguinte expressao

$T(s) — i(0) +201(s) = ? (5.22)
s SI(s) — 24 201(s) = ? (5.23)

_24+2s
=1 =520 629

Pela férmula complexa de inversdo, a transformada inversa de Laplace é dada pela

seguinte integral:

| 1 25472
/ sw 2T (5.25)
Y

g_l{l(s)}Zf(t):z_m s € s(s+20)

Por meio do Teorema dos Residuos iremos obter a solucdo da integral em (5.25). A

25425
s(s+20)

singularidades de sdo s1 = 0 e s = —20. Classificaremos, portanto, tais singularidades.
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e Para s; = 0 temos

24 +2s 24 +2s 6
li —0)e =1 St = = 5.26
sgr(l)(s )e s+20 sgr(l) s+20 ¢ 5 ( )
e Para s, = —20 temos
. 24 4-2s 24425 4
1 20)———¢% = =—¢" 5.27
s_:r_nzo(s—l— )s(s—f—ZO)e 20 s 5 (5:27)

Sendo assim, aplicando o Teorema dos Residuos na equacao (6.23) obtemos

1y 25425 6 4
— T ey Tt 5.28
2ni/y_,~w “ 51200 T515¢ (5.28)
4e% 16
_ e; . (5.29)

Portanto, o valor da corrente i no circuito RL dado é

) 4e%" + 6
t) = .
i) =2

Exemplo 5.3.3 Uma forca eletromotriz (fem) de 100 volts é aplicada a um circuito em série
RC por uma resisténcia de 2000hm e uma capacitancia de 10~* farad. Determine a carga q(t)

no capacitor, sabendo que q(0) = 0.

Solucao: O circuito em questdo € o apresentando na Figura a seguir

VWA

2000

@) 100V ——0,0001F

Figura 31: Circuito elétrico.

Pelas leis de Kirchhoff temos que a expressdo que descreve tal questao é

dg q E(1)
a9 , 9 _ &) 5.30
ar TCR™ R (530)

Substituindo os valores dados na equagao (5.30) chegamos na seguinte expressao
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1
q +50q = 3 (5.31)

Podemos aplicar a transformada de Laplace em ambos os membros da equagao (6.29),

obtendo assim

L{q'+5021{q} = g{%}. (5.32)

Recorrendo ao Teorema 3.2.7 em (5.32) concluimos que,

214} +502{q) = 213)

= 50(5) ~ 4(0) +500(s) = 5
1

= Q0(s) = m

(5.33)

Pela féormula complexa de inversao, sabe que

gfl _L yieo st 1 ds = . st . 5.34
{0(s)} = - /y_ioo e 5002 s—j;res(e (5)38)). (5.34)

Calcularemos o valor da integral em (5.34) recorrendo ao Teorema dos Residuos, sabendo que

as singularidades da funcdo no integrando sdo s; = 0 e s = —50. Classificaremos assim tais

singularidades.

e Para s; = 0 note que

1 1
1' _0 St :l St
lim s =0 50725~ M€ 5550)2
1
100

Logo,
1

res(Q(s);0) = 100"

(5.35)
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e Para s = —50 note que
1 est
li 50)¢" —————— = lim —
Jim (s +50)e r oy — My 35
e—SOt
T 100
Logo,
e—50t
1 —50) = — 5.36
res (Q(s):50) = ~ oo (5.36)
Portanto, por (5.34) temos que
1 Y+ioo —50¢
_'/ es‘l;dszi_e
27i Jy—io  (s+50)2s 100 100

1
— (1= —50z> ‘
100 ( ¢

q(1) = ﬁ (1-e)

Exemplo 5.3.4 Um circuito em série tem um capacitor de 0,25 - 10~%Fe um indutor de 1H. A

Portanto,

carga inicial no capacitor é 107°C e ndo hd corrente inicial. Encontre a carga Q em qualquer

instante t

Solucao:

Para a resolucdo deste problema, poderemos utilizar a equacdo 5.3.1. Assim, substi-

tuindo os valores dados no problema teremos

1
"+ —————0=0. 5.37
Q +0’25'10_6Q (5.37)
Aplicando a transformada de Laplace em ambos 0os membros de (5.37) e substituindo as condi¢oes

iniciais obtemos

s2Q(s) —sq(0) — ¢'(0) + O(s) 0(s)(s*+4-10%) — 51076, (5.38)

0,25-10°6

Isolando o termo Q(s) e, posteriormente fatorando o denominador chegamos que

s107°

(s —2000i) (s 4 2000:) (5.39)

O(s) =
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Teremos entdo que encontrar a transformada inversa de Laplace de Q(s). Para isso, iremos

recorrer ao Teorema dos Residuos. Sabemos que

joo k
q(t) =27 HQ(@s)} = L /y%L e Q(s)ds = 2mi Z’ res(e" Q(s),s;). (5.40)

Para calcular os residuos devemos classificar as singularidades de

i 51076
(s —2000i) (s +2000i)

Para s; = 2000i note que

106 . 2000i107°
1' o 2000 St S — 2000it
(s e 30000 (5120000 ¢ 2000i 120007
eZOOOit10—6
T2
Logo,
e2000it10—6
res(e” Q(s);2000i) = — (5.41)
Para s, = —2000i temos
10° . 2000i10~°
li 2000i St § — _ —2000iz
1o, 20000€ e 5008) (s 20000 ¢ —2000i — 2000i
B e—2000it10—6
2
Logo,
efZOOOit1076
res(e” Q(s); —2000i) = — (5.42)

Sendo assim, por (5.41) e (5.42) conclui-se que

eZOOOil 10—6 e—2000il 10—6
ql1) = ————+ 7

s [ 2000ty p=2000it
=10~
(=)

= 10~%c0s2000¢.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A transformada de Laplace é uma estratégia amplamente util para a obten¢ao de solucoes
de equagdes diferenciais ou ainda equacdes integrais. Neste trabalho, foi explicitada uma forma
de utiliza-la sem que ocorra as limitagdes das tabelas, alternativa essa geralmente aderida nas

literaturas.

Foi apresentado o embasamento necessario para a aplicacao do Teorema dos Residuos
para a obten¢do da transformada inversa de Laplace. Tanto as defini¢Oes acerca da transfor-
mada de Laplace, como a teoria que fundamenta a integracdo complexa sido essenciais para
podermos realizar tal aplicacdo. Cada propriedade apresentada estava subordinada a resultados

previamente abordados.

Pode ser destacado como fatores determinantes para se chegar a aplicagdo do Teorema
dos Residuos na obtengao da transformada inversa de Laplace o Lema de Jordan, a férmula
complexa de inversao e ainda, as séries de Laurent. Tais conceitos fundamentam essa estratégia,
onde, desta forma, faz-se possivel a resolucdo de equagdes diferenciais recorrendo as proprieda-
des de integrais de contorno. Neste trabalho, foi possivel verificar a aplicabilidade de conceitos
muitas vezes abstratos vistos no decorrer do ensino superior, como por exemplo, as fungcdes de

varidveis complexas na resolucao de problemas fisicos.

A estratégia abordada mostrou-se eficiente a partir de aplicacdes realizadas em circuitos
elétricos. Esse campo da fisica € fundamental no dia-a-dia, pois sdo capazes de transformar a
energia cinética presente nos elétrons em energia elétrica. No entanto, a transformada de La-
place pode ser aplicada ainda em outros diversos campos das ciéncias exatas, como deflexao
de vigas, péndulos, equacdes do calor, entre outras, tendo em vista que a situacdo abordada

envolva uma modelagem a partir de equacdes integrais ou diferenciais.
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