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RESUMO

OLIVEIRA, Gabriela da Silva . Otimizacao Linear aplicada ao balanceamento de estoque
de uma industria de méveis. 2018. 60 f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao) —
Licenciatura em Matematica. Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procopio,
2018

Este trabalho apresenta um estudo sobre Otimizagao Linear e sua aplicagao no balanceamento
de estoques para o planejamento e controle da produgao de uma indastria de moveis. A
modelagem matematica do problema é realizada por meio do chamado Problema Combinado, o
qual acopla dois importantes problemas de otimizacao: o problema de dimensionamento de lotes
e o corte de estoques. O estudo de caso desenvolvido consiste em coletar os dados do modelo
em uma fabrica de moveis de pequeno porte do municipio de Cornélio Procopio, PR, a fim de
planejar a produgéo de diferentes tipos de moveis ao longo de um periodo anual, considerando
estoques de pecgas e de produtos finais. O Método Simplex e o Algoritmo Branch-and-Bound
sdo aplicados para obtencao das solugées dos problemas propostos, auxiliando na tomada
de decisao e minimizando os custos globais de produgao. Resultados indicam que o modelo
proposto, considerando balanceamento de estoques, proporciona o planejamento da producéo e
o custo minimo global de producao, em comparagao com a produgdo que atende a demanda em
cada periodo.

Palavras-chave: Otimizagao Linear. Método Simplex. Algoritmo Branch-and-Bound. Problema
Combinado. Balanceamento de estoque.






ABSTRACT

OLIVEIRA, Gabriela da Silva . Linear optimization applied to the stock balancing of a
furniture industry. 2018. 60 f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao) — Licenciatura em
Matematica. Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2018

This work presents a study on Linear Optimization and its application in the stocks balancing
production planning and control of a furniture industry. The Mathematical modeling of the studied
problem is performed using the so-called Combined Problem, which connects two important
optimization problems: lot sizing and stock cutting problems. The case study developed consists
in collecting data from a small-scale furniture plant, located in Cornélio Procopio city, in the state
of Parand, Brazil, in order to plan the production of different types of furniture over an annual
period, considering pieces and final products stocks. Simplex Method and Branch and Bound
Algorithm are applied in order to obtain the solutions to the proposed scenarios of production,
providing support to the decision make and minimizing the global costs of production. The results
indicate that the proposed model, considering stocks balancing, provides the production planning
and the minimum production costs in comparison with the production that answer demand by
each period.

Keywords: Linear Optimization. Simplex Method. Branch-and-Bound Algorithm. Combined
Problem. Stock Balancing






LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 Procedimento de procura da solugao 6tima . . . . . . ... ... ... .. 27
FIGURA 2 Conjunto de solugdes viaveis do problema de minimizagcdo . . . . . . .. 27
FIGURA 3 Solugao 6tima para minimizagdo do problema . . . . . . . . .. ... .. 28
FIGURA 4 Solugdo do problemarelaxado . . . . . . . ... ... 40
FIGURA 5 Ponto inicial do problemarelaxado . . . . .. ... ... .. ... .... 40
FIGURA 6 Regido eliminada do conjunto de solugbes viaveis . . . . . . . .. .. .. 41
FIGURA 7 Resultado dos problemas relaxados2e3. . . . . . . .. . .. ... ... 42
FIGURA 8 Arvore de solugéo do algoritmo Branch-and-Bound . . . . . .. ... .. 42
FIGURA 9 — Arvore de resolucéo do algoritmo Branch-and-Bound . . . . . . .. ... 44

FIGURA 10 — Arvore de solugao do algoritmo Branch-and-Bound . . . . . . ... ... 45






TABELA 1 -
TABELA2 -
TABELA 3 -
TABELA 4 -
TABELAS -
TABELAG6 -
TABELA7 -
TABELA 8 -
TABELA9 -

LISTA DE TABELAS

Quadro Inicial do Simplex no Formato Tabular . . . . . ... .. ... ..
Identificacdo das Matrizes e Variaveis no Formato Simplex Tabular

Quadro Geraldo Simplex . . . . . . . . . ...
Homens hora por unidade produzida . . . .. ... ... ... ......
Padréesde Corte . . . . . . . . . . .
Custo de estocagem de produtos finaisemreais . . . . .. ... ... ..
Custo de estocagem de pecasemreais . . . . . . . . . .. . . ... ...
Demanda de produtos finais porperiodo . . . . . . ... ... ... ...
Estoques de pecas nos periodos anteriores de produgdo . . . . . . . . ..

TABELA 10 — Estoques de produtos finais nos periodos anteriores de producdo . . . . .
TABELA 11 — Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da funcao

objetivo - estoquedepegcas . . . . . .. ... Lo

TABELA 12 — Analise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes -

estoquedepecas . . . . . ...

TABELA 13 — Andlise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da fungao

TABELA 14 —

objetivo - estoque de produtos finais . . . . . ... ..o
Anadlise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes -
estoque de produtosfinais . . . . . . . ... ... L oL

TABELA 15 — Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da funcao

TABELA 16 —

TABELA 17 —

objetivo - estoque de produtos finaisepecas . . . . . .. ... ... ...
Anadlise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes -
estoque de produtos finaisepegas . . . . . . .. ..o
Comparacao entre os valores das fungdes objetivo . . . . . . . .. .. ..






1.1
1.1.1
1.1.2
1.2
1.3

3.1

4.1
4.2
4.2.1
4.3
4.4
4.41

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

SUMARIO

INTRODUGAOD . . . i ittt et e et e et e e e e e e e e e e e e 19
OBUETIVOS . . o o e e e e e e e s e 19
Objetivo Geral . . . . . . . . . . e 20
Objetivos Especificos . . . . . . . . . . . 20
JUSTIFICATIVA . . . . . o o e e e e e e e e s e e e e e 20
ORGANIZAGAO DO TRABALHO . . . . v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 20
REVISAO BIBLIOGRAFICA . . . . .t i o e e e e e e e e e e e e e e 21
PESQUISA OPERACIONAL E PROGRAMACAOLINEAR . . . ... ....... 23
RESOLUGCAO GRAFICA DE PROBLEMAS DE PROGRAMAGCAO LINEAR . . . . . . . .. 25
METODOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMAGCAO LINEAR . 29
METODO SIMPLEX . . . . v v o o o e e e e e e e e e e e e e e 29
O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX . . . . .« o o e e e e e e e e e e e e e e 31
Exemplo Numérico . . . . . . . . .. 34
ANALISE DE SENSIBILIDADE . . . v v v v v e e e e e e e e e e e 36
ALGORITMO Branch-and-Bound . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ... .... 38
Exemplo Numérico . . . . . . . . .. 39
PROBLEMA COMBINADO . . . . . . . . i i i i sttt et e et ee 47
ESTUDOS DE CASO . . . . . . . i i i i s i e e e s e s e e e e e e e e e e e 49
BALANCEAMENTO DE ESTOQUEDE PECAS . . . . . . . . . . . . . . ... 50
BALANCEAMENTO DE ESTOQUE DE PRODUTOS FINAIS . . . . . . . . . . v v v .. 52
BALANCEAMENTO DE ESTOQUE DE PEGAS E PRODUTOSFINAIS . . . . . .. .. .. 52
ANALISE DE SENSIBILIDADE DOS CASOS EM ESTUDO . . . . . v v v v v v v v v .. 53
COMPARAGCAO DO ESTUDO E A PRATICA DA MANUFATURA . . . . . . . . . . . ... 55
CONCLUSAOD . . .t it ittt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 57

REFERENCIAS . . . . o o i e e e e e e e e e e e e s e e e s s s 59






19

1 INTRODUCAO

A intensificagdo dos avancgos tecnoldgicos e os aspectos econémicos incentivam a
competitividade entre as industrias, que precisam inovar em seus produtos e automatizar seus
processos, para tornar a producéo mais eficiente e ter vantagem competitiva no mercado. Nesse
sentido, a otimizacao é requerida no setor industrial, pois possibilita o controle e planejamento
da producéo em determinado periodo de tempo.

A administracdo da produgdo em uma industria é responsavel pelo planejamento e
controle da transformacédo de matérias-primas em produtos finais (BRESSAN, 2003). Este
sistema é denominado Planejamento e Controle da Producéo, e segundo Russomano (2000,
p.47), “[...] € uma fungdo de apoio de coordenagao das varias atividades de acordo com os
planos de producéo, de modo que o0s programas pré-estabelecidos possam ser atendidos nos
prazos e quantidades”.

A Otimizacao Linear é uma ferramenta que pode auxiliar a decidir o melhor plano de pro-
ducao para uma industria, a fim de alcangar um certo objetivo. Para Goldbarg e Luna (2005), uma
vantagem do modelo de Otimizacgdo Linear é a eficiéncia dos algoritmos de solucdo existentes, o
que permite que sejam implementados por meio de planilhas em microcomputadores pessoais.
Nesse contexto, o Método Simplex destaca-se na resolugcdo de Problemas de Programacgao
Linear.

Assim, a proposta desse trabalho é realizar o planejamento anual da producédo de uma
fabrica de moéveis, localizada na cidade de Cornélio Procopio - PR, considerando o balancea-
mento de estoque de pecas e de produtos finais e buscando a otimizagéo da producéo, no sentido
de minimizar os custos globais de produgao. O problema € formulado utilizando-se o Problema
Combinado (GRAMANI, 2001), o qual acopla dois conhecidos problemas de Otimizagao Linear:
o problema de dimensionamento de lotes e o problema de corte de estoque.

O problema de dimensionamento de lotes consiste em planejar a quantidade de produtos
finais a ser produzida em cada periodo ao longo de um horizonte de tempo finito, de modo a
atender a demanda e minimizar os custos de produgéo e de estoque (ARENALES et al., 2007).
O problema de corte de estoque, por sua vez, consiste na otimizacdo do processo de corte
de placas (de madeira) em pecas menores, para compor os produtos finais (ARENALES et al.,
2007). Desta forma, o Problema Combinado consiste em decidir a quantidade de produtos finais
a serem produzidos em cada periodo de planejamento, minimizando os custos da producao,
preparagao e estocagem, além da quantidade de placas a serem cortadas para compor produtos
finais (BRESSAN, 2003).

O Método Simplex é aplicado para obtencao das solugdes dos problemas propostos,
auxiliando na tomada de decisdo e minimizando os custos globais de producao. Para fins de
comparagao, o Algoritmo Branch-and-Bound também é aplicado ao problema para garantia de
obtencédo de solugdes inteiras. As solugdes sdo obtidas com apoio computacional do software
LINDO ("Linear, Interactive and Discrete Optimizer"), que € gratuito e livre, para realizar a
execucao do Método Simplex e do Algoritmo Branch-and-Bound.

1.1 OBJETIVOS

A questao central deste trabalho consiste em planejar a producao anual de uma fa-
brica de méveis de forma a obter o menor custo global de producéo, atendendo a demanda,
considerando o balanceamento de estoque de pecas e de produtos finais em cada periodo e,
consequentemente, minimizando também o desperdicio de matéria prima.
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1.1.1  Objetivo Geral

Aplicar métodos de Otimizagao Linear para o planejamento anual da produg¢édo de uma
manufatura, considerando balanceamento de estoque, atendendo a demanda e minimizando os
custos globais de producao.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Desenvolver resolucdes numéricas de cenarios reais de producao;

e Desenvolver resolucdes numéricas de balanceamentos de estoque por meio do Problema
Combinado;

e Comparar as solugdes obtidas por meio do Método Simplex (solucao real) e do Algoritmo
Branch-and-Bound (solugao inteira);

e Estudar o planejamento e o controle da producéo;

e Minimizar o desperdicio de matéria-prima e o custo global de produgéo.

1.2 JUSTIFICATIVA

No cendrio econdmico brasileiro, buscar formas de maximizar lucros e minimizar perdas
é importante para manter o equilibrio financeiro das industrias. Além disso, a situa¢gdo ambiental
do planeta faz com que seja necessario o uso moderado e consciente dos recursos naturais.
Frequentemente, ocorrem conferéncias das Nagdes Unidas sobre mudancas climaticas e dis-
cussodes sobre como preservar o meio ambiente. Assim, planejar a produgéo de uma industria
moveleira, cuja matéria-prima € madeira, de modo a minimizar os custos e o desperdicio de
materiais no processo de corte, contribui para reduzir o desperdicio de matéria-prima e o impacto
ambiental do corte de arvores.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 descreve a revisao
bibliogréafica dos trabalhos de maior relevancia ao tema. O Capitulo 3 define a Pesquisa Opera-
cional e a Programacéo Linear, apresentando seus conceitos e sua formulagdo. Os métodos
de resolucao sao apresentados no Capitulo 4, sendo estes, o Método Simplex e o Algoritmo
Branch-and-Bound, aplicados neste estudo. O Capitulo 5 descreve a formulacdo matematica do
Problema Combinado. O Capitulo 6 descreve os estudos de caso referentes a aplicagcao dos
conceitos estudados, bem como a Analise de Sensibilidade e a comparagédo do estudo com a
pratica realizada na manufatura e, finalmente, o Capitulo 7 traz uma conclusao e as perspectivas
futuras do trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura, ha varios autores que destacam a Pesquisa Operacional no auxilio a
tomada de decisbes e resolvem os problemas de corte de estoque e dimensionamento de lotes
a partir da Programacéo Linear.

O grande numero de artigos pesquisados mostra o0 aumento do interesse de pesqui-
sadores em problemas de dimensionamento de lotes. Em Karimi, Ghomi e Wilson (2003), sdo
considerados problemas de tamanho de lote de nivel Unico, suas variantes e abordagens de
solucdo. Os autores discutem problemas de dimensionamento de lote de nivel Unico, juntamente
com abordagens exatas e heuristicas para sua solugao.

Uma viséo geral dos desenvolvimentos recentes no campo da modelagem de problemas
deterministicos de tamanho de lote dindmico de nivel Unico é dada por Jans e Degraeve (2008). O
foco esta na modelagem de varias extensdes industriais e ndo nas abordagens de solu¢do. Mais
recentemente, Brahimi et al. (2017) apresenta uma pesquisa atualizada e extensa de problemas
de tamanho de lote de item Unico com foco em publicacbes de 2004 a 2016. Procedimentos de
solucdes exatas e heuristicas sdo pesquisados e segundo os autores, quase 300 artigos sobre o
problema de dimensionamento de lotes de itens individuais foram encontrados.

O problema de corte de estoque também tem sido extensivamente estudado na literatura.
O estudo de Danwé, Bindzia e L.Meva’a (2012) objetiva solucionar o problema de otimizar a
producao com base no valor comercial dos cortes, uma vez que a perda de matérias-primas nas
industrias de corte de madeira tem alcancado alta.

O problema do corte de inteiros unidimensional é também abordado em Poldi e Are-
nales (2009), que consiste em cortar o conjunto de comprimentos de estoque disponiveis para
produzir a demanda de itens menores. Existem varios comprimentos de estoque disponiveis em
quantidades limitadas. Alguns métodos heuristicos sao propostos para obter uma solucéo inteira
e comparados com outros. Poldi e Arenales (2010) propuseram um modelo de Otimizacao Linear
Inteira, para abordar o problema de corte de estoque multiperiodo, o qual esta relacionado com
o planejamento da produg&o em industrias que tem como um estagio de produgao, o corte de
objetos. O trabalho busca minimizar as perdas dos cortes, os custos de estocagem de pecas e
itens. Testes numéricos com a aplicacao do Método Simplex com geracao de colunas mostraram
que o modelo proposto auxilia na tomada de decisdo entre a antecipacéo ou ndo da producao.

A integracdo do problema de dimensionamento de lotes e o problema do corte de
estoque sdo estudados por Vanzela, Rangel e Araujo (2013). O objetivo € compreender a
dependéncia que existe entre duas decisdes importantes no processo de producao, a fim de
economizar matéria-prima e também reduzir os custos de producéo e estoque. Além disso, a
técnica de geracao de colunas é utilizada para resolver o relaxamento linear do modelo proposto.

Alem e Morabito (2013) estudam o Problema Combinado do planejamento da produgao
e corte de estoque, ligados as incertezas da demanda e dos custos de fabricagdo comuns
em industrias moveleiras de pequeno porte. Os autores esclarecem que o Problema Combi-
nado é utilizado, uma vez que considerar separadamente os problemas de corte de estoque
e dimensionamento de lotes pode elevar o desperdicio de matéria-prima, o que aumenta os
custos de producao e prejudicam a competitividade da indistria no mercado. Ressaltam que
na pratica a tomada de decisdao é amparada pela aproximagao dos valores incertos por valores
médios ou de pior caso. Foram propostos trés modelos matematicos, considerando custo incerto,
demanda incerta e ambos, custo e demanda incertos e feitos testes computacionais com dados
reais, para determinar o impacto que estas incertezas ocasionam no planejamento. A partir da
comparacgao entre o que é feito na pratica e os modelos de otimizacédo apresentados, concluiram
que a utilizacao do segundo permite economia nos custos de produgao. Modelos robustos de
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otimizagao foram propostos, uma vez que existem incertezas a serem consideradas.

Bressan (2003) apresenta uma revisao do Método Simplex com geragéo de colunas e
considera o Problema Combinado com sua formulagdo matematica. O trabalho tem como Objetivo
a resolucao de sistemas lineares provenientes do método, considerando algumas propriedades
da matriz de restricbes e como construir uma base esparsa para a matriz, a partir de um
reordenamento estatico. Por meio de simulagées numéricas no MATLAB ("Matrix Laboratory"),
conclui-se que a construcdo da base estatica leva a excelentes resultados computacionais.

Pierini (2017) considera importante integrar o problema de dimensionamento de lotes e
corte de estoque de forma integrada para realizar o planejamento de uma indGstria de papel. E
proposto um modelo para planejar o corte de papel, cuja solugao € implementada a partir do
Método Simplex com geracao de colunas, bem como uma heuristica relax-and-fix.

Mais recentemente, Bressan et al. (2017) utilizou o Problema Combinado para minimizar
os custos de produgao de uma manufatura, considerando dois cenarios de produgao: primeiro,
considerando custos € demandas de produtos como constantes €, segundo, considerando custos
e demandas variaveis ao longo dos periodos de planejamento. Porém, Bressan et al. (2017)
nao considera que haja estoque de um periodo para o outro, ou seja, todas as pegas e produtos
finais sdo esgotados ao final de um periodo. Desta forma, ressalta-se a principal contribuicao
deste trabalho para a literatura: aqui, considera-se que haja estoque de pecas e/ou de produtos
finais em cada periodo de planejamento, retratando melhor a realidade da manufatura em estudo.
Além disso, o planejamento anual de producdo de uma fabrica de méveis contribui para reduzir o
desperdicio de matérias-primas no processo de corte.

Portanto, a Programacéo Linear é muito utilizada na resolugcéo de problemas ligados ao
planejamento e controle da producéo, a partir da utilizagdo dos problemas de corte de estoque e
dimensionamento de lotes. Nota-se também, que o Método Simplex é frequentemente aplicado
para solucionar esses problemas.
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3 PESQUISA OPERACIONAL E PROGRAMAGAO LINEAR

A Pesquisa Operacional € uma area de pesquisa que agrupa técnicas de modelagem
matematica, que permitem solucionar modelos quantitativos que podem ser escritos matema-
ticamente, a fim de identificar as melhores condicdes de funcionamento de um sistema. Os
principais modelos da Pesquisa Operacional sdo denominados Programagao Matematica, em
que programacao é entendida como planejamento (GOLDBARG; LUNA, 2005).

A Programacao Matematica é consagrada devido a sua grande utilidade na solugao
de problemas de otimizagao, e na pratica, auxilia na tomada de decisdo, uma vez que examina
inimeras configuracdes possiveis para a solu¢gdo de um problema e estabelece, dentro de certos
critérios, a mais adequada para o alcance de determinado objetivo. Nesse sentido, é necessaria
a representacao da situagao real, por meio de equagdes ou expressdes matematicas. Se existem
n decisdes quantificaveis a serem tomadas, entdo pode-se associar a cada decisdo uma variavel
do modelo, denominada variavel de decisdo. Seus valores sdo obtidos pela execugao do préprio
modelo e simbolicamente, sdo representadas por letras minusculas com indices, como: z;,
1=1,2,...,n. Para expressar a medida da eficacia procurada, estrutura-se uma fungcao numérica
das varidveis de decisdo. Tal fungéo, 2=f(z;, ..., z,) € denominada fungdo objetivo. Como os
modelos sdo a tradugéo de um sistema real, h4 limitagées de recursos, as quais sdo expressas
matematicamente por meio de equacoes e inequagdes, chamadas restricbes.

As técnicas da Programacao Matematica sao divididas em subareas, dentre elas, a
Programacao Linear, que por sua vez caracteriza-se por modelos de programacéo cuja finalidade
€ otimizar uma funcao de variaveis lineares, que esta sujeita a um conjunto de equacgdes, ou seja,
sao modelos de otimizagdo nos quais as variaveis sdo continuas e apresentam comportamento
linear em relacao a fungao objetivo e as restricbes. Um problema pode ser representado por
meio de um modelo de Programacéao Linear se possuir as seguintes caracteristicas (LACHTER-
MACHER, 2009):

e Proporcionalidade: o valor da funcao objetivo é diretamente proporcional ao valor de
cada variavel de decisao.

e Aditividade: considera que as variaveis de decisdo do modelo sdo independentes, nao
permitindo que haja interdependéncia entre elas.

e Divisibilidade: assume que todas as variaveis de decisdo possam ser divididas em
qualquer numero de partes, isto é, qualquer variavel de decisao pode assumir qualquer
valor fracionario.

e Certeza: assume que todos os parametros do modelo sdo conhecidos e constantes.

A formulacao geral de um Problema de Programacao Linear (PPL), segundo Lachter-
macher (2009) é apresentada a seguir:

Otimizar z = c1x1 4 cox0 + ... + CuTn (3.1)
Sujeito a:
a1121 + a12%2 + a13x3 + - - - + ap, T, sinal by

A21T1 + A22%9 + A23T3 + ... + GonTy sinal b2 (32)

Am1T1 + ApaTo + Q33 + - - + Appy, Sinal by,
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Em que:

n € o numero de variaveis do problema;

m € 0 numero de restricdes do problema;

c; € o coeficiente da variavel z; da fungéo objetivo (j = 1,2,--- , n);

a;; € o coeficiente na i-ésima restricéo e da variavel x; (: = 1,2,--- ,m);
b; é a constante da i-ésima restrigéo.

O termo otimizar em (3.1) refere-se a busca de maximizar ou minimizar a funcao
objetivo. Para solucionar o problema, deve-se encontrar o valor das variaveis de decisdo z; que
satisfacam as restrices (3.2) e otimize o valor de z. A palavra “sinal” representa uma igualdade
ou desigualdade.

Além da forma geral apresentada, ha também a forma padrdo e a forma canénica de
representacdo de um Problema de Programacao Linear (GOLDBARG; LUNA, 2005). A primeira,
caracteriza-se pela minimizagdo da fungéo objetivo, a partir de restricées de igualdade e por
constantes (b;) e varidveis de decisao (z;) que apresentam valores ndo negativos. Ja a segunda,
considera que o problema € de maximizagao com restrigdes do tipo “menor ou igual” ou que o
problema é de minimizagcao com restricées do tipo “maior ou igual”. Como as formulagdes sdo
equivalentes, é possivel que um mesmo modelo de Programacao Linear seja reescrito em cada
uma das formas basicas, por meio das seguintes operacoes elementares:

Operacao 1: mudanca no critério de otimizagao, ou seja, transformacao de maximizacao
para minimizagao e vice-versa:

Maximizar f(x) corresponde a Minimizar (—f(z)) e
Minimizar f(z) corresponde a Maximizar (—f(x)).

Operacgéo 2: transformagao de uma variavel livre, ou seja, uma variavel que assume
valores reais em uma variavel nao negativa. A variavel livre x,, é substituida por duas variaveis
auxiliares =} e 22, ambas maiores ou iguais a zero, mas cuja diferenga é igual a variavel original.
Assim, tem-se:

Operacao 3: transformacdo de desigualdades em igualdades e vice-versa. Para o
caso da transformacéo de restricdes de menor ou igual em restricbes de igualdade, podemos
somar uma variavel chamada variavel de folga x,, 1 > 0 capaz de “completar” a desigualdade,
tornando-a igualdade. Assim, a restricao representada por:

;€1+$2+$3+“'+1’n§b,

é transformada em:

T+ T2t a3+ + T+ T =0

Para o caso da transformacéao de restricdes de maior ou igual em restricdes de igualdade,
podemos subtrair uma variavel de folga x,1 > 0, tornando-a igualdade. Logo, a restricdo
representada por:

T+ T2+ T34+ T, 20,
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é transformada em:

T+ T+ T3+ -+ Ty — Tpyr =0

A forma padrao é utilizada para a aplicagdo dos métodos de resolugao de um Problema
de Programacao Linear. Destaca-se que para a aplicacdo do Método Simplex, € necessario
que o problema esteja na forma padrao. Portanto, um problema na forma candnica, com a
maximizacao da funcao objetivo e restricbes de desigualdade do tipo “menor ou igual”, pode ser
reescrito na forma padrdo como:

Maximizar z = cix1 + -+ ¢ +0xp1 + - + 0200,
Sujeito a:
Ty + -+ Ty + Tppr = by

21Ty + * -+ 4 ATy + Ty = bo

Am1T1 + -+ QppTy + Tn+m = bm

.Tl, e 7xn7xn+laxn+27 tre 7xn+m Z 0

emque z1, - -- , T, S&0 as variaveis de decisdo e =, 1, - - , Tpim SA0 variaveis de folga.

De maneira semelhante, um problema na forma canénica, com a minimizagao da funcao
objetivo e restricdes do tipo “maior ou igual”, pode ser reescrito na forma padrdo a partir das
operagOes elementares como:

Minimizar z =21 + - -+ coTp + 02001 + -+ - + 0251
Sujeito a:
a1 + -+ Ty — Tpyr = by

a21T1 + * -+ + 2Ty, — Tyyo = by

Am1T1 + * + @y — Tppm = bm

L1y 3 Tpy Tt 1, Tt 2y 5 Tndom Z 0

emque zy,--- , T, S&0 as variaveis de deciséo e T, 11, - - , Tp+m SA0 variaveis de folga.

3.1 RESOLUCAO GRAFICA DE PROBLEMAS DE PROGRAMAGAO LINEAR

Um Problema de Programacéao Linear que envolve duas variaveis de decisao, pode ser
resolvido graficamente. Para tal, o modelo escrito é traduzido a partir de um grafico com dois eixos.
Considere, como exemplo, o seguinte problema de Programagéo Linear (LACHTERMACHER,
2009):
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Max Z = bz + 2x9

Sujeito a:

1 <3 (

Tro < 4 (

r1+ 229 <9 (
(

x1,22 >0

Para representar o problema graficamente e obter sua solugao 6tima, é necessario
realizar alguns passos. Primeiramente, deve-se estabelecer os dois eixos que irdo representar
as quantidades das varidveis de decisdo =1 e 5. Em seguida, € preciso encontrar o conjunto
das solugoes viaveis do problema, a partir da representacao grafica imposta por cada uma das
restricoes. As restricoes (3.3), (3.4) e (3.6), sdo de facil interpretagéo. Ja a restricao (3.5) trata-se
da representagao de uma reta em R2. Assim, ao considerar x; a variavel independente e 7, a
variavel dependente, a equacao de uma reta é dada por x5 = ax; + b, onde a é o coeficiente
angular da reta e b é o coeficiente linear. Ressalta-se que, como tal restricao é do tipo “menor ou
igual”, todos os pontos abaixo e sobre a reta satisfazem a restricdo. Portanto, analiticamente
pode-se definir:

$1+21’2§9
21’2§9—(IJ1
$2<——1$1

-2 2

A solucao 6tima pode ser encontrada por meio de um procedimento simples, que
consiste em atribuir valores a Z, o que torna a fungao objetivo uma reta. Verifica-se entao,
se existem pontos dessa reta que fazem parte do conjunto de solugdes viaveis estabelecidos
pelo conjunto de restricbes. O problema é resolvido quando se obtém o maior valor possivel
para Z, pois trata-se de um problema de maximizacao, que nesse caso € igual a 21, em uma
solucdo 6tima de x1 = 3 e x5 = 3, como mostra a Figura 1. Os teoremas descritos na Secao 3.2
esclarecem que a solugao 6tima estara localizada, quando esta existir, em um vértice da regiao
de solucoes.

Problemas de minimizacao também podem ser resolvidos com esse mesmo procedi-
mento. Considere o0 seguinte problema exposto por Lachtermacher (2009, p.22):

Min Z =Tz + 929
Sujeito a:

—r1+ 29 <2

r1 <5H

T9 < 6

3x1 + D9 > 15
51 + 4xy > 20

x1,T2 > 0
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Figura 1 — Procedimento de procura da solucao 6tima

X,

21 = 5x, + 2x,

E(0,4)¢
St C (3, 3) = Solugao
Oi=:bx +2x x| 3,3) étimg
Solugédo
Al viavel
A0 B (3, 0) X
{0, 0} 10 = bx, + 2x,

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.22)

Como descrito no exemplo anterior, € preciso encontrar o conjunto de solugées viaveis
a partir das restricdes do problema, o que pode ser visto na Figura 2.

Figura 2 — Conjunto de solucdes viaveis do problema de minimizacao

=
AX,
= X, £5

14

12 + G S o

194
5x, + 4x,220

|
t \ t 1

2 4. 4 8 o %

! 3x, +5x,215

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.22)

A partir da verificagcado dos pontos na funcao objetivo, a solugdo étima que minimiza a
funcéo objetivo pode ser encontrada. Assim, a solu¢gdo minima desse Problema de Programacao
Linear é o ponto (12, 12), representado na Figura 3.

Salienta-se que, algumas vezes, existem restricdes redundantes na formulagdo do
Problema de Programacao Linear, ou seja, quando uma ou mais restricbes nao participam da
determinagao do conjunto de solugdes viaveis, pois sua exclusao nao altera tal conjunto. Ha
também outros casos que podem ocorrer, como o problema ter mais de uma solugao 6tima, o
caso em que o problema tem infinitas solugdes viaveis, o que impede a determinagéo da solugao
6tima e ainda, os problemas em que nao existem solugdes.

No préximo capitulo, sdo apresentados os métodos exatos de resolugdo de Problemas

de Programacao Linear. O Método Simplex é uma generalizacdo do método grafico apresentado
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Figura 3 — Solugao 6tima para minimizagao do problema
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Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.23)

anteriormente, podendo ser aplicado para resolu¢ao de problemas que envolvem mais do que
duas variaveis de decisao.
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4 METODOS DE RESOLUGCAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMAGCAO LINEAR

Este capitulo aborda métodos exatos de resolucdo de Problemas de Programacgao
Linear, cujos algoritmos sao aplicados nos estudos de caso apresentados posteriormente. Tais
métodos sdo denominados: Método Simplex e o Algoritmo Branch-and-Bound.

4.1 METODO SIMPLEX

O Método Simplex é um algoritmo para resolucao de sistemas lineares, e assim, é
aplicado para fornecer a solugcédo 6tima de Problemas de Programacao Linear. Desenvolvido
em 1947, pelo matematico norte-americano George B. Dantizg, 0 método consiste em um
procedimento numérico iterativo, que executa repetidamente uma sequéncia de passos para
alcancar a solugdo 6tima do problema, caso ela exista. O algoritmo parte de uma solugao béasica
vidvel do sistema de equacgdes que constituem as restricdes do problema. A partir dessa solucao
inicial identifica novas solucdes viaveis melhores ou iguais que a atual. Como é um método
iterativo, pode ser implementado computacionalmente usando linguagem de programacao para
executar suas iteragoes.

Para que o algoritmo seja desenvolvido, € preciso apresentar alguns teoremas que
serdo utilizados pelo método (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Teorema 4.1. O conjunto C das solugdes viaveis de um modelo de Programagao Linear € um
conjunto convexo.

Demonstracdo. Seja C o conjunto das solugdes vidveis de um modelo de Programagéao Linear.
Logo, C é o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ar=1»

x>0,

ou seja,
C={z; Az =b,xz > 0}

Se C é convexo entao, por definicao, tem-se que para qualquer conjunto composto por
dois pontos distintos x1, 9, a combinacéao linear convexa desses pontos também pertence a C.
E equivalente dizer que:

r=Ar;+ (1 =Ny e C

, ceC=
{1, 22} {Og)\gl.

Sejam duas solugdes viaveis de C, z1,rs, tais que x; # 2, entio:

AIlzb e AIQZb
x>0 T9 >0

E seja:

r=Ar; + (1 — Ny
0< A<

Entao,
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Ax = Adzy + (1 — N

= Mo+ (1= A)b
= Mo+ — b
=b

ex > 0, umavez que

pois
xlzo, r9>0 e OS)\Sl
[ |

Teorema 4.2. Toda solugdo bdsica viavel do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto
de solugbes viaveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracdo. Seja C o conjunto formado pelos pontos z tais que:

Ax =10
x>0

Seja, ainda, uma solucéao viavel qualquer x, de dimensao n, na qual, sem perda de
generalidade, as variaveis basicas sao as m primeiras:

€

T = com todos os componentes x; > 0

0

Suponha, por absurdo, que x nao seja um ponto extremo do conjunto convexo C,
definido anteriormente. Entdo, x pode ser obtido por uma combinagao convexa de outros dois
pontos distintos desse mesmo conjunto. Chamando de y e z esses dois pontos, tem-se:

r=Ay+(1—-XN)z
0< A< 1.

Como y e z pertencem ao conjunto C, as seguintes relagdes de pertinéncia sao validas:

Ay=0b e Az=1b
y=>0 220

Arelagdo z = Ay + (1 — \)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos
trés vetores, fornece as seguintes relagoes:
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T = )\yl + (1 — )\)21
To = /\y2 + (1 — A)ZQ

T = Ay + (1 = Nz,
0= AYm+1 + (1 = X)2mp

Devido as relagbes 0 < A < 1,y > 0 e z > 0 as Ultimas (n — m) relagdes do conjunto
acima descrito sé podem ser satisfeitas em um dos seguintes casos:

1.0<A<leyYnii=2mi=0parai=1,..,(n—m).

Neste caso, tem-se z = y = x, pois tanto y quanto z sao solugdes basicas do sistema em
analise, calculados com as mesmas variaveis basicas.

2. A=0ez,y; =0parai=1,....(n —m).

Por raciocinio analogo ao anterior, deduz-se que x = z. Além disso, como A = 0, seque-se
quer =y = 2.

3 A=leyni=0parai=1,..,(n—m).

Por razbes anéalogas, conclui-se que = = y = z.

Dessa forma, demonstra-se que néo existem solugdes viaveis y e z, distintas da solugao
basica = que satisfagam a relagdo x = Ay + (1 — \)z. Por contradigdo com a hipétese inicial,
demonstra-se, entao, que x é um ponto extremo do conjunto convexo C.

|

Teorema 4.3. Um ponto x é o extremo em um conjunto de solugdes viaveis de um Problema de
Programacao Linear se e somente se x > 0 for uma solugéo basica do sistema de equagbes
lineares Ax = b.

Teorema 4.4. 1. Se uma fung¢éo objetivo possui um maximo ou um minimo finito, entao pelo
menos uma solugdo détima é um ponto extremo do conjunto convexo C do Teorema 4.1.

2. Se a fungdo objetivo assume o maximo ou o minimo em mais de um ponto extremo, entao
ela toma o mesmo valor para qualquer combinacdo convexa desses pontos.

As demonstracdes dos Teoremas 4.3 e 4.4 podem ser consultadas em Hillier e Lieber-
man (2006).

4.2 O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX

Para facilitar a execugao do Algoritmo Simplex, utiliza-se um formato tabular para seu
desenvolvimento. Os quadros do formato de resolugao tabular auxiliam na compreensao dos
calculos provenientes do método. Ha varias versdes do algoritmo, que envolvem a incorporacao
de outras técnicas, como por exemplo, a geracao de colunas. Neste trabalho, é aplicado
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o algoritmo Primal Simplex, por constituir sua forma mais basica e obter a solugao 6tima
satisfatoriamente. Descreve-se a seguir um Problema de Programacgao Linear na forma padrao:

Min 2z =cix1 +coro+ ... + csxs + 0251 + Oxgi0 + ... + 02y,
Sujeito a:

1121 + @192 + ... + 41585 + Ts11 + 04+ 0+ ... +0 =0y
a21T1 + A22%o + ... + G255 + 0+ 10+ 0+ ... +0 = by

11+ QmaTa + ...+ @psts +0+0+0+ ... + 2, = by,

L15L2y ey Ty P 0

Apos, monta-se uma quadro inicial para os calculos, conforme a Tabela 1 (GOLDBARG;
LUNA, 2005):

Tabela 1 — Quadro Inicial do Simplex no Formato Tabular

T eeeeeeeannenns Tfe ceveeenaennnnns T Tl weevereeeennens T g weveeeeennnenes T
z Cl eeereeennnnnns Clf weeeennnnnneees Cs Cst] weeernneneennns Cot wenmereessnnens Cn
| T O R 0
Tsa1 bl Q1] vevernnnnnnnnns Q1 cevennnnnnnnnnn A1g 0 0 0
b
Tgir b, Q] eeeeeeeneeanns ko wvvvvereeenenns Qs (0 L [ 0 sk
Ty b, Ayl eevvveeeeeennes Cple wenennnnnnnnnnn Qs (0 [0 1
Termo Matriz de Restri¢cdes Variaveis de Folga
Ind. (mxm—mn) (m x m)

A primeira coluna é referente a base do método. Nesta, coloca-se as variaveis basicas,
ou seja, aquelas que constituem uma matriz identidade. De modo geral, essas variaveis cor-
respondentes a base sdo as variaveis de folga 5.1, ..., z,. As colunas intermedidrias contém
informacdes sobre as variaveis x;...zy....xs € a Ultima coluna contém na primeira linha o valor
atual da funcéo objetivo.

As duas primeiras linhas referem-se a fun¢ao objetivo z. As demais linhas sao relativas
as restricées do problema.

A configuracdo matematica associada é dada na Tabela 2, que ao longo das iteracoes
do algoritmo corresponde a forma canénica, conforme o quadro geral representado na Tabela 3.

Tabela 2 — Identificacao das Matrizes e Variaveis no Formato Simplex Tabular

Indice das Variaveis
Valor da F.O. Valor de z; — ¢;
Indice .
das Area
c TR TN = B™'R B! de
Variaveis ,
. Calculos
Basicas

Variaveis Nao Basicas Variaveis Basicas
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Tabela 3 — Quadro Geral do Simplex

L1 eeeeeeereennns 17 P T L] eeeeneeennnens Logig eeernrenenenes Ty
z 21 — Cl...Zf — CkeoiZs — Cs  Zsi1 — Csilee-Zotr — Cotpen-2 Cn
IB1 b1 Y11 weerenennnnnnns Y1k everrnnnnnnens Yis
: : : : b,
= -1 —
Tpr | b Ypl eeeerneeeennes Ypke weeeereneeennes Yrs B
Ysk
TBm | Om | Yl ceevereeeenens Uitk weeereeeesrenes Yms

Com o auxilio do quadro anterior, executa-se uma sequéncia de passos para que a
solucao étima do sistema de inequacgdes lineares sujeitas a uma fungédo objetivo seja encontrada.
Passo 1: Organizar o quadro inicial como indicado, partindo de um PPL escrito na forma padrao
Passo 2: Realizar o teste de parada

e Setodosos z; —¢; <0 (5 € J), entdo a solugéo 6tima foi alcancada.

e Caso contrario, escolha o maior z; —¢; > 0 (5 € J), isto é, z; — ¢, escolhendo o vetor
associado xz para entrar na base

Passo 3: Definir a variavel que saira da base:

e Sey;r < Oparatodoi =1, ..., m, entdo a variavel x;, podera ser diminuida indefinidamente
e o valor de z tendera ao infinito negativo. Neste caso, a solugéo sera ilimitada.

e Se y;; > Oparaalgumz, i =1,...,m, entdo faga:

Calcule r, onde r é a variavel basica relacionada ao minimo entre os coeficientes —. O
Yik
elemento v, € denominado: pivé.

Passo 4: Substituir a r-ésima variavel, correspondente a r-ésima equagao pela variavel z, que
passard a integrar a nova base, e recalcular as matrizes B~', Y e os vetores Zj — ¢j, TB € Zp.
Retornar ao passo 2.

Para recalcular as matrizes e os vetores do método com base no quadro simplex apre-
sentado, utiliza-se 0 método de inversdo de matrizes por operagdes elementares, considerando
que as variaveis que permaneceram na base ja possuem suas colunas canonizadas, ou seja
transformadas em vetores candnicos. Assim, para canonizar a coluna da nova variavel divide-se
a linha r pelo elemento pivd, obtendo 1 na posi¢cao do pivo e para reduzir a zero os demais
elementos da coluna, utiliza-se a adicdo de multiplos da linha.

A formalizagdo do Método Simplex, a partir do processo de escolha da base inicial de
calculo, critério de troca de variaveis na base e regra de parada é apresentada na forma de um
algoritmo, como a seguir (GOLDBARG; LUNA, 2005):

Inicializacdo
Determinar uma solucéo basica inicial 5. Seja I o conjunto das colunas de A pertencentes a
base e J = N\ (operagao de diferenga de conjuntos).

Passo 1: Calcular amatriz Y = (y;) = (ys;), s € [ e j € J e os valores z; — ¢;, Vj € J como
se segue:
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y=B"'R

2j = cpYj,j € J
e Se z; —c; <0V j € Jentdo a solugdo basica vidvel Tz é 6tima . Pare!
e Caso contrario, fazer J, = {j € J;z; — ¢; > 0}.
Passo 2:

e Se y; < 0 para pelo menos um j € Ji, ndo existe solugao 6tima finita. Pare!

e Caso contrario, determinar k& de modo que z; — ¢, = maxj € J{z; — ¢;}. Na coluna k

- T . b; )
encontrar a relacdo: — = — = min {—Z cy > 0,1 <4 < m} = 7.
Ysk Ysk Yik

Passo 3: Considere a nova base B deduzida a partir da anterior pela substituigdo de a, por ay.

B = (B\{as} U{ar})

Calcular a nova solucao basica viavel:

ZTg = B

TBs
Ysk

20 = 20 — (Zk —Ck)

Atualizar:

R = (R\{ax}) U{as}
I=(I\{s}) U {k}

J = (J\{F}) U {s}

Voltar para o passo 1.

4.2.1 Exemplo Numérico

Para exemplificar a resolugcao de um Problema de Programacao Linear a partir do
Método Simplex, em sua forma tabular, descreve-se o seguinte problema, formulado por Lins
e Calbba (2006): Uma manufatura produz mesas e bancos, sendo capaz de vender toda sua
produgao no periodo. O Unico recurso restrito € a mao de obra, cuja produtividade, juntamente
com os lucros, sdo dados na Tabela 4.

As variaveis de decisdo sao as quantidades de mesas e bancos a serem produzidos, z;
e ry. Objetiva-se aumentar os lucros da manufatura, logo a fungéo objetivo é:

Max 20z, + 2429



Tabela 4 — Homens hora por unidade produzida

Produto Lucro Unitario | Montagem | Acabamento
Mesas R$20 3 4
Banco R$24 6 2

Homens\hora 60 32

As restricbes quanto a disponibilidade de homens por hora nos departamentos de
montagem e acabamento, sdo apresentadas abaixo:

3.1‘1 + 61’2 S 60
4%1 + 21’2 S 32

restricdo de montagem
restricdo de acabamento

Formulado o problema, sua forma padrao é:

Min — 20z — 2429
s.a.:

3x1 + 625 + x3 = 60
4r1 + 229 + x4 = 32

Entao, monta-se o primeiro quadro com os coeficientes das variaveis.

ri1 X9 X3 X4 Cte

Base | -20 24 0 O 0
I3 3 6 1 0 60
Ty 4 2 0o 1 32

Variavel que entra na base: x5 (maior valor negativo em médulo: 24)
Variavel que sai da base: z3 (pois 60/6 € menor que 32/2)
Piv6=6
Deve-se escalonar a coluna x, dividindo toda a linha do pivé por ele mesmo, ou seja,
dividindo a linha correspondente a x5 por 6. Obtém-se entao:

xr1 X9 X3 x4 Cte

Base | -20 -24 O 0 O
T3 1/2 1 1/6 0 10
Ty 4 2 0 1 32

Deve-se agora, zerar os outros elementos da coluna do pivd, ou seja, -24 e 2. Para tal,
multiplica-se a linha do pivé por 24 e soma-se com a linha correspondente a fungao objetivo. Em
seguida, multiplica-se a linha do pivé por -2 e soma-se com a linha da variavel 4.

1 X9 X3 x4 Cte
Base | -8 O 4 0 240
To 12 1 16 0 10
T4 3 0 -13 1 12
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Note que ainda ha elementos negativos na linha referente a fun¢ao objetivo. Assim,
esta ndo é a solugao 6tima. Logo, tem-se que:
Variavel que entra na base: x;
Variavel que sai da base: x4
Pivo=3.

Deve-se escalonar a coluna x; dividindo toda a linha do pivé por ele mesmo, ou seja,
dividindo a linha correspondente a x4 por 3. Obtém-se:

X1 To X3 T4 Cte
Base | -8 O 4 0 240
Ty 1/2 1 1/6 0 10
Ty 1 o -19 1/3 4

Agora, deve-se zerar os outros elementos da coluna do piv0, ou seja, -8 e 1/2. Para
isso, multiplica-se a linha do pivd por 8 e soma-se com a linha correspondente a funcao objetivo.
Em seguida, multiplica-se a linha do piv6 por -1/2 e soma-se com a linha da variavel z,. Tem-se
0 seguinte quadro:

T1 X9 X3 Xy cte
Base | 0 0 289 8/3 272
Ty 0o 1 29 -1/6 8
T 1 0 -1/9 1/3 4

Como nao h&a nenhum coeficiente negativo na linha da fungéo objetivo, a solugdo 6tima
foi alcangada. Portanto, o lucro maximo é de R$272, com a produgdo de 4 mesas e 8 cadeiras.

4.3 ANALISE DE SENSIBILIDADE

A Andlise de Sensibilidade é uma técnica que permite avaliar os impactos que um
programa sofre quando sao feitas modificacées nas condicdes de modelagem (GOLDBARG;
LUNA, 2005). Assim, caracteriza-se pelo estudo de um modelo de Programacao Matematica
submetido a mudancas em suas condicdes iniciais. E considerada uma andlise pds-otimizacao,
que verifica as possiveis variagdes, para cima e para baixo, dos valores dos coeficientes da
funcao objetivo, dos coeficientes e das constantes das restricoes, por exemplo, sem que a solugao
basica seja alterada (LACHTERMACHER, 2009). Ha dois tipos de analise de sensibilidade: o
primeiro determina limites inferiores e superiores para todos os coeficientes da funcéo objetivo
€ para as constantes de restricbes. Tal estudo, pode ser realizado com o apoio do software
LINDO ("Linear, Interactive and Discrete Optimizer"); o segundo, permite verificar se a alteracdo
simultdnea de mais de uma mudanga modifica a solugdo 6tima de determinado problema.

As modificagdes que podem ser feitas na modelagem de um problema e seu impacto,
sao apresentadas a seguir, de acordo com Goldbarg e Luna (2005).

Mudanca no vetor de custos

A mudanca no vetor de custos, podem incidir sobre dois tipos de variaveis, as basicas e
as nao basicas. A férmula para calcular os custos reduzidos é:

zj —c¢; = cpB 7 a; — ¢
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Logo, para a alteracado de uma variavel nao basica, o termo cBB‘laj nao se modifica,
0 que significa que as alteracdes nos custos reduzidos se propagam diretamente com a variacao
do termo c;. Considerando a possivel variagéo do custo igual a J, tem-se que para a variavel de
indice j € .J seja candidata a entrar na base é necessario que z; — (¢; + ) > 0oud < z; — ¢;.

Por outro lado, quando os valores dos custos das varidveis basicas sofrem modificagcdes,
temos duas situacdes. Se as alteragbes ocorrerem no sentido de tornar as variaveis ainda mais
desejaveis, elas jamais deixarao a base, porém, nao é possivel determinar o que ocorreria no
caso inverso. Nesse sentido, o objetivo é determinar o intervalo de variagdo admissivel no vetor
custo para que certa variavel permanecesse na base sem alterar a base calculada.

Mudanca no vetor de termos independentes

O impacto da mudanga no vetor b é calculado por meio da seguinte formula:

B~(b+ Ab)

em que Ab indica a variagdo no vetor b.
Para o caso de se exigir a viabilidade primal entéo:

B~ (b+ Ab) >0

Mudanca nas restricoes

A mudanca nas restricdes, enquadra-se em trés casos:

e Acréscimo de uma nova restricdo ao problema: nesse caso, reduz-se 0 espago das
solucdes viaveis, o0 que gera ou 0 aumento/reducao do valor da fungao objetivo, ou ndo
altera a solucao encontrada. A sugestao é verificar se ha alteracao da solucao. Se houver,
deve-se solucionar o novo problema.

e Exclusdo de uma restricdo: pode-se identificar dois subcasos. O primeiro é o a da restricao
excluida ser de desigualdade. Nesse, se a variavel basica relacionada com essa restricao
for a variavel de folga a ela associada, entao a restricao € inativa e sua eliminagcao nao
causara modificagdo na solugdo étima. Por outro lado, se a varidvel basica for real, ndo
€ possivel afirmar nada e assim, deve-se retomar o procedimento de solugdo como um
problema novo. O segundo é referente a exclusdo de uma restricdo de igualdade. Nesse,
deve-se recomegcar a solugéo a partir da eliminagédo da restri¢ao.

e Alteracdo de coeficientes de uma restricao ja existente: ndo é necessaria a introducao da
variavel de folga para completar a base. Assim, recai-se no caso de acréscimo de uma
nova restricao.

Mudanca nas variaveis
Trés casos devem ser considerados na mudanga nas variaveis:

e Eliminacao de variavel: se divide em outros dois subcasos. Pode-se ter a eliminagédo
de uma variavel nao basica, o que nao altera a solugcdo 6tima, ja que as variaveis nao
basicas sdo nulas. Além dessa, pode-se ter a eliminacao de uma variavel basica, o que
nao é realizado de forma simples, uma vez que a inversa da base foi calculada em sua
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fungéo. Entéo, o indicado € migrar para uma base vizinha que ndo contenha essa variavel
e, posteriormente, elimina-la do programa como variavel nao basica, o que torna-se
necessario forcar um pivoteamento.

e Acréscimo de uma nova variavel: a introdugao de uma nova variavel x; exige o recélculo
dos custos reduzidos e da coluna (/) da matriz Y.

e Alteragdo dos coeficientes de uma varidvel j4 existente: se divide em dois subcasos. No
primeiro, modifica-se uma varidvel ndo basica, o que implica no recélculo da coluna (7). No
segundo, modifica-se uma variavel basica, o que torna necessario o recalculo da coluna
(1), sua introdugédo no quadro e a conclusdo do processo de inversdo da base.

4.4 ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

O algoritmo denominado Branch-and-Bound fundamenta-se no desenvolvimento de uma
enumeracao inteligente dos pontos candidatos a solucdo inteira de um problema (GOLDBARG;
LUNA, 2005). O termo branch esté relacionado ao fato do algoritmo efetuar particdes no espacgo
das solugbes e o termo bound ressalta que a prova de otimalidade da solugéo utiliza-se de
limites calculados ao longo da enumeragao.

Consiste no procedimento mais utilizado atualmente na resolugcao de problemas de
Programacéo Linear Inteira ou Programacéao Linear Inteira Mista, que séo tipos de Progra-
magao Linear, nos quais uma ou mais variaveis de decisao devem assumir valores inteiros
(LACHTERMACHER, 2009).

O algoritmo comega com a seguinte abordagem: primeiro, ignore a restricdo de que as
componentes de x devem ser inteiros; resolva o Problema de Programacéao Linear com o Método
Simplex, normalmente. Claro que a solucido pode nao ser inteira; entdo, uma nova estratégia é
requerida.

O Problema de Programacao Linear obtido suprimindo-se a restricao de integralidade é
chamado de PL-relaxado. Aplicando-se o Método Simplex, seja x* a solugao 6tima obtida (valor
real) para uma determinada variavel de decisdo. Considere que o valor real z* esta entre dois
valores inteiros: T.n:n € Tmaz- O algoritmo entdo considera dois casos separadamente: Seja P1
o Problema de Programacéo Linear obtido adicionando-se a restricdo x* < x,,;, ao PL-relaxado,
e seja P2 o problema obtido incluindo-se a outra possibilidade: x* > x,,... Note que uma arvore
de subproblemas de Programacé&o Linear esta sendo construida. Esta é chamada de arvore de
enumeragdo. Cada n6 da arvore corresponde a um subproblema definido como problema de
maximizag&o inteiro misto.

No algoritmo, um né é explorado em 3 situacdes: se seu sub-problema é infactivel,
se a solucao 6tima do sub-problema relaxado satisfaz as restricoes de integralidade (ndao ha
necessidade de ramificar) e se o valor 6timo do sub-problema relaxado é pior ou igual ao valor
da solugao atual.

Considere que o né S;,j = 0,--- , N deve ser resolvido. O primeiro passo é resolver
a relaxacao. Seja S]’-‘,j = 0,---, N o vetor solucdo do subproblema relaxado. A solucdo de
cada subproblema fornece um limite superior para os subproblemas nos nés descendentes da
arvore. Este processo continua até que o limite inferior exceda o limite superior atual, até que o
subproblema seja invidvel (ou infactivel), ou até que a solugao fornega finalmente valores inteiros
para as variaveis inteiras. A solucgédo inteira (no né da arvore) fornece limites inferiores da solucdo
inteira 6tima.

Se o valor 6timo do sub-problema relaxado é pior ou igual ao valor da solugéo atual, o
né é explorado. Esta aproximacgao garante que a solugao étima nao sera eliminada se todos os
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sub-problemas relaxados forem resolvidos por otimalidade, o que é facil de computar no caso de
problemas convexos.
A seguir, o algoritmo Branch-and-Bound é descrito de acordo com Nemhauser e Wolsey
(1988), Stiegelmeier (2012).
Inicializagdo
Entradas: né ativo, nivel da arvore
Saida: Melhorint
Passo 1: Faca né ativo o n6 pai;
Passo 2: Execute 0 né do sub-problema relaxado para resolver o né ativo;
Passo 3: Salve a melhor solugdo encontrada como SolugaoPai;
Poda por Otimalidade
Passo 4: Se SolugaoPai € inteiro, entdo
Se SolugaoPai > MelhorInt, entao
Melhorint = SolugcaoPai
Poda por Limitantes
Passo 5: Se SolugaoPai ndo é inteiro e SolugdoPai < Melhorint, entdo
Melhorint = SolugaoPai
Passo 6: Ramifique o n6 ativo e crie dois subproblemas S; e S5;
Passo 7: Ramifique e limite (S, nivel da arvore+1, Melhorint);
Passo 8: Ramifique e limite (S5, nivel da arvore+1, Melhorint);
Passo 9: Aplique novamente a rotina até que Melhorint = melhor solugao inteira.

4.4.1 Exemplo Numérico

Nesta sec¢éo, o algoritmo Branch-and-Bound é desenvolvido por meio do exemplo de
um Problema de Programacao Linear Inteira (PLI). Considere o seguinte problema (LACHTER-
MACHER, 2009, p.156):

Problema 1

Max 3z + 3x9
s.a.:

T+ 4xy <12
61 +4xy < 24
T1,T9 > 0

1 € X9 Ssaointeiros

A Figura 4 apresenta a solucdo étima (z; = 2,4 e x5 = 2, 4) para o problema relaxado,
que tem um valor étimo igual a 72/5. Como é um problema de maximizac¢ao, o valor 6timo do
problema relaxado impde um limite superior (72/5) ao valor étimo da fungao objetivo da PLI. Note
que o ponto x1 = 1 e x5 = 2 esta contido no conjunto de solugdes viaveis, assim, ele impde
um limite inferior (9) ao valor 6timo da funcao objetivo da PLI. Entdo, pode-se estabelecer um
intervalo para o valor 6timo da funcéo objetivo da PLI:

9 < valor 6timo da fungéo objetivo < 72/5

Denote 72/5 de LSA (limite superior atual) e 9 de LIA (limite inferior atual). Considere
também, a solucao do problema relaxado 1 = 2,4 e xo = 2,4. Pode-se representar essas
condicbes como um ponto inicial do algoritmo, como mostra a Figura 5.
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Figura 4 — Solugao do problema relaxado

\6 6x, + 4x,< 24

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.156)

Figura 5 — Ponto inicial do problema relaxado

X, =24
X = 24
LSA = 72/5
LIA=9

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.156)

Pela formulacdo do problema, sabe-se que os valores de x; e x5 ndo podem ser
fracionarios, ou seja, devem ser inteiros. Logo, é preciso escolher um dos dois para tentar
torna-lo inteiro. Ao escolher a variavel z, tem-se que seu valor deve ser menor ou igual a 2 ou,
entao, maior ou igual a 3, ja que nenhuma solugao com valor de x; nesse intervalo faz parte
do conjunto de solugdes viaveis da PLI. Assim, divide-se o Problema 1 em dois subproblemas
(problemas 2 e 3).

Problema 2

Max 3z + 3o
s.a.:

T1 + 4xy <12
61 + 4y < 24
T <2

T1,T9 > 0

1 € X9 Saointeiros
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Problema 3

Max 3z + 3z»

s.a.:

r1 +4xy <12

61 + 4y < 24

Ty >3

T1,Te > 0

r1 € ®9 sao inteiros

Isso representa a eliminacao de uma parte do conjunto de solugdes viaveis do problema,
como ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Regiao eliminada do conjunto de solucoes viaveis

5_

Parte eliminada
do conjunto
de solugbes vidveis

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.157)

O préximo passo é verificar quais as solugdes para os problemas relaxados 2 e 3 (Figura
7). A sistematizagdo do momento atual do algoritmo pode ser vista na Figura 8.

Por acaso, a solugao 6tima para ambos os problemas tem a mesma reta como suporte.
No problema 2 relaxado, a solugéo étima é x; = 2 e x5 = 5/2, que geram o valor 6timo da
fungao objetivo de 27/2. No problema relaxado 3, a solugdo 6tima é z; = 3 e x5 = 3/2, com
valor 6timo de 27/2 para a funcéo objetivo.

Como em ambos 0s casos o valor 6timo do problema relaxado é menor que o LSA, esse
valor passa a ser o melhor valor (6timo) que a funcao objetivo pode atingir. Assim, estabelece-se
um intervalo de valores para os quais a fungao objetivo pode assumir.

9 < valor 6timo da fungéo objetivo < 27/2
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Figura 7 — Resultado dos problemas relaxados 2 e 3

64

Problema 2

Problema 3

(3,3/2)

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.157)

Figura 8 — Arvore de solucdo do algoritmo Branch-and-Bound

X, =2 | LSA=72/5 ) x,23

X, = 2,0
xX,=25
LSA = 27/2
LIA=9

x,= 3,0
xX,=15
LSA = 27/2
LIA=9

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.157)

Observe que o valor da variavel z- ainda € fracionario nos dois casos (problema 2 e 3).
Portanto, subdivide-se ambos em duas partes. O problema 2 pode ser dividido nos problemas 4
e 5, a seqguir:

Problema 4

Max 3z + 3x9
s.a.:

T+ 4xy <12
621 + 4day < 24
T <2

To < 2

T1,29 >0

1 € x9 Ssaointeiros
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Problema 5

Max 3z + 3o
s.a:

T+ 4xy <12
61 + 4y < 24
1 <2

T > 3

T1,x9 > 0

1 € X9 Sao inteiros
O problema 3, por sua vez, pode ser dividido nos problemas 6 € 7, como a seguir:

Problema 6

Max 3z + 3z»
S.a.

r1 + 4xy <12
61 + 4y < 24
r1 <3

To <1

T1,T9 > 0

1 € X9 Saointeiros

Problema 7

Max 3z + 3x9

s.a.:

T+ 4xy <12

621 + 4dxy < 24

T <3

Tog > 2

T1,29 > 0

r1 € x9 sao inteiros

O proéximo passo é resolver esse conjunto de problemas relaxados. A solucao do
problema 4 é r; = 2 e x5 = 2, € como se trata de niUmeros inteiros, encerra-se esse ramo da
arvore do algoritmo. O problema 5, tem como solugdo, z; = 0 e x5 = 3. A solugdo 6tima para o
problema 6 é 1 = 10/3 e 2 = 1. J& o problema 7, tem conjunto de solugdes vidveis vazio, isto
é, o0 problema é inviavel. Tais solugbes podem ser vistas na Figura 9.

Note que apenas um ramo da arvore nao tem solucao definitiva. Assim, deve-se dividir
esse ramo (problema 6) em duas partes, representadas pelos problemas 8 e 9, como a seguir:
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Figura 9 — Arvore de resolucido do algoritmo Branch-and-Bound

Prob 1

X, =24

=24
LSA = 72/5
LIA=9

Prob 3
x.23
x,=3,0

x,=15
LSA =27/2
LIA=9

X,= 2,5
LSA =27/2
LIA=9

SOL=
inviavel

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.159)

Problema 8

Max 3z, + 3zo
sa r+4x, <12
6x1 +4xy < 24

1 >3

r1 <3

To <1

T1,2T9 > 0

1 € X9 Saointeiros

Problema 9

Max 3z + 3x9
s.a.:

T+ 4xy <12

6x1 + 4day < 24

r1 > 3 redundante
To < 2

T, >4

r1,T9 > 0

1 € X9 Saointeiros

Decorre que a solucao 6tima do problema 8 é 1 = 3 e x5 = 1, com valor da fungéo
objetivo igual a 12. Ja a solugao 6tima do problema 9 é dada por x1 = 4 e x5 = 0, com valor da
fungao objetivo igual a 12.
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A incorporagdo desses novos resultados na arvore do algoritmo € apresentada na
Figura 10.

Figura 10 — Arvore de solucéo do algoritmo Branch-and-Bound

X, =24
=24
LSA=T72/5
LIA=9

x,=20

X,=2,5
LSA = 27/2
LIA=9

x,= 3,0

X, =15
LSA=27/2
LIA=9

x,=10/3
x,=1,0
LSA=13,0

SOL=

X, = 3.0 S
inviavel

SOL=29,0

Fonte: (LACHTERMACHER, 2009, p.160)

Observa-se que todos os ramos da arvore apresentam solugdes inteiras e/ou inviaveis.
Portanto, o processo do algoritmo esta encerrado. Nota-se também, que a solugao para o
problema é multipla, ja que trés ramos atingiram a mesma solugéo 6tima inteira. Se uma das
solugdes étimas finais de um ramo fosse maior do que as outras, a maior delas seria escolhida.

Quando comparada a PL correspondente, a PLI leva muito mais tempo para ser re-
solvida, uma vez que mais de um Problema de Programacao Linear é resolvido para obter a
solucéo.
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5 PROBLEMA COMBINADO

No processo de corte de uma placa em pecas menores, ha perdas de material. No
entanto, esta perda tende a ser menor conforme a demanda de pecas aumenta, pois é realizado
um melhor rearranjo dos padroes de corte na placa (BRESSAN, 2003). Nesse sentido, é
vantajoso para as industrias antecipar a fabricacao de produtos, a fim de minimizar as perdas
decorrentes do corte de placas sem realizar um planejamento. No entanto, hd custos para
estocagem, o que pode retardar a producdo. Surge entao, o Problema Combinado, que acopla
dois problemas de otimizagéo: o dimensionamento de lotes e o corte de estoque (GRAMANI,
2001).

O Problema de Dimensionamento de Lotes (PDL) caracteriza-se pelo planejamento da
quantidade de itens a ser produzido em cada periodo do horizonte de tempo, com a intencdo de
atender a demanda de produtos e otimizar uma funcao objetivo, como minimizar os custos de
producéo e estocagem.

O Problema de Corte de Estoque (PCE) consiste no corte de placas em pecas menores
nas quantidades e tamanhos necessarios, a fim de otimizar uma fungao objetivo, como minimizar
0 numero de placas a serem cortadas.

Diante do exposto, é possivel definir o Problema Combinado. Este, é formulado para
decidir a quantidade de produtos finais a serem produzidos em cada periodo do planejamento tal
que minimize os custos de producao e estocagem e a quantidade de placas a serem cortadas. O
modelo pode ser utilizado em industrias moveleiras, onde placas sao cortadas para a producao
de itens.

Segundo Gramani (2001), considerando que apenas um tipo de placa esteja disponivel
em estoque, define-se 0 modelo da seguinte forma:

M T N T P T
min Z Z CitTit + hireir + Z Z CpYjt + Z Z hpprepp (5.1)

=1 t=1 j=1 t=1 p=1 t=1

s.a.:
Tit + €11 — it = diy (5.2)
N M
Z Ap;Yjt + €Ppi—1 — €Ppt = Z rpiTi Vt=1,...,T (5.3)
j=1 i=1
N
Z VY < Uy (5.4)
j=1
Tit, €it, Yjts €Ppt = 0 (5.5)

A funcéao obijetivo (5.1) minimiza o custo dos produtos finais e 0 custo do processo
de corte. As restrigcdes (5.2) referem-se as equagdes de balango de estoque com relagdo aos
produtos finais, o que garante que a demanda vai ser atendida. As restricoes (5.3) asseguram
que a demanda das pecas sera satisfeita, referindo-se as equacodes de balanco de estoque com
relagdo as pecas. As restrigdes (5.4) se referem a capacidade da serra, 0 que garante que
o tempo maximo de operacao da serra nao sera ultrapassado. Ja (5.5) sao as condicoes de
né&o-negatividade.

indices:

t =1,..., T nUmero de periodos.
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p = 1,..., P nimero de diferentes tipos de pegas a serem cortadas.
J =1, ..., N nimero de diferentes tipos de padrées de corte.
t =1, ..., M ndmero de diferentes produtos finais demandados.
Parametros:
c;+- custo da producao do produto final 7 no periodo t.
h;;:custo de estocagem do produto final z no periodo de tempo .
hp,i:custo de estocagem da pega tipo p no periodo t.
d;;: demanda do produto finai ¢ no periodo ¢.
Tpi- NUMero de pegas tipo p necessarias para formar um produto <.
v;: tempo gasto para cortar uma placa no padrdo de corte ;.
ap;: namero de pegas tipo p no padréo j.
u;: tempo maximo de operagao da serra.
cp: custo da placa a ser cortada.
Variaveis de decisao:
z4: quantidade do produto final 7 produzido no periodo t.
e;+: quantidade do produto final z em estoque no fim do periodo .
eppt: quantidade de peca tipo p em estoque no fim do periodo ¢.
y;:: quantidade de placas cortadas usando o padréo j no periodo t.
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6 ESTUDOS DE CASO

A aplicacao do Problema Combinado é desenvolvida para que o planejamento anual
da producao de uma fabrica de pequeno porte do municipio de Cornélio Procépio - PR seja
realizado e a producao seja otimizada. O obijetivo principal € minimizar os custos globais de
produgao e, consequentemente, o desperdicio de matéria-prima no processo de corte. Nesse
sentido, a atribuicdo dos parametros numéricos é feita a partir de dados reais fornecidos pelo
histérico da industria em estudo, no ano de 2017. E considerada a produgao dos trés produtos
que apresentam maior demanda: mesa, banco e cadeira, e ha variagao dos custos de estocagem
de pecas e de produtos finais, bem como de demandas de produtos finais. Além disso, em um
primeiro cenario de produgao, considera-se que ha estoques de pecgas nos periodos anteriores.
Em um segundo cenério, considera-se que hé estoques de produtos finais nos periodos anteriores
e, em um terceiro cenario de produgao, considera-se que ha tanto estoques de pegas quanto de
produtos finais.

A formulagao do problema da producao da fabrica de méveis considera que a demanda,
0s custos de estocagem de pecas e de produtos finais variam ao longo dos meses do horizonte
de planejamento de produgao anual. Abaixo, descreve-se os indices utilizados neste estudo, de
acordo com a formulagéo do Problema Combinado:

t = 12 periodos de tempo (meses);
p = 6 tipos de pecas;
j = 4 tipos de padrdes de corte;
1 = J tipos de produtos finais demandados.
Desta forma, o modelo matematico é descrito como:

3 12 412 6 12
min Z Z CitTit + hireq + Z Z cpyjt + Z Z hppieppi

i=1 t=1 =1 t=1 p=1 t=1
s.a:
Tip + €1 — ey =diy; t=1,...12;7 = 1,2,3 (balanco de estoque de produtos finais)

4 3
> apyje+ eppia1 — epp = Y raait = 1,..,12 (balango de estoque de pegas)
j=1 =1
4
Zijjt <wugt=1,..,12;5 =1,2,3,4 (capacidade da serra)
j=1

Tit, €ity Yji, €Ppt = 0

As pecas a serem cortadas para compor os produtos finais considerados séo:
Pecga tipo 1 = tampo da mesa,;
Peca tipo 2 = pé da mesa;
Peca tipo 3 = viga da mesa;
Peca tipo 4 = encosto/assento;
Peca tipo 5 = pé de cadeira/banco;
Peca tipo 6 = viga de cadeira/banco.
Os padrdes de corte, ou seja, as formas como as placas sao cortadas em pecas
menores, podem ser vistos na Tabela 5.
Os parametros que nao se alteraram ao longo do periodo de planejamento fornecidos
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Tabela 5 — Padroes de Corte

Padrao de corte | p=1 =2 | p=3 | p=4 | p=5 | p=6 | Tempo de corte
7=1 2 0 0 0 0 0 5s
j=2 1 50 0 0 0 | 100 350 s
7=3 0 0 10 | 18 | 30 0 148 s
j=4 0 10 | 13 | 12 | 103 | O 197 s

pela fabrica sdo: ¢, = R$255, representa o custo da produgao do produto final mesa, c;=R$80,
o custo da produgao de uma cadeira, c3;=R$60 o custo da producdo de um banco, cp=R$137,07
o custo da placa. As quantidades de pegas necessarias para compor um produto final sdo: r11=1,
ro1= 4, r31=2, 140=2, T50=4, 17g2=2, T'43=1, r53=4 € rg3=2.

Os parametros de custo de estocagem dos produtos finais, para cada periodo de
planejamento, sdo dados em reais e descritos na Tabela 6.

Tabela 6 — Custo de estocagem de produtos finais em reais

Mesa (R$) | Cadeira (R$) | Banco (R$)
t=1 5 3 2
t=2 5 3 2
t=3 5 3 2
t=4 5 3 2
t=2>5 6 3 2
t=6 6 3,5 2
t="7 6 3,5 2,5
t=38 6 3,5 2,5
t=9 6 3,5 2,5
t=10 6,5 3,8 2,5
t=11 6,5 3,8 2,7
t=12 6,5 3,8 2,7

Por sua vez, os custos de estocagem de pecas, para cada periodo de planejamento,
sdo mostrados na Tabela 7.

A demanda dos produtos finais é obtida considerando-se as variagées no decorrer dos
periodos de planejamento. A Tabela 8 apresenta os valores utilizados.

O Problema Combinado, ao ser resolvido e ao ser obtida a solu¢do étima, deve indicar
as quantidades de produtos finais a serem produzidas em cada periodo de planejamento, a fim
de que sejam alcangados 0os menores custos de producéo. Assim, com o apoio computacional
do software LINDO ("Linear, Interactive and Discrete Optimizer"), foram executados, para fins de
comparacao das solugdes, o Método Simplex (solugéo real) e o Algoritmo Branch-and-Bound,
para a garantia de solugao inteira.

6.1 BALANCEAMENTO DE ESTOQUE DE PECAS

Neste cenario de producao, os estoques de pecas gerados no periodo anterior (t — 1)
sdo considerados. Tais estoques podem ser vistos na Tabela 9.

Resultados preliminares apontam que, com a aplicacao do Método Simplex, a solugéao
6tima é R$33600,75, a qual sugere a antecipagao da producio de cadeiras, a partir da variavel



Tabela 7 — Custo de estocagem de pecas em reais

p=1|p=2|p=3|p=4|p=5|p=
t=1 0,8 0,1 0,12 0,15 0,05 0,09
t=2 0,8 0,1 0,12 0,15 0,05 0,09
t=3 0,8 0,1 0,12 0,15 0,05 0,09
t=4 0,8 0,1 0,12 0,15 0,05 0,09
t=5>5 0,1 0,12 0,15 0,05 0,09
t=26 1 0,12 0,14 0,15 0,06 0,09
t="7 1 0,12 0,14 0,16 0,06 0,11
t=28 1 0,12 0,14 0,16 0,06 0,11
t=9 1 0,12 0,14 0,16 0,06 0,11
t=10 1,2 0,13 0,15 0,16 0,07 0,11
t=11 1,2 0,13 0,15 0,17 0,07 0,12
t=12 1,2 0,13 0,15 0,17 0,07 0,12
Tabela 8 — Demanda de produtos finais por periodo
Mesa | Cadeira | Banco
t=1 1 4 2
t=2 1 4 2
t=3 2 10 3
t=4 3 14 6
t=5>5 3 14 6
t=6 3 14 6
t="7 4 20 8
t=28 3 14 6
t=9 3 14 6
t =10 6 30 10
t=11 6 30 10
t=12 7 36 12
Tabela 9 — Estoques de pecas nos periodos anteriores de producao
p=1|p=2|p=3|p=4|p=5|p=6©6
t=20 0 0 0 0 0 0
t=1 0 0 0 0 0 0
t=2 0 5 2 0 1 2
t=3 0 2 1 0 2 3
t=14 1 3 1 2 5 2
t=25 2 2 1 3 6 5
t=6 1 6 5 3 2 4
t=17 2 4 0 2 1 3
t=28 1 3 2 1 2 1
t=9 1 2 3 4 3 2
t=10 2 5 4 2 1 4
t=11 1 2 3 2 2 1
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de decisdo r41=204, gerando estoque, e a produgcédo de mesas e bancos no segundo periodo de
planejamento, representadas por x1,=42 € x3,=77.

Para comparar solugdes 6timas, o algoritmo Branch-and-Bound foi aplicado, o qual
garante a obtencéo de valores inteiros para Problemas de Programacéo Linear que requerem
solugdes inteiras. Como o Método Simplex ja apresentou solugao inteira, o algoritmo Branch-
and-Bound convergiu para a mesma solucao 6tima, efetuando quatro iteragdes, assim como o
Método Simplex.

6.2 BALANCEAMENTO DE ESTOQUE DE PRODUTOS FINAIS

No segundo cenério de producéo, considera-se que haja estoques de produtos finais
provenientes do periodo anterior. As quantidades consideradas s@o apresentadas na Tabela 10.
A execugdo do modelo, a partir do Método Simplex, encontrou a solugéo 6tima de R$32106, 59.
Esta sugere a antecipacao da producao para os primeiros periodos de planejamento. A producao
de cadeiras ¢ indicada para o primeiro periodo de planejamento, como mostra a variavel de
decisdo z9; = 198. Ja a producdo de mesas e bancos é proposta para o segundo periodo,
representada pelas variaveis de decisao x1, = 39 e x3, = 72. O algoritmo Branch-and-Bound
foi aplicado, o qual convergiu para a mesma solugao e executou 0 mesmo numero de iteragoes.

Tabela 10 — Estoques de produtos finais nos periodos anteriores de producao

1=11=2|1=3
t=0 0 0 0
t=1 0 2 0
t=2 1 0 2
t=3 0 0 1
t=4 0 1 0
t=5 1 0 0
t=206 0 2 1
t=7 0 0 0
t=238 0 0 0
t=9 0 1 1
t=10 1 0 0
t=11 0 0 0

6.3 BALANCEAMENTO DE ESTOQUE DE PECAS E PRODUTOS FINAIS

No terceiro cenario de producao, considera-se que haja tanto estoque de pecas quanto
estoques de produtos finais, o que € comum acontecer na realidade das fabricas de méveis. As
quantidades de pecas em estoque no periodo anterior foram as utilizadas no primeiro cenario de
producéo e as quantidades de produtos finais sao as mesmas do segundo cenario de producao,
ou seja, foram aplicadas essas quantidades simultaneamente. A execucao do Método Simplex,
encontrou a solugao étima de R$31972, 24. A antecipagéo da produgéo para os periodos iniciais
de producao foi indicada, a partir das variaveis de decisdo ro; = 198, 31 = 72 e x13 = 39, que
representam respectivamente: a produgao de cadeiras no primeiro periodo de planejamento, a
producao de bancos no primeiro periodo de planejamento e a producédo de mesas no terceiro
periodo de planejamento. Aplicou-se o algoritmo Branch-and-Bound, que apresentou a mesma
solugao étima e 0 mesmo numero de iteragdes.
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Portanto, as solugdes 6timas sugerem antecipar a producdo de alguns produtos,
deixando-os em estoque, e postergar a producéo de outros, otimizando os problemas de corte
e de dimensionamento de lotes conjuntamente, minimizando os custos globais de producéo.
Observa-se entdo, a contribuigdo da aplicagdo de métodos de otimizagao para as industrias,
uma vez que a produgao de produtos finais, principalmente em pequenas empresas, costuma
ser feita por periodo, sem que haja um planejamento eficaz da producao. Nos casos em estudo,
percebe-se que ao antecipar a producao, ha economia de matéria-prima e consequente aumento
dos lucros.

6.4 ANALISE DE SENSIBILIDADE DOS CASOS EM ESTUDO

De acordo com Bazaraa, Jarvis e Sherali (2010), é importante estudar o efeito em
solucdes étimas da variagdo em determinados dados do problema, sem que seja preciso resolver
0 problema do inicio para cada execug¢ao. Suponha que o Método Simplex produza uma base
6tima B. Nessa seccao, sera descrito como fazer uso das condi¢cdes de otimalidade para
encontrar uma nova solugao 6tima, se alguns dos dados do problema mudarem, sem resolver
o problema do zero. Em particular, as seguintes variagdes no problema serdo consideradas:
mudanca nos coeficientes da funcao objetivo e mudanga no vetor do lado direito (constantes).
Mais detalhes da Andlise de Sensibilidade podem ser vistos em (BAZARAA; JARVIS; SHERALI,
2010; VANDERBEI, 2014).

A Tabela 11 mostra a Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da
fungdo objetivo, considerando o esfoque de pecgas. A primeira coluna mostra as variaveis de
decisdo; a segunda coluna exibe o coeficiente atual da funcao objetivo; a terceira e quarta
coluna mostram, respectivamente, os intervalos em que é permissivel aumentar ou diminuir os
coeficientes sem que a base seja alterada.

Tabela 11 — Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da funcao objetivo - estoque de

pecas
Variaveis | Coeficiente | Aumento | Diminui¢do
atual permitido | permitida
T12 255 0 262,72
To1 80 3,631 90,26
T32 60 0 68,35
Yoo 137,07 0 137,07

A variavel de decisao xs;, por exemplo, pode aumentar para 80 4 3,631 = 83,631 e a
base permanece inalterada. Se esse caso ocorrer, o valor atual da fungédo objetivo $33600, 75,
sera adicionado a 3, 631 x 204 = 740, 72. Portanto, a nova fungéo objetivo sera $34341, 47.

Considerando a estocagem de pecas, a Tabela 12 exibe as constantes atuais das
restricdes e os intervalos de aumento e redugao permitidos nos quais a base é inalterada.

Note a primeira restricao, por exemplo, cuja constante é 42. Esse valor pode aumentar
para 42 + 1147,44 = 1189, 44 ou diminuir para 42 — 42 = 0 que a base permanece inalterada.

Similarmente, a Tabela 13 mostra a Analise de Sensibilidade para os intervalos de
coeficientes da fungao objetivo, considerando estoque de produtos finais. Como antes, a Tabela
mostra os intervalos permitidos de aumento e diminuicdo nos quais a base € inalterada.

Por exemplo, a variavel de decisdo x5, pode aumentar para 83, 631 e a base é inalterada.
Se isso ocorrer, o valor atual da fungéo objetivo $32106, 59, sera adicionado a 3,631 x 198 =
718, 94. Portanto, a nova fungdo objetivo tera o valor de $32825, 53.
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Tabela 12 — Analise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes - estoque de pegas

Coeficiente | Aumento | Diminuigcao
atual permitido | permitida
42 1147,44 42
204 430,29 204
77 491,76 77
-148 3442,32 2149
12960 infinito 7978,87

Tabela 13 — Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da funcao objetivo - estoque de
produtos finais

Variaveis | Coeficiente | Aumento | Diminuicao
atual permitido | permitida
T12 255 0 262,72
To1 80 3,631 90,26
32 60 0 68,35
Y22 137,07 0 137,07

Considerando o estoque de produtos finais, a Tabela 14 mostra as constantes atuais
das restricoes e os intervalos de aumento e reducao permitidos nos quais a base ¢é inalterada.

Tabela 14 — Analise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes - estoque de produ-

tos finais
Coeficiente | Aumento | Diminuicao
atual permitido | permitida
39 1128,77 39
198 423,29 198
72 483,76 72
0 3386,32 2205
12960 infinito 7849,07

Por exemplo, a primeira restricao cuja constante é 39, pode aumentar para 39 +
1128,77 = 1167, 77 ou diminuir para 39 — 39 = 0 que a base ¢é inalterada.

Finalmente, a Tabela 15 mostra a Analise de Sensibilidade para os intervalos de valores
que podem assumir os coeficientes da funcéo objetivo, considerando estoque de produtos finais
e pecgas.

Tabela 15 — Analise de Sensibilidade para os intervalos dos coeficientes da fungao objetivo - estoque de
produtos finais e pecas

Variavel | Coeficiente | Aumento | Diminuicdo
atual permitido | permitida
T12 255 0 262,72
To1 80 3,631 90,26
T39 60 0 68,35
Y22 137,07 0 137,07
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A variavel de decisao =91, pode aumentar para 83,631, por exemplo, e a base é
inalterada. Se isso ocorrer, o valor atual da fungéo objetivo $31972, 24, sera adicionado de
718,94 e a nova fungao objetivo serd $32691, 18. A Tabela 16 mostra as constantes atuais das
restricées e os intervalos de aumento e redugao permitidos nos quais a base é inalterada.

Tabela 16 — Analise de Sensibilidade para os intervalos das constantes das restricoes - estoque de produ-
tos finais e pecas

Coeficiente | Aumento | Diminuicao
atual permitido | permitida
39 1178,11 39
198 441,79 198
72 504,91 72
-148 3534,31 2057
12960 infinito 8192,12

Por exemplo, a primeira restricao, cuja constante é 39, pode aumentar para 39 +
1178,11 = 1217, 11 ou diminuir para 39 — 39 = 0 que a base permanece inalterada.

6.5 COMPARAGAO DO ESTUDO E A PRATICA DA MANUFATURA

As solugdes 6timas obtidas por meio de modelos de otimizacdo com balanceamento
de estoque sdo comparadas com as solugoes obtidas pela fabricacdo de moveis, que atende
a demanda para cada periodo de producdo. O planejamento da produgédo proposto pelos
modelos de otimizacao sugere antecipar a produgéo de alguns produtos finais, gerando estoque,
e postergando a producéo de outros. Por outro lado, a manufatura em estudo produz a demanda
requerida de cada periodo. A Tabela 17 mostra a comparacao entre 0s custos minimos obtidos a
partir das fungdes objetivo (Producdo Planejada) e a produgéao por periodo, considerando os trés
casos de balanceamento de estoque.

Assim, a ultima coluna da Tabela 17 mostra a porcentagem de lucro proporcionada
pelas solugdes 6timas, quando estas sdo comparadas com o custo de producao que satisfaz a
demanda em cada periodo de tempo, sem a utilizagdo de modelos de otimizagao.

Em relagdo ao nimero de placas a serem cortadas, as solugbes 6timas mostram
que, considerando a estocagem de pecgas, o numero de placas cortadas € de y., = 14, 24.
Considerando o estoque de produtos finais, 0 numero é de y22 = 14,61 e, por fim, considerando
produtos finais e pecas em estoque, 0 nimero de placas cortadas € de yy; = 13,62. Em
situacoes praticas, uma estratégia pode ser aplicada para arredondar variaveis fracionarias, a
fim de que estas assumam valores inteiros, e seja obtida uma solugao viavel (MIYAZAMA, 2015).
Como o numero de placas em uma solugéo deve ser inteiro, uma solugéo 6tima deve usar pelo
menos uma placa. Assim, se a solu¢do obtida pelo arredondamento nao for a étima, é usada no
maximo mais uma placa do que o nimero apresentado pela solucao 6tima (MIYAZAMA, 2015).

Tabela 17 — Comparagao entre os valores das func6es objetivo

Balanceamento de Producdo | Producao | Porcentagem
Estoque Planejada | por periodo de lucro
Pecas 33600,75 | 35101,55 4,28%
Produtos finais 32106,59 | 35079,44 8,47%
Produtos finais e pecas | 31972,24 | 35054,05 8,8%
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A producgéo por periodo normalmente corta 15, 5 placas para a produg¢ao de sua de-
manda. Entdo, ao comparar com o nimero de placas a serem cortadas quando utiliza-se a
producao em estudo, evidencia-se que os modelos de otimizacéo e planejamento de producéo
proporcionam economia de matéria-prima.
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7 CONCLUSAO

O planejamento e controle da producao é essencial para as industrias que precisam
organizar seu funcionamento do melhor modo possivel, para que possam manter e melhorar o
aspecto financeiro e comercial, a fim de se destacar em relagdo as demais empresas.

Utilizar métodos de Otimizagao Linear auxilia a tomada das melhores decisbes, uma
vez que as solugdes étimas sugerem o numero de produtos que devem ser produzidos e quando,
a fim de fornecer os custos globais minimos de producao e otimizar as etapas de produgao de
uma industria. Dentre os métodos exatos, a literatura recomenda o Método Simplex e, para a
obtencao de solugdes inteiras, o Algoritmo Branch and Bound (BAZARAA; JARVIS; SHERALI,
2010; VANDERBEI, 2014).

O Problema Combinado ainda é pouco explorado na literatura, mas a relevancia da
combinagao de corte de estoque e dimensionamento de lotes em diferentes situagdes elege este
problema como uma questao importante a ser pesquisada, ja que este modelo de otimizacao
vem minimizando os custos globais de producéo.

A proposta de planejar a produgao de uma fabrica de mdveis da cidade de Cornélio
Procépio - PR, possibilita que pequenos empresarios tomem contato com as solugdes apresen-
tadas pelas técnicas de programacéao da producao, e sejam capazes de controlar e planejar a
producao dos itens, no sentido de minimizar os custos e os desperdicios de materiais; neste
estudo de caso, placas de madeiras a serem cortadas.

Portanto, no estudo realizado, conclui-se que produzir nos periodos iniciais de plane-
jamento e armazenar os itens em estoque é mais vantajoso que a produ¢ao da demanda por
periodo ou postergar a produgao para os periodos finais. Pode-se observar entao, a contribuicao
da aplicagdo de métodos de otimizagao para as industrias, uma vez que a producgéo de itens,
principalmente em pequenas empresas, costuma ser feita por periodo, sem que haja um planeja-
mento eficaz que considere a antecipacéo da fabricacéo, por exemplo. Nos casos em estudo,
baseados no histérico de demandas, ao antecipar a produgao e gerar estoque, ha economia de
matéria-prima e consequente aumento dos lucros.

Como trabalhos futuros, pretende-se considerar mais de um tipo de placa a ser cortada,
com dimensoes diferentes, de tal forma que elas possam ser empilhadas para serem cortadas
no mesmo padrao de corte.

Vale destacar que parte deste estudo foi aceito para publicacao e apresentacdo no
Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2018), com o titulo
“Planejamento Anual da Produg¢édo de uma Fabrica de Mdveis”. O evento foi realizado no més
de setembro, na UNICAMP, SP. Outro trabalho estd em confecgéo e serd submetido para um
periddico internacional, com o titulo “Linear Programming and Application in the Stocks Balancing
of a Manufacture,” com possibilidade de publicagdo em 2019.
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