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RESUMO

REGHIM, Daniely. Aplicagdo da Programacao Linear em Problemas Agricolas. 2018. 54
f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacgao) — Licenciatura em Matematica. Universidade
Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2018

Atualmente, os setores agroindustriais tém buscado o aprimoramento e o conhecimento tecnolé-
gico de suas areas de atuagao, devido a acirrada concorréncia no mercado. Esse fato motiva o
desenvolvimento de a¢gdes que busquem otimizar os processos, tais como produzir alimentos
evitando-se desperdicio de matéria prima e insumos, ou preservar 0 meio ambiente, aumentando
a area plantada. A produgéo agricola, por sua vez, tem adaptado antigas praticas as mais atuais
tecnologias de produgcéao com o objetivo de aumentar a produtividade, cultivando produtos mais
saudaveis e reduzindo impactos ambientais. Assim, o objetivo deste trabalho é a formulacao
matematica de problemas utilizando programacao linear em problemas agricolas. Os estudos
de caso apresentados envolvem a maximiza¢ao de lucros de uma produgao agricola e de uma
propriedade de reflorestamento. Os problemas de programacéo linear sdo resolvidos com apoio
computacional para obtencao das solugées através do método SIMPLEX, buscando a eficiéncia
no planejamento da rotacao de culturas em propriedades agricolas.

Palavras-chave: Programacao Linear. Método Simplex. Producao Agricola. Problema de
Reflorestamento.






ABSTRACT

REGHIM, Daniely. Application of Linear Programming in Agricultural Problems. 2018. 54
f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacgao) — Licenciatura em Matematica. Universidade
Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2018

Currently, the agroindustrial sectors have been seeking the improvement and the technological
knowledge of their expertise areas, due to the strong competition in the market. This fact motivates
the development of actions that optimize processes, such as to produce food avoiding waste of
raw materials and inputs, or preserve the environment, by increasing the planted area. Agricultural
production, in its turn, has adapted old practices to more current production technologies with the
goal of increasing productivity, cultivating healthier products and reducing environmental impacts.
Thus, the goal of this work is to formulate problems using linear programming in agricultural
problems. The presented case studies involve the maximization of profits of an agricultural
production and of a reforestation property. Linear programming problems were solved with
computational support in order to obtain the solutions by running the SIMPLEX method, providing
efficiency in the planning of cultures rotation in agricultural properties.

Keywords: Linear Programming. Simplex Method. Agricultural production. Reforestation
Problem
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1 INTRODUCAO

O agronegécio tem se afirmado como um setor importante na economia do pais. Desde
os anos 90, sua produtividade vem crescendo rapidamente e as redugdes de custos de producao
vem sendo repassadas ao consumidor na forma de pregos mais acessiveis (ORMOND et al.,
2002). Na tentativa de proteger o nicho de mercado no qual pretende se localizar, cada grupo
procura diferenciar a sua produgao com um conjunto de conceitos proprios, que incluem desde
filosofia até a definicdo do tipo de insumo utilizado. Na realidade, quase sempre se trata de um
esforco de caracterizagao de processos de producdo e de produtos com o objetivo de aumentar
a parcela de mercado (ORMOND et al., 2002).

De acordo com Martini e Leite (1989), entre 69 a 89, a floresta brasileira evoluiu
consideravelmente. A medida que a area plantada expandiu-se, elevou-se o nivel técnico dos
profissionais e das empresas florestais. Essa evolugao técnica, aliada a escassez de recursos,
evidenciou a necessidade do planejamento e do controle, tornando imprescindivel a busca por
solucdes que otimizem o processo produtivo, para uma adequada gestdo dos recursos.

No contexto do estudo de problemas agricolas, o estado do Parana tem uma grande
concentragao de propriedades rurais, especificamente pequenas e médias, que se mostram
menos favorecidas no mercado em termos de gestao (RIBEIRO; FORTES, 2015). Muitas dessas
propriedades se deparam com a duvida de quais culturas devem produzir naquele ano agricola
e, dessa forma, buscam por solugdes que otimizem os processos produtivos, reduzam os custos
e evitem o desperdicio (RIBEIRO; FORTES, 2015).

A Programacao Matematica, por sua vez, consiste em uma das técnicas da Pesquisa
Operacional que envolve varios modelos mateméaticos de otimizagao. Com a utilizagao dos meios
de processamento automatico de dados, os chamados programas de Programacao Mateméatica
podem examinar inimeras configuragoes viaveis do problema proposto pelo tomador de decisao
e selecionar, sob certos critérios , as “melhores” solugdes (GOLDBARG; LUNA, 2005), e é
fortemente direcionada ao apoio da tomada de decisdo no gerenciamento de sistemas de
grande porte, especialmente, no tratamento de variaveis quantificadas. A técnica permite a
modelagem de inter-relagbes entre variaveis que dificilmente seriam visiveis de forma intuitiva. A
Programacéao Linear formula problemas matematicamente utilizando equagdes do tipo lineares.
Nesse contexto de otimizacao de processos, a Pesquisa Operacional pode ser definida como
uma ciéncia que aplica métodos cientificos a problemas envolvendo o controle de sistemas
agricolas, fornecendo solu¢des mais eficientes que maximizam lucros e produgdes, respeitando
as restricées do local em estudo.

Na situagao econOmica brasileira, a agricultura conta com recursos limitados, com a
competi¢cao no mercado externo e com a falta de politica agricola estavel. Isso torna necessario o
adequado planejamento das atividades na propriedade agricola, tendo como principio a obtencao
de solugdes 6timas para os processos produtivos de planejamento e escolha de culturas agricolas
(RIBEIRO; FORTES, 2015).

Diante desse contexto, o objetivo desse trabalho é estudar métodos de programacao
linear e aplica-los em propriedades agricolas e de reflorestamento para maximizar o lucro da
producao, respeitando as limitagdes do solo e do local em estudo, a fim de atender a demanda.
Dois estudos de caso sdo apresentados, o primeiro se trata de uma produgao agricola de
legumes em uma propriedade da regido de Urai, PR, e o segundo se trata de um problema de
reflorestamento do municipio de Cornélio Procépio, PR. O Método Simplex é aplicado para a
obtengao das solugdes dos problemas formulados como Problemas de Programacéo Linear (PPL)
(GOLDBARG; LUNA, 2005). A principal contribuicao deste trabalho é apresentar resultados de
forma simples e objetiva para que o produtor agricola possa, a partir das solucdes obtidas, tomar
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decisbes relativas a sua produgao com significativos impactos no seu lucro e preservando o meio
ambiente.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1  Objetivo Geral

Formular matematicamente problemas de producao agricola e de reflorestamento
como problemas de programacéo linear, com o objetivo de maximizar os lucros de producao,
considerando as restricdes do solo e do local em estudo.

1.1.2 Objetivos Especificos

Estudar modelos mateméaticos de Programagéo Linear.

Aplicar a teoria da otimizagdo em problemas reais relacionados a agricultura.

Oferecer auxilio na tomada de deciséo.

Proporcionar a maximizagao do lucro da producéo agricola.

e Proporcionar reducao do impacto ambiental, respeitando as limitacées da propriedade.

1.2 JUSTIFICATIVA

A utilizacdo de modelos matematicos de otimizagdo auxiliam na tomada de deciséo,
indicando ao produtor rural a quantidade a ser produzida de cada produto, constituindo-se num
valioso instrumento de capacitacdo para implantacao de novas tecnologias e descartes daquelas
ja ultrapassadas.

No caso do problema de reflorestamento, cerca de 7.3 milhdes de florestas sdo des-
truidas a cada ano. Florestas tropicais costumavam cobrir cerca de 15% da area terrestre do
planeta. Atualmente cobrem 6% a 7% (CLIMATEMPO, 2016). Dessa forma, os processos de
otimizacao podem ser aplicados a fim de aumentar a lucratividade do produtor, porém, reduzindo
o impacto ambiental representado por restricdes na modelagem matematica que devem respeitar
as caracteristicas e as limitagdes do solo e da propriedade agricola.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Para apresentacao do desenvolvimento deste trabalho, este estudo esta estruturado em
5 capitulos. O Capitulo 2, descreve a Revisao Bibliogréfica de trabalhos encontrados na literatura
que fazem uma abordagem de aplicacdes reais de problemas agricolas e de reflorestamento. O
Capitulo 3 aborda a importancia da Pesquisa Operacional para a tomada de decisées e uma
das suas principais ferramentas, a Programacao Linear. Além disso, sdo apresentados o Método
Simplex, bem como seu algoritmo e sua forma tabular. O Capitulo 4 apresenta o local em estudo
e os resultados obtidos pelo processo de otimiza¢do proposto neste trabalho. Por fim, o Capitulo
5 apresenta as conclusdes e as perspectivas de continuidade do trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo descreve estudos relevantes encontrados na literatura sobre a importancia
da Pesquisa Operacional para a tomada de decisdes que fazem uma abordagem de aplicacdes
reais de problemas agricolas, modelados por meio da Programacao Linear.

Na situacao econémica brasileira, a agricultura conta com recursos limitados, com-
peticdo no mercado externo e com a falta de politica agricola estavel. Isso torna necessario
0 adequado planejamento das atividades na propriedade agricola. Dessa forma, no trabalho
de Fey et al. (2000), o objetivo é otimizar um sistema agricola, visando a maximiza¢ao do seu
lucro, através da utilizagao da programagao linear. Para isso foi criado um modelo considerando
as restrigcbes de terras, rotagao de culturas, recursos financeiros e maquinarios agricolas. O
problema de programagédo foi resolvido com a utilizagdo do software LINDO, tendo-se como
resultado o0 aumento do lucro. Portanto, a utilizacdo da programacao linear € uma ferramenta
eficiente de planejamento da rotacao de culturas na propriedade.

Reis (1978) apresenta um método da Programacao Linear e sua aplicacdo no pla-
nejamento da empresa agricola, tendo em vista a demonstracao de sua importancia como
instrumento analitico no processo de tomada de decisdes. O autor concluiu que entre os varios
modelos gerados com o objetivo de oferecer respostas aos problemas de organizagao da produ-
¢ao, otimizacao de resultados e racionalizagao do uso dos fatores, os modelos de Programacao
Linear sdo considerados geralmente bem aceitos pela comunidade cientifica, por sua estrutura
tedrica sofisticada e pela capacidade de fornecer respostas exatas e diretas a questdes de maior
complexidade.

O trabalho de Luche e Morabito (2004) apresenta modelos de otimiza¢ao para apoiar
decisbes do Planejamento e Controle da Produgao na industria de graos eletrofundidos. Um
estudo de caso foi realizado com o objetivo de contribuir para aumentar a produtividade e
melhorar o nivel de servigo no atendimento dos prazos de entrega. Foram aplicados modelos
de programacéo linear inteira mista para auxiliar nas decisdes da programacao da producao e
analisar os resultados obtidos.

Em Balsan, Fabbrin e Ruppenthal (2016) foram analisadas as culturas que otimizariam
o lucro naquele ano agricola, em uma propriedade da regido noroeste do Rio Grande do Sul. Foi
realizado um levantamento da receita bruta por hectare plantado em 3 culturas (milho, paingo
e soja). A Programacéo Linear foi aplicada para verificar qual area deve ser destinada para o
plantio de cada cultura, maximizando o lucro. Com o resultado deste estudo, confirma-se que
a Programagéo Linear e o relatério de sensibilidade fornecem informagodes relevantes para o
gerenciamento de uma propriedade rural, apresentou as culturas que trazem mais lucro, dados
as restricdes existentes e a quantidade de hectares que é viavel plantar de cada cultura visando
maximizar o lucro.

As organizag6es rurais operam frequentemente com limitacdes de recursos, o que faz
com que os gestores se deparem com situagdes de decisbes estratégicas nas operagoes rurais.
No trabalho de Ribeiro e Fortes (2015) foi realizado um estudo de caso em uma propriedade rural
localizada na regiao noroeste do estado do Rio Grande do Sul, com objetivo de avaliar a margem
de contribuicdo do cultivo de trés culturas de inverno (trigo, aveia e azevém) nessa propriedade,
por meio da programagao linear. O resultado permitiu alterar a area cultivada de cada cultura,
eliminando o cultivo de azevém, e obter uma margem de contribuicido 39,53% maior do que a
margem de contribuicdo obtida historicamente.

Souza et al. (2008) modelou, através do uso da programacao linear, sistemas de pro-
ducao agricola capazes de otimizar os recursos de agricultores familiares das regidées Norte
e Noroeste Fluminense. O autor concluiu que sistemas de producao envolvendo o cultivo si-
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multadneo de maracuja e goiaba, principalmente, propiciando redug¢ao dos riscos, sem grave
comprometimento da renda gerada. Constatou-se, ainda, que os recursos do PRONAF (Pro-
grama Nacional de Fortalecimento da Agricultura Familiar) contribuiram para elevar o uso da
terra, aumentar o retorno das atividades e para a contratacao de trabalhadores adicionais.

Tendo como principio a obtengao de solugdes étimas para os processos agro-industriais
de planejamento e escolha de culturas agricolas, Oliszeski (2011) realizou a construcao de
modelos de otimizacdo que devem ser considerados para que haja a maximizagao de lucros
em propriedades agricolas, com melhor aproveitamento de terras, capital e mao-de-obra nos
sistemas de producéo propostos, bem como a maximizagdo do sucesso de se escolher por
determinadas culturas. Os modelos desenvolvidos mostraram ser capazes de planejar e orientar
o tomador de decisdo, no que dizem respeito ao tipo de sistema de producao a ser utilizado e,
também, sob qual cultura se deve investir.

O trabalho de Martini e Leite (1989) ressalta a importancia do planejamento florestal
na administracdo dos recursos produtivos, na fixacdo da méo-de-obra e na manutencdo de
custos competitivos na producdo de matéria prima. Demonstra sucintamente a necessidade das
estruturas de controle, custos e inventario florestal, e também a aplica¢cdo da programagao linear
no planejamento de longo prazo, considerando-se variaveis fisicas, financeiras e operacionais.
A utilizacao da programacao linear € recomendada em quase todas as atividades da empresa
onde existem inimeras alternativas e restricoes a serem consideradas na forma linear.

No trabalho de Santos (2012) é demonstrado o uso da Programagéao Linear como
ferramenta de auxilio na tomada de decisdes relacionadas ao planejamento estratégico de
abastecimento industrial, levando em consideracdo um complexo mix de consumo de espécies
florestais, sustentabilidade da produgcdo de madeira, atendimento aos padrbes de certificacdo
FSC (Forest Stewardship Council) e regulacao florestal ao longo de um horizonte de planejamento
de 20 anos. Os resultados mostram que a programagao linear tem, na sua aplicagao, um grande
potencial na resolucdo de problemas complexos que envolvem um grande nimero de variaveis
auxiliando na tomada de decisdes que buscam resultados otimizados ao longo do tempo.

Em Volpi, Carneiro e Sanquetta (2000) foi desenvolvido um modelo de programacao
linear e uma abordagem, através de simulacdes estocasticas, para analisar e quantificar a
variabilidade que ocorre nos valores da fungao objetivo, perante a natureza estocéastica dos
dados que alimentam o modelo. Para quantificar o impacto que informacgdes estocasticas
produzem na resposta de modelos de planejamento usando programagcao linear, foram feitas
simulagdes nas informacdes chaves, que foram consideradas variaveis aleatérias, propiciando
uma visao mais ampla dos possiveis valores que a receita liquida da empresa pode assumir.

Aplicando Programagao Matematica, o principal objetivo do trabalho de Silva et al. (2003)
foi avaliar, com a ajuda da Programacao Inteira, as consequéncias do uso da Programacéao
Linear com posterior arredondamento das respostas, com énfase na regulacao de florestas
equianeas. O autor concluiu que o arredondamento das respostas obtidas pelo modelo resolvido
por Programacéo Linear levou a uma solugao inviavel para o problema de regulagao proposto.

Portando, o uso da Programagao Linear é uma ferramenta indispensavel para aumentar
os lucros ou reduzir os custos de uma lavoura assim contribuir para o meio ambiente e para a
preservacgao do local.
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3 PESQUISA OPERACIONAL E PROBLEMA DE PROGRAMAGCAO LINEAR

A importancia dos sistemas de apoio para a tomada de decisdo vem crescendo significa-
tivamente com o principio das estacdes de trabalho, que oferecem grande capacidade de calculo,
de armazenamento e de recursos graficos, disponiveis anteriormente apenas em maquinas caras
e de grande porte. Além disso, a interpretagao de resultados obtidos e a consequente tomada de
decisao se mostram, ainda, mais relevantes que a manipulagao das ferramentas computacionais
(SILVA et al., 2003). Dessa forma, os modelos de Pesquisa Operacional séo estruturados de
forma I6gica e amparados no ferramental mateméatico de representacao, objetivando claramente
a determinacédo das melhores condicdes de funcionamento para os sistemas representados
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

A Pesquisa Operacional pode ser definida como uma ciéncia que possibilita, através
de métodos matematicos e estatisticos, resolver problemas de forma quantitativa e auxiliar
na tomada das melhores decisdes. O componente cientifico esta relacionado a modelagem
matematica de problemas de decisao, determinando os objetivos e as restricdes sob as quais se
deve operar (ARENALES et al., 2015). Dessa forma, a Pesquisa Operacional e seus métodos de
otimizag&o possuem grande utilidade na solugéo de problemas, em especial os que envolvem
processos produtivos, na tomada de decisdes e no gerenciamento de sistemas, selecionando as
melhores decisdes, dentre todas as possiveis (GOLDBARG; LUNA, 2005).

A origem da Pesquisa Operacional remonta a época da Segunda Guerra Mundial, os
militares necessitavam gerenciar seus recursos de forma eficiente até os campos de batalha.
Alimentos, muni¢do e medicamentos eram alguns dos itens demandados nos acampamentos e
que precisavam ser levados na quantidade correta gastando-se o minimo possivel para garantir
a continuidade das operacdes militares. Atualmente, é abrangentemente utilizada nos setores
produtivos em que se deseja minimizar os custos ou maximizar os lucros (ARENALES et al.,
2015).

As principais técnicas de Pesquisa Operacional sdo denominados de Programacao
Matematica e constituem uma das mais importantes variedades dos modelos quantitativos
que exibem uma grande utilidade na solugao de problemas de otimizagdo. Na Programacgao
Matemética, as técnicas de solugdo se agrupam em subareas como: Programacao Linear;
Programagéao Nao linear e Programacao Inteira. Mais detalhes podem ser vistos em Goldbarg e
Luna (2005) e Arenales et al. (2015).

Um dos modelos matematicos mais utilizado nos problemas de Pesquisa Operacional
€ a Programacao Linear (PL). Esse modelo é basico para a compreensao de todos 0s outros
modelos da Programacao Matematica. Uma vantagem desse modelo esta na extraordinaria
eficiéncia dos algoritmos de solucao hoje existentes, disponibilizando alta capacidade de célculo
e podendo ser facilmente implementado até mesmo através de planilhas e com o auxilio de
microcomputadores pessoais (GOLDBARG; LUNA, 2005). Seu campo de aplicabilidade é
bastante amplo, tornando-se uma das técnicas mais eficazes no planejamento da produgao,
que fornece uma condicao essencial para a lucratividade e para a reducao de custos dentro
das ferramentas gerenciais disponiveis. Utilizada na organizacao de transportes e estoques,
nos estudos de fluxos de caixa, investimentos e sistemas de informacoes, além dos classicos
problemas de produgéo e mistura de componentes (FERREIRA; BACHEGA, 2011).

Desta forma, observa-se que a programagao matematica, em particular a programagao
linear, pode ser aplicada na modelagem matematica de problemas agricolas, auxiliando na
tomada de decisao e alcangando resultados que mostram que os modelos sdo capazes de gerar
solucbes melhores do que as utilizadas pelos locais em estudo.
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3.1 FORMULAGAO MATEMATICA DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAGCAO LINEAR (PPL)

A abordagem de resolu¢ao de um problema por meio da Programagéao Linear envolve
definir os objetivos e os paradmetros. Primeiramente, é necessario definir os objetivos do problema,
Ou seja, 0 que se deseja maximizar ou minimizar. Em seguida, os recursos devem ser definidos
e o0 problema é formulado matematicamente como um Problema de Programacéao Linear (PPL).
Depois disso, determinar a quantidade de cada recurso disponivel para o processo de modelagem,
considerando que os recursos sao limitados. Por fim, a Formalizagdo do Modelo, verificar se o
modelo proposto representa o comportamento real da situacdo (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Na formulacao geral de um PPL, se existem n decisdes quantificaveis a serem tomadas,
entao, pode-se associar a cada decisao uma variavel do modelo denominada de varidvel de
decisdo. Desta forma, as variaveis de decisao sao representadas por x; com i = 1,2,....n
e, ao aplicar um método de solugéo o valor dessas variaveis sdo determinados. O objetivo
principal do problema é aquilo que se pretende maximizar (lucros, receitas, vendas) ou minimizar
(custos, perdas, recursos). Uma fungao numérica das variaveis de decisao, chamada de fungéo
objetivo, normalmente é estruturada para representa-lo. Deve-se, também, analisar quais sdo
as restricdo impostas ao problema. Tais restricdes devem ser expressas matematicamente por
meio de equacdes e/ou inequacdes lineares, chamadas de restricées do problema. Inerente
aos problemas de Programacdao Linear, a condi¢cdo de que todas as variaveis de decisdo devem
pertencer ao primeiro quadrante, ou seja, serem maiores ou iguais a zero: x; > 0, é chamada
de condicdo de ndo- negatividade. Além disso, para que um problema real possa ser modelado
como um PPL, este deve apresentar as seguintes caracteristicas (GOLDBARG; LUNA, 2005).

e Proporcionalidade: a quantidade de recursos consumido por uma dada atividade deve ser
proporcional ao nivel dessa atividade na solugdo do problema. Além disso, o custo de
cada atividade é proporcional ao nivel de operagao da atividade.

e Nao Negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade em qualquer nivel
ndo negativo e qualquer propor¢ao de um dado recurso deve sempre poder ser utilizado.

e Atividade: o custo total é a soma das parcelas associadas a cada atividade.

e Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o custo (ao consumo de recursos)
especifico das operacdes de cada atividade.

Assim, para a formulacdo matematica de um PPL, deve-se expressar a funcao objetivo
(FO), o conjunto de restricoes e as condigdes de ndo negatividade, conforme as Equagdes (3.1)
(3.3) (GOLDBARG; LUNA, 2005):

minimizar ou maximizar cixy + ceTo + Cc3x3 + ... + C, Ty, (3.1)
sujeito a

1121 + A% + a13%3 + ... + a1 Ty [sinal] by

9171 + A20Xo + A3T3 + ... + AopXy, [sinal] bs

a3121 + a32%9 + a33x3 + ... + Az, Ty [sinal] b3 (3.2)
Am1T1 + QmaTs + Qm3Ts + ... + G T, [sinal] b

T1, T2, T3y ey Ty = 0 (3.3)
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em que,
1, T, I3, ..., Ty, SA0 AS variaveis de decisio;

c1,Co,C3, ..., C, SA0 0S coeficientes (nUmeros reais) da funcao objetivo;

by, bs, ..., b,, s@0 as constantes (nUmeros reais) de cadaumadasn:=1,2,...,n;j=1,2,...,. m
restricdes;

a;; S&0 os coeficientes (numeros reais) das restrigoes;

o simbolo [sinal] indica que a restricdes pode ser uma equag¢ao ou uma inequagao.

A equagéo (3.1) representa a funcao objetivo (FO). As equagdes (3.2) representam o
conjunto das restricdes. A equacao (3.3) representa a condi¢cdo de ndo-negatividade: (x,, = 0).

Sendo todas as variaveis x,, e as constantes b,, maiores ou iguais a zero, um PPL
pode ser formulado de forma equivalente, chamado de forma padrio, aplicando-se as seguintes
operagOes elementares:

Operacdo 1: Mudanga no critério de otimizacao- transformagcao a maximizacao de uma
funcdo f(z) em minimizagdo ou vice-versa.

maximizar f(z) corresponde a minimizar (— f(z))
minimizar f(x) corresponde a maximizar (— f(z))

Operacédo 2: Transformacao de uma variavel livre, isto é, uma variavel que assume
valores reais (positivos, negativos, racionais) em uma variavel ndo negativa (maior ou igual a
zero). A variavel livre x,, é substituida por duas variaveis auxiliares x1,, € xs,, ambas maiores ou
iguais a zero, mas a subtragao das duas é igual a variavel original.
Tp = Tin — Ton
Operacao 3: Transformacao das inequagoes em equacgdes. Para 0 caso da transforma-
¢ao de restricbes de menor igual (<) em igualdade, somamos uma variavel chamada de variavel
de folga, capaz de completar a desigualdade, tornando-a igualdade. Desta forma, considere a
restricdo apresentada por:
1+ T+ ...+, <b
introduzindo a variavel de folga z,, 1, obtém-se:
1+ To+ ...+ T, + 21 =0
Para o caso da transformagdo de restricbes de maior ou igual (=) em igualdade,
subtraimos uma variavel de folga, tornando-se igualdade. Desta forma, considere a restricao
apresentada por:
T1+ T+ ... +x, =b
introduzindo a variavel de folga z,, 1, obtém-se:

1+ 29+ ...+, —Tpi1 =D>

Desta forma, um problema de maximizagdo com as restricées na forma de desigualdade,
do tipo menor ou igual (<), pode ser escrito na forma padrao, da seguinte maneira:
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Mazimizar cixy + caxs + ... + cpxp + 0201 + ... + 0240
sujeito a

a1 + 41272 + a1373 + ... + ATy + T = by

2171 + A22T2 + A23T3 + ... + ATy + Ty = by

Am1T1 + AmaZ2 + Gm3T3 + ... + QpnTn + Tppm = bm

1+ T+ . + Ty, Tty Tpt2y ooy T = 0

em que,
1 + 22 + ... + x, Sdo as variaveis de decisao;
Tp+1s Tnt2, -, Tnim SA0 @S variaveis de folga.

Da mesma forma, um problema de minimizagdo com as restricdes na forma de desi-
gualdade, do tipo maior ou igual (=), pode ser escrito na forma padrao, conforme segue:

Minimizar cixy + coxg + ... + Ty + 0xpaq + oo + 02
sujeito a

1171 + @12%2 + A13%3 + ... + ATy — Ty = by

2171 + A22%2 + A23T3 + ... + Ao Ty — Tpyo = by

Am1T1 + QmaXe + @p3Ts + ... + ATy — Tpt+m = bm

T1+ 2o+ oo+ T, a1, Tpt2y ooy T = 0

em que,
T+ x2 + ... + x,, sS40 as variaveis de decisio;
Tntls Tt - Tnim SA0 @S variaveis de folga.

Assim, conforme for modelado o problema, pode-se aplicar as operacdes elementares
para reescrever o problema na forma padrao e aplicar os métodos de resolugao.
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3.2 O METODO SIMPLEX

O Método Simplex foi o primeiro método efetivo criado por George Dantzig em 1947,
que desenvolveu e formalizou a técnica popular para dar solugdes numéricas de problemas
da programagao linear. Seu algoritmo é baseado na Algebra Linear para determinar por um
método iterativo, uma sequéncia de passos repetidamente, até encontrar solugcao 6tima de
um PPL. O algoritmo parte de uma solugéo viavel do sistema de equagdes que constituem as
restricbes do PPL, solucao essa normalmente extrema (vértice) (GOLDBARG; LUNA, 2005).
A partir dessa solucéo inicial, o algoritmo identifica novas solucbes viaveis de valor igual ou
melhor que a corrente, pesquisando apenas um subconjunto dos K vértices de uma regiao
viavel S (GOLDBARG; LUNA, 2005). Computacionalmente sua implementagao é extremamente
eficiente, basica e simples em qualquer linguagem de programagao o que torna o método capaz
de resolver problemas de otimizagao linear em tempo aceitavel e as solugdes sdo confiaveis.

A seguir, alguns teoremas sao enunciados para fundamentar o Método Simplex.

3.2.1 Elementos para a constru¢do do Método Simplex

Teorema 3.2.1 O conjunto C das solugées viaveis de um modelo de Programacgéo Linear é um
conjunto convexo.

A demonstracdo do Teorema (3.2.1) é feita de acordo com (GOLDBARG; LUNA, 2005).
Demonstracao: Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Az =b
x>0

Se C é um conjunto convexo, para qualquer conjunto composto por dois pontos distintos
T1 € X9, pertencentes a C, a combinacgao linear convexa desses pontos também pertence a C, o
que equivale a dizer que:

r=azr;+ (1 —a)ry €C
{%1,1‘2}60?{ O<Oz<1
Sejam duas solugdes viaveis de C, 1, x9, tais que =, # x2, entdo:

A$1:b Aﬂfzzb
120 2920

e seja:

r=oar;+ (1 —a)r,
0<agl

entao:
Az = Alazy + (1 — a)zg] =
= aAr, + (1 — o)Az, =
=ab+(1—a)h=0>

e x = 0, uma vez que:
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r120,20>20e0<

N
—

Teorema 3.2.2 Toda solugdo bdsica vidvel do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto
de solugbes viaveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

A demonstragao do teorema (3.2.2) é realizada de acordo com Goldbarg e Luna (2005)

Demonstracao:
Seja C o conjunto formado pelos pontos z tais que:

Axr =10
=0

Seja, ainda, uma solugao viavel qualquer x, de dimensao n, na qual, sem perda de
generalidade, as variaveis basicas sdo as m primeiras:

X1

T = com todos os componentes x; > 0.

0

Suponha, por absurdo, que x seja um ponto extremo do conjunto convexo C', definido
anteriormente. Entdo x pode ser obtido por uma combinagdo convexa de outros dois pontos
distintos desse mesmo conjunto. Chamando de y e z esses dois pontos, tém-se:

r=ay+(l—a)z
0<a<l

Como y e z pertencem ao conjunto C', as seguintes relagdes de pertinéncia sédo validas:

Arelagdo x = ay + (1 — a)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos
trés vetores, fornece as seguintes relagoes:

rr=ay + (1 —a)n
To = ays + (1 —a)z

T = QY + (1 — )z
0= aym + (1 — @)zm

0=oay,+ (1 —a)z,
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Devido as relagdes 0 < a < 1,y > 0 e z > 0 as Gltimas (n — m) relagdes do conjunto
acima descrito sé podem ser satisfeitas em um dos seguintes casos:

1.0<a<leynti=2mpi=0,parat=1,....n—m.
Neste caso tem x = y = z, pois tanto y quanto z sdo solu¢des basicas do sistema em
analise, calculados com as mesmas variaveis basicas.

2. a=0ezy; =0,parai=1,....n —m.
Por raciocinio analogo ao caso anterior, deduz que x = z. Além disso, como o = 0, segue
quexr =y = 2.

3. a=1leyyy; =0,paratodots =1,....n —m.
Por razdes anélogas, conclui-se que = = y = z.

Desta forma, demonstra-se que nao existem solugdes viaveis y e z, distintas da solugéo
basica = que satisfagam a relagéo = = ay + (1 — «)z. Por contradigdo com a hipétese inicial,
demonstra-se, entdo, que x é um ponto extremo do conjunto convexo C'.

|

Lema 3.2.3 Sgja f : @ C R* — R uma fungdo definida por f(z1,xs,...,x,) = a1y +
asxs + ... + apw, + b, a5, b € R. Se dentre os valores que f assumir num segmento AB do
R™, o valor maximo (minimo) for assumido num ponto P interior deste segmento, entdo f sera
constante em AB.

Teorema 3.2.4 (Teorema Fundamental da Programacgéo Linear:) Seja f : {2 C R® — R uma
fungdo definida na regido poliedral convexa V do R™ por f(z1,xa,...,2,) = a121 + asxs +
...+ apz, +b,a;5,b € R. Suponha que f assuma valor maximo (minimo) nesta regido. Ent&o,
se V possui vértice(s), este valor maximo (minimo) sera assumido num vértice.

A demonstracao do teorema (3.2.4) é realizado de acordo com (CAMARGO, 2014).

Demonstracao:

Seja V C R2. Assuma que n = 2. Suponha que o valor maximo (minimo) de f seja
assumido em um ponto P de V, considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis de
R? pode-se ter:

1. P é um vértice. (Neste caso o teorema ja esta provado)

2. P estd numa aresta. Do lema (3.2.3), f assumir este valor maximo (minimo) em toda
a aresta. Como a regido V possui vértice(s) esta aresta contera um vértice v obrigatoriamente,

portanto f(P) = f(A).
3. P esta no interior de V. Neste Caso, f sera constante em toda regiao V.

De fato, seja A um outro ponto de interior de V. Como V ¢é poliedral convexa, o
segmento AP esté contido em V. Além disso, como P ¢ interior podemos considerar AA’ que
contém, P deste ainda contido em V' . Do lema (3.3.3) segue que f é constante em AA’ e

portanto, f(P) = f(A).
|

De forma geral, o Método Simplex é descrito matematicamente a seguir.
Considere o problema primal de otimizagao linear escrito na forma padrao conforme
segue (GOLDBARG; LUNA, 2005):
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min f(z) = 'z
s.a:Arx =b
z =0

em que onde A € R™*" e, sem perda de generalidade, assuma que posto (A4) = m.
A solucéo geral do sistema em Az = b pode ser descrita considerando uma particdo
nas colunas de A:

A= (B,N)

tal que B € R™*", formada por m colunas da matriz A, seja ndo singular. A particao equivalente
é feita no vetor das variaveis:

r=(xp,TN),

em que xp é chamado vetor de variaveis basicas e x  vetor de variaveis nao basicas. Assim,
Ar=b< Brp+ Noey=b &

rp = Bilb — BilNIN.

Dada uma escolha qualquer para zy, tem-se x bem determinado, de modo que o
sistema esta verificado.

Definicdo 3.2.5 A solugdo particular x obtida por #% = B~1'b, 2%, = 0 é chamada solugéo
bésica. Se 2% = B~'b > 0, entdo a solugdo basica é primal factivel.

Considere também a particao nos coeficientes do gradiente da funcao objetivo c:

e’ = (cp,en)t.

Defini¢ado 3.2.6 O vetory € R™, dado por
yT = Cg B!
€ definido como vetor das variaveis duais ou vetor multiplicador simplex. Se
¢ —yla; >0,

paraj = 1,...,n entdo y é uma solugdo basica dual factivel, e diz-se que a particdo é dual
factivel, onde a; representa a coluna j da matriz de restrigbes A.

Definicao 3.2.7 Denomina-se estratégia simplex a seguinte perturbacdo da solugdo basica:
escolhak € N, onde N é o conjunto de indices de varidveis ndo basicas, tal que c;, — y* ai, < 0;
facax, =€ >0,2; =0,Vj € N — k.

A estratégia simplex produz uma nova solugao dada por

rp = iUOB + GdB
IN — €€
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e o valor da funcao objetivo dado por:

fl@) = f(a°) + (cx =y ar)e

ondedp = —Blapee, = (0,...,1,...,0)T € R™ ™ com 1 na k-ésima componente.

A diregdo d € R™, dada por d = (dp,dy)" = (dp,e;)T, define uma perturbagéo da
solucdo basica e é chamada direcdo simplex. Se a solucao basica for ndo-degenerada, isto é,
z% > 0, entdo d é uma diregao factivel. Note ainda que o produto escalar entre d e o gradiente
da funcdo objetivo é ¢’'d = ¢, — yTa;, < 0. Portanto d é uma direcdo de descida.

Da estratégia simplex, pode-se determinar o maior valor de ¢, impondo zg > 0:

0

x .

€ =min<{ — Be\dge <0,i=1,....,m
dp,

onde SCOBe é a e — sima componente de 2%, que sai da base.
Em suma, o Método Simplex basicamente vai experimentar uma sequéncia de solugoes
simples e basicas viaveis, na busca do valor étimo para a fungao objetivo.

3.2.2 O Algoritmo Primal Simplex

O algoritmo do Método Primal Simplex é descrito a seguir considerando um problema
de minimizac&o escrito na forma padrao. E chamada de Fase / o procedimento para determinar
uma solugdo inicial e, Fase Il o Método Simplex.

Fase |
Encontre uma particao basica primal-factivel: A = (B N).
Faca PARE = FALSO, IT=0
(Sera FALSO até que a condicao de otimalidade seja verificada. IT indica o nimero da iteragao.)
Fase Il
Enquanto NAO PARE faga:
e Determine a solugao basica primal factivel:
rB = B~'b.
e Teste de otimalidade:

Determine a solugéo basica dual: y* = c5 B!,

Encontre z;, com custo relativo: ¢;, — y”a; < 0.

Sec, —yra, >0, V k=1,...,n— m,entdo a solucdo na iteracdo IT é 6tima.

PARE=VERDADE.
Senéo:
e Determine a diregdo simplex: dp = —B~'a;, de mudancga nos valores das varidveis basicas
b |dp, < 0,i= 1,...,m}.
Se dg > 0, o problema ndo tem solugéo 6tima finita.
PARE=VERDADE.
Senao:
e Atualize a parti¢ao basica: ap, <+ ay, [T < IT + 1.
Fim enquanto.

0
Z‘Be

e Determine o passo: €’ = min {—
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3.3 SITUAGOES REFERENTES AS SOLUGCOES DE UM PPL

O Método Simplex é capaz de indicar em sua execucdo, caso exista solucdo, se o
problema tem solucdo Unica, solugao ilimitada, se possui infinitas solugdes ou se nao possui
nenhuma solu¢do. Os casos especiais séo descritos a seguir.

3.3.1 Unica Solugao Otima

Quando um PPL envolve duas variaveis de decisao (r;, x3), pode-se encontrar a
solucéo 6tima graficamente, considerando o espaco vetorial R?. Para exemplificar, considere o
seguinte Problema de Programacao Linear (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizarz = 3z1 + 5x-

Sujeito a:

Representa-se, geralmente, a variavel x; no eixo das abscissas e a variavel xo no
eixo das ordenadas. O conjunto de restricbes representado pelas inequacoes (3.4) a (3.6),
constituem-se de retas lineares escritas na forma de inequacdes no plano cartesiano, conforme
ilustra a Figura 1. As inequacdes sao escritas na forma menor ou igual (x; < b,,), com isso, 0
conjunto de pontos viaveis para o problema, sdo os pontos comuns que constituem a regiao
abaixo dessas retas, denominada regido factivel.

Qualquer ponto que pertenca a regiao factivel é solugao para o problema. No entanto,
nao é possivel verificar os infinitos pontos que pertencem a essa regidao. De acordo com o
Teorema 3.2.4, uma maneira de encontrar a solugdo para o problema é avaliar os valores
assumidos nos vértices da regiao factivel e verificar qual deles otimiza a fungédo objetivo. A
Tabela 1 mostra o valor assumido da funcao objetivo z em cada um dos pontos selecionados.

Dentre os pontos examinados, a solucdo que leva ao maior valor de z é o vértice
C' = (2,6), que corresponde a solugdo 6tima do PPL, representado no plano cartesiano.

Tabela 1 — Vértices que pertencem a regiao factivel

Pontos Examinados Coordenadas Valor da Fungao
(1, x2) z = 3x1 + dxo

(0,0) 0

(4,0) 12
(4,3) 27
(2,6) 36
(0,6)
(2,3)

30
21

mooOwW>X»O
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Figura 1 — Exemplos de solugc6es para o conjunto de restricoes

>

B
X

N

1

¢xz=s

N

U

\j

3X; + 2X, =18

' :

0

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005, p.98)

3.3.2 Multiplas Solugdes Otimas

Graficamente, um caso de multiplas solu¢des 6timas em um modelo de Programacéao
Linear acontece quando a dire¢ao da funcao objetivo vai obrigatoriamente alcangar mais de um
ponto extremo da envoltéria convexa do modelo.

Para ilustrar essa situacao, considere o seguinte Problema de Programacao Linear
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizar z = 3x; + 2x9

Sujeito a:
X1 S 4
To S 6
31’1 + 21’2 S 18
1 20,29 20
Todas as restricoes podem ser dispostas em um grafico, conforme ilustra a Figura 2.
Deve-se procurar o ponto que otimiza a fungao objetivo, pertencente a regiao factivel. Note que,
a fungao objetivo é paralela a terceira restricao do problema. Neste caso, qualquer ponto que se

encontre sobre a reta: 3x1 4+ 225 < 18, em regido viavel, também sera valor 6timo. Em outras
palavras, o numero de solugdes 6timas ¢é infinito.

No Método Simplex, essa situagao ocorre quando é possivel gerar uma outra base com
0 mesmo valor da fung&o objetivo.
3.3.3 Problema llimitado

Para ilustrar o caso de um modelo de Programagéao Linear cuja solugao é ilimitada,
considere o seguinte Problema de Programacao Linear (GOLDBARG; LUNA, 2005).
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Figura 2 — PPL com multiplas solugoes 6timas

A X2

) O sentido da fungéo z
coincide com o sentido de

B uma das restricoes exiremas

0 4 X,

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005, p.100)

Maximizar z = 3x; + 229

Sujeito a:
ry — 2:13'2 S 2
3$1 + 5LL’2 Z 15

120,29 >0

A Figura 3 ilustra a regido de solugdes para o problema. Note que, essa regido nao
possui nenhuma fronteira, isto €, o valor da funcao objetivo pode ser melhorado infinitamente e
nao ha uma restricdo que limite o valor da fungao objetivo. Neste caso, o problema sera ilimitado.

Figura 3 — PPL com solucao ilimitada

X, A

Direcéo de crescimento
de z ndo blogueada

3x1 +5xg9 215

>
-

X

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005, p.101)
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No Método Simplex essa situagao é caracterizada pela falta de opg¢des para a variavel
que deve sair da base, com todos os elementos nao positivos e o custo reduzido é negativo.

3.3.4 Problema Sem Solucao Otima

Essa situagao acontece quando o conjunto de solu¢des para o PPL é vazio. Neste caso,
ndo existe nenhum ponto que satisfaca simultaneamente as restricdes do problema.
Seja o seguinte Problema de Programacao Linear a seguir (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizar 3z + bxs
Sujeito a:
ry — 2.772 Z 2
2x9 < 1

21 20,20 >0

Na Figura 4 pode-se observar que, nao ha nenhum ponto que atenda todas as restrigdes,
ou seja, o PPL torna-se inviavel, pois a regido de solu¢des & vazia.

Figura 4 — PPL sem solucao 6tima

X
Z A

Xy =2 >2

2, <1

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005, p.101)

Logo, o problema nao admite solugéo 6tima.

3.4 METODO SIMPLEX NA FORMA TABULAR (TABLEAUX SIMPLEX)

Um recurso alternativo que visa facilitar a execucao do Algoritmo Simplex é o método
na forma tabular (Tableaux Simplex). Assim, considere um Problema de Programacgao Linear
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descrito na forma padrdo, como a seguir (GOLDBARG; LUNA, 2005):

min 2z =171 + cxs + ... + csxs + 02511 + 0z540 + ... + Oz,
sujeito a:

1171 + a1y + ... + 155 + 1 +0+0+ ... +0 =0y

9121 + Aooxg + ... + G955 + 0+ X510+ 0+ ... +0 = by

Am1T1 + QmaXo + ... + @pes F0+04+0+ ... + 2, = by,
T1,T9, s Ty = 0

Organiza-se um quadro inicial para os calculos, conforme a Tabela 2:
Quadro Inicial:

Tabela 2 — Quadro Inicial do Simplex no Formato Tabular

L1 eevreeeeennnnn Tk veeeereennanens T Lgq] weeeeeeeeeeeens Lo weeeeenenanann Ty
z Cl ciiviiiinnnnnns Cll wevrennnnnnnnnn Cq Cst1 coveanrnnnnanns Codp vrearrannnnnns Cp,

T, ) I 0

Lst1 b1 Q] vevvernnnnnnnns Q1f cvnvnnnnnnnnnes Qg 0 0 0
bs
Tsir b, Q] veeeerenernans Qe wenenrrnneneens Qs O 1o 0 Ask

T, b iyl eeeennnreeeenns e weeeeerennnnnns Qs () O R 1

Termo Matriz de Restrigdes Variaveis de Folga
Ind. (mxm—mn) (m x m)

Em que,

e A primeira coluna contém informacdes sobre a base atual, ou seja, a funcao objetivo z e as
variaveis r...7g....Trs sao solugdes basicas. As colunas intermediarias contém informagdes
sobre as variaveis i ...xx....Ts, € a Ultima coluna contém na primeira linha o valor atual da funcéo
objetivo.

e A primeira linha refere-se a fungéo objetivo z, e as demais linhas referem-se as restricdes do
problema.

A configuragdo matematica associada é dada na Tabela 3.

Tabela 3 — Identificagdo das Matrizes e Variaveis no Formato Simplex Tabular

Indice das Variaveis
Valor da F.O. Valor de z; — ¢;
Indice Area
das _
Lo rpB JZN:BilR B! de
Variaveis ,
. Calculos
Basicas

Variaveis Nao Basicas Variaveis Basicas

Quadro Geral:
Que ao longo das iteragdes do algoritmo corresponde a forma canénica, conforme o
quadro geral dado na Tabela 4.



39

Tabela 4 — Quadro Geral do Simplex

L1 eeeeeeereennns 17 P T L] eeeeneeennnens Logig eeernrenenenes Ty
z 21 — Cl...Zf — CkeoiZs — Cs  Zsi1 — Csilee-Zotr — Cotpen-2 Cn
IB1 b1 Y11 weerenennnnnnns Y1k everrnnnnnnens Yis
: : : : b,
= -1 —
Tpr | b Ypl eeeerneeeennes Ypke weeeereneeennes Yrs B
Ysk
TBm | Om | Yl ceevereeeenens Uitk weeereeeesrenes Yms

Com o auxilio do quadro anterior, uma sequéncia de passos é executado para que
a solugao 6tima seja encontrada. Estes passos convergem para a solu¢ao do sistema de
inequacdes lineares sujeitas a uma fungao objetivo.
Passo 1: Organizar o quadro inicial como indicado, partindo de um PPL escrito na forma padrao
Passo 2: Realizar o teste de parada

e Setodosos z; — ¢; < 0(j € J), entdo a solugédo 6tima foi alcangada;

e Caso contrario, escolha o maior z; —¢; > 0 (j € J), isto é, 2, — ¢, escolhendo o vetor
associado x; para entrar na base.

Passo 3: Definir a variavel que saira da base:

e Sey;, < Oparatodoi=1,...,m, entdo a variavel x; podera ser diminuida indefinidamente
e o valor de z tendera ao infinito negativo. Neste caso, a solu¢édo sera ilimitada.

e Sey;r = Oparatodoi=1,..,m, entdo faca:

Calcule r, onde r é a variavel basica relacionada ao minimo entre os coeficientes —. O

Yik
elemento v, € denominado pivo.

Passo 4: Substituir a r-ésima variavel, correspondente a r-ésima equagao pela variavel z, que
passard a integrar a nova base, e recalcular as matrizes B~!, Y e os vetores Zj — Cj, TR € Zp.
Retornar ao passo 2.

Exemplo Numérico

Nesta segado, um exemplo numérico de um PPL sera resolvido utilizando o Método
Simplex na forma tabular.

Seja o problema a seguir, que consiste na maximizagao do lucro na producao de 4
produtos, sujeito a um conjunto de 3 restricdes (GOLDBARG e LUNA 2005).

Maximizar z = 4x1 + bxo + 923 + 11y
sujeito a

T+ 2o+ 23+ 14 <15

Tx1 4+ dxo + 33 + 224 < 120

3r1 + bxy + 1023 + 1524 < 100
120,20 20,23 20,24 > 0.
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Reescrevendo o sistema na forma padrao, tém-se:

Minimizar z = —4x1 — 529 — 923 — 1124 4+ 025 4+ 026 + Ox7
sujeito a

1+ 29 + 23+ 24 + 25 + 026 + Ox7 = 15

Tx1 + dx9 + 323 + 224 + Ox5 + 26 + 07 = 120

3z, + by + 1023 + 1524 + Ox5 + Oz + 27 = 100

1 20,20>20,23 20,24 20,25 20,26 = 0,27 > 0.

Com, x5, x¢ € x7 variaveis de folga.

X1 X9y Xz X4 Ty Xg X7 Cle

Base | 4 5 9 -11 0 0 O 0
5 1 1 1 1 1 0O O 15
Tg 7 5 3 2 0o 1 0 120
T7 3 5 10 15 0 o0 1 100

Variavel que entra na base: =, (maior valor negativo em médulo: 11)
Variavel que sai da base: x; (pois 100/15 é menor que 15/1 e 120/2)
Pivé = 15.
A variavel que entra na base ocupa a mesma posi¢ao da variavel que sai da base.
Deve-se escalonar a coluna x4 dividindo toda a linha do pivd por ele mesmo, ou seja,
dividindo a linha correspondente a x; por 15. Obtém-se:

ri1 Ty X3 Ty Ty Tg X7 cte
Base| 4 5 9 -11 0 O 0 0
T 1 1 1 1 1 0 0 15
Tg 7 5 3 2 o 1 0 120
Tr 1/5 13 2/3 1 0 0 1715 20/3

Efetua-se as operacdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os outros
elementos da coluna do pivG. Entende-se por operagdes elementares multiplicar as linhas do
pivd pelo numero que se pretende zerar com sinal oposto e somar com a linha que contém esse
numero a ser transformado em zero. Por exemplo: a linha do pivd é a linha correspondente a
variavel z7. O pivo agora € o numero 1 (linha 7 com coluna z4). Portanto, deve-se zerar todos
os elementos da coluna x4. Comegando pelo nUmero 2, na linha imediatamente acima da linha
do pivd (correspondente é variavel zg). Entdo, multiplica-se a linha do pivd por -2 e soma-se com
a linha correspondente a variavel x¢. E assim sucessivamente com os demais elementos da
coluna x4. O resultado do pivoteamento é:

Esta solugao ainda ndo € a 6tima, pois tém-se elementos negativos na linha da base.
Repeti-se o procedimento:
Variavel que entra na base: x; (maior valor negativo em médulo)
Variavel que sai da base: x5
Pivé = 0,8.
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X X9 T3 X4 Ty g X7 cte
Base | -1,8 43 -53 0 0 0 11/15 220/3
Ts 08 23 13 0 1 0 -115 25/3
Tg 335 133 53 0 0 1 -2/15 320/3
Ty 1/5 1/3  2/3 1 0 0 715 20/3

Deve-se escalonar a coluna x; dividindo toda a linha do pivé por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a variavel x5 por 0,8. Obtém-se:

T T9 T3 T4 Tz g Ty cte
Base | -1,8 -4/3 -5/3 0 0 0 11/15 220/3
Ts 1 56 512 0 54 0 -1/12 125/12
T 33/5 13/3 583 0 0 1 -2/15 320/3
Ty 1/5 1/3 2/3 1 0 0 7/15 20/3

Agora, efetua-se as operacdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os

outros elementos da coluna do pivé.

T1 X9 X3 X4 T Tg Xy cte
Base | 0 1/6 -11/12 0 0 0 11/15 1105/12
T 1 5/6 5/12 0 5/4 0 -112 12512
T 0 -7/6 -13/12 0 -33/4 1 5/12  455/12
Ty 0 1/6 7/12 1 -1/4 0 1/12 55/12

Esta solugéo ainda néo é a étima, pois tém-se um elemento negativo na linha da base.

Repetimos o procedimento:
Variavel que entra na base: z;
Variavel que sai da base: x,

Pivo = 7/12.
Deve-se escalonar a coluna x5 dividindo toda a linha do pivo por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a x4 por 7/12. Obtém-se:

T1 X9 T3 X4 T Tg X cte
Base | 0 1/6 -11/12 0 0 0 11/15 1105/12
T 1 5/6 5/12 0 5/4 0 -112 12512
T 0 -7/6 -13/12 0 -33/4 1 5/12  455/12
T4 0 2/7 1 12/7 -3/7 0 1/7 55/7

Agora, efetua-se as operacdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os

outros elementos da coluna do pivé.
Como nao existem elementos negativos na base, conclui-se que a solucao é étimae o

lucro maximo é 695/7.
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€r1 Xy T3 X4 Ts Tg X7 cte
Base | 0 3/7 0 11/7 13/7 0 5/7 695/7
T 1 57 0 -5/7 10/7 0 -1/7 50/7
Tg o -6/7 0 13/7 -61/7 1 4/7 325/7
T3 o 2/7 1 12/7 -3/7 0 1/7 55/7

3.5 ANALISE DE SENSIBILIDADE

A andlise de sensibilidade é basicamente uma técnica utilizada para avaliar os impactos
gue o programa sofre quando existem modificagdes nas condigdes de modelagem (GOLDBARG;
LUNA, 2005). Basicamente € o estudo de um modelo de programagdo matematica submetido a
mudangas em suas condi¢des iniciais. As mudancgas poderao abranger as que sdo descritas nas
subsecdes a seguir.

3.5.1 Mudancas no Vetor de Custos
Basicas e as ndo basicas sao dois tipos de variaveis que poderao incidir nas mudancgas
no vetor de custos.

e Mudanca de custos de variaveis nao basicas

A férmula basica para o calculo dos custos reduzidos é:
2: —c; =cgBla; — ¢;
J j — B J J

Observe que para uma variavel ndo basica o termo cBBflaj nao se altera, o que
significa que as alteragdes nos custos reduzidos se propagam diretamente com a variagao do
termo c;. Seja a possivel variagdo dos custos igual a 0. Para que a variavel de indice j € J seja
candidata a entrar na base é necessario que z; — (¢; + ) > 0ou d < z; — ¢;.

e Mudanca de custos de variaveis basicas

Se os valores dos custos das variaveis basicas sofrerem alteragdes no sentido de se
tornarem ainda mais desejaveis, elas jamais deixardo a base; contudo, ndo se sabe o que
aconteceria no caso do inverso. O que deseja-se nesse caso é saber qual o intervalo de variagcao
admissivel no vetor custo para que certa variavel permanecesse na base sem alterar a base
calculada (GOLDBARG; LUNA, 2005).

3.5.2 Mudancga no Vetor de Demandas ou Termo Independente
O impacto da mudanga no vetor b é calculado através da seguinte férmula:

B7' (b+ Ab)

em que Ab indica a variagdo no vetor b.
Para o caso de exigirmos a viabilidade primal entao:

B7'(b+ Ab) >0
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3.5.3 Mudanca nas Restricbes

e O primeiro caso diz respeito ao acréscimo de uma nova restricdo ao problema. Sempre
que isso ocorre em um programa matematico, acontece uma redugao no espago das
solugdes viaveis, o que , ou aumenta/reduz (minimizagao/maximizac¢ado) o valor da fungéao
objetivo, ou ndo altera a solugado encontrada. Em nenhuma hipétese o acréscimo de uma
restricdo "melhora"o valor numérico da fungao objetivo. Como um procedimento geral para
esse caso, pode-se sugerir que se verifique se o acréscimo da restricao altera a solugéo ou
ndo. No caso da alteragao se configurar, deve-se prosseguir na solugéo do "novo"problema
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

e O segundo caso corresponde a eliminacdo de uma restricdo. Encontra-se alguns subcasos,
a saber (GOLDBARG; LUNA, 2005):

» A restrigdo eliminada é de desigualdade. Se a variavel basica relacionada com essa
restricao for a variavel de folga a ela associada, entao a restricdo € inativa e sua eliminagao
ndo causara qualquer modificagao para a solucao étima. Caso a variavel basica seja real,
nada pode-se afirmar e deve-se retornar o processo de solugdo como um problema novo.

» A restricdo eliminada é de igualdade. Nesse caso, deve-se recomecar a solugéao a partir
da eliminagéo da restricao.

e O terceiro caso corresponde a alteragdo de coeficientes em uma restri¢cdo ja existente.
Nessa hipdtese ndo sera mais necessaria a introdu¢@o da variavel de folga para completar
a base. A partir dai recai no caso de acréscimo de uma nova restrigao.

O capitulo seguinte apresenta os estudos de caso que utilizam os métodos estudados
no Capitulo 3, como aplica¢oes reais dos estudos aqui descritos.
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4 ESTUDO DE CASO

Conforme ja mencionado, os setores agroindustriais tem buscado o aprimoramento
e o conhecimento tecnolégico de suas areas de atuacdo, o que motiva o desenvolvimento
de processos de otimizacdo de processos produtivos, como produzir alimentos evitando-se o
desperdicio de matéria-prima e insumos (OLISZESKI, 2011). Neste capitulo, sédo apresentados 2
estudos de caso para aplicagdo dos conceitos estudados: o primeiro estudo aborda um problema
de producao agricola de legumes e, o0 segundo, um problema de reflorestamento, ambos com o
objetivo de maximizagéo de lucros.

4.1 PROBLEMA DE PRODUGAO AGRICOLA

A agricultura organica tem adaptado antigas praticas as mais atuais tecnologias de
producao com o objetivo de aumentar a produtividade, cultivando produtos mais saudaveis e
reduzindo impactos ambientais (ORMOND et al., 2002). Neste contexto, o objetivo deste estudo
de caso é formular um problema de produgao agricola como um Problema de Programagéao
Linear e aplicar métodos de otimizagdo que maximizem o lucro da produgao, respeitando as
limitagdes do solo e do local em estudo. Este estudo foi realizado em um sitio na regiao rural
do municipio de Urai, PR, com uma area total de 24,2 hectares, onde se produz alimentos
orgéanicos a fim de serem comercializados em mercados e feiras. As Figuras 5 e 6 ilustram,
respectivamente, a visdo aérea da propriedade em estudo e a area de cultivo.

Figura 5 — Visao Aérea da Propriedade em Estudo

Propriedade 2

Escreva uma descrigéo para seu mapa.

Fonte: Autor

A Tabela 5 exibe a produtividade em kg por m? dos principais produtos do local e o
lucro por kg de producéo, representado em reais.

Por falta de um local de armazenamento préprio, a produgdo maxima esta limitada a 35
toneladas. A area cultivavel do sitio é de 66.550 m?. Para atender as demandas de seu proprio
sitio, & imperativo que se plante 500 m? de tomate BRS, 500 m? de tomate sweet have, 650 m>
de abobrinha italiana PX e 160 m? de abobrinha barbara.
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Figura 6 — Area de Cultivo

Fonte: Autor

Tabela 5 — Produtividade do Local em Estudo

Cultura Produtividade (kg / m?) | Lucro por kg de Producéo
Tomate BRS 0,10 0,02 reais
Tomate sweet have 0,10 0,013 reais
Abobrinha italiana PX 0,07 0,0145 reais
Abobrinha menina barbara 0,02 0,0145 reais

Com base no modelo de Goldbarg e Luna (2005), o problema em estudo foi modelado
como um Problema de Programagéo Linear, de acordo com as equagdes a seguir, em que (4.1)
representa a fungdo objetivo (maximizar os lucros), multiplicando-se os valores da Tabela 5 da
coluna 2 e 3, as restricdes do problema sao representadas por (4.2) a (4.4) e (4.5) as condicdes
de ndo-negatividade. As variaveis de decis&o representam a area em m? a ser plantada da
cultura: x1 = tomate BRS; x5 = tomate sweet have; x5 = abobrinha italiana PX e x4 = abobrinha

menina barbara.

max 0,002z, + 0,0013z5 + 0,001015z3 + 0, 0002924

sujeito a:

Restricdes associadas & demanda do sitio m?:

z1 > 500, x5 > 500, 3 > 650, x4 > 160

Restricdo de area total (area cultivavel):

1+ X9+ T3+ X4 S 66550

Restricdo associada ao armazenamento (kg):

0,1z, + 0, lzs + 0,07z + 0,022, < 35000

X1,T2,T3, T4 Z 0

(4.1)
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De acordo com Goldbarg e Luna (2005), este tipo de Problema de Programacéo Linear
pode ser resolvido eficientemente aplicando-se o Método Simplex para a obtencao da solugéo
6tima, ou seja, a solugcdo que maximiza a fungao (4.1) sujeito as restricdes (4.2) a (4.5). Com
apoio computacional do software LINDO (www.lindo.com), a solugao 6tima obtida, apos 4
iteracoes, apresenta um lucro maximo de R$ 131,8362 reais e as variaveis de decisao (area em
m? a ser plantada de cada produto) apresentam os seguintes valores: x;= 65240 m?, z,= 500
m?, rs= 650 m? e x,= 160 m>.

A analise de sensibilidade fornece intervalos de variacao das constantes e dos coefici-
entes da fungao objetivo para os quais a base do método Simplex permanece inalterada. Desta
forma, a variacao dos coeficientes da fungéo objetivo pode ocorrer nos intervalos:

0,0013 <21 <0
0 <2y <0,002
0 <23 <0,002
0<z4<0,002

Por exemplo, atribuindo-se 0,002x, na funcdo objetivo, o lucro maximo aumenta
0,0007 x 500 = 0,35 reais, ou seja, passa a ser R$131,8362 + 0,35 = 132, 1862 reais.
Analogamente para os demais parametros, pode-se obter o lucro maximo sem a necessidade de
executar o método novamente.

Esta, portanto, é a solugao étima do PPL encontrada para as equagoes (4.1) a (4.5).
Porém, esta solucao € infactivel na pratica, pois néo é possivel vender toda a quantidade sugerida
de x1 no mercado e, além disso, deve haver uma rotagdo das culturas na propriedade, para
a preservacao do solo. Desta forma, outras restricbes foram acrescentadas ao modelo de
otimizac&o para satisfazer estas condi¢cdes. De acordo com informagdes do local em estudo e
testes numéricos, os limitantes incluidos sao os seguintes:

1 < 35.000, 9 <20.000, z3 <20.000, z4 <15.000 (4.6)

A nova solugao étima obtida, para o PPL formulado com as equacées (4.1) a (4.6),
apresenta como lucro maximo R$107,6073, com z;= 35.000 m?, xo= 20.000 m?, x5=11.390
m? e x4 = 160 m2. Foram realizados varios testes numéricos com diferentes limitantes que
satisfazem estas condi¢des do local, e esta foi a que proporcionou maior lucro ou menor custo
em relacdo aos demais testes. Portanto, a solugcao sugere ao produtor que sejam plantados
35.000 m? de tomate BRS, 20.000 m? de tomate sweet have, 11.390 m? de abobrinha italiana e
160 m? de abobrinha menina barbara para obter o lucro maximo de R$107,61.

4.2 PROBLEMA DE REFLORESTAMENTO

Conscientes da necessidade da exploracao da madeira para fins comerciais, ha a ne-
cessidade de que sua extracao seja feita de forma responséavel para que nao haja deterioracdes
futuras. Avaliando os grandes problemas ambientais enfrentados, como as mudancas climéticas
drasticas causadas pelo efeito estufa, enchentes, problemas agricolas e transmissao de doengas
vetores (dengue e malaria, por exemplo) e a grande concentragdo de C'O?, conclui-se que a pra-
tica do reflorestamento torna-se eficaz como uma forma de amenizar os problemas apresentados
(SILVA, 2012).

Neste contexto, uma companhia de reflorestamento opera 4 viveiros que possuem
produtividades aproximadamente iguais entre sim. A produgao total por viveiro depende principal-
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mente da area disponivel para o plantio e da 4gua de irrigacdo. A propriedade procura diferenciar
sua producéao, de modo que deve plantar 4 tipos de culturas: Arueira, Gurucaia, Pau D’Alho e
Pau-Viola. Cada tipo de cultura necessita de uma certa quantidade de agua.

Desse modo, o objetivo deste estudo de caso é formular um problema de reflorestamento
como um Problema de Programagéao Linear e aplicar métodos de otimizagdo que maximizem o
lucro da produgéo, respeitando as limitagdes do solo e do local em estudo. Este estudo de caso
foi realizado em um sitio na regido rural do municipio de Cornélio Procopio, PR, com uma area
total de 170.000 m? hectares. As Tabelas 6 e 7 resumem os dados do problema.

A Tabela 6 exibe a quantidade de agua disponivel e a area de cultivo por viveiro. A
Tabela 7 descreve o consumo de agua, a area maxima de cultivo e o lucro por cultura.

Tabela 6 — Agua Disponivel e Area de Cultivo por Viveiro

Viveiro | Area total para Cultivo (m?) | Agua Disponivel (Litros)
1 70.000 m? 76,5 litros
2 50.000 m? 55,8 litros
3 30.000 m? 33,3 litros
4 20.000 m? 22,5 litros

Tabela 7 — Consumo de Agua, Area de Cultivo e Lucro por Cultura

Cultura Area maxima de Cultivo (m?) | Consumo de Agua (Litros) | Lucro (Reais)
A. Gurucaia 30.000 m? 0,065 litros 7,90 reais
B. Pau D’Alho 20.000 m? 0,044 litros 7,90 reais
C. Arueira 20.000 m? 0,044 litros 7,90 reais
D. Pau-Viola 20.000 m? 0,044 litros 5,00 reais

As variaveis de decisdo s&o denotadas por x;; e representam a area em m? que no
viveiro 1 = 1,2, 3, 4 sera destinado a cultura j = A, B,C, D. O problema é entédo formulado
como um Problema de Programacgao Linear, em que a fungao objetivo é dada por (4.7).

max 7, 90(1’1,4 + Toa + T34 + 174,4) + 7, 90(I13 + Top + x3p + 1’43)—1- (4.7)
+ 7, 90(.%’10 + Toc + T3 + .%’40) + 5, 00(.7}11) + Zop + X3p + $4D)

Sujeito a:
Restricoes associadas a area de cultivo:

Viveirol :x14 + 1 + x10 + x1p < 70.000
Viveiro2 :xos + xop + oo + x2p < 50.000 (4.8)
Viveirod :xsa + x3p + T3¢ + x3p < 30.000
Viveirod :xga + rap + x40 + x4p < 20.000

Restricoes associadas ao consumo de agua:
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Viveirol :0,065x14 + 0,0442,15 + 0,0442,- 4 0,04421p < 76,5
Viveiro2 :0,065x94 + 0, 044255 + 0, 04429c + 0,04429p < 55,8 (4.9)
Viveiro3 :0,065x34 + 0,044x35 + 0, 044230 + 0,04423p < 33,3
Viveirod :0,065z44 + 0,044x4p5 + 0, 04424c + 0, 04424p < 22,5

Restricbes associadas ao plantio por cultura:

Gurucaia :x14 + o4 + T34 + 144 < 30.000
PauD'Alho :x1p + %25 + 235 + x4 < 20.000 (4.10)

Arueira :x1¢ + o0 + T3¢ + 40 < 20.000

Pau — Viola :x1p + xop + x3p + x4p < 20.000

Restricdes de nao-negatividade:

x1a 2 0,213 2 0,210 > 0,21p > 0
Toa 2 0,295 2 0,29¢ 2 0,29p > 0 (4.11)
234 2 0,235 2 0,230 2 0,23p > 0
244 2 0,045 2 0,240 2 0,24p 2 0

Restricao de proporgéo:

TiA + X1 + Tic +T1ip T4 + T + Tac + Tap

70000 N 50000
_ %3+ X3p + T3¢ + Tsp _ Taa + Tap + Tac + Tap (4.12)
30000 20000 '

Para a obtencao da solugao 6tima do problema (4.7) sujeito as restricoes (4.8) a (4.12),
utilizou-se o Método Simplex com o apoio do software LINDO. A solugédo 6tima obtida, ap6s 6
iteracdes, apresenta um lucro maximo de R$ 33.356,98 reais e as variaveis de decisio (area
em m? a ser plantada de cada produto) apresentam os seguintes valores: z,c= 1738,63 m?,
14p= 496,753 m?, xo0= 1241,88 m?, x3p= 720,64 m? e x34= 24,49 m>. Ou seja, a solugéo
sugere que sejam plantados 1738,63 m? de Arueira no Viveiro 1, uma &area de 496,753 m? de
Pau D’Alho no Viveiro 4; uma area de 1241,88 m? de Arueira no Viveiro 2; uma area de 720,64
m? de Pau D’Alho no Viveiro 3 e 24,49 m? de Guracaia no Viveiro 3.

Em relagcao a analise de sensibilidade para o modelo de reflorestamento, a variagao
dos coeficientes da fungéo objetivo das variaveis que apresentaram valores diferentes de zero
na solucdo 6tima, pode ocorrer nos intervalos:

7,9 < x34 < 29,26
7,9§$33 §7»9
7,9 <mxyp <00

7,9 <zc <0
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779§x20§00

Assim, as variaveis de decisdo que sao diferentes de zero na solugao étima nao
podem sofrer decréscimos nos seus valores € z45, T1c € Toc podem aumentar infinitamente
que permanecerao na base da solugao. A variavel x3z ndo pode sofrer alteragdes e x34 pode
aumentar para 29,26. Por exemplo, se for incluido o valor 29,2634 na fun¢do objetivo, o lucro
maximo aumenta 21, 36 x 24,49 = 523, 1 reais, ou seja, passa a ser R$33.356, 98 + 523, 1 =
33.880, 08 reais.

Vale ressaltar que a area livre ndo recomendada para o plantio, é destinada ao descanso
do solo e a rotacdo de culturas, fundamentais para a preservagao do local em estudo.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

A pesquisa operacional, especialmente a programagéo linear, € um método matematico
de otimizac&o de fungdes lineares, que se baseia nos principios da Algebra Linear e se aplica a
varios ramos da atividade humana. Visa o auxilio a tomada de decisao, com o aproveitamento
de ferramentas eficientes que atuam na reducao de custo, na maximizacao de lucros e acima de
tudo na utilizacdo eficiente de recursos escassos.

De um modo geral, muitas propriedades rurais se deparam com a duvida de quais
culturas produzir naquele ano agricola para otimizar a lucratividade. Diante disso, a principal
contribuicao deste estudo é a otimizacao do lucro do cultivo de Tomate BRS, Tomate sweet
have, Abobrinha Italiana PX, Abobrinha menina barbara em uma propriedade rural na regiao
de Urai-PR, por meio da qual se aplicou um estudo de maximizagao de lucros, possibilitando
ao produtor elaborar um planejamento adequado para sua produc¢ado, com a determinacao das
culturas ideais para o plantio, de acordo com as limitacdes do local em estudo.

A partir dos resultados obtidos, fica evidente a importancia de se investir em sistemas
que auxiliem e orientem os produtores na tomada de decisao no setor rural, visto que estes
apresentam ao investidor o caminho 6timo a ser seguido, fazendo com que o mesmo reduza
seus custos operacionais e aumente seu lucro.

Além disso, desenvolveu-se um modelo de reflorestamento intencional de uma area
especifica da regiao de Cornélio Procépio, ou seja, o planejamento do plantio de vegetacao em
areas que tenham sido previamente degradadas. Esta proposta considera a maximizagao do
lucro do produtor, reduzindo o impacto ambiental e respeitando as caracteristicas e as limitagdes
do solo e da propriedade agricola em estudo. Os resultados entao auxiliam a tomada de decisao
do produtor quanto a area que deve ser plantada, contribuindo para a regeneracao de algumas
espécies de arvores da regiao.

Como perspectivas de continuidade deste trabalho, propde-se a introducao de um fator
de risco econdmico nas restrigdes do primeiro estudo de caso, representando o impacto que
este risco causara na solugéo étima.

Vale destacar que parte deste estudo foi apresentado no Congresso Nacional de
Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2018), com o titulo “Aplicacédo da Programacao
Linear em Problemas Agricolas”. O evento foi realizado no més de setembro, no IMECC -
UNICAMP, SP. Um artigo completo também foi submetido a Revista Eletronica Paulista de
Matematica - CQD em setembro de 2018.
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