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RESUMO

AGUIAR, Marila Torres de. OTIMIZA(?\O IRRESTRITA: ASPECTOS TBRICOS E COM-
PUTACIONAIS. 41 f. Trabalho de Conclée de Curso — Departamento de Maédita, Uni-
versidade Tecnobica Federal do ParanCorrelio Prodpio, 2015.

Neste trabalho@ abordados problemas de otim@aagm que todas as fubgs usadas para
defini-los 0 continuamente difererdieis e Ao lineares, ou sejaas problemas de prograniag
nao linear (PNL). O caso particular abordaé@ problema irrestrito. & estudadas algu-
mas situages que garantem a ex@stcia de um minimizador e, em seguidag sliscutidas as
condiges de otimalidade para o problema de otinézeigrestrito. Para a obteaig da solugo
numeérica §.0 apresentadas eségias de resol@p baseadas noétodo iterativo do gradiente.

Palavras-chave:Programago Nao Linear. Otimizago Irrestrita. Metodo do Gradiente.



ABSTRACT

AGUIAR, Marila Torres de. UNCONSTRAINED OPTIMIZATION: THEORHTAL AND
COMPUTATIONAL ASPECTS. 41 f. Trabalho de Concasde Curso — Departamento de
Matensatica, Universidade Tecrajica Federal do ParanCorrelio Prodpio, 2015.

In this work, we consider unconstrained optimization peot$, with nonlinear continuously
differentiable function, that are, Nonlinear Programmitrgblems (NLPs). The existence of a
minimizer is studied at first, next optimization conditicex® discussed for the unconstrained
optimization problem. Solving strategies are appliedgbdam the Gradient method, in order to
obtain numerical solution.

Keywords: Nonlinear Programming Problem. Unconstrained OptimiratiGradient Method.
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1 INTRODUCAO

Otimizag@o & um tema muito presente no dia a dia @matto e industrial. ¥rios
campos da @ncia fazem uso das ferramentas de otinépagpm o objetivo de ajudar na tomada
de decido. Dentre eles, pode-se citar, agricultura, financassp@rte, processos muicos,
produtivos, recursos naturais, ambientais e extargs, entre outros (ARENALES et al., 2007;
RIBEIRO; KARAS, 2013).

A otimizacao refere-se ao estudo de problemas que buscam otimizanalgaravel
atra\es de uma escolha sistatita, deste modo, otimizar significa encontrar a melhoreinan
de se fazer algo, dada uma medida do gser melhor. Nesse processo, o objeévainimizar
ou maximizar a fungo custo ou lucro em determinado processo.

A descri@o materatica dos problemas de otimiZaxge feita por meio de modelos de
otimiza@@o. Um modelcé a representap simplificada de uma situag real. O conceito de
simplificagio inerente aos modelos @stlacionado ao fato de que, dada a complexidade da
realidade,é praticamente impos&l e/ou economicamente i@viel incluir na representag
do problema todas as varvieis que podem interferir no resultado do&em®no que se esta
estudando. Assim, o modelo abrange apenas a@vedsimais relevantes e que exercem maior
impacto sobre o problema (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Os modelos mateaticos usados em otimizag seguem em geral um padrqueé
composto por uma fud@p objetivo, um cririo de otimizago a minimizar (min) ou maximizar
(max), e um conjunto de rest@es que devem ser satisfeitas, expressas na forma dedequac
ou inequages, e ainda, por fim, a defidig do conjunto de domio das varaveis. Dependendo
da forma do funcional objetivo e das resbes, os modelos matéicos &o classificados em
lineares e o lineares.

Neste trabalho sarabordado apenas os model@s ffineares, ou seja, 0s modelos ma-
tematicos que no processo da modelagem apresentam aspectoemuicam a linearidade,
seja nas vaaveis ou em uma de suas eqoeg. A rao linearidade pode aparecer na famc
objetivo, a qual pode serao linear e/ou no conjunto de resfrgs, sendo este formado por



11

equades ou inequdies rao lineares. Outra classe importante dentro da otirhzash rela-
cionada com as restbes, quando o problema de prograé@cao linear (PNL) apresenta um
conjunto de restriges, Em-se 0 caso da otimizag restrita, caso corrio, tem-se o problema
de otimiza@o irrestrita.

As nao linearidades englobadas em um modelo matiemesio dentro de duas prin-
cipais categorias, qu@és

e Rela®es observadas empiricamente, tais como V@egsgao proporcionais em custos,
resultados de processos e cardst@as de qualidade.

e Rela®es deduzidas estruturalmente, que engloba@niemos isicos, deduzidos mate-
maticamente e regras administrativas.

Todos os femenos fisicos devem ser levados em considacaga elabora&p do mo-
delo materatico, que, por sua vez, influenciam neel de complexidade do @odo de solugo
empregado. A forma mateatica que a furigo objetivo a ser minimizada (ou maximizada)
ira tomar, bem como as resfigs e o tipo de vaaivel, iAo definir os diversos modelos de
otimizago.

Outra forma de classificar os problemas de otinmapeg pela dimer&o: unidimensi-
onal e multidimensionais. Os problemas unidimensionaisleem fun@es que dependem de
umadunica varavel dependente, assim, pode-se dizer, que a busotrdo consiste em subir
e descer picos ou valesa ds problemas multidimensionais, envolvem figs; que dependem
de duas ou mais vaaveis dependentes, portanto, a otimé&amultidimensional pode ser visu-
alizada como a busca de picos ou vales. Entreta@iomse est restrito a andar em unimica
direc@o, em vez disso, a topografia deve ser examinada para sealeameta de forma efici-
ente. Algumas ref@ncias para este assunto podem ser encontradas em Clarkeléay8ev
e Wonlenski (1998), Izmailov e Solodov (2009), Ribeiro e Kg12013) e Vinter (2000).

Diante da impo#dncia que os problemas de otimidacapresentam na solw de
problemas, nai$ica, na mate@tica, nas engenharias, entre outras, o estudo dos modelos d
otimizago tornam-se fundamentais para a tomada de @eeis determinados processos, bem
como os estudos de es&gtas de resol@p nunérica.

Diversos autores tem estudado e proposto modelos de otwizaom o objetivo de
reduzir os custos de prodag, algumas reféncias sobre este assuntmsStiegelmeier et al.
(2010), Cacho (1998), Kotani et al. (2009, 2011) e Jones e Cafla®). Em Stiegelmeier et
al. (2010) foi proposto um modelo de otimiZacdiramico rao linear com o objetivo de mini-
mizar os custos de prodag em um lavoura a partir da aplié;de controle dgmico usando
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programago rao linear. Em Cacho (1998) e Jones e Cacho (2000) foram desgeiasdiver-

sas formas de controle para maximizar os lucros em uma detafenesta®o ou ano e, conse-
guentemente, diminuir os custos em um sistema de colheitadlogprogramaip diramica. &,
Kotani et al. (2009) e Kotani et al. (2011) pdgum modelo diamico de manejo de plantas
daninhas a partir da rem@g de plantas daninhas na tentativa de minimizar as perdasias
dasa presencas das plantas invasoras. Outra problema usagoicidtura onde a otimizag

esh present@ no controle de populées de pestes, Rafikov e Balthazar (2005) e Christiaans e
Pething (2007) apresentam modelos populacionais baseadmstrole de populéegs.

Portanto, visando buscar eségias de resol@p de problemas de otimizag rao li-
near, no presente trabalho @&bordado o problema de progra@agto linear (PNL) para
variaveis conihuas. O caso particular abordaéa problema irrestrito, ou seja, problemas
de otimiza@o sem restriges. Sefio descritas algumas situ#s que garantem a exadstcia de
um minimizador e, em seguida, discutidas as cdieigcde otimalidade para o problema de
otimizago irrestrita. Resultados niamcos sefio obtidos via ratodo do gradiente, o qual con-
siste em procurar 0 mimo na dire@o de maior taxa de decrescimento da &mobjetivo a
partir de uma solwpo inicial dada.

O presente texto esta dividido em 6 @afps. O Caftulo 2, seguinte a esta introcu,
apresenta definies kasicas sobre topologia i e alguns resultados importantesAlgebra
Linear e @Glculo Diferencial importantes para o desenvolvimentoetsia. O Cafpulo 3 in-
troduz a teoria de otimizag, onde 8o descritos o problema de otimiZacirrestrito, aspectos
tedricos sobre exigéhcia de solu@es e condiges de otimalidade para problemas irrestritos e,
ainda, 80 apresentados alguns problemas para exemplificar o usorita tNo Cafiulo 4 S0
descritos 0s aspectos computacionais baseadostmmdo gradiente, o qual Seutilizado
para a resoluio nunerica. O Cajiulo 5 apresenta os resultados computacionais obtidagia pa
da implementago do nétodo do gradiente, a alise da conve@ncia e efi@ncia do rétodo a
partir de testes computacionais realizados com d@iawda rotinaf minuncpresente no toolbox
do software Matlab. Finalmente, no Gayo 6 A0 apresentadas as considéex;finais sobre
0 presente trabalho.
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2 FERRAMENTAS MATEM ATICAS

Nesta se@o sedo abordados conceitos da Topologialkiy daAIgebra Linear e do
Calculo Diferencial considerados fundamentais para o dedeémento do trabalho. Algumas
refeléncias sobre estes assuntas kima (1999) e Boldrini (1998), Guidorizzi (2001), respec-
tivamente.

2.1 NOQES DE TOPOLOGIA NCRN
Primeiramente destaca-se aspectos relevantes da teartmgetos, queém funda-
mental imporéncia para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicdo 1. Um ponto & ponto interior do conjunto X R" se existe& > Otal que Ba, €) C X
emque Ba,g) = {xe R"/|x—a|< £}, € uma bola de centro a e rai

Definicdo 2. O conjunto dos pontos interiores de &chamado de interior do conjunto X e
denotado por int X.

Definicao 3. Um conjunto AC R" & dito aberto se A= intA, ou seja, todos o0s pontos de #0s
interiores a A.

Definicdo 4. Um ponto aé ponto aderente do conjunto XR" quando aé limite de alguma
seqgencia de pontospxe X.

Definicao 5. O fecho de um conjunto ¥ o conjuntoX formado por todos os pontos aderentes
do conjunto X.

Definicao 6. Um conjunto Xé dito fechado quando X X, ou seja, todo ponto aderente de X
pertence a X.

Definicao 7. Um conjunto Xc R" chama-se compacto quanéddimitado e fechado.

Definicao 8. Uma cobertura do conjuntos X R" & uma fartlia C = (C, ), de conjuntos
C) C R, tais que XC U, . C,, isto&, para todo x X existe algumi € L tal que xe C,.
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Definicao 9. Suponha x# x, € R". Os pontos descritos por
AX1+ (l—/\)Xz :X2+/\(X1—X2),

comA € R", descrevem a reta que passa perexe. Para0 < A < 1, a combinago descreve
0 segmento de reta entre & ».

Definicao 10. Um conjunto Cé convexo se o segmento de reta entre dois pontos quaisquer do
conjunto estiver em C, ist®, para quaisquerxx; € C eA € [0,1],

Ax1+(1—=A)x €C.
Definicao 11. Seja Cc R" um conjunto convexo. Uma fuling f : C — R & convexa se
F(Ox+(1-0)y) < 8f(x)+(1-6)f(y)
paratodoxycCe0<60<1.

Definicdo 12. Em termos precisos, :fX — R & coninua em ac X quando,V € > 0, exista
0 >0talque xe X e|x—a| < d = |f(x) — f(a)| < €. Quando fé contnua em cada ponto do
doninio, f & contnua.

Defini¢do 13. Uma fun@o & dita de classe €quando as derivadas parciais de segunda ordem
sao contnuas.

Definicao 14. Uma fun@o & suave sempre que suas derivadas parciais de qualquer ordem
esfio definidas e&o contnuas.

2.2 RESULTADOS DAALGEBRA LINEAR

No desenvolvimento da teoria de otimizag fundamental ter em mente alguns con-
ceitos daalgebra linear como por exemplo, a matriz strica e matriz definida positiva, as
quais §.0 usadas para definir as coritbg de otimalidade. Conforme apresentado a seguir.

Definicéo 15. Considere a matriz real A= (a;) de ordem mxn. Denomina-se transposta de
A e indica-se por Aa seguinte matriz nxmA' = (bji) em que i = a;j,Vi = (1,2,...,m)
ej=1,2,...,n).

Definicio 16. Uma matriz quadradé dita sinétrica se A= Al, ou seja, quando;a= aj;, para
todoiejcomi=1l,....me j=1,...,n.
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Definicao 17. O nlcleo de uma matriz quadradacAM™", denotado por NA), & um subcon-

junto deR" formado por todas as soldes do sistema homégeo Ax=0, ou seja, NA) = {x €
R"|Ax= 0}.

Definicdo 18. Seja Ac M™" uma matriz sirétrica. Diz que Aé definida positiva quando
xT Ax> 0, para todo xc R"\{0}. Tal propriedadeé denotada por A- 0. Se XAx> 0, para
todo xe R", A é dita semi definida positiva, fato este denotado por @

Definicao 19. Os menores principaisAda matriz A 80 as matrizes definidas pelo determi-
nante, denotado por det, das k primeiras linhas e colunas,ariAeja, considere

aii aio ai3
A=l ay ax as|,

azi aso azss

engo,
A1 = a1y,
a a
Ao = det 11 12
api apo
e
Az =det(A).
Para o caso geral, tem-se:
a1 a1z gk
a1 a2 axk
A, = det _ _ _ -,
| & a2 Ak |
comk=1,2,...,n.

Definicao 20. Considere Ac R™" u e R" ndo-nuloé autovetor de A se exislec R tal que:
Au= Au
Neste caso, & autovetor de A associado ao autovakar

Definicao 21. Uma matriz real siratrica & definida positiva se e somente se todos seus autova-
lores 10 positivos.
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Definicao 22. As seguintes propriedadedscondi@es necessias e suficientes para que uma
matriz A seja positiva definida.

o XTAx> 0,¥x # 0.
e Todos os autovalores de matriz Aospositivos.
e Todas 0s menores principais da matriz A possuem deternes@aisitivos.

e Todos 0s pifis .0 positivos e &o & preciso, teoricamente, fazer trocas de linhas na

eliminag@o gaussiana em A.
2.3 RESULTADOS DO @LCULO DIFERENCIAL

Algumas ferramentas doalzulo Diferencial 8o fundamentais para o desenvolvimento
do trabalho. Destaca-se 0s conceitos relacionados acegtadie uma furdip e sua matriz
Hessiana, os quai§s utilizados no desenvolvimento dogtmdos nuraricos.

O conceito de gradiente de uma fé@ocsea muito usado nesse trabalho, por isso, vale
destacar algumas propriedades, tais como:

1. O gradiente a dire@o de crescimento ou decrescimento da &anc
2. O gradiente a dire@o de crescimento ou decrescimento magsdo.

3. O gradiente perpendiculaa curva de tvel da fun@o.

Definicdo 23. Considere f R" — R uma funéo de classe € O gradiente de £ definido por

of
dX]_
Of = :
of
I%n
e a Hessiana de & dada por
0X10X1 0X10%n
02f = : . :
0%n0X1 0Xn0%n

Teorema 1. (Taylor de primeira orden

Considere . R" — R uma fun@o diferencavel ex € R". En#o, pode-se escrever

F(x) = £+ OF (T (x— 3 +1(x)
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com
r(x)

o8 [Ix =2~

Demonstrago. O polindmio py(x) = f(X) + Of(X)T (x— X) & uma aproximaio linear para
em torno do pontx e € chamado polidmio de Taylor de ordem 1 da fuag. Dentre todos 0s
polindbmios de grau menor ou igual a 1, élelnico que satisfap(x) = f(x) e Op(x) = Of(x).

O limite nulo significa que para proximo dex o restor(x) & muito pequeno e vai para zero
mais &apido que|x —X]|. O

Teorema 2. (Taylor de segunda ordejn
Se f:R" — R & uma fun@o duas vezes difererdsiel ex € R", enfio
00 = 10+ OF T (xR + 5 (x~ %) D2 F R (x-0) +1(0
com

r(x)

(9 X=X~

Demonstrago. Analogamente, o polimio

Pa(x) = £(%) + DF (T (x5 + 5 (¢ Q" D (x5
€ uma aproximaio quadatica paraf em torno do ponta e € chamado polibmio de Taylor de

ordem 2 da fungo.

Dentre todos os polimios de grau menor ou igual a 2, él® Unico que satisfaz

p(x) = f(X),0p(x) = Of (x) e 0?p(x) = 0 (X).

O limite nulo significa que paraproximo dex o restor (x) &€ muito pequeno e vai para zero
mais @apido quel|x — X]|2. O

Teorema 3. (Teorema de Weierstrays

Sejam Dc R" um conjunto compactodo-vazio e f: D — R uma fun@o contnua.
Ento, a fun@o f assume valor &ximo e rninimo global em D.

Demonstrago. Deve-se primeiro mostrar que, BeC R" & compacto & & contnua, er@o
f(D) & compacto. Sejeyn) uma seqgéncia emf (D), entio caday, = f(xn) para algunx, € D.
ComoD & compacto, existe uma subséquia(x,, ) de (xn) tal quex, — x < D. Como fé
confnua, f (X, ) — f(x) € f(D), logo, f(D) & compacto.
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Agora, senddf (D) compacto, da Defin@ip 7, sabe-se quiED) & fechado e limitado, assim,
admitira supremo énfimo. Sejamm=inf{f(x)/x € D}, M = sup{f(x)/x € D} € f(D),
assim, existenmg e x; € D tais quem= f(xg) eM = f(xp).
Logo,

F(x0) < £ < f(x0),

para todox € D.

Portanto, problemas de minimizar e de maximizam um conjuntd tém solufes
globais. O
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3 OTIMIZAC AO IRRESTRITA

Nesta sego sea apresentada a formubsg materatica dos problemas de otimizZex
nao linear, com destaque para problema de otindi@agestrito. Resultados de exstia de
solug@es e as condies necessias e suficientes de otimalidade para essa classe demesble
sao apresentados. Aind@asdescritos alguns exemplos para mostrar a aglacdas condiges

apresentadas.

3.1 PROGRAMAGO MATEMATICA

De forma geral, pode-se dizer que otimi@agonsiste em encontrar pontos daimo
ou de maximo de uma fur@go sobre um conjunto de resfigs. O problema pode ser expresso
matematicamente como um problema de progr@magateratica da seguinte forma:

min f (x)

sujeito a
g(xX)=a, i=12,...,p Q)

hj(x) > b;, j=1,2,...,n

emquexeR", f :R" >R, g:R"—-Reh :R"— R.

No problema expresso em (1) definisseomo um vetor n-dimensional de vaveis,
f(x) o funcional objetivo ou a furéip que deve ser maximizada ou minimizagléx) restriges
expressas por igualdadgx) restrifges expressas por desigualdadaseb; constantes. Note
gue um problema de maximizérmpode ser substitdo por minimizar—f.

Problemas de otimizap em geral podem ser escritos usando a forraonldt), cha-
mada de formulego paddo. Uma distingo importante entre os problemas do tipo &lgon-
forme a forma do funcional objetivb(x) e suas restriies. Nesse contexto, $éx) nao for li-
near e/ou as restides forem Ao lineares, tem-se o caso da progra@oag@o linear. Aem disso,
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se existe pelo menos uma resiiig tem-se problemas de otimiZacrestrito, caso corério,
tem-se o problema irrestrito. Algumas refaecias para este assuntm<Clarke Yu. S. Ledyaev
e Wonlenski (1998), Izmailov e Solodov (2009) e Ribeiro e Kgq2013).

3.2 OTIMIZACAO IRRESTRITA

Problemas irrestritos surgem de modelos de problemas quialmente o possuem
restrifges. Em alguns casos, o problema teria rasts¢c mas elas podem ser ignoradas. Em
outros casos, problemas originalmente restriéos &s restriges transformadas em um termo
de penalidade na fui@ objetivo, tornando-se irrestritos.

Em minimiza@o irrestrita, tem-se por objetivo minimizar uma féingde vamveis
reais a um valor real sem que haja reéteis nos valores das vaveis, ou seja:

min f(x), xeR", (2)
em quef : R" — R & uma fun@o suave.

Para a obteréip da solugo do problema descrito em (2)necesario utilizar uma
condi@o neceswia de otimalidade, a qual fornece uma candidasolu@o andltica para o
problema e, portanto, exata.

3.2.1 EXISTENCIA DE SOLUQDES

A seguir @0 descritas as condies para a exighcia de solu@es para o problema
irrestrito (2).

Considere um conjuntd ¢ R" e uma funéo f : R" — R. O problema de minimizar
f descrito em (2) pode ser reescrito como:

min f(x), x € D, (3)

ondeD & o conjunto vavel do problema. O objetivo do problema &gncontrar o ponteec D
tal que o valor dd€ seja 0 menor poseel.

Definicdo 24. Um ponto X € D & um minimizador global de), se

f(x*) < f(x) VxeD. (4)
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Para determinar o minimizador global do problema (3) a c@wl{(4) deve ser sa-
tisfeita, poém, em muitos casos, se tem apenas o conhecimento lodal desse caso, o
conjunto de solules vaveis fica restrito a uma vizinhanga ®ee, com isso, pode-se obter
apenas minimizadores locais fle

Definicado 25. Um ponto X € D & um minimizador local fraco do problen¢d), se existe uma
vizinhanca U de ktal que
f(x") < f(x) VxeDNU, (5)

em que a vizinhangd & um conjunto aberto que cémbx*.

Definicdo 26. Um ponto X € D & um minimizador local forte ou minimizador local estrito do
problema(3), se existe uma vizinhanca U detal que

f(x*) < f(x) VxeU, (6)

com X=#£ X*.

Observa-se, pelas defiBies anteriores, que para determinar um ponto thénmo x*
do problema (3¢ necesario fazer uma insp@p dos pontos do damo de f e verificar se
nenhum deles possui valor de f@mcmenor. No entanto, quando uma faoé suave, existem
condiges suficientes de otimalidade que garantem aémdg de um minimizador dE como
por exemplo, o Teorema de Welierstrass, descrito nads2, o qual garante a ex@scia de
um maximo ou mnimo global em um conjuntd compacto.

3.2.2 CONDI@ES DE OTIMALIDADE

Considere o problema de minimiZezirrestrita (3), repetido aqui para facilitar o en-
tendimento:
minf(x), xeR", (8)

ondef : R" — R.

Para que um dadd € R" seja minimizador local do problema (8) algumas codes;
devem ser satisfeitas. Condes estas chamadas de cobdignecessias de otimalidade.

Teorema 4. (Condi¢do necesaria de primeira orden)

Considere a fur@o f:RR" — R diferencavel no ponto X R". Se X € um minimizador
local irrestrito de f, enfio
Of(x*) =0. 9)
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Definicdo 27. Um ponto X € R" que satisfaZ9) & dito ponto citico ou estacioario da fun@o
f.

Teorema 5. (Condigdo necesaria de segunda ordeijn

Considere que a fuld@ f: R" — R seja duas vezes difereagel. Se X& um minimi-
zador local irrestrito de f, erdto vale(9) e a matriz Hessiana de f no pontdo& semi-definida
positiva, istog,

X" 02 (X )x > 0, (10)
para todo xe R".

Teorema 6. (Condicao suficiente de segunda ordgm

Considere que a fuidp f: R" — R seja duas vezes difereawel na vizinhanca aberta
de X. Se X & um ponto estaci@mio da fungo f ed?f(x*) & definida positiva, eéib X &
minimizador local estrito de f.

O Teorema 6 fornece as condes suficientes para que um portaseja minimizador
local def.

O resultado a seguir caracteriza minimizadores locaisleaggajuando a furdp obje-
tivo & convexa.

Teorema 7. Se f: D — R uma fun@o convexa no conjunto convexadDR", enéio todo mini-
mizador local X de f em D& um minimizador global de f nesse conjunto. Sedfferencavel,
engio, todo ponto estaci@mio x* &€ um minimizador global de f.

A demostrago dos Teoremas acima encontram-se em Izmailov e Solod69).20

No caso de problemas de maximiaag resultados @hogos dos Teoremas 5 e &os
obtidos invertendo a desigualdade (10) e considerandor&rigssiana definida negativa.

A seguir §0 apresentados alguns exemplos com o objetivo de aplicandgdes de
otimalidade descritas acima.

Exemplo 1(Fung@o de Rosenbrock) Considere a faog
f(x) = 100(xz — x2)% + (1 —x7)2.

Mostre quex* = [1 1]T & oUnico minimizante local dé.

Solugdo: O processo de resolag consiste em verificar a eX@sicia de pontos @icos,
x*, a partir da Definigo 27 e, ainda, verificar se esses pon&msminimizadores locais, segundo
o Teorema 5, ou sejal’f (x*) & definida positiva.
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A partir do c@lculo do gradiente dé&, tem-se:

ot 200(x2 —X1%)(—2%1) — 2(1— )
—_ | oxt | —
D f (X) - [ g—); ] [ ZOCXXZ _ X]_Z)

—2(1-X1)=0=x=1
Of(x) =0 (1=x) S
X2—X12$X2:X12

ou sejallf(x) =0« x3 = 1 ex; = 1. Portantox* = [1 1] & oUnico ponto estacidnrio def.

Em seguida, verificando se a mateizlefinida positiva, tem-se:

9%f

9°f
(X1,%2) 355 (X1,%2)

%2
02f(x*) = ;

9% f 9f

m(xl,xz) W(Xla X2)

0%f 2 2%2f %f  9%f
Onderz = 1200(]_ —|- 2— 400(2, W - 200 edxl)(z - rle - —400(1

Obtém-se, assim,

1200¢;2 + 2 — 400x — 40
Tbee) = [ o 400<2 2001 ]
- 1

802 —400 ]

.= [ 400 200

Como os autovetores déf(1,1) sao positivos, erdo 0f(1,1) & definida positiva.
Portanto, o ponto* € um ponto estaci@mio de f, ou seja,lf(x*) = 0, & minimizador def

uma vez que as condies dos Teorema 5 e &®satisfeitas.
Exemplo 2(Parabobide) Considere a fudo

f(x) = (x¢ +1)%+ (x2+2).

Mostre quex = [-1 —2|T & oUnico minimizante local dé.

Solucao: O processo de resolag consiste em verificar a exé@sicia de pontos @icos,
X*, a partir da Definigo 27 e, ainda, verificar se esses ponémsminimizadores locais, segundo

o Teorema 5, ou sejaj?f (x*) & definida positiva.

A partir do c@lculo do gradiente dé&, tem-se:
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2(x1+1
0f(x) = (x1+1)
2(X2—{—2)
com
Of(X) =0 x1=—-1exp=—-2e, endo, X" =[-1 —2] &olnico ponto estacid@rio
def.

Em seguida, verificando se a mateizlefinida positiva, tem-se:

9°f 92f
a2z (XuXe) e (X1 %)
02f(x*) = ,

o2t 92t
OXoXq (Xl’ Xz) 0722 (X].) XZ)

com

2 2 2 2
%t 9%f 22f 2t _

5X12 o 0X22 - 5X1X2 - 0X2X1 -

1 0
Assim, 02 f (xq,Xp) = .
(X1,X2) [O 1]

Substituindo o ponto @ico:

X¥=[-1-2] = 0°f(-1,-2) = [cl) (1)]

1 O X
Comox"Ax = [x; X [ 0 1] [ ! ] =x2+ X% > 0, ¥x1 e X, € R"— {0}, pela
X2

Definicao 18, tem-se qua > 0.
PortandoA = 0?f (-1, —2) & definida positiva & & minimizador local dé uma vez

gue as condiges dos Teorema 5 e B satisfeitas.

Exemplo 3(Minimizagao) Encontrar o ponto deimimo da fun@o

min f (X1, X2) = X12 — X1Xo + X0 — 3%o.

Solugdo: O processo de resolag desse exemplo sedado em duas etapas: a primeira
consiste em verificar, segundo o Teorema 4, os valores @&, tais que

2X1 — Xo ]

Of(x1,%2) =0<
—X1+ 2% — 3

0
= Sxp=1lexy=2.
0

Portanto[Jf (x1,X2) =0, enfiox; =1 exp = 2.
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A segunda parte consiste em verificar, segundo o Teorema5J%dux*) > 0.

sz(x*):[a Z]:[i _21]>o.
C —_

Destaformaa=2>0,d=2>0eac—bd=3>0.

Assim, todos 0s menores principaospositivos, efdo pela Definigo 22,0%f (x*) &
definida positiva.

Logo,x1* = 1 exx* = 2 S840 0s pontos de mimo global estrito.
3.2.3 UMA APLICACAO: FUNCOES QUADRATICAS
Considere a furépo
axC + 2bxy+ cy’ + dx+ey+g=0 (11)

a qual pode ser descrita na forma matricial como

a b X X
[x y] -l-[d e} +g=0.
¢ dj|y y
. (a b] _ »
Sejax = JA = g 7m:[ d e] ew =g, enflo a equago quadatica
y c
passa a ser ) )

X' Ax+b'zx+c=0. (12)
Definicao 28. Considere Ac (R™") uma matriz sirétrica, be R",c € R. Define-se furiio
quadratica f: R" — R por f(x) = 3x" Ax+bx+c.
Note que, a Hessiana dessa faoé exatamente a matri. A forma quadatica deve
ser multiplicada po% para simplificar os&lculos devido a derivada (derivada de ordem 2).
Para exemplificar, considere os problemas a seguir.

Problema 1 Considere o problema de minimiZagirrestrito (3), conf (x) = X" Ax+
bTx, uma fun@o quadatica, onde
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Solugao: O processo de resolag desse problema setado em duas etapas: a primeira consiste
em verificar, segundo o Teorema 6, se a matriz Hessiana,definida positiva. Para isso,
segundo Definigo 22, se os menores principais de uma mafizmositivos, erdto,A € definida
positiva, logo, A1 =6>0,A2 =11> 0 eA3 =42> 0. A segunda etapa consiste em verificar
sex* & um ponto estaci@rio def, ou seja[1f(x*) =0, enfo, tem-se

f(x) = xT Ax+b'x < (A +bx)

1
Of(X) = 2AX+ b= 2Ax+b=0=x" = —§A‘1b.

Logo,x" = —%A—lb € o ponto de rmimo local estrito, pois a condi@ de sufi@ncia assegura

quef(x) > f(x*), comx em uma vizinhanga.

Problema 2 Consideref : R — R tal que

1 0 1 0 X1
f(xe, %) = X" Xx=|x x =X12 + X92.
it 3 o w3 2] [2]

A partir do @lculo do gradiente, tem-se:

Of (X1, %2) = [ Zzil ]
2

Figura 1: Curvas de nivel do problema 2.

A Figura 1 ilustra as curvas dével da fun@o f. Note que as curvas déwel Ao
circunfe@éncias de centro comum no porRp= (0,0). A derivada da fur@o nesse ponté
nula, portantcé ponto estacidrio. O gradiente aponta a digex de maior crescimento da
funcao, por isso, ao analisar a Figura 1 fica evidente que o griégponto de rmimo global
da fungo.
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4 METODO DO GRADIENTE

Esta se@o descreve o atodo do gradiente usado na res@oiqunérica de problemas
de minimiza@o de fundes 1o lineares. O @odo do gradiente consiste em procurarinimo
na dire@o de maior taxa de decrescimento da &mgbjetivo a partir de uma solag inicial
dada. Algumas reféncias sobre o &todo do gradienté® Izmailov e Solodov (2012) e Chapra
e Canale (2008).

4.1 METODO DO GRADIENTE

Em muitos casos, se tornaidif e aé mesmo imprati@vel, obter uma candidata a
solu@o analiticamente devida complexidade das expréss envolvidas. Em casos como
esses, precisa-se utilizaétodos nuraricos, com os quaisposével a obtengo de uma soldEp
aproximada.

Para a resol@p nunérica do problema de PNL irrestrito descrito nag&®eanterior,
sei@ utilizado o nétodo cassico do gradiente, tardim chamado &todo de Cauchy ou @odo
de maxima descida. A escolha dessétodo foi baseada na sua img@ortia na resoldip de
problemas de minimiz&p de fundes e por ser uma estegia baseada noé&todo de descida
Izmailov e Solodov (2012).

O método do gradienté um processo iterativo que a cada etapa faz uma busca linear
na dire@o do vetor gradiente da fuag objetivo no ponto corrente e, consiste em procurar o
minimo na dirego de maior taxa de decrescimento da &mgbjetivo a partir de uma sokag
inicial xg dada.

Como o nome implica, o &todo do gradiente usa explicitamente inforamagobre a
derivada da fur@go f para gerar um algoritmo eficiente na local@aglo minimizador. Uma das
vantagens desseétodoé que a informago da derivada da fuQ permite alcancar o extremo
com menor aimero de avaligies da fungo, ou seja, melhor efincia computacional.

O método gradiente requer como entrada uma galunicial xo € um procedimento
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que calcula o gradiente da fuaggca ser minimizada ou maximizada. Basicamente, o algoritmo
pode ser descrito como um processo iterativo em que novdeen, Sao gerados a partir do
ponto atuaky

X1 = X+ Ol (13)

ondedy € a dire@o de busca lineany representa o tamanho do passo a ser dado naadik
busca & & o muimero de itera@es.

O algoritmo, ertio, & dividido em duas etapas, a determémagla dirego de busca
dy e a avaliago do paametroay. Para issog necesarios utilizar o nétodo da Seip Aurea,
usada como estagia na escolha do pasétmo e, tambem, o Criério de Armijo, importante
na determina@o do minimizadok* descritos em Izmailov e Solodov (2012).

4.2 DETALHES DE IMPLEMENTAQS\O

A estratgia adotada para resolver o problema irrestrit@(2)partir de uma aproximag
inicial x, € R" da solu@o do problema, encontrar um poxig; € R" tal que

f(Xier1) < F(%0)- (14)

Tendo como objetivo encontrar oimimo de f(x), enfo, pode-se tomar como es-
trattgia a dirego contaria a do gradiente, ou seja[]f (x) a dire@o ondef (x) mais decresce.
A proposi@o a seguir enuncia esta redag

Proposicao 1. Seja f: R" — R uma fun@o diferencavel. Enfio, pode-se afirmar que
i. 0 vetor gradienté]f aponta para uma direfp onde fé crescente,

ii. dentre todas as dirdges onde f cresce, a di@g do gradienté]f & a de cresci-
mento maisapido,

iii. o gradiente[df & perpendicular a supddie de nvel que passa por X.

A partir da Proposigo 1, sed apresentado o@odo iterativo do gradiente para locali-
zar o ninimo de uma fungo, utilizando o vetor gradiente.

Para exemplificar o uso das supeiés de ivel, considere a fudp f : D € R? — R,
ondeD & um reingulo enR?. O problema de minimizaf pode ser enunciado como minimizar
f(x) na caixaD = [a b| x [c d] (veja Figura 2).

A Figura 2 ilustra o caso em quieé um parabdide. Observe que cadaculo no
planoxy corresponde a supécfe de nvel.
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Figura 2: Curvas de niveis.
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Figura 3: Exemplo da trajetoria “zig-zag” do método do gradiente.

Sejaxx um ponto qualquer end € R" e suponhalf(xy) # 0. Pelo item ii. da
Proposi@o 1 a escolha ma@bvia de uma dirego de descidé dada pody = —f (Xc). En®o,
a estraégiaé caminhar nessa dir@g para encontrar oimmo def. Com isso, olim-se uma
seqencia{xg} para curvas deinel da fun@o f(x) associadas a valores cada vez menores,
fazendo com que a seg@ocia assim gerada possa convergir a uma 8olalp problema (em
geral, ® ha garantia de conveggcia para pontos estacanns). Uma caractestica desse tipo
de problema que as dirdies utilizadas nas iteraes subsequentedsortogonais. Por isso, a
seqeencia geraddxy} pelo método se aproxima da sobug seguindo uma traf@ta “zig-zag”.
A Figura 3 ilustra um exemplo das trapeias que o ratodo do gradiente adota.

Definida a escolha da dirag de descida como sendo o anti-gradiert& (x), precisa-
se definir o comprimento do passq nessa dirego. O comprimento do pas#calculado
observando o comportamento da faod ao longo da semi-reta a partir dgna dire@o dy.
Observe que, pelo fato di pertencer ao conjunto de todas as dieszde descida da fuag f
no pontox, um mimeroay > 0 satisfazendo (14) sempre existe. A escolheyde feita por uma
minimizag@o local def (xc+ ay [ f (X)), com o uso da furép auxiliargk(ak) = f(x+ ok f(x)).
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Observe quei(ay) € uma funéo de umaunica varavel. Engo, pode-se fazer uso dcetndo
da se@o aurea para encontrar o seinimo. Ao aplicar o retodo da sefp aurea na furgo
ok(ak) deve-se tomar o cuidado de restringj; de tal forma que o vetog + axdx permaneca
emD. Assim, ao se minimizar a fuRiQ gk(ay), encontra-se os valorésimos deay para cada
valor dex, em cada itera@o. Detalhes do &todo da S&”mAurea 0 descritos em Izmailov e
Solodov (2012).

O processo seguegatiue a disincia entre 0S pontog € X1 Seja menor que um certo
0 fixado como criério de parada, nesse cascasgado pot|X. 1 — Xk|| < 6. Tamkem, pode-se
adotar como crério de parada o pprio vetor gradiente, da seguinte forffiaf (x)|| < o.

A seqiencia{xx} gerada pelo @todo do gradiente converge quando o tamanho do
passoay & calculado pela busca exata, nesse caso, faz-se usétddamia Seip Aurea para
encontrar o passaimo em cada itera&pk.

O Algoritmo 1 descreve o procedimento iterativo adotado esmpvos pontosy. 1
sao gerados a partir do ponto atu@| baseado no étodo do gradiente (13), usando as es-
trategias estabelecidas anteriormente.

Algoritmo 1: Rotina do Gradiente
Entrada: xo € R", f(x),d >0
Sada: Solug@ootimax*

1 Inicializek = 0;

2 REPITA enquantd{Xy+1 — Xk|| > 9;

3 gk = Of(x);

4 de=—0k

5 ax = minimo da segoaurea tal qud (xx + aydy) < f(X);
6 X1 = X+ Okdy;

7 k=k+1;

8 retorna;

9 Solug@ootima =x;

O Algoritmo 1 foi implementado em linguagem de prograé@a¢om apoio do soft-
ware materatico Matlab. No algoritmo implementado, a determémado tamanho do passg
€ obtido pela estragia da Se&o Aurea. Para validar os resultados, foram feitas compasac
de diversos problemas de PNL da literatura, usando coétodo de resol@p o metodo do
gradiente estudado e o Optimization Toolbox do Matlab, d guana colego de funfes que
estendem a capacidade do Matlab em resolver problemasigagfio.
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42.1 METODO DA SERO AUREA

O método da Seifp Aurea visa a otimiza#p unidimensional. Em vista disso, ée
frequentemente aplicado juntamente como &ado do gradiente, pois, qualquer que seja a
dimengo inicial do problema, quando oétodo h calculou a dirego de buscagl, ento, &
necesario obter o passotimo, ay.

Supondo qud seja unimodal. Sej&(x) uma fun@o contnua com uninico Ninimo
no intervalo[a,b]. O método da Seqp Aurea consiste em criar uma sémqeial = x, que
converge para o mimo da fun@o, sendd = %’.

O Algoritmo 2 descreve arotina da Wurea utilizada para encontrar o pagsiono,
ay, 0 qualé necesario para a implementag do nétodo do gradiente.

Algoritmo 2: Rotina da SegoAurea

Entrada: a, b,o
Sdda: | = ag

1 Inicializek = 0;

2 REPITA enquantgb—a| > J;

3 Xa=b—-0.618b—a);

4 X, =a+0.618b—a);

5 Sef(xa) < f(Xo);

6 b=Xp;

7 Xxp=a+0.618b—a);

8 Seraoa = Xg;

9 Xa=b—-0.618b—a);

10 | = %% retorna;

Detalhes do Mtodo da Seip Aurea podem ser encontrados em Izmailov e Solodov
(2012).
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5 TESTES COMPUTACIONAIS

Nesta sego se@do apresentados os resultados computacionais baseadstido ée
fungdes da literatura, com o objetivo de se verificar a @ficia e conve@ncia do nétodo do
gradiente estudado usando como ferramenta o software i@t@terMatlab.

5.1 RESULTADOS

Os testes computacionai@asferramentas que auxiliam na invest@agla eficéncia
dos algoritmos na resolag de problemas de acordo com oséeids escolhidos. &m disso,
os crierios de paradad® essenciais para constatar se um ponto estaaiofoi alcancado ou
se o0 algoritmo fracassou apatingir um fimero n@ximo de iterages.

Para arealizaép dos testes computacionais foi realizada a escolha desghgoblemas
da literatura a fim de verificar a efégicia e velocidade de convérncia do netodo do gradiente
descrito na Seéip 4. Para validar os resultados utiliza-se a rotina de nmaigho fminunc
presente no Optimization Toolbox do Matlab.

Na Tabela 1 apresenta-se os problemas da literatura sedeloi® para os testes com-
putacionais, presentes em Magt al. (1981).

Tabela 1: Problemas selecionados para dlise.

f(x1,X2) Fungo
f1 = (X +21)%+ (X2 +2)? Parabaobide
fa = 100(%2 — X2)2 + (1 —x7)? Rosenbrock

fa3 = (—13+ %1+ ((5—X2)X2 — 2)X2)% + (—29+4X1) + (X2 + L)X — 14)x2)?>  Freudenstein and Roth
fa=(15—x1(1—%2))2+ (225—%1)(1—x3))2 + (2.625— %) (L — x3))? Beale’s

Com o aufio do software mateitico Matlab foi implementado o @odo do gradi-
ente descrito no Algoritmo 1 para minimizar f@es f (x1,x2) considerando o problema irres-
trito (2). O objetivo nesse momen®&verificar se o ratodo esta convergindo ao porédtmo
utilizando a busca linear na diggd, com escolha do pas&dmo ax em cada iterggok. Onde
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0 < ak < 1 & obtido pelo algoritmo da SéQAurea.

O critério de parada adotado f{pkq,1 —Xk|| < & ou atingir um fimero néximo de
iteragdes, nesse caso, fixou-se 1000 itées;ed = 0.0001. Denota-se&g ponto inicial, k
namero de itera@es,x" minimizador ef (x*) valor da funéo emx®.

Tabela 2: Resultados obtidos com a rotina do gradiente, Algoritmo 1.

Fungo X0 K X f(x)
1 Parabdbide [4 5 3 [-1.000-1999 1.351x10°%°
2 Rosenbrock [052] 36  [1.027 1055 7.383x 1074
3 Freudenstein and Roth[0.5 —2] 351 [11359 —0.899  4.898x 10
4 Beale's [11] 95  [29920497]  1.029x10°°

Na Tabela 2 8o apresentados os resultados obtidos usando a rotinadiergeades-
crita no Algoritmo 1. Optou-se por utilizar o Optimizationdlbox do MatLab afim de com-
parar os resultados obtidos e verificar a éficia do retodo do gradiente. O Optimization To-
olbox do MatLab, consiste em uma cdkegde funfes que estendem a capacidade do Matlab
em resolver problemas de otimiZaxja pre-definidas. Para a resolicde problemas irrestritos
0 Matlab possui a rotina minimizaQ f minung usada para resolver problemas de otinmézag
sem restriges. A Tabela 3 ilustra resultados obtidos com a rotina ddaddiminuncusando
as fun@es selecionadas paraadise.

Tabela 3: Resultados obtidos com a rotina do Matladbminunc.

Fungo X0 k X f(x*)
1 Parabddide 45 2 [-1000-2.000 1.806x10 1°
2 Rosenbrock 052 11 [1.0001000 1.888x 10!
3 Freudenstein and Roth[0.5 —2] 19 [1141 -0.89  4.898x 10t
4 Beale’s 11 15 [30.5] 2.35x 10712

Ao se analisar os resultados obtidos na Tabela 2, obseyaesenétodo do gradiente
proposto resolveu todos os problemas de forma sdiisiabu seja, todas as fubes convergi-
ram, uma vez que a segpucia gerada, est se aproximando doimmo def (xy). Para validar
estes resultados foram resolvidos os problemas proposaogla a rotindminuncpresente no
Matlab, com resultados reportados na Tabela 3. A partir dgpeoa@o dos resultados obtidos
nas Tabelas 2 e 3, conclui-se que étatdo do gradiente convergiu satisfatoriamente em todos
0s problemas analisados, uma vez que pétitoo foi alcancado.

Para analisar os resultados obtidos foram utilizadas aasde iveis da fungo com
0 uso da ferramenta gfica do Matlab. A seguird® descritos os resultados éficos obtidos
para cada uma das fubes estudadas.
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Figura 4: (a) Funcao Parabobide. (b) Curvas de nveis.

A Figura 4 ilustra o comportamento da fé@mParabdlide f (X) = (g +1)%+ (X2 +2)2.
Pode-se observar que existe um ponto dieimmo emx* = [~1 — 2]T. Pela aélise das curvas
de riveisé possvel verificar que realmente a fuag Parabdide apresenta um minimizador em
[-1—2]T. Testando diferentes condigs iniciais, percebe-se que a fangParabdlide con-
verge rapidamente para o poxtg e ainda, pode-se concluir que o porta@ um minimizador
global.

Testando a rotina do gradiente apresentada no Algoritmad mpaimizar a fungo
de Parabdlide e escolhendsg = [4 5|7, o problemaé resolvido com apenas 3 itetsss,
cujos valores da furp e da norma do gradientaécsdados na Tabela 4. A Figura 5 mostra os
graficos gerados pela rotina do gradiente, para a \&wida fun@o e da norma do gradiente,
denotado poff (xx)| e||g||, respectivamente, onde a norma do gradiérdescrita comgg|| =
(x1)2+ (x2)2, ao longo das iterdgs. Foi utilizado a escala lodinica no eixo vertical para

uma melhor visualizaip.

Tabela 4: Valores da fun@o e da norma do gradiente obtidos com a rotina do gradiente para a
funcao Parabobide.

k f g

0 74.00000x10" 6.4031
1 6.17760x10® 2.2363
2 1.35133x10° 2.2360

A fungao de Rosenbrock(x) = 100(x; — x3)? + (1—x;)? & ilustrada na Figura 6(a).
Observa-se que essa fé@mgapresenta um minimizante global &m=[1 1]T. A Figura 6(b)
ilustra as curvas deiveis da fun@o de Rosenbrock.

Testando a rotina do gradiente apresentada no Algoritmad manimizar a fungo
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Figura 5: (a) Evolugao da mbdulo da funcao Parabobide. (b) Evolugio do gradiente
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Figura 6: (a) Funcao Rosenbrock. (b) Curvas de iveis.

de Rosenbrock a partir da ponig= [0.5 2|7, o problemaé resolvido com 36 iter@gs, cujos
valores da fungo e da norma do gradiente obtid@slados na Tabela 5. A Figura 7 mostra
os g@ficos gerados pela rotina, com a va@iagla fun@o e da norma do gradiente ao longo das
iteragdes.

Uma observago importante para esse tipo de probleague as estragias adotadas
podem corresponder a umimmmo local. Esse fato pode ser observado nadonge Rosen-
brock, a qual possui uranico minimizante globak* = [1 1]T uma vez que que a condig
suficiente de segunda ordersatisfeita, ou seja, a matriz Hessianaf ()¢ no pontox* & de-
finida positiva. Tomandaeg = [1.2 1.2]7, observe que o &todo do gradiente convergiu para
o pontox* = [1 1]T com 43 iterades. Poem, tomando-s& = [-1 2|T, o método do gradi-
ente Ao convergiu para o minimizante, peisnao se encontra na bacia de af@aglo mMnimo
global. Esse fato, mostra que ctado do gradienté sengvel as condies iniciais quando
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utiliza-se fun@es rao-convexas.

Tabela 5: Valores da fun@o e da norma do gradiente obtidos com a rotina do gradiente para a
funcéo de Rosenbrock.

k f 9]l

0 3.06500000000000010 0.02060000000000Q10°

1 0.00025289578166810° 0.01773888188433%10°

2 0.00025190239649510° 0.01773654328218Q10°

34 0.00000870381362310° 0.01472769578469Q10°
35 0.00000739057024710° 0.014725671613558107

1)1
llaexIl

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
iteragbes iteracdes

(a) (b)
Figura 7: (a) Variacao da fungdo Rosenbrock. (b) Varia@o da norma do gradiente.

A comportamento da fu@p de Freudenstein and Rathilustrada na Figura 8(a) e
da fun@o de Beale’s na Figura 8(b). Vale ressaltar que adarde Freudenstein and Roth
apresenta um minimizador global eth=[5 4" com valor da fungo objetivof (x3,%) = 0
e um minimizador local em* = [11.41 —0.8986" com valor da fun@o objetivof (x3,x) =
48.9842. & a funo de Beale’s apresenta timico minimizador global em* = [3 0.5]" com
valor da fun@o objetivof (xg,x2) = 0.

Testando a rotina do gradiente para minimizar a &aenge Freudenstein and Roth a
partir da pontag = [0.5 — 2], o problemaé resolvido com 351 iterégs, cujos valores da
funcao e da norma do gradient@csreportados na Tabela 6. A Figura 9 mostra @igos
gerados pela rotina com a variecda fun@o e da norma do gradiente ao longo das ifezag
respectivamente. Observe que neste cas@tao do gradiente obteve como minimizador
0 pontox* = [11.359 —0.899", com a toleéncia desejada, que correspondedtimo local.
Testando para diferentes pontos inicigjo método rao convergiu para 6timo global, nesse
caso o neétodo do gradiente apenas obteve o minimizador local. Issirenque o ratodo do
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Figura 8: (a) Funcao Freudenstein and Roth. (b) Funéo de Baele’s

Tabela 6: Valores da fun@o e da norma do gradiente obtidos com a rotina do gradiente para a
funcao Freudenstein and Roth.

k f gl

0 0.40050000000000910° 1.27218718279797610°
1 0.03165262971796210° 0.03447763937502910°
2 0.08105048755262410° 0.00817443348151510°

349 0.04898584005009810° 0.00093091465535210°
350 0.04898540621765610° 0.0000583384822391C°

gradiente possui algumas conikgs que devem ser melhoradas para um melhor desempenho do
método.

No caso da furigo de Beale’s, o problen@resolvido com 95 iterégs, tomando como
ponto inicialxg = [1 1T o método convergiu para o ponéimo x* = [2.992 04977, com a
precifo desejada. Os valores da fange da norma do gradientacsreportados na Tabela 7.
Na Figura 10 &o apresentados os resultados obtidos via rotina com g&arika fun@o e da
norma do gradiente ao longo das itérag, respectivamente, mostrando um bom desempenho
do método uma vez que o valor da fiig;esh tendendo ao valorimimo de f e a norma do
gradiente tende a zero. Vale ressaltar, que considerarseaiério de paraddxy 1 — X|| < 9,
0 qual poderia ser modificado como sendo a horma do gradiemi@srda de generalidade.

Portanto, pode-se verificar que cadaimo local de uma furip diferencavel possui
uma bacia de atrap. Se o rétodo do gradiente for iniciado em um pon¢pnao situado
na bacia de atr&p do mnimo global podem acorrer duas sitbag, o neétodo do gradiente
converge para um mimo local associado a bacia de arague estiver o pontg ou casaxy
nao esteja associado a nenhuma bacia dezirap@o o nmetodo do gradienteao converge.
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Figura 9: (a) Variacao da func¢do Freudenstein and Roth. (b)Varia@o da norma do gradiente.

Tabela 7: Valores da fun@o e da norma do gradiente obtidos com a rotina do gradiente para a
funcao de Beale'’s.

1)

f
14.203125000000
4.3685273537189
1.2405573559748

gl
27.7534252725253

6.47938073465913
3.53502843421325

N~ O

0.01831385026192
0.00265280832215

0.0000130769958

94 0.0000103401623

llax, I
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iteracdes

(b)

20
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(@)

20 100 100

Figura 10: (a) Variacao da funcao Beale’s. (b) Variag¢io da norma do gradiente.



39

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado o estudo de problemas dieatau irrestrita. Apresentou-
se o desenvolvimentoéeco das condi@es de otimalidade para problemas de otinzecres-
trito, bem como, o estudo das conids de exig&ncia de solu@es, aém de apresentar ogtodos
iterativos do gradiente utilizado para obter as sbéscnungricas.

Vale destacar que os modelos de otim@&agrestrita, surgem muitas vezes de algorit-
mos de problemas restritos, os quais podem ser modeladasmrotnlemas irrestritos a partir
da penalizago das restriges e, com isso, podendo ser resolvido pelas dégsigpresentadas
no decorrer do trabalho. Portanto, o estudo de problemasim&acio irrestritos torna-se
fundamental para auxiliar na tomada de d&cide determinados processos.

Este trabalho proporcionou a refaxentre os problemas irrestritos e sua represaatac
afim de minimizar, obtendo sol@esotimas, atragés do nétodo do gradiente, implementado no
Matlab.

O meétodo do gradienté de primeira ordem, e em gerélpouco eficiente para resol-
ver problemas paticos. Mesmo assim, o estudo desstadoé um passo importante para se
entender os fundamentos da otim@agomputacional.

O meétodo do gradiente implementado apresentou coaweig satisfdiria uma vez
gue seus resultados foram validados comparado com a rbtm@unc presente no Matlab.
Outro aspecto analisado foi a sensibilidade as c@edi¢niciais a partir do estudo das bacias
de atra@o, pois se o &todo do gradiente for iniciado longe de uma bacia de @rdo mMinimo
local, o netodo pode divergir e, ainda, vale destacar que para praklgoe apresentam mais de
um minimizador, o retodo do gradientedrencontrar o minimizador local, devido a fragilidade
do metodo implementado.
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