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RESUMO

SILVA, Everton Pinho. Caracterizacao de funcoes inteiras e continuas sob certas condicoes.
2018. 39 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacao) — Licenciatura em Matematica.
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2018

O objetivo deste trabalho é explorar um processo de interpolacdo polinomial para funcdes inteiras
e determinar fungdes continuas que satisfazem certas propriedades. Além disso, apresentamos
a férmula do Binbmio de Newton para niumeros naturais, como consequéncia do processo de
interpolacao.

Palavras-chave: Interpolacdo, Fungéo Inteira, Binémio de Newton, Fung¢édo Continua



ABSTRACT

SILVA, Everton Pinho. Representation of entire and continuas functions under certain
conditions. 2018. 39 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagao) — Licenciatura em
Matematica. Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2018

The aim of this work is to investigate an polinomial interpolation process for entire functions and
determinate continuous functions which satisfy certain properties. Moreover, we present Newton
binomial expansion for natural numbers as a result of interpolation process.

Keywords: Interpolation, Entire Function, Binomial Expansion, Continous Function.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata da caracterizacao de fungdes inteiras e continuas. Buscamos analisar,
compreender e justificar os processos matematicos que sustentam e validam a interpolacao
polinomial e a caracterizagao de certas fungdes continuas sob certas condicdes que se encontram
em mais detalhes no texto.

O processo de interpolacéo é de extrema importancia para aplicagdes em diversas
areas do conhecimento, como por exemplo um pesquisador que tenha a intencdo de medir
o0 indice de acumulo de gas carbbnico na atmosfera ao longo do tempo. Para isso, mede-se
anualmente, durante 15 anos, a concentracdo de gas carbbnico na atmosfera de sua regiao.
Representando o tempo no eixo da abscissa = e a concentragdo na ordenada y obtemos um
conjunto discreto de 15 pontos no plano cartesiano R?, e é possivel, utilizando inclusive softwares
matematicos, aproximar uma curva continua que melhor se ajuste a esses pontos. Por sua vez,
0 pesquisador pode fazer previsdes de concentragdes futuras com base nesta curva. No entanto,
pela delimitagdo do tema essas aplicagées nao sdo objeto de estudo.

O objetivo desse trabalho é explorar a matematica que esta por tras destes processos,
mais formalmente, explorar um processo de interpolagéo polinomial para func¢des inteiras,estudar
uma de suas aplicagdes como o conhecido Binémio de Newton e determinar fun¢des continuas
que satisfazem certas propriedades. Para tal, usamos como metodologia de pesquisa, a revisao
bibliogréfica, sendo a principal referéncia o livro: Curso de Analise de Cauchy: uma edicdo
comentada, parte da colegao Histéria da Matematica (SCHUBRING; ROQUE, 2016). A escolha
deste livro foi interessante, pois, trata-se da primeira tradugao da famosa obra de Cauchy: Cours
d’ analyse para o portugués. Essa traducao feita em 2016, baseia-se na obra original de 1821,
um periodo em que o formalismo matematico moderno dava seus primeiros passos com esse e
outros matematicos do século XIX.

Formalmente um processo de interpolacédo pode ser definido como qualquer método de
determinacao de uma funcao, através da informagéo de algumas caracteristicas dessa fungao,
como por exemplo, o conhecimento de finitos ou infinitos valores particulares os quais a fungéo
atinge em seu dominio. Por exemplo, se o intuito é determinar uma funcao

fila,b) CR =R, a<b,

a partir de n valores conhecidos na imagem, entdo devemos encontrar uma curva parametrizada
(t, f(t)), t € [a,b], a qual passara por esses n valores conhecidos. Por outro lado, se f é uma
funcédo de duas variaveis, isto é,

f:QCcR* =R,

entdo procuramos uma superficie contendo tais pontos conhecidos.

Ha uma variedade de maneiras para resolver tais questdes. Por exemplo, na inter-
polacéo trigonomeétrica, obtém-se um polinémio trigonométrico que passa por um conjunto de
pares conhecidos (z,y), e € utilizada para determinagdo de fungdes periddicas (ver (RALSTON;
RABINOWITZ, 2001)).

A primeira parte deste trabalho baseia-se na interpolacdo polinomial para fungdes
inteiras (analiticas), que € um tipo de interpolacdo cuja fungao interpoladora é um polinémio (ver
YOUNG e GREGORY (1972), KREYSZIG (2006)). Isso significa que ao procurarmos uma fungcao
f : [a,b] — R conhecendo-se a imagem das abscissas (z;);-,, encontraremos um polindmio
p(z) de modo que
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para todo i = 1, 2,..., n. Além disso, neste trabalho encontra-se também o caso para fungbes de
duas variaveis, que pode ser estendido para fungées inteiras de varias variaveis z1, xo, ..., T,
(Ver teorema 4.0.2) e também como consequéncia, a formula do Binémio de Newton (z + y)"
para niumeros naturais x e y.

Na segunda parte, procuramos caracterizar algumas fungdes continuas que possuam
certas propriedades através de uma analise matemética rigorosa, envolvendo conceitos como
convergéncia de sequéncias e densidade nos numeros reais. Esta parte esta dividida em 4
problemas propostos.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: No Capitulo 2 fazemos uma breve introdugao
a alguns conceitos de interpolacao de fungdes inteiras bem como defini¢cdes e teoremas, que
serao fundamentais para os nossos estudos. No Capitulo 3, desenvolvemos algumas aplicagoes
dos resultados obtidos através do processo de interpolacdo de fungdes inteiras, no Capitulo 4
generalizamos esses resultados para varias o que nos leva ao Capitulo 5, onde se encontra a
deducao do Binémio de Newton para os nimeros naturais. Finalizando com o Capitulo 6 que
trata da caracterizagdo de fungdes continuas a partir de propriedades dadas. As referéncias
utilizadas no capitulo 2 e 3 sdo as seguintes: (SCHUBRING; ROQUE, 2016) e (CHURCHILL;
BROWN, 2015).
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2 INTERPOLAGCAO PARA FUNGCOES INTEIRAS

O método de interpolagado pode ser entendido como qualquer método matemético de
determinacao de uma funcao a partir de um certo nimero de valores particulares supostamente
conhecidos (um conjunto discreto). Por exemplo, se desejamos determinar uma funcéo de
uma ou duas variaveis, e essas funcdes podem ser consideradas como uma curva ou uma
superficie, respectivamente, o problema da interpola¢do consiste em encontrar a expressao geral
dessa curva, ou dessa superficie, a partir de alguns pontos discretos (x, f(z)) conhecidos, com
x € Dom(f).

Para tal estudo, faremos agora uma breve introducéo a teoria das fungdes inteiras.

Definicao 2.0.1. Seja Z um conjunto de numeros complexos. Uma fungao f : Z — C é
uma regra que associa a cada z € Z um numero complexo w. Dizemos que w é o valor de
f assumido em z e o denotamos por f(z), ou seja, f(z) = w. O conjunto Z é denominado
dominio de f.

Exemplo 2.0.1. Uma fungdo que usamos com muita frequéncia nesse trabalho é a funcao
polinomial. Seja n um numero natural, se ay, a1, ..., a, forem constantes complexas, com
a, # 0, a fungdo

P(z) = ag+ a1z + apz* + -+ + a, 2"

sera um polinémio complexo de grau n. Note que essa soma tem um numero finito de parcelas
e seu dominio de definicdo é todo plano complexo.

Definigdo 2.0.2. Seja f uma fungdo cujo dominio de definigdo contenha uma vizinhanga {z €
C; |z — 20| < €} de um ponto z,. A derivada de f em z, é definida como o limite

o) — tim L) =S Go)

z2—20 Z— 20
e, se esse limite existir, diremos que a fungdo f é derivavel em 2.

De maneira equivalente escrevendo a variavel z da Definigdo 2.0.2 como Az = z — 2y
com z # 2y, obtemos no lugar de (2.1) a seguinte equagéo

f(z0 + Az) — f(20)

Az—0 Az

. (2.1)

Como f esté definida em uma vizinhanga de z,, 0 nimero f(zy + Az) esté definido com |Az|
suficientemente pequeno.
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Figura 1 — Interpretacao geométrica da derivada no plano complexo.
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Fonte: Autor.

Denotando o numerador de (2.1) por Aw = f(zo + Az) — f(z0), o qual indica a
variagdo no valor w = f(z) de f correspondente a uma variagdo Az do ponto do dominio de f
e denotando f'(z) por dw/dz, a equagao (2.1) é dada por

dw . Aw

— = 11m ——-.
dz A0 Az
Vejamos agora um exemplo de fungéo derivavel em um certo subconjunto dos numeros
complexos.

1
Exemplo 2.0.2. Suponha que f(z) = —. Em cada ponto = € C n&o nulo,
z

I I 1 1\ 1 I -1 I —1 1
1m —— = 1m - —=11m-———=11m — = ——
Az—0 Az A0 \z+ Az z) Az 250 (2+Az2)z Ax0224+ Az -z 2

e portanto
dw 1 , 1
it ou f'(z) = — 2> oMz # 0.

Definicédo 2.0.3. Uma fungdo f de uma variavel complexa é dita analitica em z, € Dom(f) se
f é diferenciavel em z, e sua vizinhanga, isto é, se existe 0 > 0 tal que f é diferencidavel em

{z € C;|z — 29| < }. Além disso, f é dita analitica em um conjunto aberto Z C Dom(f) C C
se [ é analitica para toda vizinhanga de z € Z.

Caso seja necessario falar de uma fungé@o que é analitica em um conjunto Z que nao é
aberto, deve ser entendido que essa fungao é analitica em algum conjunto aberto que contém 2.

Definicao 2.0.4. Uma fungao analitica em cada ponto de todo o plano complexo C é dita inteira.

Os resultados enunciados a seguir apresentam algumas das propriedades de funcoes
inteiras, as quais serdo Uteis mais adiante para determinagao de fungdes inteiras a partir de
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um conjunto discreto de pontos supostos conhecidos. O primeiro trata de uma propriedade de
divisibilidade das fungdes inteiras.

Observacao 2.0.1. Seja f : X C C — C uma fungio inteira. Se existirum xq € X tal que
f(xo) =0, entdo f(x) é divisivel por x — xy.

A observacao seguinte é uma generalizagdo da Observacao 2.0.1.

Observacao 2.0.2. Seja f : X C C — C uma funcdo inteira. Se existir uma sequéncia
n—1

finita (x;)7—, , contida em X formada por n termos conhecidos tal que f(z;) = 0, para todo
i =0,...,n — 1 entdo f(x) é divisivel pelo produto:

(x —xo)(x — 1) (T —X2) -+ (T — Tpp1).

A definigdo a seguir nos diz que igualdade de fungbes complexas é analoga a qualquer
tipo de fungéo.

Definicdao 2.0.5. Dizemos que duas fungées inteiras f,g : X C C — C sao iguais, se
f(z) = g(x) paratodo x € X.

O préximo teorema trata das condi¢coes necessarias para que duas fungdes inteiras
sejam iguais.

Teorema 2.0.1. Sejam f,g: X C C — C duas fungbes inteiras. Se (f(x:))!—y = (g(x:))'
n—1

para uma sequéncia finita (x;);—, , contida em X de n termos conhecidos, comn € N maior que
o grau de ambas as fungdes, entdo f(x) e g(x) sdo iguais, isto é f(x) = g(x) paratodox € X.

Demonstragdo. Sejam f(x) e g(z) duas fungdes inteiras e suponha, sem perda de generalidade,
ambas de grau n — 1 e além disso, (f ()i, = (g(z:))!—, para uma sequéncia finita (z,)""~
de n termos.

Suponha por absurdo que f # g, assim fazendo a diferenga f — g temos também um
polinbmio, uma vez que a diferenga de polinémios é um polinémio, sendo f e gdegraun — 1,0
grau do polinémio diferenga f — g néo ultrapassa n — 1, e mais ainda f(x;) — g(x;) = 0 nos
n pontos parai = 0,1,...,n — 1. Logo pelo Teorema 2.0.2 o polindmio f — ¢ é divisivel pelo
produto

(x —zo)(x — 1) (x —29) -+ (T — Xp_1).

Porém note que, este produto € um polindmio de grau n, o que é absurdo, pois temos um
polinémio de grau n dividindo outro de grau n — 1. Portanto as fungdes f(z) e g(z) séo iguais
para todo = € X. O]

A partir do resultado do Teorema 2.0.1, podemos formular o seguinte corolario, que
auxilia na determinacéo de funcdes inteiras iguais, podendo ser usado como caracterizacao de
duas funcdes inteiras iguais.

Corolario 2.0.1. Dizemos que duas fungées f,g : X C C — C inteiras sao iguais se,
n—1

f(z) = g(z) paratodox € X, ouse (f(x;))\=y = (g(x:))}—, paran valores discretos em X
onde n € N é um numero maior que o grau de cada uma das fungoes.

Demonstragdo. Segue do Teorema 2.0.1. O
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3 ENCONTRANDO O POLINOMIO INTERPOLANTE, POR APROXIMAGAO

Sob as hipéteses do Teorema 2.0.1, o nimero de valores de x para os quais f(x) e
g(x) sdo ou assumem valores iguais é indefinido. Assim, temos que uma fungéo inteira u, de
grau n — 1, sera completamente determinada caso se conhega u(z;), parai = 0,...,n — 1, onde
(z:)!~; é uma sequéncia finita contida em X.

Defina u; = u(z;) e suponha inicialmente que os valores particulares conhecidos
(u;)7~; da sequéncia (;)"—, séo tais que u; = 0 para todo i # 0, isto &, apenas g é ndo-nulo.
Pelo Teorema 2.0.2, a funcao u, € divisivel pelo produto

(x —z1)(x —29) -+ (T — Tp1),
e pela definicao de divisibilidade u sera, consequentemente, da forma
u=k(x—z1)(r—x2) (T — Tp1), (3.1)

onde k é uma constante, pois se k for um polinbmio de grau maior ou igual a 1, temos uma
contradicdo com o grau de u. Além disso, fazendo z = zy obtemos uy, logo

uy = k(xo — x1)(wo — 22) -+ (T — Tp—1), (3.2)

isolando a constante k& em (3.1) e (3.2) obtemos

T m) @) @)@ ) @ —m) OO

isto &, temos por (3.3) que

(x —21)(x —22) - (. — Tp1) B (xo — 1) (wg — 2) -+ (o — Tp_1 (34)

multiplicando o lado esquerdo da equacéao (3.4) pelo denominador direito e o lado direito pelo
denominador esquerdo, temos:

u{(zo — x1)(vo — T2) - -+ (T0 — Tp—1)} = wo{(z — 1) (¥ — 22) -+ - (x — 1)} (3.9)
isolando u em (3.5) temos que

(z —21)(® —23) - (T — Tp1)
(z0 — 1) (20 — 2) -+ (W0 — Tp1)

U = Ug (3.6)

De forma andloga ao que foi feito de (3.1) a (3.6), se os valores particulares conhecidos

n—1

da sequéncia (u;);~, s&o tais que u; = 0, com excegdo de i = 1, encontramos

(x —@0)(x — @) -+ (& — Zp1)
l(xl —x0)(ry —w9) - (11 — Tpq)’

uUu=1u

e podemos proceder desta maneira, supondo que u; = 0 para todo ¢ exceto ¢ = j. Finalmente,

n—1

para o Ultimo caso, se os valores particulares conhecidos da sequéncia (u;);, , sdo tais que
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u; = 0 com excegao do Ultimo u,,_; # 0, encontraremos

(x —20)(x —@1) -+ (& — Tn2)
(Tn1 = 20)(Tn-1 — 1) -+ (Tp1 — Tna)

U = Up—1

Reunindo estas expressdes assumidas por u, nos processos descritos acima, encontra-
mos por soma um polinémio em = de grau n — 1, que terd a propriedade de se reduzir a uy para
T = Tg, a Uy, para x = x, € assim sucessivamente. Portanto u podera ser expressa pela soma:

(x —21)(® — @) -+ (T — Tp1)
(mo — @1)(wo — @2) -+ (X0 — Tp—1)
(x —zo)(x—21) -+ (T — pq)

U = U

o (951 —350)(551 —xz)"'(l’l —$n71)
. (x —zo)(x —21) -+ (T — 2py2) 3.7)

(In—l - $0)($n—1 - $1) T (In—1 - In—z)
Esse polinbmio sera, entao, a expressao a qual procuravamos.

Observacao 3.0.1. Note que ao tomarmos = = x, temos de fato u(xy) = ug, como € esperado:

u(zo) = uo (o — 21)(wo — ¥2) -~ (%0 = Tn1)
(zo — 1) (w0 — x2) (o — Tp1)
(rg — o) (0 — 21) - -+ (T0 — Tn—1)
+ (r1 — o) (21 — 20) - -+ (X1 — Tp1)
+ +
) ) o=

(xn—l - 330)(3771—1 - 1171) T (xn—l - xn—Q)

(xo — 1) (xo — 22) -+ (Lo — Tp—1)

Da mesma maneira, tomando x = x; em (3.7), temos u(z;) = u; paratodoi = 1,...n — 1, 0
que mostra que (3.7) é realmente o polinbmio u procurado.

Considerando ainda a construgao de (3.7), veja que podemos por esse processo inferir
uma nova equacgao da seguinte maneira:

Seja a uma constante complexa. Pelo Corolario 2.0.1, vimos que uma funcao inteira u
de grau n — 1 é completamente determinada caso conhegamos a imagem de uma sequéncia
finita (xi)?;ol de n pontos pertencentes ao dominio da fungdo. Assim a funcdo u = v — a,
também de grau n — 1, sera completamente determinada caso se conhega (u(x;) — a) valores
de u — a avaliados em (z;) parai = 0,....,n — 1, onde (z;)7,, é a mesma sequéncia finita
contida em X e u(x;) séo pontos conhecidos.

Ao aplicarmos (u(x) — a) nos pontos (z;)}—;, obtemos a sequéncia

(u(z:)=) — a) = (u(xo) — a,u(z1) — a, ..., u(z,_1) — a)
contida em C com n termos conhecidos. Ou simplesmente
(u; — )=y = (ug — @, Uy — @, ..o Up_1 — Q).

Procuremos sob estas condicdes o valor geral da funcdo u© = u — a. Da mesma
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maneira feita para encontrarmos u, acrescentamos ainda a hipétese que os valores particulares

n—1

conhecidos sdo tais que (u; — a);—, = 0 para todo i # 0. Pelo Teorema 2.0.2, a fungédo u — a,
sera divisivel pelo produto

(x —x)(x —x2) -+ (T — Tp1), (3.8)

entdo, pela definicido de divisibilidade e analisando o grau do polinémio (3.8), (u — a) sera,
consequentemente, da forma

u—a=k(rx—mz)(x—x9) - (& —zp_1), (3.9)
sendo k£ uma constante. Além disso, fazendo = = x5 em (3.9)
uy —a = k(xg — x1)(xo — x2) -+ - (xo — Tp_1), (3.10)
isolando a constante £ em (3.9) e (3.10) temos que
u—a Uy — a

' (@ — @)@ —x2) - (& = 2na) - (zo — z1)(wo — 22) - -+ (X0 — Tp—1) &1

e, portanto olhando para a segunda igualdade de (3.11),

(u—a) _ (ug — a)
(x—21)(@ —22) - (= 2p1) (20— 21)(T0 — @2) -+ (X0 — Tp—1)

(3.12)

multiplicando ambos os lados pelos denominadores de (3.12), obtemos
(u—a)[(zo —z1)(x0—22) -+ (X0 — Tn1)] = (w0 —a)[(x —21) (2 —22) - - - (= 2p—1)] (3.13)
e por fim, isolando © — a em (3.13) obtemos,

( —a)(@ —33) -+ (2 — @p)
(2o — x1) (w0 — 22) - -+ (¥0 — Tp1)

u—a=(uy— a) (3.14)

De modo analogo ao feito de (3.9) a (3.14), se os valores particulares conhecidos da
sequéncia (u; — a)}—, s&o tais que (u; — a = (), com excegéo de i = 1, encontramos

(x —@o)(x — @) -+ (& — Tp1)
(21— 20) (21 — T2) -+ (¥1 — 1)

u—a=(u; —a)

Procedendo desta mesma maneira para todo ¢, encontramos a Ultima equacdo abaixo, ao
considerar apenas i = n — 1 ndo nulo.

(x —zo)(x —21) -+ (T — 2py2)
(Tn1 = 20)(Tp1 — 21) -+ (Tp1 — Tna)

u—a=(u,—1 —a)

Reunindo estas n expressdes acima assumidas por v — a, encontramos por soma um
polinbmio em z de grau n — 1, que tera a propriedade de se reduzir a ug — a para r = x, a
u; —a,parar = ry,...,dU,_1 — a, paraxr = x,_1. Assim u = u — a podera ser expressa pela
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soma:

(z — @) (x —29) -+ (& — Tp1)
To — I’l)(l‘o — .I’Q) tee (fL‘O — wn—l)
(x —zo)(x—21) (T — Tpq)

u—a = (uo—a)(

+ (m—a) (z1 — @o)(x1 — 22) -+~ (21 — Tn1)
+ o+
—a (& —zo)(z —21) -~ (T — Zps)
+ (upq ) (X1 —x0)(Tn_1 — 1)+ (X1 — Tp_a)’ (3.15)

Esse polinbmio €, entao, a expressao procurada.

Observacao 3.0.2. A expressdo (u; — a)?;ol é igual a u;, quando substituido x = x; como
esperado. Por exemplo, no caso de i = 0, temos por (3.15)

u—a = (up—a) (wg — 1) (0 — @2) - -+ (X0 — Tp—1)
(o — 21) (w0 — @2) -+ (T0 — T—1)
(o= o)y — ) (2 — )
+  (u (71 — o) (21 — 22) - -+ (X1 — Tp1)
+ +
o (=m0 @ — ) (50 — )
+ (Un—l )(in—l — ajo)(xn_l — xl) e ($n_1 _ $n_2)

(wo — @1)(z0 — @2) - -~ (To — Tn—1)

= (uo—a)(

Agora, subtraindo a equacao (3.15) de (3.7), obtemos

(z —z1)(z —22) -~ (& — Tp1)
(w0 — @1)(wo — @2) - -+ (X0 — Tp—1)

(# —21)(® — @) -+ (& — Tp1)
(o — x1)(T0 — T2) + + * (W0 — Tp1)
(z —@o)(x — 1) - (& — Tp1)

u—(u—a) = wugp

— (uo—a)

+ Uy (w1 — 20) (21 — 20) -+ (1 — Tp_1)

— (u1 —a) (@ — )@ —21) (2 = @)
(Il - xo)(% - x2) s (xl — l’n—1)

e

D ) G LR oy

(1 — 20)(Tp_1 — 1) - (Tp-1 — Tn_2)
(x —@o)(x —@1) -+ (T — Tp2)
Tp—-1 — 130)(3%71 - $1) T (xnfl - xn72)

— (Up—1 — a)< (3.16)
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Desenvolvendo o termo do lado direito de (3.16), temos

(z —a)(x —3) - (& — @p)
(o — 21)(z0 — @2) -+~ (T0 — Tn—1)
(# —21)(x — @) -+ (& — Tp1)
(o — 1)(x0 — @2) + + + (W0 — Tp1)

(z —21)(@ — @) - (T — Tp1)

a = U

— U

" (zo — @1)(z0 — @2) -+ - (T0 — Tp1)
(x —zo)(x—21) -+ (T — pq)
o (1 —x0) (21 — T2) + -+ (T1 — Tp1)
. (x —zo)(x —21) -+ (T — p1)
' (1 —20) (21 — T2) -+ (W1 — Ty 1)
(# —@o)(x —@1) -+ (& — Tp1)
" (z1 — xo)(z1 — @2) - -+ (21 — Tp1)
T+ ou, g (z —@o)(x — 1) - (T — Tp2)

(Tn-1 = 20)(Tp1 — 1) (Tp1 — Tp2)
(@ —mo)(x — 1) -+ (T — Tp2)
Tyt — X0) (X1 —x1) -+ (Tpo1 — Tp_2)

(x —20)(x —@1) -+ (& — Tn2)

+ a(mnfl — 20) (a1 — 1) - (Tp_1 — Tp_2) (3.17)

Un—1 (

Apo6s o cancelamento dos termos em (3.17), temos

(# —21)(@ — @) - (& — Tp1)
(zo — 1)(T0 — @2) - -+ (To — Tn1)
(@ —xo)(x —@1) -+ (& — Tp1)
(1 = 20)(T1 — T2) - -+ (T1 — T 1)
(z — mo)(x — 1) -~ (T — Tp)

a(xn—l - 1‘0)(:L‘n_1 — xl) e (fEn—1 _ IH—Q). (3.18)

Por fim, dividindo ambos os lados da igualde em (3.18) por a # 0, encontramos a seguinte
equagao

(x —21)(® — @) -+ (T — Tp1)
(o — 21)(T0 — T2) + + + (W0 — Tp—1)
(z —@o)(x — 1) -+ (T — Tp1)
(z1 = 20) (21 — T2) - -+ (W1 — T 1)
(z —xo)(x —21) -+ (2 — 2y )
(!En—1 - on)(In—l - 3U1) T (iEn—1 - $n—2)'

As equacdes (3.7) e (3.15) s&o utilizadas para resolver problemas de interpolacéo de
fungdes inteiras, mas em geral, por conveniéncia usamos a equacao (3.15), pois tomando a
constante a igual a um ponto da sequéncia finita (ui)?z_ol, diminuimos um termo do lado direito
da equacao.

Abordaremos agora dois exemplos de aplicagdes da expressao geral (3.15).
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Exemplo 3.0.1. Podemos usar (3.15) para determinar uma reta passando por dois pontos dados.
Sejam (xq,yo) € (x1,y1) dois pontos distintos do plano complexo. Substituindo na expressédo
(3.15) u pory, e tomandon = 1 e a = yy, encontramos como equacao da reta

B B B (x — x1) _ (z — 20)
(W —v) = (o yO)—(xo ) + (1 yO)—(xl — Z0)
o lz =) oy &= @)
- 0—(‘7:O — (1 = %) (1 = 20)

Logo a equacao da reta desejada em coordenadas cartesiana é

Exemplo 3.0.2. De modo analogo, podemos determinar uma parabola passando por trés pontos
distintos dados com seu eixo paralelo ao eixoy. Sejam (xo,yo), (x1,41) € (x2,y2) a representagdo
desses trés pontos em coordenadas polares, y a ordenada variavel da parabola. Substituindo u
pory, na formula (3.15), n = 2 e a = yy, encontramos como equagado da parabola

(x —x1)(x — 29)

To — T1)\To —$2)

Y-y = (?Jo—yo)(

)
X
N s s
O ey ey
- Gy
I s s
N ey ey

Logo a equacao da parabola desejada é

(x — xo)(x — 29)

I — [L’())(l’l — X2

Y—Y = (?/1—3/0)(

Voltando a equagéo (3.7), ao considerarmos u=z" comm < n,m € 7 a sequén-
cia finita de valores particulares (u;)?—; conhecidos ser4 igual a (z)")}. Substituindo estas
informacdes em (3.7) obtemos

m _ .m (ﬂf—xl)(l’—%)'“(x—%—l)
° (zo — @1)(z0 — @2) - -+ (T0 — Tp1)
m (x —20)(r —22) -+ (T — 1)

(o= wo) (e — w2) - (21— wa)

+

(x —@o)(x —@1) - (& — Tp2)

+ x
nl ($n71 - xO)(xnfl - fEl) s ($n71 - $n72)’

(3.19)
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e observe que, tomando m = 0, esta ultima equacao torna-se (3.3). Além disso, note que
desenvolvendo o produto do lado direito dessa equacao obtemos um polinbmio em .
Para n = 2, temos:

g E ) o (B T0) g T T T
0 (w0 — 1) ! (z1 — o) 0 (w0 — 1) ! (z1 — o)

x
Observe que o coeficiente de = é 0 + .
(o —21) (21— o)
Para n = 3, temos:

2™ = (x — z1)(x — 25) + 7 (x — @) (z — 25) +ap (z — o) (x — 1)
(o — 21)(z0 — 72) (@1 — o) (21 — 72) (w2 — o) (2 — 72)
A2 = LT — Lol + 21Ty | X7 — LT — Lol + Ty |, TF — ToT — T1T + To
= o R Lo
(zo — 1) (0 — 72) (z1 — 21) (21 — 22) (22 — x0) (72 — 21)
Observe que os coeficientes de x sao
g’ 7" Ty’

+ )
(o —x1)(T0 — 22) (21 — o) (21 — 22) (T2 — @0) (W2 — 71)
Para que a equacao (3.19) seja valida, as poténcias de x e, em particular, a poténcia
z"~!, deve necessariamente ter o mesmo coeficiente em ambos os lados da equagdo. Assim é
interessante analisarmos 0s seguintes casos:
1°: Supondo m < n — 1, necessariamente o coeficiente de 2" ! tem que ser zero:

0 = ]
(950 - xl)(% - 952) ce (Io - xn—l)
- i
(21 — o) (21 — 22) -+ (1 — Tp—1)
Tyt
+ - (3.20)

(Tn—1 — 20) (1 — 21) -+ (Tp1 — Tpg)’

2°: Supondo m = n — 1, necessariamente o coeficiente de 2" 1 tem de ser 1, pois do
lado esquerdo da equacéo (3.19) o coeficiente de =™ é 1.

n—1
1 = %o
(950 - 961)(1'0 - 952) ce (l’o - xnfl)
n—1
+ =
(5751 - JCO)(iUl - 952) te (951 - $n71)
N (xn—l)nil

(Tn1 — 20) (1 — @1) -+ (Tpo1 — Tpg)

Vale a pena observar que a férmula (3.20) vale mesmo no caso que se supde m = 0,



que faz com que os numeradores dos coeficientes sejam todos iguais a 1:

0 1
 (zo—x1)(T0 — T2) - -+ (W9 — Ty 1)
. 1
(1 — x0)(T1 — 2) -+ (X1 — Tp1)
1
+

(Tn1 = 20)(Tp1 —21) -+ (Tpo1 — Tna)

22
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4 INTERPOLACAO DE FUNCOES INTEIRAS DE VARIAS VARIAVEIS.

Os métodos vistos até agora por meio dos quais podemos determinar as fungdes inteiras
de uma Unica variavel a partir de um certo nimero de valores particulares conhecidos, podem ser
estendidos também para fungdes inteiras de varias variaveis. Faremos agora tal generalizagao.

Teorema 4.0.1. Sejam f,g: X xY C C x C — C fungbes inteiras de duas variaveis x ey, se
f(zi,ys) = g(xi, v:) para as sequéncias (v;)'—; e (y;)!—y, contidas em X de n, comn maior
que o grau de ambas as fungées, entdo f(z,y) e g(x,y) serdo iguais, para todos z,y € X.

Demonstragdo. Sejam f(z,y) e g(x,y)com f,g: X xY C C x C — C fungbes inteiras de

duas variaveis x e y. Suponha, sem perda de geralidade, ambas de grau n — 1 em relagédo a cada

n—1

uma das variaveis e que para as sequéncias finitas de n pontos ()"~ e (y;)/—, pertencentes
a X ocorra

f(xna yn) = g(xna yn)'

Note que ao fixar x = zg, f(z0,y) e g(xo, y) s@o duas fungdes de uma Unica variavel y
€ que se tornam iguais para os n pontos de (yi)?gol, isto &,

f(xo,0) = 9(w0,90), f(0, Y1) = 9(T0, Y1),-,f (T0; Yn—1) = 9(T0, Yn—1)-

Logo pelo Teorema 2.0.1 essas duas fungbes serdo iguais para todo y, portanto

f(x07y) :g(x07y)7 (41)

para todo y € Y. De modo analogo, encontramos

flx,y) = g(o1,9),
f(iUmy) = 9(352,9):

f@n-1,y) = g(wa_1,y). (4.2)

Por outro lado, seja iy € Y fixado. De (4.1) e (4.2) temos que

f(‘TO?y) = g(l'(),y),f(l'l,y) = g(l‘hy)v”'v f(xn—lay) = g(xn—17y>a

isto &, f(x;,y) = g(z,,y) para n valores, dai pelo Teorema 2.0.1 essas duas fungdes serdo
iguais para todo z € X, portanto

f(z,9) = g(z, 7).
Como y € Y é arbitrario, concluimos que paratodoy € Y ex € X,
f(z,y) = g(z,y),
mostrando assim o desejado. O

Corolario 4.0.1. Duas fungées f,g : X xY C C x C — C inteiras de duas variaveis sédo
iguais se f(x,y) = g(x,y) paratodo (z,y) € X XY, ouse f(x;,y;) = g(x;,y;) paran valores
discretos maiores que o grau de ambas f e g.

Demonstracdo. Segue do Teorema 4.0.1. O



24

Segue do Teorema 4.0.1 que a fung&o inteira f(z,y) de grau n — 1 em relagéo a cada
uma das variaveis z e y, sera completamente determinada caso conhegamos a imagem das
sequéncias (z;)/~, e (y;)7—,. Sob as mesmas hipéteses para construgéo da equagéo (3.7),
fazendo u = f(z,y) em (3.7) temos:

(z —21)(® — @) - (& — Tp1)
(w0 — 21)(z0 — @2) - -+ (T0 — Tn—1)
(x —zo)(x —21) - (T — 1)

f(:v,y) = f(l’o,y)

+ fla,
f( ' y) (I1 - x(])(xl - $2) t ($1 - xn—l)
(x —zo)(x —21) -+ (T — Tp2)
+ Tp1, . (4.3)
f@n1y) (-1 — 20)(Tp1 — 1) - (Tp-1 — Tp_2)
Por outro lado, fixando z,, € (;)!-, obtemos a equagéo (4.3) em fungéo da variavel y :
(v—y1)(y—v2) (¥ — Yn-1)
f@my) = f(@my
)= o ) Ty o= 2) (o — o)
T (y—vo)y—v1) (Y — Yn-1)
(y1 —vo) (W1 — ) (Y1 — Yn-1)
(W —=y0)y—v1) (¥ — Yn-2)
+ [Ty Yn— . (4.4)
( 2 Yn-1 = Y0)Wn—1—y1) * (Yn-1 — Yn—2)
Exemplo 4.0.1. Tomandon = 2 a equacao (4.3) é da forma
. r — T r — 2o
f(way> - f($07y)x0 — 7 + f(mhy)xl —
e a equacéo (4.4) igual a
y—vy Yy—Uu
f(l'm7 y) = f($17y0) . + f(xhyl) . . (45)
Yo — Y1 Y1 — Yo

Considerando m = 0 e m = 1 em (4.5), obteremos as expressoes f(xo,y) e f(x1,y). Substi-
tuindo tais expressbées em (4.5), temos

) (—w)
UEA A Foy

T — Zo) ) (v — %)
RS e B e £

B N (x — x1) _ (y — )
f(x,y) = f( 073/0) (l,o . I1> (y() — yl)

(x — x0) ) (v — 1)
+f(a:1,yo)($l_x0) (Yo — 1)

Da mesma maneira, é possivel estender o resultados do Teorema 4.0.1 e Corolario 4.0.1
para fun¢des de 3 ou mais variaveis, utilizando raciocinio analogo ao usado nesses resultados.

Corolario 4.0.2. Duas fungdes f,g : X XY xZ C CxCxC — Cinteiras de trés variaveis x,y
e z, séo iguais se f(z,y,z) = g(v,y, 2) paratodo z,y, z € X, ou se f (v, yi, zi) = g(xi, vi, %)
para n valores discretos maiores que um limite dado.
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5 APLICACOES

O desenvolvimento tedrico feito até aqui nos permite inferir algumas aplicacées e com
este intuito, consideremos em particular os produtos obtidos através da multiplicacdo sucessiva
de fatores da forma,

r(z—1)(z—=2)(x—=3)---(z—(n—1)) (5.1)

com o primeiro fator sendo uma variavel inteira e n um ndmero natural qualquer. Fazendo = = y
em (5.1), temos:

yy-Dy-=2)(y—=3)---(y—(n-1)) (5.2)

Problema 5.0.1. Suponha agora que queiramos, por meio dos produtos, em (5.1) e (5.2) expres-
sar o seguinte produto:

(z4+y)(z+y—1)(z+y—2)(c+y—3)--(z+y—(n—1)). (5.3)

Antes de resolver este problema enunciaremos um resultado de analise combinatéria
que nos sera util pois estamos interessados em calcular todas as combinagdes possiveis do
produto (5.3). Como temos m elementos tomados p a p com m > p e como a ordem dos fatores
nao altera o produto, podemos usar a férmula da combinacéo:

m)!

Copp=—"",
P pl(m —p)!

(5.4)
onde m € a quantidade de elementos de um conjunto e p € um nimero natural menor ou igual a
m, que representa a quantidade de elementos que irdo formar os agrupamentos.

Demonstracdo. Para resolvermos este problema, suponhamos primeiramente que x e y sejam
ndmeros inteiros maiores que n. Fazendo m = (x + y), p = n na férmula (5.4), obtemos:

()
Catyn = nl(z+y—n) (5:5)

Desenvolvendo o fatorial no numerador em (5.5),

(z+y)lr+y—DE+y—2)---(z+y—(n—-1))(z+y—n)

Criyn = 5.6
+y, n|($_|_y_n)| ( )
efetuando o cancelamento em (5.6), segue que
r+y)lze+y—1)(z+y—2)---(z4+y—(n—1
A Moty —2)-(aty=(n=) 57
n:
ou ainda, podemos reescrever o denominador em (5.7) como
r+y)le+y—1)e+ty—2)- - (x+y—(n—-1
A ) ) (n—1) 59

1.2.3.--n

Note que o numerador de C,,,, em (5.8) é igual ao produto (5.3) que queremos expressar e
esta Ultima equacao expressa o numero de possibilidades possiveis de agrupamento dos termos
x + y, variaveis tomadas n a n. Observe que dentre estas possibilidades de agrupamentos,
existem aquelas que serdo formadas apenas pelos termos x. Novamente usando (5.4), mas
agora fazendo m = x e p = n, 0 niumero de possibilidades deste tipo sera expressa pela
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seguinte equagao:

x!
]
oz -1)(x—-2)--(x—(n—1))(z —n)
B nl(x —n)!
s D=2 (@ (n-1)
n!
oz -1)(x—-2)---(x—(n—1))
o 1-2-3...n (5-9)

Seguindo esta mesma logica, também ha as possibilidades de agrupamentos que
englobaram n — 1 termos de x e um termo de y. Deste modo, o nimero de possibilidades é dado
pela multiplicacdo da possibilidade do primeiro grupo pelo segundo. Logo utilizando (5.4) temos:

x! y!
(n—Dlz—m—1) 1(y—1)
v -1)@—2)--(@-n=-2)—-(@m-1)" yy-1)

Cz,nfl : Cy,l =

(n—1Nzx—(n-1))! My —1)!
_ - =2)---(z-(n=-2) y
(n—1)! 1
_ - =2)---(z-(n=-2) y
- 1-2-3(n—1) 1 (5.10)

Procedendo desta forma, temos o grupo de possibilidades formados por n — 2 termos
de z e dois termos de y. Assim fazendom = xep =n —2etambémm =yep = 2no
segundo, temos o numero de possibilidades, calculado de modo anélogo a (5.10):

Con Gy = TV =2 e (123) yly=1) 511

2.3 (n—2) D)

Assim sucessivamente até que todos os termos sejam formados apenas por variaveis y e o
namero de possibilidades deste grupo igual a

yy—Dy—2)---(y—(n—-1))
Cyin = 1-2-3...n '

(5.12)

Fazendo a soma das expressdes obtidas de (5.9) a (5.12), a qual expressa todas as
combinagdes possiveis da multiplicagcao de x + v,
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(z+y)r+y—D@+y—2)---(r+y—(n—1))

1-2.3--n
_ z(z—1)(x—-2)---(z—(n—1))
1-2-3---n
N zz—1(z-2)---(-—(n=-2)) y
123 (n—1) 1
iz —1)x—-2)---(z-(n=-3) yly—-1)
* 123 (n—2) 12 (5-13)
+ ..._|_
Loy -Dy -2y - (n—2)
1 123 (n—1)
L W= D=2 = (0= 1)

1-2-3.--n

Multiplicando a expressao (5.13) em ambos os lados por n! encontramos a seguinte
expressao:

(+y)r+ty—D@+y—2)---(z+y—(n—1))

(1-2---n)

1-2.3...m
:(1.2'_%)3:'(3:—1)($—2)---(x—(n—1))
1-2-3...n
sz —D@—=2)---(x-(n—-2) y
+(1-2---n) 23 D) T
(2 n>x(x—1i(:c2—32)(éx_—Z)(n—3)) y(;i—zl) (5.44)
+ -+
r yly—Dy—2)---(y—(n—2)
+(1 2 >I 1.2.3...(n_1)
yy—y—-2)---(y—(n—-1))
+(1-2---n) 1-2-3---n
efetuando os cancelamentos em ambos os lados da expressao (5.14)
(e+y)z+y—1)(z+y—2)---(z+y—(n—1))
= z(z—1(x—-2)---(z—(n—-1))
+ nz(x—1)(z—=2)--(r—(n—2)-y
+ ”(?.;1)96(55—1)(55—2)--‘(37—(n—3))~y(y—1) (5.15)
+ nz-yly—1)y—2)(y—(n-2))
+ yly—-Dy—2)---(y—(n—-1))
Esse polinbmio €, entao a expressao procurada que resolve o problema proposto. O]

Os corolarios a seguir sdo algumas variacdes da expressao (5.13) obtidas modificando
apenas os valores das variaveis = e .
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Corolario 5.0.1. Substituindo na expressao (5.13) x por —x e y por —y, obtém-se a seguinte
expressao, apds colocar os sinais negativos em evidéncia:

(x4+y)(z+y+1)(z+y+2)---(z+y+(n—1))

1-2.3--.n

_ 2@+ )@42)-- (e (n—1))

1-2-3-..n

N ze+D@+2)---(z+(n—-2) y
123 (n—1) 1

N zz+1D)(z+2)--(x+(n-3) yly—1)
123 (n—2) 12

o

Loyt D+t (= 2))

1 123 (n—1)
L Yyt (n 1)

X
Corolario 5.0.2. Aplicando a expressdo (5.13) em 5 e g Multiplicando convenientemente
ambos os lados da mesma por 2, encontramos a seguinte expressao:

(z+y)r+y—2)(z+y—4) - (r+y—(2n—2))

2.4-6---2n

_ x(r—=2)(x—4) - (z—(2n—2))

2.4.-6---2n

N r(z—2)(z—4)---(z—(2n—4)) y
2. 4-6---(2n—2) 2

L -2 —d)-(2-2n-6) yly-2)
2.4-6--(2n—4) 2.4

J’_ ...+

Loty )y (2n—4))

) 2-4-6---(2n—2)
L =2y =4y = (2n—2)

2:-4-6---2n

Exemplo 5.0.1. Aqui mostraremos como é feita a dedugéo do Corolario 5.0.3, a seguir. Para tal
suponhamos n = 3 em (5.13), assim obtemos a seguinte equag¢ao:

(x+y)(z+y—D(z+y—2) _ x(m—l)(m—2)+x(x—1)'g
1-2.3 1-2-3 1-2 1
yy—1  yly—-Dly -2

1-2 1-2-3

+ x
1
desenvolvendo os produtos em (5.16) obtemos os sequintes termos

23 — 322 + 322y + 3xy? — 6y + 22 + > — 3y* + 2y
6
23 =30 +2x  ya®—yxr ayP—ay oy — 3y P+ 2y

= ; L . (5.17)
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Considerando na expressao (5.17) apenas os termos cuja a soma dos expoentes das variaveis é
igual a 3, obtemos a expressao a seguir:

1,3 + 31.2 + 3z 2 + 3 ZL‘3 ZL’2 T 2 3
J gy =—+y—+i+y— (5.18)
6 6 2 2 6
Agora com os produtos em evidéncia na expressao (5.18) temos:
T+ 3 ZE3 ZE2 T 2 3
@ty _ SRNLEN ANU s i (5.19)
1-2-3 1-2.3 1-2 1 1 1-2 1-2-3

O valor de (xz + y)3 obtido por meio da expresséo (5.19) é justamente aquele que
fornece o Binémio de Newton para o caso em que x e y S4o numeros naturais e n = 3.

Corolario 5.0.3. Desenvolvendo o produto nos dois lados da expressao (5.13), e conservando
apenas os termos cuja soma dos expoentes das variaveis é igual a n, obtemos a seguinte
expressao:

(x+y>n B " N In—l Y N xn—2 y2
n—1 n
T Y Y

O valor de (xz + y)" obtido por meio dessa ultima formula é precisamente conhecido como
Binémio de Newton.

As expressoes que acabamos de obter podem ser estendidas para os casos em que se
consideram trés ou mais variaveis, e 0 método que utilizamos para responder o Problema 5.0.1 é
igualmente aplicavel ao problema seguinte.

Problema 5.0.2. Sejam x1,z, ...,z variaveis complexas quaisquer. Suponha que desejamos
expressar o produto finito

(x1+xo+- - Fag) (1 +22+ - Fop—1)(v1+To+ - +2p—2) - (T1 422+ F2p—(n—1))
em fungéo dos seguintes
zi (21— 1)(1 = 2) -+ (21 = (n = 1)),

xo(xg — 1)(xg — 2) -+ (xg — (n — 1)),
ri(ry — 1)(xp — 2) - (o — (0 — 1)),

Assim como feito no Problema 5.0.1, para resolvermos este problema suponhamos que
as variaveis x1, xo, . . . , X}, Sejam todas maiores que n. De modo analogo a deducgdo de (5.8),
obtemos a sequinte fragdo

(1 4+ao+ - Fa)(ertae+-+ap— (g +as+-+ag—2) - (x1+az2+ - F+a— (n—1))
1-2-3---m

expressa todas as combinag¢ées possiveis que se podem formar com x1 + x5+ - - - + x, variaveis
tomadas n an. De modo analogo a dedugao da expressao (5.13) encontramos a férmula que
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responde este problema e a partir dela, podemos deduzir o valor da poténcia
(331+$2+"‘+1’k)n

desenvolvendo os produtos em ambos 0s lados da expressao encontrada e conservando apenas
aqueles cuja soma dos expoentes das variaveis é igual an.
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6 DETERMINACAO DE CERTAS FUNGCOES CONTINUAS DE UMA UNICA VARIAVEL

Além de aplicacdes, nas sec¢des precedentes tratamos principalmente da interpolagéo
de fungdes inteiras de uma e varias variaveis, supondo conhecido um conjunto discreto de pontos
e determinando a fungao inteira mais precisa que aproxima certa funcao que passa por esses
pontos e, nesse capitulo mudamos a abordagem para determinacao de certas fungdes continuas
de uma Unica variavel.

Observe ainda que, dado um conjunto discreto de pontos existem pelo menos duas fun-
¢cOes continuas distintas e coincidentes nos pontos dados, por esse motivo para a determinacao
de certas fungdes continuas, nao é suficiente ter o conhecimento de um conjunto discreto de
pontos assumidos pela funcéo.

Para determinar uma fungao continua de uma unica variavel, define-se uma propriedade
e busca-se uma funcao que a satisfaz. Trataremos pelos proximos 4 problemas da determinagao
de certas fungdes continuas de uma Unica variavel real, partindo de uma suposta propriedade
satisfeita pela fungéo.

Problema 6.0.1. Determinar a fungdo ¢(x) continua, tal que, para todos os valores reais das
variaveis r1 e xo seja satisfeita a seguinte condigcao:

p(r1 + 22) = p(21) + P(22). (6.1)

Demonstracdo. Primeiramente podemos estender a propriedade (6.1) para um nimero m € N
de vezes, fazendo em (6.1) a substituicdo de x5 por x5 + x3, em sua vez x3 por T3 + T4
sucessivamente até z,,,_1 por x,,_1 + x,,. Reescrevendo a propriedade (6.1) de acordo com
essa construcéo, obtemos a generalizacédo da condicdo (6.1) da seguinte forma:

o(r1+ 22+ + ) = p(r1) + 0(22) + - + (T10),

para as x; variaveis com ¢ = 1,...,m. Além disso, fixando o uma constante positiva, e conside-
rando
Tl =T =" =Ty = Q,

encontramos a seguinte férmula:

p(ma) = mep(a). (6.2)

Queremos agora estender a propriedade (6.2) para 0 caso em que m seja um nimero
i € R qualquer. Para tal, estenderemos o resultado aos nimeros racionais e usaremos o fato
dos racionais serem densos nos reais, ou seja, Q = R.

Seja = Ea, com m e n # 0 dois nUmeros inteiros quaisquer, podemos concluir que

m
(6.2) é verdadeira para ¢ = — € QQ qualquer, através das seguintes igualdades:
n

ﬂ =
=nf = ma«a
= p(nf) = p(ma)
=np(B) = me(a)
=¢(B) = —p(a),
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sendo a quarta igualde acima justificada por (6.2).

Seja agora i € R. Entéo p é limite de alguma sequéncia (g, ) de nimeros racionais,
pelo fato do conjunto dos racionais (Q ser denso no conjunto dos reais R, isto é, para todo i € R,
existe uma sequéncia ¢, € Q tal que, ¢, — i, quando n — oco. Como o > 0 é, constante
segue que

lim g, = pav.
n—oo

Supondo ¢ continua, entao é valido que

lim ¢ (goar) = @(lim g,a) = p(uc) (6.3)
n—0o0 n—oo
por outro lado,
lim_gnp(a) = pp(a), (6.4)

uma vez que p(«a) é constante. Logo, pela unicidade do limite em (6.3) e (6.4), mostramos que

p(pa) = pp(a)

para todo ¢ € R como desejado.
Agora caso se tome o = 1, temos que, para todos os valores positivos de u, ocorre:

e(p) = (1), (6.5)
e, portanto, na equagéo acima fazendo p convergir para zero, segue que
¢(0) =0. (6.6)

Além disso, se na equagéo (6.1) tomarmos z; = u, ro = —u, concluimos que

olp—p) = o) +o(—p)
©(0) = o(p)+o(—n) (6.7)

isolando ¢ (—p) em (6.7) e usando (6.5) e (6.6) mostramos a igualdade abaixo,
(=) = ¢(0) — o(p) = —pp(1).

A equagéo (6.5) é entdo valida, quando trocarmos p por — /i, ou seja, mostramos que
para valores quaisquer positivos ou negativos da variavel z, a propriedade:

p(r) = zp(1), (6.8)

€ valida.
Segue da férmula (6.8) que toda fungdo () que, permanecendo continua, que verifica
a equacao (6.1), é necessariamente da forma

¢(r) = ax, (6.9)

a designando uma constante arbitrria, a qual é aimagem de x = 1. De fato a fungéo p(z) = ax
satisfaz as propriedades enunciadas para qualquer valor da constante a. Com efeito, o produto
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ax € uma fungao continua, pois, lin% o(x) = ab = ¢(b) para quaisquer valores de x €, tal fungdo
Tr—r
cumpre (6.1):
o(z1 + x2) = a(zy + x2) = axy + axs = (1) + p(x2).

A funcao (6.9) fornece, entdo, uma solugao para o problema proposto. A constante a é
denotada constante arbitraria. O]

Problema 6.0.2. Determinar uma fungdo r(x) continua, tal que, satisfaga para todos os valores
reais das variaveis x, e xo, a sequinte propriedade:

K(xy + x2) = K(21) - K(22). (6.10)

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que a fungado «(x), sujeita a verificar a equagéo
(6.10), assume apenas valores ndo-negativos. De fato, escolha x; = x5 na equacéo (6.10),
assim,

Kz +x1) = k(r1) - K(21),
isto é,
k(2r1) = [k(z1)]? (6.11)

1
Em sequéncia, aplicando (6.11), em §x1, temos:

o = [o(n)] 20

mostrando assim que a fungéo () € sempre ndo-negativa.
De modo analogo ao feito no problema (6.0.1) podemos estender a propriedade (6.10)
um numero m € N de vezes, fazendo a substituicao em (6.10) de x5 por x5 + x3, em sua vez x
por x3 + x4, sucessivamente até x,, 1 por x,,_1 + Z,,. Reescrevendo a propriedade (6.10) de
acordo com essa construcdo, obtemos a generalizagdo da condi¢cdo que deve ser igualmente
satisfeita:
K(xy + a9+ -+ xp) = k(x1) - K(T2) ... - K(T), (6.12)

para as variaveis r; € R onde ¢ = 1,...,m. Por outro lado, fixando o uma constante positiva e
fazendo
T1 =Ty =" =0Ty = Q,

a equagdo (6.12) passa a ser da forma:
k(ma) = [k(a)]™. (6.13)

Agora como feito no problema anterior, queremos estender a formula (6.13) para um
1 € R arbitrario.

. . m L, : : ~
Com efeito, seja § = —a, com m e n # 0 dois nimeros naturais quaisquer. Entao,
n

nB = ma (6.14)

Aplicando a fungdo ~ em ambos os lados da igualdade (6.14), obtemos o conjunto de equacdes
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abaixo que mostram a validade da propriedade (6.13) para o conjunto dos nimeros racionais Q.

k(nB) = k(ma)

= R(B)" = mla)"

= Vr(A)r = Vrl@)m,

onde a segunda igualdade acima é assegurada pela equacéo (6.13), e assim mostramos que
K(B) =k <@04> = li(oz)%, pois k(x) > 0, ¥V z € R.
n

Novamente usando que o conjunto dos niimeros racionais é denso em R, isto ¢, Q = R,
temos da mesma maneira do problema (6.0.1), dado i € R, existe uma sequéncia (g,,) C Q tal
que ¢, — p quando n — co. Além disso, temos que ¢, — pa com o uma constante positiva.
Supondo a funcao « continua, temos que

ILm K(gna) = K(pa) (6.15)
Além disso,
lim (gaer) = lim (w(a))™ = (r(@))" (6.16)

assim pelas equagoes (6.15) e (6.16), podemos concluir pela unicidade do limite que x(ua) =
k(a)*, como desejado.

Escolhendo convenientemente o = 1, a fim de caracterizar a fungéo procurada x(x),
para todos os valores positivos de 1 temos a igualdade abaixo:

r(p) = (R, (6.17)

e, portanto, fazendo 1 € R convergir para zero em (6.17), isto é, lim u,, = 0, obtemos:
n—oo

lim k(p,) = lm k(1)

n—oo n—o0

= k(0) = w(1)",

e portanto x(0) = 1. Mostraremos agora que a propriedade (6.10), ainda é verdadeira para o

caso em que se tome — . De fato, sejam z; = 1 e x5 = —p em (6.10), de modo que () # 0.
Entao,
k(p+(—p) = kp) - K(=p)
= £(0) = &) r(—p)
k(0) 1 _
_ — — — 1)+
7= ) TR

Desta maneira, vemos que para quaisquer valores positivos ou negativos da variavel x,
a funcéo x(z) satisfaz a igualdade

r() = [R(1)] (6.18)

e portanto é necessariamente da forma: x(z) = a”, onde a é a imagem de x = 1 e designa
uma constante positiva arbitraria. De fato, para todo valor positivo de a, a fungao a” é continua
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para todo = € R uma vez que hHll) a® = a® = k(b) com b € R e a equagéo
T—r

a” ™V =a"-a¥,

satisfaz a propriedade imposta, chegando assim ao desejado. O]

Problema 6.0.3. Determinar a fungdo £(x) continua, tal que satisfaga, para todos os valores
positivos das variaveis x, € xs, ndo nulos:

Demonstragdo. Seja 0 < a # 1 e defina L(x) a fungéo logaritmo na base «a, ou seja,
L(z) = log, x. Dali, para todos os valores positivos das variaveis x; e x,

log, =1 log,, z2
Y Y

Ir1 = a To = Q

pois as fungdes L(x) = log,(x) e g(x) = a” s&o inversas. Assim a equagéo (6.19) pode ser
escrita na forma

g(alogaxl . alogaxz) — 5(&10&1 z1+log, 552) — f(alogam) + S(alogam). (6.20)

Note que na férmula (6.20), podemos substituir log, x1 e log, 2 pelas variaveis z; e
9, pelo fato da fungéo logaritmo L(z) = log, = ser sobrejetora, isto é, dados z1, x5 quaisquer,
sempre existird 71, 7, tais que x; = log, 71 e x2 = log, 73. Logo,

E(a™1?) = £(a™) + £(a™). (6.21)

Estendendo a equacdo (6.21) um nimero m € N de vezes, substituindo x5 por x5 + x3, em sua
vez 3 por x3 + x4 sucessivamente até x,,_1 por x,,_1 + Z,,, temos a sua generalizagao:

lam i) = ¢(a™) + §(a™) + -+ 4 (a™). (6.22)
Seja agora a € R uma constante positiva, e fixe
TG =Tg ="'+ =10, =Q,
deste modo a equacao (6.22) passa a ser da forma:
(a™*) = mg(a”), (6.23)

de modo analogo ao feito no Problema (6.0.1) para obter a equacao (6.5), isto é, usando a
densidade dos racionais nos reais, estendemos m em (6.23) a um numero real x arbitrario,
ganhando a seguinte equagao:

§(a*™) = x€(a”),

Por sua vez, fixando o = 1 temos que,



36

assim, voltando a notagéo log, =

£(a*7) = ¢(a) - log, .

Portanto, chegamos a equacao desejada:

§(x) = £(a) - log, z, (6.24)

assim por (6.24) temos que toda fungdo £(x), que satisfaz a propriedade 6.0.3, é da forma

§(x) = blog,(z),
sendo 1 # b > 0 qualquer constante arbitraria. O]

Problema 6.0.4. Determinar a fungdo w(x) continua, tal que, para todos os valores positivos
das variaveis x, € xo,

w(zr1xe) = w(xy) - W(T2). (6.25)

Demonstragao. Com efeito, seja 0 < a # 1 e L(x) a fungéo logaritmo na base a, ou seja,
L(z) = log, z. Usando o mesmo argumento do problema (6.0.3), temos que para todos os
valores positivos das variaveis x; e o, podemos escrever r; = al%8a®t g gy = q%8a 2 pois,
log,(x) é a operagéo inversa de g(x) = a”. Logo, podemos colocar a equagao (6.25) na forma:

w(alogaazl . aloga 562) — w(alog“ z1+log, 332) — w(abgaf’H) . w(alOga 5‘72). (6.26)

Note que na férmula (6.20), podemos substituir log,, =1 e log, 2 pelas variaveis x; e
9, pelo fato da fungéo logaritmo L(z) = log, = ser sobrejetora, isto é, dados z1, x5 quaisquer,
sempre existird 77, 77 tais que x; = log, 771 e x2 = log, T3. Logo,

w(@™ ™) = w(a™) - w(a™).

Agora, sejam € Z. Com efeito,

m—uvezes m—UVvezZeSs
A A

™ —wla-a---a) = w(a) -wa)--wla) = wa)]™

~—

w(a

€cQ

Suponha agora m =

3

wlaf) = w(VaP) = w (Va - Va-¥a) = o(¥a) -w(¥a) (V) = ().

Dai, usando o fato do conjunto dos nimeros racionais serem densos nos nimeros reais, conclui-
mos que para qualquer x € R vale:

Y]

w(ay) = [w(a)li,

A seguir demonstraremos uma propriedade de logaritmo, que vamos utilizar mais
adiante para concluir o problema proposto.

Lema 6.0.1. Sejamz,y € R, e0 < b # 1, entdo x'°8+¥ = g8



Demonstracao. De fato, seja z = log, y. Dai, como b* = y, entéo

z
ylogbx — (bz)logbz — bzlogbx — blogbx = % = mlogby.

Portanto, usando o Lema 6.0.1 na segunda igualdade abaixo, concluimos que
w(alogax) _ [w(a)]logax _ $logaw(a)

ou, equivalentemente,
w(zr) = x°,

a constante. O que resolve o problema proposto.

37



38

7 CONCLUSAO

No processo de interpolacao de fungdes inteiras, pudemos perceber que o grau do
polinbmio interpolante esta diretamente ligado ao nimero de valores conhecidos da funcéo que
desejamos aproximar. Assim, quanto maior o nimero de valores conhecidos, mais preciso é o
ajuste da curva obtida por esse processo. Quando o conjunto de n pontos conhecidos pertencem
a imagem de um polinémio p de grau n — 1, entdo a aproximagao polinomial encontrada &
exatamente o polindbmio p.

Pudemos perceber também neste processo de interpolacdo polinomial que as imagens
p(z) do polindmio interpolante p s&o escritos como combinagéo linear dos dados conhecidos.
E importante salientar que a hipétese da fungéo ser inteira, isto é, derivavel em todo ponto do
plano complexo, é condigdo necessaria para a unicidade da fun¢ao de aproximagao, pois se a
funcéo é apenas continua pode existir dois ou mais polindBmios aproximantes que coincidam nos
pontos dados.

Para a determinag¢@o de uma fungao continua néo é suficiente apenas conhecer alguns
valores assumidos pela mesma. Dessa forma, a ideia neste trabalho foi impor que certa(s)
propriedade(s) seja(m) satisfeita(s), como por exemplo, que a imagem da soma de uma fungéo
continua seja igual ao produto das imagens; Através de uma anélise matemética, foi possivel
a determinacao de tais fungdes. As fungbdes encontradas em cada um dos quatro problemas
apresentados estdo relacionadas com constantes fixas, porém arbitrarias: ax, a*, blog, z e z°.

Portanto a principal diferenca entre o processo de interpolacédo polinomial através
de valores dados e a determinagao de fungdes continuas satisfazendo certas propriedades
€ que no primeiro caso, encontramos um polindmio de aproximacgao porém com coeficientes
fixos, enquanto que no segundo encontramos uma classe de fungdes exatas que variam com
constantes reais arbitrarias.
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