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CARGNIN, C. ENSINO E APRENDIZAGEM DA INTEGRAL DE RIEMANN DE
FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL: possibilidades de articulagdo da utilizagio
de Mapas Conceituais com a teoria dos Registros de Representagdes Semioticas. Tese
de Doutorado (Programa de POs-Graduagcdo em Educacdo para a Ciéncia e a
Matematica). Universidade Estadual de Maringé, Maringa, 2013.

RESUMO: A presente pesquisa tem por objetivos identificar as contribuicfes: 1) da
Teoria de Registros de Representacdo Semiética, aliada a Teoria das Situacbes
Didaticas, para a conceitualizacdo da Integral de Riemann para funcdes de uma variavel
real (chamada de Integral Definida, ao longo do texto); 2) da utilizagdo dos Mapas
Conceituais para acompanhar o desenvolvimento da conceitualizagdo da Integral
Definida. E uma pesquisa qualitativa, de natureza exploratdria, que tem a Engenharia
Didatica como metodologia de pesquisa. Os pressupostos tedricos estdo alicercados as
Teorias das SituacGes Didaticas e a Teoria de Registro de Representacdo Semiotica. Os
Mapas Conceituais foram usados como instrumento didatico de acompanhamento. Apos
pesquisa bibliografica, foi elaborada e aplicada uma sequéncia didatica por meio de
minicurso, em um grupo de treze alunos de 1° a 3° periodos dos cursos de Engenharia
Civil, de Engenharia Ambiental, Engenharia de Producgéo e Licenciatura em Quimica.
Na sequéncia didatica, aplicada no periodo de 06 a 15 de agosto de 2012, foi solicitada,
em cinco momentos, a elaboracéo e/ou alteracdo de um Mapa Conceitual, no software
Cmap Tools, envolvendo os contetudos das atividades. Os softwares Geogebra e
wxMaxima foram usados como recursos didaticos na resolucéo das atividades propostas.
Foi observado que a discussdo em grupo e a exploracdo computacional trazem
importantes contribuicdes para a aprendizagem dos conceitos. Além disso, pode-se
inferir que a analise dos Mapas Conceituais elaborados pelos alunos, permite, ao
professor, conhecer os aspectos que devem ser refor¢ados para que a compreensao do
conteudo integral definida seja amplificada, identificar possiveis obstaculos didaticos e
confrontar conceitos-chave de docentes e discentes. Observou-se, ainda, que, as
atividades planejadas a fim de proporcionar autonomia e acdo pelo aluno, baseadas nos
diferentes registros de representacdo semiotica, tornam-se mais propicias a atribuicéo de
significacdo ao contetdo ensinado.

Palavras-Chave: Integral de Riemann. Mapas Conceituais. Teoria de Registro de
Representacdo Semiotica. Teoria da Situacdo Didatica.
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CARGNIN, C. ENSINO E APRENDIZAGEM DA INTEGRAL DE RIEMANN DE
FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL: possibilidades de articulagdo da utilizagio
de Mapas Conceituais com a teoria dos Registros de Representagdes Semioticas. Tese
de Doutorado (Programa de Pés-Graduacdo em Educacdo para a Ciéncia e a
Matematica). Universidade Estadual de Maringé, Maringa, 2013.

ABSTRACT: The purposes of the present research are to identify the contributions of:
1) the theory of Semiotic Representation Registers, allied to theory of Didactic
Situations, to the construction of the concept of Riemann’s Integral for functions of a
real variable (named as Definite Integral along the text); 2) the use of Concept Maps in
order to notice the development of conceptualization of Definite Integral. It is a
qualitative research, of exploratory nature, which has adopted the Didactical
Engineering as research methodology. The theoretical support is based on Theories of
Didactic Situations and Theory of Semiotic Representation Registers. For monitoring,
the Concept Maps were used as didactic instruments. After literature review, it was
developed and applied a didactic sequence, through a mini course for thirteen students
of 1st to 3rd grade levels of Civil Engineering, Environmental Engineering, Production
Engineering and License in Chemistry. During the didactic sequence applied from 6th
to 15th of August of 2012, on five occasions, it was required the production and/or
alteration of a Concept Map, in the software Cmap Tools, involving the contents of the
activities. The softwares Geogebra and wxMaxima were used as didactic resources for
solving the respective activities. It was observed that group discussion and
computational exploration can bring about important contributions for the concepts
learning. Furthermore, the analysis of the Concept Maps produced by students, allows
the teacher to recognize features that should be strengthened to improve the
understanding of Definite Integral content. It also allows to identify possible didactic
difficulties, and to confront key-concepts of teachers and students. It was noticed that,
activities planned in order to provide autonomy and attitude in the students, based on
different registers of semiotic representation, are more likely to provide meanings to the
taught contents.

Keywords: Riemann’s Integral. Conceptual Maps. Theory of Semiotic Representation
Registers. Theory of Didactic Situation.
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Introducéo

Durante minha experiéncia profissional como professora da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral (CDI) nos cursos de Tecnologia Ambiental, Tecnologia
em Construgdo Civil e Engenharia Ambiental, na Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana, cdmpus Campo Mourdo, as disciplinas da area de matematica eram as que mais
reprovavam, ocasionando grandes transtornos, tanto aos alunos quanto a instituicéo,
como por exemplo, a necessidade de oferta de turmas especiais para os reprovados.

Embora a lei de diretrizes e bases da educacdo nacional considere que 0s cursos
superiores sdo uma continuidade dos estudos, muitas vezes, 0 que se percebe é que ali
ainda é um inicio, haja vista a inaptidao para os estudos observados nos anos iniciais de
graduacéo.

Beltrdo (2009) aponta que ingressantes dos cursos superiores de tecnologia, na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral, ndo parecem ter 0s conhecimentos
necessarios para a continuidade dos estudos, apresentando dificuldade, especialmente,
nos contetdos béasicos da matematica. Esta falta de conhecimentos basicos da
matematica em alunos ingressantes em cursos superiores, é citada também por autores
como Santos e Borges Neto (2009), Frescki e Pigatto (2009) e Silva et al (2006), dentre
outros. Esta deficiéncia traz consequéncias desagradaveis para o graduando, uma vez
que ele ndo consegue acompanhar os conteddos contemplados na disciplina de Célculo.

Em geral, os professores percebem a falta de compreensdo desses principios
basicos, dos conceitos, propriedades, teoremas e da relacdo entre diversos assuntos
relacionados a chamada matematica basica. No entanto, sentem-se de mdos atadas, ja
que hd um extenso programa a ser cumprido, com isso, ndo dispdem de tempo (carga
horéria da disciplina) para retomar todos os conteddos necessarios. A progressdao do
discente para as séries ou periodos posteriores torna-se consequéncia de simples
memorizacdo que, passada sua necessidade — ou seja, a avaliacdo, a obtencdo da nota
para aprovacdo — desaparecem da memoria. Isso acontece tanto no Ensino Médio como
NOS CUrsos Superiores.

Santos e Borges Neto (2009), Frescki e Pigatto (2009) e Silva et al (2006)
relatam, em pesquisas realizadas em cursos superiores, sobre a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral, que a metodologia adotada pelos professores pesquisados tende a
ser a tradicional, ou seja, aulas baseadas no método expositivo-dialogado e avaliagdes

na forma de provas escritas. Nos momentos de prova, com raras exce¢des, o aluno Ié a



questdo e ndo sabe o significado, o que estd sendo exigido, qual férmula usar, ou qual a
relacdo da questdo com o conteddo visto em sala.

Uma das dificuldades das disciplinas da &rea da Matematica, apontada por Silva
(2002), esta relacionada ao fato de haver uma preocupacdo excessiva, por parte dos
professores, com o contetdo a ser trabalhado, em detrimento da aprendizagem do aluno.

E dificil o professor que consegue se convencer de que seu objetivo principal
no processo educacional é o maior aproveitamento possivel dos alunos, e que
esse objetivo fica longe de ser atingido quando a sua meta passa a ser cobrir a
maior quantidade possivel de matéria em aula (SILVA, 2002, p. 67).

A dificuldade apontada por Nascimento (2001), que também surge nas conversas
informais entre os professores de matematica, é que os alunos chegam a universidade
sem saber estudar, ndo consultam professores, ndo debatem, ndo suportam rotinas de
trabalho mais demoradas e acabam se perdendo nos seus objetivos.

Na busca de investigar possibilidades aos apontamentos ja citados, nesta
pesquisa, pretende-se propor uma sequéncia didatica em que o aluno seja conduzido ao
estudo e discussdo de aspectos matematicos, associados ao conceito de Integral de
Riemann para funcdes de uma varidvel real (neste texto denominada Integral Definida),
de forma mais espontanea (e frequente) que nas aulas tradicionais® de Calculo. A partir
disso, podem surgir propostas para encaminhamentos diferentes, concernentes a
metodologia de ensino para as aulas de Calculo.

Mesmo com as dificuldades ja citadas, acredita-se que quando o professor leva
em conta 0s pré-requisitos para aprender (ou ensinar) um determinado assunto, as
dificuldades de aprendizagem (ou mesmo de ensino) podem ser minimizadas. Mas nédo
adianta levar isso em consideracdo, sem deixar que o aluno atue, efetivamente, para sua
aprendizagem. Tenho percebido que nas aulas de Calculo quem mais fala é o professor,
enquanto a maioria dos alunos parecem divagar, sem compreender o que esta sendo
explicado.

Uma alternativa para tentar reduzir esse problema, pode ser a elaboracdo de
tarefas em que o aluno tenha um papel mais ativo na compreensao dos conceitos, em
que ele seja mais autbnomo em relacdo a sua aprendizagem. Todavia, pouco adianta
uma lista de tarefas bem planejadas se o professor ndo acompanhar o desenvolvimento

cognitivo dos estudantes, em relacdo ao contetudo que se deseja ensinar.

! Aqui entendidas como as aulas expositivas, em que ao aluno cabe sentar e ouvir o professor falar.
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Na pesquisa bibliografica realizada percebeu-se que vérias alternativas para
melhorar a aprendizagem do CDI tém sido apontadas como, por exemplo: a utilizagdo
de computadores em sala de aula, a experimentacado, a criacdo de um ambiente em que o
aluno se sinta capaz de pensar, investigar e resolver problemas. Também sdo apontadas
alternativas para acompanhar a construcdo dos conceitos em estudo, dentre as quais, a
elaboracdo de Mapas Conceituais.

Diante disso, a proposta desse trabalho é utilizar mapas conceituais como
instrumento didatico, para acompanhar o desenvolvimento do conceito de integral
definida, para estudantes de primeiro semestre, dos cursos de engenharia, tecnologia e
licenciatura, do Campus Campo Mourdo da Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana (UTFPR). Pretende-se, ainda, utilizar ferramentas computacionais como apoio a
resolucédo de atividades que priorizem a acao e investigacdo do aluno frente ao conteido
visado.

Na literatura, os Mapas Conceituais sdo apresentados como um instrumento
capaz de mostrar dubias interpretacdes ou a compreensdo de conceitos. Sua elaboragéo
exige, por parte do aluno, maior reflexdo e entrelacamento dos conceitos estudados, o
que pode proporcionar melhor compreensdo do conteddo. Além disso, a literatura
aponta que a analise docente dos mapas conceituais elaborados pelos discentes permite,
ao professor, conhecer os pontos que precisam ser retomados e melhor esclarecidos,
antes do dia da prova escrita. Assim, supde-se que a chance do aluno ter sucesso nas
avaliacGes ¢ maior, aumentando a chance de aprovacdo na disciplina. Neste contexto,
acredita-se que, considerar os pressupostos das Teorias das SituacGes Didaticas e dos
Registros de Representacdo Semidtica, seja uma opcao importante para a elaboracéo de
tarefas que visem maior autonomia estudantil e para atender as especificidades da
matematica.

Nesta tese, pretende-se elaborar uma sequéncia de tarefas, embasada nestas
concepcdes teoricas, para o conceito de Integral de Riemann para funcdes de uma
variavel real. Por outro lado, a verificacdo do alcance dos objetivos propostos sera feita
por meio da analise de mapas conceituais elaborados pelos alunos.

O conceito de Integral de Riemann necessita de outros conceitos estudados
desde os primeiros anos do Ensino Fundamental, e a reconstrucdo destes sera planejada
na sequéncia didatica a ser aplicada, que serd sustentada pela Teoria das Situagbes
Didaticas, de Brousseau, e Teoria de Registro de Representacdo Semidtica, de Duval.

Pretende-se elaborar tarefas que visem maior autonomia estudantil e que atenda as
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especificidades da Matematica, proporcionando maior interacdo entre aluno e objeto de
conhecimento, bem como maior reflexdo sobre o tema estudado, e que resultem em
beneficios para o discente.

Por outro lado, o tema “Integral Definida” requer, também, a compreensdo de
conceitos como os de funcdo e limites, além de aspectos especificos da linguagem
matematica, como a notagcdo sigma, que sdo tratados na disciplina de Caélculo
Diferencial e Integral (doravante, CDI), viu-se, entdo, a oportunidade desta pesquisa
contribuir com os avancos para a aprendizagem do Célculo. Nossa hip6tese de pesquisa
é que os Mapas Conceituais sdo um meio rico em informacdes, e pode facilitar o
acompanhamento, pelo professor, da construgdo de um conceito.

Diante do exposto, nossa pergunta de pesquisa é: em que medida os Mapas
Conceituais contribuem para acompanhar o desenvolvimento da conceitualizacao
da Integral de Riemann?

Para isso, procurar-se-a responder as seguintes questdes intermediarias:

e E possivel observar a construcdo da conceitualizacdo da Integral de
Riemann por meio de Mapas Conceituais?

e A elaboragdo de Mapas Conceituais facilita a compreensdo e a
construcdo do conceito em tela?

Apos reflexdes analiticas, temos por objetivos nessa tese:

» ldentificar as contribuicbes da teoria de registros de representacédo
semiotica, aliada a teoria das situacdes didaticas, para a conceitualizagédo
da Integral de Riemann para funcbes de uma variavel real;

» ldentificar as contribuicdes da utilizacdo de Mapas Conceituais para
acompanhar o desenvolvimento da conceitualizacdo da Integral de

Riemann para func¢6es de uma variavel real.

A metodologia de pesquisa adotada foi a Engenharia Didatica (ARTIGUE,
1995), com aporte teérico das Teorias das Situacdes Didaticas (TSD) (BROUSSEAU,
1976), de Brousseau, e da Teoria de Registro de Representacdo Semidtica (TRRS), de
Duval (2009), como ja exposto. Os Mapas Conceituais (NOVAK e CANAS, 2008)
foram tratados como instrumento de acompanhamento da constru¢do do conceito de
Integral Definida.

O desenvolvimento da pesquisa em nivel teérico e pratico, bem como o0s

resultados obtidos, estdo apresentados neste texto, organizados por meio de segfes. A
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primeira delas descreve a pesquisa, esclarece os sujeitos envolvidos, e apresenta,
sucintamente, a metodologia da Engenharia Didéatica, as Teorias TSD e TRRS e 0s
Mapas Conceituais, procurando descrever as contribuicdes para esta pesquisa.

A segunda secdo apresenta uma revisdo de literatura, baseada em publicacfes
recentes sobre o ensino e a aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral. Em
particular, deu-se atencdo aquelas referentes ao objeto Integral. De modo geral, tais
pesquisas indicam o0 uso de ferramentas computacionais, a diversidade de
representacdes e o0s trabalhos coletivos como potencialmente facilitadores da
aprendizagem discente no Calculo Diferencial e Integral (CDI). Esta se¢do apresenta,
ainda, uma breve discussdo sobre como o tema “Integral Definida” ¢ tratado em seis
Livros-texto, constante nos planos de ensino de CDI em algumas universidades do Pais,
como Universidade de Sao Paulo (USP), Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSC), Universidade de Brasilia (UnB), Universidade Estadual do Parand — Campus
Campo Mourdo (UEPR), Universidade Tecnologica Federal do Parana — Campus
Campo Mouréo (UTFPR). Tal andlise visa perceber a apresentacdo do tema nos livros-
textos adotados por professores de CDI para posterior confronto com a indicacdo das
pesquisas.

A partir da anélise das sugestfes das pesquisas e da apresentacdo do tema pelos
livros descritos, montou-se uma sequéncia didatica para o estudo das Integrais
Definidas.

Na terceira secdo, sdo expostos 0s aspectos gerais da sequéncia didatica, os
pressupostos considerados na sua elaboracdo, o planejamento e a realizacdo da
sequéncia para a coleta de dados, bem como alguns fatores que chamaram a atencdo no
momento da aplicacdo. Foram considerados, como pré-requisitos para a compreensao
do conceito de Integral Definida, os conceitos de convergéncia de sequéncias e series, a
notacdo somatoria e o calculo de areas por meio do método dos retangulos. Desta forma,
a sequéncia didatica constou de cinco partes, sendo que cada uma delas contemplou um
destes conceitos e a Ultima parte foi dedicada a Integral Definida. Ao final de cada
parte, solicitou-se a elaboracdo de um Mapa Conceitual, que serviu para analise do
alcance do objetivo relativo a cada uma delas.

A quarta secdo apresenta as respectivas analises a priori e a posteriori das
atividades propostas para a parte A da sequéncia didatica. Esta parte objetivou a
retomada de nocdes e notacGes para convergéncia de sequéncias. Alguns pontos

observados durante a resolucdo das atividades foram destacados ao final, numa secéo
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denominada Analise Didatica das Atividades. Também, ao final, foram analisados os
mapas elaborados, sob o ponto de vista das informacGes que o docente pode perceber a
partir das construgoes.

As secOes cinco, seis, sete e oito apresentam as analises a priori e a posteriori
das atividades propostas nas partes B, C, D e E, respectivamente. Na parte B, o foco foi
a notacdo somatéria. Na parte C, tratou-se da convergéncia de séries. A parte D
enfatizou o célculo de &reas sob uma curva, e a parte E, enfocou o conceito de Integral
Definida.

Na secdo nove foi realizada uma breve discussdo dos resultados obtidos, que
sintetiza as informac6es advindas dos protocolos discentes da sequéncia didatica e dos
Mapas elaborados, e sugere acGes docentes.

Alguns pontos de melhoria detectados durante a aplicacdo indicaram a
necessidade de uma melhor reestruturacdo das atividades, o0 que € apresentado na se¢édo
dez (10), com a respectiva analise a priori.

Finalmente, sdo apresentadas as conclusdes que sintetizam os resultados obtidos
na pesquisa com énfase no trabalho docente em sala de aula de CDI em face da

aprendizagem dos alunos, bem como sugere trabalhos futuros.
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Secdo 1 - Suporte Teorico e Metodoldgico

O objetivo desta secdo é descrever o percurso metodoldgico e apresentar uma

sintese acerca das teorias que fundamentam esta tese.

1.1 O percurso metodoldgico

O presente estudo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa, de natureza
exploratéria (TRIVINOS, 1987; KOCHE, 2002) e tem por objetivo identificar as
contribuicbes da utilizacdo: 1) de Mapas Conceituais para acompanhar o0
desenvolvimento da conceitualizagdo da Integral de Riemann para fungdes de uma
variavel real e 2) da teoria de registros de representacdo semiotica, aliada a teoria das
situacOes didaticas, para a conceitualizacdo da Integral de Riemann para fungdes de uma
variavel real.

Para isso, foi planejada uma sequéncia didatica de atividades em que o objeto
central foi a construcdo do conceito de Integral Definida pelo aluno, na qual o
professor/pesquisador pudesse acompanhar essa evolucdo por meio da observacéo dos
Mapas Conceituais elaborados pelos discentes.

Com esse intuito, iniciou-se uma pesquisa bibliografica que buscava sintetizar
dificuldades e possibilidades para o ensino e a aprendizagem do CDI, e, em especial, do
conceito de Integral Definida. Foi pesquisado o tratamento dado ao tema por livros-
textos usuais da disciplina, bem como, 0s conceitos necessarios a sua compreensao, e as
teorias que pudessem fornecer o embasamento necessario a elaboracéo das atividades.

A segunda’ versdo da sequéncia, apresentada nas secBes 4 a 8, foi aplicada na
forma de minicurso, a 13 alunos voluntarios, no periodo de 06 a 15 de agosto de 2012,
com duracao de 32 horas, ofertado das 19 as 23 horas. Devido a greve nas universidades
federais, o periodo foi estabelecido de acordo com a possibilidade de participacdo dos
alunos, ja que alguns deles trabalhavam durante o dia e outros moravam em outras
cidades. Maiores informacdes sobre 0 minicurso serdo oportunizadas na se¢éo 3.

Ao final do minicurso, os alunos fizeram uma avaliacdo das atividades

apresentadas e da contribuicdo da elaboracdo dos Mapas Conceituais para a

’A primeira versdo da sequéncia didatica foi discutida, informalmente, com alguns alunos (apenas para
verificar a compreensao da redacdo e da sequéncia légica das atividades, que ndo foram resolvidas).
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aprendizagem do conceito em questdo. Os resultados foram analisados e comentados na
secdo 9.

Verificou-se a existéncia de pontos passiveis de melhoria e foi proposta uma
reformulacdo (a sequéncia que é apresentada na se¢do 10). As consideragdes acerca dos
resultados obtidos em cada uma das partes da sequéncia didatica foram descritas e
analisadas nas segdes 4.15, 5.8, 6.7, 7.6, 8.7 e sintetizadas na segdo 9.

1.2 Fundamentos Tedricos e Metodoldgicos

A metodologia de pesquisa utilizada foi a Engenharia Didatica, descrita na se¢gdo
1.2.1. A primeira etapa dessa metodologia € composta por uma analise preliminar. Nesta
tese, esta etapa contemplou a consideracdo da vivéncia profissional da pesquisadora, a
revisao da literatura e a analise do modo pelo qual os livros didaticos usuais abordam o
tema em tela, sintetizados na secéo 2. Estas informacdes ajudaram a compor as tarefas
da sequéncia didatica. Nesta composicéo, ainda foram considerados 0s pressupostos da
Teoria das Situacbes Didaticas, apresentada na secdo 1.2.2, e do Registro das
Representacbes Semioticas (secdo 1.2.3). Esta unido de fundamentos proporcionou a
elaboracdo de atividades para a construcdo do conceito de Integral Definida que pode
ser acompanhada por meio da observacdo de Mapas Conceituais, que sdo apresentados
na se¢éo 1.2.4.

Neste trabalho, foram usados os softwares Geogebra®, wxMaxima* e Cmap
Tools®, todos softwares gratuitos. O Geogebra apresenta interface gréfica e algébrica, o
que permite a visualizacdo de duas representagcdes de um mesmo objeto
simultaneamente. O wxMaxima apresenta interface algébrica/numérica e permite a
comparacdo destas representacfes com as apresentadas pelo Geogebra, bem como as
escritas pelos alunos. A complementaridade dos dois softwares potencializa a
compreensdo do conceito, uma vez que possibilita a observacdo e comparacdo de um
mesmo objeto em pelo menos trés registros diferentes: grafico, numérico e algébrico,
além da lingua natural. O Cmap Tools agiliza a elaboracdo de Mapas Conceituais, por

dar acesso aos conceitos e frases de ligacdo apenas com um clique, devido aos

*Veja http://www.Geogebra.org/cms/
* Veja http://andrejv.github.com/wxMaxima/
® Veja http://cmap.ihmc.us/
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caracteres matematicos. Isso facilita a escrita algébrica, além da opc¢éo de gravagdo dos
passos para a elaboragdo dos Mapas, cujo acesso permite ao professor, reconhecer as
davidas discentes e provaveis dificuldades, e, ainda, permite a revisdo dos Mapas
elaborados de uma forma bastante pratica.

Além do que foi exposto, estes recursos didaticos (Geogebra, wxMaxima e
Cmap Tools) séo facilmente encontrados na web.

A partir da préxima subsecao, apresenta-se a sintese das Teorias abordadas, com
a finalidade de situar o leitor nos pressupostos considerados para a presente pesquisa.

1.2.1 Engenharia Didéatica

A sintese sobre a “Engenharia Didatica”, exposta a seguir, € baseada nos textos
disponibilizados por Michele Artigue por ocasido do curso “Engenharia Didética”
realizado em outubro de 2010 na Uniban, de S&o Paulo, na Escola de Altos Estudos,
promovida por aguela universidade em convénio com a CAPES. Os textos encontram-
se nas referéncias bibliograficas (ARTIGUE, 2009, 2009a, 2002, 2009b, 2009c). Aqui,
apenas sdao mencionados explicitamente outros textos que ndo foram os recomendados
na ocasido, mas que contribuiram para o esclarecimento da metodologia “Engenharia
Didatica”.

A Engenharia Didatica emergiu no seio da comunidade francesa de Didéatica da
Matematica a fim de difundir os resultados de pesquisas e de acdes didaticas.
Constituiu-se como tema de estudo a partir da escola de verdo de didatica realizada em
1982, na Franca. Desde entdo, tem se desenvolvido, e atualmente, é utilizada em outras
areas, além da Matematica.

Segundo Artigue (1995; 1996), a Engenharia Didéatica surgiu na Didatica da
Matematica no inicio dos anos oitenta, numa referéncia ao trabalho do engenheiro que,
para elaborar um projeto, utiliza os conhecimentos cientificos e aceita submeter-se ao
controle cientifico.

O quadro tetrico natural da Engenharia Didatica era a Teoria das Situacdes
Didaticas (TSD), que sera tratada mais adiante. Foi na década de 80 (periodo
considerado idade de ouro da Engenharia Didatica) que ocorreram avangos essenciais
na TSD e na consolidacdo da Engenharia Didatica como metodologia privilegiada de

pesquisa na Franca.
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Devido ao desenvolvimento da Didatica da Matemaética da época, vislumbrou-se
a possibilidade de abordagem, por meio da Engenharia Didéatica, de duas questdes,
quase sempre deixadas de lado: as relagfes entre investigagdo e acdo no sistema de
ensino, e 0 papel das “relagdes didaticas” nas metodologias de investigacdo em
Educacdo Matematica.

Assim, enquanto metodologia da pesquisa, a Engenharia Didéatica é caracterizada
por basear-se em realizacGes didaticas em salas de aula, isto €, sobre a concepcéo, a
realizacdo, a observacdo e analise de sequéncias de ensino, e por possuir uma validagdo
essencialmente interna, baseada no confronto entre a analise a priori e a analise a
posteriori.

A Engenharia Didéatica faz parte de um conjunto mais amplo, chamado por
alguns de design didatico, cujo interesse tem sido crescente, devido:

e a0 fato de que a educagdo matematica procura pesquisar o que e como melhorar
uma situacdo de ensino da matematica que atualmente é considerada
insatisfatoria;

e & pressdo crescente sobre os sistemas educativos, tendo em vista 0s resultados
das avaliacdes nacionais e internacionais;

e 0s debates crescentes sobre as reformas curriculares e seus efeitos;

e a sensibilidade crescente da pesquisa nas dimensdes situacional, institucional e
cultural do processo de ensino e aprendizagem, e a necessidade de organizar um
confronto da contingéncia coerente com esta sensibilidade;

e a vontade de pesquisadores de desenvolver intervencdes didaticas nas salas de

aula, apoiando-se nos avangos da pesquisa fundamental.

Para Artigue (2009), o design didatico pode ser visto como uma ferramenta de
desenvolvimento, um meio de organizar as relacGes entre pesquisa e pratica, de
transformar as intervencdes didaticas inspiradas pela pesquisa e de incorporar seus
resultados.

Os objetivos de pesquisa associados a Engenharia Didatica podem ser de
natureza diversa e ndo se limitam a aprendizagem de conceitos matematicos de certo
nivel de ensino. Alias, seu desenvolvimento ja abrange areas como a Educacdo Fisica,

Biologia, entre outras. Existem também associacfes da Engenharia Didatica com a
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Transposicdo Didatica®. Os trabalhos de Rosa (1998), Martins (2010) e Olgin e
Groenwald (2011) exemplificam o uso desta metodologia em outras areas.

O trabalho de Rosa (1998), na éarea de engenharia de producdo, avalia a
contribuicdo do uso do perspectografo, aparelho desenvolvido para a grafia de
perspectivas em situacGes de ensino, para o processo de condugdo da construcdo de
conhecimentos. Martins (2010) investigou como o0 estudante revela, trata e domina a
nocdo de processo dindmico inerente a um algoritmo ou programa, em disciplinas de
Introducédo aos Algoritmos e Programacdo, da area de Ciéncias da Computacao. Olgin e
Groenwald (2011) apresentam uma engenharia didatica com o tema criptografia,
buscando alid-lo aos conceitos matemaéticos estudados no Ensino Médio.

1.2.1.1 Fases da Metodologia da Engenharia Didatica

Esta metodologia de pesquisa consiste em quatro fases, ndo necessariamente
disjuntas, chamadas de: 1) analises preliminares, 2) concepcdo e analise a priori das
situacOes didaticas, 3) experimentacéo, 4) analise a posteriori e validacéo.

A primeira fase, analise preliminar, consiste na analise epistemoldgica dos
contetidos a serem ensinados, da forma de ensinar e seus efeitos, bem como, nas
concepcdes dos alunos e suas dificuldades de aprendizagem. Ou seja, sdo analisadas as
dimensdes epistemologicas, cognitivas e didaticas do objeto envolvido, tendo em vista 0
objetivo da pesquisa. Esse estudo, na verdade, perpassa todas as demais fases
(ARTIGUE, 1996).

Nesta tese, essa analise preliminar consistiu na revisdo de literatura, em que se
buscou conhecer as dificuldades e possibilidades de trabalho do campo conceitual da
Integral Definida, o tratamento dado ao tema nos livros didaticos usados como
referéncia bésica nos cursos de Célculo de vérias instituicdes do pais’, e a busca de
referencial tedrico a ser usado como apoio ao enfrentamento das dificuldades apontadas.

Os livros-texto analisados refletem, em sua maioria, o ensino tradicional do CDlI,
com exposicoes de elementos tedricos e sugestdo de exercicios repetitivos que visam a
reproducdo de técnicas. Tomando-os por base, deduz-se que as aulas de Calculo estdo

centradas na representacdo algébrica dos saberes a serem ensinados, na postura do

°*Campos (2006) afirma que a Engenharia Didatica tem seu pressuposto teérico nas Teorias das Situacdes
Didaticas, proposta por Brousseau, e da Transposi¢do Didatica, proposta por Chevallard.
" Tais informagdes estdo contempladas na secéo 2.
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professor enquanto detentor do saber, na atitude passiva dos alunos nas aulas de Calculo
e na falta de didlogo entre alunos e entre alunos e professor. No entanto, as pesquisas
sobre o processo de ensino e aprendizagem de Célculo indicam outras metodologias,
centradas na diversidade de representacbes, no uso de recursos didaticos
computacionais e no dialogo entre alunos e destes com o professor.

A partir das sugestdes de metodologia e recursos didaticos apontados na revisao
de literatura para melhorar a aprendizagem na disciplina de Calculo, em particular, para
0 assunto Integral Definida, e a analise da apresentacdo do tema pelos livros didaticos
analisados, e tendo em vista a experiéncia docente da pesquisadora, iniciou-se 0
processo de elaboragdo da sequéncia didatica, etapa inicial da segunda fase.

Para tanto, pressupds-se a necessidade de trabalhar com diferentes registros de
representacdo, dando especial atencdo & representacio em lingua natural ® e as
conversdes entre representacdes algébricas, graficas e em lingua natural. Além disso,
considerou-se necessario elaborar atividades em que o aluno pudesse elaborar
conjecturas sobre 0s assuntos em estudo e testa-las. Estas questdes serdo retomadas nas
secOes 3 a 8, as quais apresentam e analisam a sequéncia didatica.

Na segunda fase, concepcdo e analise a priori das situacOes didaticas da
engenharia, o investigador atua sobre determinada quantidade de variaveis do sistema,

ndo fixadas pelas restricdes. Essas variaveis podem ser macro-didaticas ou globais, que

se referem a organizacdo global da engenharia, e micro-didaticas ou locais, que se

referem a organizacgdo local da engenharia, como, por exemplo, a sequéncia de ensino

ou as variaveis dependentes do objeto em estudo.

Nesta tese, as varidaveis macro-didaticas consideradas foram a organizacédo
temporal do minicurso (tempo disponibilizado pelos alunos para a realizacdo da
sequéncia), e o uso de softwares computacionais. Isto, porque se acredita que tais
varidveis interferem diretamente no aprendizado: a concentracdo das aulas, ao mesmo
tempo em que pode ajudar no encadeamento de conceitos interligados, pode
sobrecarregar o aluno e tornar pouco produtivo seu tempo de estudo; o uso dos
aplicativos computacionais pode interferir no desenrolar das atividades pela
familiaridade, ou ndo, do usuario com as interfaces utilizadas e os respectivos registros

mostrados na tela.

& Usaremos Lingua Natural no sentido da linguagem falada/escrita no cotidiano dos alunos.
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Quanto as varidveis micro-didaticas, foram consideradas como tais, aquelas

diretamente ligadas a sequéncia didatica: o dominio de conceitos tidos como pré-
requisitos para a compreensdo do conceito de Integral Definida, como a convergéncia
de sequéncias e séries e 0 célculo de areas sob uma curva (que requerem as nocoes de
infinito, infinitésimo, proximidade); familiaridade discente com a representacdo em
Lingua Natural (facilidade de comunicacdo escrita); conversdo de registros de
representacdo com apoio do aplicativo computacional.

Na fase de concepcao da sequéncia, € preciso levar em consideracdo o problema
que cada aluno tem de resolver, e de que maneiras ele pode fazé-lo, que conhecimentos
serdo necessarios para tanto, tendo em vista, é claro, o objeto de estudo que, em nosso
caso, € a Integral Definida.

Considerou-se que, para compreender o conceito de Integral Definida, era
imprescindivel o conhecimento acerca da convergéncia de sequéncias e séries e de suas
respectivas notacdes, e do calculo de uma area sob uma curva pelo método dos
retangulos. O uso de diferentes registros de representacdo semidtica com apoio
computacional e a diversidade de situacfes foram considerados como elementos
adequados para assimilacdo e ancoragem dos referidos conceitos. Diante disso,
concebeu-se uma sequéncia em que estes conceitos foram focados (vide secdes 3 a 8).

O objetivo da analise a priori é determinar quais escolhas permitem controlar 0s
comportamentos dos alunos e de seus significados. Por isso, ela se baseia em hipdteses,
cuja validacéo sera atestada, ou ndo, no confronto das analises a priori € a posteriori.

Para este trabalho, a analise a priori buscou predizer os comportamentos dos
alunos frente as situacdes propostas, bem como possiveis dificuldades e facilidades na
compreensdo dos conceitos visados.

A fase 3 da metodologia da engenharia didatica, experimentacdo, constitui-se
da parte préatica, em que os alunos, diante das tarefas que Ihe sdo propostas, colocam em
pratica seus conhecimentos a fim de resolver o que foi solicitado, e, com isso, adquirir
novos conhecimentos. As informacgdes detalhadas desta fase para esta tese estdo na
secédo 3.

A fase 4, analise a posteriori e validacdo, constitui-se do momento em que se
valida a proposta efetuada, numa comparacio essencialmente interna. E verificado se o
que foi devolvido pelos alunos é condizente com o que foi planejado. Caso ndo tenha

sido, sdo realizados 0s ajustes necessarios.
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A analise a posteriori se apoia no conjunto de dados recolhidos do experimento:
as observacdes realizadas durante a sequéncia e as producées dos alunos. Muitas vezes
estes dados sdo complementados por outros obtidos por meio de entrevistas ou
questionarios.

Segundo Brousseau (1997, p.7):

A Engenharia Didatica se prop8e a identificar ou produzir as situagdes cujo
controle exige considerar os conhecimentos visados e, por meio destas
situaces, distinguir quais permitem a criagdo desse conhecimento por uma
adaptacdo espontdnea do sujeito, e aquelas para as quais a adaptagdo é
imediata ou impossivel (traducdo nossa)°®.

Para Carneiro (2005, p.90), “A teoria da Engenharia Didatica pode ser vista
como referencial para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na jungédo
do conhecimento pratico com o conhecimento tedrico”. Esta ¢ uma das pretensdes desta
tese: tornar-se, mediante validacdo académica, um produto voltado diretamente ao
ensino do Célculo Diferencial e Integral em diversas Instituicbes de Ensino Superior
(IES), cuja disseminagdo podera ser realizada por meio de minicursos e palestras

ofertados em IES, ou até mesmo com a cria¢éo de paginas, na internet, para este fim.

1.2.2 Teoria das Situacdes Didaticas (TSD)

E um modelo teérico desenvolvido na Franca, desde 1986, por Guy Brousseau, a

partir da tese que

[...] para produzir, melhorar, reproduzir, descrever, e compreender as
situagBes de ensino de matematicas, tornou-se necessario — e possivel —
teorizar esta atividade de ensino como objeto original de estudos e ndo como
simples conjun¢do de fatos teorisdveis unicamente dentro de dominios
auténomos como a pedagogia, a sociologia [...]** (BROUSSEAU, 1986, p.2).

°No original: L’ingénierie didactique s’attache & identifier ou a produire les situations dont le contréle
exige la mise en oeuvre des connaissances visées et parmi ces situations, a distinguer celles qui
permettent la création de cette connaissance par une adaptation spontanée du sujet, de celles auxquelles
I’adaptation est immédiate ou impossible.

19 para mais informacdes histéricas sobre esta teoria, consulte Kusniak (2004).

"'No original: “[...] pour produire, améliorer, reproduire, décrire, et comprendre les situations
d'enseignement des mathématiques, il est devenu nécessaire - et possible - de théoriser cette activité
d'enseignement en tant qu'objet original d'études et non pas en tant que simple conjonction de faits
théorisables uniquement dans des domaines autonomes comme la pédagogie, la sociologie, la
psychologie, les mathématiques, la linguistique ou I'épistémologie”.
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Na TSD, o objetivo é modelizar situacdes com fins didaticos*?, de modo a
melhorar o aprendizado. O enfoque da teoria esta na constru¢do que permite “a
compreensdo das interagdes sociais de alunos, professores e conhecimentos
matematicos que ocorrem em uma sala de aula e que condicionam o que se aprende € a
forma como isso se da” (BROUSSEAU, 2008, p.11).

Para Balacheff e Margolinas (2005), a TSD modeliza o sistema educativo pelas
relages entre sistemas: o sistema que determina o que deve ser ensinado e 0 sistema
que determina o que de fato o é, bem como, a relacdo de uma situacdo de ensino como
jogo especifico do saber visado entre diferentes subsistemas tais como o sistema
didatico, do aluno ou do meio.

Uma situagdo ¢ “um modelo de interagdo de um sujeito com um meio
determinado” (BROUSSEAU, 2008, p.21). Na TSD, uma situacédo didatica e todo o
contexto que cerca o aluno, que esta em seu entorno, e nele estdo incluidos o professor e
tudo o mais que “colabora no componente matematico de sua formagao” (idem, p.53).

O meétodo usado para a construgdo do conhecimento é o fornecimento, pelo
professor, de situacdes fundamentais que fazem funcionar uma determinada nocéo.
Ap0s isso, mudam-se os valores de suas variaveis de tal maneira que os conhecimentos
prévios dos alunos permitem elaborar estratégias eficazes para a solucdo deste novo
problema, e também explorar as caracteristicas da situacdo, como 0s objetivos, as
regras, as propriedades, sem que as regras da acdo (do jogo, como chama Brousseau)
sejam modificadas. Estas novas estratégias devem exigir que sejam estabelecidos novos
conhecimentos (BROUSSEAU, 1986).

Exemplificando para a estatistica, Brousseau (2003) classifica uma situacao
fundamental quanto a forma, em trés tipos.

A primeira forma de situacdo fundamental € a situacdo tipica ou caracteristica,
em que se busca caracterizar os elementos fundamentais das situacfes que caracterizam
a teoria, ou o0 conceito (no caso do autor, a estatistica; no nosso caso, 0S conceitos para a
compreensdo da Integral Definida). O autor afirma que, para integrar uma situacdo
estatistica particular, é suficiente estabelecer como “meio” os elementos da situa¢do em
questdo, como contingéncia, estrutura, modelo, etc.; identificar uma estratégia de
resolucdo de um estatistico e integrd-los em uma justificativa para um uso ou para

responder a uma questdo. Uma situacdo fundamental é considerada tipica ou

12 Inicialmente, o objeto de estudo era o conhecimento matematico, no entanto, atualmente, a TSD ja é
aplicada a inimeras areas (ARTIGUE, 2000).
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caracteristica se ela fornecer um modelo que possa ser usado independentemente da
situacdo ou da nogdo envolvida.

A segunda forma é chamada de situacdo significante, que pode ser til para
gerar outros tipos de situacdo e que permite justificar um conjunto de estratégias e
conceitos caracteristicos do conteudo e articuld-los. No caso da estatistica, esta situacdo
busca ndo apenas aplicar um teste estatistico, mas também interpretar os dados obtidos a
luz do fenbmeno em andlise. Uma situacdo € significante se ela for concebida como
referéncia para representar simbolicamente como requerido, no que é essencial no
objeto e nas relacdes. Esta segunda forma completa e tende a justificar a primeira e
serve de base para a terceira, situacdo inicial de um processo genético.

Esta terceira forma da situacdo fundamental estd associada ao fato que o
desenvolvimento de uma ciéncia acontece a partir de questionamentos, que geram
solucgdes, que permitem criar novas situagdes, que geram novas questdes, .... € se repete
0 ciclo. Ou seja, esta forma leva em conta o todo o0 processo historico de

desenvolvimento do conceito (ou ciéncia!) e se apresenta

como a Ultima de uma sequéncia de situagdes, tal que cada uma é resultado
da anterior e prepara a préxima, com o minimo de aportes externos.
SituagBes, questdes e conhecimentos que se manifestam devem ser
justificados por causas e razdes internas. A situacdo inicial desempenha papel
fundamental no processo que ela vai gerar e deve conter a pergunta que o
processo vai responder™® (BROUSSEAU, 2005, p.181-traducio nossa).

Brousseau afirma que para cada conhecimento matematico existe pelo menos
uma situacdo fundamental que o caracterize. Uma situacdo fundamental entdo é aquela
em que a determinacdo das variaveis envolvidas gera todo o saber visado. A pesquisa
aprofundada das variaveis didaticas envolvidas e as analises epistemoldgicas e didaticas
desse saber visado, aliada a pesquisa dos obstaculos para a aprendizagem dos alunos,
permitem encontrar uma situacdo fundamental para tal saber (KUSNIAK, 2004).

Bloch (2005, p.17) sustenta que uma situagdo fundamental é “uma construcao
epistemologica feita a partir do saber matematico, e os problemas resolvidos com esse

saber levam em conta a transposicao didatica no momento de ‘ensinar’ um contetido™*”.

13 ., , , . . B
“ comme la derniére dune suite de situations, telle que chacune résulte de la precedente et prepare la

suivante avec Le minimum d apports extérieurs. Les situations, les questions et les connaissances qui s’y
manifestent doivent se justifier par des causes et des raisons internes. La situation initiale joue dont um
role essentiel dans le processus qu’elle va générer, elle doit contenir la question & laquelle le processus va
répondre”.

*[...]une construction épistémologique faite & partir du savoir mathématique, et des problémes qu'ilest
envisageable de résoudre avec ce savoir, alors qu'une réalisation (méme envisagée) prenden compte la
transposition didactique du moment et "I'enseignabilité" d'un projet
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O objetivo das situagdes fundamentais é a aprendizagem de um determinado
conceito. Brousseau (s/d, apud BESSOT, 2009) define-a como um processo de
adaptacdo (assimilacdo e acomodacéo, de acordo com a teoria Piagetiana) a um meio
que é produtor de contradi¢es, dificuldades e desequilibrios, aliado a um processo de
aculturacdo em que se insere a préatica da instituicdo, como os contratos didaticos (ou
seja, ha dois conceitos importantes nesse processo de aprendizagem e que serdo
explicitados mais adiante: 0 meio e o contrato didatico).

Desta forma, a tarefa do professor é a de provocar no aluno as adaptacfes

desejadas, fornecendo situacbes que os facam agir, falar, refletir, desenvolver seu
préprio movimento. Entre 0 momento que o aluno aceita o problema como sendo seu
até a producdo da resposta, o docente deve evitar intervir no conhecimento que ele
deseja ver concretizado. O aluno deve saber que o problema foi escolhido para que ele
adquira um novo conhecimento, para que ele seja capaz de implementa-lo em situagdes
fora do contexto de ensino e sem indicacdo intencional (BROUSSEAU, 1986; 2008).
Na busca das situagOes especificas para este novo conhecimento, Balacheff e
Margolinas (2005, p.76), expdem que “o principal entrave € a construcdo do meio,
sistema antagonista do sistema ensinado (aluno), de forma que as estratégias dos alunos

15 (traducéo nossa).

sdo motivadas pelas necessidades das suas relagdes com o meio
Brousseau (1988) argumenta que o meio deve ser construido como objeto de saber para
o aluno.

Para entender o papel do “sistema antagonista” do paragrafo anterior, considere

as praticas nas quais o professor procura mostrar ao aluno o que ele deve ver e

compreender e no qual o aluno deve ler ou reconhecer, dentro daquele meio, o
conhecimento que se quer adquirir (MARGOLINAS, 1998). Nesse caso, 0 meio atua
como aliado e ndo como sistema antagonista: basta aprender a fazer esta leitura ou
reconhecimento que a resposta estd dada (e o conhecimento visado admitido como
adquirido). E este meio aliado que parece tomar conta nas aulas de Calculo.

Bessot (2009) defende que a nocdo de meio é essencial para compreender e/ou
provocar a aprendizagem autbnoma no aluno como um sujeito dentro de uma situacao

didatica.

> No original: “Cette ‘spécificité’est une contrainte essentielle: Il s’agit de construire um milieu, systéme
antagoniste du systeme enseigné, tel que les stratégies des éléves soient motivées par les necessites de
leurs relations avec le milieu”.
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Para Brousseau (1989, apud COMITI, GRENIER e MARGOLINAS, 1995, p.4),

0 meio:

aparece como 0 sistema antagonista do sistema ensinado (aluno). Por
representar convenientemente o0 funcionamento ndo didatico dos
conhecimentos, devemos adotar maior diversidade de situagBes dentro das
quais os estados do jogo sdo determinados alternativamente pelo jogador e
por um SISTEMA antagonista que modifica os estados de maneira ndo
controlada pelo jogador. Este sistema €, para o observador, um modelizacdo
do meio e de suas respostas pertinentes para a aprendizagem em curso. Néo é
uma parte de uma situacdo. [..] E este sistema antagonista que temos
proposto chamar de meio. Ele, portanto, desempenha um papel central na
aprendizagem, como causa de adaptacdes e no ensino, como referéncia e
objeto epistemoldgico’*® (traduc&o nossa)

Dependendo da relacdo destas situagfes a que temos nos referido com a
aquisicdo de conhecimento, elas recebem nomes especificos. Uma situacdo em que nao
ha a intencdo de ensinar, mas que é especifica de um saber, &€ chamada por Brousseau de
situacdo adidatica, enquanto as situacdes que ndo sao especificas de um saber séo
chamadas de situacGes ndo-didaticas. As situacbes mais gerais, que implicam nas
interacbes entre alunos e tarefas/meio, sdo chamadas situagbes didaticas
(BROUSSEAU, 1986).

Uma situacdo nao-didatica é aquela que ndo foi construida especialmente para
fazer adquirir ou para avaliar um determinado conhecimento. Neste tipo de situacédo, o
individuo procura produzir acoes, formulacdes e provas para agir sobre um meio que
compreende elementos materiais e eventualmente humanos (MARGOLINAS, 1998).

Uma situagdo adidatica € aquela onde o ator (no caso, o aluno) “se considera, a
priori, responsavel pelo sucesso ou fracasso de suas agdes, sem intervencdo didatica de
um terceiro™’ (BROUSSEAU, 2000-2001, p.7). Para Margolinas (1998), uma situacio
adidatica € aquela em que o aluno se encontra em interacdo com um meio em que nao

estdo presentes, necessariamente, as intencoes didaticas do professor.

16 .. . R . \ S, .

No original:apparait comme le systéme antagoniste du systéme enseigné: ‘Pour représenter
convenablement le fonctionnement non didactique des connaissances, nous devons adopter le plus
souvent des situations dans lesquelles les états du jeu sont determines alternativement par le joueur et par
un SYSTEME antagoniste qui modifie les états du jeu de fagon non contrdlée par le joueur. Ce systéme
est pour l'observateur, une modélisation de l'environnement et de ses réponses pertinentes pour
I'apprentissage en cours. Il n'est qu'une partie de la situation. [...] C'est ce systéme antagoniste que nous
avons proposé d'appeler milieu. 1l joue donc un réle central dans l'apprentissage, comme cause des
adaptations et dans I'enseignement, comme référence et objet épistémologique’.

"No original: “celles o I'actant se considére a priori responsable de la réussite ou de I'échec de ses
actions, sans intervention didactique d'un tiers”
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Nesta tese, uma situacdo adidatica sera considerada como aquela fornecida ao
aluno a fim de causar desequilibrios e que o leve a agir autonomamente, sem a presenca
do professor.

Em situagdes como essa, podem acontecer erros que nao sejam percebidos pelos
préprios alunos, sendo necessaria, entdo, a intervencao do professor para identifica-los e
aponta-los dentro de uma relacdo didatica.

Nem sempre o aluno consegue resolver as situacdes adidaticas que Ihe sdo
oferecidas. O professor deve estar disponivel para auxilid-lo ao ser solicitado, deixando,
porém, que o conhecimento seja pessoal e objetivo, isto é, sem fornecer respostas
prontas.

De um modo geral, as situagBes didaticas podem ser entendidas como o
conjunto das interacbes que permitem ao aluno estabelecer relacbes entre
conhecimentos ou transformar conhecimentos em saberes (BROUSSEAU, 2008), fruto
das agdes intencionais realizadas pelo professor “para possibilitar ao aluno a
aprendizagem de um conteudo” (FREITAS, 2010, p.80). Tal interagcdo entre professor-

aluno-meio esta esquematizada na Figura 1, em que S designa o saber envolvido.

Aluno

Professor

Meio

Figura 1: Elementos da Situacdo Didatica
Fonte: Adaptado de BROUSSEAU, 1998, p.92 apud KUSNIAK, 2004, p.25 — tradugdo nossa

Na Figura 1 destacam-se os elementos da situagdo didatica com os quais 0
professor deve estabelecer uma interacdo, o Saber (S), o Meio (M) e o Estudante (E). As
interacBes sdo representadas com flechas continuas. E papel do professor organizar um
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Meio adequado, chamado anteriormente de antagonista, para que o Estudante (Aluno)
acesse 0 Saber visado. As flechas pontilhadas representam a significacdo que o proprio
aluno atribui ao Saber, de acordo com as possibilidades oferecidas pelo Meio.

Contudo, as situacBes didaticas ndo se restringem ao ambiente da sala de aula.
Brousseau (2008) afirma que “situacdo didatica ¢ todo o contexto que cerca o aluno,
nele incluidos o professor e o sistema educacional” (BROUSSEAU, 2008, p.21).

J& citamos que uma importante no¢do, atrelada a aprendizagem por meio de
situacdes didaticas, é o contrato didatico. O contrato didatico é uma relacdo que
determina, sobretudo implicitamente, as responsabilidades do professor e do aluno em
relacio ao conhecimento visado. E especifico do contetdo. E um conjunto de
obrigacdes reciprocas, como por exemplo: é o professor que cria as condi¢Ges
suficientes para a apropriacdo dos conhecimentos e que deve reconhecé-la quando esta
se produz, por outro lado, o aluno deve poder satisfazer as condi¢Ges estabelecidas
(BROUSSEAU, 1986). A efetivacdo do contrato didatico depende do meio disponivel
para a situacéo.

Geralmente, a evolucdo de uma situacdo modifica o contrato didatico
estabelecido, e permite a obtencdo de novas situagdes, que geram novas estratégias e
novos conhecimentos, e assim por diante. No entanto, nos casos em que 0s alunos ndo
conseguem resolver a tarefa proposta, € preciso que o professor auxilie e proponha
outras situacdes que mobilizem o conhecimento visado. Isto €, o professor deve efetuar,
ndo a comunicacdo do conhecimento, mas sim a devolucdo de um bom problema que

permita 0 acesso aquele conhecimento.

No caso desta tese, 0 meio é o0 conjunto de situacBes (tarefas) que serdo
propostas aos alunos a fim de construir o conceito de Integral Definida, incluindo ai as
conversbes de registros, a utilizacdo de midias digitais, a elaboracdo de mapas
conceituais, a estrutura da sala de aula e a comunicacdo com os demais alunos. Todas
estas caracteristicas permitem classificar 0 meio como um sistema antagbnico ao
sistema de ensino, pois proporcionam modificacdes sobre as quais 0 estudante ndo tem
controle: por exemplo, como explicar a convergéncia de uma sequéncia a um colega de
modo que a explicacdo lhe seja compreensivel? Em R ou em R? vale a mesma
explicacdo?

Implicitamente, no contrato didatico, a sequéncia de atividades proposta permite

que o aluno adquira o conhecimento visado (conceito de Integral Definida), tornando-se

capaz de atingi-lo a partir da sua interagdo com o0 meio.
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Nesse processo de aquisicdo de conhecimento, a variacdo dos tipos de situagdes
didaticas propostas tem papel preponderante. Brousseau as classifica em situacdes de
acao, formulacéo, validacéao e institucionalizacao.

Nas situagdes de acdo “um sujeito manifesta seus conhecimentos dentro das
suas interagdes com o meio” (BROUSSEAU, 1997, p.6 - traducdo nossa). Quando um
aluno resolve um problema, por exemplo, que esta pondo em préatica 0s conceitos e
teoremas em ato, predomina-se o aspecto experimental do conhecimento. O meio
oferece informacao e retroacdo em relagdo as suas agdes.

Nas situacdes de acdo, o aluno, seguindo suas proprias motivacées, interage com
0 meio que lhe é proposto, o qual, por sua vez, deve proporcionar possibilidades de
aprendizagem, isto é, deve permitir o desequilibrio de conhecimentos que ainda ndo
estdo ancorados. Em nosso caso, considerou-se que as tarefas em que se requeria a
conversao de uma representacdo em outra, eram situagoes de acdo. A Figura 2 retrata a

interacdo aluno x meio.

feedback

Acéo

Meio _ > Aluno
Informacao

Figura 2: Interacfes nas situacdes de acdo (adaptado de KUSNIAK, 2004, p.27)

Numa situacdo de formulacdo o aluno explicita 0 modelo implicito de suas
acOes (BESSOT, 2009). Acontece quando o aluno “cria” resultados, verdadeiros ou ndo,
a partir das observacdes e analises das tarefas resolvidas, isto é, quando faz conjecturas
a respeito do conhecimento sistematizado. Nesta etapa, 0 meio deve conter outro sujeito
(ficticio ou ndo) ao qual o primeiro sujeito transmite uma informacdo (BROUSSEAU,
1997). A redacdo de um texto explicando o comportamento de uma sequéncia, por
exemplo, retrata esse tipo de situacdo, uma vez que o aluno tem que refletir sobre as
variacBes ocorridas nas atividades e extrair uma propriedade (por exemplo, que para
uma sequéncia ser convergente 0s seus termos devem se aproximar de algum nimero
real, para todo n > ny), que pode ser verdadeira ou ndo, sintetizando-a na Lingua
Natural. O ato de formular uma hipétese pode ser mais eficiente se estiver associado ao

discurso desse ato mental a outros alunos.
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Para Freitas (2010), uma situacdo adidatica de formulacdo é aquela em que o
aluno “faz determinadas afirmacdes relativas a sua interagdo com o problema, mas sem
a intencéo de julgamento sobre validade, embora contenham implicitamente intencGes
de validagdo” (idem, p.97). Kusniak (2004) ressalta a obriga¢dao, nesta fase, da
comunicacdo com outro interlocutor, a fim de melhorar o repertério linguistico e
facilitar a aprendizagem.

Em outras palavras, na interagdo com uma situacdo, um aluno A pode “formular
uma teoria”. Esse aluno A comunica-a a um aluno B, que vai agir sobre a situagéo, na
qual esta “teoria” ¢ valida ou ndo, dando retorno ao aluno A. Caso a hipdtese formulada
(“teoria”) seja contestada ou nao aplicavel, repete-Se 0 processo, como indica a Figura
3.

R1 feedback

O estudante nio pode agir

/ sobre uma situacio sem um
- ; meio de comunicaciao
Situacio Aluno ;
informacio
Linguagem
A 4
Ahmo
acao
Ahmo |
Aluno / R2 “Fu ¢ . 10"
Linguagem . 11 compreendo” ou
“Eunao compreendo”
Meio

Figura 3: InteragBes nas situagdes de formulacdo (Adaptado de BROUSSEAU, 1997, p.7)

Na situacdo de validacdo, o aluno deve apresentar provas intelectuais'®.
(BESSOT, 2009). Para a autora, a validacdo empirica é devido a insuficiéncia do meio.
Ou seja, a situacdo de validacdo deve preocupar-se com a veracidade das informacdes
levantadas pelos alunos em relacdo ao conhecimento matematico. As declaracbes
explicitas devem ser passiveis de prova. Por ser esta pesquisa de natureza exploratéria,

admitimos como validos os processos de validacdo ocorridos por meio da andlise dos

18 A autora refere-se a, por exemplo, elaborar assercdes de modo que elas fagam parte de algum teorema
conhecido de todos.
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dados produzidos pelos softwares ou pelo confronto das conjecturas dos grupos, mesmo
que propriedades passiveis de prova ndao tenham sido escritas.
A situagdo de institucionalizacdo ocorre quando o professor formaliza, por

meio da sequéncia didatica, o conceito em estudo, de acordo com o conhecimento
sistematizado. Visa “estabelecer o carater de objetividade e de universalidade do
conhecimento” (FREITAS, 2010, p.101). Kusniak (2004, p.29) afirma:

A institucionalizagdo é a passagem de um conhecimento de seu papel de
meio de resolucdo de uma situacdo de acdo, de formulacdo ou prova, a uma
nova regra: que se refere a utilizagBes futuras, coletivas ou pessoais. Esta fase
é indispensavel para assegurar a transicdo de um conhecimento restrito a uma
situagdo individual e contextualizada a um saber descontextualizado ativo
numa determinada instituicdo®® (tradugéo nossa).

Neste processo de institucionalizacdo, o conhecimento do aluno é convertido em
um saber para a instituicdo de ensino. Bessot (2009, p. 52 — tradug@o nossa) escreve: “A
negociagdo de um contrato ilusorio ‘permite a fic¢do que o professor ensina um saber
definitivo sem problemas para as aquisi¢des posteriores.” (Brousseau, 2000, p.18)%*”.

Para Brousseau (1997), um conhecimento pode ser adquirido diretamente, por
meio da acdo, ou pela conversdo em modelos implicitos das aquisicdes obtidas por meio

das formulacdes e comunicacoes.

Os trés primeiros tipos de situacdes, acdo, formulacdo, validacdo, dependem
prioritariamente do aluno, enquanto a quarta, depende do professor que, naquele
momento, é o possuidor do saber matematico. Estes niveis das situacdes servem para
que a aprendizagem aconteca com maior profundidade para o aluno, e, para Brousseau
(1997), o processo de sucessivas situacdes de acdo, formulacdo e validacdo podem
potencializar a aprendizagem, seja ela espontanea ou provocada voluntariamente.

Nesse sentido, Brousseau (2008) classifica a aprendizagem como sendo: 1) por
adaptacdo — quando o aluno se defronta com a necessidade de adaptar o seu
conhecimento para resolver outro que lhe fora proposto; e 2) formal — que “procura
sobrepor a memorizacdo, a técnica e 0s processos de automatismos a compreensdo
verdadeira das ideias matematicas” (FREITAS, 2010, p.86).

9 No original: L’institutionnalisation est le passage pour une connaissance de son role de moyen de
résolution d’une situation d’action, de formulation ou de preuve, & un nouveau role: celui de référence
pour des utilisations futures, collectives ou personnelles. Cette phase est indispensable pour assurer le
passage d’une connaissance reliée & une situation vécue individuellement et trés contextualisée a un
savoir decontextualisé actif dans une institution donnée.

20«3 négociation d'un contrat illusoire ‘permet la fiction que le professeur enseigne un savoir definitive
préparant sans a coups les acquisitions ultérieures.’(Brousseau, 2000, p.18)”
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Este segundo tipo de aprendizagem acontece em meio a situagdes de ensino ou
situagdes didaticas. Freitas esclarece a diferenca entre elas quando diz que “¢
principalmente a presenca, a valorizagdo e a funcionalidade de situagdes adidaticas no
transcorrer de uma situacéo didatica que diferencia fundamentalmente estas duas formas
de ensinar” (FREITAS, 2010, p.88). Isto significa que é possivel associar a
aprendizagem por adaptacdo as situacdes didaticas e a aprendizagem formal por meio
das situagdes de ensino, embora nesta relacdo também tenha que ser considerada a
metodologia adotada pelo professor.

Brousseau (1988, p.323) afirma que o “ensino consiste em provocar no aluno a
aprendizagem projetada por situacBes apropriadas, as quais ele responde
‘espontaneamente’ por adaptagio. E preciso, portanto, determinar quais sdo as
adaptacOes que correspondem aos saberes e aos conhecimentos visados, e a quais
circunstancias eles respondem”21.

E papel do professor, conceber adequadamente as situacbes adidaticas que
permitem esta adaptacdo, e promover interacdes aluno-meio de forma a garantir a
adequacao do conhecimento adquirido com o saber visado (MARGOLINAS, 1998).

Na TSD, ha dois processos de regulacdo nos quais o professor é peca
fundamental: o de devolucéo e o de institucionalizacdo. Este ultimo j& fora comentado
anteriormente.

O processo de devolucédo é aquele em que o professor negocia uma série de
regras de contrato didatico em que ele transfere ao aluno parte da responsabilidade
relativa ao saber visado, isto é, o aluno toma lugar na situacdo adidatica (BESSOT,
2009).

Brousseau (1988, p.325 — traducdo nossa) define a devolucdo como “o ato pelo
qual o professor faz o aluno aceitar a responsabilidade de uma situacdo de
aprendizagem (adidatica) ou de um problema e aceita as consequéncias desta
transferéncia”??. O autor ressalta um paradoxo existente neste processo de devolugdo: ao
mesmo tempo em que o professor deseja que o aluno responda sozinho a uma questao,
ele quer que esta seja uma boa resposta. No entanto, o professor ndo desvela esse saber

ao aluno.

2! No original: L'enseignement consiste & provoquer chez I"éléve des apprentissages projetés en le plagant
dans des situations appropriée auxquelles il va répondre “spontanément’ par des adaptations. Il s"agit donc
de déterminer quelles sont les adaptations qui correspondent aux savoirs et aux connaissances visées, et a
quelles circonstances elles respondent.

22| a dévolution est |"acte par lequel I"enseignant fait accepter a I"éléve la responsabilité d"une situation
d"apprentissage (a-didactique) ou d"un probleme et accepte lui-méme les conséquences de ce transfert.
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Neste ponto, Margolinas (1998) ressalta que, em sala de aula, é o professor que
mantém a relagdo dos alunos com a situacdo adidatica escolhida, que apoia os esforgos
dos alunos na busca de respostas, e que observa o trabalho por eles desenvolvido,
propondo novas situacles, se necessario, para permitir que o aluno atinja o objetivo
almejado para determinada situagéo.

Na sequéncia didatica planejada, as atividades foram elaboradas para que
atingissem 0s quatro niveis das situagdes: acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo, e para que proporcionassem a desestabilizacdo necessaria para a
ancoragem do conhecimento novo. Desse modo, a intencdo era que ocorresse uma
aprendizagem por adaptacdo, uma vez que, em varios momentos, é solicitado que o
aluno observe, faga conjecturas e teste suas afirmacdes, antes mesmo da apresentacao
formal do contetido abordado em cada uma das etapas. Esta abordagem permite que o
aluno experimente, discuta com os colegas e comece por desvelar o saber visado.

Na transposicdo didatica dos contetudos, é importante considerar os obstaculos
presentes no sistema didatico e que atrapalham a apropriagdo de certos conhecimentos
por parte do aluno e podem ter véarias causas. Tais origens podem ser de ordem
ontogénica, devido a limitaces do sujeito no seu desenvolvimento; de ordem didatica,
devido as escolhas ou projetos do sistema educativo; ou de ordem epistemolodgica, que
séo proprios do conhecimento visado (BROUSSEAU, 1976).

Os obstaculos ontogenéticos sdo oriundos dos conhecimentos transmitidos, de

forma intencional ou ndo, ao ser humano, por sua cultura, ou por aquisi¢cdes espontaneas
dos individuos (BROUSSEAU, 2005). Na aplicacdo da nossa sequéncia didatica,
podemos associar 0 obtaculo ontogenético com o impasse gerado numa das questdes em
que se definia uma sequéncia convergente. O desconhecimento do significado da
palavra “convergir”, por ndo ser uma palavra usada corriqueiramente, tornou-se um
obstaculo ao entendimento da convergéncia. A pesquisa no dicionario e a discussdo em
grupos dirimiram esta dificuldade. O aluno ndo se sentir capaz de resolver uma tarefa de
Matematica, ou de escrever sobre ela, também pode ser classificado como um obstaculo
ontogenético. Por exemplo, o obstaculo pode advir de limitagdes emotivas, adquiridas
por frustracOes anteriores as aulas de Matematica.

Os obstaculos epistemoldgicos levam em consideracdo as dificuldades

recorrentes ocorridas numa determinada area ou conceito ao longo do tempo. Brousseau
(2003) cita a variedade de argumentos e objecOes a utilizacdo de medidas de tendéncia

central ou de dispersdo como representantes de um conjunto de dados (informagoes),
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como sendo um obstaculo epistemoldgico especifico. JA no nosso caso, Contreras e
Ordofiez (2006) citam a convergéncia de uma série infinita como um obstaculo
epistemologico, pela dificuldade de “enxergar” que a soma de infinitas areas de
retangulos possa ser finita.

Os obstaculos didaticos estdo associados as escolhas didéaticas realizadas.

Brousseau (2003) os divide em microdidaticos e macrodidaticos. Os microdidaticos séo

os obstaculos gerados por escolhas didaticas como, por exemplo, a ordem do ementario
ou a introducdo de um determinado conceito. No entanto, independentemente do
método de ensino, 0s microdidaticos conseguem identificar os obstaculos
epistemoldgicos. Sdo mais geradores de obstaculos do que propriamente obstéaculos.
Um exemplo do obstaculo microdidatico pode ser tomado na conceitualizacdo de
Integral Definida. Geralmente, o conceito ¢ introduzido sem que o aluno tenha estudado
sobre a convergéncia de uma série infinita ou sobre o simbolo };  (sigma).

Os macrodidaticos (ou sécio-culturais) provém das limitagbes das escolhas
didaticas impostas pelas praticas e os conhecimentos diante da sociedade, da instituicéo.
Brousseau (2005, p.186) os explica dizendo “sdo aqueles resultantes da incapacidade de
grandes sistemas socio-culturais em assumir suas responsabilidades educativas ®®”
(traducdo nossa). O autor pontua, ainda, que, na atual sociedade, os obstaculos a difusdo
dos conhecimentos podem ser considerados obstaculos macrodidaticos.

A diferenca entre os obstaculos ontogenéticos e os epistemoldgicos e didaticos é
que os primeiros podem desaparecer da memoria, podem deixar de existir, enquanto 0s
demais permanecem na consciéncia (BROUSSEAU, 2000-2001).

Em relacdo a TSD, Freitas afirma que:

Trata-se de um referencial para uma educacdo matematica que, por um lado,
valoriza os conhecimentos mobilizados pelo aluno e seu envolvimento na
construcdo do saber matematico e, por outro, valoriza o trabalho do
professor, que consiste, fundamentalmente, em criar condi¢des suficientes
para que o aluno se aproprie de conteldos matematicos especificos
(FREITAS, 2010, p.78).

No caso desta pesquisa, as ‘condigdes suficientes’, a que se refere Freitas, foram
pensadas como 0s assuntos considerados como pré-requisitos ao entendimento do
conceito de Integral Definida, a saber: a nocéao de infinito, a notacdo sigma, o calculo de

area e a convergéncia de sequéncias e séries.

28 “Jes obstacles macrodidactiques sont ceux qui résultent de I'incapacité des grands systémes socio-
culturels a assumer leurs responsabilités didactiques”.
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Na proxima secdo, apresenta-se uma sintese sobre a Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica, que indica meios pelos quais 0s objetos mateméticos podem

ser acessados.

1.2.3 Teoria de Registro das Representagdes Semidticas (TRRS)

A Teoria de Registro das Representacbes Semiéticas (TRRS) foi criada por
Raymond Duval em 1986, a partir dos estudos de Psicologia Cognitiva. Colombo,
Flores e Moretti (2008) afirmam que as primeiras publicacdes, no Brasil, que usam a
TRRS, datam da segunda metade da década de 90. Das pesquisas analisadas, 0s autores

sintetizam que

o trabalho com registros de representacdo semiética com alunos, ou mesmo
com professores em processo de formacdo, possibilita uma melhor
compreensdo ndo apenas do objeto matematico em estudo por parte dos
estudantes, como também da especificidade da aprendizagem matematica
(COLOMBO, FLORES e MORETTI,2008, p.61).

A TRRS apresenta uma abordagem cognitiva que procura conhecer a maneira de
se adquirir o conhecimento, como € o funcionamento cognitivo do aluno para que ele
conduza autonomamente seu processo de aprendizagem. O foco da teoria é a
complexidade cognitiva do pensamento humano e o papel das diversas representacoes
para a compreensdo da matematica (DAMM, 2010; SILVA, 2004; KARRER, 2006).
Karrer (2006) apresenta os fundamentos desta teoria desde Pierce e Frege. Aos
interessados, recomenda-se a leitura.

A Matematica trabalha com objetos abstratos. As representacdes desses objetos
por meio de simbolos, signos, cddigos, tabelas, graficos, sdo a maneira de acessa-los.

Damm (2010, p.167) afirma que

em matematica, toda a comunicacdo se estabelece com base em
representacdes, os objetos a serem estudados sdo conceitos, propriedades,
estruturas, relacdes que podem expressar diferentes situacfes, portanto, para
seu ensino, precisamos levar em consideracdo as diferentes formas de
representacdo de um mesmo objeto matematico.

Essas representacdes podem ser algébricas, graficas, numéricas, ou na lingua
natural. E isso “(...) pode desencadear no estudante, a confusdo entre um objeto
matematico e uma de suas representagdes, caso ndo haja no ensino de um contetdo

desta area a preocupacdo de coordenar diferentes registros durante o0 seu

45



desenvolvimento” (KARRER, 2006, p.3). O que significa que o aluno pode confundir o
objeto matematico com a sua representacdo quando ndo séo utilizadas, no ensino, Varias
representacdes, a fim de que o aluno compreenda, verdadeiramente, o que é o objeto
matematico a que esses registros fazem referéncia.

O significado de “objeto matematico” ¢ complexo e mostra diferengas até
mesmo para 0s matematicos. Lefebvre (2001, apud FLORES, 2006) perguntou “o que é
um objeto matematico?” para matematicos e obteve respostas que estavam em

conformidade com suas préticas.

Os matematicos platonicos definem os objetos matematicos como entidades
ideais que existiriam independentemente do espirito humano. Para os
formalistas, a matematica é definida como a ciéncia da deducéo formal, dos
axiomas aos teoremas. Seus enunciados s6 tém contetdo quando é fornecida
uma interpretacdo. Para os mais radicais dentre eles, a matematica se resume
em um jogo de linguagem sem relacdo com os ‘objetos’ materiais
(LEFEBVRE, 2001, p.154 apud FLORES, 2006, p.11).

Flores (2006) interpreta o resultado da pesquisa de Lefebvre a fim de
compreender como a representacdo influencia a apreensdo do objeto matematico. No
que diz respeito ao ensino da matematica, para o autor, o uso de diversas representacoes
de um mesmo objeto pode facilitar a elaboracdo mental, no aluno, do significado deste
objeto matematico.

A literatura consultada sobre o ensino de Calculo Diferencial e Integral também
recomenda a exploracdo de diversas representacdes para um mesmo objeto matematico.
Acredita-se que a compreensdo de um objeto acontece quando o aluno consegue
representa-lo das diversas formas e, facilmente, converter uma representacdo em outra.

A nocdo de representacdo é tdo importante que tem sido tratada, ao longo dos
altimos 100 anos, sob varios enfoques, para o estudo de diferentes fendmenos. Séo elas:
representacdo mental (1924- 1926); representacdo interna ou computacional (1955-
1960); representacdo semidtica (1985). O Quadro 1 apresenta algumas particularidades

destas representacdes.
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Nocdo de Método de
Tipo de Representacéo Objeto de estudo representacao pesquisa
utilizada
““as crengas € as
explicagdes das
criangas pequenas “evocacdo dos objetos
Mental concernentes aos ausentes” (DUVAL, Entrevista
fendmenos naturais e 2009, p.30)
psiquicos” (DUVAL,
2009, p.30)
“o tratamento, por um | “forma pela qual uma
sistema, das informacéo pode ser
Interna ou informac6es recebidas | descrita e considerada Codificacdo da
Computacional de forma a produzir em um sistema de informacéo
uma resposta” tratamento”
(DUVAL, 2009, p.30) | (DUVAL, 2009, p.31)
Pressupde
sistemas
semidticos

Semiodtica

Aquisigdo do
conhecimento e 0s
problemas originados
por sua aprendizagem,
relativos a um sistema
particular de signos

Forma pela qual um
conhecimento é
representado.

diferentes e de
uma operacgao
cognitiva de
conversao das
representacoes
de um sistema
semiotico para
um outro (p.32)

Quadro 1: Tipos de Representacdo, com seus respectivos objeto de estudo, nogdo de
representacao e metodo de pesquisa, segundo Duval (2009)

Nesta subsecdo, o foco principal é apenas a sintese dos Registros de
Representacdo Semiotica, pois pretende-se situar o leitor nas analises acerca da
Sequéncia Didatica elaborada para esta tese.

Duval (2009), ao considerar semidsis como a apreensdo ou producdo de uma
representacdo semidtica e noésis como 0s atos cognitivos (apreensdo conceitual),
defende que ndo ha ndesis sem semiosis. Para o autor, “é a semidsis que determina as
condicOes de possibilidade e de exercicio da noésis” (p. 17 — grifo do autor) e “nao ha
noésis sem o recurso a uma pluralidade ao menos potencial de sistemas semioticos,
recurso que implica sua coordenagao para o proprio sujeito” (p.18 — grifo do autor).

Um Sistema de Representacdo Semidtica deve preencher as funcbes de
comunicacao, discursiva e cognitiva no funcionamento do pensamento.

Duval (2009) considera quatro fungfes discursivas que sao inseparaveis das
funcdes cognitivas:

v A funcdo referencial de designacéo de objetos;

v A func¢do apofantica de enunciados completos;
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v A func¢do de expansao discursiva de um enunciado completo;

v A funcdo metalinguistica de reflexividade discursiva.

Em relagcdo as fungbes cognitivas da lingua natural, Duval (2011) destaca que
esta contempla trés tipos de operagOes discursivas, a saber: enunciacdo, designacao e
expansdo discursiva, fundamentais na analise de um encaminhamento matematico ou de
um raciocinio. A enunciacdo refere-se ao enunciado de qualquer coisa (inicia ou
prolonga um discurso), que implica na designacao de sobre 0 que ou a propdsito do que
se estd falando, isto é, a designacdo deve respeitar a unicidade do que esta sendo
designado. Para esclarecer isto, observe o ponto O da Figura 4.

Figura 4: DesignacGes verbais de uma unidade figural (DUVAL, 2011, p.78)

O ponto O é chamado de unidade figural. Neste caso, sdo possiveis quatro
designacdes verbais para ele: centro do circulo, ponto de interseccdo dos diametros,
meio do segmento horizontal e meio do segmento vertical. Este € um exemplo em que
ndo ha unicidade na designacéo.

Enquanto a frase é a unidade de sentido de um discurso, a expansao discursiva é
aquela que organiza uma sequéncia de frases em uma unidade coerente e com 0 mesmo
propdsito. Ou seja, € 0 que permite dar sentido a uma unidade figural em relacdo a outra
unidade figural.

Estas operacbes discursivas devem ser levadas em conta na redacdo de uma
argumentacdo ou na proposicao de uma tarefa.

Duval (2011, p.79) mostra um exemplo de como usar estas operacfes em uma

tarefa de redacdo de uma mensagem de construcdo de um circulo (Figura 5).
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Vocabulario geométrico a ser Palavras relativas as agbes para

utilizado ndo serem empregadas
Centro (de um circulo) Ponta do compasso (centro)
Meio (de um segmento) Meio = metade

Metade de um segmento, raio Ponta do lapis do compasso

(ponto sobre o circulo)

Figura 5: Tarefa de redacdo de uma mensagem de construcdo (DUVAL, 2011, p.79)

A descricdo da primeira parte do procedimento reiterado na tarefa, levando em
conta as operagdes discursivas, apresentada por Duval (2011, p.80, grifo do autor) é:
1. Tragar um segmento [AC]
2. Béomeiode[AC]
3. Tracar um circulo de centro B passando por A e por C
Na citacdo, o que esta em negrito tem a fungdo de designacdo do objeto. Tomar
ciéncia da importancia das operagdes discursivas e conseguir articula-las
adequadamente esta associado a compreensdo da tarefa ou ao objeto em estudo.
Duval ainda afirma que estas operacdes discursivas sao operacdes cognitivas que
“se situam no ponto exato em que conhecimento, compreensao e conscientizacdo — e,
portanto, progresso para o conhecimento — sdo0 inseparaveis. Assim, € preciso se
exprimir para si e para 0s outros para poder tomar consciéncia. A expressao verbal abre
a via para o pensamento, ¢ ndo o inverso, [...]” (DUVAL, 2011, p.80-81, grifo do autor).
Mais adiante, o autor afirma: “Para ter consciéncia das operagdes discursivas
proprias aos raciocinios matematicos, € preciso passar por uma producao escrita. [...]. A
redacdo na matematica exige um trabalho explicito de tomada de consciéncia das
operagoes discursivas proprias aos raciocinios matematicos”. (DUVAL, 2011, p.82).
Duval (2009) ainda analisa o papel da diversidade dos sistemas semidticos no
funcionamento do pensamento e a complexidade da conversdo das representaces de
um sistema a outro, isto é, explora a relacdo entre semidsis e noésis. Nesse sentido,
estabelece que os sistemas semidticos devem permitir o cumprimento de trés atividades
cognitivas fundamentais ligadas a semidsis, especialmente para o desenvolvimento de
uma atividade matematica, quais sejam:
» Comunicagdo: “Constituir um trago ou ajuntamento de tragos
perceptiveis que sejam identificaveis como uma representacdo de

alguma coisa em um sistema determinado” (DUVAL, 2009, p.37).
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» Tratamento: “Transformar as representacdes apenas pelas regras
préprias ao sistema, de modo a obter outras representagdes que possam
constituir uma relagdo de conhecimento em comparacdo as
representagdes iniciais” (id, p.37-38).

» Objetivagdo ou tomada de conhecimento: “Converter as representagdes
produzidas em um sistema em representacdes de um outro sistema, de tal
maneira que estas Ultimas permitam explicar outras significacdes

relativas ao que ¢ representado” (ibidem, p.38).

Note que a operacdo de conversdo é essencial para a objetivacdo, momento em
que se pressupde que o aluno tenha compreendido o objeto em estudo. Voltaremos a
tratar desse assunto logo mais.

Diante da diversidade de sistemas semioticos que cumprem as trés atividades
cognitivas fundamentais mencionadas (a saber: lingua natural, linguas simbdlicas,
graficos, figuras geométricas, entre outras), Duval (2009) os classifica em Registros de
Representacdo Semiotica: Representacdo em Lingua Natural, Representacéo
Simbolica (Algébrica ou Numérica), Representacdo Grafica (Tabelas, graficos, imagens
e outros).

Duval considera que as representacdes semidticas, entendidas como “as
producdes constituidas pelo emprego de regra de sinais (enunciado em lingua natural,
formula algébrica, grafico, figura geométrica,...)” (DUVAL, 2009, p.15), sdo uma forma
de o individuo comunicar, tornar acessivel aos outros e a si mesmo, as suas
representacbes mentais acerca dos objetos matematicos. Neste sentido, as
representacdes semidticas tém uma fungdo de comunicacéo que corresponde a funcao
discursiva de designacdo de objetos.

O autor considera, ainda, que para que uma representacdo possibilite o acesso ao
objeto representado, é necessario o uso de pelo menos dois sistemas semidticos
diferentes para produzir a representacdo de um objeto e a conversao esponténea de um
sistema semiotico a outro.

Isto porque, para Duval (2009), ndo se pode ter compreensdo na matematica se
ndo houver uma diferenciacdo entre o objeto matematico e sua representacdo, pois um
mesmo objeto pode ser representado de varias formas. E é justamente o transito entre

diferentes sistemas semidticos, aqui denominados Registros de Representagdo
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Semidtica (RRS), por meio de diferentes representagdes, que permite, ao individuo,

conhecer o objeto matematico, sem confundi-lo com sua representacéo.

Moretti (2002) afirma que um registro € quase sempre uma representacao parcial

do objeto, por isso a necessidade de Vvarios registros e o transito por entre eles. O autor

exemplifica:

Consideremos as diferentes representac@es cartesianas da mesma parabola
@y=x*—4x+3

(b) y +1=(x—2)

©y=x=-3)(x-1)

(d) esboco da parabola no plano cartesiano

Cada uma dessas representaces possui, em sua integralidade, as mesmas
informacdes do objeto matematico referido. No entanto, do ponto de vista
cognitivo, um certo de tipo de informacg&o sobressai mais em uma do que em
outra forma: em (c) vemos com clareza as raizes; em (b), as coordenadas do
vértice da pardbola; em (d), uma representacdo em um sistema semi6tico
diferente dos anteriores e que em muitas vezes é bastante adequada a
interpretacdo, se for o caso, do fenémeno representado. Nesta mesma forma,
no entanto, ndo temos com precisdo, por exemplo, o valor de y e devemos
recorrer a uma das formas anteriores para obté-lo (MORETTI, 2002, p.347).

Karrer (2006) é mais especifica quanto aos tipos de registro que devem ser

usados para facilitar o aprendizado. Citando Duval, a autora expde que, para acontecer o

entendimento matematico, é importante usar pelo menos dois tipos de registro: um

multifuncional e outro monofuncional. A autora os diferencia:

Os registros multifuncionais sdo aqueles usados em varios campos da cultura,
tanto para fins de comunicago como para tratamento. Apesar de este tipo de
registro admitir varias formas de tratamento, estas ndo podem ser realizadas
de modo algoritmico. Como exemplos de registros multifuncionais, temos a
lingua natural e a configuracdo de formas. J4 os registros monofuncionais
tém sido desenvolvidos para um tipo especifico de tratamento, com a
finalidade de se obter melhores desempenhos, e, conseqientemente, os
mesmos admitem tratamentos mais algoritmizaveis. Como exemplos de
registros monofuncionais, podemos citar os sistemas numéricos, as notagdes
algébricas, os gréaficos cartesianos, dentre outros (KARRER, 2006, p.21-22).

Ao mobilizar os diversos registros, a compreensdo de um conceito matematico se

internaliza e se integra a estrutura cognitiva do aluno. Isso faz com que as operacdes

requeridas num exercicio, por exemplo, estejam no nivel automatico, fase em que o

conhecimento se torna operatorio, isto €, sejam facilmente acessadas pelo aprendiz. A

Figura 6 representa uma arquitetura cognitiva, em que as interacdes entre 0s esquemas

intencionais e automaticos sdo mostradas.

51



INTENCIONAL
Utilizando um sistema semidtico -
(mentalmente ou materialmente}
A representacio DENOTA o objeto representado em:

AUTOMATICO
Através da ativagio de
sistemas orginicos
A representacio E O RESULTADO
de um acesso direto ao objeto

=" e
- .
- .,
S i .,

-

registros discursivos registros nio discursivos .,
i Vi izacd .
(expressdo} (visualizagio) N N
reproducio de (da visio 3 memoria)
gestalts percebidas disponibilidade interna
R ¥
lingnagem simbolico nio icdnico icdnico do que foi VISTO
natural ou formal
graficos desenhos l,mltaga? . .
figuras (homem,casa....) simulagio imagens mentais

sentencas farmulas esquemas eshoro
2
@

=< Internalizagio ==

Figura 6: Arquitetura Cognitiva (DUVAL, 2000, p.66, apud KARRER, 2006, p.29)

Como pode ser observado na Figura 6, ap0s a internalizacdo do conceito,
mediante um processo intencional que utiliza um registro semiotico, a conduta do
individuo passa a ser automatizada, o que significa a compreensao, 0 acesso ao objeto.
Diante disso, novos desafios devem ser postos para que novos conceitos sejam
internalizados, isso altera a estrutura cognitiva, e assim por diante. O trabalho docente
deve ser, justamente, o de propor novas questdes para levar o aluno a passar de uma
conduta automatica para uma internalizacéo.

Também como exemplo, consideremos o objeto matematico “sequéncia
numérica”, em particular, consideremos a sequéncia que associa a cada numero natural
maior que zero a sua décima parte. Nesta situacdo podemos distinguir algumas

representacdes, como podem ser observadas no Quadro 2:
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Tipo de Registro de
. Exemplo
Representagéo

Algébrico  (denominacdo  do n
a, =—,n€N"

termo geral da sequéncia) 10

Numeérico (especificacao de pares

ordenados representativos da {(1 ! ) (2 2 ) (3 3 ) (4 4 ) ( " ) }
p 110 ’ 110 ’ I10 ’ I10 ) ") nllo )

sequéncia)

Gréfico (desenho dos pontos

representativos no plano . .

cartesiano) B IR s S S B S S R

Conjunto de pares ordenados em que o valor da ordenada é
Lingua Natural (discurso) um décimo do valor da abscissa, sendo a abscissa um

nimero natural ndo nulo.

Quadro 2: Exemplo de representacdo de uma sequéncia numeérica em varios registros

Duval afirma que “Toda confusdo entre o objeto e sua representagdo provoca,
com o decorrer do tempo, uma perda de compreensdo. Os conhecimentos adquiridos
tornam-se rapidamente inutilizaveis fora de seus contextos de aprendizagem” (DUVAL,
2009, p.14). Talvez seja a auséncia da diversidade de Registros de Representacdo no
processo de ensino do Calculo, a causa das dificuldades em sua aprendizagem,
apontadas em diferentes pesquisas, como pode ser observado na sec¢do 2.

Como é possivel perceber, para a aquisicdo do conhecimento, ndo basta apenas
saber a designacao de um objeto, ou conhecer uma representacdo, mas também, operar
com estas representacdes segundo as regras préprias de cada sistema semidtico. As
operacdes associadas as atividades cognitivas de tratamento e objetivacdo de um
Registro de Representacdo Semidtica sdo o tratamento e conversdo dos Registros de
Representacdo Semiotica.

O tratamento é uma transformacdo de representacdo que ocorre dentro de um
mesmo registro, € interna a ele. No tratamento, uma representacdo inicial é
transformada numa representacdo final sem mudar o RRS. O tratamento em um RRS
corresponde & fungéo discursiva de expansao informacional/discursiva (DUVAL, 2009).

Um exemplo: Considere a tarefa: desenvolver a expressdo Y.3_, i?, especificando

seu valor numérico.
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A resolucéo desta tarefa requer uma conversdo e um tratamento que transforma a

representaco inicial Y>_, i% na representacio final 14.

Conversao Tratamento Tratamento
f_/%

it o= (@) +(2)+(3)° = 1+4+9 = 14
i —~

N—

A conversdo é necessaria para substituir o registro em forma de somatoria
(algébrica) em um registro numérico operacional (sob o ponto de vista aritmético). Em
seguida, sdo necessarios tratamentos que substituem os registros numéricos com as
notacdes exponenciais nos registros numéricos 1 + 4 + 9 e finalmente, outro tratamento
que substitui o registro numérico que indica a adi¢cao no registro numérico 14.

A conversao é uma transformacédo que faz mudar a representacdo de um objeto
em um registro para uma representacdo do mesmo objeto em outro registro. Requer, do
individuo, a coordenacdo de diferentes sistemas semioticos para ser posta em pratica.
“A colocacdo em equagdo dos dados de um enunciado do problema ¢ a conversdo de
diferentes expressdes linguisticas de relacdes em outras expressdes dessas relacdes no
registro de uma escritura simbolica” (DUVAL, 2009, p.59).

Voltando ao exemplo apresentado no Quadro 2, uma atividade de conversdo

seria solicitar a representacéo grafica da sequéncia a,, = 1”—0 n € N*. Neste caso, 0 aluno

teria que passar do registro algébrico para o registro gréafico.

Por exemplo, considere a tarefa: Descreva o comportamento da sequéncia
1 . ~
{a,},en Onde a, = ~. Para realizar essa tarefa, a observacdo do comportamento do

aluno nos mostra que, geralmente, ele considera o registro fornecido, converte-o para

Lingua Natural (mesmo que para si préprio), trabalha mentalmente com ela, converte-a,

N | =
W | =

1 1 em seguida
R g

N

possivelmente, para uma representacdo numeérica como

) )

converte tal representacdo numa forma grafica como a seguinte:
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Apos isso, 0 aluno deve observar a variacdo e o padrdo de comportamento da
amplitude vertical dos pontos marcados, expressar, mesmo que mentalmente, em lingua
natural que a quantidade analisada se aproxima de zero sempre com valores positivos, e
finalizar, efetuando nova conversao para representacéo algébrica escrevendo a seguinte
informac&o lim,, _,., % =0.

Converter uma representacdo em outra, neste caso, significa: Ler o que esta
escrito numa Representacdo Grafica; interpreta-la com a Lingua Natural; alterar a
maneira de registra-la ao passa-la para outro campo de representacdo quantas vezes for
necessario até que uma conclusdo em Lingua Natural possa ser deduzida; proferir tal
conclusdo e registra-la mediante a escolha de uma maneira especifica de registro.

A Figura 7 apresenta possibilidades de tratamento e conversdo para a seguinte

tarefa: Calcular a érea sob a curva x? + 1 no intervalo [1,3].
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Na Figura 7 sdo ressaltadas quatro possiveis conversdes, assinaladas pelas
flechas 1, 2, 3, 4, que sdo: 1: Registro em Lingua Natural (RLN) para Registro
Algébrico (RA); 2: RA para Registro Grafico (RG); 3: RLN para RG; 4: RG para RA. A
flecha 5 assinala um tratamento, um célculo do valor da integral definida, dentro do
Registro Algébrico.

Neste exemplo, ainda € possivel considerar o tratamento gréafico para a tarefa,
aproximando a area pedida pela soma de éreas de retangulos, como indicado na Figura
8.

34 Z A = 9.88u.a.
n =10 A =10.5%u.a.
2
\ n =100
0
1 0 1 2 3 4 5
] T
1 0 4 5
=14
(a) (b)

Figura 8: Tratamento gréafico para o calculo de area sob uma curva

A conversdo ndo é natural para a maior parte dos alunos. Ela requer a
coordenacdo de diferentes sistemas semidticos, o que ja € complicado, devido a
provavel auséncia de uma exploracdo da representacdo grafica dos conteudos ensinados
de forma mais consistente. Além disso, a conversdo ainda exige a percepcdo da

diferenca entre representante e representado, entre sentido e referéncia.
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Alias, Duval (2009) associa trés fendmenos ao desenvolvimento do
conhecimento, relativos a semidsis e a operacdo de conversdo, isto é, ao acesso ao
objeto representado. Séo eles:

1. Diversificacdo dos registros de representacdo semiética. Cada tipo de
registro tem énfase em questdes de aprendizagens especificas, por isso ha
necessidade de diversificacdo, de buscar a complementaridade das
informacgbes relativas ao objeto representado, como apontado
anteriormente por Moretti (2002). Em nossa sequéncia didatica aplicada,
buscou-se trabalhar os elementos do conceito de Integral Definida e
transitar pelos Registros Algébrico, Numérico, Gréafico e em Lingua
Natural;

2. Diferenciacgéo entre representante e representado (ou forma e contelido):
estd associada a compreensdo de que uma representacdo apenas
representa o objeto, ndo € o objeto. A ele é possivel associar outras
representacgoes;

3. Coordenacéo entre os diferentes registros: assume-se que quando o
individuo consegue facilmente mudar a forma de representacdo do

objeto, ele compreendeu o objeto.

No ensino, seja em nivel de educacdo basica ou em nivel superior, o professor
deve buscar atender aos aspectos supracitados no intento de fazer com que o aluno
consiga apreender o contelldo que se pretende ensinar. Para isso, € importante trabalhar
com tarefas de producdo e compreensdo. As tarefas de producdo mobilizam as
atividades cognitivas de formacdo/comunicacdo de representacdo num registro
semidtico (correspondente a funcdo discursiva de designacdo de objetos) e de
tratamento. As tarefas de compreensdo mobilizam as atividades cognitivas de
formacdo e conversdo ou as trés atividades simultaneamente: formacdo, tratamento e
conversao.

Em nossa sequéncia didatica, buscou-se elaborar tarefas que pudessem ser
chamadas de tarefas de compreensdo, por envolver, na maior parte delas, atividades
cognitivas de conversdo de representacdes.

Antes de tratarmos melhor sobre a conversdo de representacfes, precisamos
chamar a atencdo para as atividades cognitivas chamadas de formacéao, componente

essencial das tarefas de producéo.
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Segundo Duval (2009), a formacéo de uma representacdo semidtica é o recurso
a um (ou a muitos) signo(s) de um sistema semiotico ja constituido (a lingua materna ou
a lingua simbolica, por exemplo), para designar um objeto. Ela “implica a selegdo de
certo nimero de caracteres de um conteudo percebido, imaginado ou ja representado em
fun¢do de possibilidades de representagdo proprias ao registro escolhido” (DUVAL,
2009, p.56) e serve para exprimir uma representacdo mental ou evocar um objeto real.

Por exemplo, para representar uma Integral Definida, sdo necessarias as unidades
simbdlicas [, a, b, f(x),dx, para compor a unidade de nivel superior f: f(x)dx no
Registro de Representacdo Algébrica.

Neste caso, podemos identificar os atos mais elementares de formacé&o, que séo,
por exemplo, conforme os registros: a designacdo nominal “Integral Definida” e a

codificacdo de relagdes como

b N b—a
J, reoas=pm > e

Ou seja, a producdo de uma representacdo semidtica esta subordinada as regras

sintaticas de formacdo e tratamento de unidades constitutivas de todas as representacdes
possiveis num registro e que versam sobre:

e adeterminacdo de unidades elementares: simbolos, vocabularios etc.;

e combinagdes admissiveis de unidades elementares para formar unidades
de nivel superior: como, por exemplo, regras de formacéo de um sistema
formal, gramatica da lingua portuguesa, etc.;

e as condicBes para que uma representacdo de ordem superior seja uma
producdo pertinente e completa.

A determinacdo destas unidades elementares esta diretamente associada a
atividade cognitiva de conversao de registros de representacdo semidtica, uma vez que o
grau de correspondéncia associativa, entre as unidades significantes elementares
constitutivas de cada uma das duas representacdes pertencentes a dois registros
diferentes, determina a facilidade ou ndo da conversao.

Quando héa correspondéncia termo a termo entre as unidades significantes dos
dois registros, dizemos que ha congruéncia das representacGes e, neste caso, a
conversdo e quase imediata. Caso contrario, dizemos que as representacdes sdo nao-
congruentes. Nesse caso, a dificuldade de realizar a conversédo depende do grau da ndo-

congruéncia e da possibilidade de coordenacdo dos dois registros pelo individuo.
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Sendo assim, estabelecer se duas representacGes entre dois registros diferentes
sdo ou ndo congruentes implica, primeiramente, segundo Duval (2009), em segmenta-
las em suas unidades significantes elementares® respectivas, de forma tal que elas
possam ser colocadas em correspondéncia. Ao final da comparagdo, € possivel perceber
se as unidades significantes séo, em cada registro, simples ou combinacdo de unidades
simples.

Esta analise da congruéncia entre duas representac@es foi sintetizada por Duval
(2009) nos trés critérios de congruéncia:

1) Correspondéncia semantica das unidades significantes (CS): a cada
unidade significante simples (elementar) de uma das representacoes,
pode-se associar uma unidade significante elementar da outra
representacdo. Os exemplos apresentados no Quadro 3 ilustram esse
critério.

2) Univocidade semantica terminal (US): a cada unidade significante
elementar da representacdo de partida corresponde uma sO unidade
elementar no registro de representacdo de chegada (terminal). E o caso
do exemplo 1 apresentado no Quadro 3. O exemplo 2 do Quadro 3 é um
contra-exemplo deste critério;

3) Mesma ordem possivel de apreensdo das unidades significantes nas duas

representacdes (OR).

No exemplo 1 do Quadro 3, pela analise dos critérios estabelecidos por Duval, a
representacdo no registro em Lingua Natural € congruente a representacdo algébrica. Ja
no exemplo 2, observamos a ndo congruéncia. Quanto mais “ndo” existirem nas colunas
relativas aos critérios de convergéncia, maior € a dificuldade para o aluno fazer a
conversao, pois havera mais critérios de convergéncia ndo atendidos (veja o exemplo no
Quadro 4). Assim, exprimir a convergéncia usando a linguagem algébrica torna-se mais
dificil para o estudante. Neste caso, é preciso mais tarefas de producdo e compreensao

para pleitear a compreensdo necessaria para este conceito.

**Unidade Significante Elementar é “toda unidade que se destaca do ‘léxico’ de um registro” (DUVAL,
2009, p. 68). Veja exemplo no Quadro 1.

60



Exemplo 1: Verificar a congruéncia das representacdes nos registros lingua natural (RLN) e
algébrico (RA) dadas por “a sequéncia k, converge para 0 nimero L” e “k, » L7,

respectivamente.

Unidades Unidades . Critério de Congruéncia

o o Segmentagé&o .
Significantes | Significantes ) Concluséo

Comparativa

para RLN para RA CS us OR
Sequéncia kn, Simples Sim Sim Sim
Converge - Simples Sim Sim Sim Congruente
L L Simples Sim Sim Sim

Exemplo 2: Verificar a congruéncia das representacdes nos registros lingua natural (RLN) e

algébrico (RA) dadas por “a sequéncia k,, converge para o nimero L” e “lim,, o, k, = L”

Sequéncia k., Simples Sim Sim Néo

lim,n, -, oo, . . ) 3 Néo
Converge Combinada Sim Né&o Né&o

= congruente
L L Simples Sim Sim Sim

Quadro 3: Andlise de congruéncia para representacdes do conceito de convergéncia

Analisemos, agora, a congruéncia entre as representacbes envolvidas na
conversao 1 da Figura 7, que trata de converter a representacdo no registro em Lingua

Natural “Calcular a area sob a curva x? + 1, no intervalo [1,3]” na representagdo NO

Registro Algébrico f; (x?2 + 1)dx” . As unidades significantes elementares de cada

representacdo e os critérios de congruéncia sdo apresentadas no Quadro 4.
Aqui, verifica-se a segmentacdo comparativa combinada para as unidades
significantes dos registros RLN e RA, o que ja implica em ndo univocidade semantica

terminal, um dos fatores de ndo congruéncia.
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Verificar a congruéncia das representagdes nos RLN e RA, dadas por “Calcular a area sob a

curva x2 + 1, no intervalo [1,3]” e “fab(x2 + 1)dx onde a = 1 e b = 3”, respectivamente.

Unidades Unidades . Critério de Congruéncia
N N Segmentacao x
Significantes | Significantes ) Concluséo
Comparativa
para RLN para RA CS uS OR
b
J, dx, para
Area aeb Combinada Sim N&o Sim
definidos Nao
Sob a Curva x> +1 Combinada Sim Né&o Sim congruente
J, . onde . . ) 3
Intervalo [1,3] ¢ Combinada Sim Nao Nao
a=1leb=3

Quadro 4: Analise de congruéncia para representacdes do conceito do calculo de area por meio
de integrais

Flores e Moretti (s/d) reforcam que para acontecer a conversdao de registro é
necessario que haja congruéncia semantica entre as unidades significantes de cada uma
das representacBes. Quando isto ndo acontece, ha dificuldade maior em fazer a
conversao. Por congruéncia semantica os autores entendem que “¢ um fendomeno que
ocorre quando é preciso transitar entre representacfes semidticas distintas para um
mesmo objeto conceitual” (p.33).

Os autores citam como exemplo o célculo de uma velocidade a partir de um
grafico em que sdo dados as posicdes e o tempo de um movel. Para este caso, o0 aluno
deve responder a tarefa mediante analise da inclinagcdo da reta e ndo obter informacdes
diretamente advindas do tracado gréfico, isto é, a informacdo solicitada requer outras
propriedades ndo diretamente obtidas. Analisar a dificuldade do estudante mediante a
analise de congruéncia é importante, pois “ndo havendo reciprocidade entre o que €é dito
no enunciado do problema e aquilo que é visto no grafico gera dificuldades de
interpretagdo por parte dos alunos” (FLORES e MORETTI, s/d, p.28).

Quando a conversdo em questdo envolve um Registro Grafico, como no
exemplo supracitado, ha algumas outras questdes a serem observadas. Isto porque,
quando se trata de imagens, a representacdo semidtica é analdgica, ou seja, conserva as
propriedades do objeto, diferente do que acontece nas representacfes ndo-analdgicas,
J& que, embora ndo conservem as propriedades, podem permitir operacfes ou
transformacdes sobre o modelo. (DUVAL, 2009).
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Segundo Duval (2012), nas atividades matematicas, as figuras sdo objeto de duas
atitudes geralmente contrarias. Uma é imediata e automatica: a apreensdo perceptiva
das formas. A outra é controlada: a interpretacdo discursiva (isto €, comandada pelas
hipoteses do enunciado) dos elementos figurais. E esta segunda atitude que deveria
prevalecer no ensino.

Toda figura pode ser modificada de modo que ela se torne uma subfigura por
meio de alguma transformagdo como rotagao, ou uma deformacéo, ou de modo que ela
seja dividida em subfiguras. Essas modifica¢cdes sdo chamadas, por Duval (2012), de
modifica¢des mereoldgicas.

As modifica¢cBes mereoldgicas fazem surgir formas como um todo fracionado
em partes homogéneas, ou seja, a forma da parte € a mesma do todo, ou em partes
heterogéneas, neste caso, todo e partes ndo tem a mesma forma.

Desse fracionamento origina-se a operacdo de reconfiguracdo intermediaria,
que pode fazer com que as partes elementares sejam reagrupadas em varias subfiguras,
todas pertencendo a mesma figura inicial.

Essa operacdo se faz presente ao se determinar a area sob uma curva, por
exemplo, uma das possiveis aplicacfes da Integral Definida. Na Figura 9, a area sob a
curva c(x) = x* + x + 1 no intervalo [—1,1] é fracionada em retangulos, cuja soma das
respectivas areas (2,26 u.a.) € uma aproximagdo para a area sob a curva, no intervalo

pedido.

) T
0 1 2

Figura 9: Area sob uma curva, calculada por reconfiguracéo intermediéria
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O fracionamento mostrado na Figura 9 ndo € o Unico possivel. Cada aluno pode
fracionar a regido de modo diferente, dependendo de sua apreensdo perceptiva.

Na atividade de conversdo que envolve uma representacdo grafica, a
determinacdo de unidades visuais € essencial, porém, isso depende da apreensdo
perceptiva discente da figura/grafico e do tratamento dado a essas representacfes
durante a escolarizagéo.

Duval (2011) discute trés tratamentos das representacBes graficas e suas
relacbes com a operacao de conversao e com a capacidade de interpretacdo heuristica de
uma figura. Estes tratamentos sdo descritos a seguir.

1° Abordagem ponto a ponto: Embora esta seja a abordagem grafica usual no
ensino de matematica, ela limita-se a alguns valores particulares, favorece a leitura das
coordenadas de algum ponto interessante e o tracado de um grafico correspondente a
uma funcdo de 1° ou 2° graus. O uso de recurso computacional poderia reduzir 0 uso
dessa abordagem, e ampliar o rol de funcGes representadas graficamente, entretanto,
sabemos que a infraestrutura e as condicdes de utilizacdo desses recursos oferecidas nas
escolas estaduais do Parana, por exemplo, ndo permitem que os professores usufruam
adequadamente das potencialidades desses recursos computacionais.

2° Abordagem de extensdo do tracado efetuado: nesta abordagem, “levam-se
em conta os dados do tragado e ndo as variaveis visuais pertinentes da representacao
grafica. No mais, o tratamento se mantém orientado na busca de valores particulares
sem se ocupar com a forma da expressao algébrica” (DUVAL, 2011, p.99). Geralmente
esta abordagem se mantém puramente mental.

3° Abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais: Nesta
abordagem, os tracos de um grafico representam um objeto descrito por uma expressao
algébrica. Toda mudanca na imagem gue acarreta uma mudanca na expressao algébrica
determina uma variavel visual pertinente para a interpretacdo grafica. Duval (2011,
p.99) alerta que “E importante, [...], identificar [...] as modificacBes conjuntas da
imagem e da expressao algebrica: isto significa proceder a uma analise de congruéncia
entre dois registros de apresentacdo de um objeto ou de uma informagao”. Aqui, busca-
se perceber a associacdo entre a variavel visual da representacdo e a unidade
significante da expressdo algébrica, isto é, a atencdo tem que estar voltada para o
conjunto das propriedades, ao contrério das abordagens anteriores em que a associagao

era entre ponto e par de nmeros.
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A abordagem de interpretacdo global é necessaria quando, por exemplo, se quer
converter uma representacdo grafica numa representacdo algébrica. Mas, é também
importante para designar as unidades significantes para efetuar a analise de congruéncia.

Para o0s registros algébricos, as unidades significativas sdo o0s simbolos
relacionais (<,>,=..), simbolos de operagdes ou de sinais (+, -, ...), simbolos de variavel,
ou simbolos de expoente, coeficientes e constante. Geralmente, cada simbolo € uma
unidade significante.

Para os registros graficos, a determinacdo destas unidades significantes requer
uma analise mais aprofundada da imagem. Duval (2011) distingue, entdo, as variaveis
gerais e variaveis relativas, e as analisa para o caso de retas.

As variaveis gerais sdo relativas a implantacdo e forma da tarefa”®. Na
implantacdo, deve ser percebido o que se destaca como figura sobre o fundo: uma linha
ou uma regido. Quanto a forma: deve-se analisar a forma do trago, se a linha tracada é
reta ou curva, se curva, se é aberta ou fechada.

As variaveis relativas correspondem as modificac6es de configuracdo da linha
tracada. S&o essas modificacdes (no sentido mais geral), chamadas de variaveis visuais,
que serdo as unidades significantes para a representacdo grafica. Os seus valores
especificos serdo usados para obter a correspondéncia com as unidades correspondentes
da representagdo no registro algébrico. A cada valor da variavel visual “correspondente
uma unidade significativa na expressdo algébrica da reta” (DUVAL, 2011, 101). Os

Quadro 5 e Quadro 6 ilustram esta analise, caso a linha tracada seja uma reta.

Variaveis visuais Valores das variaveis visuais
- a linha sobe da esquerda para a direita
O sentido da inclinago do tracado - a linha desce da esquerda para a direita

Observagdo: a referéncia esquerda/direita é o sentido normal do
percurso visual de uma pagina escrita em caracteres latinos

- H& uma reparticdo simétrica do quadrante percorrido;
- 0 ngulo formado com o eixo horizontal é menor que
0 angulo formado com o eixo vertical;

Os angulos do tracado com os eixos | - © angulo formado com o eixo horizontal € maior que

0 angulo formado com o eixo vertical

Observagdo: no caso que o tracado ndo passa pela origem, basta
deslocar o eixo vertical, por exemplo, até o ponto da intersecéo da
reta com o eixo horizontal.

- 0 tragado passa abaixo da origem;
- 0 tragado passa acima da origem;
- 0 tragado passa pela origem.

A posicdo do tragado em relacéo a
origem do eixo vertical

Quadro 5: Valores e variaveis visuais para a reta no plano cartesiano (DUVAL, 2011, p.101)

> O autor usa a palavra tarefa no sentido do grafico tracado.
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O passo seguinte é buscar a correspondéncia algebrica de cada um dos valores
das variaveis visuais obtidos, representados no Quadro 6.

Varidveis visuais Valores Unidades Simbélicas correspondents
Sentido da inclinacdo | Ascendente coeficiente > 0 auséncia de sinal
Descendente coeficiente <0 presenca do sinal -
Angulo com os eixos | partigio simétrica coef. variavel = 1 ndo ha coef. escrito
angulo menor coef. variavel < 1 ha coef. Escrito
angulo maior coef. variavel > 1 ha coef. Escrito
Posicdo sobre 0 eixo | corta acima acresc. constante sinal +
corta abaixo subtrai-se constante sinal —
corta na origem sem corre¢do aditiva | auséncia de sinal

Quadro 6: Valores e variaveis visuais para y = ax+b no plano cartesiano. (DUVAL, 2011,
p.101)

Observe no Quadro 6, que o conceito de inclinacdo esta associado ao coeficiente
da variavel, que por sua vez estd associado a duas variaveis visuais: sentido da
inclinagdo e angulo. Assim, “ndo hd congruéncia entre a direcdo da reta no plano
cartesiano e o coeficiente que determina esta dire¢do na expressao algébrica” (DUVAL,
2011, p.102).

Como foi possivel observar na sintese apresentada, a coordenacdo de registros
de representacdo implica conhecer cada tipo de representacdo para saber correlaciona-
las e, posteriormente, converté-las. Porém, essa € uma tarefa que ndo pode ficar apenas
sob a responsabilidade do aluno. E preciso que o trabalho desenvolvido em sala de aula
seja também nesse sentido. E sabido que muitos professores baseiam-se em livros textos
para ministrarem suas aulas, desse modo, € importante que esses livros também
abordem os diversos contetidos matematicos com este enfoque semiotico.

Silva (2004) analisou a apresentacdo do conceito de Integral em dois livros
didaticos de Calculo | (Guidorizzi e Stewart), sob a dtica da Teoria de Registro de
Representacbes Semioticas. O autor concluiu que ambos os livros exploram o
tratamento e a conversdo de registros, embora em niveis diferentes, e com prioridade ao
registro simbolico. E sugere uma melhor utilizacdo dos livros didaticos por parte dos
professores, e destaca, ainda, que o livro ndo precisa, necessariamente, ser estudado por
completo, com a resolucdo de todos os exercicios. O professor pode seleciona-los de

modo que abranjam todos os tipos de representacao.
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1.2.3.1 A estrutura triaddica de Duval

Para Duval (1996), a abordagem cognitiva se interessa pelo funcionamento do
conhecimento sob o ponto de vista dos mecanismos e dos processos que tornam a
atividade cognitiva como uma atividade inerente ao sujeito.

No que diz respeito a Matematica, o desenvolvimento cognitivo requer
especificidades diferentes de outros dominios como a boténica, por exemplo. Ai entram
as representacdes semioticas, como meio de acesso e reconhecimento dos objetos
matematicos.

As representacGes semidticas sdo representacdes cuja producdo ndo pode ser
feita sem a mobilizacdo de um sistema semiotico, producbes essas que ndo atendem
apenas a uma funcdo de comunicacdo, mas também a funcdes de tratamento e
objetivagao.

Devido ao fato que as representacdes semioticas podem evocar tanto a apreenséo
do objeto quanto a apreensdo da representacdo, Duval (2006) considera que as

representacfes semioticas tem uma significacdo que é determinada:

» Pelo sistema semidtico utilizado para representar a escolha do mundo
percebido, do mundo imaginario ou do mundo idealizado (sejam situagdes,
acoes, objetos,...). Isto geralmente € conhecido como forma da representacao.

» Pela referéncia ao objeto representado.

Para evitar as ambiguidades envolvidas com o termo signo, o qual pode ser
tomado como uma classe especial de signos, como por exemplo, os simbolos
matematicos, Duval (1996) parte da nocdo de significancia (que € diferente de sentido,
significacdo, significante...) e diferencia duas estruturas para a significancia: as
estruturas diaticas e triadicas.

Para Duval, ha signos cuja significancia € determinada pelo sistema ao qual eles
pertencem, por exemplo, as palavras de uma lingua. Nesse caso, as palavras tem uma
significacdo que predetermina seu emprego e este emprego lhe confere um significado
especifico dentro de um enunciado. E o caso, por exemplo, da palavra amplitude,
discutida na secdo 4.15.

Por outro lado, Duval (1996) considera que ha signos cuja significancia é

determinada independentemente de todo sistema. Estes signos ndo tém significagdo
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propria, mas sua significncia é constituida pela relacdo de referéncia dentro dos quais
eles estdo instituidos.

Segundo Burak e Brandt (2010), as estruturas diaticas e triadicas séo relacbes
que se estabelecem entre objetos e suas representacdes. Elas analisam as representacoes
em relacdo as funcdes de expressdo, tratamento e objetivacdo, isto é, no ambito da
dimensao linguistica. “Na fun¢do de expressdo, vale ressaltar que, entre os diversos
significantes de um determinado significado, existe uma significacdo por parte do
sujeito em relagdo a um conceito, tendo por referéncia um objeto”. (id., p.74).

Um esquema para as estruturas triadica e diadica da significacdo é apresentado
na Figura 10.

signo linguistico
ou toda unidade
definida em um
sistema tendo
suas leis proprias
de organizacgao

Significado
Referéncia

Significacdo 4---------- ! Objeto

Significante Representacdo

Figura 10: Estrutura triddica e diatica da significancia (DUVAL, 2009, p.85)

Na Figura 10, as relacGes entre os elementos constitutivos da significancia, que
sdo o significante?®, significado e objeto, podem ser de referéncia ou de representacéo.
Para a estrutura diatica, a relacdo é de representacdo, pois acontece apenas entre 0
representante (na figura, o significante) e o representado, indicada pela flecha em
vermelho. Na estrutura triadica, a relacao é a de “referéncia ao objeto para 0s signos,
aos quais serd atribuida uma significacdo determinada pelo sistema da lingua, ao
relacionar o significante e o significado” (BURAK e BRANDT, 2010, p.74, grifo
nosso). Isto é, a relacdo triddica é estabelecida entre significante, significado e objeto.
Ou seja, nesse caso, “subordina a relagdo de referéncia aquela de significagdo entre
significante e o significado” (DUVAL, 2009, p.85).

Duval (2009, p.41) afirma que “¢ sempre através de uma significagdo que se faz

a apreensdo perceptiva ou conceitual de um objeto”.

%6 para Duval (1996), o significante ndo precisa ser materializado para ser mobilizado.
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Mesmo assim, Duval (1996) alerta para o fato de que o objeto representado néo
pode ser confundido com o conteldo da representagdo. “O ‘contetido’ é o que o registro
utilizado permite apresentar explicitamente do objeto representado™’ (DUVAL, 1996,
p. 358- grifo do autor). Em parte, o contetdo da representacdo depende da forma. Por

exemplo, a equacdo de uma parabola e sua representacdo grafica tem por referéncia o

mesmo objeto, mas apresentam contetdos diferentes, uma vez que apresentam

propriedades distintas do objeto em estudo. Cada representacdo transmite informacoes
parciais em relacéo ao objeto.

No processo de conceitualizacdo, deve-se levar em consideracdo essa relacéo
entre o significante (uma expressdo algébrica, ou uma palavra, por exemplo) e o
significado (conceito evocado pela representagdo mental), criada pelo sujeito. Esse
processo por meio do qual a pessoa atribui um significado ao significante é chamado de
significacdo. Um significante ndo tem o mesmo significado para o sujeito, pois esse
significado depende da significacdo atribuida por esse sujeito. Como aos significantes
(registros) podem ser atribuidas diferentes significagOes, estas podem comprometer o
valor verdade (referéncia).

Em Burak e Brandt (2010) encontramos um exemplo importante para a
compreensdo da significacdo. A palavra razdo, quando dita a um matematico,
provavelmente evocara o conceito de quociente, mas quando dita a um ndo-matematico,
é possivel que evogue o conceito de estar certo. A palavra “razao” ¢ o significante e

quociente e estar certo sdo os significados atribuidos (significacdo) a esse significante.

Ainda podemos citar como exemplo o fato de alunos do ensino superior ndo
conseguirem atribuir um significado ao significante |a, — L| < €, para n > N dado.
Nesse caso, ndo sendo possivel estabelecer uma significacdo ao significante, o aluno
torna-se incapaz de compreender que a expressdo designa a proximidade de pontos de
uma sequéncia em relacdo ao seu valor limite, e estd associada a convergéncia de
sequéncias.

Outro aspecto que depende da significacdo relacionada ao significante € o
sentido, que depende também do conteido do registro de representacdo. Por exemplo:
os significantes 0,5 e % se referem ao mesmo significado e ambos tém por referéncia o
mesmo objeto do conhecimento: o nimero 2. No entanto, os conteddos dos registros de

representacdo sdo diferentes. N&o € a mesma coisa operar com numeros decimais e

" No original: le «contenu» est ce que le registre utilisé permet de présenter explicitement de 1’objet
représenté.
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operar com fracBes. Alem disso, esses registros revelam aspectos diferentes do objeto e,
por essa razéo, possuem sentidos diferentes.

No estudo do Célculo, trabalhamos com dois tipos diferentes de registros para a
. . . . ., . df
funcdo derivada. A notacdo de Newton f'(x) e a notacdo de Leibniz d—(x). Esses
X

distintos registros associam-se a distintos significados atribuidos por cada estudante. E

tais significados devem ser convenientemente constituidos para que seja minimizada a

dificuldade na compreenséo de que a expressdo df (x,)= f'(x,)dx é uma relacéo entre

elementos de bases duais num espaco de funcGes (transformacOes lineares) e ndo o

resultado da multiplicagdo e cancelamento por “ dx ” na igualdade dos valores

funcionais da derivada no ponto X, :

df

& ()= () = (1) = ()

Deseja-se que o sentido da representacdo f (xo) na igualdade da esquerda da

implicacdo seja o de uma relacdo funcional calculada num determinado ponto do

dominio. Ja para a igualdade da direita da implicacdo, deseja-se que o sentido da

representacdo f (xo) seja 0 de uma matriz quadrada de dimensdo 1x1. Entretanto, 0s

estudantes nem sempre atribuem sentidos diferentes a esse mesmo significante f (xo) :

Ao se trabalhar no ensino apenas com um tipo de registro semiotico, a
aprendizagem pode ficar prejudicada, justamente por essa significacdo que o estudante
atribui ao que esta sendo estudado. Ao usar mais registros de representacdo semidtica,
com tratamentos e conversdes entre essas representacdes, € possivel contribuir com a

conceitualizacdo pretendida.

Como vimos na sintese sobre TRRS, o tratamento de diferentes representacoes
dos objetos matematicos é importante. Contudo, é também necessario que o aluno seja
capaz de associar os diversos conceitos estudados por meio de diferentes
representacdes. Uma das maneiras possiveis de fazer isso é elaborando um Mapa

Conceitual, assunto da proxima secéo.
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1.2.4 Mapas Conceituais (MC)

O Mapa Conceitual (MC) é uma ferramenta grafica para organizar e representar
0 conhecimento. Ele inclui conceitos e relagGes entre conceitos. Foi desenvolvido por
Novak, pesquisador sénior do Institute for Human and Machine Cognition (IHMC?®),
em 1972, devido a necessidade de identificar mudangas especificas na compreenséao de
conceitos de ciéncias em criangas, que ndo estavam sendo percebidas a partir das
transcricdes das entrevistas realizadas.

Para Novak e Cafas (2008, p.1), um conceito é “uma regularidade em eventos

ou objetos, ou registros de eventos ou objetos, designados por um rétulo®”

(traducao
nossa), e uma proposicao é uma declaracdo sobre algum evento ou objeto, que conecta
dois ou mais conceitos por meio de uma linha, usando palavras ou frases de ligacdo para
formar uma declaracdo significativa®. Algumas vezes, as palavras sio chamadas de
unidades semanticas.

Souza (s/d) alerta que as palavras ou frases de ligacdo devem evidenciar as
relagGes significativas entre os conceitos ligados.

Uma das caracteristicas do MC é a estrutura na forma hierarquica. Os
conceitos mais gerais ficam no topo e os mais especificos ficam, hierarquicamente,
abaixo. Um MC pode pertencer a alguma situacdo que se queira compreender por meio
da organizacdo do conhecimento na forma de MC (NOVAK e CANAS, 2008). Devido
as inumeras areas de aplicacdo, essa estrutura ja se tornou flexivel, ou seja, ndo deve
possuir, necessariamente, uma estrutura verticalizada (SOUZA, s/d).

Outra caracteristica € a inclusdo de ligagcdes cruzadas, que permite perceber
como dois conceitos presentes no MC estdo relacionados. Novak e Cafias afirmam que
“na criacdo de novos conhecimentos, as ligacdes cruzadas frequentemente apresentam
saltos criativos na parte do conhecimento produtor®’” (NOVAK e CANAS, 2008, p.2).

Esses autores ainda consideram a estrutura hierarquica e a capacidade para
pesquisar e caracterizar novas ligacdes cruzadas, duas caracteristicas dos MC que

facilitam o pensamento criativo no individuo.

%8 Mais informacdes veja http://www.ihmc.us/

%% No original: “We define concept as a perceived regularity in events or objects, or records of events or
objects, designated by a label”.

% No original (p.1): Propositions are statements about some object or event in the universe, either
naturally occurring or constructed. Propositions contain two or more concepts connected using linking
words or phrases to form a meaningful statement.

$1No original: “In the creation of new knowledge, cross-links often represent creative leaps on the part of
the knowledge producer”.
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Uma terceira caracteristica do MC é que nele podem ser adicionados exemplos
especificos, o que ajuda a esclarecer o significado de um conceito. Porém, os exemplos
ndo séo, geralmente, utilizados em caixas, por ndo serem conceitos.

O MC esté baseado na Teoria da Aprendizagem Significativa de David Ausubel,
cuja ideia fundamental é que a aprendizagem acontece pela assimilacdo de novos
conceitos e proposicdes, a partir de enquadramentos de conceitos e proposicoes
anteriores realizados pelos alunos. Esta estrutura do conhecimento realizada pelo aluno
é chamada de estrutura cognitiva do individuo.

Para Novak e Cafias (2008), os MCs, além de serem usados como ferramentas
de aprendizagem, podem ser usados como ferramentas de avaliacdo, pois séo
eficazes na identificacdo das ideias validas e ndo-validas dos alunos, nos conceitos que
s&0 ou ndo relevantes para eles.

Para Moreira (s/d), MC sdo diagramas bidimensionais que mostram relacdes
hierarquicas entre conceitos e refletem a compreenséo e interpretacdo das relagdes entre

0s conceitos-chave de uma disciplina. Moreira (s/d, p.18) argumenta que:

Eles mostram relacBes de subordinacdo e superordenacdo que possivelmente
afetardo a aprendizagem de conceitos. Eles sdo representacfes concisas das
estruturas conceituais que estdo sendo ensinadas e, como tal, provavelmente
facilitardo a aprendizagem dessas estruturas.

Face a0 ja exposto para essa pesquisa, 0s Mapas Conceituais sdo usados como
ferramenta de acompanhamento da construcdo discente do conceito de Integral
Definida. Lembremos que podem ser utilizados, também, como instrumentos de
avaliacao.

Na construcdo de um mapa conceitual, é possivel acompanhar a representacao
dos sistemas e subsistemas de significacBes ativados num sujeito. O software Cmap
Tools possibilita esse trabalho.

Dutra, Fagundes e Cafias (2004) d&o especial atencdo as frases de ligacao, pois
elas podem ser concebidas como tendo funcdo estruturante num mapa, ja que elas
devem representar claramente a relacdo entre dois conceitos.

Nos textos de Souza (s/d) e Cargnin e Barros (2012), hd comentarios dos alunos
pesquisados sobre a dificuldade de escolher tais frases, talvez, por essa funcao
relacional ser conhecida, porém, dificil de ser expressa em palavras. Para Novak e
Cafas (2008), a dificuldade citada pelos alunos no estabelecimento destas frases de

ligagdo é devido a pouca compreensdo da relacdo entre os conceitos.
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Enquanto instrumento de avaliacdo e acompanhamento, fungdo atribuida ao

Mapa Conceitual nesse trabalho, Moreira (s/d) exp6e que 0s mapas permitem verificar o

conhecimento do aluno em termos conceituais, ou seja, como 0 assunto é estruturado,

hierarquizado, diferenciado, integrado, etc. O mais importante num Mapa Conceitual,

segundo Barbosa et al (2005), ndo é a forma grafica, mas sim a disposicao de ideias e

conceitos.

Araljo, Menezes e Cury (2002) propuseram um ambiente virtual em que os

Mapas Conceituais sdo avaliados eletronicamente a partir de informacdes repassadas

pelo professor, em relacdo a um material didatico, a um banco de dados. O objetivo do

ambiente é

integrar as tarefas de construcdo e avaliacio de Mapas Conceituais,
facilitando o acompanhamento da evolugdo do aluno e da turma como um
todo, oferecendo feedback ao aluno e ajudando o professor a verificar a
qualidade do seu material didatico e planejar suas atividades futuras”
(ARAUJO, MENEZES E CURY, 2002, p.1)

Para Souza (s/d, p.5):

Os Mapas Conceituais favorecem a consecucao de uma avaliacdo formativa,
até porque eles permitem a compreensao da situacdo do aluno ao propiciar a
identificacdo e analise dos erros, juntamente com a promocao de diagnéstico
mais apurado do funcionamento cognitivo envolvido. Em decorréncia, podem
fornecer indicadores mais precisos ao professor para a recomposicdo do
trabalho didético.

Dutra, Fagundes, Carias (2004) elaboraram uma estratégia de avaliacdo de um

Mapa Conceitual, baseados na teoria de Piaget e Garcia. Os autores, ao analisar as

implicacdes significantes causadas pelas frases de ligacdo, as categorizaram em: locais,

sistematicas e estruturais. A diferenca entre elas é esclarecida da seguinte forma:

Uma implica¢do local pode ser definida como o resultado de uma
observagdo direta, ou seja, aquilo que pode ser registrado do objeto apenas da
observagdo de seu contexto e de seus atributos. De certa forma, uma
implicacdo local pode caracterizar um objeto sem, contudo, atualizar o
conhecimento sobre ele. E o caso de proposi¢des em um mapa conceitual que
usualmente usam verbos de ligagdo como “¢”, “tem” etc. Contudo, a
utilizagdo de frases de ligagdo “€” e “tem”, por exemplo, ndo significa
necessariamente uma implicagéo local.

Uma implicacdo sistémica, por sua vez, insere as implica¢des em um
sistema de relagBes no qual as generalizacdes e propriedades ndo diretamente
observaveis (seja na acdo ou na percepgdo) comecam a aparecer. Nesse
sentido as diferencia¢cBes ndo sdo mais apenas percebidas do objeto, sdo
deduzidas dele ou da acdo sobre o mesmo. Contudo, as coordenacgdes do
individuo ainda ndo produzem uma compreensdo das razdes de tais
implicacBes e sim um conhecimento ainda procedural, obtido passo a passo
na construgdo das implicagcbes. A indiferenciacdo entre generalidade e
necessidade é outra caracteristica desse tipo de implicagdo. Nos mapas,
podemos perceber sistemas de relagdo (geralmente hierarquicos) em que ha
implicacOes entre os conceitos dando conta de causas e consequiéncias sem
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ainda levar a explicacdes e/ou justificacbes. Como? Por que? Essas sdo
perguntas que ainda ndo tem respostas.

Por fim, uma implicagéo estrutural amplia as anteriores no sentido a
dar explicacdes das razbes que levam a fazé-las. As generalizacdes agora sdo
relativas ao proprio objeto e dizem respeito ao que se pode afirmar sobre ele
e ndo necessariamente sobre a sua classe mais geral. Piaget fala em
compreensdo enddgena das razdes e na descoberta das relagbes necessarias
[Piaget & Garcia, 1989]. Assim, mais do que um conhecimento de causas e
consequéncias, as implicagBes estruturais estabelecem que condicBes (no
sentido l6gico) sdo imprescindiveis as explicagBes, fazendo distingdes
daquelas que sdo apenas suficientes. No caso dos Mapas Conceituais, isso
pode ser observado nos ciclos de determinados subsistemas de significagdes.
(DUTRA, FAGUNDES, CANAS, 2004, p.6).

Moreira (1997) ressalta o carater dindmico e individual dos Mapas Conceituais e
da inviabilidade de um método quantitativo de avaliagdo dos mesmos, ja que uma
releitura ou discuss@o pode mudar o entendimento de uma questdo, acarretando uma
mudanca no mapa. Alias, é notoria na literatura pesquisada a ndo existéncia DO mapa
conceitual, o correto, mas sim de UM mapa conceitual, que atende as caracteristicas de
aprendizagem de um individuo ou grupo.

Para Tavares (2007, p.74),

Quando um aprendiz utiliza 0 mapa durante o seu processo de aprendizagem
de determinado tema, vai ficando claro para si as suas dificuldades de
entendimento desse tema. Um aprendiz ndo tem muita clareza sobre quais sdo
0s conceitos relevantes de determinado tema, e ainda mais, quais as relacées
sobre esses conceitos. Ao perceber com clareza e especificidade essas
lacunas, ele podera voltar a procurar subsidios (livro ou outro material
instrucional) sobre suas duvidas, e dai voltar para a construcdo de seu mapa.
Esse ir e vir entre a construgdo do mapa e a procura de respostas para suas
duvidas ira facilitar a construgdo de significados sobre conteido que estd
sendo estudado. O aluno que desenvolver essa habilidade de construir seu
mapa conceitual enquanto estuda determinado assunto, estd se tornando
capaz de encontrar autonomamente 0 seu caminho no processo de
aprendizagem.

Em relacdo a confeccdo, hd alguns passos sugeridos para um trabalho inicial,

destacados no apéndice do artigo de Moreira (1997). S&o eles:

1. Identifique os conceitos-chave do conteldo que vai mapear e ponha-0s em
uma lista. Limite entre 6 e 10 0 nUmero de conceitos.

2. Ordene os conceitos, colocando o(s) mais geral(is), mais inclusivo(s), no
topo do mapa e, gradualmente, va agregando os demais até completar o
diagrama de acordo com o principio da diferenciacdo progressiva.

3. Se 0 mapa se refere, por exemplo, a um parégrafo de um texto, o nimero
de conceitos fica limitado pelo préprio pardgrafo. Se o mapa incorpora
também o seu conhecimento sobre o assunto, além do contido no texto,
conceitos mais especificos podem ser incluidos no mapa.

4. Conecte os conceitos com linhas e rotule essas linhas com uma ou mais
palavras chave que explicitem a relagdo entre os conceitos. Os conceitos e as
palavras-chave devem sugerir uma proposicao que expresse o significado da
relacdo.
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5. Evite palavras que apenas indiquem relagdes triviais entre 0s conceitos.
Busque relagBes horizontais e cruzadas.

6. Exemplos podem ser agregados ao mapa, embaixo dos conceitos
correspondentes. Em geral, os exemplos ficam na parte inferior do mapa.

7. Geralmente, o primeiro intento de mapa tem simetria pobre e alguns
conceitos ou grupos de conceitos acabam mal situados em relacdo a outros
que estdo mais relacionados.

8. Talvez neste ponto vocé ja comece a imaginar outras maneiras de fazer o
mapa, outros modos de hierarquizar os conceitos. Lembre-se que ndo ha um
tnico modo de tracar um mapa conceitual. A medida que muda sua
compreensdo sobre as relacGes entre os conceitos, ou a medida que vocé
aprende, seu mapa também muda. Um mapa conceitual € um instrumento
dindmico, refletindo a compreensdo de quem o faz no momento em que o faz.
9. Compartilhe seu mapa com colegas e examine os mapas deles. Pergunte o
que significam as relacbes, questione a localizacdo de certos conceitos, a
inclusdo de alguns que néo lhe parecem importantes, a omissao de outros que
vocé julga fundamentais. O mapa conceitual € um bom instrumento para
compartilhar, trocar e “negociar” significados.

Apesar disso, Novak e Carias (2008) destacam que, de inicio, para aprender
elaborar um mapa, € preciso construi-lo sobre um assunto em que se tem dominio, algo
familiar. A estrutura do MC depende do contexto em que ele serd usado, se € um
fragmento de texto, uma atividade de laboratério ou de campo, ou ainda um problema

que se deseja compreender. Para isso, deve-se criar uma questdo foco, uma questéo que

claramente especifica o problema ou questdo que o mapa ird ajudar a resolver.

Sendo assim, Novak e Cafas (2008) sugerem o0s seguintes passos para a
elaboracdo de um MC: 1) elaborar boas questdes, 2) identificar os conceitos-chave e
hierarquiza-los, 3) elaborar um Mapa preliminar; 4) rever o Mapa elaborado.

As boas questdes-foco, quando bem elaboradas, além de enriquecer o mapa,
ajudam a esclarecer os pontos que se busca compreender com a elabora¢do do mapa.
Cada MC responde a uma questéo foco.

Identificar os conceitos-chave associados ao contexto ajuda a compreendé-lo,
pela reflexdo que ocorre nesta fase de identificacdo. Novak e Cafias (2008) sugerem de
15 a 25 conceitos, que, apds listados, devem ser analisados e hierarquizados, sendo
deixados no topo do MC aqueles que sdo mais abrangentes.

A elaboracdo do Mapa Preliminar indica uma primeira maneira de associar 0s
conceitos, porém, este processo pode mostrar outros encaminhamentos, que podem
gerar alteracdes nos mapas iniciais. Os autores supracitados sugerem pelo menos trés
revisdes num Mapa, e ainda alertam que um mapa conceitual nunca esta pronto, sempre
se é possivel adicionar novos conceitos, & medida que se evolui a percepgao sobre o

contexto em tela.

75



Novak e Cafias (2008) destacam que o mapeamento conceitual é um caminho
para melhorar a performance cognitiva dos estudantes, desde que o processo seja bem
feito. Este instrumento tem sido cada vez mais usado em diversas pesquisas.

Magalhées (2009) investigou se o trabalho cognitivo gerado pela elaboracéo de
Mapas Conceituais alavanca estratégias de metacognicdo nos estudantes. A
metacognigdo é entendida como o conhecimento que o individuo tem sobre o seu
proprio processo cognitivo, tanto em termos de aquisicdo do conhecimento quanto em
aperfeicoamento e regulacdo e/ou estruturacdo dos processos cognitivos. As estratégias
(ou acdes) de metacogni¢do “estdo associadas ao fato do individuo ser capaz de usar
Seus recursos cognitivos para poder avaliar, monitorar e julgar seu desempenho em
relacdo a um determinado objetivo a ser alcangado” (idem, p.60).

As estratégias cognitivas consideradas por Magalhdes foram: a experiéncia
cognitiva, que esta associada ao esforco intelectual para dominar algo que o individuo
deseja compreender; o conhecimento metacognitivo, relacionado aos momentos em
que o sujeito consegue identificar conceitos no seu mapa conceitual, mesmo sem poder
expressa-los por escrito, ¢ “revela o conhecimento do individuo sobre seu proprio
funcionamento cognitivo”(p.63); o julgamento metacognitivo, que se refere as agdes
que Ihe mostram a necessidade de aperfeicoar sua aprendizagem; e a decisao
metacognitiva, que estd associada a capacidade de realizar ajustes com bases no seu
julgamento metacognitivo.

O autor estudou o tema funcdes e utilizou o softwareCmap Tools, em especial
analisou os resultados produzidos por meio da ferramenta gravador®. Cinco alunos
participaram do experimento de Magalhdes, que analisou apenas dois deles. Foram
usados seis encontros de quatro horas, sendo que nos dois primeiros os alunos
responderam a um questionario inicial e fizeram atividades livres nos aplicativos
Geogebra e Cmap Tools. Quanto aos mapas, 0s cursistas construiram um antes da
realizacdo das atividades e outro ao final do minicurso.

O trabalho mostrou que durante a elaboracdo do Mapa Conceitual, os alunos
mobilizam estratégias metacognitivas que podem influenciar positivamente no processo
de aprendizagem. O autor afirma que os mapas finais foram bastante ricos em relacao
a0s mapas iniciais, “denotando indicios de que os alunos conseguiram integrar, associar

e regular seus conhecimentos ao longo do experimento” (p.230).

%2 Opcional do software que, quando habilitado, grava todos os passos do aluno para a elaboracéo de um
Mapa Conceitual.
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Massart, Freyens e Giet (2008) relatam o uso de Mapas Conceituais como um
dos métodos de obtengdo e interpretacdo de dados para avaliacdo de alunos dos dois
altimos anos do curso de medicina da Universidade de Liege, em um mddulo
obrigatorio na formacdo, que sdo chamadas “se¢des de aprendizagem a resolugdo de
problemas complexos”. Nesse modulo, os alunos sdo submetidos a analise de uma
situagdo complexa de um paciente, e eles devem decidir, antecipadamente, com base
nas disciplinas da sua formacéo, quais outros profissionais lhes dardo suporte no
atendimento, por exemplo, se vao ou ndo pedir exames, quais; se 0 paciente precisara de
acompanhamento psicoldgico, entre outros. Os alunos elaboram um mapa conceitual
antes do atendimento, com base nos conhecimentos teéricos acerca da situacdo,
procurando descrever todo o conjunto de agBes, e outro, apdés o acompanhamento
clinico, com as acOes efetivadas. Os dois mapas sdo comparados e avaliados por dois
médicos generalistas e uma pedagoga.

Segundo esses autores, os Mapas Conceituais sdo usados com 0s seguintes
objetivos: “fazer emergir a organizagdo cognitiva dos estudantes; avaliar
qualitativamente e quantitativamente as ac6es de recursos multidisciplinares quando da
resolucdo de um problema escrito, a dimensdo organizacional e a complexidade da
estruturacdo dos conhecimentos” (MASSART, FREYENS e GIET, 2008, p.144 —
traducdo nossa). A analise dos Mapas Conceituais realizada apos a formacdo indicou a
sua validade para o conhecimento da estrutura organizacional dos elementos conceituais

dos alunos, como mencionam 0s autores:

A hierarquizacdo dos elementos conceituais ou das acdes relatadas foi
considerada mais relevante, pelos dois avaliadores, em mapas elaborados
apoés o treinamento (formagdo). A estrutura organizacional dos mapas é
igualmente sensivelmente mais complexa, com uma apresentagdo menos
linear ou em estrela e mais frequentemente em rede, ap6s a formagao [...]*.

(MASSART, FREYENS e GIET, 2008, p.147- tradugéo nossa).

Basque, Pudelko e Legros (2003) descreveram uma experiéncia de construcdo de
Mapas Conceituais (mapa(s)) com o uso de um aplicativo, chamado MOT**, em um
curso de graduacdo a distancia. Na pesquisa, 0s alunos tinham que elaborar um mapa

com, no minimo, quinze conceitos-chave presentes em pelo menos dois dos quatro

*La hiérarchisation des éléments conceptuels ou des actions rapportés a été jugée plus pertinente par les
deux évaluateurs dans les cartes rédigées aprés la formation. La structure organisationnelle de ces cartes y
est également sensiblement plus complexe, avec une présentation moins linéaire ou en étoile et plus
souvent en réseau apres la formation [...].

% Ferramenta de modelagem orientada a objetos.
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textos sobre ciéncias cognitivas, recomendados. Em seguida, os alunos deveriam redigir
um texto explicativo dos mapas.

Na maior parte dos mapas analisados, 0 nimero de conceitos ultrapassou o
ndmero minimo estabelecido. Obtiveram, em média, 40 conceitos. Além disso, o
namero de conceitos e ligacBes presentes nos mapas foi superior aos presentes nos
textos produzidos. Apesar disso, 0s autores alertam sobre a necessidade de propiciar
tempo necessario a aprendizagem do aluno para que 0 mapa possa ser representativo
sobre o contetido estudado.

Nesta tese, busca-se investigar as contribuicbes da utilizacdo de Mapas
Conceituais para a percepc¢do do progresso conceitual do aluno em relacdo a integral de
Riemann para funcbes de uma varidvel real. Em cada etapa em que se trabalhou uma
nocdo, considerada como pré-requisito para a constru¢cdo do conceito chave, foi
solicitada a elaboracgéo de um Mapa Conceitual.

A hipotese € de que o professor pode perceber, mediante analise dos mapas, se
h& pontos do conteudo que os alunos ainda ndo assimilaram, com isso, retomar o
assunto, ou promover atividades que reforcem a compreensdo destes pontos.

Tal hipétese ja fora testada em um curso de algoritmo no INSA**-Rouen —
Franca. Delorme, Deletre e Pécuchet (2005) sustentam que 0s mapas conceituais podem
ajudar a avaliar um aprendiz, em qualquer conceito de qualquer disciplina. Os
pesquisadores criaram uma ferramenta virtual, chamada DIOGEN, a qual, mediante
comparacdo entre o Mapa Conceitual elaborado pelo aluno e o Mapa elaborado pelo
professor, permite perceber se 0 aluno realmente compreendeu o conceito ensinado pelo
professor, se confunde aspectos essenciais do conceito com outros conceitos, ou se ndo
compreendeu o conceito.

Delorme, Deletre e Pécuchet (2004) alertam para a estrutura operatéria da
construcdo de um mapa conceitual de referéncia, a fim de que este possa realmente ser
usado como tal. Para os autores, é necessario considerar que um conceito é definido a
partir de uma lista de atributos, os quais sdo condi¢cdes necessarias e suficientes para um
dado fendmeno relativo ao conceito.

Magalhdes (2009) utilizou a ferramenta “gravador” do Cmap Tools para avaliar

as etapas da construcdo dos Mapas dos alunos e mostrou como a analise destes passos

® Institut National dés Sciences Appliquées de Rouen — Université de Rouen
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fornece informagbes aos professores. Maiores detalhes sobre este trabalho s&o
apresentados na segéo 2.

Tendo este Ultimo estudo citado como referéncia, também nesta pesquisa foi
solicitado que os alunos acionassem esta ferramenta. Os resultados serdo discutidos nas
secOes de analise didatica dos mapas conceituais mais adiante.

Na préxima secdo, € apresentada uma revisdo de literatura, em que sao
apresentadas algumas pesquisas atuais referentes ao ensino de Calculo Diferencial e
Integral, com prioridade aquelas especificas do objeto Integral Definida. A secédo
também apresenta uma descricdo de alguns livros usados como referéncia basica em
cursos de matematica de algumas instituicbes brasileiras. Todo esse material serve de

base para a elaboracdo das atividades componentes da Sequéncia Didatica.
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Secdo 2 — Anélise Preliminar

2.1 O Ensino de Célculo Diferencial e Integral

Este capitulo tem por objetivo apresentar pesquisas existentes sobre o ensino do
Célculo Diferencial e Integral 1 (CDI), com énfase, em particular, no ensino das
Integrais Definidas. S&o elencadas as dificuldades e sugestdes apresentadas pelos
diversos pesquisadores em conteldos relativos ao CDI, que fundamentam,
parcialmente, as atividades propostas para o ensino da Integral Definida.

N&o é recente a preocupacdo com o processo da aprendizagem em Caélculo
Diferencial e Integral. Além dos problemas ja apontados, é possivel que exista
dificuldade em ensina-lo, pois ele requer noc¢des, como a de infinito, que ainda sédo
obstaculos para os alunos e até professores.

O ensino de Calculo nos séculos XX e XXI segue a apresentacdo axiomatica,
que foi possibilitada apds a formalizagao do “controle do infinito” no século XIX por
Cauchy e Weierstrass e pela fundamentacdo da analise na teoria dos conjuntos. Em
resposta a crise estabelecida nesse processo, ja ha algumas décadas, tem-se tentado
novas alternativas. Desse modo, 0 processo de ensino e de aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral tem sido objeto de estudo.

A dificuldade que muitos alunos egressos apresentam, nos cursos de CDI, ao
usarem seu conhecimento em seu beneficio, na sua vida real, demonstra a necessidade
de rever o método de abordagem do ensino do CDI (FRID, 1994, apud SERHAN,
2009).

Na busca de alternativas, tem se estudado a possibilidade de abordar o ensino de
conceitos e ndo apenas 0 de apresentacdo de técnicas. Nessa perspectiva, pretende-se
trabalhar no ensino do CDI com o maior nimero possivel de representacGes e de
situacbes que envolvam os conceitos. Serhan (2009) cita a incorporacao de escrita e de
aplicativos computacionais como meios de melhorar a aprendizagem de conceitos
matematicos, além da introducdo destes nas suas formas algébrica, grafica e numérica.

Essa metodologia vem ao encontro com o que estd estabelecido no parecer n.
776/97 do Conselho Nacional de Educagdo, que traz “Orientagcdes para as diretrizes

curriculares dos cursos de graduacao”. Segundo elas:

80



Os cursos de graduagdo precisam ser conduzidos [...] a abandonar as
caracteristicas de que muitas vezes se revestem, quais sejam as de atuarem
como meros instrumentos de transmissdo de conhecimento e informagoes,
passando a orientar-se para oferecer uma sélida formacéo basica, preparando
o futuro graduado para enfrentar os desafios das rapidas transformacdes da
sociedade, do mercado de trabalho e das condi¢des de exercicio profissional
(BRASIL, 1997, p.2).

Ao analisar as exigéncias da Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
para o ensino superior, Cury (2000, s/p), diz que:

O ensino das disciplinas basicas, especialmente do Calculo Diferencial e
Integral, ndo esta ainda atendendo essas exigéncias, pois estd muito calcado
nas explanacgBes do professor, nos exercicios padronizados, na preocupacao
com o cumprimento de cronogramas. Para que o aluno aproveite a0 maximo
as ferramentas que o Calculo lhe disponibiliza, é necessario que ele tenha
uma compreensdo do significado dos conceitos estudados e tenha despertada
sua curiosidade para as possibilidades de utilizacdo dos mesmos.

A autora argumenta que:

No tocante ao ensino de Matematica, o que se tem visto, em geral, sdo
professores que enfatizam um determinado estilo de ensinar, o que, por sua
vez, privilegia uma determinada dimensdo de um modelo de aprendizagem.
Se um professor, por exemplo, sistematicamente demonstra os teoremas sem
ilustra-los com representaces graficas ou numéricas, esta favorecendo os
aprendizes verbais. Se privilegia o trabalho individual, estd agradando
aqueles que sao reflexivos. Mas o0 bom ensino € aquele que habilita o aluno a
processar as informac@es tanto verbal quanto visualmente, tanto ativa quanto
reflexivamente, e assim por diante (CURY, 2000, s/p).

Existem varias pesquisas que apontam a dificuldade de aprender e de ensinar
CDI. De um modo geral, os trabalhos de: Beltrdo (2009), Santos e Borges Neto (2009),
Frescki e Pigatto (2009) e Silva et al (2006), Ferreira (2009), Silva (2002), Gimenes
(2006), Santos (2006) e Sutherland (2009), sugerem o uso de varias representacfes para
um conceito, assim como a introducdo de métodos computacionais, em aulas de CDI,
para facilitar a compreenséo e aprendizagem dos assuntos em estudo.

Nascimento (2000) comenta sobre a diferenca metodoldgica existente entre a
educacdo bésica e superior. Para ele, os conceitos essenciais sejam revistos de forma
intuitiva, como deveriam ser trabalhados na educacdo béasica a medida que sdo
necessarios a disciplina, para facilitar a adaptacao e aprendizagem do assunto pelo aluno
e minimizando as dificuldades encontradas para o ensino do CDI.

Sobre a metodologia proposta para o ensino de célculo, para Nascimento (2001,
p.331):

Todos os tépicos necessarios ao aprendizado seriam adicionados ao programa
e desenvolvidos de forma sequencial, utilizando abordagens composta por:
motivacdo do tema, questionamentos originados nos pré-conceitos, analises
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interativas, tempo para raciocinio, tentativa de respostas e consolidacéo de
conceitos. A conceituagdo era desenvolvida de forma incompleta, deixando-
se sempre a oportunidade de tentativas de conclusdes pelos alunos. A
formalizacdo era o que menos importava, sendo a operacionalizacdo dos
conceitos feita através de atividades (exercicios) resolvidos em sala de aula,
com o0 mesmo procedimento adotado para a abordagem tedrica. Os métodos
adotados s8o caracterizados por grande interatividade entre alunos e
professor, baseados na realizagdo de atividades individuais e em grupo, com
contetdos de recuperacdo e do Calculo Diferencial e Integral, atingindo a
marca de mais de 20 trabalhos em cada turma. Todas as atividades eram
pontuadas de forma a incentivar a participacéo e a presenca em sala de aula.

Na busca de alternativas, Cury (2000) sugere que o professor de CDI deve
considerar as diferentes formas de aprender, visto que os alunos possuem diferentes
estilos de aprendizagem, a saber: ativos/reflexivos; sensoriais/intuitivos; visuais/verbais;
indutivos/dedutivos e sequenciais/globais. Para a autora, quando o professor privilegia
uma maneira de ensinar, aumenta as dificuldades de aprendizagem dos alunos.

Cury e Cassol (2004), ao analisarem 0s erros cometidos numa turma de CDI,
apontam a falta de dominio de contelidos de Algebra e Geometria do Ensino
Fundamental, e Trigonometria e Geometria espacial do ensino médio, aléem da
dificuldade de abstracdo e generalizacdo, como um dos motivos de desisténcia ou
reprovacao nas disciplinas da area de Exatas.

Erros de compreensdo de conceitos do CDI, tais como funcGes, derivadas e
limites, e de escrita matematica (como, por exemplo, a existéncia do termo “lim”
quando da resolucdo de um limite) também séo apontados. As referidas autoras sugerem
que a falta de estudos individuais, fora da sala de aula, também influenciam na
dificuldade de aprender, pois ndo discutem as duvidas advindas desse estudo, tampouco
refletem sobre suas dificuldades. Como alternativa, as autoras prop6em o
acompanhamento dos alunos e a utilizacdo de metodologias de ensino que incentivem a
busca pelo conhecimento, a troca de ideias e a argumentagao.

Ferraz e Gitirana (2007, p.1) pesquisaram sobre o ensino de grafico de funcdes
em livros de Calculo, no periodo de 1965 a 2003. Chamam a atencdo para a ndo
compreensdo e énfase nos conceitos matematicos, bem como, para a “auséncia de um
enfoque que leve em consideracdo a aprendizagem em matematica através do uso de
pelo menos duas representagdes do mesmo elemento”. A hipotese inicial das autoras é
que “o processo metodologico da apresentagdo tradicional do grafico de fungfes € um
dos fatores que dificultam a aprendizagem do aluno”. Elas defendem uma metodologia
na qual se enfatize, inicialmente, o grafico completo, no sentido da apresentacdo e
exploracdo de todos os seus elementos e relagdes, como crescimento, decrescimento,
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concavidade, entre outros. A partir desse conhecimento, o aluno podera compreender a
utilizacdo dos mesmos em outros setores, fora da Matematica.

Almeida e Viseu (2002) estudaram estagidrios de Matematica com relacdo a
compreensdo grafica do conceito de derivada e detectaram a dificuldade no
estabelecimento das relacdes gréaficas e analiticas. Apresentaram estudos que indicavam
que uma abordagem de assuntos por meios excessivamente visuais, comprometem 0s
resultados analiticos e vice-versa. Os resultados da pesquisa sugerem “a importincia de
uma pratica de ensino/aprendizagem de conceitos de Calculo que integrem
simultaneamente as abordagens gréficas e analiticas de forma a evidenciar significados
e relacdes” (p.217).

Mas ndo € apenas no método de abordagem do conteido que reside o problema.
O material didatico utilizado e a forma de consulta, também tém sua parcela na
dificuldade de aprendizagem. Hsia (2006) pesquisou, em sua dissertacdo, alunos do 2°
semestre, que ainda ndo tinham estudado o conceito, e do 5° semestre, ambos, de um
curso de licenciatura em matematica sobre a utilizagao de livros didaticos pelo aluno, ao
estudar a integral, buscando mapear as estratégias utilizadas para adquirir o
conhecimento. O livro utilizado foi ‘Célculo’, de James Stewart (STEWART, 2002). A
pesquisa mostrou que a maioria dos alunos vai diretamente ao tema proposto, ou seja,
ndo se interessam em ver o que vem antes ou depois no livro didatico; que eles
mobilizam varios registros de representacdo possibilitados pelo enfoque no livro. Mas
ndo foi possivel perceber, porém, diferencas nas producdes escritas dos alunos dos dois

periodos. Nas consideracdes finais, destaca-se que:

Varios dos estudantes, que trabalharam nessa investigacdo, manifestaram-se
afirmando que seria interessante uma pratica, que partisse da leitura
preliminar do livro texto, com a possibilidade de consulta ao professor sobre
dificuldades apresentadas na leitura e posteriores discussdes sobre os
contedos propriamente tratados (HSIA, 2006, p.93).

Ribeiro (2010) pesquisou a influéncia do uso da Resolucdo de Problemas, aliado
a Histdria da Matematica, num trabalho coletivo, como metodologia de ensino nas aulas
de Calculo II e concluiu que “a metodologia adotada, como dindmica de sala de aula,
mostrou-se eficiente, integradora, motivadora e capaz de deixar os alunos mais
confiantes” (p.303), pois em grupos os alunos podiam discutir suas idéias e conjecturas,
ndo ficando apenas como meros expectadores das aulas expositivas. O autor destaca a
dificuldade inicial de envolvimento dos alunos na nova metodologia, na qual o aluno

tem um papel mais ativo, que ele ndo estava acostumado.
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Soares de Mello e Soares de Mello (s/d) argumentam que a interdisciplinaridade
no ensino de Calculo pode colaborar na aprendizagem de conceitos. Citam a pesquisa
operacional como disciplina com a qual pode haver interdisciplinaridade, bastando, para
tanto, uma modificacdo na apresentacdo de problemas de otimizagcdo. Como exemplo, 0
fornecimento de enunciados mais relacionados a realidade, nos quais 0s alunos tenham
que analisar as restricoes e condi¢Oes iniciais dos problemas, e ndo apenas
procedimentos técnicos, visando “derivar e igualar a zero”.

Costa e Salvador (2004) também citam a interdisciplinaridade com a Fisica, e a
utilizagdo de softwares computacionais, como fortes motivadores da aprendizagem do
CDI. No entanto, ressaltam a importancia de dar énfase na exploracdo dos conceitos
matematicos. Em alguns momentos, foram usados Mapas Conceituais para “fixar alguns
conteudos, suas relagodes e aplica¢des” (p.6). Os autores recomendam a busca/escrita de
funcbes associadas a vida real ou a experimentos como resgate as origens do Célculo.

Em relacdo a esse ponto, 0s autores comentam que:

Uma das estratégias que usamos foi no sentido de orientar os alunos sobre as
nocdes dindmicas, estaticas e geométricas de funcgdes, por exemplo,
incentivando-os a buscar um problema que dé origem a uma funcdo do
cotidiano ou gerada por um experimento. A maioria deles sempre recebeu as
funcBes prontas para estudar, e apresentou dificuldade na procura de sua
propria funcdo. E importante que o aluno enxergue e aprenda a ler o mundo
em que ele vive, e uma sugestao simples e geralmente colocada, é propor que
eles plotem pontos obtidos de um experimento realizado numa outra
disciplina, visando a interdisciplinaridade, ou mesmo que busquem um
problema ou conjunto de dados descritos em jornais, revistas, etc. de modo
que eles possam reconhecer/descobrir/verificar a funcdo que melhor se
aproxima daqueles dados. Tentamos fazer com que o aluno explore o0s
conceitos do Calculo com a sua propria funcéo ao longo do periodo, inclusive
voltando-se a discutir o problema original e fazer simulacdes através de
variacdo de alguns dos parametros envolvidos no problema. [..]. E
importante observar que antes de realizar as simulag@es, os alunos possam
pensar, argumentar, fazer conjecturas e discuss@es sobre a situacdo problema
(COSTA e SALVADOR, 2004, p.6).

Pedroso e Krupechacke (2009) apontam, como sugestbes para minimizar o
indice de reprovacédo na disciplina de Calculo, o aumento da carga horaria da disciplina,
proporcionando revisdo de assuntos quando surge a necessidade, e aulas extras de
revisdo de fundamentos da Matematica, a0 menos, enguanto ndo houver uma
reformulacdo da Educacdo Baésica que proporcione a formacdo necessaria para
prosseguir os estudos. Na pesquisa realizada, os autores concluiram que o aumento da
carga horaria da disciplina, de forma a proporcionar a revisao dos assuntos quando da
sua utilizacdo, surtiu um melhor resultado, atingindo mais alunos que as aulas extras.

Nestas, havia sido verificado um grande indice de abstencdo.
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Ja o trabalho de Kalinke (2009), cujo objetivo era verificar de que forma o
emprego da linguagem usualmente aplicada em ambientes web, em detrimento da
linguagem l6gica-matematica, pode interferir na interpretacdo de problemas
matematicos formulados com o uso da “linguagem web”. Comparou-se a resolucdo de
exercicios matematicos, via midias computador e papel, com alunos da 32 série do
Ensino Médio, escritos em linguagem web. O resultado mostrou que a leitura de
problemas propostos num ambiente virtual de aprendizagem néo fica prejudicada. No
entanto, o autor verificou um “percentual significativo de problemas originados pela
mudanca da linguagem ¢ da midia utilizada para formulacdo das questdes” (p. 157).

Segundo o autor:

Esses problemas nos levam a concluir que a linguagem usualmente utilizada
em ambientes web, conjugada a midia em que se insere, pode trazer problemas
de interpretacdo e compreensdo dos enunciados dos problemas. Percebemos
que houve dificuldade na resolugéo de problemas que envolvem assuntos como
poténcias, fracOes e raizes. Percebemos ainda que esses problemas sdo mais
evidentes quando foi usada a midia computador, em relagdo a midia papel.
Concluimos que o papel pode ser um facilitador para a resolucédo de problemas
matematicos, se comparado ao computador; que 0S Ssujeitos conseguiram
interpretar de forma correta os enunciados propostos em linguagem usualmente
utilizada em ambientes web; que conseguiram utilizar o computador para
resolver problemas em que foi usada a simbologia matemaética, desde que
tivessem acesso aos recursos necessarios; que a juncdo da midia computador
com a linguagem usualmente utilizada em ambientes web apresentou
dificuldades aos sujeitos participantes da pesquisa (KALINKE, 2009, p.157).

Kalinke (2009) chama a atencdo para o material escrito disponivel ao aluno,
especialmente se este for disponibilizado em algum Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA). Se considerarmos que grande parte dos estudantes critica os livros de Célculo
justamente por sua complexidade na apresentacdo dos conceitos (MOMETTI, 2007,
SILVA, 2004; BARUFI, 1999; REZENDE, 2003), vale a pena analisar o
posicionamento de Kalinke (2009, p.158), para o qual o texto deve ter as seguintes
caracteristicas:

e realce nas palavras chaves;

e subtitulos expressivos;

e listas com bullets (marcadores);

e uma ideia por paragrafo;

e introduzir o assunto a partir de possiveis aplicacdes, por exemplo para o caso da
Matematica, para depois desenvolver o contetido, o que o autor chama de estilo
piramide invertida;

e metade das palavras (ou menos) que as utilizadas na escrita convencional.
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Considerando a aprendizagem virtual, Fortes (2009) defende a utilizacdo de
blogs como elemento articulador e apoiador das discussdes entre o professor e seus
alunos, pois permite ao aluno participar de forma ativa e interventiva na construgao do
conhecimento. Além disso, se utilizado de forma correta, proporciona uma
aprendizagem mais autbnoma. A autora chama atencdo para o fato do professor saber
utilizar essa ferramenta para extrair dela toda a sua potencialidade.

Scucuglia (2007) estudou a utilizagdo de calculadoras gréficas aliadas a uma
metodologia investigativa de ensino para o estudo do Teorema Fundamental do Calculo.
Concluiu que esse recurso contribuiu para entendimentos, significados e conhecimentos
matematicos produzidos coletivamente, além de possibilitar 0 engajamento gradativo
dos alunos em discussfes matematicas dedutivas. Foram usados os programas AREA e
SOMA e o0 comando de Calculo da Integral Definida da calculadora TI1-83, para calcular
a area sob a curva y = x2, no intervalo [0,3] c R. A experimentacdo no AREA
permitiu que os alunos conjecturassem que o aplicativo calculava uma area por
aproximacao, executando uma simulacdo que envolvia retangulos. O software SOMA e
a calculadora grafica permitiram que os alunos conjecturassem a Integral Definida como
o limite de uma soma de retangulos. Lembramos que nesta tese, 0s softwares a serem

utilizados sdo 0 Geogebra® e o wxMéaxima®’. O autor escreve que:

Com o SOMA, os coletivos pensantes identificaram a viabilidade de explorar
lim,,_,o, 27, f(x;)Ax e discutiram a possibilidade de calcular o valor exato
da &rea da regido R. Em seguida, com o comando de integracdo definida, os
coletivos pensantes puderam estruturar relacdes intuitivas-algébricas-visuais
entre calcular lim,, ., 2.7, f(x;)Ax e 0 processo que constitui o conceito de
Integracdo Definida. Assim, coordenando gradativamente multiplas
representacoes, Estudantes-com-Calculadoras-Graficas puderam
experimentar que a area da regido R pode ser calculada, entendida e/ou

representada por lim,,_,, X7, f(x;)Ax = fab f(x)dx: esséncia do Teorema
Fundamental do Célculo (SCUCUGLIA, 2007, p.8).

Outro beneficio dos softwares, citado por Campuzano e Figueroa (2011), é que
estes permitem analises mais profundas sobre o conteddo em estudo. Os autores
analisaram o uso da tecnologia para calculo de primitivas e mostram os contrastes que
podem ser explorados a partir das respostas oferecidos pelos softwares (no estudo citado
sdo usados: Derive 6.0, Scientific Work Place 4.0 e o sitio de acesso livre

WolframAlpha). Para algumas integrais indefinidas apresentadas no artigo, 0s

% Maiores informag@es sobre o software veja: http://www.Geogebra.org/cms/
¥ Maiores informacdes acesse: http://andrejv.github.com/wxmaxima/index.html ou
http://sourceforge.net/projects/wxmaxima/files/wxMaxima/

86



resultados fornecidos sdo diferentes, porém, com a mesma derivada, 0 que permite
trabalhar a importancia da constante de integracdo, por exemplo, além de retomar
alguns contetldos como trigonometria e logaritmos.

Outro argumento em favor do uso do recurso computacional é apresentado por
Richit et al (2011), para os quais 0 uso de diferentes tecnologias na abordagem de
conceitos matematicos permite a articulacdo entre as diversas representacdes (graficas,
geométricas e algébricas) de um conceito matematico. Sustentam que transitar por
diferentes representacfes matematicas facilita a compreensdo de conceitos. Também
apontam pesquisas que indicam a importancia da inferéncia dos alunos sobre
determinados resultados matematicos a partir do uso de calculadoras gréficas e/ou
softwares matematicos.

Os autores comentam o trabalho de Scucuglia (2007) e dizem que, com a
intervencdo do pesquisador e a analise dos dados obtidos por meio das tecnologias, 0s
estudantes perceberam padrdes para o célculo de areas de algumas funcgdes especificas
no intervalo [a, b], e conjecturaram que “a integral de uma funcdo f(x) em um
intervalo [a, b], com antiderivada F(x) ¢ ‘F aplicada em b menos a F aplicada em a’.
Isto é, F(b) — F(a)” (RICHIT et al 2011, p.5) .

Gonzales-Martin e Camacho (2004; s/d) desenvolveram uma sequéncia didatica
para 0 conteddo “Integrais Improprias”, em que deveria ser usado um Computer
Algebra System (CAS), para analisar a articulacdo dos registros grafico e algébrico,

segundo a teoria de Duval®®

, € a reconstrucdo de conceitos anteriores, quais sejam,
séries e Integral Definida. Foram usados problemas ndo-rotineiros® e requerido a
construcdo sistematica de exemplos e contra-exemplos nos dois registros.

Os autores pretendiam identificar obstaculos para a compreensdo da integral
impropria, e erros e/ou dificuldades na conversdo dos registros grafico e algébrico.
Comentam sobre as dificuldades do uso do registro grafico por requerer maior
conhecimento, porém, sdo aceitos pelos alunos desde que haja a utilizacdo pelo
professor, que também deve mostrar sua utilidade para a institucionalizacdo do
conteudo. No entanto, os discentes preferem a representacdo algébrica. Questdes nas

quais sdo exigidas justificativas das respostas tendem a deixa-los desorientados.

**Teoria de Registro das Representacdes Semiéticas
% Problemas que ndo se resumiam a simples calculos, mas que envolviam questdes intuitivas e resultados
paradoxais, como uma figura infinita com volume finito.
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Quanto a utilizagdo de conceitos anteriores, 0s autores expdem que o0 conceito de
Integral € visto sempre como uma area, independente da funcéo ser positiva, negativa,
ou parte positiva e parte negativa, 0 que atesta a incompreensdao do conceito. De modo
geral, os participantes do estudo exploratorio ndo conseguiram articular as informacdes
entre os dois registros.

J& Barroso et al (2008) montaram uma sequéncia didatica para a “introducdo do
conceito de Integral de Riemann, fundamentada na origem histérica do conceito e
vinculada a busca de solucdo para a medida de regides do plano” (idem, p.3). Para os
autores, esta introducdo da-se de forma mais abrangente que a apresentada nos livros
didaticos: a integral como antiderivada. Os autores tinham por objetivo usar 0s
conhecimentos prévios dos alunos, obtidos ainda na Educagdo Basica, sobre medidas de
segmentos e regides planas, e trabalhar com aproximacdes de area usando a Soma de
Riemann (no software Geogebra) a fim de tornar comprensivel aos alunos o conceito de
integral.

Foram usadas para o experimento trés sessdes de duas horas-aula. Na primeira
sessdo foram apresentadas as origens do conceito, por meio de transparéncias
eletronicas. Na segunda, o conceito foi construido por meio de atividades, algumas das
quais estdo na parte D da sequéncia didatica elaborada para esta tese. Utilizou-se o
software Geogebra. Na terceira sessdo, buscou-se a formalizacdo do conceito. Os
autores comentam que 0 estabelecimento do contrato didatico antes do inicio do
experimento permitiu a participacdo efetiva dos alunos, ja que todos conheciam seu
papel; além disso, o uso do software possibilitou a resolucdo das questdes de soma
inferior e superior solicitadas, sem maiores dificuldades, o que permitiu a exploracéo de
conceitos mais abrangentes.

Entendemos que, na presente tese, embora também tenhamos trabalhado com a
Integral Definida, nossa proposta para a sequéncia didatica é mais ampla, pois
contempla os conceitos de convergéncia de sequéncias e series, e a hotacdo sigma, além
do célculo de areas por aproximacdo. Ainda, nosso problema de pesquisa é avaliar em
que medida os Mapas Conceituais contribuem para a conceitualizacdo da integral
definida, ou seja, ndo estamos meramente interessados no conceito em si, mas sim em
estudar um modo de perceber as dificuldades e erros que os alunos cometam a caminho
da construgéo desse conceito.

Além do software Geogebra, usamos também o aplicativo wxMaxima como

recurso didatico. No Geogebra, usado por Barroso et al (2008), utilizamos os comandos
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de somas de Riemann superior e inferior e o de integral. Foram empregados, também,
varios outros comandos e em diferentes contextos com variagdes de representagdes, e
n&o Nnos restringimos a situagdes puramente matematicas”’.

Camacho e Depool (2003) apresentaram um estudo piloto com onze alunos
venezuelanos, cujo objetivo era analisar a influéncia do uso do software Derive na ideia
de area delimitada por uma curva e 0 eixo x, quando o tema € introduzido por um
método diferente do tradicional. Foram propostas oito atividades a serem resolvidas
com o uso do aplicativo e ao final, alguns alunos foram entrevistados. Os autores
tomaram por base tedrica as Representacbes Semidticas de Duval. Dessa forma, as
atividades foram elaboradas para o reconhecimento das representacbes grafica,
algébrica e numérica e o tratamento em uma delas. A analise dos resultados indicou
dificuldade na conversdo de representacbes, que os alunos preferem usar a
representacdo algebrica em detrimento da grafica. Contudo, o uso do aplicativo
interferiu positivamente na resolucdo das questdes propostas.

Rasslan e Tall (2002) pesquisaram sobre a imagem conceitual de estudantes em
relacdo a Integral Definida. A pesquisa foi realziada com 41 estudantes de ensino
médio, entre 16 e 18 anos, da Inglaterra, onde este conceito € tratado ainda nesse nivel
de ensino. Os alunos responderam a um questionario com seis questdes, sendo que, as
cinco primeiras, referiam-se ao célculo de areas sob curvas, e a Gltima, sobre a imagem

do conceito da Integral Definida. A pergunta era concernente a sua opinido. O que era

[ feodx?

Para esta pergunta, estabeleceram-se, a partir das respostas, cinco categorias, que
abrangiam, desde a conceitualizacdo correta, até a ndo resposta. Nessa categorizacéo,
apenas sete alunos deram uma definicdo do conceito de integral definida. Trés deles
enfocaram o uso em situacGes especificas, e a ampla maioria (31/41) respondeu
erroneamente (cinco alunos) ou ndo respondeu, indicando a dificuldade em explicar o
conceito de integral definida.

Diante dos dados analisados, os autores do estudo sugerem conhecer o nivel dos
alunos com quem se vai trabalhar a fim de amenizar as dificuldades enfrentadas por
eles, sanando eventuais ddvidas, uma vez que, procedimentos/rotinas inadequadas
podem ser prejudiciais nos estudos posteriores, como ja verificado em outras pesquisas

na Inglaterra. Mesmo tendo sido pesquisados alunos que ja haviam estudado o conceito

0 Aquelas em que sdo dadas fungdes algébricas e a partir delas desenvolve-se o contetido visado.
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de Integral Definida, e que estavam em uma escola cuja média era maior que a média
nacional, os alunos ndo resolveram adequadamente os problemas propostos (RASSLAN
e TALL, 2002).

Andrade Filho e Cardoso (2012) apresentam uma sequéncia didatica com o
intuito de possibilitar, ao aluno, a mobilizacdo de diferentes sistemas semidticos no
estudo das Integrais Duplas. A aplicacdo da sequéncia consistiu em cinco partes, sendo
uma delas, com o objetivo de revisar o conceito de Integral Definida de uma variavel e
suas representacoes*.

A partir das atividades, os autores destacam a importancia do registro grafico,
por exemplo, na determinacdo dos limites de integracdo para o calculo de uma érea ou
volume, quando se utiliza a Integral Dupla. Enfatizam que as transformacdes de
tratamento e conversdo entre os diversos registros estdo presentes desde a proposicao da
atividade por meio da Lingua Natural até a resolucao final. Concluem que “a utilizagdo
dos registros de representacdo € imprescindivel no processo de transposicdo didatica dos
objetos matematicos” (idem, p.17), porque, além de permitirem a visualizagdo do objeto
matematico, permitem a compreensdo dos algoritmos usados na resolucdo dos

problemas. Neste trabalho, os autores afirmam:

é necessario que o professor crie estratégias que permitam aos alunos
mobilizar os diferentes registros e, ainda, que estas conversfes possibilitem
que o aluno identifique as unidades significantes nos registros de chegada e
partida, considerando que essa discriminacdo e condi¢do necessaria para a
atividade de conversdo e, consequentemente, para o desenvolvimento da
coordenacdo de diferentes registros de representacéo (id, 2012, p.17).

A sugestdo de Andrade Filho e Cardoso (2012) vai a contramdo da observacao
de Vaz (2010), que investigou os conceitos de Limite, Derivada e Integral, pelos
professores de Matematica, e de disciplinas especificas e autores de livros-texto, do
ponto de vista metodoldgico, ou seja, abordagem e utilizacdo. Vaz usou a analise
documental, a observacdo de aulas e entrevistas semi-estruturadas em sua pesquisa, e
concluiu que ha uma pressa dos professores pesquisados em chegar ao calculo
algébrico, e que os professores de disciplinas especificas usam os referidos conceitos
para a ilustracdo de conceitos tecnoldgicos, porém, limitam-se a estruturacdo algébrica

dos mesmos.

I As cinco partes foram, em sintese: 19) atividades que envolvem integrais duplas; 22) Revisdo de Integral
definida de uma varidvel; 3%) volume e integrais duplas; 4% Retomando as questdes; 5%) Exercicios.
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Vaz (2010) considera existir, nos livros analisados**, um equilibrio das
representacOes gréficas, algébricas e numéricas, com maior diversidade de situacfes e

com o apoio da informéatica. Nas palavras da autora:

Notou-se a intencdo e a tendéncia dos professores em chegar rapido ao
calculo algébrico. Assim, se privilegiam mais a definicdo formal e os
calculos operacionais. A motivacdo conceitual ficou mais no campo de uma
propedéutica da definicdo e do algebrismo.

Os professores das disciplinas especificas se satisfizeram em mostrar a
estruturacdo algébrica dos conceitos tecnoldgicos, utilizaram mais a
transformag@o dentro de um mesmo registro, usando o “tratamento” de Duval
(2003) sem uma intensiva e demorada interpretacdo da Mateméatica com o
objetivo de desvelar o qualitativo, seja explicito ou implicito nas varias
transformacdes algébricas (id., p.154).

Em suma, se tem numa analise comparativa da didatica dos livros-texto e das
aulas, quanto a uma similaridade conceitual usando a algebra, aritmética e a
geometria. Ha4 um ganho nos livros da exposi¢do mais abrangente, com mais
situagcBes matematicas e da Fisica, e com sugestdo do apoio da informatica,
inclusive citando tipos de softwares, que podem ser usados. Ha um equilibrio
na abordagem grafica, aritmética (tabela de valores) e a exposicao algébrica.
Os livros proporcionam ao estudante uma diversidade de situagdes, que
poderéo possibilitar uma maior aprendizagem (ibidem, p.155).

Dalto e Pazuch (2011) corroboram Andrade Filho e Cardoso (2012) quando
relatam a experiéncia em uma disciplina de Calculo, ministrada na modalidade semi-
presencial. O curso era de 200 horas, das quais 84 eram presenciais, e, inicialmente,
destinavam-se & formalizacéo de conceitos e resolucéo de exercicios*®. Em relacio aos

resultados da metodologia usada inicialmente no curso, 0s autores expdem:

Os resultados de tal escolha metodolégica ndo estavam sendo muito
positivos, pois 0 desempenho de muitos estudantes nas avaliacdes anteriores
foi abaixo do esperado. Aparentemente, uma das causas do baixo
desempenho foi a excessiva énfase dada aos aspectos algébricos, de técnicas
de resolucéo e de algoritmos que foram dados aos conteudos anteriores, além
do uso excessivo de tratamentos de registros de representacdo, em detrimento
da transformacgdo de conversdo de registros, o que contribuiu para a
apresentacdo de dificuldades na conceitualizagdo, por parte dos estudantes,
dos objetos matemaéticos que foram trabalhados anteriormente. Assim, o
professor da turma decidiu trabalhar o conceito de integral de forma diferente
comparada aquela em que foram introduzidos os conceitos anteriores, de
modo que os estudantes pudessem conceitualizar integral definida sem
grandes dificuldades e fazendo uso de processos matematicos de conceitos ja
vistos em outras ocasides (DALTO e PAZUCH, 2011, p.5).

“2 A autora analisou os livros de Célculo dos autores 1)James Stewart, 2) Howard Anton, Irl Bivens e
Stephen Davis, 3) George Thomas e 4) Ron Larson e Bruce Edwards.

3 Os autores observaram que esta metodologia ndo estava trazendo bons resultados, devido as notas
baixas nas provas realizadas. Decidiram mudar a metodologia antes de comegarem o tema “Integrais”.
Por isso a afirmagdo que inicialmente a carga hordria era destinada a institucionalizacdo e resolucéo de
exercicios.
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Nesta mudanca metodoldgica, os professores (eram quatro ao todo, para 4
turmas diferentes), comecaram o tema de integrais pedindo que os alunos calculassem a
area sob a curva f(x) = x? da maneira como soubessem. Muitos alunos, a principio,
esperaram pela resposta do professor, mas aos poucos, em grupos, tentaram resolver o
problema dado. Os autores retratam as conversfes usadas pelos alunos durante a

resolucéo do problema, conforme mostra a Figura 11.

Qual a area da regido do
plano cartesiano delimitada
pelo grifico da funcio
fix)=x", pelo eixo x e pela
reta x=07

Trat

amento
T V’j

A 6.36 108
= =—=

Figura 11: Conversdes utilizadas por alunos no célculo de area sob uma curva
Fonte: Dalto e Pazuch (2011, p.6).

As pesquisas de Dalto e Pazuch (2011), Vaz (2010) e Andrade Filho e Cardoso
(2012), entre outras, apontam perspectivas para a aprendizagem do conceito de Integral
Definida.

Na tentativa de estabelecer um caminho a ser trilhado para o ensino do conceito
em tela, Oliveira (2004) apresenta, como mostrado na Figura 12, como deve ser o
desenvolvimento operacional-estrutural ideal de um conceito matematico, no caso para

a integral definida, de acordo com a teoria de Sfard, segundo a qual
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uma nogdo matematica é inicialmente concebida como um processo, no qual
suas caracteristicas sdo evidenciadas. Depois ela passa a ser vista como um
objeto, ndo se enfatizando os seus detalhes. A primeira concepcédo é chamada
de operacional e a segunda de estrutural. A passagem de uma para outra se da
através de trés fases hierarquizadas: interiorizacdo, condensacdo e reificacao
(OLIVEIRA, 2004, p.1).

Teorema Fundamental

dao Calculo
Definicdo de integral Calculo de drea
como limite de uma | usando a defini¢do
soma de Riemann de integral

Calculo de area

Definico de &rea > usando a definicdo
como limite de uma soma de limite de
Soma de Riemann

Calculo de areas
por insercdo de retangulos

Figura 12: Exemplo do Desenvolvimento operacional-estrutural de um conceito matematico
(OLIVEIRA, 2004, p.18)

O esquema da Figura 12 indica a sequéncia de fases a ser seguida a fim de que o

aluno compreenda o conceito de integral definida. Ou seja,

Inicialmente, o célculo da 4rea de uma regido é feita pela insercdo de
retdngulos e somando-se as suas areas. Isto da origem ao conceito de area da
regido abaixo do grafico de uma fungéo continua e, limitada e definida num
intervalo fechado como limite de uma soma de Riemann. Os célculos de area
passam a ser feitos com este novo conceito. Isto d& origem ao conceito de
integral como limite de uma soma de Riemann. Os célculos de area passam a
ser feitos com este novo conceito. Isto da origem ao teorema fundamental do
Caélculo (OLIVEIRA, 2004, p.18-19).

Mesmo com referencial tedrico diferente do usado por Oliveira, procuraremos
seguir essa sequéncia de fases, ja validada academicamente, para a constru¢do do
conceito de integral definida, ap6s a retomada de algumas nocbes consideradas de
extrema inportancia como a de convergéncia de sequéncias e séries.

Henriques (2006) estudou a contribui¢do do software Maple para o ensino e a
aprendizagem de volume a partir das Integrais Mdltiplas, em estudantes universitarios
do Brasil e das classes preparatorias tecnologicas da Franca, apoiado nas teorias de

Instrumentacdo, de Rabadel, Antropoldgica do Didatico, de Chevallard, e Registros de
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Representacdo, de Duval. O objetivo da pesquisa era compreender melhor as
dificuldades de célculo enfrentadas pelos alunos e estudar como o uso de softwares
como o Maple pode ajuda-los a superé-las, alem de incentivar a interacdo entre a
representacdo gréafica e o objeto de analise. O autor conclui que o software “permite um
trabalho especifico onde a interacdo entre o usuario e a maquina faz aparecer elementos
de articulagdo entre o grafico ¢ o analitico”.

Melo (2002) prop6s uma sequéncia didatica computacional para o ensino e a
aprendizagem do conceito de Integral, usando por base as teorias de Piaget, Vygotsky e
Lévy, com o objetivo de responder a questdo: “os alunos sa0 capazes de construir o
conceito da Integral, por meio de atividades que levem em conta sua génese, utilizando
um software matematico?” (p.76).

Melo desenvolveu uma sequéncia didatica composta por quatro atividades, para
serem realizadas em duplas (ao todo havia 30 alunos), em ambiente computacional,
usando o software Maple V. O experimento desenvolveu-se em quatro sessdes de trés
horas. Em cada atividade os alunos eram estimulados a descrever as etapas necessarias a
compreensdo do conceito de Integral.

Na primeira atividade, o objetivo era apresentar a génese do conceito de Integral
por meio de atividades exploratorias de calculo de areas. Pediu-se que algumas regides,
como um retdngulo, um trapézio, e a regido sob a curva x? + 1, num intervalo
determinado, fossem criadas com a ajuda do software e a area calculada, descrevendo o
procedimento utilizado para o célculo. Depois, pediu-se que a area fosse calculada por
meio da aproximacdo da soma de area de retangulos cuja altura era 0 menor valor da
funcdo para o intervalo da particdo, indagando sobre a possibilidade de determinar o
valor exato da area sob a curva.

A segunda trabalhou a construcdo do conceito de Integral, usando os retangulos
com altura sendo o maior valor da funcdo para o intervalo da particdo. Manteve-se a
funcdo f(x) = x? + 1 e foi-se aumentando a quantidade de retdngulos considerados.
Ao final, foi institucionalizada a soma superior de Riemann.

Na terceira atividade construiram-se retangulos usando os pontos médios dos
intervalos das particdes, empregando a mesma funcao.

A quarta atividade destinou-se a institucionaliza¢do do conceito, identificando as
semelhangas entre os métodos de célculo de area sob uma curva por meio da utilizagdo

de areas de retangulos.
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Em relacdo a questdo proposta, Melo (2002) concluiu que os alunos podem sim
construir o conceito de Integral por meio do software, entretanto, observou algumas
dificuldades, a saber:

e Ao comparar as respostas escritas das duplas com os comentarios,
constatou-se que eles apresentam dificuldades em expressar-se por escrito
utilizando a linguagem matematica.

o Dificuldade na aplicagdo do conceito de dominio e imagem de uma
funcdo em novas situacBes-problema.

o Dificuldade em desenvolver calculos que necessitem transformar ndmeros
da representacdo decimal ou dizimas periodicas para a representacdo
fracionaria.

o Dificuldade em desenvolver calculos com aproximagdes numeéricas.

e A maioria dos alunos tém a concepcdo de que o infinito € um ndmero
real.

e Alguns dos alunos tém a concepgdo de que a tendéncia para zero € igual a
zero e que a tendéncia para o infinito ¢ igual a um numero ‘bastante
grande’.

e A maioria dos alunos teve dificuldade em relacionar o conceito de
Limite ao conceito de Integral. Um dos motivos, talvez, seja que esses
conceitos sdo apresentados, separadamente, tanto nas aulas como na
maioria dos livros didaticos.

e A maioria dos alunos ndo tem o significado da area de uma figura e o do
ntmero obtido por meio de algoritmos.

e A maioria dos alunos ndo tem o significado matemético de
‘tendéncia’ ou ‘aproximar-se’. (MELO, 2002, p. 148, negrito nosso)

Nesta tese, buscar-se-a trabalhar com as dificuldades apontadas por Melo (2002)
e que estdo assinaladas em negrito, a fim de minimiza-las na sequéncia didatica a ser
elaborada.

A dificuldade de associar o limite a Integral, apontada por Melo, também
aparece no trabalho de Schneider (1988, apud Contreras e Ordofiez, 2006), sobre o qual
Contreras e Ordofiez comentam e citam como um obstaculo relevante a dificuldade de
compreender que “uma area se calcula mediante um processo infinito de soma de
retangulos e o resultado seja um nimero finito” (CONTRERAS & ORDONEZ, 2006,
p.73 — traducdo nossa).

Esta mesma constatacdo esta no trabalho de Cafiada e Fuente (2003) que
também sugerem a introducdo do contetdo Integral Definida como o resultado dos
processos de variacdo de diversos fendmenos, o que levaria a associacdo natural entre a
Integral e a Derivada, ja que esta Gltima estuda as variacdes instantaneas. Esta
metodologia poderia proporcionar uma melhor, e mais ampla, compreensao do conceito
de Integral.

No estudo apresentado por Amadei (2005) sobre o infinito, sob os pontos de

vista matematico, epistemoldgico, historico e educacional, o autor esclarece as
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dificuldades existentes em torno do conceito de infinito, desde os tempos de
Arquimedes. Vérios matematicos importantes na histéria da matematica, ndo o
concebiam. Apesar da sua importancia para o Célculo Diferencial e Integral, o infinito
foi tratado inicialmente como “nimeros especiais” e apenas com Cantor o infinito
passou a ser entendido como infinito atual, o verdadeiro infinito, que pode ser
quantificavel. Anteriormente, concebia-se, com dificuldades, o chamado infinito
potencial, aquele que ndo pode ser realmente atingido, que acaba reduzindo-se ao finito,
com um numero “infinitamente grande”.

Amadei (2005) argumenta que a nogdo de infinito contraria a nossa intuicao,
uma vez que as coisas sdo finitas no nosso mundo real, por isso a dificuldade em aceita-
lo. O autor relata pesquisas realizadas com estudantes que indicam que o curso de
Caélculo ndo trabalha adequadamente com este conceito, e que a concepcao de infinito é,
na verdade, a de infinito potencial.

Como o conceito de limite é intrinseco ao conceito de Integral Definida, este
ponto devera ser cuidadosamente planejado na nossa Sequéncia Didatica.

Mometti (2007) pesquisou como a reflexdo sobre a pratica pode contribuir com
o0 desenvolvimento profissional de docentes participantes de um grupo de discussao, em
relacdo as aulas de Integral de Riemann, usando como aportes tedricos metodoldgicos o
“Modelo da Estratégia Cognitiva” e a “Teoria da Cognigdo Corporificada”. Foi
verificada uma “forte tensdo entre intui¢do e conceito, entre facilitar a compreensdo do
conteudo e enforcar a matematica” (MOMETTI, 2007, p.156). Isso ocorre porque,
segundo o autor, quando o professor apela para a intuicdo, ha uma maior compreensao e
aceitacdo por parte do aluno, do discurso do professor, enquanto o uso da definicdo
aumenta o nivel de dificuldade da compreensdo dos mesmos pelos alunos.

O autor supracitado também comenta que a utilizacdo de softwares (em
particular cita o Mathematica) em aulas de Calculo Diferencial e Integral faz com que
os alunos sintam-se mais entusiasmados e interessados, especialmente em relacdo a
visualizacdo gréafica e calculos de limites, derivadas e integrais. No entanto, na pesquisa
citada, apesar do interesse dos alunos, o indice de reprovacdo continuou alto (o autor
ndo cita o indice. Eram usadas 20% das aulas em laboratdrio de informética e as outras
em sala de aula. Ndo foi comentado se o software era ou nao utilizado nas avaliacGes).
Pretendendo avancar na discussdo da melhoria do ensino de Calculo, é proposta a
investigacdo sobre o papel da linguagem utilizada pelo professor e a corporeidade na

discussdo e reflexdo da pratica pedagdgica.
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Mometti sintetiza os problemas com o ensino de célculo, observados na sua

reviséo de literatura, da seguinte forma:

Os problemas do ensino de calculo parecem convergir para 0s mesmos
fatores: énfase nos procedimentos e técnicas, falta de conexdo entre as
diferentes representacdes (algébrica, geométrica, numeérica), falta de
conhecimentos prévios (pré-requisitos) por parte do aluno, dificuldade com o
rigor dos conceitos de Calculo, etc. (MOMETTI, 2007, p.44).

A revisdo apresentada até o momento, para as dificuldades em ensinar e
aprender CDI, aponta para a necessidade de:
e trabalhar com mais de uma representacdo de um conceito matematico
(exemplo: grafica e analitica);
e compreender do conceito e ndo da técnica;
e incentivar a busca do conhecimento;
e atentar para a linguagem utilizada na apresentacdo das atividades e

orientacdes.

Tais apontamentos serdo considerados quando da elaboracdo das atividades
propostas para o desenvolvimento do conceito de Integral Definida. No entanto, ha
outro ponto que acreditamos poder contribuir na aprendizagem deste conceito: a
confeccdo de Mapas Conceituais, neles séo requeridas as habilidades de leitura e escrita,
além da concatenacdo das redes de situacGes que compdem 0s conceitos.

As pesquisas de Dall’anese (2006), Mariani (2006) e Adu-Gyamfi, Bossé e
Faulconer (2010), entre outros, apontam a linguagem natural, leitura e escrita, como
aliados do professor.

Dall’anese (2006) evidencia a importancia da linguagem natural para a
constru¢do do conhecimento matematico. Citando Bakhtin, Dall’anese diz que “a
relacdo do sujeito com o mundo e com outros sujeitos se déo de acordo com prioridades
¢ interesses estabelecidos com e na linguagem cotidiana” (p.25-26). Citando Castro e
Bolite Frant (2002), Dall’anese diz que

a linguagem que efetivamente participa da producdo de conhecimentos
matematicos na sala de aula (contexto) €, preferencialmente, a linguagem
natural ou linguagem materna, ou linguagem ordinaria, aquela na qual
construimos nossa visdo de mundo, assim como nossos pontos de vista
(DALL’ANESE, 2006, p.23).

Para Mariani (2006, p.202):
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0 registro da lingua natural, em especifico, mostrou-se extremamente
adequado para uma pesquisa que vise identificar os conhecimentos dos
alunos, pois, por meio dele, foram reveladas muitas concepcfes que,
geralmente, ficam ‘mascaradas’ por algoritmos mecanicos e convencionais,
que ‘transmitem’ ao aluno a impressdo de que ‘estdo sabendo’ o que estdo
fazendo (grifos da autora).

Adu-Gyamfi, Bossé e Faulconer (2010) afirmam que a leitura e escrita
matematica sdo habilidades necessarias para o0 desenvolvimento da compreensao
matematica. Eles escrevem: “a leitura é vista como um veiculo por meio do qual o texto
e 0 contexto sdo negociados para a constru¢do do conhecimento matematico” (tradu¢éo
nossa, p.3). Os autores também comentam sobre pesquisadores que acreditam que a
escrita sustenta o desenvolvimento da comunicagdo, raciocinio e conexdes dos alunos,
gerando o conhecimento matematico. Afirmam, ainda, que ler e escrever Matematica
sdo diferentes de fazé-los em outros campos. Considerando isso, 0 uso de Mapas
Conceituais, que exige as habilidades mencionadas, pode contribuir com a
aprendizagem matematica.

Na pesquisa bibliografica realizada, foram encontrados indicios da importancia
do uso de Mapas Conceituais para a aprendizagem de CDI (AHUMADA, 1983;
ARAUJO, 2007; CANAS et al, 2004; CUNHA et al, 2004; MAGALHAES, 2009;
MOREIRA, 1980; MOREIRA, 1993; NOVAK e CANAS, 2006). Em particular, para
elaboracdo desses Mapas Conceituais, as habilidades de leitura e escrita sdo requeridas,
como ja foi afirmado anteriormente.

Magalhdes (2009) estudou a utilizacdo de Mapas Conceituais digitais como
estratégia da metacognicdo para o estudo de FuncGes, desde a representacdo no plano
até o estudo dos coeficientes da funcdo afim (usando como sujeitos de pesquisa cinco
alunos do curso de ciéncia da computacdo — 1° semestre), tendo como referencial
tedrico a Teoria das SituacGes Didaticas de Brousseau. Concluiu que as estratégias
desenvolvidas pelos alunos foram: Conhecimento Metacognitivo, Julgamento
Metacognitivo e Decisdo Metacognitiva.

Magalhdes (2009) ressalta que a elaboracdo de mapas conceituais exige uma
“concentracdo maior para estabelecer as relagdes entre as ideias que estdo sendo
expressas em forma de mapa” (p. 231), ou seja, essa atividade requer que o aluno reflita
sobre seu proprio processo cognitivo. Estabelecer as relagdes entre as ideias, em

especial entre 0 que sabem e 0 que precisam aprender, é justamente o que Gravemeijer
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(2005) aponta como um motivo pelo qual aprender Matematica é tdo dificil para os
alunos.
Menegola (2006, p. 84-85) afirma que

0 uso de mapas conceituais permite que os alunos organizem, hierarquizem,
sintetizem e estabelecam relacBes entre conceitos, favorecendo a
aprendizagem significativa. Os alunos, usando 0s mapas conceituais,
desenvolvem, além disso, um processo metacognitivo, que lhes permite ter
consciéncia de seu processo de aprendizagem [...].

Para Dutra (2006, p. 108) “aquele que constroi o mapa conceitual vé-se forcado
a colocar em outra forma aquilo que seu pensamento ou seu texto (oral ou escrito)
expressam”. E € nesse processo que o conhecimento adquirido se consolida.

Jaramillo (2001, p.6) cita outras possibilidades para o uso de Mapas Conceituais,

agora para o professor, quais sejam:

- Dar-se conta das conexdes que faltam entre os conceitos e que sugerem
a necessidade de uma nova aprendizagem.

- Dar-se conta das concepgdes equivocadas.

- Negociar significados. Neste sentido é importante ressaltar que é claro que
existem "significados cognitivos" ja estabelecidos, mas o professor tem duas
alternativas, de um lado os transfere (como uma transfusdo de sangue), ou de
outro lado dialoga, troca, comparte (as vezes até chegar a um compromisso)
para que o significado desse conhecimento seja aprendido. O importante
nesta negociacdo, € que o estudante sempre aporta algo de si mesmo.

- Avaliar os processos de ensino e aprendizagem. Esta avaliacdo, durante
todo o processo de aprendizagem do aluno permite que o professor:

- Verifique o uso adequado de conceitos e termos num determinado
momento, as conexdes claras e com significados apropriados, e, 0 uso de
exemplos adequados.

- Verifique o aprofundamento do conteldo e as inter-relacBes destes
conteldos com outros temas.

- Verifique a aprendizagem dos alunos de forma mais livre e aberta,
quer de forma individual, quer de forma grupal.(JARAMILLO, 2001, p.6,
grifo nosso).

Nesta pesquisa, 0s Mapas Conceituais serdo usados na tentativa de acompanhar
o desenvolvimento do conceito de Integral Definida por alunos de primeiro periodo de
cursos de graduacéo.

Na proxima secdo, como a reconstituicdo histérica traz beneficios para a
constituicdo do campo conceitual das integrais definidas, serd apresentada uma pequena
biografia de Riemann, ja que a integral que se propOe a tratar aqui € a devida a ele.
Recomendamos aos interessados no desenvolvimento histérico do conceito de Integral,
a leitura do capitulo quatro da dissertagdo de Melo (2002), onde podemos encontrar uma
sintese histdrica do conceito de Integral, constando, desde elementos histéricos como o

método de exaustdo até a conceitualizagdo de Integral por Riemann.
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2.2 Bernhard Riemann

O texto seguinte é baseado na biografia de Riemann que é apresentada no sitio:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Riemann.html (O’CONNOR ¢
ROBERTSON, 1998):

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826, em
Breselens, Hanover, atual Alemanha. Até os 10 anos teve seu pai como professor,
depois disso passou a ser acompanhado por um professor da escola local, de nome
Schulz.

Quando foi para o Ginasio Johanneum, em Lineburg, em 1842, demonstrou
interesse em estudar Matematica, e o diretor do gindsio permitiu que Riemann
estudasse-a na sua biblioteca particular.

Em 1846 Riemann matriculou-se na Universidade de Gottingen, inicialmente
num curso de Teologia, mas depois transferiu para Filosofia, para estudar Matematica.
Teve aulas com Moritz Stern e Gauss, este ultimo foi seu orientador no doutorado.

Para facilitar seu estudo matematico, Riemann transferiu-se para a Universidade
de Berlin, instituicdo que lhe propiciava melhores condi¢des de acesso ao conhecimento
matematico. Estudou com Steiner, Jacobi e Dirichlet, e Eisenstein, sendo que, com este
altimo, discutiu uma teoria de funcédo eliptica usando variaveis complexas. Seu grande
inspirador foi Dirichlet.

Em 1849 voltou a Gottingen, para ser orientado por Gauss em sua tese de
doutorado, defendida em 1851. Nela, estudou a teoria das variaveis complexas e, em
particular, o que agora € chamado de superficies de Riemann. Introduziu métodos
topoldgicos na teoria das funcBes complexas e baseando-se na teoria de varidveis
complexas de Cauchy, examinou propriedades geométricas de funcdes analiticas e a
conectividade de superficies.

Segundo Struik (1987), Georg Friedrich Bernhard Riemann, sucessor de
Dirichlet em Gottingen, foi o homem que mais influenciou o curso da Matematica
moderna. Em sua vida, publicou poucos artigos, mas cada um deles foi, e continua
sendo, importante para a abertura de novos e produtivos campos.

Riemann tornou-se conferencista (privatdozent) em 1850, submetendo dois
trabalhos fundamentais: um sobre séries trigonométricas e os fundamentos da analise, e
outro sobre fundamentos da geometria. No primeiro deles, analisou as condic¢des de

Dirichlet para a expansdo de uma série de Fourier. Uma dessas condicdes estabelecidas
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era de que a funcdo deveria ser integravel. Mas o que significava isso? Cauchy e
Dirichlet ja haviam dado respostas, porém, Riemann desenvolveu uma formulagédo mais
compreensiva, segundo O"Connor e Robertson (1998). Ele é responsével pela defini¢do
que conhecemos, hoje, por Integral de Riemann, a qual foi substituida apenas no século
XX, pela Integral de Lebesgue. Segundo O’Connor ¢ Robertson (2004), Lebesgue a
publicou apenas em 1901, estendendo o conceito de area sob uma curva para algumas
fungdes descontinuas. Mais detalhes sobre Riemann pode ser obtido na dissertacdo de
Marcos Vinicius RIBEIRO (2010) e no MacTutor History of Mathematics da St
Andrews University (O’CONNOR e ROBERTSON, 1998).

Hsia (2006) apresenta um capitulo da sua dissertacdo sobre o objeto matematico
Integral, onde descreve o desenvolvimento histérico do conceito de integral, destacando
as diferencas entre as integrais de Cauchy e as integrais de Riemann. Aos interessados,
sugere-se a leitura.

A seguir, sdo descritos os procedimentos de ensino do conceito de Integral
Definida em alguns livros de Célculo. Tais descrigdes sdo analisadas de acordo com as
entidades primarias, propostos por Contreras e Orddfiez (2006), com o intuito de
estudar a relacdo entre os signos usados para codificar o conhecimento e 0s contextos
que servem para estabelecer o seu significado. Para tal modelo teorico, os autores
consideraram o modelo de triangulo epistemoldgico de Steinbring, cujos elementos sdo
conceito, signo/simbolo e objeto/contexto de referéncia, e a terna (S, I, R) de Vergnaud.
As entidades primarias, consideradas como constituintes primarios de outros objetos
como, por exemplo, o sistema conceitual, no modelo de Contreras e Ordofiez (2006,
p.69-70), sdo:

1. Linguagem (termos, expressdes, notacdes, graficos): sdo consideradas a
linguagem natural, analitica/simbolica, grafica e numérica.

2. Situacbes: sdo as tarefas que induzem a atividade matematica
(problemas, aplicacdes, exercicios).

3. Ac0des do sujeito diante das tarefas matematicas: operacdes, algoritmos,
técnicas de calculo e procedimentos.

4. Conceitos: dados mediante defini¢cbes ou descricoes.
Propriedades ou atributos dos objetos: que geralmente ocorrem por

meio de enunciados e/ou proposicdes.
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6. Argumentacdo: que podem realizar-se de modo heuristico, usando a
intuicdo, chamadas de justificacdo ou validagdo; e as de modo formal,

chamadas de dedugdes ou demonstracoes.

A analise ontosemidtica**, realizada pelos autores num livro de Calculo usado
nas principais universidades espanholas, apontou:

- é preciso cuidado quando da comparacdo do célculo da area de uma figura
plana com a area de uma regido em que ndo ha uma férmula especifica, especialmente
quando calculada por meio de formulas estudadas no Ensino Médio, pois os alunos
podem ndo compreender 0 processo;

- s6 podemos ter acesso aos objetos matematicos por meio das suas
representacdes, porém, isso pode confundir o aluno, fazendo-o pensar que o objeto
matematico € a propria representacao.

Este Gltimo item merece destaque, uma vez que, quando professores, e mesmo
alunos, se referem a “area exata” da figura dada pela Integral Definida, estdo utilizando,

na Lingua Natural, a identificacdo entre a representacdo e o objeto. N&o existe area

exata, ela é definida mediante o processo de limite.

2.3 A Integral Definida em Livros-Textos de Célculo: uma analise

Nesta secdo sdo discutidas as metodologias adotadas para a explanacdo do
conteudo Integral Definida em alguns livros-textos, constantes dos planos de ensino da
disciplina de Calculo Diferencial e Integral | para o curso de Matematica, de diversas
IES, tais como USP, UFSC, UnB, Unespar-Fecilcam, UTFPR. Mesmo nao sendo
objetivo desta tese a andlise aprofundada dos livros-textos mais usuais nos cursos de
Matematica, considera-se que estes tém forte influéncia na acdo docente. Por isso,
importa conhecer, mesmo gue superficialmente, o enfoque dado ao conceito de Integral
Definida pelos livros adotados, até mesmo para embasar a sequéncia didatica a ser
elaborada.

Com essa intencdo, foram selecionados o0s seguintes livros-textos, todos

constantes dos planos de ensino de Calculo 1 das Institui¢des de Ensino supracitadas:

**6 uma anélise que envolve as relagdes dialéticas entre 0 pensamento matematico, o sistema de signos
utilizado e as situagdes-problemas usadas na interacdo didatica, isto é, busca abranger questdes de ordem
epistemoldgicas, cognitivas e ontolégicas (GODINO, 2012).
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1. LEITHOLD, Louis. O Célculo com geometria analitica. 32 Ed. Vol.1. Traducéo
de Cyro de Carvalho Patarra. Sdo Paulo: Harbra, 1994.

2. AVILA, Geraldo. Calculo das fungbes de uma variavel. 72 Ed. V.1.. Rio de
Janeiro: LTC, 2003.

3. ANTON, Howard. Célculo: um novo horizonte. 6% Ed. V.1. Porto Alegre:
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4. TAN, S.T. Matemadtica aplicada a Administracdo e Economia. Tradugdo Edson
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al.Célculo de uma variavel. 3% Ed. Traducdo Rafael José lorio Junior. Rio de
Janeiro: LTC Livros Técnicos e Cientificos Editora, 2004.

A descricdo do desenvolvimento do tema pelos respectivos livros-textos pode
ser lida no apéndice A. Aqui, faremos uma breve analise do que foi observado.

O levantamento bibliografico mostra que as pesquisas relacionadas ao ensino de
Célculo retratam algumas dificuldades por parte dos alunos, dentre elas a falta de
compreensdo dos conceitos basicos necessarios.

Por outro lado, sdo apontadas alternativas para uma aprendizagem mais eficaz,
dentre as quais estdo: a utilizacdo de recursos tecnologicos, como 0s softwares
computacionais e as calculadoras graficas; os trabalhos em grupo; o uso da intuicdo do
aluno; a interdisciplinaridade e a diversidade de registros de representacdo dos
contetdos tratados.

Os livros analisados atendem parcialmente a recomendacdo das pesquisas
mencionadas, alguns em maior, outros em menor grau. Cabe lembrar que apenas a se¢éo
Integral Definida esta sendo discutida.

Ao analisar os aspectos citados por Contreras e Ordofiez (2006), podemos dizer
que os referidos livros-textos mais recentes tém inserido mais fortemente o discurso na
lingua natural em sua linguagem, o que pode significar maior atencdo a esse tipo de
registro, muitas vezes ignorado no ensino, mas que pode contribuir com a aprendizagem
matematica, como foi apontado na revisdo de literatura.

O ordenamento e a concatenacdo das ideias, especialmente dos ultimos quatro
livros (ANTON, TAN, STEWART, HUGLES-HALLET), facilitam o entendimento do

conceito de integral definida, por inserirem com mais frequéncia o discurso em lingua
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natural e a intuicdo do estudante. Mas ainda é possivel levantar alguns questionamentos:
os alunos compreendem as notacOes apresentadas ou apenas as copiam? Serd que oS
estudantes conseguiriam usar estas notagdes em outros contextos?; Se o aluno tivesse
um papel mais ativo nessa escrita algébrica, ele compreenderia melhor as notagdes e
conceitos?

O livro de Leithold, por exemplo, prioriza o registro simbélico-algébrico, o que
é de dificil compreensdo, ja que os conceitos e propriedades sdo apresentados
formalmente, sem discussdes. Da mesma forma, 0s exercicios sdo0 meramente
reproducdes dos exemplos, teoremas e demonstracdes. Obviamente, isto ndo é um
questionamento acerca da qualidade® do seu texto, apenas uma constatacio de que este
material poderia se tornar mais acessivel a todos os alunos graduandos, se apresentasse
seu contetido de forma mais interativa com o estudante.

Ja o livro de Avila utiliza-se mais da Lingua Natural, ou seja, tenta aproximar-se
da linguagem usada no cotidiano das pessoas, do que o de Leithold, mas ainda com uma
apresentacdo muito formal. Traz algumas inovacdes em relacdo aos exercicios
propostos aos alunos, que exigem, em alguns casos, algumas conjecturas. Contudo,
apresenta exercicios tedricos, com demonstracbes. Os conceitos e propriedades do
conteudo sdo apresentados numa tentativa de convencer o estudante acerca do que ele
deve compreender, ainda que prevaleca a linguagem demonstrativa.

Anton busca escrever o texto matematico com o uso da Lingua Natural como
eixo norteador, isto é, os conceitos e propriedades relativos ao tema sdo descritos de
forma a culminar na sua definicdo, que sdo enunciadas, sem demonstracGes, mas sdo
ilustrados com graficos e exemplos numéricos. Os exercicios sdo escritos em forma de
situacdo-problema e direcionados para a compreensdo dos conceitos e a conversao de
representacdes € requerida, assim como a resolucdo em ambiente computacional.

A Lingua Natural também é explorada no livro de Tan, que ilustra os conceitos e
propriedades enunciados com gréaficos e exemplos numéricos, especialmente relativos a
area da Administracdo e Economia, areas as quais se destina. Seu diferencial é a
proposta de atividades em grupo, nas quais novos desafios sdo apresentados, alguns
deles tedricos, para serem discutidos coletivamente. Além disso, ha o incentivo ao uso

de calculadoras graficas, o que permite, ao aluno, explorar mais variagdes para um

** Entendido como “Grau de perfeigio, de precisio, de conformidade a um certo padrio”
(http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php?lingua=portugues-
portugues&palavra=qualidade)
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mesmo caso. Os conceitos sdo enunciados depois de uma descricdo de uma situacao,
isto &, o estudante é levado a compreender o conceito em quest&o.

Stewart tem uma abordagem mais computacional, isto é, insere mais fortemente
recursos como calculadoras gréaficas na sua apresentacdo, mas é guiado pela Lingua
Natural, o que significa que a linguagem usada em seu discurso é mais préxima da
linguagem usual. Andlises grafica e interpretativa sdo requeridas nos exercicios,
apresentados sob a forma de situagOes-problema. Resolugbes em ambiente
computacional também sdo requeridas em varios momentos. Ha diversidade de
apresentacdo dos registros de representacdo semidtica como tabelas, graficos, lingua
natural, demonstragoes.

Quanto aos diferentes registros, notou-se uma exploracdo maior desse fator em
Hughes-Hallett, que apresenta todo o conteddo com tentativas de explorar as
representacdes verbal, numeérica, grafica e algébrica. Ha atividades para serem
resolvidas em ambiente computacional. Os conceitos sdo apresentados em meio a
exploracédo de situacOes, 0 que faz com o que este se torne mais natural de ser aceito. A
parte formal do conteudo (as demonstracdes) € apresentada numa secdo ao final do
capitulo. Cabe informar que no prefécio do livro de Hughes-Hallettt, ao apresentar seus

principios norteadores, os autores afirmam:

(...) achamos que representacdes multiplas encorajam os estudantes a reflexdo
sobre o significado do material. Em consequéncia, fomos guiados pelos
seguintes principios: Nossos problemas sdo variados. (...) A maior parte exige
gue os estudantes entendam os conceitos e ndo podem ser feitos segundo um
modelo no texto. A regra de quatro: onde seja apropriado, os tépicos devem
ser apresentados sob as formas geométrica, numérica, analitica e verbal.

Cabe destacar, ainda, que a diferenca entre os livros mencionados e outros como
Courant (1965) e Piskunov (1983), quanto ao tratamento dado a integral definida, esta
especialmente na abordagem do tema por meio da Lingua Natural. Esta se encontra
mais presente em autores das ultimas duas décadas, como Hughes-Hallett, Stewart,
Anton e Tan. O livro de Leithold ainda se aproxima muito da abordagem de Piskunov
(1983), ou seja, extremamente formal e pouco atraente.

Esta analise dos livros-textos ndo pretende minimizar a importancia dos
teoremas e demonstracdes matematicas, apenas enfatizar que o tratamento matematico
dos conceitos deve vir acompanhado pela sua compreensdo. Nesse sentido, a literatura
pesquisada aponta as contribui¢cbes de maior exploracdo dos recursos computacionais,

da Lingua Natural, do trabalho em grupo e da intuicdo discente para a aprendizagem do
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Célculo. Estes fatores devem estar presentes no material que o professor pretende usar

como referéncia para suas aulas.
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Barufi (1999) analisou livros didaticos de Calculo | (e alguns de Andlise) para
perceber como se da a negociacdo de significados para a construcdo do conhecimento
desejavel por parte do aluno. Ao que parece, os resultados dessa pesquisa também
apontaram no sentido de um distanciamento entre a apresentacdo dos livros didaticos e
0 que indicam as pesquisas académicas para um ensino de Calculo mais eficaz.

A referida autora analisou vinte e quatro livros didaticos *° usados ou
recomendados por professores da Universidade de Sdo Paulo, em cursos de Calculo I, a
luz do referencial tedrico da rede de conhecimentos e significados. Os critérios
utilizados foram: Ideia, Problematizacdo, Linguagem, Visualizacdo, Argumentacao,
Formalizagéo.

Na pesquisa de Barufi (1999), para cada um dos critérios analisou-se alguns
quesitos 1) Ideias: presenca das idéias fundamentais que, historicamente, propiciaram o
desenvolvimento do Célculo; 2) Problematizacdo: existéncia de problemas motivadores
para chegar a construcao do conceito; 3) Linguagem: além da linguagem matematica se
ha texto em linguagem corrente (lingua natural) por meio do qual o autor busca o
convencimento do leitor; 4) Visualizacdo: riqueza de figuras para embasar célculos
algébricos; 5) Argumentacao: exploracdo de aproximacdes, sem carater definitivo logo
na primeira exposicédo, e uso da intuicdo; 6) Formalizacdo/generalizacdo: a naturalidade
com que as formalizagdes sao obtidas.

Em relacdo aos critérios considerados, Barufi (1999) concluiu que:

v lIdeias: “29% deles (livros didaticos analisados) explicitam fortemente as

idéias do Calculo, importantes historicamente ou por sua atualidade” (p.128).
Isto significa que em 71% dos livros analisados ha pouca ou nenhuma
preocupacao com as idéias que levaram ao desenvolvimento do Calculo.
v Problematizacdo: Em apenas “38% dos livros analisados foram observados
problemas importantes para motivar a introdu¢do de conceitos” (p.129).

v Linguagem: Em “66% dos livros analisados o autor busca o convencimento
do leitor, discute dificuldades e mostra possiveis caminhos por meio de texto
em linguagem corrente” (p.130). 17% dos livros ndo usam a linguagem

corrente e outros 17% a usam apenas como texto informativo.

*®0s autores dos livros didaticos analisados sdo: H.M.Alexander; T.M. Apostol (analise e Calculo 1); G.
Avila; K.G. Bartkovich; P.Boulos (v.1,2); M. Bruckheimer et al (v.1,2); R.C.Buck; R. Courant; F. John
e R. Courant; H.P. Greenspan e D.J. Benney; H.L.Guidorizzi; W. Kaplan; W. Kaplan e D.J. Lewis; S.
Lang; L. Leithold; E.E. Moise; N. Piskunov; W. Rudin; G.F.Simmons; M. Spivak; E.W. Swokowski;
A.J.White; A.B.Willcox
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v Visualizagdo: Em 54% dos livros analisados foi observado o uso de imagens
(figuras ou gréficos) para extrair conclusfes, enquanto que em 33%, as
figuras foram usadas apenas para verificar aquilo que foi estabelecido, e
outros 17% ndo apresenta (ou apresenta muito pouco) figuras.

v' Argumentagdo: “33% dos livros busca a constru¢do do conhecimento por
aproximacgdes, sem imprimir um carater definitivo, logo da primeira vez”
(p132). Em contrapartida, “42% dos textos utilizam recursos provenientes da
l6gica interna, caracterizando a dedugdo e evitando ao maximo a intui¢do”
(p-132). Nos demais 25%, “a argumentagcdo ndo ¢ apenas internalista, mas €
estabelecido um carater definitivo”.

v Formalizagdo: “Apenas 21% dos autores apresenta o Célculo em construgio”
(p.133). Em 54% dos textos foi observado que ainda permanece a nogdo de

transmissao de conhecimento.

Pelos resultados obtidos por Barufi (1999), é possivel deduzir que nem sempre
os livros didaticos usados como apoio, pelos professores, apresentam o texto de forma a
contemplar as sugestdes das pesquisas académicas para uma adequada compreensdo do
aluno.

Em particular, em relacdo ao conteudo Integral Definida, é importante conhecer
a maneira como ele € apresentado nos livros-textos para que o professor possa escolher
a metodologia de ensino mais adequada ao seu contexto. Machado (1996) discute
alguns pontos em relagdo ao livro didatico e argumenta que, em muitos casos, € ele que

indica o caminho que o professor deve seguir. O autor afirma ainda que, muitas vezes:

O professor abdica do privilégio de projetar os caminhos a serem trilhados,
em consonancia com as circunstancias — experiéncias, interesses,
perspectivas — de seus alunos, passando a conformar-se, mais ou menos
acriticamente, com o encadeamento de temas propostos pelo autor. Tal
encadeamento ora tem caracteristicas idiossincraticas, ora resulta da
cristalizacdo de certos percursos, que de tanto serem repetidos, adquirem
certa aparéncia de necessidade logica; nos dois casos, a passividade do
professor torna um pouco mais dificil a j& complexa tarefa da construgéo da
autonomia intelectual dos alunos (MACHADO, 1996, p.31).

Nesse sentido, € essencial que os livros-textos usados nas aulas de CDI
correspondam ao que se indicam nas pesquisas académicas, em relacdo: aos obstaculos
epistemoldgicos, didaticos ou ontogenéticos envolvidos em cada conteldo; a variedade
de registros semioticos a serem usados e a propria metodologia, inserindo atividades em

gue os estudantes sejam levados a explorar e a usar seus conhecimentos em busca de
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um novo saber. Por exemplo, nos livros descritos, ha a defini¢cdo da area como o limite
da soma. Orton (1983 apud Contreras e Ordofiez, 2006) considera que a integragéo,
enquanto soma, constitui um obstaculo epistemoldgico para a no¢do. Schneider (1988
apud Contreras e Ordofiez, 2006) também considera que seja obstaculo para a
compreensdo da nocdo da Integral que a area seja calculada por meio de uma soma
infinita de areas de retangulos. Estas pesquisas nos indicam que, ao definir a &rea como
uma soma, provavelmente o aluno aceitara a definicdo, mas ndo a compreendera. Elas,
ainda, nos induzem a pensar que este conceito deve ser mais bem estruturado para
permitir a compreensdo do aluno. E preciso resgatar que o conceito de area se forma a
partir de experimentacfes, especialmente nos casos ndo contemplados pela geometria
euclidiana. E é nesse sentido que buscamos tratar esse obstaculo nesta tese: fornecendo
atividades em que a area seja calculada por meio da soma de infinitas areas de
retangulos, de modo que o aluno compreenda o processo de calculo dessa area e
relacione-o aos registros algébricos.

Nesta pesquisa, procura-se fornecer atividades para que o aluno perceba que a
area sob uma curva é escrita como limite de uma soma, o que geralmente é apresentado
na disciplina CDI mediante uma definicdo. Considerar-se-a que os estudantes possuam
nocdo sobre a relacdo entre area e figuras poligonais e entre area e algumas figuras
geométricas como circulos, elipses etc. A partir de entdo, construir-se-a a relacao entre
area e figuras, como a figura de um lago. Tais atividades estdo apresentadas nas secdes
4a8.
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Secdo 3 — Aspectos Gerais da Sequéncia Didatica Proposta e Sua
Aplicacéo

3.1 Aspectos Gerais da Sequéncia Didatica proposta

A literatura pesquisada propde o0 uso de recursos computacionais e de diversas
representacdes para o entendimento dos conceitos do CDI. Aqui, buscou-se aliar, por
meio de situacdes didaticas, a utilizacdo destes fatores aos conceitos 0s quais, em nosso
ponto de vista, sdo contemplados pelo campo conceitual da Integral Definida e que
interferem, diretamente, na sua compreensdo. Além disso, procurou-se fazer uso das
atividades de tratamento e conversdo de registros de que trata a teoria de Registro de
Representacbes Semioticas. Em sintese, na sequéncia didatica buscamos planejar
atividades em que os alunos tivessem um papel ativo de investigacdo, que exigiam o
tratamento e, principalmente, a conversdo entre diversos registros, incluindo a lingua
natural, e o recurso computacional era usado como suporte a exploracdo. Além disso,
era preciso refletir sobre a acdo para representar os conceitos-chave e suas ligacfes nos
mapas conceituais. Acreditamos que este enfoque seja diferente do apresentado nos
livros-textos ja descritos e que atende as recomendac6es da pesquisa bibliografica.

Nossa intencdo é que a sequéncia didatica ofereca a possibilidade de
experimentacdo, observacdo, analise e compreensao dos conceitos por parte do aluno.
Cremos que tais atividades podem ajudar o aluno a se tornar o elemento principal do
processo de aprendizagem, levando-o a agir de forma autbnoma. Para tanto,
convencionou-se que o professor-pesquisador deveria atuar apenas no acompanhamento
e observacdo, e interferir apenas quando extremamente necessario para o0
desenvolvimento das atividades, sem que isso comprometesse 0 processo de devolucgéo,
conforme indica a TSD para situacOes adidaticas.

Cada uma das questdes propostas na referida sequéncia é classificada segundo a
tipologia das situacdes didaticas em relacdo a situacdo de acdo, formulacédo, validacéo e
institucionalizacdo, tendo por base, a exposicdo da secdo 1.

As atividades foram organizadas em partes, denominadas A, B, C, D e E, cada
uma com um objetivo especifico, segundo um critério a priori do que seria uma ordem
I6gica para que o objetivo fosse atingido. Tal ordem foi estabelecida pelas dificuldades

detectadas durante os anos de magistério superior no trabalho em sala de aula da
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disciplina CDI, e seguindo a linha de pensamento de Duval*’ (2010, p.7) para o qual “A
organizagdo de um programa de ensino em um ciclo se faz pela ordem inversa do
processo de decomposicao regressiva”.

Decomposicdo ou andlise regressiva, para Duval, é a decomposi¢cdo de um
conhecimento em conhecimentos que sdo pré-requisitos elementares (conteddos ou
procedimentos minimos para adquirir o conhecimento almejado) (DUVAL, 2010). Por
exemplo, para o conceito de integral definida, alguns pré-requisitos elementares séo a
nocdo de limite, a convergéncia de sequéncias e séries, e a notacdo sigma. Estes
assuntos sdo determinados a partir da analise dos componentes do conceito chave.

As secOes 4 a 8 apresentam as analises a priori e a posteriori das atividades
propostas para a compreensdo da conceitualizacdo de integral definida, segundo
Riemann, para fun¢des de uma variavel real.

Inicialmente, foi planejado um trabalho com a convergéncia de sequéncias
numéricas. Procurou-se, nessa fase, fornecer situacdes que possibilitassem ao aluno
transitar entre diferentes sistemas semioticos (DUVAL, 2011), representacdes gréaficas,
numéricas e escritas simbdlicas, com o intento de fornecer elementos importantes para a
compreensdo do conceito de integral definida. Tais atividades devem proporcionar o
entendimento do conceito de limite e sua representacdo para aproximacdes, cujas
dificuldades de compreensdo ja foram citadas por Melo (2002) e Amadei (2005). As
analises a priori e a posteriori da parte A sdo apresentadas na secao 4.

A construcdo do conceito de Integral Definida, aliado a compreensdo do sistema
semidtico da notacdo algebrica, é tratada tambeém na segunda parte, na qual o objetivo
foi reconhecer as necessidades e utilidades das notacGes (signos) usadas neste contexto.
As analises a priori e a posteriori da parte B sdo apresentadas na se¢éo 5.

Na terceira parte, denominada de C, sdo trabalhados conceitos considerados
fundamentais para o entendimento das integrais definidas, quais sejam: infinito

|48.

potencial®; infinitésimo*’; soma finita>®; soma infinita® e proximidade numérica®?.

“’No original: “L’organization d’une progression de 1’enseignement sur um cycle se fait alors selon
I’ordre inverse du processus de décomposition régressive”

*® Infinito potencial “E aquele que ndo se pode realmente atingir — um ideal, um lugar muito distante ou
um numero que ndo se materializa de fato” (AMADEI, 2005, p.32). O infinito potencial estd associado a
divisibilidade ao infinito. Um exemplo é o calculo de uma area por meio da soma de infinitas areas de
retangulos, por mais que se aumente infinitamente a quantidade de retangulos, essa quantidade continua
sendo um numero finito. Esse infinito é o infinito potencial.

* Infinitésimo: uma quantidade infinitamente pequena. Em Amadei (2005, p.68) afirma-se que o
infinitamente pequeno “é admitido apenas como infinito potencial e somente para avaliar a razdo de dois
infinitamente pequenos”.
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Além destes, é extremamente necessario que o estudante compreenda a significagdo dos
signos utilizados na Anélise Matematica para o tratamento do “infinito atingido” e do
“limite atingido”. Tais signos estdo relacionados a significados estabelecidos no século
XIX e sdo geralmente apresentados aos estudantes nas primeiras semanas do curso de
Célculo, sem o fornecimento de situacdes para que trabalhem com diferentes sistemas
semioticos e com situagBes numéricas. As analises a priori e a posteriori da parte C séo
apresentadas na secéo 6.

Nas partes D e E, as atividades procuram levar o estudante a associar a Integral
Definida com o céalculo de uma area, que é obtida por meio do limite de uma soma de
pequenas areas. As analises a priori e a posteriori das partes D e E sdo apresentadas nas
secOes 7 e 8, respectivamente.

Nosso intuito é que a sequéncia didatica elaborada possa contribuir para sanar as
dificuldades de associag&o do conceito de limite ao de integral, citadas por Melo (2002),
de compreensdo de um processo infinito, que gera um numero finito, citado por
Contreras e Ordofiez (2006) e de compreensdo da definicdo do conceito de Integral
Definida, citada por Mometti (2007). Além disso, pretende-se explorar 0s conceitos
matematicos em Lingua Natural, cujos beneficios ja foram apresentados por Mariani
(2006) e Dall’anese (2006). Para tanto, foram utilizados recursos computacionais, como
apontam as pesquisas de Camacho e Depool (2003), Scucuglia (2007), Campuzano e
Figueroa (2011), Richit et al (2011) e Barroso et al (2008).

Em cada uma das etapas da sequéncia didatica, planejou-se que o aluno
elaborasse e/ou complementasse um Mapa Conceitual, com 0s conceitos-chave
percebidos em cada parte, a fim de acompanhar a evolucdo da construcdo do conceito
de integral definida e possiveis dificuldades que podem se tornar obstaculos didaticos
ou ontogenéticos para essa compreensao.

As secdes de 4 a 8 apresentam as analises a priori e a posteriori de cada questdo
ou grupo de questdes, com o intuito de facilitar a compreensdo e analise do que fora
esperado e alcancado em cada caso. O leitor interessado em conhecer toda a lista de
tarefas de cada uma das partes, para avaliar o conjunto de problemas propostos, podera
obté-las nos apéndices B, C, D, E e F, respectivamente, lista de tarefas das partes A, B,
C,DeE.

%% Soma finita: soma de infinitos valores que se aproximam de um determinado valor, um valor finito.
*! Soma infinita: soma de infinitos valores que n&o se aproximam de um determinado valor.
%2 Quando a diferenca entre um valor e outro nimero dado é infinitamente pequena.
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3.2 A Aplicacéo da sequéncia didéatica

3.2.1 O planejado

O planejamento inicial era elaborar um minicurso com cerca de 20 horas, de 2
horas por semana durante o primeiro semestre de 2012, a fim de apresentar aos alunos
atividades referentes ao conceito da integral definida. Desta forma, haveria tempo para
que fossem analisadas as dificuldades apresentadas pelos alunos e para possiveis
reformulacdes das atividades de modo a trabalha-las.

O publico alvo pretendido constituia-se de alunos de 1° periodo dos cursos de
graduacdo do Campus Campo Mourdo da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
(UTFPR-CM), preferencialmente reprovados, a fim de melhor avaliar a sequéncia
didatica proposta e perceber o papel da elaboracdo dos Mapas Conceituais na
construcdo do conceito em tela. Acreditava-se que estes alunos, por ja terem cursado a
disciplina, terem experimentado as aulas expositivas, realizado provas e sem obterem
aprovacdo, poderiam nos fornecer dados mais significativos em relacdo a sua
aprendizagem.

Pretendia-se trabalhar com um namero de alunos entre 10 (dez) a 15 (quinze)
para facilitar a analise e confronto dos Mapas Conceituais confeccionados

individualmente pelos discentes.

3.2.2 O executado

Devido a uma greve nas Universidades Federais, iniciada em maio de 2012,
alguns alunos, por terem sido encontrados mais facilmente, foram convidados a fazer o
minicurso, que ocorreu de forma presencial, no periodo de 06 a 15 de agosto de 2012,
na UTFPR de Campo Moudo, das 19 as 23 horas®*. Participaram, ao todo, 13 alunos de
1° a 3° periodos, sendo 4 alunos do curso de engenharia ambiental, 1 aluno do curso de
Engenharia de Producdo, 1 aluno de Engenharia Civil e 7 alunos do curso de

Licenciatura em Quimica. Destes, apenas trés alunos haviam sido aprovados em Calculo

>3A titulo de informacéo, na UTFPR-CM as aulas retornaram em 24 de setembro de 2012.

* Consideramos a concentracdo da carga horaria do curso, um empecilho que atrapalhou o
desenvolvimento dos Mapas Conceituais dos alunos, pois se sentiam pressionados a acompanhar 0s
demais colegas, deixando de lado a elaboracdo dos Mapas para realizar as atividades. Além disso, ndo
houve tempo suficiente para o aluno refletir sobre as atividades realizadas e descrever os conceitos
trabalhados em forma de Mapa Conceitual.
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| e estavam cursando o Caélculo I, e um deles havia sido reprovado e ndo estava

cursando a disciplina nesse semestre. Os demais estavam cursando pela 22 ou 3?2 vez.

Com excecdo da aluna Denise, que era de outra universidade, todos os participantes

eram alunos da UTFPR-CM. No Quadro 8 estdo caracterizados os participantes

voluntérios da pesquisa.

Periodo . x
Nome Situagao em Mapas x
Ficticio na Curso Clculo| | Elaborados= |~ OPervas®
matricula
- Cursando pela 3 )
° Concl
Alvaro 2° semestre | Eng Civil 2 vz (ALA2.C.E) oncluiu
. . 1 Frequentou todos os
Bi 10 semestre | Licenciatura em Cursando pela A dias, mas ndo
a semestre Quimica 12 vez (A) conseguiu resolver
todas as atividades
2
Bruno 2° semestre | Eng Ambiental ;u\zgndo pela (A1,A2,E) | Concluiu
Camila 20 semestre | Eng Ambiental Cursando pela 2 Nao fez a Gltima parte
9 32 yvez (A]_,AZ,E) do minicurso
Aprovada,
Caroline 2 semestre | Lic Quimica cuesando 2 Concluiu, mas ndo fez
Calculo 2 (AC) 05 mepas
. . Reprovi na )
Claison 2° semestre | Eng Ambiental epro ado, ndo 3 Concluiu
esta cursando (AE)
Aprovada, 1 Conclu s
R H H onclulu, mas nao rez
Daia 2 semestre | Lic Quimica ((::uérlscalljr:goz (A.C) 05 mapas
) . L Cursando pela 2 .
0 Concl
Débora 3% semestre | Lic Quimica 28 ez (AE) oncluiu
Engenharia de
. 0 x Cursando pela . .
Denise 2°ano Producéo a 0 N&o concluiu o curso
(UNESPAR) 2 vez
_ _ _ Aprovada,
Desiée 2 semestre | Lic Quimica cursando 0 N&o concluiu
Célculo 2
Reprovada, mas
Fernanda 2 semestre | Lic Quimica fazendo Calculo 0 N&o concluiu
2
Gabriel 3° semestre | Lic Quimica ;u\;zzndo pela 0 2‘50 terminou a parte
. Reprovado, ndo 3 ;
° ) ! Concl
Marcos 2° semestre | Eng Ambiental esta cursando (ALA2.C.E) oncluiu

Quadro 8: Participantes da Pesquisa
*As letras referem a parte da qual o MC foi elaborado. Al significa MC da parte A, antes da discussio
coletiva, A2 significa MC da parte A, depois da discussdo coletiva. A letra A significa que o aluno
entregou apenas um mapa, que pode ter sido elaborado antes ou depois da discussao.

Quando questionados sobre 0 motivo pelo qual aceitaram o convite para fazer o

minicurso, alguns poucos alunos afirmaram ter sido apenas por curiosidade, ja que era

para ser algo diferente das usuais aulas de Calculo, outros disseram que esta era uma

oportunidade de aproveitar um periodo sem aulas para aprender um pouco mais de

Célculo, pois essa “matéria” é muito dificil.
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Em relacdo as principais dificuldades que eles sentiram quando estudaram
Célculo 1, quatro dos treze participantes indicaram explicitamente a matematica béasica
como obstaculo, outros trés o fizeram indiretamente, quando afirmaram que a
dificuldade estava em saber o que fazer quando tinha uma equacdo para resolver, ou
algum termo para multiplicar. Nove dos treze alunos citaram a compreensédo dos
conceitos como principal dificuldade, sendo que, destes, cinco mencionaram 0s
conceitos de integral e derivada como sendo mais dificeis e um deles ainda acrescentou
0 conceito de limite.

Todos os cursistas afirmaram ser o estudo em grupo a melhor maneira de
aprender os conceitos do Célculo (esta é a estratégia usada por eles fora da sala de aula),
sendo que para oito deles, além desse estudo coletivo, deve existir o estudo individual.

No minicurso, inicialmente, foi explicado do que se tratava a pesquisa e seus
objetivos, o que eram os Mapas Conceituais, inclusive com a confeccdo de um mapa
conceitual em conjunto, no quadro negro, pois a maioria dos cursistas ndo conhecia.
Ap0s, foi apresentada a ferramenta Cmap Tools a ser usada para a confeccdo dos mapas,
desde como comecar um mapa, incluir as frases de ligacdo, até a formatacdo dos
retangulos para os conceitos e das linhas de conex@o entre conceitos, e como inserir
signos matematicos.

Devido a inexperiéncia dos alunos com os mapas conceituais, as producdes deles
ndo atendem, necessariamente, ao proposto por Novak (2006). Entretanto, optamos por
analisa-las mesmo assim, considerando-as como mapas conceituais, por considerarmos
que os diagramas elaborados continham informaces relevantes sobre a aprendizagem
em construcdo com a sequéncia didatica.

Em contato por email na semana anterior ao minicurso, os alunos foram
convidados a fazerem download dos softwares Geogebra e wxMaxima, que seriam
usados como ferramentas computacionais de apoio ao desenvolvimento das tarefas, e
explora-los. No primeiro dia do curso, quando questionados sobre o manuseio dos
aplicativos, a maior parte dos alunos afirmou ter conseguido trabalhar com o Geogebra,
mas ndo com o wxMaxima. Dessa forma, a pesquisadora optou por iniciar a resolucdo
das tarefas, que requeria apenas o Geogebra, e explicar mais detalhnamente o uso do
wxMaxima nas atividades que necessitassem desse aplicativo. Esta atitude foi motivada
pela ansiedade mostrada pelos alunos em saber o que eles teriam que fazer, ja que nao

haveria uma aula de Calculo como eles estavam acostumados.
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Nas tarefas que requeriam o wxMaxima, a pesquisadora explicou para cada
aluno e/ou equipe como usa-lo. Antes, porém, os alunos foram incitados a usarem 0s
comandos e fazerem sozinhos, acompanhados pela pesquisadora. A dificuldade maior
estava em seguir todos os comandos dados no enunciado da tarefa, isso porque,
geralmente, os alunos ignoravam a prioridade das operac@es aritméticas, assim como 0s
parénteses; também, algumas vezes, ndo liam o enunciado com atencé&o.

Apesar dessa dificuldade com o wxMaxima, esse aplicativo contribuiu para que
os alunos pudessem enxergar os registros algébricos fornecidos pelo software de acordo
com a informacdo das operacOes que deveriam ser efetuadas, que foi repassada pelo
estudante.

Apos a explanacdo do Cmap Tools e questionamentos dos softwares, por opcéo
deles, agruparam-se em duplas e um trio. A cada participante foi entregue um pacote
com todas as atividades, sendo uma ou duas em cada folha, dependendo da
complexidade da solugdo. Cada pacote foi denominado pelos alunos com um
pseuddnimo (nome ficticio), que € usado para identifica-los neste trabalho, nas secoes
de 4 a 8, que tratam das analises a priori e a posteriori. Seus pseuddnimos estdo
apresentados no Quadro 8. Foi solicitado que terminassem completamente uma tarefa,
inclusive a redacéo das suas conclusdes, antes de lerem ou comegarem a outra. Ao final
de cada dia de curso os alunos devolviam seus pacotes com as tarefas realizadas no
periodo, para possibilitar a anélise das resolucdes e garantir que cada aluno tivesse o seu
material no dia seguinte.

E importante comentar que os alunos foram orientados a montar os Mapas
Conceituais, buscando atender aos pressupostos apresentados, mas sem ater-se
exclusivamente nisso, a partir da relacdo percebida entre os conceitos trabalhados em
cada se¢do, ou seja, em cada uma das partes A, B, C, D, E. Isto significa que se 0s
alunos ndo percebiam que tinham que realizar acréscimos nos Mapas, eles ndo eram
induzidos a fazé-los. Esta postura foi tomada considerando que, nem sempre 0S
professores tém, em sala de aula, como acompanhar individualmente os alunos,
especialmente no primeiro periodo de graduacdo, cujas turmas comportam em torno de
50 alunos ou mais. Desta maneira, a pesquisa poderia indicar, também, que assuntos
poderiam ou deveriam ser retomados mediante andlise dos Mapas Conceituais
elaborados. Além disso, poderia ser avaliada a eficacia da prdpria sequéncia didatica.

Informalmente, alguns alunos comentaram preferir terminar a resolucdo da

Sequéncia de Atividades para verificar como os diversos assuntos estariam associados
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ao final, para sé entdo, elaborar o seu Mapa, j& que haveria apenas uma semana para
realizar a atividade.

Cabe, ainda, destacar que as davidas surgidas durante a resolucao das atividades
foram sanadas pela pesquisadora logo apds a producgdo das respostas pelos alunos, as
quais foram usadas na analise dos resultados.

No primeiro dia, 06 de agosto, a maioria dos alunos, respondeu as quatro
primeiras questdes da parte A, sendo que dois responderam até a quinta questdo, e dois
até a terceira. Durante todo o periodo, os alunos mostraram-se interessados na solucao
das questdes, discutindo entre si cada duvida surgida. Precisaram muito da ajuda da
professora para executar os comandos do Geogebra, principalmente devido a
incompreensdes da simbologia matematica, como o uso de parénteses nas férmulas,
comandos para as operacdes basicas, a compreensdo do comando. Ao final, quando
foram dispensados, alguns alunos exclamaram que ndo haviam percebido o tempo
passar. Segundo a declaracdo da aluna Bia: “estava gostoso fazer, porque mesmo que
VOCé ndo soubesse como resolver uma questdo, o colega ajudava, e isso te estimulava a
tentar fazer o proximo sozinha”.

As representactes graficas em R e em R?, aliadas a representacdo numérica,
possibilitou a correspondéncia entre a convergéncia de uma sequéncia e a nocao de
limite de uma funcéo.

No segundo dia, 07 de agosto, 0s alunos continuaram a resolucdo do ponto em
que pararam. Alguns deles, antes de reiniciar 0 minicurso, comentaram que as
atividades do dia anterior haviam facilitado a percepcdo de algumas no¢oes de limites
que ndo tinham sido efetivamente compreendidas, e sugeriram 0 seu uso nas aulas
regulares para mostrar a teoria explicada pelo professor. Neste dia, sete alunos
conseguiram chegar a questdo 10, trés conseguiram até a 8, e trés alunos faltaram. Uma
das dificuldades foi novamente usar os comandos do Geogebra, porém, todos ja sabiam
qual era a variavel dos exercicios, 0 que ndo ocorreu no dia anterior. Contudo, o
momento mais dificil foi o de institucionaliza¢do, proporcionado pela questdo 7. Os
alunos ndo perceberam a relacdo entre o enunciado da referida questdo e os enunciados
anteriores. Foi necessaria a intervencdo da pesquisadora para o esclarecimento das
“letras” que apareciam nele. Mesmo assim, muitos alunos permaneceram, grande parte
do tempo, analisando as possibilidades. Notamos que seria mais interessante a
disponibilidade de mais exercicios semelhantes para a efetiva construcdo da nocao

matematica de convergéncia.
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No terceiro dia, quatro alunos conseguiram chegar até a tarefa 4 da parte B, trés
conseguiram terminar a parte A, e outros quatro chegaram apenas até a tarefa 13,
porém, haviam comegado na tarefa nimero 10. Com relagdo a esses Ultimos, a principal
dificuldade manifestada por eles foi na compreensdo do significado da expressao
f(n)e(L—¢lL+e).

No 4° dia, 09 de agosto, os alunos conseguiram terminar a parte B e iniciar a
parte C. A dificuldade maior foi na obtencdo das formulas que descrevem os termos
gerais das sequéncias analisadas.

No dia 10 de agosto, apenas foram concluidas as atividades da parte C, com a
confeccdo do mapa conceitual. Os alunos demonstraram cansago e pouco animo para
fazer exercicios repetitivos.

No dia 13 de agosto, 6° dia de aplicacéo das atividades, os alunos fizeram a parte
D, mas ainda com dificuldades na escrita simbolica.

Nos dias 14 e 15 de agosto foi trabalhada a parte E, incluindo a elaboracdo do
Mapa Conceitual.

Nestes ultimos dias, de 13 a 15 de agosto, o trabalho em grupo foi bastante
produtivo. Ja ndo havia mais duplas separadas, mas uma equipe com todos os alunos

que haviam se empenhado até o final do minicurso.
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Secdo 4 - Andlise a priori e a posteriori das Atividades Propostas na
Parte A

Nesta parte inicial, procurou-se contemplar a atividade cognitiva de converséo
entre representacbes em diferentes sistemas semidticos. Prezou-se pela utilizagdo de
representacfes semidticas graficas e simbolicas (numéricas e algébricas). A ordem de
apresentacdo das atividades foi considerada como de dificuldade progressiva, e
procurou-se explorar o conhecimento matematico anterior do aluno. O objetivo
principal desta etapa foi construir 0 conceito de convergéncia de uma sequéncia
numeérica, a partir das multiplas representacdes. Outro objetivo das atividades, foi o de
desenvolver a capacidade l6gico-matematica, pressupondo que o aluno a tivesse em
nivel elementar. Essa capacidade mais desenvolvida é necessaria para a construcao dos

conceitos envolvidos com as ideias e 0 uso de representacdo formal de infinito.

4.1 A tarefa 1 e as analises a priori e a posteriori

4.1.1 Andlise a priori

Considere a primeira tarefa, cujo enunciado é:

1. Com o software Geogebra é possivel mostrar, no plano cartesiano,
pontos de coordenadas (X,y) que descrevem graficamente o comportamento
de uma sequéncia. A abscissa x simplesmente indica o indice dos termos da
sequéncia (primeiro termo, X = 1; segundo termo, x = 2, e assim por diante),
enquanto que a ordenada y mostra a grandeza numérica do termo de indice X
(y é o valor obtido quando substituimos x por um ndmero na férmula do
termo geral da sequéncia, e representa a distancia vertical do ponto de
coordenadas (X,y) ao eixo Ox). Com essa representacdo grafica, é possivel
analisar o comportamento da sequéncia (saber onde cresce, decresce,
aproximacgdo,...). O comando, no Geogebra, que nos permite essa
representagdo ¢ “Sequéncia [<(variavel, expressdo)>, <variavel>, <valor
inicial>, <valor final>]"

1.1  Para cada um dos itens abaixo, use o comando acima para analisar 0
comportamento das sequéncias. Vocé pode aumentar os valores finais para
visualizar melhor o que acontece com os termos da sequéncia.

1.2 Em seguida, escreva, para cada item, 0 que vocé observou sobre o0s
termos da sequéncia.

a) a, =Vn

b) by = (-1
0 ="

d)  d, ==

e) e, = n®

) fi=n
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Tal conjunto de atividades visa a exploracdo, mediante representacdo grafica de
pontos (X, y) no plano cartesiano, do comportamento de uma sequéncia numérica e o
estabelecimento de critérios subjetivos para a analise da convergéncia. Espera-se que 0
aluno observe as representacbes gréaficas e conclua que algumas das sequéncias
apresentam termos que se aproximam de um valor especifico, enquanto outras ndo
apresentam esse comportamento. As sequéncias apresentadas nos itens b, ¢ e d se
aproximam dos numeros 0, 1 e 0, respectivamente, enquanto as demais sentencas
apresentam termos cuja ordenada y sempre aumenta, sem aproximar-se de um nimero
especifico. Também € esperado que o aluno relacione o valor do n-ésimo termo da
sequéncia ao valor da ordenada de (X, y), enquanto que a abscissa x indica a posi¢éo
desse nimero na sequéncia. Se tal relacdo for realizada convenientemente, acredita-se
que a exploracédo das diferentes sequéncias mediante a conversdo do registro algebrico
para o registro grafico facilite a constru¢do do conceito de convergéncia de nimeros
reais.

Neste caso em especial, sdo fornecidas as expressdes algébricas das sequéncias,
cujo comportamento deve ser analisado por meio do registro grafico e descrito por meio
do registro em lingua natural. Isto €, a representacdo grafica funciona como uma
representacdo intermediaria para a conversao requerida.

Cabe destacar que a variacdo proposta por meio das diferentes expressdes
algébricas caracteriza os procedimentos metodoldgicos necessarios para a proposta
cognitiva de conversdo segundo Duval, que ndo é trivial, nem cognitivamente neutra.
Essa operacdo cognitiva é caracterizada por procedimentos especificos e precisa ser
coordenada pelo sujeito aprendente (aluno), como afirmam Brandt e Moretti (2005,
p.206):

A operacéo de conversdo, por sua vez, ndo é nem trivial, nem cognitivamente
neutra. A operagdo de conversdo coloca tanto a questdo do papel da semiosis
no funcionamento do pensamento quanto o das condi¢des de uma
diferenciacdo entre representante e representado. A complexidade da
conversdo de representacdes so pode ser compreendida desde que se veja 0s
sistemas semidticos em sua estreita relacdo com as representacdes ou mais
exatamente ao par (conhecimento, representac&o).

4.1.2 Andlise a posteriori

Participaram da resolucéo desses itens 13 alunos. Os alunos, por livre vontade,

dividiram-se em duplas para fazer a tarefa, mesmo que cada um fizesse o seu. Na
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aplicagéo, pelo menos nove dos 13 alunos tiveram dificuldades no uso do comando do
Geogebra, 0 que ndo era esperado, j& que, imaginava-se, 0 comando era apresentado de
forma simples e os alunos haviam afirmado terem conseguido manusea-lo. Em geral, 0s
alunos desprezavam o comando dado, ndo percebiam quais eram 0s elementos e
perguntavam o0 que deveriam escrever e em que local. Outra dificuldade foi a de
reconhecer onde deveriam existir os parénteses nas expressdes. Depois de algumas
tentativas, uma aluna perguntou “ah, eu tenho que fazer igual a calculadora?”’, o que
pode significar que ela ndo entendeu 0 motivo pelo qual os sinais estavam ali colocados.

De um modo geral, os alunos perceberam que algumas sequéncias se
aproximavam de um valor enquanto outras ndo. Atribuimos isto ao trabalho em grupo
que realizaram. Durante a resolucdo da questdo, houve muitas discussfes em todas as
equipes para chegar a um consenso, a fim de verificar se as sequéncias se aproximavam
ou ndo de um namero. Vale comentar que o registro grafico das sequéncias colaborou
intensamente para que o0s alunos percebessem o comportamento das mesmas, ja que isso
ndo foi possivel mediante apenas a observacdo dos pares ordenados listados na janela de
algebra do Geogebra.

Né&o ficou claro para os alunos que a abscissa do par ordenado representava a
ordem do termo da sequéncia e que o valor da ordenada representava o termo, ainda que
esta informacdo estivesse no enunciado. Esse fato indica que a redacdo necessita de
melhorias. Mas ndo apenas isto. Talvez esse problema seja resolvido se as sequéncias
estiverem associadas as funcgdes, isto €, se houver um encaminhando que conduza o
aluno a perceber a relagéo existente entre estes dois assuntos.

Ao analisar o comportamento das sequéncias, houve muitas respostas como:
“tende ao infinito”, “tende ao zero”, porém, essas afirmacdes ndo tinham sujeitos. Os
alunos ndo se arriscavam a dizer quem tendia ao zero, ou ao 1, ou ao infinito. Algumas
expressoes foram: “tende a zero no eixo x” (isto para a sequéncia d,,); “tende ao infinito
no eixo y” (para a sequéncia e,). Isto provavelmente se deve ao fato de os alunos néo
compreenderem o significado atribuido ao simbolo de par ordenado que estava em uso.

Essa dificuldade pode ser explicada pelo fendbmeno da ndo congruéncia, ja que
um ponto do plano é representado pelo par ordenado (x,y), em que a abscissa x
corresponde a ordem do termo da sequéncia, mas também ao valor atribuido a0 n na
sentenga matematica que representa o termo geral da sequéncia, ou seja, ndo ha

univocidade semantica.
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Para a sequéncia b, , a aluna Daia descreveu o comportamento da seguinte
forma: “os pontos no comego estdo distantes do eixo X e desordenados, mas com 0
aumento dos numeros (referia-se ao valor atribuido a varidvel) eles se organizam em
linha reta em cima do eixo x”. Caroline descreveu: “até o 15 ocorre uma varia¢do maior,
e a partir do 15 pouca variagdo ocorre, permanecendo constante”.

J& para a sequéncia e,, Daia relatou “os pontos crescem formando uma meia
parabola”. Note que a dificuldade, neste caso, pode advir da ndo congruéncia entre as
representacOes algébrica e gréafica, ocorrida por ndo haver univocidade semantica, pois
uma mesma expressdo algébrica (e, = n?) remete a duas figuras: uma sequéncia de
pontos em R%e o lugar geométrico dos pontos que caracterizam uma parabola.

O aluno Gabriel descreveu o comportamento da sequéncia b,, da seguinte forma:
“Inicialmente dando os valores 10 e 100 para a variavel final notava-se que o grafico
apresentava oscilacdo e quando foi determinado o valor 1000 o gréafico parecia
continuo, mas ao aplicar o comando do Geogebra para copiar para a linha de
comandos® notou-se uma oscila¢do bem pequena”. Essa atuacdo do aluno nos indica a
possibilidade da utilizacdo conjunta de dois tipos de registros para a compreensao do
comportamento, conforme prop6e Duval (2006; 2011; 2012). Além disso, percebemos
uma confusdo, ja citada em outros trabalhos como os de Cury e Cassol (2004), entre o
sentido das palavras continuo e constante. Pela expressdo “oscilagio bem pequena”
usada pelo aluno, que apontou a variacdo da ordenada do ponto, em sala de aula,
podemos deduzir que ele se referiu ao grafico parecer ser constante.

A partir da discussdo em grupos, foi possivel perceber as variaveis visuais
graficas (aproximacdo ou ndo de um determinado valor a medida que se aumentava o
namero de pontos exibidos) correspondentes a convergéncia de uma sequéncia. No
entanto, os alunos tiveram dificuldades em escrever esta observacdo na lingua natural,
pois ndo encontravam palavras que representassem sua percepcdo gréafica.

Talvez essa dificuldade dos alunos seja devido ao fato de que, para perceber a
convergéncia das sequéncias, era preciso ler o grafico heuristicamente, ou seja, observar
0 comportamento dos pontos tracados, se havia ou ndo a aproximacao a algum valor
especifico para a ordenada a medida que o valor numérico da abscissa aumentava.
Como apontam os trabalhos de Duval (2011; 2006), o ensino de matematica ainda tem

tido uma abordagem pontual do registro grafico, dificultando a analise e interpretacéo

% Foi sugerido que o aluno copiasse os dados para a linha de comando a fim de facilitar a observacéo de
todos os termos (pares ordenados) da sequéncia e comparar numericamente a varia¢do dos termos.
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grafica em outros contextos que ndo o do tragado da linha correspondente a uma funcao
de 1°ou 2° graus.

Outra dificuldade mostrada pelos participantes € a ndo distincdo entre as
palavras expressao e varidvel. Quando questionados, no inicio da questdo, sobre o que
ocuparia o lugar das palavras “expressdao” e “variavel”, apenas trés alunos responderam
corretamente. A aluna Caroline chegou a marcar no papel qual era a expressao.
Dificuldades semelhantes sdo apontadas no estudo de Matos (2007) e Matos e Ponte
(2008). Infere-se que os registros em lingua natural referentes aos conceitos de
expressdo funcional e varidvel ndo estdo bem ancorados em situaces fundamentais
anteriormente experimentadas, ainda que esse grupo seja de alunos do primeiro ano da
graduacdo. Uma sugestdo para que esta dificuldade seja sanada é a colocacdo de
exemplos especificos no enunciado fornecido aos alunos. Tal dificuldade nos leva a
inferir que as atividades exploratorias propostas sdo importantes para a conceituagéo de
variavel e expressédo funcional.

Apesar disto, cabe destacar que as palavras “expressao” e ‘“‘variavel” sdo
apresentadas aos alunos ainda no Ensino Fundamental e sdo amplamente utilizadas no
Ensino Médio. Como os sujeitos participantes desta pesquisa estdo no Ensino Superior,
mas nao distinguem as referidas palavras, faz sentido pensar que a algebra ndo tem sido
compreendida na educacdo escolar. Uma maior aproximacdo da Matematica com a
lingua natural, isto €, o uso da lingua natural como uma das representacfes, a primeira,
talvez, dos objetos matematicos, pode contribuir nesse sentido. Para tanto, € necessaria
uma adequacdo nos cursos de formacdo de professores, em termos de exploracdo de
varios registros de representacdo de um mesmo objeto.

Por outro lado, cabe pensar que as palavras “expressao” e “variavel” sdo usadas
no cotidiano das pessoas e, muitas vezes, com outro significado. Essa significacdo pode
confundir o aluno. Entretanto, é importante que o professor tente esclarecer o
significado dado aos significantes no contexto da Matematica.

No geral, durante a aplicacdo percebeu-se:

e Dificuldade dos alunos em escreverem 0 que haviam comentado e discutido
com o0s colegas a respeito das sequéncias — isto nos indica a necessidade de
mais atividades em sala de aula para que os alunos possam fazer a conversao da
linguagem matematica para a lingua natural, e vice-versa;

e Falta de compreensdo da importancia dos sinais de parénteses nas expressdes

algébricas e sua relacdo com as prioridades de operacdo. Aparentemente, a
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colocacdo ou ndo de parénteses ndo fazia diferenca para pelo menos 1/3 dos
presentes, bem como a utilizagdo da nomenclatura utilizada: par ordenado,
variavel, expressdo ou sequéncia. Tal comportamento sugere que deva existir
uma maior exploragdo destes sinais graficos nos niveis introdutérios da algebra
(6° ano do ensino fundamental), e uma discussdo mais aprofundada sobre os
termos (registros em lingua materna) usados na Matematica. Vale comentar que
Ferraz e Gitirana (2007) também detectaram esta dificuldade na compreenséao
dos termos em sua pesquisa. Aparentemente, apenas o professor utiliza discurso
no qual os registros em lingua natural sdo utilizados, seria importante que 0s
alunos também discursassem;
Os participantes, inicialmente, consideravam-se incapazes de emitir respostas
acertadas com respeito ao discurso sobre Matematica. Com o decorrer das
atividades, que incluiam discussdes por parte das duplas, os alunos comegaram
a emitir suas opinides com mais seguranca. Ao final, pediam ajuda apenas para
verificar se 0 que haviam escrito como resposta nas questes estava correto.
Este fato pode indicar a falta de autonomia para resolver os problemas
propostos e discutir sobre a Matematica. Ou, ainda, indicar que a pratica de aula
tradicional estd muito impregnada nos estudantes, que produzem a escrita, mas
ndo efetivam discursos na pratica tradicional;
Houve a necessidade de ter o professor ao lado, as vezes apenas por seguranca.
Com muita frequéncia, a professora-pesquisadora foi chamada pelos grupos
para prestar auxilio, seja para acompanhar a analise que os alunos realizavam,
seja para observar e questionar as anotagcdes. Neste Ultimo caso, as duvidas
eram sanadas ap0s a producdo no papel, o que serviu para analise das respostas;
12, entre os 13 participantes, utilizaram dois tipos de registros, o grafico e a
lingua natural. Recorriam ao registro numérico, apresentado na janela de
algebra, apenas para confirmacdo das observacdes quando estas geravam
duvidas na equipe. O outro participante, apesar de ter feito a avaliacdo do
comportamento das sequéncias no plano cartesiano, dedicou uma atencdo maior
aos numeros apresentados na janela de algebra. Este dado é contrario ao
resultado das pesquisas de Gonzales-Martin e Camacho (2004; s/d) e Camacho
e Depool (2003), para as quais os alunos deram preferéncia a representacdo
algébrica em detrimento da grafica. Tal diferenca pode ser devido & forma pela
qual esta sequéncia didatica foi apresentada, pois o enunciado ja propunha a
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analise do comportamento da sequéncia a partir de um gréafico. De acordo com
Gonzales-Martin e Camacho (2004), a atitude docente face aos graficos
interfere na atitude discente em relacdo a eles. Entretanto, é preciso atentar-se
ao fato de que a escrita utilizada no software Geogebra ndo é igual ao da
notacdo usual da Matematica. Para este caso, foi preciso realizar uma conversdo
com o uso de parénteses e sintaxe que era desconhecida dos alunos.

Em relacdo a tipologia das situacdes adidaticas ocorridas nesta atividade,

podemos considerar os momentos conforme indicado no Quadro 9:

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 1 A

Os grupos leram e interpretaram o enunciado; discutiram como

Acao
¢ usar o comando dado.

Os alunos criaram estratégias para observar 0 comportamento e
discutiram semelhancas e diferencas entre as sequéncias
apresentadas e seus comportamentos; registraram as anotagoes
em lingua natural.

Formulagéo

Os alunos verificaram se 0s apontamentos indicados eram
verdadeiros com outras sequéncias para teste e discutiram essas

Validagéo . ! _ : i
conjecturas com os demais grupos; realizaram o registro em

lingua natural.
Explicacdo e distingdo dos termos “expressdo”, “variavel”, “par

29 <¢ 29 ¢¢

Institucionalizacédo . s
¢ ordenado”, “abscissa”, “comportamento”.

Quadro 9: Caracterizacao da situacdo adidatica - andlise a posteriori da questdo 1A

4.2 A tarefa 2 e as analises a priori e a posteriori

4.2.1 Andlise a priori

O enunciado da tarefa 2 é:

2. Vocé consegue associar suas observagdes sobre as sequéncias do
exercicio 1 com o conceito de limite, estudado no Calculo I, e as respectivas
notacbes? Se positivo, escreva-as.

Tal enunciado pretende estabelecer relacGes entre 0 comportamento observado
de uma sequéncia numérica e a utilizacdo formal de signos utilizados na Analise
Matematica. Para as sequéncias convergentes, os alunos devem escrever lim,,_,, a,, = L
onde L é o nUmero para o qual os termos da sequéncia se aproximam; para aquelas nas
quais os termos sempre aumentam, os alunos devem escrever lim,,_, a, =. NO
entanto, para que eles utilizem esses significantes, é preciso que dominem o significado

de cada uma das partes das expressdes, isto &, do “lim”, do “n — 00” e do L. E provavel
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que poucos alunos escrevam corretamente com esses significantes. Espera-se a
associagdo do termo convergéncia ao de aproximacgdo. Se isso ocorrer, teremos
indicacdes da construcio dos conceitos relativos ao campo conceitual do “infinito”. Esta
questdo pode ser caracterizada por uma situagdo de agdo-formulacéo, pois a partir dos
experimentos, o aluno tenta associar o0 observado ao registro formal daquele
conhecimento.

Nesta atividade, os alunos devem converter o registro grafico da convergéncia,
também descrito em lingua natural, num registro algébrico. O reconhecimento do uso e
conceito de limites ¢ fundamental para a compreensdo do objeto “Integral”, como
destaca Alves (2011)°. Essa questdo faz referéncia aos processos de enunciacéo, que,
neste caso, designa o comportamento das sequéncias, bem como, ao processo de
objetivacdo, ambos citados por Duval, em que uma acdo passa do nivel do ndo
consciente ao consciente. Isto significa que a designacdo correta para a convergéncia
atesta a compreensdo do significado da notacdo de limites utilizada, ou seja, a acéo se
constitui em nivel consciente e ndo meramente uma reproducdo do que foi mostrado
pelo professor. Neste ultimo caso, a acao esta associada ao nivel ndo consciente, o aluno
ndo compreende o motivo pelo qual a notacdo é usada. A capacidade de escrever a
convergéncia usando a notacdo correta significa que o aluno ja internalizou este

conceito e estd pronto para avancar na construcdo do seu conhecimento.

4.2.2 Andlise a posteriori

Nesta questdo, trés alunos deram uma explicacdo para a associacdo:

e Alvaro: “substituindo os valores ¢ possivel conhecer o grafico e perceber para
quais valores a sequéncia ou equacgao tende”;

e Gabriel: “Algumas observacdes feitas nas fun¢des acima podem ser associadas
ao conceito de limite, pois uma caracteristica comum de limites e que foi
encontrado nesses graficos sdo diferencas minimas de valores por isso 0 home

limite”;

%% Alves (2011) estuda a adequacdo das categorias intuitivas (intuicdo afirmativa, intuicdo conjectural,
intuicdo antecipatoria) as fases de ensino previstas pela proposta metodoldgica chamada Sequéncia
Fedathi (tomada de posicdo, maturacdo, solucéo e prova) para o Célculo a Vérias Variaveis. Para tanto,
identifica e discute entraves e obstaculos referentes a transicdo interna do Calculo de Uma Variavel ao de
Varias Variaveis. Um dos apontamentos do autor é de que “a aprendizagem deficitaria da nogdo de limite
pode comprometer [...] a aprendizagem de integral” (p.50).
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e Débora: “todas as fun¢des observadas pode-se fazer uma associagdo com limite,
pois todas estdo tendendo a algum lugar, mas ndo consigo descrever as

notagodes”.

Nenhum aluno conseguiu estabelecer correspondéncia entre o que haviam
observado nas sequéncias e as notagdes da teoria de limites estudada no Calculo I, isto
é, nenhum aluno escreveu a convergéncia das sequéncias usando a notacdo de limites.
Convém destacar que todos haviam estudado este assunto e, com excecdo de um aluno
reprovado que ndo estava cursando disciplinas da area de Célculo, todos os demais
haviam estudado este conceito cerca de 3 meses antes da realizacdo das atividades.
Porém, com o uso do registro na lingua natural foi possivel “definir” ou estabelecer
critérios e explicar a convergéncia, 0 que corrobora a pesquisa de Dall’anese (2006,
p.28), que sustenta que “a linguagem que efetivamente participa da producdo de
conhecimentos matematicos na sala de aula (contexto) €, preferencialmente, a
linguagem natural ou linguagem materna”.

Como a maioria dos alunos haviam tido contato com a simbologia, no curso
regimental, cerca de 3 meses antes do minicurso, mas ndo conseguiram designar a
convergéncia das sequéncias por meio do registro algébrico, isto nos induz a pensar que
os alunos ainda possuiam (ou possuem) deficiéncias no dominio ou compreensdo do
conceito de limite.

Também ndo houve associacdo explicita entre os termos convergéncia e
aproximacao, o que pode estar relacionado a dificuldade de compreenséo do significado
de tendéncia ou aproximacao citada por Melo (2002). Os alunos usaram termos da
teoria de limites como “tende a”, analisaram graficamente a aproximacdo, mas nao
citaram a convergéncia.

Como ndo houve escrita do registro algébrico do comportamento das sequéncias
convergentes, pode-se inferir que os processos de enunciacdo e objetivacdo ndo foram
devidamente ancorados nestes alunos. Talvez isso tenha ocorrido pela ndo congruéncia
das representacGes de convergéncia em lingua natural e algébrica, que ja foi analisada
na secdo 1.2.3 e que € retomada na sec¢do 4.3.2.

Da observacao dos participantes na resolucdo desta questdo, percebeu-se que €
necessario mais cuidado ao introduzir o assunto limite com a analise do comportamento
da funcdo por meio de representacio tabular. E preciso garantir que o aluno tenha

compreendido a defini¢cdo formal de limite, e ndo apenas suas regras para célculo. Isto
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nos leva a pensar que atividades exploratorias em que os comportamentos das funcfes

sejam analisados com posterior conversao para a escrita simbolica e a escrita em lingua

natural, colaboram para a melhor compreensdo da teoria, especialmente para a

compreensdo do registro algébrico.

O Quadro 10 mostra a configuracdo das situacdes apos resolucéo da questao 2:

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 2 A

Leitura e interpretacdo do enunciado; retomada do contetdo de

Acéo
¢ CDL.
« Discussdo de como escrever o comportamento observado em
Formulagéo . N
linguagem simbolica.
N&o houve, mas sim a comparacdo da escrita simbolica
Validacao elaborada com os conceitos apresentados no Calculo |, por parte

da pesquisadora.

Institucionalizacéo

N&o houve institucionalizagcdo, mas sim a retomada da notacao
formal para a convergéncia, por parte da ministrante

Quadro 10: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 2 A

4.3 A tarefa 3 e as analises a priori e a posteriori

4.3.1 Andlise a priori

O enunciado da tarefa 3 é:

3. Considere a seguinte ‘definigdo’ intuitiva de Convergéncia: Dizemos
gue uma sequéncia numérica converge para um ndmero L se os termos da
sequéncia ficam cada vez mais préximos do nimero real L.

Agora considere as sequéncias dadas no exercicio 1. Depois de realizar as
atividades no Geogebra, vocé diria que elas convergem? Se positivo, qual
seria o possivel nimero L?

Complete a tabela, a partir da sua observacao.

Sequéncia Converge? Valor de L?

a, =n

b,
1
— (—1\ntl._
(-1

_n—1

o
I

A tarefa 3 faz com que o estudante construa uma faceta do conceito de

convergéncia de forma intuitiva, em que associa convergéncia com proximidade.

Pretende, ainda, que o aluno associe o comportamento numérico de uma sequéncia a
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nomenclatura formal dada a esse comportamento, ou seja, pretende-se transitar entre
dois sistemas semioticos. Espera-se que, progressivamente, o aluno construa um campo
de situacdes associado ao conceito que se quer atingir (convergéncia), mesmo que nédo
tenha sido trabalhado formalmente. Espera-se que o aluno complete a tabela fornecida
nesse exercicio da seguinte maneira:

Sequéncia Converge? Valor de L?
a, =Vn N&o
1 .
b, = (- .= Sim 0
n
n—1 .
Cp = " Sim 1
1 .
d, = - Sim 0
e, = n? Né&o
fp=n N&o

Esta € uma atividade que busca associar o registro de um conceito, ainda que
meramente intuitivo, em lingua materna ao seu registro numeérico, usando o registro

grafico como apoio a interpretacdo e analise do que € solicitado.

4.3.2 Andlise a posteriori

Nesta questdo, houve um fato interessante. Todas as equipes perguntaram o
significado da palavra “converge” e discutiram 0 significado entre si. Uma delas chegou
a pesquisar no dicionario da Internet e explicou: “é quando se aproxima, se mantém
constante”. Porém, ndo entenderam o significado de “se os termos da sequéncia ficam
cada vez mais proximos do nimero real L”, o que indica, mais uma vez, a falta de
compreensdo do significado das coordenadas dos pares ordenados usados na tarefa 1.

Apenas uma das seis equipes, sendo 5 duplas e um trio, conseguiu preencher a
tabela sem precisar de ajuda na compreensdo da definicdo intuitiva. As demais equipes
preencheram corretamente os dados solicitados, porém, apenas apds terem sidos
estimulados a perceber se 0s valores numéricos dos termos da sequéncia se tornavam

cada vez mais proximos de algum numero. Neste momento, todas as equipes
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conseguiram associar esse valor de convergéncia ao numero limite, isto é, fazer
correspondéncias entre a existéncia de um limite e ter uma sequéncia convergente.

Um episédio que mostra que o termo “infinito” ainda traz controvérsias
aconteceu quando uma das alunas (Débora) perguntou: “estas sequéncias (apontando
para as ndo convergentes corretamente assinaladas) estdo se aproximando do infinito,
entdo elas convergem? (...) Posso escrever que o nimero L € o infinito?”. Houve um
pequeno didlogo entre a professora (P) e a aluna (D):

P: Por que a davida?

D: é porque todos 0s outros casos deram um numero.

P: O infinito € um ndmero?

D: Né&o, € uma ideia.

P: E entdo? VVocé pode ou ndo escrever que a sequéncia converge para o infinito?
D: Néo, ele ndo é real.

Note que no final do dialogo transcrito acima, a aluna nédo afirma que o infinito
ndo é um namero real. Ela apenas afirma que ele nédo € real. Aqui, ainda cabe questionar
se a palavra real, usada por ela, refere-se ao conjunto dos nimeros reais ou algo que ndo
faz parte da realidade.

Uma possibilidade para o melhor entendimento e incentivo ao discurso
matematico era estimular, naquele momento, as equipes a conversarem sobre uma
definicdo para tal e escreverem um critério de convergéncia usando o registro algébrico.
Isto poderia facilitar a compreensdo da definicdo formal, ao mesmo tempo em que o
professor pode perceber as dificuldades de conceitos e simbolos que os alunos ainda
tém.

A articulacdo dos registros visual e discursivo passa pela codificacdo das
conexdes locais, isto é, pela identificacdo das variaveis visuais do grafico que
correspondem as varidveis semanticas. Da mesma forma, a articulacdo dos registros
discursivo e algébrico requer a correspondéncia de unidades semanticas e unidades
simbolicas (DUVAL, 2006). Para tanto, € indispensavel que o aluno seja estimulado a
pensar globalmente acerca da atividade que lhe € proposta e procurar analisar as
consequéncias que uma mudanca ocorrida num determinado registro acarreta ao outro
registro.

Do ponto de vista das Representacbes Semidticas, considere as unidades
significantes para os registros em Lingua Natural, Grafico e Algébrico como

apresentadas no Quadro 11, referente ao conceito de limite.
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) ) ) o Combinagdes admissiveis das unidades
Tipo de Registro Unidades Significantes o
significantes

(unidades semanticas)
NUmero
Tende a
Abscissa . o
i quando a abscissa tende ao infinito, a
Lingua Natural Ordenada . ,
) ordenada k,, se aproxima do numero L.
Se aproxima de
Infinito
Sequéncia X

Convergente

(unidades visuais)
Assintota horizontal

Comportamento da
. ordenada (tendénciado | |, eoeoe e
Grafico

valor da ordenada) T ‘ ‘ ' .

Comportamento da abscissa
(considerou-se, como exemplo, a sequéncia

In-1
ko =27

(tendéncia do valor da

abscissa)

(unidades simbdlicas)
Lim
an
Algébrico NUmero L r}l_{glo k,=1L
n (variavel)

-

(o]

Quadro 11: Unidades Significantes para os registros associados ao conceito de limite.

A afirmagdo “quando a abscissa tende ao infinito, a ordenada k,, se aproxima do
numero L”, nao ¢ semanticamente congruente ao registro  algeébrico

lim,,_,, k, = L (lida como k,, se aproxima de L quando n tende ao infinito>"), pois ha uma

inversdo na ordem das unidades significantes correspondentes, o que aumenta 0 custo
da operacdo cognitiva realizada pelo aluno. A mesma ndo congruéncia acontece se a

expressdo citada for lida como “o0 limite de k, é L quando n tende ao infinito”.

Contudo, pode-se perceber que a primeira forma de leitura da expressdo algébrica

" A leitura da expresséo algébrica ja  uma converséo entre o registro algébrico e o da lingua natural.
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apresenta uma combinacdo das unidades semaénticas que se aproxima mais da
representacdo grafica, enquanto a segunda, tem maior aproximagdo em relacdo a
representacdo algébrica.

A segunda forma de leitura pode trazer consigo outros obstéaculos, pois, além da
inversdo, contém uma igualdade implicita (é L). Tal igualdade é, na notacdo de limite,
indistinta da igualdade aritmética trabalhada na escola desde 0s anos iniciais, mas ela e
uma nova igualdade que tem o significado de aproximacgao, de tendéncia, conceitos que
usam outros verbos para se consolidarem. Ou seja, 0 mesmo significante, o signo “=”,
deve receber outra significacio no estudo do calculo. E esse o ponto no qual se passa de
um conceito de infinito potencial a um conceito de infinito atual ou atingido, dominado
pelos matematicos mediante manipulacdo de signos como: épsilons e deltas.

No entanto, a afirmagdo “quando a abscissa tende ao infinito, a ordenada k,, se
aproxima do mimero L”, é semanticamente congruente a afirmac¢do “n — oo =k, —
L”, por atender aos critérios de congruéncia.

Em particular, na ‘definicdo intuitiva’ dada, “uma sequéncia numérica converge
para um numero L se os termos da sequéncia ficam cada vez mais préximos do nimero
real L”, ndo ha congruéncia semantica entre os registros de representacao algébrica e em
lingua natural, haja vista que os critérios de correspondéncia semantica das unidades
significantes e univocidade semantica terminal ndo sdo satisfeitos, ja que a expressdo
“termos da sequéncia”, que pode ser considerada uma unidade significante para
representacdo em lingua natural, para a definicdo intuitiva em analise, correspondem as
unidades significantes n, k,,, (n, k,,)do registro na representacdo simboélica (numérica).

No Quadro 12 apresenta-se a configuracdo da situacdo adidatica para esta

questdo 3:

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 3 A

Acéo Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdo dos possiveis
valores de L e se o “infinito” é ou ndo um nimero real.

Formulacgéo Discussdo dos alunos em relacdo ao comportamento e

nomenclatura: converge ou diverge; definicdo de um critério
para 0 himero L.

Validacdo Teste da aproximacdo da sequéncia ao nimero L, usando 0s
registros numérico e grafico, por meio da verificacdo
experimental.

Institucionalizacdo | A caracterizacdo da sequéncia como convergente/divergente

Quadro 12: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 3A
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4.4 A tarefa 4 e as andlises a priori e a posteriori

4.4.1 Analise a priori

A tarefa 4 explora a representacdo gréfica das sequéncias na reta real.

4. No Geogebra, faca o seguinte: digite k=1 e tecle Enter. Para cada uma

das sequéncias do exercicio 3, faca:

a) Digite o comando Sequéncia[(expressao, 0), n, 1, k]

b) Clique com o botéo direito no campo k e escolha Propriedades. Escolha
min=0, max=100, Incremento=1 e Largura =200. Feche a janela de
Propriedades.

c) Cligue sobre o campo k e utilize as setas do teclado para alterar os
valores de k. (Quando o campo esta ativado pode-se usar o teclado).
Quando k=0, ndo vemos nenhum ponto da sequéncia. Quando teclamos
na seta para a direita k passa a valer 1 e vemos o termo a; (primeiro
termo da sequéncia), quando apertamos novamente a seta para a direita
temos k=2 e vemos o segundo termo a,. Clicando repetidamente na seta
para a direita podemos ver o aparecimento dos pontos da sequéncia
marcados no eixo OX.

d) Observe o comportamento dos termos que aparecem no grafico, e
responda:

a. Existe diferenca de comportamento entre as sequéncias que
vocé assinalou como convergentes e as ndo convergentes? Se
sim, qual(is)? Explique.

b. Baseado nesse experimento, como vocé descreveria um
procedimento para saber se uma sequéncia converge ou nao?
Descreva.

Espera-se que o aluno comente que, nas sequéncias convergentes, cada vez que
aumenta o indice n, mais préximos de um determinado nimero fixo estdo 0s seus
valores. Neste caso, ainda, o aluno deve argumentar que havera uma aglutinacdo de
“pontinhos”, e que isso ndo acontece nas sequéncias divergentes. Espera-se que 0S
alunos estabelecam como procedimento para a percepcao de convergéncia a observacao
do fato dos seus termos estarem cada vez mais proximos de um determinado nimero

real, a partir de certo indice.

4.4.2 Andlise a posteriori

Os resultados obtidos nesta questdo foram como o esperado. Apesar de nao
haver mengdo explicita ao indice, os termos “tende a”, “se aproxima de” , indicam que
a ideia desse indice esta presente nas respostas dos alunos. Isto indica que a
correspondéncia entre a aproximacdo e o limite estd sendo elaborada por eles, o que
pode minimizar as dificuldades citadas por Melo (2002).

No item a) houve alguns destaques:
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Claison: “o comportamento da sequéncia quando convergente encontra-se uma
incognita limite x ou y e divergente tendendo ao infinito”;

Caroline: referindo-se as sequéncias ndo convergentes: “Nao ¢ convergente
porque se afasta do zero”; referindo-se as convergentes: “E convergente pois se
aproxima do 0” (no caso da terceira, substituiu o zero por 1);

Marcos: “nas retas ndo convergentes os pontos se afastam cada vez mais. Ja nas

retas convergentes os pontos se aproximam cada vez mais do limite”

Alguns procedimentos para o item b foram (transcritos dos protocolos entregue

pelos alunos):

Denise: “E convergente quando se aproxima de algum ponto”;

Claison: “conta com a intui¢do em alguns casos. O procedimento se da a
observacdo do comportamento da sequéncia, onde se vé a tendéncia dos pontos,
se for para o infinito diverge e a um limite converge. Dedugao.”;

Bruno: “para convergir a sequéncia mostra um determinado nimero
aproximando-se dele, quando ndo converge a sequéncia ndo mostra um Unico
ndmero e sim infinitos nimeros”;

Caroline: “uma sequéncia converge se tende ao zero, ou se aproxima de algum
ponto, e ndo é convergente quando tende ao infinito” . Neste caso, a aluna havia
considerado apenas a tendéncia ao zero para a sequéncia convergente, quando
questionada sobre os resultados observados, percebeu que a terceira tendia ao 1,
por isso resolveu considerar ‘ou se aproxima de algum ponto’, deixando
implicito que o ‘algum ponto’ referia-se a um namero real;

Camila: “através do limite, aplicando os valores na funcdo, se o limite for um
valor unico é convergente, se o limite for um valor que vocé ndo sabe como o
infinito, ndo converge”;

Desiée: “converge se se aproximarem de um ponto comum, chamado L”

Aqui, notou-se a importancia de tratamentos diferentes para um mesmo

problema. No Quadro 13 sdo apresentados dois tipos de tratamento, descritos nas

colunas, em diversos registros, descritos nas linhas. Ao observar em R o0

comportamento das sequéncias, 0s alunos perceberam aproximacbes e fizeram
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associagdo com o tema limites de uma maneira mais natural do que em R?, o que indica
a necessidade de inversdo na ordem das atividades.

No Quadro 13, o tratamento em R é, na verdade, um tratamento em R x {0},
devido ao software. Consideramos como sendo um tratamento em R devido a
localizagdo dos pontos sobre o eixo horizontal. Se a atividade tivesse sido feita,
inicialmente, com calculadora, lapis e papel, em que os alunos tivessem que realizar as
operacOes, para depois marcar os valores obtidos para os termos na reta real R, ai sim
seria um tratamento em R. Nesse caso, numa segunda etapa 0s alunos poderiam

converter esses registros, usando o software, para tratd-los em R x {0} c R2.

Registro dos
tratamentos da

convergéncia de Tratamento em R Tratamento em R?
n—1
Ch = n
Gréfico Figura 13 Figura 14
0, 0), (0.5, 0), (0.66667, 0), (0.75, 0),
. 0.0 a ) ) {(1,0), (2,0.5), (3, 0.66667), (4,
Numérico (0.8, 0), (0.83333, 0), (0.85714, 0),
0.75), (5, 0.8), (6, 0.83333), ..., (98,
(paran = 100) (0.875, 0), (0.88889, 0), (0.9, 0),....,
0.9898), (99, 0.9899), (100, 0.99)}
(0.9898, 0), (0.9899, 0), (0.99, 0)}
. n—1 n—1
Algébrico {( ,0);n € N*} {(n );n € N*}
n n
Os pontos se aproximam de um Os pontos se aproximam de uma

Lingua Natural ) ) ]
determinado valor no eixo x. reta horizontal

Quadro 13: Diferentes tratamentos em diferentes registros para a convergéncia da sequéncia
04
0a]
02

0.19

-0.14

Figura 13: Tratamento em R da convergéncia da Sequéncia c,,
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Figura 14: Tratamento em R? da convergéncia da sequéncia c,,

Da aplicacdo observou-se que:

De inicio, os alunos nao entenderam o significado dos “pontinhos” sobre o
eixox , e muitos recorreram a primeira tarefa para comparar 0s
comportamentos. Houve a necessidade de experimentar todas as sequéncias
propostas, comparar com os resultados anotados das questdes anteriores para
compreenderem que a convergéncia implicava numa aproximacédo cada vez
maior dos termos da sequéncia a um determinado numero, enquanto na
divergéncia havia um afastamento tratado como uma “tendéncia ao infinito™.
Isto reforca a necessidade de mais de um tratamento da tarefa para
possibilitar a compreenséo, pelo aluno, do assunto estudado;

Ainda foi percebida dificuldade de relacionar os registros algébricos (signos
matematicos) com os registros em lingua natural;

E importante considerar, na formulacio das atividades, sequéncias cujos
limites sejam diferentes, para ndo levar o aluno a pensar que, por exemplo,
para uma sequéncia ser convergente seus termos tém que se aproximar do

zero, como afirmado por Caroline.

O Quadro 14 reflete a caracterizacao desta questao.
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Situacdo adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 4 A

Acéo

Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdo do comando;
analise  da  classificagdo  convergente-divergente e
comportamento da sequéncia; discussdo sobre o par ordenado
(expresséo, 0) e seu significado.

Formulagéo Estabelecimento de critérios para convergéncia a partir do
comportamento grafico dos pontos da sequéncia.
Validagéo Validacéo do critério intuitivo de convergéncia estabelecido.

Institucionalizacéo

A ordenada O (zero) no par ordenado e seu significado; o
registro numérico das coordenadas dos termos da sequéncia.

Quadro 14: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 4A

4.5 A tarefa 5 e as anélises a priori e a posteriori

4.5.1 Anélise a priori

Apos a tarefa 4, que explora a representacdo da sequéncia na reta numérica,

propde-se a tarefa 5, que explora a representacdo em R2.

5. Para as sequéncias b,, e d,, do exercicio 1, faca (anote os dados numa

tabela):

a) No Geogebra, use o comando “Sequéncia[(n, expressdo), n, 1, valor
final]” para mostrar os pares ordenados da sequéncia analisada como
convergente. O valor final pode ser mudado sempre que necessario, para
isso basta clicar duas vezes sobre a linha de comando dessa sequéncia e
alterar o valor mostrado na janela.

b) Trace retas horizontais usando, no Geogebra, o comando “y = 0.5” e “y=-
0.5”.

c) Descubra um valor n, a partir do qual os pares ordenados fiqguem dentro
da faixa delimitada pelas retas horizontais tracadas. Qual é esse n,. Anote
os dados da faixa e n, numa tabela.

d) Diminua o valor 0.5 para 0.3 e trace as retas horizontaisy =0.3e y=-
0.3 e repita o procedimento ¢) para esta faixa.

e) Diminua de 0.3 para 0.1 e trace as retas horizontaisy = 0.1e y=-0.1¢
repita o procedimento c) para esta faixa.

f) E sempre possivel encontrar um n, independente da amplitude da faixa
tomada? Justifique.

g) Vocé assinalou essas sequéncias, no exercicio 3, como convergentes ou
divergentes?

h) E se a sequéncia considerada ndo for convergente, o que acontece ao
realizar o procedimento c¢)? Explique.

i) Que semelhangas e/ou diferencas vocé percebe entre o que foi feito neste
exercicio e o exercicio 4? Comente.

Observagio: Talvez seja preciso tomar a ferramenta “mover” e utiliza-la para

“arrastar” o semi-eixo OXx positivo para comprimi-lo. Essa técnica permite

que vocé modifique a escala dos eixos do plano cartesiano. Para conseguir

isso vocé deve estar com a ferramenta “mover” ativada, clicar exatamente
sobre qualquer ponto do semi-eixo Ox positivo e arrasta-lo para a esquerda.

Caso vocé queira ampliar a escala do eixo Ox deve arrastar algum ponto do

semi-eixo positivo para a direita.
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A possibilidade de se trabalhar com a representacdo de pontos no plano
cartesiano fornece outra situacdo que se soma as necessarias para a constituicdo do
campo do conceito de convergéncia. Na representacdo unidimensional, o sistema
semi6tico envolvido apoia-se na significacdo numérica — aritmética, enquanto que no
sistema bidimensional (R?) trabalha-se com um sistema semidtico que envolve o
conceito de fungdo, ja& que a disposicdo de pontos no plano cartesiano exige a
compreensdo de que a ordenada é a imagem da abscissa.

Portanto, espera-se que os alunos percebam que os pares ordenados apresentados
graficamente carregam em sua representacdo tanto o indice do elemento da sequéncia
quanto o valor desse termo. Este exercicio também visa preparar o aluno,
intuitivamente, para a definicdo de convergéncia. Uma dificuldade que pode surgir aqui
€ a questdo de distinguir a posicéo e o valor do termo, ou seja, entender o significado da
abscissa e da ordenada do ponto, isso pode ndo aparecer num primeiro momento.
Espera-se que os alunos montem uma tabela com os valores de n e amplitude da faixa

da seguinte forma:

Faixa [-0.5;0.5] [-0.3;0.3] [-0.1;0.1]
Valor de n para b, 2 4 8
Valor de n para d,, 2 4 8

Como os valores de n para 0s dois casos sera 0 mesmo, até seria possivel que os
alunos deduzissem que sempre se manteria 0 mesmo valor de n, mas a medida que a
amplitude do intervalo diminua, o valor de n devera aumentar e diferir.

Para as sequéncias ndo convergentes, espera-se que aparecam comentarios nao
muito consistentes, como por exemplo, que digam gue 0s pontos estdo crescendo cada

vez mais e que as faixas deveriam ficar maiores e ndo menores.

4.5.2 Andlise a posteriori

Os alunos tiveram dificuldade em compreender, pelo menos na primeira vez,
guem era 0 n, solicitado. No entanto, ao realizarem leitura coletiva do enunciado, o
valor de n, foi determinado sem maiores transtornos, provavelmente, devido a énfase
nos termos: “a partir do qual”, “fiquem dentro da faixa”. Porém, montar a tabela sem

um modelo pré-estabelecido ndo foi tarefa facil. O questionamento proferido inimeras
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vezes foi: Professora, como a senhora quer essa tabela? Houve dificuldade em montar
uma tabela em que aparecessem os valores da faixa e n, para as duas sequéncias. Tal
dificuldade ndo era aguardada, ja que a montagem de tabelas é trabalhada na escola
desde o 4° ano do Ensino Fundamental. Por outro lado, isto pode representar a
passividade do aluno frente as situagdes que envolvem sua aprendizagem, o que
depende, em parte, da maneira pela qual eles foram expostos as situacdes de ensino.

Em relacdo a montagem e interpretacdo de tabelas, Flores e Moretti (2005)
destacam a ndo simplicidade desta tarefa, devido, geralmente, a ndo compreensdo da
funcionalidade representacional. Sustentam que as representacdes graficas, incluindo as
tabelas, preenchem as quatro fungdes cognitivas do pensamento: comunicagao,
tratamento, objetivacdo e identificacdo. Em especial, os autores comentam que “a
simplicidade de acesso as informacgdes, a homogeneidade visual e a forma de
organizagdo de dados, s6 sdo aparentes” (idem, p.5). Além disso, os autores afirmam

que

ler uma tabela, um diagrama néo é tarefa tdo imediata. A leitura exige por
parte do leitor certa intimidade, e também dominio, do modo de
representacdo utilizado. Ler, interpretar, analisar e julgar, ou organizar dados
em graficos e tabelas significa, antes de tudo, dominar o proprio
funcionamento representacional (FLORES e MORETT]I, 2005, p.2).

Geralmente esta complexidade no objeto “tabela” é desprezada no ensino. Para
Flores e Moretti (2005, p.11):

Particularmente, no ensino, privilegia-se muito mais a tarefa de leitura e
identificacdo de dados retirados de representacbes graficas para fins de
comunicacdo em detrimento de outras atividades, tais como a propria
construcdo destas representacbes. No caso das tabelas, vimos que elas ndo
s8o representacdes autébnomas, como alids todas as representacbes que
privilegiam a visualizagdo. Isto quer dizer que elas se articulam de maneira
explicita, ou implicita, com representacdes num outro registro. Esta
articulacdo, que diz respeito a interacdo entre a tabela e o enunciado verbal
do problema, ou a escritura algébrica, é essencial jA que sera essa
possibilidade que comandara a maneira de ler uma tabela. E a conversdo
entre os registros que possibilitard uma leitura global das representagdes
gréficas.

Voltando a andlise da tarefa 5, de modo geral, os alunos afirmaram que a
sequéncia convergente fica dentro da faixa, e a divergente fica sempre “para fora”. A
explicagdo de Claison é: “se a sequéncia for divergente a amplitude da faixa, fica
impossivel de ser definida, ou se possivel consideracdo de a amplitude da faixa tender
ao mais e menos infinito”. Com esta afirmacgdo, percebe-se que ainda h& confusdo no

que seja o limite graficamente, pois, neste caso, em sala, 0 aluno mostrava o grafico
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indicando o ‘menos infinito’ a que fez mengao, como sendo a parte negativa do eixo x,
e ndo em relacdo a amplitude da faixa.

O tratamento da convergéncia de uma sequéncia em R, dado na tarefa 4, e em
R?, da tarefa 5, permitiu que os alunos analisassem a convergéncia sob dois sistemas
semioticos. A respeito das semelhancas e diferencas entre os exercicios 4 e 5, o aluno
Marcos afirma “Semelhanga: Todos os pontos convergentes tendem a um mesmo
namero. Diferenca: No exercicio 4 0s pontos tendem a um mesmo nimero, ja no 5, eles

sdo espremidos numa faixa”. Débora foi mais clara na sua exposicao (Figura 15):

A Ne pownfleos ™ qmﬁma Py {,&au{ﬂ%{m% &n ylenten
LD B AN DAL p@ﬁmﬂﬁ J&wuuwﬁ;{mﬁ. _f_w.,@ }"‘511-09:}
PPl M o ol Ne dpatacnt S QpromOAS J00
G gt ancolapinolin it ol Ounplatndie ola foaxi
Y Wmu{L Aol A iann g, Ol OAB 8. Lo g f
WP%*MMMW&S\%W ,ﬁatmuﬂ oS

Figura 15: Distin¢do dos critérios de convergéncia dos exercicios 4 e 5 (Débora)

Novamente, ap0s a utilizacdo de dois tratamentos distintos, os alunos
perceberam as diferencas, mas nem todos compreenderam o motivo pelo qual as
representacdes graficas eram diferentes, o que pode indicar a necessidade de mais
atividades que explorem esse tipo de tratamento e da abordagem global de que trata
Duval (2011, 2012, 2006) acerca das representacoes graficas.

No Quadro 15 é apresentada a caracterizacao desta questdo.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 5 A

Acéo Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdao do comando;
andlise  da  classificacdo  convergente-divergente e
comportamento da sequéncia; discussdo da diferenca de registro
grafico entre esse exercicio e o anterior; interpretacdo do
significado da faixa entre as retas paralelas em relacdo a
convergéncia.

Formulacgéo Estabelecimento de critérios para convergéncia a partir do
comportamento grafico dos pontos da sequéncia;
comparacao com o critério estabelecido para o caso anterior.

Validacdo Confronto do critério intuitivo de convergéncia estabelecido
nesta questdo em relacdo ao anterior; comparacao de sequéncias
convergentes pelos dois critérios.

Institucionalizacéo Uma sequéncia converge se seus termos estdo cada vez mais
proximos de um ndmero real.

Quadro 15: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 5A
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4.6 A tarefa 6 e as anélises a priori e a posteriori

4.6.1 Analise a priori

A tarefa 6 investiga a percepc¢do do aluno para o fato de que as faixas foram

tomadas em torno do valor para o qual a sequéncia converge.

6. As retas cujas equagdes sdo da forma “y = nimero” ¢ “y = - nimero”,
do exercicio 5, servem para mostrar que 0s termos de uma sequéncia
convergente podem se tornar tdo proximos quanto se queira de um
determinado valor.

a. Analise as faixas entre as retas que foram desenhadas nos itens b), d), e
e) daquele exercicio. Qual o valor central da faixa? Onde esse valor
aparece (reveja seu exercicio 3)?

b. Considere a sequéncia c, do exercicio 1. Usando sua observagdo no
item 6.3, estabeleca as faixas correspondentes aos itens b), d), e e) do
exercicio 5, para a sequéncia c,,.

Ele devera ser capaz de criar as faixas [0.5;1.5], [0.7;1.3] e [0.9;1.1]. Esse
exercicio exige a compreensdo do significado da ordenada do ponto mostrado no plano

cartesiano.

4.6.2 Andlise a posteriori

Aqui houve confusdo em relacdo ao significado da expressdao “valor central da
faixa”. Apods o aparecimento de tal dificuldade, concorda-se que a expressdo pode
sugerir ao aluno a procura de um valor “central” na direcao horizontal. Esclarecido isto,
os alunos tiveram facilidade em associar esse nimero ao limite da sequéncia, a partir da
andlise da tabela montada na tarefa 3. Para estabelecer as faixas respectivas para a
sequéncia c,, apenas quatro alunas, Fernanda, Daia, Leticia e Denise, tiveram
dificuldades e pediram ajuda a professora. Destaca-se a importancia da certificacdo de
que a linguagem esta clara no enunciado proposto ao aluno.

Este exercicio pode ndo ter sido compreendido facilmente pela ndo congruéncia
semantica que ele apresenta. Da forma como esta apresentado, é necessario que o aluno
associe a expressdo “estabeleca as faixas correspondentes aos itens b), d), e e) do
exercicio 5” a construcdo de uma faixa do tipoy = ee y = —¢, parae = 0.5;0.3; 0.1,
em que o valor de y é o valor limite da sequéncia. Esta informacdo deve estar associada
a expressao “Usando sua observagédo no item 6.a”). Além disso, ele deve observar que a

sequéncia em estudo mudou.

Em relacdo a TSD, a caracterizagdo desta questdo é mostrada no Quadro 16.
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Situacdo adidatica | O que caracteriza a situa¢do adidatica - Questao 6 A

Acéo Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdo e anélise das
faixas, valor central e correlagdo desse valor central aos
elementos obtidos em andlises anteriores.

Formulagéo Critério de ligacao entre o valor central da faixa e o valor limite
da sequéncia.
Validacdo Estabelecimento da faixa de convergéncia para a sequéncia c,,,

segundo critérios formulados.

Institucionalizacdo | Valor central da faixa; média aritmética.

Quadro 16: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 6A

4.7 A tarefa 7 e as andlises a priori e a posteriori

4.7.1 Analise a priori

A tarefa 7 pretende investigar o quanto uma definicdo matematica pode ser

incompreendida pelo aluno.

7. Considere a seguinte definicéo:

Definigéo: A sequéncia {a, }converge para o nimero L se para todo nimero
positivo & existe um numero inteiro N tal que para todo n, n>N =
|a, — L] < . Se esse nimero L ndo existe, dizemos que {a,, }diverge.
Observe os dados que vocé anotou nos exercicios 3 € 4.

a) Para cada sequéncia assinalada como convergente, a quem vocé pode
associar as letras L, € e N ? Justifique.

b) Comao vocé explicaria, a um colega, o significado das letras L, e e N?
Escreva sua explicacdo.

Apls a realizacdo da tarefa 6, espera-se que os alunos tenham percebido a
convergéncia e a nocdo de aproximacdo de um ponto como requisito para tal. No
entanto, existe a possibilidade da ocorréncia de dificuldades para relacionar as
observacOGes anotadas pelos académicos com os elementos presentes na definicdo

apresentada.

4.7.2 Andlise a posteriori

Nenhum aluno conseguiu, de imediato, associar a definicdo apresentada neste
exercicio com a exploracdo dos exercicios anteriores, mesmo que tenham conseguido
criar as faixas dos exercicios 5 e 6 e tenham compreendido a no¢do de convergéncia,
pelo menos por meio dos registros grafico e lingua natural. Foi necessario reler a
definicdo varias vezes. Ao final, a professora teve que explicar o significado dos

simbolos constantes na definicdo, e tentar induzi-los a perceber que os elementos ali
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introduzidos ja estavam presentes nos exercicios anteriores, mas com outras
nomenclaturas. Este procedimento foi realizado em todos os grupos, ja que cada um
deles chegou a este ponto em momentos diferentes.

Os casos particulares estudados anteriormente ndao foram suficientes, em
ndmero, para que se fizesse a generalizacdo e se registrasse 0s comportamentos
convergentes com 0s signos apropriados. Seria necessario mais um ou dois exercicios
diferentes em que esta definicdo fosse explorada em termos mais praticos, ou ao menos
uma énfase maior no significado dos elementos que a compdem, como, por exemplo,
la, — L|, la, —L| <&, a,,L,N,e. Aqui, é possivel afirmar que houve duas
dificuldades: a da generalizacdo de eventos observados e a da conversdo da
representacdo do registro em lingua natural para a representacao algébrica.

O aluno Bruno descreveu a associagdo entre as ‘letras’ que aparecem na
definigdo com as tarefas que vinha desenvolvendo assim: “L = limite, onde os valores se
aproximam; € = amplitude, tamanho das faixas; N = primeiro namero que entra dentro
dessa amplitude”.

A analise das resoluces e discussdes dos alunos indicou a facilidade destes em
comentar e explicar o que acontecia em cada atividade por meio da lingua natural, o que
nos faz indicar a necessidade de explorar mais esta forma de registro antes da forma
analitica/algébrica dos fatos matematicos. Percebeu-se uma nao-familiarizacdo, e uma
consequente rejeicdo e aversdo, em relacdo aos simbolos matematicos que se tornam
obstaculos didaticos para o ensino de conceitos matematicos.

O aluno Bruno, por exemplo, foi capaz de generalizar as situagdes vivenciadas,
mas ndo conseguiu converter a representacdo em lingua natural para a algébrica das
suas conclusfes. Em parte, isso se deve a ndao congruéncia entre as representagdes “a,

se aproxima de L” e “|a,, — L| < €”, como pode ser observado no Quadro 17.
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Anélise da congruéncia semantica das representacdes nos registros lingua natural (RLN) e

algébrico (RA) dadas por “a, se aproxima de L” e “|a,, — L| < &”, respectivamente.

Unidades Unidades itari anci
o o Segmentacéo Critérios de Congruéncia )
Significantes | Significantes i Concluséo
comparativa
para RLN para RA P CS US OR
a, a, Simples Sim Sim Nao
i i i _ _ Né&o
Aproxima | |,—, <& | Combinada Sim Né&o Né&o
congruente
L L Simples Sim Sim Né&o

Quadro 17: Andlise de Congruéncia RLN-->RA

O Quadro 18 apresenta a tipologia da questéo:

Situacao adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 7 A

Acao

Leitura e interpretacdo do enunciado; comparacdo dos
elementos apresentados com termos e notacfes usados em
exercicios anteriores.

Formulagéo Estabelecimento de relagdes entre os elementos da definicdo e
0s usados nos exercicios anteriores; preenchimento da tabela.
Validacao Verificacdo das hipoteses formuladas e a explicacdo do

significado das referidas letras.

Institucionalizacéo

Apresentacdo formal da definicdo de convergéncia, e 0s signos
e significados da notacdo apresentada.

Quadro 18: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 7A

4.8 A tarefa 8 e as analises a priori e a posteriori

4.8.1 Andlise a priori

A tarefa 8 compara as representacdes numérica e grafica de uma sequéncia.

n+1
8- Considere a sequéncia definida por b,, = el

a) Abra um arquivo no vxMaxima. Digite no campo de Entrada a definicdo
do termo geral da sequéncia, “f(n) := (-1.0)"(n+1)/n”, e aperte Enter. A
expressdo funcional do termo geral estaré registrada. Cuidado para que
seja escrito “1.0” no numerador da expressao. Isso facilitara o trabalho
com valores decimais.

b) Verifique o valor do termo de indice 50. Para fazer isso digite no campo
de Entrada “f(50)” e aperte Enter, vocé devera ver o valor -0.02 na tela.

c) Use o wxMaxima e procure valores de n tais que f(n) esteja entre -
0.0001 e 0.0001. Em outras palavras, encontre n tal que o valor absoluto
de f(n) seja menor que 0.0001. (Dica: Vocé pode utilizar a expressdo
abs(f(n)) para calcular o valor absoluto de f(n) se quiser).

d) E possivel encontrar um n tal que f(n) esteja entre —10~7 e 10772
Qual € esse valor? E entre —10~12 e 107122 Qual é esse valor?

e) Comente sobre a facilidade e/ou dificuldade para encontrar os valores de
n solicitados nos itens c e d.
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f) Agora, abra 0 Geogebra e faga o seguinte:
i Escreva no campo de entrada do Geogebra a expressdo e=1 e
aperte ENTER.
ii. Mostre na tela a reta de equacdo y=+e.
iii. Mostre na tela a reta de equacdo y=-e.
iv. Clique com o botdo direito sobre o campo “e” mostrado na
coluna algébrica e escolha “Exibir”. Aparecerda um controle

[P

deslizante para alterar o valor do numero “e”.

V. Clique com o botdo direito no campo “e” mostrado na coluna
algébrica. Escolha Propriedades. Modifique as propriedades
para min = 0, max = 1, Incremento = 0.01 e Largura = 200.
Feche a janela.

Vi. Arraste o controle de “e” todo para a direita. Vocé ¢ capaz de
determinar n a partir do qual b, esta na faixa determinada por
+ee—e?

Vii. Diminua e para ficar e = 0.5. Existe n a partir do qual os termos
da sequéncia ficam entre os valores numéricos —e e +e?

viii. E se diminuirmos e para e = 0.4? E se diminuirmos para e=
0.2? E se diminuirmos para e =0.1?

iX. E se diminuirmos e parae = 0.01?

X.  Vocé consegue encontrar valor de n a partir do qual os termos
da sequéncia se situam entre os valores —e € +e, see = 107,
e=10""7, e=10"'2? Se sim, descreva o procedimento
utilizado.

9) Compare os resultados estimados no item f) com os valores calculados
nos itens c) e d). SAo os mesmos? Estdo préximos?

h) Em qual programa foi mais facil encontrar os valores de n solicitados?
Justifique.

i) Do seu ponto de vista, 0 uso dos dois softwares, simultaneamente,
pode facilitar o entendimento e resolucéo das questdes solicitadas? Justifique.

Espera-se que os alunos percebam que estdo realizando as mesmas atividades,
mas com o uso de diferentes representacfes (sistemas semidticos distintos), e que
possam usar 0 Geogebra para estimar um valor inicial para n e comprovar isso com o
uso do sistema semidtico aritmético mostrado no wxMaxima. Os valores que os alunos

deverdo encontrar para os itens c) e d) no wxMaxima constam na tabela a seguir:

Faixa [-0.0001;0.0001] [-10~7;1077] [-10712;10712]

Valor de n para b, 10000 107 1012

Na realizacdo do item d) os alunos poderdo encontrar dificuldades advindas da
manipulacdo das poténcias de 10. Existe a possibilidade dos alunos ndo associarem tal
representacdo com a representacdo de numeros decimais. O trabalho com poténcias de
10 é necessario devido a dificuldade de determinacdo de valores muito pequenos no
Geogebra. Essa dificuldade engloba a demora nos calculos e a pouca visualizacdo dos
pontos da faixa requerida, o que exige aproximagdes visuais muito fortes (“zoom”
muito grande). Provavelmente os alunos dirdo que ndo conseguem encontrar valores de

n no Geogebra, enquanto que no wxMaxima, isso sera possivel.
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4.8.2 Analise a posteriori

Apenas 11 alunos resolveram esta atividade. As dificuldades esperadas em
relagdo & poténcia de 10 aconteceram de fato. Sete alunos associaram inicialmente o
sinal negativo do expoente ao sinal negativo do suposto nimero escrito na forma
decimal, como, por exemplo, 103 = —0,3. Quando estes perceberam que as solugGes
comentadas estavam divergindo, ou que colegas estavam com a mesma davida, tiveram
que usar a calculadora para determinar o valor correto das poténcias de 10. Ainda assim,
alguns se mostravam bastante surpresos ao visualizarem o valor retornado para a
poténcia solicitada, por exemplo, 1073 = 0,001. Ao serem questionados acerca do
resultado da calculadora, os alunos surpresos refaziam os calculos e perguntavam: “mas
nao tinha que aparecer o 3?”

Em relacdo as dificuldades nos contetdos chamados de Matematica Bésica,
objeto de desapontamento de muitos professores do nivel superior, j& em 1957
D’Ambrosio (2011) sugeria uma restruturacdo do curriculo ginasial, que hoje é
concernente ao Ensino Fundamental Il. Sua intencdo era proporcionar uma unidade
maior na Matematica escolar e permitir um contato mais natural e intuitivo com a
algebra, incluindo ai as opera¢des com 0s numeros, a fim de tornar menos macante e
inatil o ensino da disciplina. Entre as sugestdes, 0 autor aponta 0s jogos e passatempos
como despertadores da atencéo e interesse do aluno e que podem ajudar a evidenciar o
sentido do sistema de numeracdo atual, além de possibilitar relacdo com outros
conceitos como o de polinbmios. Afirma o autor que “a decomposi¢cdo de um ndmero,
em unidades, dezenas, etc., € a introducao de poténcias de 10 conduz facilmente a nocao
de polindmio [...]” (D’AMBROSIO, 2011, p.222). Ao que parece, as sugestdes nao
foram postas em pratica, com isso, a dificuldade em compreender tais conceitos
permanece.

Ainda em relacdo aos numeros, Loureiro (2004) assegura que os algoritmos para
as operacOes elementares (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) ensinados na
escola (atualmente, no Ensino Fundamental I) ndo seguem a tendéncia natural de
raciocinio das criancas, sao complicados e sem sentido, 0 que prejudica a aprendizagem.
A autora propbe o uso de calculadoras e enfoque no célculo mental e problemas
desafiantes e interessantes, que sejam ‘“‘capazes de estimular os alunos para o gosto por

resolver problemas, por pensar, por conhecer ¢ dominar os numeros” (LOUREIRO,
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2004, p.23). Acredito que esta metodologia aplicada as poténcias de 10 é capaz de
minimizar essas dificuldades.

Como era esperado, 0 Geogebra foi usado apenas para os maiores valores de «.
Também chamou a atencdo o fato de nenhum aluno ter usado o comando abs(f(n)), o
que pode indicar o desconhecimento do significado de valor absoluto. A exploracéo
deste termo pode tornar mais compreensivel a simbologia usada na definicdo
apresentada na tarefa 7.

Aparentemente, as exploracfes pretendidas foram praticadas pelos estudantes.
Entretanto, pode ser realizada uma pesquisa futura por meio de atividades com médulos,
épsilons e deltas, antes de propor trabalhos com o registro algébrico da definicdo de
convergéncia.

Foi interessante notar que muitas vezes os alunos verificavam o resultado obtido
por um software no outro. Por exemplo, calculavam no wxMaxima um determinado
valor que estivesse numa faixa, em seguida, utilizavam o Geogebra para verificar se
aquele ponto realmente estava na faixa. Além disso, por varias vezes os alunos
confrontaram os valores obtidos pelo wxMaxima aos pares ordenados da sequéncia,
apresentados no Geogebra. Marcos fez o seguinte comentario a respeito dos softwares:
“0 Geogebra é mais didatico, mas ndo é tdo bom com numeros muito pequenos,
podendo-se usar o wxMaxima para isso”.

Uma das dificuldades apontadas pela aluna Daia, em relacdo ao uso do
Geogebra, é que para valores de & pequenos, como por exemplo 0,01, as retas
estabelecidas como faixa ficam muito proximas ao eixo X, sendo preciso usar o zoom
varias vezes. Nas palavras dela, “a linha se mantém em cima do eixo x”.

A tarefa 8 agrega, essencialmente, as situacdes adidaticas de acdo-formulacéo e
validacdo, pois ao mesmo tempo em que o aluno explora, ele pensa nas possibilidades

de resolucdo e as testa. Veja 0 Quadro 19.
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Situacdo adidatica

O que caracteriza a situa¢do adidatica - Questao 8 A

Leitura e interpretacdo do enunciado; discussao dos comandos;
observagdo da escrita simbdlica fornecida pelo wxMaxima;
Diferenciacdo das poténcias de 10; analise do comportamento

Acéo A2 . : .
¢ da sequéncia dentro da faixa requerida; analogias entre o
registro numeérico e algébrico do wxMaxima e o registro grafico
do Geogebra.
< Elaboracdo de estratégias numéricas e graficas para a
Formulagéo L .
convergéncia de uma sequéncia.
N Verificagdo da convergéncia mostrada de forma numérica na
Validacao

forma gréfica e vice-versa.

Institucionalizacéo

As poténcias de 10. O uso de parénteses.

Quadro 19: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 8A

4.9 Os exercicios 9 e 10 e as analises a priori e a posteriori

4.9.1 Anélise a priori

As tarefas 9 e 10 buscam ampliar a observacdo da definicdo de convergéncia

para quando o limite da sequéncia ¢ um ponto diferente de zero, o que, a principio, pode

favorecer o fortalecimento da compreensdo da definicdo, ancorando-a por meio de

situacOes diversificadas.

. A . 2
9 - Considere a sequéncia g,, = ﬁ

a) Use o comando “Sequéncia [<(varidvel, expressdo)>, <varidvel>,
<valor inicial>, <valor final>]” para analisar a convergéncia da sequéncia.

b) Identifique, se for o caso, 0 nimero L para o0 qual a sequéncia
converge.

C) Tome € = 0.5 e construa, no Geogebra, as retasy =L +cey =1L —
€. (Use o comando: “e=0.5”, “y=L+e” e “y=L-¢”. Aqui, L € 0 nUmero que
vocé estimou no item b)

d) Descubra um valor de n a partir do qual todos os pares ordenados
estejam dentro da faixa delimitadas pelas retas horizontais y=L+¢ €

y=L-—e.
e) Anote, numa tabela, esse valor de n e o valor de € .
1j] Diminua o valor de ¢ para 0.1 e encontre n tal qual descrito no item

d). Anote os valores de n e € na tabela do item €). (Clique sobre o comando
do “e” e altere o seu valor, as retas mudardo automaticamente)

9) Repita o procedimento f) parae = 0.01 e £ = 0.001

h) Escreva suas observacdes e conclusdes.

i) Releia a defini¢do de convergéncia. Qual o papel do €. Quem é o L?

j) Baseado nesse experimento, 0 que vocé diz sobre a convergéncia ou
divergéncia da sequéncia? O que € preciso observar pra saber se uma
sequéncia converge ou diverge?

A - 2 , . -
10 - Usando a mesma sequéncia g,, = ﬁ do exercicio 9, va para o software

wxMaxima e abra um arquivo novo.
a) Digite no campo de Entrada a definicdo do termo geral da sequéncia,
“f(n) = (2.0)*n/(n+1)”, e aperte Enter. A expressdo funcional do termo geral
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estard registrada. Cuidado para que seja escrito “2.0” no numerador da
expressao. Isso facilitara o trabalho com valores decimais.

b) Verifique o valor do termo de indice 50. Para fazer isso digite no
campo de Entrada “f(50)” e aperte Enter, vocé devera ver o valor
1.96078431372549 na tela.

C) Considere L = 2 (nGmero de convergéncia que vocé achou no item b)
do exercicio 6) e € = 0.5. Use 0 método da tentativa e erro para encontrar
um valor n tal que f(n)e(L — ¢, L + €), isto é, encontre um ndmero n cuja
imagem f(n) esteja no intervalo (1.5; 2.5). Anote os valores de € e n numa
tabela.

d) Use € = 0.1 e encontre n tal que f(n)e(L —¢,L + €). Anote een na
tabela criada em c).

e) Use € = 0.01 e encontre n tal que f(n)e(L —¢,L +¢). Anotecen
na tabela criada em c).

f) Use € = 0.001 e encontre n tal que f(n)e(L —¢,L +¢). Anotecen
na tabela criada em c).

9) Use € = 0.0001 e encontre n tal que f(n)e(L — &, L +¢). Anotesen
na tabela criada em c).

h) Use e = 1078 e encontre n tal que f(n)e(L — &, L +¢). Anote s e n
na tabela criada em c).

i) Use € = 10712 e encontre n tal que f(n)e(L — &, L +¢). Anotecen
na tabela criada em c).

j) E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L — &L +¢)?
Justifique.

k) Compare os valores de n calculados neste exercicio com os obtidos no
exercicio anterior. O que vocé pode dizer a respeito deles? Em qual modo,
grafico ou numérico, no Geogebra ou no wxMaxima, foi mais facil de
determiné-los? Comente.

A intencdo de se propor a resolucdo das mesmas questdes em dois softwares esta

na possibilidade de utilizarem-se dois sistemas semidticos distintos. Espera-se que a

conversao de representacdes de um sistema para outro possa auxiliar a constru¢do do

conceito de convergéncia. Os valores de n para os ¢ solicitados deverdo ser:

n\ e 0.5 0.1 0.01 0.001 0.0001 1078 10712
Geogebra | 3 24 198 1010
wxMaxima | 3 20 199 1999 19999 1078-1 | 10712-1

Vale lembrar que os resultados da pesquisa de Almeida e Viseu (2002) sugerem

“a importancia de uma pratica de ensino/aprendizagem de conceitos de Calculo que

integrem simultaneamente as abordagens graficas e analiticas de forma a evidenciar

significados e relagdes” (p.217). A utilizagdo dos dois softwares permite, a nosso ver,

tal integracao.

4.9.2 Andlise a posteriori

O comando dado no item 1-c, da tarefa 9, ndo foi entendido por sete alunos, que

fizeram as retas limites das faixas usando o valor de e dado, diferente das instrugcdes
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estabelecidas, como por exemplo, usavam o comando “y = 1 + 0.5” para tracar a reta.
O valor de n solicitado no item d confundiu os alunos, porque 0s exercicios anteriores
referiam-se a este valor chamando-o de ny,. Um aluno chegou a comentar: “mas aqui
tem a mesma letra que 14 na férmula da sequéncia”. Isto pode configurar a nao
compreensdo do significado das coordenadas dos pares ordenados inseridos no
comando do Geogebra e de que a abscissa do par ordenado, neste caso, representava a
posicao do ponto, enquanto a ordenada representava o valor do termo.

Dificuldade como essa, merece atencdo na reformulacdo da sequéncia.
Acreditamos que a manipulacdo de sequéncias numeéricas exija a concatenacdo entre o
registro algébrico, a percepcao temporal quando se admite que o indice dos termos esta
associado a passagem do tempo e a associacdo do indice com a posi¢do da abscissa.
Esses tratamentos e conversdes merecem ser trabalhados com mais atividades que
estimulem tais procedimentos. Contudo, € preciso atentar-se para a forma de fazer esse
trabalho. E preciso fazer com que o estudante perceba que as atividades nio sio iguais,
caso contrario, ele se sente desestimulado. As tarefas precisam despertar, nele, a
vontade de vencer novos desafios. Nessa acepcdo, Duval (2003) sugere considerar as
variacdes de enunciados que conservam o mesmo tipo de resolucao para o problema.

A aluna Daia associou € e L da tarefa 9 como sendo “distancia do limite” e
“ponto de convergéncia do limite”, respectivamente. No geral, os alunos associaram o
valor de € ao tamanho da faixa e L, ao limite. Isto parece indicar que uma definicédo
escrita na forma matematica pode ser compreendida pelos alunos, desde que haja o
devido tratamento. E mais, parece indicar a incoeréncia presente nos livros de Calculo
que apresentam a definicdo considerando apenas o0 que o aluno deveria ser capaz de
compreender naquele momento de estudo.

A convergéncia foi explicada, em lingua natural, pelo aluno Alvaro: “uma
sequéncia é convergente quando diminuimos o valor do ¢ e ainda sim achamos um valor
de N”.

A andlise das atitudes discentes durante a resolucdo desse exercicio permitiu
perceber a ndo compreensdo da escrita matematica. Na tarefa 9 foi solicitado “um valor
de n a partir do qual todos os pares ordenados estejam dentro da faixa delimitada pelas
retas horizontaisy = L+ Eey = L — £”. Esse exercicio foi realizado pelos alunos sem
muitas dificuldades na solu¢do da questdo. O Unico problema foi usar o controle

deslizante para criar as retas. No entanto, quando questdo equivalente fora dada na
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tarefa 10, “encontre um valor n tal que f(n) € (L —¢&, L+ €)”, por meio de uma
linguagem matematica mais formal, os alunos ndo conseguiram entender o que
deveriam fazer para encontrar o tal valor. Muitos calcularam o valor da funcdo para o
valor de ¢ dado.

Neste ponto, estes alunos recorreram ao Geogebra para compreenderem o
resultado obtido. Notamos que este foi um recurso recorrente: os valores obtidos no
wxMaxima eram “confirmados” na visualizagdo grafica do Geogebra. Alguns alunos,
além de fazerem isso, ainda observavam as coordenadas dos pontos da sequéncia
mostrados na janela de algebra do Geogebra para relacioné-los aos valores calculados
no wxMaxima, como ja comentado anteriormente. Isso mostrou a importancia do uso de
mais de uma representacdo semiotica para a compreensao.

A dificuldade detectada para determinar o valor n tal que f(n) € (L —¢,L + €),
pode estar associada a abordagem grafica usualmente utilizada no ensino: a pontual.
Geralmente, s@o esbocados graficos de funcbes a partir da atribuicdo de valores
numéricos a variavel x, situada sobre o eixo horizontal, e a partir da qual é determinado
um valor numeérico para a variavel y, que esta no eixo vertical, sem maiores analises.
Esta forma de agir inviabiliza, em muitos casos, a coordenacdo desse registro pelo
individuo, o que dificulta a atividade de conversdo de representacdo. Normalmente ndo
sdo requeridos exercicios, muitas vezes, nem exemplos, em que se exige pensar no
modo contrario: do grafico para a algebra, ou para a lingua natural, ou para nimeros, 0
que contribuiria para a referida coordenacéo.

Para que o aluno associe a expressio “n tal que f(n) € (L —¢ L+ ¢)” ao
procedimento grafico de tracar retas horizontais, como se pretendeu, € preciso que 0
aluno consiga passar pela codificacdo das informacdes, isto é, ele deve explicitar as
conexdes locais entre o grafico apresentado e o que é requerido no enunciado. Mas esta
tarefa ndo é facil. No Quadro 20 sdo apresentadas as codificacBes requeridas para essa
conversdao. Além de ndo congruéncias, algumas vezes a dificuldade advém do proprio

sistema de ensino. Observemos:
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Neste processo, apesar das dificuldades, da repeticdo de atividades, as conversas
efetivadas pelos alunos foram importantes para dar sentido aos pares ordenados
mostrados pelo Geogebra, para as diferentes sequéncias. A linguagem usada pelos
alunos e entre alunos é mais acessivel. Esse dialogo pode transmitir com clareza a idéia
do saber visado sem sobrecarregar o discurso com termos técnicos, o que geralmente
acontece no discurso do professor, mesmo que ele cuide para usar uma linguagem
simples e clara.

Disto infere-se que o dialogo entre alunos pode e deve ser usado como aliado
docente para a efetivacdo da aprendizagem discente. E esta alternativa tem sido deixada
de lado em aulas de Calculo, talvez pelo pouco tempo disponivel para a disciplina, ou
por acomodacéo do professor, ou, ainda, porque o professor ndo sabe como fazer isto!

Aqui pode também ter havido confusdo na nomenclatura (L — ¢, L + €), pois 0s
livros de ensino médio tém trazido a notagdo por colchetes, e ndo a que usa 0S
parénteses, para representar um intervalo aberto. As nota¢des adotadas para intervalos,
as trocas, explicitamente percebidas como ]a, b[ por (a, b), sdo pontos que merecem ser
estudados futuramente, uma vez que muitos alunos, especialmente do Ensino Médio,
momento em que estas notacdes sdo inseridas no ensino da Matematica, ndo
compreendem claramente o porqué de um intervalo estar aberto ou fechado, de um
ponto pertencer ou ndo ao intervalo. Talvez isso se dé em razdo da significacao
atribuida, pelo aluno, aos nimeros reais e a confusdo que existe em sua mente, entre
estes e 0s nlmeros naturais, perceptiveis no seu dia-a-dia.

Observe a representacdo dos intervalos e valor de n anotados pela aluna Daia, na

Figura 16:
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Figura 16: anotacdo de € e n requeridos na tarefa 10 - aluna Daia

O registro apresentado na Figura 16 indica que, para esta aluna, ndo ha diferenca

entre os sinais de parénteses e chaves.

O Quadro 21 apresenta a caracterizacdo das questfes 9 e 10, em relacdo a TSD.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 9-10 A

Acao Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdao dos comandos;
observacdo da escrita simbolica fornecida pelo wxMaxima;
distincdo das poténcias de 10; analise do comportamento da
sequéncia dentro da faixa requerida; relacdo entre a faixa dA
tarefa 9 e a escrita simbolica da faixa, dA tarefa 10; analogias
entre o registro numérico e algébrico do wxMaxima e o registro
grafico do Geogebra; deteccdo do valor limite da sequéncia
pelos métodos numeérico e grafico.

Formulacgéo Elaboracdo de estratégias numéricas e graficas para a
convergéncia de uma sequéncia.
Validacdo Verificacdo da convergéncia mostrada de forma numérica na

forma gréfica e vice-versa; comparacdo com critérios de
convergéncia anteriormente elaborados.

Institucionalizacdo | A notacdo simbdlica para a faixa, usando a nocdo de par
ordenado.

Quadro 21: Caracterizagdo da situacdo adidatica das questdes 9-10A
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4.10 A tarefa 11 e as analises a priori e a posteriori

4.10.1 Analise a priori

A tarefa 11 reforca a situacdo de que a convergéncia é uma aproximacao
numeérica. Espera-se que os alunos construam relagdes que indiquem que uma sequéncia

convergente deve ter seus termos cada vez mais proximos do possivel “numero limite”.

2n

11 - Considere a sequéncia h,, = P

a) Analise a convergéncia da sequéncia h, e, se convergente, determine
0 nimero para o qual ela converge.

b) Sendo L o ndmero para a qual h,, converge, use 0 método da tentativa
e erro para encontrar um valor n tal que f(n)e(L — ¢, L + €), para 0s casos
abaixo estipulados. Anote os valores de € e n numa tabela. Use o software
wxMaxima ou 0 Geogebra, o que preferir.

i. =101
ii. =103
iii. e=10"7

iv. e=10710
c) E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L —¢,L +¢)?
Justifique.

Nesse ponto da investigacao, possibilitamos ao aluno escolher qual sistema de
representacdo lhe agrada mais. A possibilidade de utilizacdo de dois softwares com
diferentes representacbes é possivel, com eficiéncia, apenas para valores iniciais de
épsilon. A medida que a ordem de grandeza diminuir, a escolha dos estudantes devera
recair sobre 0 wxMaxima, ja que o poder de calculo deste é maior que o do Geogebra.

Esta atividade pode ser considerada como tendo uma funcéo de objetivacéo, pois
exige que o aluno tenha compreendido que a convergéncia implica na existéncia de um
limite e reconheca as propriedades para tal existéncia numa funcao racional, como é o

Caso.

4.10.2 Analise a posteriori

Neste exercicio, os alunos usaram 0 Geogebra para analisar a convergéncia, que
fizeram por meio do critério intuitivo que os pontos da sequéncia deveriam formar uma
reta horizontal, a partir de um determinado valor, e 0 wxMaxima para calcular os
valores de n solicitados no item b. Novamente, precisaram de auxilio para montar a
tabela. Ainda assim, todos os alunos perceberam que o limite da sequéncia apresentada

era 1.
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Em relagdo a possibilidade de sempre encontrar um n tal que f(n) €

(L —¢,L+ ¢), de que trata o item c, todos os alunos afirmaram, depois de realizado o

item b, em outras palavras, que “sim, pois a expressao ¢ convergente” (Alvaro).

Outro fato que chamou a atencdo foi a dificuldade de alguns alunos associar a

escrita “n tal que f(n)e(L — &, L + €)” a faixa usada na tarefa 9, mesmo ja tendo sido

usada tal expressdo. Inferimos que a conversdo do registro algébrico para o registro

grafico na diregdo “vertical” tenha sido mais dificil, ja que o mais habitual é a conversdo

do registro algébrico com a disposicdo de nUmeros reais na direcdo do eixo x

(horizontal).

O Quadro 22 mostra a caracterizacdo da questao 11.

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 11 A

Acao

Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdao dos comandos;
observacdo da escrita simbolica fornecida pelo wxMaxima;
distincdo e operacdo com as poténcias de 10; analise do
comportamento da sequéncia dentro da faixa requerida; relagédo
entre a faixa da tarefa 9 e a escrita simbolica da faixa, da tarefa
10; analogias entre o registro numerico e algébrico do
wxMaxima e o registro grafico do Geogebra; deteccdo do valor
limite da sequéncia pelos métodos numérico e gréafico.

Formulagéo Elaboracdo de estratégias numéricas e graficas para a
convergéncia de uma sequéncia.
Validacao Verificacdo da convergéncia mostrada de forma numérica na

forma grafica e vice-versa; Comparacdo com critérios de
convergéncia anteriormente elaborados.

Institucionalizacéo

Operacdao com numeros decimais. A interpretacdo do valor
retornado nas calculadoras cientificas.

Quadro 22: Caracterizacdo da situacdo adidatica das questes 11A

4.11 A tarefa 12 e as analises a priori e a posteriori

4.11.1 Analise a priori

A tarefa 12 instiga o aluno a relacionar as observac@es dos experimentos com a

escrita formal, tendo por base a nomenclatura apresentada na definicao.

12 - Considere a definicdo: Se {a, }converge para o nimero L, escrevemos
lim, ., a, =L, ou simplesmente a, = L, e chamamos L de limite da
sequéncia.

a) Para as sequéncias classificadas como convergentes no exercicio 3,
escreva a convergéncia da mesma maneira que a apresentada no
enunciado desse exercicio.

b) Compare essa escrita matematica com a que foi elaborada por vocé no
exercicio 2. Ha semelhangas? Comente.
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c) Qual adificuldade sentida na elaboracéo da escrita no exercicio 2.
d) Na sua opinido, o que fica mais facil de compreender: o seu modo de
escrever ou o “modo oficial” ? Por qué?

Espera-se que o0s alunos tenham construido diferentes situacbes que lhes
fornecam possibilidades de compreender o conceito de convergéncia e sua relagdo com
a teoria de limites. Acredita-se que, ao chegarem a esse ponto, possam representar a
convergéncia com o uso de signos formais do sistema algébrico sem grandes
dificuldades.

4.11.2 Analise a posteriori

Ao contréario do esperado, alguns alunos ainda tiveram que ler e reler a definicao
varias vezes para entender o significado das notagdes, porém, depois disso, quase todos
escreveram sem dificuldades a convergéncia na notagdo de limites (Figura 17), mesmo

que com alguns ‘desacertos’, como ¢ possivel perceber pela Figura 18.
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Figura 17: Representacdo de convergéncia de um aluno
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Figura 18: Notacdo de convergéncia de uma das alunas participantes do curso
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A escrita apresentada na Figura 18 nos permite deduzir que a aluna confunde o
significado de ‘tender a’ ¢ o ‘limite é’. Isso indica que o professor deve tomar muito
cuidado com os termos usados em sala de aula, bem como, deve assegurar-se da
compreensdo dos alunos sobre 0s termos matematicos usados para explicar um conceito
ou definicéo.

Neste sentido, ressalta-se a dificuldade apontada pelo aluno Alvaro para a
elaboracdo da escrita matematica num exercicio anterior: “transformar o pensamento
(linguagem comum) em linguagem matematica”. Isto pode ser minimizado se, desde os
anos iniciais da escolarizacdo, os professores relacionarem os diversos registros de
representacdo semiotica a linguagem matematica, tendo em conta o nivel de abstracdo
caracteristico de cada fase escolar, ou seja, levando-se em conta 0s possiveis obstaculos
ontogenéticos (BROUSSEAU, 1976).

Na comparagdo com a tarefa 2, os participantes afirmaram n&o saber o conceito
de limite para escrever o observado nas sequéncias com 0 uso da notacdo requerida.
Todos afirmaram que o modo pessoal € mais facil de ser compreendido que 0 modo
formal. Cabe ao professor propor a utilizacdo de ambos 0s registros, ja que o primeiro
pode estar carregado de vicios que poderdo se tornar obstaculos para aprendizagens
futuras e estar distante do modo “correto”. Alguns alunos alegaram ser mais facil a
escrita matematica por causa da “certeza” da resposta. No entanto, quando questionados
a respeito das discussdes entre os grupos antes da escrita “formal”, se era mais facil ou
ndo de compreender, os participantes foram unanimes em dizer que a comunicacao em
lingua natural é mais compreensivel. Em relagéo a este assunto, o aluno Alvaro comenta
“a linguagem comum, pois se associada a linguagem matematica fica mais facil de
compreender”.

Mais uma vez ha indicativo de que a conversdo de registros de representacao
semidtica traz significativos aportes na aprendizagem, especialmente quando se
considera a lingua natural como um dos registros. Ficou evidente, neste minicurso, a

necessidade de compreensdo do conceito matematico via lingua natural.

O Quadro 23 indica a tipologia da questdo 12.
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Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 12 A

Escrita simbdlica da convergéncia das sequéncias; comparagao

Acao da escrita feita na tarefa 2 com a apresentada.
Formulacio Elaboragf_?lo de Est_ratégias dg escrita da convergéncia;
reconhecimento dos signos formais.
N Confronto entre a estratégia e a definicdo apresentada no
Validacdo

enunciado da questdo.

Institucionalizacéo Representacdo simbdlica para a convergéncia

Quadro 23: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 12A

4.12 A tarefa 13 e as analises a priori e a posteriori

4.12.1 Andlise a priori

A tarefa 13 investiga se os alunos foram capazes de encontrar alguma estratégia

para criar uma sequéncia convergente.

13 - Crie uma sequéncia convergente, e represente essa convergéncia por
meio da notacdo apresentada no exercicio 12. Justifique.

Existe a possibilidade dos alunos relacionarem sequéncias convergentes com
aquelas que sd@o definidas por quocientes, e escreverem sequéncias com termo geral
dado na forma de quocientes de expressdes aritmético-algébricas. Como eles ja
estudaram o assunto “limites” em disciplina regimental anterior, ha a possibilidade de
alguns deles escreverem sequéncias a partir da observacdo do comportamento dos

termos de maior grau desse quociente.

4.12.2 Analise a posteriori

De inicio os alunos se espantaram por terem que criar uma sequéncia
convergente, mas, passado o choque inicial, comecaram a testar algumas opc¢des no
Geogebra. Como era esperado, a maior parte dos alunos montou sequéncias com termo
geral na forma de quocientes e recorreram a analise das sequéncias anteriores para
observar um padrdo. Alguns alunos perceberam que, para estes casos, deveria ser
observado o termo de maior grau da expressao, pois sempre que o grau do polindmio do
numerador era maior que o grau do polinémio do denominador a sequéncia criada nao

era convergente. Um exemplo de resposta esta apresentado na Figura 19, que também
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revela a importancia de mais tarefas em que a expressdo matematica deve ser convertida
para a lingua natural e vice-versa, como ja apontavam os trabalhos de Dall’anese
(2006), Mariani (2006) e Adu-Gyanfi, Bossé e Faulconer (2010).
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Figura 19: Resposta da pergunta 13, do aluno Alvaro

A compreensdo da convergéncia e de sua representacdo algébrica é importante
para a compreensdo dos elementos componentes da definicdo de integral definida e
acreditamos que fazem parte do seu campo conceitual.

Dos dialogos entre os alunos, foi percebido que a relacdo do grau do polindmio
com a convergéncia foi associada as regras para calculo de limites no infinito:
experimentando formulas para criar sequéncias convergentes os alunos atribuiram
sentido ao calculo de limites no infinito.

Ou seja, aqui se percebe uma oportunidade de apresentar questdes analogas a
essa quando o conteudo “limite no infinito” ¢ trabalhado em sala de aula, pois, pelo que
foi possivel perceber, por mais detalhadamente que esse assunto tenha sido trabalhado,
esses alunos ndo conseguiram perceber a aplicabilidade daquela teoria.

A classificacdo tipologica desta questdo esta apresentada no Quadro 24.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 13 A

Acdo Discussdo e criacdo de uma sequéncia convergente.

Formulacgéo Elaboracdo de estratégias para compor a convergéncia de
sequéncias.

Validacdo Verificacdo experimental do critério de convergéncia

estabelecido para sequéncias convergentes.

Institucionalizacdo Limites no infinito e os critérios de convergéncia.

Quadro 24: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 13A

4.13 A tarefa 14 e as analises a priori e a posteriori

4.13.1 Analise a priori

A tarefa 14, nesta etapa, € apenas uma provocagao.
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14 - Pense em uma nova sequéncia s, em que cada termo é a soma do n-

ésimo termo da sequéncia, com 0s termos anteriores (exemplo: para a

sequéncia a,, do exercicio 1,s;, =1, s, =1++v2, s3=1+vV2++3, e

assim por diante).

i. Vocé acredita que essa sequéncia (das somas) possa ser convergente?
Explique.

ii. Teste sua conjectura com as sequéncias dadas no exercicio 1. Escreva
suas conclusdes.

Acredita-se que os alunos possam dizer que as somas nunca convergem, uma
vez, ao adicionar sempre uma quantidade a um nimero, a tendéncia é sempre obter um
ndmero maior, portanto, as somas ndo devem convergir. A intencdo de tal enunciado é
iniciar os estudantes na investigacdo de “somas infinitas”, situacdo associada ao campo

do conceito de integral de Riemann.

4.13.2 Analise a posteriori

A resposta unanime foi de acordo com o esperado: todos afirmaram, com
diversas palavras, que ndo ¢ possivel acrescentar sempre “alguma coisa” em um niimero
e essa soma ainda ser convergente. No entanto, parece ter havido um direcionamento
em relacdo ao exemplo apresentado, mesmo tendo sido solicitada a analise das demais
sequéncias. Talvez, se uma sequéncia convergente tivesse sido apresentada, a resposta
teria sido diferente.

A dificuldade em acreditar na possibilidade de somas infinitas serem
convergentes, aqui relatada, também é exposta no trabalho de Contreras e Ordofiez
(2006), no qual esta questdo é citada como sendo um obstaculo epistemolégico
(BROUSSEAU, 1976). Apesar disto, ndo parece haver muita preocupacdo com 0
tratamento dado as somas infinitas que convergem, nos livros-textos descritos na secéo
2, 0 que contribui para a incompreensdo dos conceitos que sao baseados nesta nocao.

A questdo 14 pode ser caracterizada como mostra o Quadro 25.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacado adidatica - Questdo 14 A

Acéo Discussdo de convergéncia de somas de termos de sequéncia.
Formulacdo Elaboracdo de critério de convergéncia de soma.
Validacéo Verificacdo experimental do critério nas sequéncias da tarefa 1.

Institucionalizagéo Nomenclatura para soma de termos de uma sequéncia.

Quadro 25: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 14A
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4.14 Os exercicios 15 e 16 e as analises a priori e a posteriori

4.14.1 Anélise a priori

A tarefa 15, que pode ser caracterizado como uma situacdo de formulacéo,

permite analisar o quanto os alunos relacionaram os conceitos trabalhados nesta etapa.

15 - Se voce tivesse que dizer a alguém um critério para analisar a possivel
convergéncia de uma sequéncia o que vocé diria? Escreva sua resposta.

Espera-se que ao completarem as tarefas anteriores, as situaces exploradas
permitam a consolidagcdo de um campo de conceitos afetos ao conceito de integral de
Riemann, por isso faz-se a proposta enunciada na tarefa 16.

16 - Elabore um mapa conceitual (use o software cmap tools) em que
constem 0s assuntos contemplados nesta primeira parte e suas relacdes.
Entregue este mapa.

Um possivel mapa que envolve conceitos trabalhados nas atividades descritas
estd na Figura 20. Entende-se que devam aparecer ligacGes entre os conceitos de
sequéncia, convergéncia e divergéncia, necessariamente, além das relacGes entre 0s
conceitos de convergéncia, limite e valores finais. Como um mapa conceitual é
individual e mutavel devido as experiéncias pessoais com situacdes estudadas, torna-se

dificil propor, a priori, mais que as informac6es aqui descritas.
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Figura 20: Estimativa de mapa conceitual para os conceitos associados a parte A
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4.14.2 Analise a posteriori

Para a tarefa 15 todos os alunos apresentaram a existéncia do limite como

critério de convergéncia. Vejamos um exemplo na Figura 21:
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Figura 21: Critério de convergéncia de sequéncia do aluno Alvaro

Em relacdo ao mapa conceitual, esperava-se que estes contivessem informacgdes
sobre o0 comportamento das sequéncias, alem dos conceitos de convergéncia e
divergéncia. De modo geral, 0s mapas apresentaram estes ultimos conceitos, mas com

ligagOes que devem ser desconstruidas. Voltaremos a esta discussao na segéo 4.16.

4.15 Analise Didatica das Atividades

As atividades propostas para esta parte inicial objetivaram a construcdo ou
reforco do conceito de convergéncia de uma sequéncia numeérica, fundamental para o
entendimento da integral definida como um limite de uma soma infinita. Para tanto, as
atividades foram pensadas como tarefas de compreensdo (DUVAL, 2009), que
envolvem as duas transformacGes de representacdo: tratamento e conversao.

Nas atividades, foi planejado levar o aluno a assimilacdo gradativa deste
conceito, cuidando para que cada questdo pudesse ser considerada uma situacdo de
acdo, formulacdo, validacdo ou institucionalizagdo, como preconizadas pela TSD. O
Quadro 26 aponta os enfoques usados para a compreensdo do conceito de convergéncia

nas atividades desta parte A.
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Foco da Convergéncia da sequéncia Tipo de Representacéo Questdes de
numerica: utilizado referéncia
Aproximacéo a um determinado valor -
(limitante) Grafica 1,345
Aproximacao a um valor, por meio de uma | Gréfica 6,8,9
faixa Algébrica 7,10,11
o Lingua Natural 3
Definigao Algébrica 7
x Algébrica 2,12
Notagao Lingua Natural 3
Convergéncia de uma série Lingua natural 14
- . Lingua Natural 3,5/913,15
Critérios de Convergéncia Algébrica 7,12

Quadro 26: Enfoque da Convergéncia de Sequéncia Numérica

A intencdo era fazer com que os alunos transitassem entre os registros da lingua
natural, simbdlico (algébrico e numérico) e grafico, sendo este Gltimo, usado como
apoio™ as interpretacdes dos enunciados e dos tratamentos e/ou conversdes requeridas.
Em praticamente todas as atividades, o grafico contribuia na visualizacdo global® da
figura, pois era necessario analisar o comportamento da sequéncia como um todo para
concluir sobre sua convergéncia e, posteriormente, redigir uma resposta, seja usando a
representacdo discursiva, seja usando a representacao algébrica.

A maior parte das questdes pedia para que os alunos justificassem suas escolhas
ou conclusdes, o que foi feito sempre usando a lingua natural. Acreditamos que a
producdo de uma resposta faz o aluno refletir sobre os elementos envolvidos na sua
resolucdo que o fizeram chegar a uma determinada conclusdo, e isso passa,
necessariamente, pela observacao e analise do objeto representado. Duval (2006, p.155-
156) afirma que “as tarefas de simples reconhecimento que consistem em eleger entre
varias respostas possiveis sdo mais faceis que as de producao que pedem que se elabore

%0 (traducdo nossa). Embora Duval (2006) reconheca a importancia das

uma resposta
tarefas de reconhecimento, o autor expde a contribuicdo das tarefas de producdo para a
interpretacdo dos dados obtidos na resolucdo de problemas.

Além disso, a Teoria das Situacdes Didaticas estabelece a comunicacdo com um

interlocutor como fator de interacdo fundamental nas situacdes didaticas de formulagéo.

%8 Segundo Duval (2006), na justificativa de uma conversdo entre dois registros, normalmente séo usados
conceitos que sdo mobilizados por um terceiro registro. Neste caso, o terceiro registro foi o gréfico.

* Visualizacdo global aqui é entendida como a que proporciona uma interpretacdo discursiva da figura
(DUVAL, 2012), isto é, ndo se vé apenas a forma apresentada, mas sim o que ela representa diante do
enunciado proposto.

% No original: “las tareas de simple reconocimiento que consisten en elegir entre varias respuestas
posibles son mas féaciles que las produccién que piden que se elabore la respuesta”.
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O Quadro 27 identifica os tratamentos e conversdes requeridas nas atividades

propostas. Nele, os nimeros representam a questdo em que a referida conversdo é

requerida.
Registro de Chegada
Registro de Saida
Lingua Natural Algébrico/Numérico Graéfico
Lingua Natural 1,11,14,15 2,3,13 1,13
Algébrico/numérico 1,7,8,10,15 7,8,10,11,12 1,11
Gréfico 4,5,8,9,15 6,8

Quadro 27: Tratamentos e Conversdes requeridas nas atividades da parte A

A classificacdo dos registros de saida e chegada foi feita levando-se em conta o
que era pedido no enunciado. Na questdo 1, por exemplo, a informacdo sobre a
sequéncia foi dada na lingua natural, sendo que no item 1.2 o aluno deveria escrever sua
observacdo acerca do comportamento da sequéncia também em lingua natural, isto foi
interpretado como sendo um tratamento no registro em lingua natural. Neste item ainda,
0s termos gerais estavam escritos algebricamente e requeriam uma analise, que deveria
ser sintetizada em lingua natural. Isso foi considerado uma conversdo do registro
algébrico para o de lingua natural. Ja o item 1.1 pedia para analisar graficamente o
comportamento das sequéncias cujo termo geral foi apresentado em linguagem
algébrica. Isso foi considerado uma conversdo do registro algébrico para o grafico. E
importante ressaltar que, praticamente, todas as atividades usaram a representacéo
grafica como apoio a compreensdo necessaria a escrita da resposta solicitada. No quadro
27, foi considerada a conversdo para o registro grafico apenas quando ela era
diretamente solicitada.

A sequéncia didatica, apoiada no uso de recurso computacional, no caso, 0s
softwares Geogebra e wxMaxima, e na diversidade de registros, permitiu a identificacdo
de alguns pontos importantes, externos ao contexto puramente matematico das aulas de
Caélculo, e que podem afetar a aprendizagem dos alunos, quais sejam: 1) 0s termos
utilizados pelo professor devem ser familiares aos alunos; 2) € preciso maior autonomia
do aluno na resolucdo de problemas e na sua comunicagao.

Em relacdo ao primeiro ponto, deve-se destacar a dificuldade mostrada pelos
alunos na distingéo das palavras “expressdo” e “variavel”, logo no inicio das atividades,

bem como a pesquisa da palavra “converge” na questao 3.
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A exata compreensdo do termo é importante especialmente quando se trata de
realizar operacdes de conversdo. Duval (2006) alerta, por exemplo, que numa conversao
da representacéo discursiva para a algébrica®, num primeiro momento, as letras de uma
equacdo representam nimeros. Em seguida, no tratamento algébrico para a resolucéo da
questdo proposta, esta visdo é rompida, priorizando-se a operacao a ser realizada. Essa
ruptura é causa de confusédo, segundo o autor.

Neste ponto, ainda deve ser considerada a questdo de pré-requisitos. Alguns
conceitos como par ordenado, variavel, funcdo, precisam ser revisados antes da
resolucdo destas atividades. Alids, em varios momentos, as palavras usadas nas
defini¢cbes causaram dificuldades em sua compreensdo. Isto indica um maior cuidado
com o uso das palavras em uma definicdo. A principio, pelo menos com o0s
colaboradores da pesquisa, parece ser este um fator crucial para comecar o
entendimento. A distin¢do entre 0s termos expressao e variavel, funcao e sequéncia, por
exemplo, precisa ser melhor trabalhada, ndo apenas nesta sequéncia didatica, mas
também nas aulas de Matematica, especialmente em nivel Fundamental e Médio.

Muitas das dificuldades dos alunos podem ser atribuidas a conceitos e defini¢des
de contetdos ja trabalhados na Educacdo Basica, especialmente quanto a representacédo

analitica das situagdes matematicas. Em relacéo a isso, Nasser (2007, s/p) afirma:

No Ensino Médio, em geral, os alunos sdo acostumados a resolver
mecanicamente 0s exercicios, decorando regras e macetes, ndo sendo
estimulados a raciocinar. No inicio do curso superior, se deparam com
exigéncias que ndo estdo prontos para enfrentar, pois ndo tiveram
oportunidade de desenvolver habilidades de argumentacéo.

Para reverter esta situacdo, € importante a mudanga metodologica docente ja nos
anos iniciais. Como medida paliativa para alunos de cursos superiores, é possivel que a
introducdo de atividades exploratorias para a compreensdo dos conceitos de par
ordenado e funcdo, énfase no registro grafico e conversdo de registro, por exemplo,
possam colaborar na ancoragem de conceitos. Esta postura contempla, em nosso ponto
de vista, as sugestbes de Cury (2000) e Nascimento (2000), que propdem, em outras
palavras, a revisdo intuitiva de conceitos de CDI.

A afirmacdo de Nasser (2007) é importante para refletirmos a urgéncia de

modificacdo da postura docente®, pois retrata uma atitude discente néo condizente com

®! Trata-se de converter “Juan es 3 afios mayor que Pedro. Juntos tienen 23 afios de edad. Qué edad
tienen?” para a equagdo “N = x + (x + D)” (DUVAL, 2006, p. 146,147).

®> mas ndo apenas dela, j&4 que o professor estd submetido as regras do sistema educacional. N&o
entraremos nesta discussao.
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os fendbmenos de interpretacdo global, por exemplo, apontados como essenciais ao
acesso aos objetos matematicos.

A indicacdo da pesquisa dos termos usados nas definicdes pode trazer efeitos
benéficos. Por exemplo, um dos retornos da pesquisa da palavra “par ordenado” foi um

artigo em que aparece o trecho seguinte:

(...) Surgia a Ldgica moderna, na qual uma proposicdo é formada por uma
expressdo relacional, isto é, uma func¢do, e um par ordenado de expressdes-
sujeito. Por exemplo: no enunciado ‘Jodo € pai de Pedro’, ha a expressdo
relacional ‘¢ o pai de’ e o par ordenado {Jodo, Pedro}. Isso significa que
existe, entre os dois objetos, Jodo e Pedro, a relacdo ‘ser pai de’ (...)
(D"AGORD, 2006, p.243 — negrito nosso).

A finalidade do artigo ndo interessa a nossa pesquisa, porém a utilizacdo da
expressdo par ordenado seguida por dois nomes entre chaves e ndo entre parénteses —
como ¢ usado na matematica, pode trazer confusdo ao aluno ao se deparar com uma
situacdo como essa. Com a pesquisa, problemas assim podem aparecer em sala de aula,
e o professor tera a oportunidade de atribuir significacdo aos significantes e aos signos
na Matematica, além, é claro, de o aluno perceber outras situacdes em que o par
ordenado € usado e, assim, compreendé-lo melhor.

Ja para a palavra parénteses, encontra-se, também, um artigo (FIAD e
BARROS, 2003) que discute a relacdo deles com a reescrita. As autoras argumentam:
“(...) o fato de o aluno usar parénteses para intercalar suas rasuras no texto é muitas
vezes interpretado como um mero isolamento do que ndo Serve ao texto, como uma
forma de separar o que sera retirado na reescrita (...)” (p. 1209). Mais adiante, as autoras
continuam: “(...) Mas ¢ importante nao perder de vista que essa confianga de que o uso
de parénteses anula algo, pode ser um indicio da sobrevivéncia na escola de um discurso
que associa as intercalacdes em geral ao supérfluo, ao desnecessario, ao irrelevante (...)”
(p.1211).

Estas duas ultimas citacGes sdo exemplos das diferentes significacdes que uma
mesma palavra ou signo pode ter. O professor de matematica deve ter ciéncia disso. O
aluno vem para a escola com suas representacdes sociais, que podem interferir na
maneira como ele age em sala de aula e em relacdo ao seu conhecimento. Tal discussdo
ndo é objeto desta tese, contudo, € importante enfatizar a necessidade para maior clareza

dos significados dos termos usados nas definicbes matematicas.
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Nesse sentido, Brousseau (2003) chama a atencdo para o fato de que essa
dualidade das palavras pode se tornar um obstaculo didatico. Comentando sobre sua

pesquisa na estatistica, o autor afirma:

encontramos também uma dificuldade na dualidade linguistica da
determinacdo de objetos e classes: por nomes préprios ou propriedades, para
listas de nomes ou propriedades de conjuntos etc. Esta dualidade de
linguagem fornece uma espécie de equivaléncia lingiiistica ¢ ‘ldgica’ entre
um elemento, um elemento genérico e a classe a que ele pertence. As mesmas
palavras se referem a objetos e classes, a funcfes e suas imagens, etc. O
abuso, denunciado mais firmemente em matematica, é em todo lugar bastante
inofensivo, exceto quando a passagem do objeto ao seu representante ou o
inverso sao problematicas®® (BROUSSEAU, 2005, p.183 — traduc&o nossa).

Outro ponto a ser analisado é a autonomia discente para escrever suas
conclusdes ou conjecturas a respeito das observacdes realizadas. Acreditamos que, ao
deparar-se com a tarefa de traduzir sua compreensdo a respeito de um determinado
conceito em um texto que possa ser compreendido por outras pessoas, 0 aluno ira
refletir melhor sobre os aspectos observados e escrever sobre o que realmente
considerou importante na sua analise. Isto pode ser fonte de informac&o para o docente
acerca de possiveis compreensdes erroneas dos conceitos estudados.

Ainda, se o aluno é estimulado a sugerir uma notacdo matematica para
representar o conteddo que se quer transmitir, ele pode aceitar melhor as notacGes

convencionalmente estabelecidas, ou, pelo menos, compreender a sua necessidade.

4.16 Analise Didatica dos Mapas Conceituais

Como ja mencionado, esta parte A foi composta de atividades que visavam a
construcdo do conceito de convergéncia numeérica. Pretendia-se acompanhar essa
construcdo mediante observacdo das relagdes apresentadas nos Mapas Conceituais
(MC) elaborados pelos alunos, sendo que seis mapas foram analisados. Esperava-se que

eles contivessem informacdes sobre os critérios de convergéncia como, por exemplo, a

% No original: nous trouvons aussi une difficulté¢ liée a la dualité des moyens linguistiques de la
determination des objets et des classes: par des noms propres ou par des proprietes, par des lists de noms
ou par des proprietes d’ensembles etc. Cette dualité de langage établit une sorte d’equivalence
linguistique et ‘logique’ entre un element, un élement generique et la classe qu’il parcourt. Les memes
mots désignent les objets et les classes, les functions et leurs images etc. L"abus, dénonce mais fermement
maintenu en mathematiques, est partout assez anodin sauf quand le passage de I'ensemble a son
representant ou I inverse sont problematiques.
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existéncia do limite quando considerados infinitos termos da sequéncia explorada, bem
como sua notacéo algebrica.

Como a maioria dos alunos ainda ndo conhecia Mapas Conceituais, para esta
primeira confeccdo foi pedido que um voluntério apresentasse seu trabalho. A intencdo
na proposicao desse procedimento era que servisse de base para a discussdo dos demais
mapas elaborados. Apesar de ter sido solicitado que fosse feito de forma individual,
como os alunos estavam agrupados, a construcgdo coletiva foi inevitavel.

A dupla Marcos/Alvaro optou por mostrar 0 mapa construido por eles para a
discusséo inicial. E 0 que esta apresentado na Figura 22. A Figura 23 representa 0 mapa

final da parte A, reelaborado apds discussao com todos 0s participantes presentes.

tende a

;

por isso & Por 1sso e

Figura 22: Mapa de Marcos/Alvaro antes da discussao coletiva
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Figura 23: Mapa Conceitual da parte A, elaborado por Marcos/Alvaro apds discussao coletiva

A discussdo para elaboracdo de um mapa inicial aconteceu na sala de aula do
minicurso, e foi bastante proveitosa, haja vista a compreensdo dos conceitos que foram
inseridos e seus significados. A diferenca na apresentacdo dos mapas esta evidente na
comparacdo entre Figura 22 e Figura 23. Percebeu-se que os alunos tinham outros
conceitos a serem acrescentados. Segundo comentarios deles mesmos durante a

exposicdo, ndo sabiam como acrescenta-los, no entanto, o aproveitamento presente
nesta versdo, foi resultado das intervencdes dos demais alunos

Sobre isso, Débora comenta: “discutindo com outras pessoas ¢ possivel olhar

conceitos e frases de ligamento que poderiam ser utilizados no préprio mapa ou no do
colega”. Alvaro complementa “sempre tem alguém que pensa algo diferente, algo que

vocé ndo havia pensado e usei isso para melhorar meu mapa”. Cabe ressaltar que a

validade das discuss@es coletivas ja foi afirmada por Ribeiro (2010), que considera que
uma metodologia de ensino baseada no trabalho em grupo mostra-se “eficiente

integradora, motivadora e capaz de deixar os alunos mais confiantes

(p-303).
Entendemos que tal resultado foi corroborado nesta pesquisa.
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Toda a turma participou das discussdes do tema, mesmo que alguns alunos
tivessem vindo para aula sem o mapa elaborado. As Figuras 24, 25, 26, 27 e 28

mostram os demais Mapas Conceituais, entregues logo apés a discusséo.

Integral Definida

~ —~ .
pragramas auxiliares possul

- ¥ —

estdo associadas tende a

Exemplns / \
e Se aproxima de algum
9 numero

Se aproxima de um
numero ndo definido

a sequéncia pode (mﬁmtﬁ}
/ ser
Necessita de Trabalha
usa de forma sendo
j’ \ sendo
Convergente Dwergente

Figura 24: Mapa Conceitual relativo a parte A de Bruno/Camila
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Figura 25: Mapa Conceitual da parte A da aluna Débora
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Figura 26: Mapa Conceitual elaborado pelo aluno Claison depois da discussédo em sala
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Figura 27: Mapa Conceitual da aluna Bia
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WHMAXIMA

GEOGEBRA \
/ [ CALCULOS EXATOS j
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RETAS \
/ LIMITE
CONTINUIDADE

Figura 28: Mapa Conceitual parte A de Daia/Caroline

A andlise dos mapas elaborados nos permite reconhecer um dos pontos
esperados, ou seja, a convergéncia de uma sequéncia numérica associada a existéncia do
limite quando n tendia ao infinito. Permite-nos, também, apontar possiveis distor¢des
que devem ser verificadas.

Dos seis mapas analisados, a convergéncia associada a existéncia do limite
aparece em cinco deles. Na Figura 29 séo apresentados recortes das figuras 23 a 27

identificando essa relacao.
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Figura 29: associacdo convergéncia X existéncia do I|m|te observada nos MC dos alunos
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Apesar dos MC retratarem a relacdo esperada, nenhum deles apresentou a
notacdo algébrica para tal convergéncia. 1sso pode ser devido ao desconhecimento da
funcionalidade do software Cmap Tools, mesmo que tal opg¢do tenha sido apresentada
aos alunos no primeiro dia de curso®, ou & dificuldade com relacéo & representacéo
algébrica. No primeiro caso, usualmente o software abre uma janela de estilos em que
0s caracteres matematicos ndo ficam visiveis (veja Figura 30 (a)), porém, ao clicar sobre
a seta, 0s mesmos tornam-se acessiveis (veja Figura 30(b)). Para usé-los, basta clicar
sobre eles, estando o cursor no lugar que se deseja escrevé-lo. Talvez fosse necessario
um maior tempo de adaptacdo ao software para que o aluno pudesse usar
satisfatoriamente essa funcionalidade.
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Figura 30: Acesso aos caracteres matematicos no Cmap Tools

Diferente do que havia sido previsto, os mapas conceituais elaborados néo
evidencia que o comportamento de sequéncias ¢ inferido a partir da analise dos “termos
finais”, nem que os termos sdo determinados por uma regra especifica. Ou seja, a
analise dos mapas conceituais discentes permite detectar pontos que podem ainda nédo

terem sido assimilados pelo aluno. Diante disso, em sala de aula, o professor pode

% 1sso nos indica que, mesmo com a explicacdo do professor, o aluno apenas vai saber usar/fazer, em
outras palavras, aprender, quando puser em prética o que foi dito pelo professor.
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propor outras atividades que visem essa assimilacdo. Uma andlise mais atenta indica
que o professor deve retormar o assunto e esclarecer alguns pontos.

Um destes pontos refere-se ao fato que os alunos usaram a palavra “funcdo” no
lugar de “sequéncia”. A sequéncia numérica € um caso particular de uma fungéo,
assim, ndo é errada a substituicdo. Porém, como normalmente a palavra funcdo, no
ambito do Célculo I, é usada para aquelas cujo dominio é um subconjunto nédo discreto
de R, e a abordagem gréfica utilizada geralmente é a pontual, segundo a concepcao da
TRRS, pode haver confusdo em relacdo ao tracado grafico de outras funcGes. Isto pode
tornar-se um obstaculo didatico para aprendizagem de objetos matematicos que
necessitem desses conceitos. E importante o esclarecimento e o reforco do que seja o
dominio de uma funcéo e as implicacGes graficas disso.

Brousseau (2000-2001) pontua que a identificacdo dos erros dos alunos é
essencial para que o professor escolha uma resposta didatica adequada. Ha erros cuja
correcdo apenas distrai e toma tempo. Ha outros, no entanto, para 0s quais a correcdo €
indispensavel e possui diferencas consideraveis no tempo necessario para efetiva-la
eficazmente. Estas sdo variaveis essenciais para o sucesso do processo de ensino.

O sentido atribuido pelo aluno a palavra funcdo ndo é objeto de estudo desta
tese, mas convem ressaltar que, por meio da observacdo dos Mapas Conceituais, €
possivel verificar que pode haver confusdo entre os termos em questdo e isto pode ser
trabalhado pelo professor.

Oliveira (1997) estudou como o conceito de funcdo é apresentado nos livros

didaticos e quais as concepcdes de alunos e professores sobre ele, e concluiu:

[...] verificamos que os alunos, em geral, confundem atributos do conceito
com os exemplos de fung¢éo, incluem a nocéo de continuidade a este conceito,
definem funcdo como uma equagdo, ndo compreendem funcbes dadas por
mais de uma expressdo algébrica, fazem confusdo entre fungdo constante e
continua, entendem que a existéncia de uma expressao algébrica ou grafico é
suficiente para afirmar que estes representam uma funcdo (OLIVEIRA, 1997,
p.125).

Diante do exposto pela autora, pode ser que a confusdo entre os termos funcgéo e
sequéncia constatada nesta pesquisa, deve-se a existéncia da expressao algébrica como
termo geral da sequéncia. Ainda em relacdo as dificuldades quanto ao conceito de

funcdo, a referida autora expde:

Além disso, vimos que o ‘jogo de quadros’ e a mudanga de registro de
representacdo, no caso do estudo das fungdes, sdo feitos de maneira
inadequada, tanto nos livros didaticos, [...], 0 que reflete na atuagdo dos
professores em sala de aula. E ainda, no processo ensino-aprendizagem do
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conceito de funcao, ndo é levado em consideracdo o aspecto qualitativo da
mesma, nem os obstaculos ligados ao conceito (OLIVEIRA, 1997, p.125).

Ha vérias pesquisas sobre o tema funcdo. O trabalho de Oliveira (1997), ja
citado, propds uma sequéncia didatica em que se exige a conversao de registros de
representacdo a fim de proporcionar melhor compreensdo do conceito de funcéo;
Chaves e Carvalho (2004) estudaram o tema com o intuito de construir este conceito,
apresentando uma sequéncia didatica em que se parte do significado do termo funcéo no
cotidiano; Magalhdes (2009), que mostra a contribuicdo do software Geogebra, aliado a
outro ambiente informatico desenvolvido, para o desenvolvimento de estratégias de
metacognicdo ® importantes para a acéo investigativa do tema. Nessa pesquisa, a
mobilizacdo destas estratégias foi observada por meio dos mapas conceituais.

A analise do MC apresentado na Figura 26, indica que ha confusdes, para o

aluno, em relacdo a convergéncia. Um recorte da Figura 26 esta mostrado na Figura 31.

v
Pode ser Pode ser
CONG
Sendo assim considerada Sendo assim considerada

Tende a incognita limite

Tende ao infinito

Figura 31: Confusdo em relagdo a convergéncia

Notemos que o aluno representou a convergéncia associada ao fato da sequéncia
ser finita, sendo que as sequéncias infinitas, ficaram associadas a divergéncia. Esta

associacdo para a convergéncia contraria as atividades realizadas, ja que sempre era

% Metacognigio “¢ entendida como o conhecimento que o individuo tem de seu proprio processo
cognitivo” (MAGALHAES, 2009, p.56). Magalhdes considera as seguintes quatro estratégias de
metacognic¢do: 1) Experiéncia Metacognitiva (é um tipo de esforco intelectual que faz com que o sujeito
tenha nocdo que ndo domina algo que quer compreender); 2) Conhecimento Metacognitivo (revela o
conhecimento do sujeito sobre seu proprio funcionamento cognitivo); 3) Julgamento Metacognitivo (esta
associado a acdes que revelam a necessidade de aperfeigoar a aprendizagem); 4) Decisdo Metacognitiva
(esta associada a capacidade de fazer ajustes baseado no julgamento metacognitivo).
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pedido para aumentar a quantidade de termos e verificar a aproximacdo. Entretanto, este
aluno usou corretamente a notagdo de limite para representa-la, o que induziria a inferir
que ele compreendeu o conceito em estudo. Neste caso, é preciso verificar diretamente
com o aluno o que ele quis representar nesse diagrama, para conhecer se a dificuldade
esta no entendimento do conceito ou no modo de designar essa compreensao.

De toda forma, esta informacdo é importante para o professor acompanhar a
construgdo do conceito de integral definida. A confusdo deve ser esclarecida para ndo
acarretar incompreensdes futuras. O dialogo com o estudante € uma forma de esclarecer
esta questao.

O Mapa apresentado na Figura 28, da dupla Daia/Caroline, requer atencdo. O
Mapa nao contém frases de ligacdo, mas palavras, aparentemente desconexas.

Uma possibilidade, € de que o grupo o tenha elaborado apenas como uma tarefa
que tinha que ser entregue, e, portanto, ndo “perdeu tempo” pensando nos conceitos-
chave e suas ligagdes (esta equipe ndo estava presente quando houve a discussédo do
mapa, que acarretou mudancas nos MC dos alunos presentes).

Outra possibilidade é de que o grupo ndo compreendeu o objetivo da atividade e,
neste caso, uma orientacdo particular torna-se necessaria, devido as inconsisténcias
apresentadas. Mesmo assim, hd duas informagdes que podem ser causadoras de

obstaculos na aprendizagem destas alunas: elas estdo mostradas na Figura 32 (a) e (b).

/ \
GRAFICOS [ CALCULOS EXATOS j

RETAS PONTO CERTO

[CONTINUIDADEJ LIMITE

(@) (b)

Figura 32: informagdes desconexas no MC de Daia/Caroline

Do que fora observado em sala de aula durante a aplicacdo do minicurso, infere-
se que, na Figura 32(a), o conceito “Continuidade” estda sendo usado como
“convergente”, mesmo que sejam palavras que designam conceitos muito diferentes e
que nenhum grafico elaborado tenha sido de uma funcdo continua (no sentido do

tracado do gréfico ser uma linha continua), haja vista que o conjunto dominio das
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sequéncias testadas era discreto. Porém, essa troca traz consequéncias sérias para outros
assuntos, e, em particular, para o estudo do conceito de integral definida.

Uma possivel interpretacdo do que foi exposto pelas alunas neste recorte é que,
quando observamos a representacdo grafica de uma sequéncia, se houver uma reta
horizontal da qual os termos da sequéncia tornam-se cada vez mais proximos, a
sequéncia seré convergente. No entanto, ndo € isso que esta escrito.

Contudo, esta € uma oportunidade que o professor tem de conhecer as
dificuldades particulares dos alunos e orientd-los em direcdo a aquisicdo do
conhecimento pretendido. Quando a falha na aprendizagem é percebida ainda no inicio
do estudo, é possivel corrigi-las sem maiores danos.

A Figura 32(b) destaca a ligacao (“ponto certo”) estabelecida entre os conceitos
“Célculos Exatos” e “Limite”. Deve ser investigado o sentido dado pelas alunas a esta
ligagdo, pois embora digamos que o limite de uma fun¢do num determinado ponto, se
existir, € um namero, este limite representa uma aproximacao, ndo é exato. Ao que
parece, as alunas estdo assumindo o limite como um valor exato, ainda mais, inteiro.
Sera que elas aceitariam um namero irracional como a constante de Euler e como um
limite?

Outro ponto importante que pode ser analisado pelo professor é a gravacdo dos
passos, um recurso do software Cmap Tools. O aluno Bruno gravou apenas alguns
passos, mas a comparacdo entre o inicial e o final indica que algumas assimilacdes
foram feitas. Observe as Figuras 33 e 34. Elas representam uma sequéncia de passos

usados na elaboracdo do Mapa.

Integral Definida
-

T
programas auxiliares possul

g \ \
i el T~
\ paralelas tende a

exemplos / \
S Se apr0x|ma de algum

numero nao definido

Se aproxima de um ‘

a sequéncia pode (mﬂmm}
ser
Demonstra Mecessita de Trabalha
a partir de de forma entao &
/ Il' entao é
Convergente Dwergente

Figura 33: Mapa inicial da parte A (ap6s discusséo) do aluno Bruno
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Integral Definida
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pr :ijmero gu numero nao definido
a sequéncia pode \ (infinita)
/ ~. / \ ser
MNecessita de Trabalha
usa de forma
f sendo

Figura 34: Mapa final da parte A (apés discussdo) do aluno Bruno

A alteracdo na frase de ligacdo entre os conceitos “fun¢do” e “limite” pode
indicar uma ndo compreensdo do significado de “paralelas” ou ainda que o aluno nao
sabe definir bem qual a relacdo que se esta a fazer entre estes conceitos, e isto pode ser
objeto de investigacdo docente para proporcionar aprendizagem do conteddo em
questao.

Aqui se percebe, novamente, a confusdo associada ao infinito, representada pelo
conceito “se aproxima de um niimero nao definido (infinito)”. O conceito descrito pelo
aluno faz pensar que este considera o infinito como um namero, e, sendo assim, isto
pode causar transtornos quando da analise da convergéncia de sequéncia. Como
diferenciar uma sequéncia convergente de uma divergente se ambas se aproximam de
um namero? Esta implicacdo precisa de uma investigacdo mais apurada. Infelizmente,
com a concentracdo do minicurso isso ndo foi possivel de ser feito.

Bertolucci (2009) investigou a concepcao de infinito em adolescentes e adultos
com idades entre 13 e 73 anos e estabeleceu trés categorias para esta nogdo: 1)
Existéncia inconcebivel; 2) Existéncia pouco previsivel; 3) Infinito como uma
representacdo de algo que ndo tem fim. Na pesquisa, partiu-se de situacdes
manipulaveis, como recortar quadrados em uma folha dada, para tentar conhecer o
pensamento do aluno em relacdo ao infinito. Tal classificacdo pode atestar a dificuldade
do aluno, assim como de alguns professores, em compreender o significado do termo,

amplamente utilizado nas aulas de CDI.
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A referida autora afirma que “para a construgdo da nocao de infinito matematico,
0 sujeito deve apoiar seu raciocinio em abstrac6es reflexionantes realizadas no plano do
possivel [...], ele deve trabalhar com nocbes que ndo existem no mundo real e sim no
mundo das possibilidades” (id., p.89). Esse aspecto foi contemplado na nossa sequéncia
didatica, porém ainda se faz necessaria maior diversidade de atividades para ancorar
este conceito de infinito, essencial para a compreensdo do conceito de integral definida.

Bessa Junior (2011) retrata, em sua pesquisa, que o “infinito” ¢ tratado nos livros
didaticos de Matematica desde o 4° ano do Ensino Fundamental, normalmente
associado aos conjuntos numéricos. No Ensino Médio, ele expde que a nogdo é tratada
quando da apresentacdo dos conceitos de PA (Progressdo Aritmética) e PG (Progressao
Geométrica). No entanto, sua analise parece indicar que ndo tem havido preocupacdo
dos autores de livros em construir esta nogdo no aluno. Bessa Junior (2011, p.37)
destaca

Concluindo a andlise da abordagem do infinito nos livros didaticos do ensino
basico, encerramos o ensino fundamental, certos de que, apesar de a
abordagem feita pelos autores ndo ser tdo profunda, pois, basicamente,
fazem-na pelos conjuntos numéricos, € decisiva para uma futura
compreensdo do tema infinito pelos alunos ao ingressarem no ensino médio.

Esse autor critica os cursos de Analise Real que ndo ddo um enfoque

compreensivel ao tema e pontua:

Escolhendo o tema "infinito" pelo caminho da cardinalidade, acreditamos ter
suavizado temas como conjuntos infinitos e conjuntos ilimitados, a contagem
ou enumeragdo das fracbes. Também foram utilizadas fungBes e suas
caracteristicas de injetividade, sobrejetividade e bijetividade, com o intuito de
demonstrar teoremas que envolvam cardinalidade de conjuntos infinitos.
Acreditamos que conseguimos aqui clarear um pouco a ideia de infinitos
cada vez "maiores", sempre apoiados em textos que permitam, de certa
forma, uma compreensdo melhor do assunto. (BESSA JUNIOR, 2011, p.98).

Independente do caminho, é fato que grande parte dos alunos que estdo
ingressando no Ensino Superior ndo tem claro o significado do infinito.

As questdes sobre confusdes ou exclusdes percebidas nos Mapas, as apontadas
nesta analise e outras, podem ser resolvidas com a apresentacdo, ao aluno, de uma lista
de conceitos que devem aparecer nos Mapas Conceituais, como sugerem Basque,
Pudelko e Legros (2003). Neste caso, 0s alunos, provavelmente, vao atentar-se para tais
conceitos e buscar compreendé-los e distingui-los.

Em relacdo a contribuicdo dos mapas conceituais para os professores, Jaramillo
(2001, p.6) afirma: ““(...) ajudam a determinar as rotas que devem seguir para organizar

os significados e negocid-los com os alunos; ajudam a assinalar as concepgoes
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equivocadas que os alunos possam ter”. Um exemplo de investigacdo possivel a partir
das informacgdes constantes no Mapa ¢ o significado do termo “infinito”, ja comentado.

Em relacdo as implicagbes constantes nas frases de ligagdo nos Mapas
Conceituais, estas podem ser consideradas, em geral, como locais, conforme a
metodologia de Dutra, Fagundes e Caias (2004), pois apresentam resultados de
observacdo direta acerca dos conceitos em exploracéo.

Em sintese, os Mapas Conceituais elaborados para a parte A indicaram a
presenca do conceito visado (convergéncia), ja que este foi citado em cinco dos seis
Mapas apresentados. No entanto, sua analise indicou alguns pontos que devem ser
retomados pelo professor a fim de otimizar a aprendizagem dos alunos, a saber:

> Reforcar a notacdo algébrica para a convergéncia, que nao foi
contemplada nos MC (talvez por desconhecimento do software);

» Distinguir os termos convergéncia e continuidade;

» Esclarecer que a convergéncia esta associada a existéncia do limite no
infinito, e ndo a finitude da sequéncia;

» Incentivar que os alunos escrevam suas conclusdes e as discutam com
seus colegas.

Pesquisas como a de Ribeiro (2010) indicam a importancia do dialogo nas aulas
de CDI. Esta pesquisa, até 0 momento, consegue indicios de que o trabalho com mapas
conceituais e com atividades exploratdrias em ambiente computacional podem estimular
o0 didlogo como deseja Ribeiro (2010). Nossa pesquisa, apos a analise da parte A, ja
indica que, com planejamento, se pode ir muito além da aula tradicional, com tempo
dedicado a exposicao do professor e com listas de exercicios. Conforme aponta Mometti
(2007), mediante grupos de estudo e/ou pesquisa, € possivel implementar sequéncias

como a aqui apresentada.
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Secdo 5 - Analise a priori e a Posteriori das Atividades Propostas na
Parte B

As atividades propostas na parte B visam trabalhar a significacdo dos registros
utilizados na notacdo de somatéria envolvida na definicdo da integral de Riemann.
Propdem-se vérias atividades para que o aluno vivencie situacBes que podem ser
adequadamente “ancoradas” para se constituir o campo do conceito de somatdria e de
somatdria infinita.

Tais atividades sdo classificadas como atividades de formacdo (DUVAL, 2009),
e visam produzir representacdes que possam evocar 0 objeto somatoria.

A sequéncia didatica contemplada na parte B esta apresentada no apéndice C. A
seguir, apresentamos as analises a priori e a posteriori de cada questdo ou grupo de

questdes.

5.1 Os exercicios 1 e 2 e as analises a priori e a posteriori:

5.1.1 Analise a priori

Inicialmente é apresentada uma descricdo da utilizacdo dos simbolos a fim de
que os alunos percebam a utilizacdo formal que envolve a mobilizacdo dos registros
utilizados. Espera-se que tal tratamento “ingénuo” permita a aquisi¢do de habilidades de
manipulacdo necessarias para a constituicdo do campo de situacBes do conceito de
somatoria e do conceito de integral de Riemann.

Os exercicios 1 e 2 visam identificar se a descri¢do realizada foi suficiente para

que o aluno perceba o seu uso.

1. Desenvolva as expressdes seguintes:
5

a) * k=1(3k —5)

5

b) I m=2(m?)

c) X2

2. Agora, estdo apresentados os desenvolvimentos das expressdes, sua
tarefa é escrevé-las no modo conciso.
a (3:5+7) 0@B3:6+7)0 (3:7+7)0 (3-8+7) 0(3:9+7)0 (3:10+7)
1 1 1 1
1#5#5#2#'“#5
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241\2  /3+1\3 _ [4+1\* _ /5+1\° 10000 +110000
—) (=) m(—) m (=) m.. m
2-1 3-1 4-1 5-1 100001

Espera-se que os discentes sejam capazes de escrever:

1.2) o 1Bk =5 = (3.1-5) *i2_5d33-5RE4_5RE5-5)
1.b) Q,mzz(mZ) =(2%) @ (3*) ¥ (4*) @ (57
1.0) ¥4, (20 = .12 e3Pl

10
22) O,.c(3i+7)
o, ()

n
10000 (n+1
C) W=7 (n—l)

Aguarda-se que ndo existam maiores dificuldades na realizagdo de tais tarefas.

5.1.2 Analise a posteriori

Apenas duas dos dez alunos que resolveram a questdo ndo tiveram éxito,

principalmente na questdo 2. Observe a resolucéo de Caroline (Figura 35).
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Figura 35: Resolucdo das questdes 1 e 2 — parte B da aluna Caroline

Na questdo 1, letra b, é provavel que a aluna tenha confundido-se com a
variavel, j& que acertou os outros itens. Ja na tarefa 2, houve maior dificuldade na
obtencdo do termo geral, o que indica deficiéncias na busca pelos padrdes existentes na
Matematica, acarretando dificuldades em todo o entendimento do CDI, ja que é normal
ver esta disciplina sendo trabalhada com um forte apelo a abstracdo. A representacédo
usada pela aluna pode também indicar que a explicacdo sobre 0 uso destes signos ainda
precisa ser melhorada, isto é, ndo esta clara para todos os alunos.

Mesmo que essas tarefas apenas indiquem as regras de tratamento dos registros,
vale a pena perceber que, para tanto, ha uma conversdo de representacdo do registro
algébrico para a representacdo no registro numeérico, e esta operacdo cognitiva é mais
dificil para o aluno. No Quadro 28 apresenta-se a analise da ndo-congruéncia na

conversio da representacio algébrica “Y3_, i2” para a representacio 1% + 22 + 32,
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« <2 9

Tarefa: Analisar a congruéncia conversdo da representagdo algébrica =1l para a
representacio 12 + 22 + 32
Unidade Significante | Unidade Significante Critérios de
do Registro de Saida do Registro de Congruéncia Concluséo
(algébrico) Chegada (numérico) CS us OR
Z + sim | sim | Nao
2 12, 22 32 Sim | Nio | Nao N&o Congruente
i 1,2,3 Sim | Nédo | Sim

Quadro 28: Analise de Congruéncia da conversao envolvida no desenvolvimento do somatorio

As tarefas 1 e 2 podem ser caracterizadas, pela TSD, como indicado no Quadro

29.

Situacgdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questédo 1-2B

Acdo Discutiro uso de signos.

Formulacéo Estabelecimento de critérios para uso dos sinais.

Validacao N&o houve, mas foi feita a comparacdo entre as escritas dos

grupos.

Institucionalizacéo

Significado da notacao apresentada.

Quadro 29: Caracterizacdo da situacdo adidatica das questBes 1-2B

5.2 Os exercicios 3 e 4 e as analises a priori e a posteriori

5.2.1 Analise a priori

Os exercicios 3 e 4 possibilitam ao aluno a percepc¢do do significado associado

ao tratamento formal das representacGes nesse sistema semiotico. A utilizacdo de uma

situacdo ligada a uma distancia percorrida por uma bola foi pensada para que o aluno

consiga realizar “ancoragens” entre conceitos e representacdes semioticas.

3. Joga-se uma bola de uma altura de 12 metros. Cada vez que ela atinge

o solo, ela sobe alcancando uma distdncia que é metade da distancia

percorrida na queda.

a) Calcule a distancia total percorrida pela bola, desde 0 momento em que
ela foi solta, até o momento em que ela deixa de quicar no chao.

b) Explique como vocé calculou a distancia no item a).

¢) E possivel escrever uma formula, no modo conciso, que determine essa
distancia? Se sim, escreva. Se ndo, justifique.

d) Qual adificuldade de escrever a férmula no modo conciso?

4, Se a bola do exercicio 3 subir alcancando uma distancia que é igual a

1/3 da distancia percorrida na queda, o que muda na sua expressdo? E se for
Y4? E se for r, com r < 1? Justifique suas respostas.
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Na tarefa 3, espera-se que os alunos calculem, sem grandes dificuldades, o
seguinte valor:
12+ 2.6 +2.3+ 2.1,5+ 2.0,75 + 2.0,375 + 2.0,1875 + 2.0,09375 + --- = 35,8m 1)

Embora seja relativamente facil o calculo da distancia solicitada, acredita-se que
poucos conseguirdo escrever uma formula no modo conciso. Existe a possibilidade de
que alguns alunos pensem nos termos dessa adicdo como termos de uma progressao
geomeétrica (PG) de razdo Y2, o que lhes permitira calcular a soma dos infinitos termos.
Existe a opcdo de que os alunos tenham certa dificuldade para considerar uma
quantidade infinita de rebatidas da bola, talvez eles pensem que apds algumas quicadas
a bola vai parar, entdo ndo haveria infinitos termos para serem adicionados.

Supondo a utilizacdo da PG: A soma dada em (1) sera:

6
12+2—5=12+2-12=36

2

A partir disso, é possivel que poucos alunos cheguem a escrever que a distancia

percorrida € igual a d + 2.+ = 3d.

NI NI

. . . ~ 1
A tarefa 4 seria resolvida da mesma maneira, tanto para razédo 5 quanto para

~ 1 s . A . , . o
razo -. As possiveis distancias e formulas que seriam dadas pelos alunos séo:

Razéo %1 24dme d + 2.

winfw| s
Il
]
QU

ENEX SRS
Il
QU
+
|
Il
|

Razéo %: 20m e d + 2.

12

Razdor: 12 + 2=
1-r

Também existe a possibilidade de poucos alunos escreverem d no lugar de 12.

5.2.2 Analise a posteriori

Apenas dois grupos de alunos calcularam a distancia aproximada de 36 m para a
tarefa 3. Ao contrario do planejado, nenhum aluno lembrou da PG. Alguns como o
grupo Daia/Caroline fizeram a soma indicada no texto, mas se perderam na divisao por

2, mesmo tendo a calculadora a disposicéo. Veja a solugdo na Figura 36.
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Figura 36: Resolucéo do grupo Daia/Caroline para a questéo 3.

Infere-se, da observagédo da Figura 36, que as alunas ndo tinham nocao do que
designava a formula apresentada no item c, pois também na tarefa 4 o grupo respondeu
que nada mudaria na expressao se a distancia alcangada pela bola, ao quicar no chdo, se
alterasse. Além disso, percebeu-se auséncia de reflexdo sobre os calculos realizados no
passo b, ja que, ao que parece, as alunas apenas consideraram 0s numeros ndo-nulos
para fazerem a divisdo por 2. Isto nos faz refletir se os alunos sabem mesmo o
significado de um zero a esquerda seguido por uma virgula. Se esta no¢éo é falha, como
se pretende ensinar a diferenciar e integrar fungdes?

Como era previsto, poucos discentes conseguiram escrever uma formula que
permitisse calcular essa distancia, tanto para a tarefa 3 quanto para a 4. A tentativa de

Bruno/Camila para as formulas estdo apresentadas nas Figuras 37 e 38.
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Figura 37: Resolugdo da tarefa 3 (Bruno/Camila)
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Figura 38: Resolucéo da tarefa 4 (Camila/Bruno)
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Em ambas as resolucdes, esta equipe percebeu a necessidade de somar infinitos
termos, porém ndo soube fazer essa representacdo algébrica. Mais uma vez alunos
afirmam a dificuldade de algebrizar uma determinada situacao.

Vale ressaltar que esta conversao da representacdo no registro em lingua natural
para a representacdo no registro algébrico ndo é nada facil, ja que normalmente ndo ha
univocidade semantica nem tampouco, mantém-se a ordem em ambas representacdes
(DUVAL, 2006), como ja comentado na se¢éo 4.

As tarefas podem ser classificadas, segundo a TSD, como o indicado no Quadro

30.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 3-4B

Acdo Resolucdo de problemas que envolvem a somatoria; observacao
de padréo.

Formulagéo Estratégia de escrita de uma formula para representar o padréo.

Validacao Desenvolvimento da escrita simbdlica.

Institucionalizacdo | A generalizacdo da formula para o termo geral da sequéncia.

Quadro 30: Caracterizacdo da situacdo adidatica das questdes 3-4B

5.3 A tarefa 5 e as analises a priori e a posteriori

5.3.1 Analise a priori

A tarefa 5 foi pensada para que o aluno realize generalizacGes, ja que essa é a

“alma” da constru¢ao matematica.

5. Vocé joga uma bola de uma altura de h metros sobre uma superficie
plana. Cada vez que a bola atinge a superficie depois de cair de uma distancia
h, ela rebate a uma distancia rh, onde r é positivo, mas menor do que 1.
Encontre uma férmula que dé a distancia vertical total percorrida pela bola
pulando para cima e para baixo.

A substituicdo de algarismos por letras seria muito importante na constituicdo de
situacbes importantes no campo do conceito de somatoria infinita. Espera-se que 0s
alunos construam ancoragens entre a utilizacdo da formula da soma de uma progressdo
geomeétrica, sua escrita formal sucinta, sua escrita formal estendida e a significacdo dos
registros semidticos envolvidos.

Na tarefa 5, a resposta correta € (s € a distancia total)::

s=h+2hr + 2hr? + 2hr3 + -
s=h+2h(r+r>+1r3+-)
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2hr
1—r

s=n(2)

Acredita-se que poucos alunos atingirdo tal nivel de controle dos signos.

s=h+

5.3.2 Analise a posteriori

De fato, poucos alunos conseguiram entender o significado do enunciado, muito
menos escrever a formula geral. Houve varias tentativas, porém, sem sucesso.

Nota-se que ainda persiste a concepcao de que, escrever no modo matematico, é
tarefa “de outro mundo”. Até o momento, pelas atitudes observadas durante a realizagdo
das atividades, percebe-se que o aluno tem a nocdo intuitiva do conteddo que se
pretende ensinar, inclusive sabe explicar a razdo pela qual as coisas acontecem ou sao,
no entanto, parece haver um obstaculo didatico muito grande em relagdo a essa escrita
matematica. O problema poderia ser minimizado se, desde as séries iniciais, o aluno
fosse estimulado a escrever em codigos, usando a escrita matematica, e convertendo
esse registro para a lingua natural e vice-versa.

Das atividades 3 a 5, este grupo de alunos apresentou dificuldades em transpor
uma situacdo que, a principio, pode ser resolvida intuitivamente, em uma forma mais
formal, que seja adequada a outros valores. Isto traz transtornos para a aprendizagem do
CDlI.

A dificuldade de transformar uma expressdo linglistica numa expressao
algébrica, como € o caso das questdes 3 a 5, estd principalmente no fato de que esta
conversao ndo € congruente, por ndo haver univocidade, nem manter a ordem das
operacdes. Observemos que o ultimo fator que é enunciado ¢ “... dé a distancia
vertical...” € 0 primeiro aspecto sobre o qual refletir ao comecar a transformacédo de
representacéo.

Algumas das tentativas de formalizacdo do enunciado estdo mostradas nas
Figuras 39 e 40:
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Figura 39: Formalizac&o do aluno Bruno para a questéo 5

()

—_—
>_~, @\-h\,%ﬂb A= 3,
C:h

Figura 40: Formalizacéo do aluno Claison para a questio 5

Essa tarefa indica que o sentido de conversdo que vai da lingua natural para o

registro algébrico é mais dificil. Assim como o tratamento que vai da notacdo extensa

para a concisa, mostrou-se mais dificil que o tratamento que expande a notacé&o.

Para a questdo 5, o Quadro 31 indica a caracterizacéo.

Situacao adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 5B

Acéo

Discusséo e entendimento do enunciado; resolucéo algébrica da
questao.

Formulagéo Discussdo do procedimento para estabelecimento de férmula
para representar a solucéo pedida.
Validacao O desenvolvimento e a interpretacdo da formula criada.

Comparacao com 0s demais grupos.

Institucionalizacéo

Generalizacdo de uma formula.

Quadro 31: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 5B

5.4 A tarefa 6 e as analises a priori e a posteriori

5.4.1 Analise a priori

A tarefa 6 obriga o aluno a pensar no padrdo dos termos envolvidos na adicao.

6. Alguns simbolos matematicos sdo usados para representar algumas
operagdes entre termos de uma sequéncia. Observe:

a) se for utilizado o signo Il , isso terda o significado de uma
multiplicag@o (Produtdria);

b) se for utilizado o signo N, isso significa que devera ser calculada a
intersecao,

c) se for utilizado o signo 2 , isso significa que devera ser calculada a
adicdo (Somatoria), e assim por diante.
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Considere a notagéo:

i £
k=m

em que m e n sdo os limites inferior e superior do somatério (m e n
representam os valores inicial e final de k, respectivamente); a letra k é
chamada de indice do somatorio, f (k) representa a expressdo geral que
envolve k.

Usando essa notagao, escreva a soma realizada por vocé nos exercicios 3 e 4.

Acredita-se que surjam registros como 0s seguintes:

e Paraatarefa3:S, =12+ 22,;”:1‘17".
e Para a taefa 4 S, =12+2%7,% , S, =12+2%7,% e

S, =12+ 22,;”:1:%"1, para as razoes 1/3 , ¥a e r, respectivamente. Pensa-se na
possibilidade de generalizacdo a fim de estipular o denominador: Os alunos
poderiam pensar da seguinte maneira: para 1/3 o denominador torna-se 2, para %
torna-se 3, para r, tem que tornar-se uma unidade a menos, ou seja, tem-se que

tirar 1, entdo r — 1.

5.4.2 Analise a posteriori

Este exercicio foi feito apenas pelos alunos Bruno/Camila e Alvaro, que ja

haviam usado esta notacdo quando resolveram as questdes 3 e 4, apenas transcrevendo-

as. Nas Figuras 41 e 42 estdo apresentadas as referidas formulas.

=% = G- f £ ¥ 0 5wk
L2 .1 3 T i<l

Figura 41: Formulas da equipe Bruno/Camila para as atividades 3 e 4
N=w0 3 N= =0
A0 j’ e 5, {2+l
’f(’).zg Al [ 2=
!
K’ = i K-_—,— 4 |<, =1

Figura 42: Formulas do Alvaro para as atividades 3 e 4
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E possivel inferir que estes alunos tenham compreendido como tratar as
representacfes, porém ainda falta-lhes consisténcia para a formula que representa a
situacdo apresentada.

Como a obtencdo de formulas tem se mostrado uma grande dificuldade, uma
possibilidade para reverter esse quadro é estabelecer atividades em que o termo geral
seja mais simples e possam ser facilmente percebidos, aumentando-se o grau de
dificuldade progressivamente.

Esta questdo pode ser caracterizada como indicado no Quadro 32.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situagdo adidatica - Questao 6B

Acéo Discussdo da redacdo dos exercicios 3 e 4 na forma concisa.

Formulagéo Estratégia para determinacdo do termo geral da sequéncia dos
exercicios 3 e 4.

Validacao Comparacao e discussao das formulas com os demais grupos

Institucionalizagdo | A notacdo sigma.

Quadro 32: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 6B

5.5 A tarefa 7 e as analises a priori e a posteriori

5.5.1 Analise a priori

Acredita-se que a tarefa 7 sera facilmente resolvida pelos alunos.

7. Nos itens seguintes, escreva a soma correspondente a expressdo (isto,
desenvolva a expressdo), e calcule seu valor:

a) ZI§=4 k3

b) Xi2k

) X0k +1)

d X.Gji+1D)

e) r-1(29)

Admite-se a facilidade de resolucdo dessa tarefa uma vez que a manipulacao de

signos associados ao conceito de somatdria finita ja seria feita desde o Ensino Médio. A
colocacdo de tal enunciado tem o interesse de reforcar a identificacdo entre o registro
conciso e o registro expandido. Possiveis redacGes para tal tarefa séo:

Q) M2 _,k3=434+5%+63+7%+8%=1260

b) ¥7_,2k=21+22+23+24+25=30

¢) Yo oRk+1)=1+3+454+7+9+11=36

d) X/ Bj+1)=4+7+10+13 =34

e) Yi(2)=2+4+8+16+32=062
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5.5.2 Anélise a posteriori

De fato, constatou-se que os alunos fizeram sem dificuldades, todavia, chamou-
nos a atencdo algumas notacGes usadas pelos alunos, por ndo terem substituido o
simbolo do somatério (X) pelo sinal de mais (+), como era esperado.

O tratamento dos registros, da maneira com que foram enunciados, levou alunos
a realizarem a tarefa sem fazer a substituicdo de um significante por outro. Isso faz
aflorar a discussao a respeito dos registros algébricos utilizados nas aulas de CDI. N&o
ficou claro para alguns alunos que o significante “simbolo de somatdria” tem um
significado que € o da adicdo de parcelas. Em outra area, por exemplo, a Teoria dos
Conjuntos, o significante “simbolo de unido” da notacdo concisa € 0 mesmo significante
que € utilizado na notacéo estendida.

A aluna Camila (Figura 43), por exemplo, usou o simbolo = para indicar a soma
das parcelas, mas manteve este simbolo quando apresentou o resultado final. J& a aluna
Caroline deixou o simbolo de somatdrio para indicar a soma dos termos, porém usou o

sinal de igualdade para se referir a soma total (Figura 44):

 Th-ak® 564 % 123 H 216 3343 3514 % | Jeo,
ZHZk 22 % 496pJ 10+ 30,

O =2k +1) 5 | 5339199911936
(31+1)4> 451 21091593

Zk 129 3 494983 4 232 962,

Figura 43: Representacdo de Camila

. 7 . ,3

1-"]{3 - . - JIF
Ex 1 2k -DE'LE ;’Q{ gé i {f{ JZ %EQ,% & @::2
T3+ D{R.0NE (2 )+ 2122453523+ NE(RY+NE (25 +1)=//
EjaBi+ D={ e Z (324N 2 (2 240 8(3 401y - 13

Eed?) = (2N RAE(23) £ (21 2(2%) = 32
Figura 44: Representacdo de Caroline

As representacOes analisadas indicam que houve a compreensdo do significado
do registro, mas € necessario praticar mais o tratamento entre a forma concisa e a

estendida. Talvez, mostrar alguns exemplos resolvidos auxilie esse processo.
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O Quadro 33 retrata a classificacéo tipologica da questdo 7, parte B.

Situacdo adidatica | Atividade que caracteriza a situacdo adidética - Questdo 7B

Acéo Expanséo da forma concisa.
Formulacéo Relacéo entre a forma concisa e a expandida.
Validacdo Comparagdo entre as respostas dos grupos.

Institucionalizacdo | A substituicdo numérica e a notacéo sigma.

Quadro 33: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 7B

5.6 A tarefa 8 e as andlises a priori e a posteriori

5.6.1 Anélise a priori

A tarefa 8 foi pensado para exigir a descoberta de padrées nos termos que

pertencem a adicéo.

8. Use a notacdo de somatorio para representar a soma dada:
a) (=3 +(=2)+(-1*+(0)° + (1)’
2 1 1 1 1
DN,
C) 1+E+§+Z+g+g
d) 1-2+3-4+45-6+7-8
e) 2x1 + 2xy + 2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x¢ + 2x;

Essa tarefa podera gerar algum desconforto, pois a descoberta de padrbes tem
um grau de dificuldade maior que a passagem da notacdo de somatdria para a notacao
estendida. Provavelmente, os itens b e d serdo os que mais exigirdo um grau maior de
abstracdo e observacdo. As respostas deverao ser:

a) (=3°+ (=2 +(=1)* +(0)* + (1)* = X}__3k*

k k
2,1, 1,1, 1 w3 1 (M 1 @3 1
b) S+5tit gt =2y (5) =52 ()

3 6 2
1,1, 1, 1,1 _+v6 1
c) 1+2+3+4+5+6 Zkzlk

d 1-24+43-4+5-6+7-8=28_(—1Dk. (k)
) 2x; + 2xy + 2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x6 + 2x7 = X1 2%,

5.6.2 Analise a posteriori

Como era esperado, os itens b e d causaram grandes desconfortos e muitas
discussbes em sala de aula. O item b ndo foi resolvido pelos alunos, assim, a
pesquisadora teve que explicar como descobrir a formula para diminuir a tensdo e
nervosismo gerado pelo impasse da ndo resolucdo. No item d, a intervencdo foi menor.

O item e foi 0 mais facilmente resolvido pelos alunos.
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Nesse ponto, notou-se o desestimulo do aluno quando ele ndo consegue avangar
nas resolucbes, o que indicou a necessidade do professor ter a disposicdo mais
atividades e exemplos, com grau de dificuldade variado, tanto para aqueles aluno que
tém maior facilidade quanto para aqueles com maior dificuldade, no intento de permitir
0 avango e interesse de ambos, pelo estudo da Matematica.

Em parte, a tarefa exigiu uma postura investigativa do aluno em relagdo a
identificacdo de padrbes, o que normalmente € atribuido ao matematico. Entretanto,
perceber tais padrdes é importante para compreender os elementos componentes do
conceito de integral definida. Além disso, nesse processo foram usados, basicamente,
tratamentos no registro numérico, mesmo com a necessidade de mudanca de

representacdo nesse registro, como indicam as flechas 1 e 2 na Figura 45.

@Tratamento

2+1+ 1)1 2 1()
3 2 3

3
@Tratamento

0 1

AOREROREEORERO R
) @ratanjento |
RO REREN

ﬂ Conversao &

Ly L6

Figura 45: Tratamentos e conversdo usados na atividade 8-b.

1 3
+§—

3

Veja no Quadro 34 a classificagdo desta questdo em relacdo a TSD.
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Situacdo adidatica | Atividade que caracteriza a situagdo adidética - Questdo 8B

Acéo Reducdo da expressdo a forma concisa. Discussdo do padrdo
dos termos da sequéncia.

Formulagéo Escrita do termo geral da sequéncia.

Validacdo Comparacdo das expressoes para termo geral.

Institucionalizacdo | A poténcia (—1)* e seu papel.

Quadro 34: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 8B

5.7 As tarefas 9 a 11 e as analises a priori e a posteriori

5.7.1 Anélise a priori

A tarefa 9 visa estimular a compreensé@o dos signos envolvidos na definicdo da
integral de Riemann, e pode ser caracterizado como uma situagédo de validacao, ja que,

provavelmente, os alunos terdo que elaborar conjecturas a respeito desta simbologia.

9. Usando o raciocinio anterior, desenvolva a expressao:
n

Z F)
i=k

Os alunos deverao escrever:
n
Z F(i) = F() + F(k + 1) + -+ F(n)
i=k

Esse exercicio € proposto para que 0s estudantes realizem uma manipulacéo
meramente formal com os signos utilizados na definicdo da integral de Riemann.

A tarefa 10 sintetiza, a partir da visdo do aluno, as situacdes em que se pode usar
0 simbolo de somatorio. Esta situacdo pode ser classificada como de formulacéo.
Espera-se que os alunos escrevam situacdes semelhantes as que foram exploradas nas

atividades propostas na parte B.

10.  Considerando as atividades desenvolvidas até agora, pense (e escreva)
uma frase que expresse as situacdes em que o simbolo sigma (somatorio) é
usado.

Na atividade 11, é solicitado ao aluno que refaca 0 mapa conceitual apresentado
ao final das atividades da parte A. Espera-se que modificacdes e ligacGes cruzadas
aparecam depois dos estudos realizados na parte B. Um exemplo de mapa conceitual
que pode ser elaborado é apresentado na Figura 46. Nela, a parte em vermelho
representa 0 mapa previsto para a parte A, enquanto que em azul estéa a previsdo do que
poderia ser acrescentado a partir das atividades da parte B.
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Figura 46: Estimativa para o mapa conceitual do final da parte B das atividades propostas
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A expectativa ¢ de que os alunos desenvolvam ligagdes que envolvam os
conceitos de séries, sequéncias e convergéncia. Acredita-se que aparecerdo campos com

as notacg0es utilizadas nos estudos realizados.

5.7.2 Anélise a posteriori

Na tarefa 9, nenhum dos alunos conseguiu desenvolver corretamente a formula.
Alguns alunos, como mostrados nas Figuras 47 e 48, associaram a quantidade de termos

com a ordem do alfabeto.
d Z /ﬂg;) =h /mr} +//(fh/fm“/(m)
¢ K

Figura 47: Desenvolvimento dado por Bruno a formula do somatorio

nJ

LN 2 F(K)

S EUN
10. Considerando as atividades de
as situa¢des em que o simbolo
11. Diante de todos os experimer
parte A e verifique se ha algc
versdo.

S -+ )

Figura 48: Desenvolvimento do somatério dado por Claison

Em relacdo a tarefa 10, os alunos associaram o simbolo as somas, como dito por
Alvaro: “o sigma é usado quando queremos somar facilmente, somas muito grande ou
até somas infinitas”.

Para a tarefa 11, ao contrario do esperado, nenhum dos alunos acrescentou
informacdes ao mapa. Tal fato indicou que essas atividades ficaram desconectadas do
assunto, isto €, os alunos ndo perceberam ligacdo entre o que fizeram na parte B com a
convergéncia que exploraram na parte A, nem ao menos associaram a notacgao

apresentada com a questdo sobre a convergéncia de somas.
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A ndo alteracdo do mapa conceitual traz uma informacéo relevante ao professor:
0 aluno ndo relaciona o que estd estudando com o que estudou anteriormente. Isso
indica que deve haver uma readaptacdo das aulas no sentido de fazer o aluno perceber o
contetido que se quer ensinar. Neste caso, verificou-se que os alunos realizaram apenas
mais exercicios sem sentido.

O Quadro 35 indica a caracterizacdo na TSD das questfes 9 e 10 da parte B.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questbes 9-10B

Acdo Expanséo da forma concisa da notacdo sigma; manipulacdo do
signo; discussdo de aplicabilidade do conceito.

Formulagdo Estratégia de uso do somatorio.

Validacao Elaboracdo de problema que o somatério seja a solucdo,

segundo a estratégia adotada.

Institucionalizacdo | Somas que podem ser escritas usando a notagdo sigma; a
notacdo de somatorio.

Quadro 35: Caracterizacdo da situacdo adidatica das questes 9-10B

5.8 Analise Didatica das atividades

As atividades propostas sdo atividades que Duval (2009) classifica como de
formacéo de representacdo num sistema semidtico, neste caso, o registro algébrico. Elas
visam 0 reconhecimento e aplicacdo da notacdo de somatoria, chamada de forma
concisa. Reconhecer as situacdes em que o simbolo de somatorio € aplicado, juntamente
com a compreensdo da notacdo de limites, objeto de estudo da parte A, é importante
para representar algebricamente a soma de infinitas areas de retangulos, que podera
facilitar a compreensdo do conceito de integral definida.

De acordo com Duval (2009), as atividades de formacdo aliadas as atividades de
tratamento formam as tarefas de producdo de uma representacdo semidtica, que evocam
0 objeto de estudo, neste caso, a notacdo somatdria. Quando séo inseridas atividades de
conversao, este conjunto forma as chamadas tarefas de compreensdo. S&o estas Ultimas
que permitem diferenciar um objeto de sua representacdo. O Quadro 36 indica a
atividade cognitiva (formacdo, tratamento e conversdo) referente a cada um dos

objetivos particulares da parte B.
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Objetivo Questéo relativa Atividade Cognitiva
y Introducéo e 6 Formacéo
Conhecer a notagao
1,2 Tratamento
Reconhecer a notagéo 1,2,6,7,8 Tratamento
: . 34,59 Conversdo
Aplicar a notagdo
10 Tratamento

Quadro 36: Atividades Cognitivas das questdes da parte B

As atividades de formacdo buscaram apresentar a notacdo e esclarecer as
condi¢cbes para seu uso. Enquanto o tratamento permitiu uma algoritmizacdo da
expressdo, seja passando da escrita concisa para o seu desenvolvimento, ou vice-versa.

O tratamento dado a questéo 1a, por exemplo, €:

5
* Gr-5=@31-5 * (3.2 -5) * (33-5) & (3.4—5) & (3.5-5)

Ja na questdo 3, por exemplo, a atividade cognitiva é de conversdo do registro
em lingua natural para o registro simbadlico, algébrico e numérico, podendo passar pelo
registro icbnico, como denota a Figura 49.

Na Figura 49, as flechas pontilhadas em vermelho indicam representacGes que
podem ser usadas como apoio a conversao requerida, enquanto as demais, representam

as conversdes para 0s registros numeérico e algébrico.
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RLN: RN:
12+6+6+3+3+15+

(...) Calcule a disténcia percorrida pela 1,5+0,75+0,75+ 0,38+ 0,38
bola, desde 0 momento em que ela foi solta + 0,19 + 0,19 + 0,095
até o momento em que ela deixa de quicar => + 0,095 + 0,05 + 0,05
o0 chédo Y + 0,02 + 0,02 + 0,01

: 7 i +0,01~36m

RI: A % z

RA:

6
12+2—5=12+2-12 =36

° ~3

L1

Figura 49: Mudanca de registros na questdo 3-B

Na resolucdo das atividades, os participantes demonstraram dificuldade para
estabelecer padrdes quando apresentadas as sequéncias numeéricas, especialmente
quando este padrdo ndo estava tdo evidente, como na tarefa 8-b, ou quando a sequéncia
continha termos com sinais alternados , como na tarefa 8-d.

Santos e Oliveira (2008, p.1) defendem que a exploracdo do reconhecimento de
padrdes e regularidades “ajuda a desenvolver nos alunos capacidades relacionadas com
0 pensamento algébrico, favorecendo o estabelecimento de relagbes e apelando a
generalizagdo.”

No mesmo sentido, Moura (2007, p.16) afirma:

A procura de padrdes na Matemaética est4 associada a descoberta, & busca de
relacbes para explicar o que é observado e o encadeamento légico do
raciocinio matematico. Esse trabalho favorece a construcdo da &lgebra de
forma contextualizada e significativa para o aluno, permitindo que estabeleca
as devidas conexdes entre 0s conceitos matematicos aproveitando ao maximo
as relacdes existentes entre eles. Essas exploracbes estdo centradas em
modelos fisicos, dados, organizacdo de tabelas, gréficos e em outras
representacdes que os alunos possam utilizar.
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Santos e Oliveira (2008) apresentam e discutem os resultados de um estudo
sobre a evolugdo da capacidade de generalizar padrbes em alunos de 5° ano de

escolarizacdo em Portugal. O estudo consistiu em aplicar atividades®® «

que integram
padrdes de cunho numérico, geométrico ou pictorico, e envolvem processos de
raciocinio matematico, tais como analisar, argumentar, conjecturar, testar e generalizar”
(ibidem, p.2). As autoras comentam que, de inicio, 0s alunos prestavam pouca atengdo
as diferentes partes do padrdo e as mudancas que ocorriam entre figuras e que, aos
poucos, foram adotando estratégias préprias, intencionais e formais, estabelecendo
relacdo direta entre as variaveis dependente e independente.

Alguns aspectos apontados neste estudo que contribuiram para o avanco do
pensamento algébrico dos alunos foram: a descricdo oral das mudancas entre as figuras;
a necessidade de alargarem o seu raciocinio para termos distantes; e a necessidade de
expressar 0 seu raciocinio sob a forma de linguagem matematica.

Mesmo sendo a pesquisa de Santos e Oliveira (2008) voltada para a formacéo do
pensamento algébrico em criancas, seus resultados devem ser considerados porque,
como apontou a revisdo de literatura na secédo 2, parte dos problemas de aprendizagem
na disciplina de Calculo | se deve a falta de conhecimentos relativos a Educacéo Basica,
seja por falta de interesse do aluno, seja por falha na metodologia docente.

Além disso, note que alguns aspectos mencionados como fatores de contribuicédo
ao desenvolvimento do pensamento algébrico estdo associados a diversidade de
registros de representacdo semiética®’: a descricdo oral e a expressdo sob a forma de
linguagem matematica, isso sem contar que a percep¢do das mudancas entre figuras
requer um olhar mais atento a imagem.

Em geral, como ja mencionado, observou-se, na sequéncia didatica da parte B,
certa dificuldade dos alunos em usar ou desenvolver uma expressdo que envolve o
simbolo de somatdrio, o que pode ser observado na questdo 9. Além disso, os alunos
estabelecem padrbes para as sequéncias, de modo a escrever uma expressao algébrica
relacionada aos dados, como pode ser observado nas questdes 3 e 4. Isto indica que esta
parte B precisa ser reformulada para atingir seu objetivo. A pesquisa de Santos e
Oliveira (2008) nos dao indicios de como tratar da notacdo de somatorio de forma que

isto se torne mais espontaneo para o aluno e proporcione o aprendizado esperado.

% As atividades ndo foram citadas no artigo.
87 Os referidos autores ndo fizeram referéncia & Teoria de Registro de Representacdo SemiGtica neste
estudo.
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5.9 Anédlise Didatica dos Mapas Conceituais da parte B

Os alunos ndo apresentaram Mapas Conceituais ao final da parte B. Quais
analises podem ser realizadas, entdo?

E preciso retomar o papel dos Mapas Conceituais nesta pesquisa: ser
instrumento para a informacdo docente sobre a aprendizagem discente. Pressupomos
que o aluno deveria compreender e utilizar o simbolo sigma (X) para sintetizar um
“somatorio de coisas”, no caso, um somatorio de infinitas areas de retangulos. Acredita-
se que as atividades propostas pudessem leva-lo a essa compreensdo, no entanto, isto
ndo aconteceu satisfatoriamente.

Diante disto, o professor toma conhecimento, imediatamente, que um pré-
requisito importante para a construcdo do conceito de integral definida ndo foi atingido.
E preciso retomar esse assunto e propor novas atividades. Ndo adianta continuar o
processo de construcdo do conceito de integral definida, porque o aluno provavelmente
ndo sera capaz de efetuar transformacdes de maneira satisfatoria com os registros de
somatoria necessarios a construcdo do conceito de integral de Riemann. Isso pode
prejudicar o desenvolvimento de outras partes da sequéncia.

Algumas raz6es podem ser deduzidas:

» Os cursistas ndo perceberam relacdo entre as partes A e B, logo, ndo poderiam
fazer acréscimos ao Mapa da parte A.

» Embora os alunos tenham percebido o uso do registro na forma concisa
(notacdo sigma) para representar somas, conforme exposto na analise a
posteriori da questdo 9, as atividades ndo foram suficientes para que os alunos
percebessem a possibilidade de seu uso para representar convergéncias de soma.
Isto pode ter se constituido pelo fato de que, para os participantes do minicurso,
ndo € possivel que uma soma de infinitos termos seja limitada, como exposto na
analise a posteriori da tarefa 14 da parte A.

» Escrever somas usando a notacdo sigma requer o reconhecimento de padrbes
nas sequéncias, transformacdes da representacdo estendida para a concisa, o que
se apresentou mais dificil, e nisto, os alunos tiveram dificuldade. Pode ser
possivel que os alunos estivessem querendo fugir de uma situacdo
constrangedora: a de reconhecer que ndo foi capaz, ou que teve dificuldade, de

perceber uma relagdo entre os termos.
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De toda forma, ndo complementar o MC indica um caminho docente a seguir:
propor novas situagdes aos alunos.

O Mapa Conceitual permite que o professor acompanhe a aprendizagem dos
alunos e a avaliagdo da sua metodologia. Esse estudo fez com que as atividades
especificas para o reconhecimento da notacdo sigma fossem remanejadas e
reprogramadas. A reformulacdo apresentada na secdo 10 tenta tornar as atividades mais
entrosadas ao contexto do conceito de integral definida.

No minicurso esse remanejamento ndo foi feito devido a concentracdo de sua
carga horéaria. De um dia para o outro ndo era possivel analisar as dificuldades, alterar
e/ou propor novas tarefas para aplicar aos alunos. No entanto, consideramos relevante
essa reformulacdo da sequéncia didatica para, pelo menos, diminuir as dificuldades
percebidas. Por isso, apresentamos a reformulacdo na secdo 10. Nada garante que, ao
aplica-la, outros problemas sejam encontrados e alteragcdes tenham que ser feitas. Mas é

esse 0 processo para garantir uma acdo docente eficaz para a aprendizagem discente.
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Secdo 6 - Andlise a priori e a posteriori das Atividades Propostas na
Parte C

As tarefas preparadas para as partes A e B propuseram situagfes com intento de
fazer com que os alunos transitassem entre registros semiéticos em lingua natural,
simbdlicos (aritméticos e algébricos) e gréafico. Foi concedida uma atencdo maior a
compreensdo da significacdo dos registros de escrita matematica. As proximas
atividades prop6em o trabalho com somas parciais, 0 interesse maior &€ promover
situacOes nas quais os alunos construam o conceito de integral de Riemann como uma
soma de areas. Mais especificamente, a parte C tem por objetivo calcular somas finita e

infinita, usar a notacao de limite para convergéncia de séries.

6.1 A tarefa 1 e as analises a priori e a posteriori

6.1.1 Analise a priori

A tarefa 1 visa retomar as notacgdes ja apresentadas.

. ~ 1
1 a) Analise o comportamento dos termos da expressao - guando x

assume valores cada vez maiores.
b) Usando a simbologia matemética, de que forma vocé poderia

A -1
descrever o comportamento da sequéncia —?

Pretende-se verificar a assimilagdo das notacbes formais anteriormente
utilizadas. Admite-se que se houve assimilacdo e compreensdo, facilmente os alunos
dirdo que os termos da sequéncia diminuirdo e se tornardo proximos de zero, escreverao
lim,, % = 0. Espera-se gque seja essa a resposta da maioria dos alunos.

Neste exercicio requer-se uma conversao do registro em lingua natural (dado
pelo enunciado da questdo no item a) para o registro algébrico (dado pela escrita formal,
usando a notacdo de limites, do comportamento da sequéncia). Para tanto, o aluno
provavelmente usara a representacdo grafica da sequéncia como apoio. As unidades

significantes nestes diferentes registros podem ser observadas na Figura 50.
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Unidade Significante Unidade Significante do “Registro Unidade Significante
Registro de Saida (RLN) Intermediario” (RG) Registro de Chegada (RA)

Aproximagao a um ponto . lim-=0

L . . o n—-oo X

Figura 50: Unidades Significantes para a conversdo RLN -->RA da tarefa 1

6.1.2 Anélise a posteriori

Neste exercicio, apenas as cursistas Caroline e Daia ndo escreveram
corretamente a notacédo, indicando que os termos da sequéncia diminuiam a medida que

~ 1
a ordem dos termos aumentava. As alunas usaram a notagéo Y.0_, (;) para descreverem

0 comportamento da sequéncia. Isto pode ser interpretado como uma ndo assimilacéo
das notacbes matematicas nos seus respectivos contextos. Mesmo assim, vislumbra-se,
em sala de aula, a oportunidade de o docente propor mais tarefas para estas alunas, a fim
de proporcionar a ancoragem destes conceitos, que sdo importantes para as demais
atividades desta sequéncia.

Em relacdo a caracterizacdo da situacdo adidatica, ela é tal qual indicado no
Quadro 37.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 1C

Acao Discussdo do comportamento da funcéo; analise e registro do
comportamento da sequéncia.

Formulacgéo Registro simbolico adequado do comportamento da funcéo.

Validacao Confronto com as notagdes dos exercicios anteriores e

discussdo nos grupos.

Institucionalizacdo | O registro algebrico da convergéncia da sequéncia.

Quadro 37: Caracterizagdo da situagdo adidatica da questéo 1C

6.2 A tarefa 2 e as analises a priori e a posteriori

6.2.1 Analise a priori

A tarefa 2 instiga o aluno a perceber a necessidade de escrever formulas para
representar os termos de uma sequéncia a fim de facilitar outros célculos. Esta situacdo
pode ser caracterizada como sendo de acdo-formulacgdo, dentro da TSD, e uma tarefa de

producéo (engloba a formagéo e o tratamento) na TRRS.
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2. Considere a soma dos termos da sequéncia cujos termos iniciais sdo:
§ + § + % + % + i + -+ (esta soma infinita é chamada série infinita).

a) Qual a soma dos oito primeiros termos? Como podemos escrever,
matematicamente, esse resultado? VVocé pode usar, no Geogebra, o comando
“soma(Sequéncia] <Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>
1)”, claro que para isso, vocé devera encontrar a expressdo geral dos termos
da sequéncia.

b) Qual a soma dos 20 primeiros termos? Como podemos escrever,
matematicamente, esse resultado?

c) Qual a soma dos 100 primeiros termos? Como podemos escrever,
matematicamente, esse resultado?

d) Que método vocé usou para calcular as somas pedidas nos itens a, b e ¢?
Descreva-o.

e) E possivel somar todos os infinitos termos? Se sim, o que vocé pode dizer
a respeito dessa soma? Escreva sua analise.

f) Em simbolos, como vocé escreveria sua analise do item e?

g) Que significado geométrico vocé atribui a série desse exercicio?

Acredita-se que 0s alunos irdo demorar muito tempo para escrever a expressao

k
A s , 2 1
que fornece os termos da sequéncia, que é: S,, = };:05 . (5) . Talvez possam escrever

a primeira fracéo fora da notagdo de somatoria, e nesse caso ter-se-ia:

n
CEIR:
n3 3.2k

k=0

E possivel ainda que alguns alunos tentem escrever a soma mediante a adicdo de

todos os termos mesmo, sem encontrar uma expressao genérica, que € o objetivo do
item d. Neste caso, 0s alunos terdo dois possiveis tratamentos para obter a soma dos oito

primeiros termos (Figura 51), por exemplo:

Tratamento 1 Tratamento 2
2+1+1+1+1+1+1+1 z1+1+1+1+1+1+1
3'3°6 12 24 48 96 192 3'3 6 12 24 48 96 192
3 1.1 1 1 1 1 0,667 + 0,333 + 0,167 + 0,083 + 0,042
37612 24 8 96 T 192

192 32 16 8 4 2 1 + 0,021 + 0,010 + 0,005

192 192 192 192 T 192 192 T 102 1,328
255
192

Figura 51: Dois Tratamentos para a soma de termos de uma sequéncia

Na Figura 51 observa-se que o registro numérico foi mantido, mas a
representacdo foi alterada. No tratamento 1, 0s nimeros estdo representados na forma
fracionaria, ou seja, representacdo fracionaria. Sua soma obedece as regras de soma de
fracOGes. Para o tratamento 2, 0s nimeros estdo representados na forma decimal e sua

soma obedece as regras da soma de decimais.
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De uma ou outra forma, os alunos deverdo encontrar, respectivamente para 0s
itensa, b ec:

k
S(8) =%/ 03" (%) — 1.328125,

k
—_Vv19 2 _(1\" _
S(20) = k=03 (2) = 1.3333320618 e

S(100) = %%,2- (%)k = 1.3333333333.

O item e) é proposto para investigar o pensamento do aluno acerca da adicéo de
infinitos termos. Espera-se que os alunos digam que é possivel realizar essa adi¢cdo, mas
que esta soma sempre aumentara. Esta é uma situacdo na qual a manipulacdo dos signos
deve ocorrer mediante uma verificagdo numérica que a sustente. Neste caso, podem
surgir duvidas como: “se, depois de um determinado tempo, estivermos adicionando
nameros tdo pequenos que podem ser despreziveis, a soma de infinitos termos nao
poderia ser reduzida a uma soma finita?” E importante lembrar que a maior parte dos
alunos que participardo deste experimento ainda n&o tera estudado sobre séries nas aulas

de Calculo, haja vista que este assunto é trabalhado, na UTFPR, apenas no Célculo 2.

6.2.2 Analise a posteriori

Os alunos demoraram um tempo para perceber que esta sequéncia ja havia sido
apresentada anteriormente. Depois disto, voltaram a parte B a fim de encontrar a
férmula para o termo geral e usar o comando indicado no intento de obter a soma de
termos pelo Geogebra.

Antes de determinarem a formula para o termo geral, alguns alunos escreveram
0s oito e os vinte termos da sequéncia, e somaram-nos, usando a calculadora. Algumas
duvidas em relagcdo a soma de fragBes surgiram, como por exemplo: como fazer?; quem
€ 0 minimo?; posso por a fracdo direto na calculadora?; que tecla se usa para por a
fracdo?. No entanto, foram deixadas de lado assim que perceberam que ndo precisariam
de tais informacdes para obter a soma pelo Geogebra.

Kalinke (2009) observou em sua pesquisa que os alunos resolvem melhor as
operacdes com fragdes quando estdo usando lapis e papel, mas, neste caso, mesmo
tendo estes instrumentos & disposi¢do, os alunos preferiram atribuir esta tarefa ao
aplicativo. Contudo, esse procedimento ndo agrega conhecimento sobre as fracGes ao

aluno. Ao trabalhar esse assunto no Ensino Fundamental, talvez fosse interessante
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pensar no uso de algum recurso computacional que mostrasse todos os passos do
desenvolvimento de uma tal operacdo, aliado a jogos e outras estratégias mais divertidas
e interessantes aos discentes.

Ao calcular a soma com o software, percebeu-se certo desconforto dos alunos
em relacdo ao valor da soma que nédo se alterava. I1sso ocorreu porque todos os alunos
estavam usando o Geogebra com a visualizagdo de 2 casas decimais. Quando se mudava
o valor final para 20 ou 100 termos o valor mostrado permanecia 0 mesmo. Muitos
acharam que o computador havia travado. Foi-lhes solicitado que alterassem as casas
decimais para 10 e refizessem o valor das somas parciais. Neste ponto, notou-se um
fator interessante: os alunos ja haviam entendido como usar a ferramenta “controle
deslizante”, e inseriram essa varidvel no comando dado para facilitar o
acompanhamento do valor da soma. Dessa forma, eles perceberam que a soma parcial
mudava muito pouco em relacdo a soma anterior, mas isto ndo era perceptivel com a
utilizacdo de apenas duas casas decimais como referéncia.

Para este exercicio, o calculo da soma no software facilitou muito a analise do
seu comportamento, uma vez que estes alunos ndo admitiram, na parte A, a
possibilidade de uma sequéncia dada pela soma de termos ser convergente. Tal
atividade corrobora a afirmacdo de Barroso et al (2008) sobre a possibilidade de uma
exploracdo mais abrangente dos conceitos e relacbes envolvidas, quando se usa um
recurso computacional. O importante ndo foi a execucdo das somas com fracbes, mas
sim a analise do comportamento de tais somas quando o0 nimero de termos aumentava.

Os alunos, diante do experimento no software, concordaram com a possibilidade

da adicdo de infinitos termos. A resposta de Alvaro sintetiza os comentarios dos alunos:

“Por mais que aumente o valor, serd possivel somar, utilizando o Geogebra
facilita pois s6 serd necessario colocar a fungdo soma do programa e depois
colocar a expressdo matematica (apds isso é s6 colocar o valor inicial e final
que significa que niimero eu quero que seja somado”.

1

k
A notacdo 2?:02(5) = 1,33 foi a usada pela maior parte dos alunos para

representar que a soma de termos seria limitada. Um dos alunos fez uma pequena

modificacdo nesta representacdo:

k x i

SIE) =i D2 -1
£,3\2 a3\ T

= 1=

0 que indica uma compreensdo parcial da notagdo a ser usada nas atividades

posteriores.
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De modo geral os alunos ndo atribuiram significado geométrico a série em

questdo, porém, houve duas tentativas. Vejamos:

e Bruno: “A distribui¢do de renda do governo onde retiram uma grande quantia

pra ele e divide o resto (desprezivel) para sociedade”.

e Alvaro: “vocé pode utilizar esse tipo de raciocinio para calcular area (uma area

foi dividida em partes e vocé quer saber o valor da area total)”.

No Quadro 38 esta a caracterizacdo das situacdes adidaticas desta questao.

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situagdo adidatica - Questao 2C

Acdo

Discussdao de procedimentos e possibilidades de célculo de
somas parciais. Aplicacdo do comando para soma parcial.
Discusséo de aplicacdes geométricas do problema.

Formulacéo

Discussdo sobre a convergéncia de somas parciais.

Validacao

Confronto com as conclusdes dos demais grupos.

Institucionalizacéo

A escrita do termo geral.

Quadro 38: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 2C

6.3 A tarefa 3 e as analises a priori e a posteriori

6.3.1 Analise a priori

A tarefa 3 volta a investigar, mediante representacOes graficas e numéricas, por

. - Ao -1 P
meio dos softwares Geogebra e wxMaxima, a sequéncia —, so que desta vez, com a

consideracdo da soma dos n primeiros termos.

3 Considere a sequéncia S,, = % Faca o seguinte:
a) Abra um arquivo no Geogebra:

Vi.

Escreva b=1 e tecle ENTER.

Cligue com o botdo direito sobre b, abra as propriedades —
controle deslizante - de “b” e escolha min=1, max=1000,
incremento = 1 e feche.

Mostre “b” na area de desenho (caso ndo apareca
automaticamente, basta clicar sobre a bolinha que aparece antes
da expressdo b = 1 na janela de algebra).

Crie a soma dos primeiros termos da sequéncia 1/n da seguinte
maneira: Soma[Sequéncia[l / n, n, 1, b]]. Aparecera um ndmero
a que valerd provisoriamente 1.

Depois, crie um ponto posicionado na reta real identificada com
0 eixo Ox, escrevendo, na linha de comando: Result=(a,0)
(atencdo: a letra a ser usada aqui é a que aparecerd na janela de
algebra no passo iv). Aparecerd o ponto ‘“Result” que representa
o0 valor numérico da soma do primeiro termo apenas. Ele estard
em (1,0) (vamos entendé-lo como o 1 real).

Clique sobre o campo “b” e utilize as setas do teclado para
aumentar o valor de b. Quando vocé der apenas um toque na seta
para a direita terd representado o valor da soma dos dois
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Vil.

viii.

Xi.

primeiros termos. Quando apertar a tecla novamente serd
mostrado o ponto que representa a soma dos 3 primeiros termos
da sequéncia. E assim por diante. Investigue o comportamento
das somas a medida que se aumenta o numero de termos
considerados. (“b” indica a quantidade de termos considerados).
Usando a simbologia ja apresentada, expresse o valor da soma
dos mil primeiros termos desta sequéncia.

Enquanto vocé aumenta o valor de b, preste atencdo na
velocidade de crescimento da soma, observando o deslocamento
do ponto (a,0) criado.

A medida que aumentarmos o numero de termos que est&o sendo
adicionados (valor de b), o valor calculado da soma aumentara
também? Em sua opinido, existe um valor maximo para essa
soma? Se sim, determine-o0 e argumente tal escolha. Se ndo,
justifique.

Escreva sua conclusdo a respeito do comportamento da soma dos
termos da sequéncia — vocé pode alterar o valor maximo de b, se
preferir, para analisar melhor o que se pede.

O que € mais interessante de observar para concluir sobre o
comportamento da soma parcial: o deslocamento do ponto sobre
0 eixo Ox ou o valor da soma? O que mais te chamou a atencdo?
Escreva.

b) Agora, abra um arquivo no wxMaxima.
i.
ii.

vi.

Escreva o comando S(k):=sum(1.0/n, n, 1, k).

Observe a saida simbdlica apresentada pelo software e compare
com a que VOcé escreveu no item vii do passo anterior. E a mesma?
Se ndo, em que difere? Comente.

Considerando o comando dado em b-i, o que significa, para vocé, a
expressdo S(1000) ? Escreva.

Com o comando do item b-i) vocé criou no wxMaxima uma func¢éo
que calcula a k-ésima soma parcial (isto é, a soma dos k primeiros
termos da sequéncia). Agora, confira o que foi feito no Geogebra e
explore o valor das somas parciais para valores maiores. Anote o
numero de termos e a soma parcial obtida, nos seus experimentos.
Se vocé fosse escrever uma formula para representar a soma de
infinitos termos desta sequéncia, como vocé faria? Escreva.
Observando os resultados do item iv, vocé mantém suas conclusdes
do item a-ix e a-x? Se ndo, em que vocé mudaria? Escreva,
argumentando sobre as modificacdes.

c) Em que ambiente vocé preferiu fazer as experimentacdes: no Geogebra
ou no wxMaxima? Justifique.

As tarefas pretendem levar o aluno a construir situacées que constituam parte do
campo do conceito de convergéncia de uma série numeérica. O trabalho é proposto com
dois sistemas semioticos disponibilizados nos softwares Geogebra e wxMaxima, um é o
simbolico (aritmético-algébrico) e outro é gréafico e algébrico. Além disso, investiga-se
a utilizacdo da simbologia matematica para outros contextos. No Geogebra, a soma

obtida para os mil primeiros termos deve ser:

1000

1
Y o740
n

n=1
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Imagina-se que os alunos dirdo que para um n maior, a soma deverd atingir o 8,
ja que ela tem um comportamento crescente muito lento.

A investigacdo no wxMaxima permitira que o aluno associe a soma parcial de n
termos com o valor funcional para n. Da mesma forma, permite que o aluno transite
entre a representacdo no sistema numeérico e a representacdo no sistema gréafico, o que
viabilizara melhor compreensdo do que esta em estudo.

Esta situacdo pode ser caracterizada como uma situacdo de acdo-formulagéo-
validacao.

6.3.2 Anélise a posteriori

Em relacdo a serie apresentada, de modo geral, os alunos fizeram afirmacées
parecidas com a de Alvaro: “no comego ela aumenta rapidamente, porém conforme
aumenta a velocidade diminui”, mas todoS 0S respondentes afirmaram que a soma
desses termos tera um valor maximo. O aluno Bruno afirma: “o niimero aumenta, porém
ird chegar em um ponto que a sequéncia tende a aproximar sendo que quanto maior o
denominador mais desprezivel o valor ¢”. Ja Claison diz: “quanto maior a soma dos
termos, menor a variacdo na soma em a (que se refere a soma parcial). N&o existe o
valor maximo para soma, porém o valor em a estagnard, pois a diferenca € quase
insignificante”. Quando questionado sobre esta ultima frase, o aluno indicou a mudanca
nas casas decimais observadas para deduzir a ndo existéncia do valor maximo, mas ndo

pareceu considerar a opcao de que a soma ultrapassasse o valor 8, por isso afirma que o
(13 99 A b 1
valor “estagnard”. Apenas os alunos Bruno e Alvaro registraram a soma: 2,110:010 —=

7.49. Os demais ndo fizeram mencéo a esse valor.

O software wxMaxima trouxe importantes contribuicdes com relacdo a escrita e
aos cuidados com os parénteses, j& que mostra a escrita matematica (algébrica) do
comando dado. Por apresentar o resultado mais rapidamente foi preferido pelos alunos.
Contudo, Claison afirmou ter preferido usar os dois softwares simultaneamente, ja que
“um complementa o outro e dependendo do que for feito, ¢ melhor usar um determinado
programa’.

Outro ponto a destacar em relacdo a este software é o significado atribuido a um
simples S(1000). Alguns alunos compreenderam que esta expressdo indicava a soma

dos mil primeiros termos da sequéncia, outros, no entanto, afirmaram que esta
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representava que “o valor de k ¢ 1000”. Isto indica a necessidade de maior pratica com
0s registros simbolicos usados na matematica e com sua conversdo na lingua materna.
Isso possibilitard a compreenséo do que leem ou escrevem.

No decorrer da atividade, novamente, a diversificagdo de registros foi importante
para a compreensdo do aluno. Chamou-lhes a atencdo, a soma ser mostrada
graficamente no Geogebra, pois eles podiam, usando o controle deslizante, observar a
velocidade de crescimento e o aumento no valor numérico calculado. Com tais recursos
e com a interacdo na interface do software os alunos puderam vivenciar significagdes
mais interessantes que as significagdes “estaticas” vivenciadas pelas transformacdes de
registros no papel.

Apresenta-se, no Quadro 39, a caracterizac¢ao da questdo na TSD:

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacao adidatica - Questdo 3C

Acao Manipulacdo dos comandos dados e a analise dos resultados
produzidos.

Formulacéo Discussdo sobre a convergéncia e divergéncia de uma série.

Validacao Confronto com 0s demais grupos.

Institucionalizagdo | Associacdo do valor funcional com a soma de n termos da
sequéncia.

Quadro 39: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 3C

6.4 A tarefa 4 e as analises a priori e a posteriori

6.4.1 Analise a priori

A tarefa 4 pretende acrescentar nova situacao as da tarefa anterior.

4 Considere a sequéncia definida por S,, = nl—z

a. Repita os procedimentos a) e b) do exercicio anterior.

b. Qual a diferenga observada nas somas parciais entre este exercicio e o
anterior? A que vocé atribuiria tais diferengas?

c. Expresse, simbolicamente, a conclusdo obtida sobre a soma parcial de
infinitos termos desta sequéncia.

Esta tarefa apresenta uma série em que a soma dos termos & convergente,
contrariando o resultado da questdo anterior, que apresentava uma série divergente.

1 ‘ -
Espera-se que o aluno escreva X7, — = 1.645 e conclua que esta € uma série

convergente, mesmo que esta definicdo ainda ndo tenha sido trabalhada para séries.
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6.4.2 Anélise a posteriori

Esta série gerou um estranhamento nos alunos, que, a principio, acreditaram que
aconteceria 0 mesmo que a tarefa anterior. De inicio, os alunos usaram o wxMaxima
para calcular as somas. Quando perceberam que os valores estavam proximos, mesmo
quando mudavam a quantidade de termos somados, foram a visualizagdo grafica do
Geogebra, usando o comando dado na tarefa 3, para observar o comportamento da soma
e entender os resultados fornecidos pelo wxMaxima. Ou seja, buscaram outro registro
para analisar. Neste ponto, deve-se destacar a contribuicdo da utilizacdo de ambos os
softwares para a compreensao da convergéncia desta série. O uso de softwares tem sido
amplamente discutido e apontado como alternativa para o ensino do CDI, como
exemplificam os trabalhos de Gonzales-Martin e Camacho (2004), Scucuglia (2007) e
Richit et al (2011), entre outros.

De modo geral, os alunos compreenderam que a soma da tarefa 3 era infinita,
enquanto a da tarefa 4, tinha um limite. Para isso, a observagdo do deslocamento do
ponto sobre o eixo x foi fundamental, pois como afirma Alvaro: “o deslocamento do
ponto Ox ¢ mais facil de observar”. A Figura 52 apresenta a tela do Geogebra,
mostrando as sequéncias dos exercicios 3 e 4 e as respectivas somas parciais para 401
termos. Uma limitacdo do software é que, nesse aspecto, 0 aluno deveria acompanhar a
soma por meio da sua representacdo numerica, j& que para visualizar uma quantidade
grande de pontos fica muito trabalhoso.

De acordo com os comentarios dos alunos durante a aula, muitos deles

compreenderam a convergéncia desta série, porém, apenas Alvaro e Débora registraram,

. ~ 1 ~ . g .
efetivamente, essa compreens&o, escrevendo: Z,;"’Zlk—z = 1,64. Alvaro justificou dizendo

gue “isso se deve ao n estar ao quadrado no exercicio 4 € nao estar no ex (3)”. Alias,
essa poténcia gerou questionamentos por parte de alguns, que perguntavam “mas s6 por
que esta ao quadrado vai mudar?”. Um dos alunos, Claison, registrou que “a quantidade
de termos € menor para que o valor em a estagnasse”. Essa questdo poderia ser mais
bem explorada em sala de aula, por meio da observacdo de outras sequéncias cujo
denominador tenha uma poténcia maior.

A utilizacdo do wxMaxima permitiu que os alunos percebessem o incremento no
valor da soma a medida que se aumentava a quantidade de termos somados, mais

facilmente que no Geogebra. Isso se deve ao fato de que, no primeiro ambiente, ficava
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registrado o valor numérico obtido para a soma, enquanto esse processo, no Geogebra,
era mais demorado. A Figura 53 mostra o valor para possiveis somas parciais para as

duas sequéncias, no wxMaxima.
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Figura 52: As sequéncias dos exercicios 3 e 4 no Geogebra
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" (213

($03)

' (214)
(304)

[ (2i9)
(%$09)
' (3i10)
(3010)
' (2i17)
[ (%017)

' (2i18)
(%018)

T

(%1i19)
(%019)

S({k):=sum(1.0/n,n,1,k);

k

1.0
S(k): =Z—
n

n=1

S(100) ;
5.187377517639%621

S(1000) -
7.4854708600550343

S(10000)
9.7876060360443453

S(100000) ;
12.05014612586328

S(1000000) ;
14.35272672286478

S(10000000) ;
16.65531136585671

Observe no Quadro 40 a caracterizagdo desta questéo.

™

(%120}

(%020)

(%1i21)
(%021)

(%122)
(%022)

(%123)

(%023)

(%1i24)
(5024)

M({k):=sum(1.0/n"2,n,1,k);

M{100) ;
1.634583500184852

M{1000) ;
1.643%34566681561

M(10000) ;
1.644834071848065

M(100000) ;
1.644924066896243

Figura 53: Somas parciais obtidas no wxMaxima

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 4C

Acao Manipulacdo dos comandos; discussdo das diferencas em
relacdo a tarefa anterior.

Formulacgéo Discussdo sobre um critério para a convergéncia de uma série.

Validacgéo Confronto do critério com o dos demais colegas.

Institucionalizacéo Uma série pode convergir.

Quadro 40: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 4C

6.5 As tarefas 5 e 6 e as andlises a priori e a posteriori

6.5.1 Analise a priori

As atividades 5 e 6 ampliam o rol de discussdo das séries, apresentam

sequéncias em que 0s termos sdo alternados, ora positivos, ora negativos, e instigam o

aluno a pensar em outras possibilidades.

5 - Considere a série cuja soma dos primeiros termos é: 1-

1+1-1+1-1+1.....

a) Escreva uma formula que expresse a soma dada.
b) Analise a soma. O que vocé pode dizer a respeito do seu valor? Escreva

sua conclusao.
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c) Esta série € convergente? (se necessario, releia o significado de
sequéncia convergente — exercicios 7 e 12 da parte A). Justifique.

d) Como vocé explicaria a convergéncia de uma série (soma de termos de
uma sequéncia)? Que critérios vocé usaria? Escreva sua explicagdo.

e) Com suas palavras, defina uma série convergente.

f) Em sua opinido, soma de termos de sequéncias alternadas (em que 0s
termos mudam de sinal, um ap6s o outro), pode ser convergente?
Justifique.

6 - Considere a soma: 1 —%+§—%+§—%+%—

a) Encontre uma expressao matematica que forneca cada um dos termos da
soma.

b) Escreva a soma indicada de forma concisa (relembre o que foi feito na
parte A, se necessario).

c) Calcule a soma dos oito primeiros termos (Sg) dessa sequéncia (Se
necessario, use os comandos dados no exercicio 3). Escreva o resultado
na forma concisa.

d) A medida que se aumenta o nimero de termos somados, 0 que acontece
com o valor da soma total?

e) Baseado no item d, o que é possivel afirmar sobre a convergéncia da
série?

f) Escreva sua conclusdo sobre a série dada e expresse, na forma concisa,
o valor da soma.

Para a série apresentada na tarefa 5, o valor resultante para a soma parcial sera 0
ou 1, pois depende da quantidade de termos adicionados. Na experimentacdo numérica,
é provavel que os alunos atribuam apenas valores pares como 1000, 10000... e
concluam que a soma vale zero (ou 1, dependendo de como montarem a formula). No
Geogebra, podem observar melhor a soma parcial que oscilara entre 0 0 e 0 1. Isto €,
para estes exemplos em particular, a exploracdo nos dois aplicativos vai contribuir para
gerar maiores discussdes e reflexdes. Espera-se que isso reforce situacGes nas quais a
transformacéo e a conversdo entre diferentes sistemas semidticos se tornem importantes
e possibilitem a construcdo de novos conhecimentos. Os alunos podem concluir que as
séries oscilantes ndo convergem. Como este € mais um caso de uma série divergente,
pede-se, a titulo de curiosidade, que o aluno escreva a sua definicdo de convergéncia de
série. E esperado que ele utilize os moldes da definicdo de convergéncia de sequéncia.

A tarefa 6 mostra uma série oscilante que € convergente no intuito de contrapor
0 que se imagina que os alunos respondam na questdo anterior. Novamente, com a
exploracdo nos dois softwares, espera-se que 0s alunos concluam que a Ssérie

apresentada na tarefa convirja para o nimero 0.6932, e escrevam:
had —1 n+1
z L = 0.6932
n
n=1

Estas questOes podem ser classificadas como de formulagdo-validagéo.
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6.5.2 Anélise a posteriori

Na tarefa 5, sem demora, os alunos Daia, Caroline e Claison afirmaram que a
soma seria zero, enquanto Débora afirmou que a soma era 1. Os demais alunos, Marcos,
Bruno, Alvaro e Camila, que responderam a essa questdo, disseram depender da
quantidade de termos somados. O registro de Alvaro esta apresentado na Figura 54.

Q) Se Q I‘Y\A;:Y
A AY
e 8eprtmnioh Qucz. V< Sape o e dbwgnJos

for somar Far por e ve zﬂ})me
S rpert. e
| 2 2k

=D =_i+_l_—1:.!.

Figura 54: Registro da expressdo para a série alternada da tarefa 5 (Alvaro)

Quanto a convergéncia, os alunos que afirmaram haver um valor para esta soma
(0 ou 1) classificaram-na como convergente, enquanto os alunos que perceberam
diferentes valores resultantes para soma, dependentes do niumero de termos somados,
classificaram-na como divergente. Isto indica a compreensdo do conceito intuitivo de
convergéncia associado a existéncia do limite.

Com relacdo ao critério de convergéncia para séries, 0s cursistas estabeleceram o
seguinte:

e D¢bora: “quando uma série tem um valor maximo podemos dizer que a série ¢
convergente” e também “uma série convergente ¢ quando somando infinitos
termos se mantém o mesmo resultado”.

e Bruno: “séric convergente ¢ a sequéncia no qual vem a tender a um unico
namero”.

e C(Claison: “uma sequéncia convergente ¢ o somatdrio da propria sequéncia que
tem valor convergindo ou aproximando de um determinado ponto”.

e Caroline: “Uma série convergente ¢ uma sequéncia que possui um limite”.

Mesmo com palavras diferentes, as vezes sem muito sentido ao tentar
compreendé-las literalmente, percebe-se que a nocéo intuitiva do que seja uma serie

convergente foi alcangada pelos alunos que chegaram até esta questdo. Esse é um

222



exemplo da construcdo da teia de relagdes do conceito mediante registro em lingua
natural.

Em sala de aula, a titulo de incentivo a escrita algébrica, o professor pode
solicitar aos alunos, que escrevam seus critérios de convergéncia para séries em termos
formais e apresentem e discutam com os colegas de classe. Na discussdo, é provavel que
eles reforcem suas compreensdes acerca de algumas notacdes.

Em relagdo a possibilidade de convergéncia para séries alternadas, os alunos que
a classificaram como convergentes afirmaram que seria possivel sim, e citaram a
prépria série como exemplo. Aqueles para 0s quais esta sequéncia era divergente,
disseram que isso ndo seria possivel, pois “sempre havera dois nimeros para a qual a
propria converge”.

Para a tarefa 6, todos os alunos obtiveram aproximadamente 0,64 para a soma
dos oito primeiros termos. Alguns deles usaram a calculadora para obter esse valor.
Nem todos escreveram a soma para infinitos termos, porém, 0s que a apresentaram,
citaram-na como 0,69 ou 0,7 e a classificaram como convergente. Apenas uma equipe,
de Daia/Caroline, afirmou que “esta séric ndo é convergente, pois ndo possui limite”,
porém, ndo apresentou maiores detalhes sobre a razdo pela qual chegou a essa
concluséo.

Em sintese, estas questdes sdo caracterizadas como mostrado no Quadro 41.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdes 5-6C

Acao Discussédo sobre as series alternadas e sua convergéncia; escrita
do termo geral.

Formulacgéo Hipoteses sobre a convergéncia de séries alternadas.

Validacao Confronto entre os resultados dos exercicios 5 e 6.

Institucionalizacdo | A nocdo de Séries Alternadas.

Quadro 41: Caracterizagdo da situacdo adidatica das questdes 5-6C

6.6 As tarefas 7 e 8 e as andlises a priori e a posteriori

6.6.1 Analise a priori

A tarefa 7 tem por finalidade investigar a compreensdo dos termos matematicos
pelos alunos. E uma questdo que pode ser considerada, na TSD, como sendo de

institucionalizacéo do saber, pois apresenta a defini¢cdo formal de convergéncia.

7 - Considere a seguinte definicdo de Convergéncia ou Divergéncia de uma
série infinita: Uma série infinita };;>_, @, com uma soma parcial de ordem n,
S,=a;+a,+-+ a, =Y¢_,a,converge para a soma S se S é um
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ndmero finito tal que lim,,_,, S,, = S €, nesse caso, escrevemos Y.;_; a; = S.

No caso em que lim,, ., S,, ndo existe dizemos que a série diverge.

a) Compare-a com a definicdo escrita por vocé no exercicio 5-e. Sao
semelhantes? Comente.

b) Ambas as defini¢cées (sua e a “formal”) tém o mesmo significado?
Comente.

c) Se vocé respondeu sim a questdo anterior, qual delas pode ser melhor
compreendida por outros alunos? Por qué?

Espera-se que, num contexto em que a experimentagdo vem antes da
apresentacdao formal da definicdo, os alunos afirmem que a definicdo elaborada por eles
é mais clara, mesmo que precise de complementacgdes.

Para finalizar as tarefas desta parte, é solicitado que o mapa conceitual seja

atualizado apds a realizacdo das mesmas.

8- Acrescente as relacdes desta parte C no seu mapa conceitual. Entregue-o.

A expectativa é de que os alunos complementem o mapa realizado por eles com
mais ligagOes cruzadas e com a inser¢do de conceitos como os de série, termos
alternados e soma parcial. Uma estimativa do que os alunos poderdo acrescentar ao
mapa ja elaborado, € apresentada em verde na Figura 55. Nela, a parte em vermelho
refere-se a0 mapa planejado inicialmente, para a parte A, e em azul, os complementos

relativos a parte B.
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Figura 55: Mapa conceitual estimado para conceitos trabalhados até a parte C
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6.6.2 Anélise a posteriori

A questdo 7 apresentou as mesmas dificuldades de compreensao que a definigéo
de sequéncia convergente da parte A. Na comparagdo com a definigdo escrita pelos
préprios alunos, todos afirmaram que a sua defini¢do era mais compreensivel, pois:

e Marcos: “Exige menos conhecimento prévio”;

e Débora: “Expliquei com palavras e acho bem mais compreensivel que a
defini¢do formal”;

e Bruno : “Simplifica a forma”;

e Caroline: “Prefiro o meu jeito primeiro, para depois analisar as formas, facilita
muito”’;

e Alvaro: “Eu traduzi em palavras o que esta escrito na forma matematica”.

Esses depoimentos atestam a eficiéncia da articulacéo de situagdes nas quais seja
possivel, em primeira instancia, a utilizacdo da representacdo em lingua natural, para
posterior conversdao em registro algébrico. Solicitar que o0s alunos escrevam o
significado de uma definicdo em lingua natural, pode auxiliar na compreensdo dos
registros algébricos em outras situacdes.

A caracterizacdo desta questdo 7 encontra-se no Quadro 42.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 7C

Acdo Discussdo e entendimento da definicdo dada; confronto com a
definicdo oficial e a pessoal.

Formulacgéo As semelhangas entre as defini¢des “formal” e “pessoal”.

Validacao Anélise das semelhancas e diferencas entre as definicGes

pessoal e formal.

Institucionalizacdo | A defini¢do formal de convergéncia de séries e suas notacoes.

Quadro 42: Caracterizagdo da situagdo adidatica da questéo 7C

Ja em relagdo ao mapa conceitual, o conceito de soma finita e infinita,
convergente e divergente, apareceu nos mapas elaborados. Devido a quantidade de
exercicios e o pouco tempo disponivel para sua realizagdo, muitos alunos optaram por
fazer apenas o mapa final. Retornamos a esse assunto na “Analise Didatica dos Mapas

Conceituais”.
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6.7 Analise Didatica das Atividades

As atividades da parte C tiveram 0 objetivo de proporcionar situacfes para a
discussdo e compreensdo do conceito de convergéncia de uma série, bem como,
proporcionar rupturas a certeza dos alunos de que a soma de termos de uma sequéncia
sempre aumenta indefinidamente, ou seja, “vai para o infinito”, como afirmado por eles
na questdo provocativa 14, da parte A.

Aqui, atividades exploratdrias foram propostas em situacdes ndo contempladas
na parte A, como 0 caso de sequéncias alternadas, para que pudessem ser analisadas.
Esta proposicdo teve o intuito de levar o aluno a refletir sobre uma variedade maior das
possibilidades de definicdo do termo geral de uma sequéncia. Acredita-se que esta
diversidade de sequéncias colabora no discernimento dos critérios de convergéncia para
séries.

Nesse sentido, a utilizacdo dos dois softwares facilitou a aceitacdo de que ha
sequéncias cuja soma de infinitos termos converge. Para isso, a representagdo numérica
usada pelo wxMaxima foi mais convincente, pois ndo deixava davida no valor obtido
para a soma parcial, enquanto que observar o crescimento da soma parcial na

representacdo grafica do Geogebra era mais dificil, devido a velocidade de crescimento
.. . z s s+ n ge . 1 .
das somas parciais poder confundir o observador. E o caso da série infinita ~ Ao seguir

0 comando dado na questdo 3, e observar o deslocamento do valor obtido para a soma
parcial, na representacdo grafica, percebe-se um deslocamento muito lento,
especialmente em torno do nimero de abscissa 7. Parece que existira aproximagao a um
namero. O valor mostrado no wxMaxima especificava claramente os nimeros obtidos.
Nesta parte, foi intensificada a necessidade de o aluno argumentar ou justificar
escolhas usando a lingua natural, incentivando o desenvolvimento da habilidade de
comunicacdo em Matematica. Além disso, a expressdo em lingua natural, seja na forma
escrita, seja na forma oral, contribui para a atividade cognitiva de objetivacédo ligada a

semiosis.

Em sintese, no geral, as questdes propostas nesta parte da sequéncia didatica
mobilizaram as atividades cognitivas de formacdo e tratamento, que estabelecem
requisitos minimos para o calculo de areas da proxima etapa da sequéncia. O Quadro 43

apresenta alguns aspectos trabalhados nas questdes componentes da parte C.
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Tipos de Atividade
2 x N. da ~ e
Enfase na questao ~ representacao Cognitiva
questéo . -
envolvidas mobilizada
Usar a notac&o cientifica para 1 Grafica Conversio
convergéncia de sequéncias Algébrica
Calcular somas finitas e infinitas 2,3,4,5,6 Numérico Tratamento
Usar notacdo formal para série 2,3,4,5,6 Algébrico Formacéo
- . - Lingua Natural <
Definir convergéncia de uma série 5,7 Algébrico Formagéo
Usar not?ga_o formgl_ para 4,5,6,7 Algébrica Formacéo
convergéncia de séries
Argumentar e/ou justificar escolhas 2,3,4,5,6 Lingua Natural Tarefa deN
compreensao
Estabelecer o termo geral da série 2,5,6 Algébrico Conversao

Quadro 43: Aspectos relativos as questdes da parte C

6.8 Analise Didatica dos Mapas Conceituais da parte C

Como ja afirmamos, o principal objetivo desta parte C era trabalhar a nocao de
convergéncia de uma seérie, representando-a por meio da notagédo de limites.

Espera-se que os MC elaborados contemplem dois conceitos fundamentais: série
e convergéncia de uma série. A cada um destes conceitos podem aparecer outras

informacgdes como as apresentadas no Quadro 44.

Conceito-Chave Possiveis Desdobramentos

Soma de termos de uma sequéncia

Serie Finita ou infinita

Soma limitada
Existe limite

Convergéncia da série

Quadro 44: Conceitos-Chave das atividades da parte C

Apenas duas duplas entregaram o MC desta parte, que estdo apresentados nas
Figura 56 e Figura 57, mais adiante. Relembramos que os alunos foram orientados a
continuarem os MC elaborados para a parte A, a fim de percebermos a rede de relacbes
estruturada pelo aluno. Os participantes também foram orientados a alterar as
informacdes do MC se fosse necessario. Desta forma, uma analise parcial destes mapas
ja foi apresentada na parte A. Aqui discutimos apenas 0s conceitos visados para a parte
C e parte B, ja que naquela oportunidade, nenhum aluno alterou o mapa A.

Nesta etapa, ainda havia seis grupos distintos que frequentavam o curso, embora
nem sempre todos o0s integrantes comparecessem. Apenas dois grupos fizeram
alteragdes, o que indica que algo, na sequéncia, ndo saiu como o esperado, uma vez que

os alunos ndo mobilizaram os conhecimentos necessarios.
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Um fator de cunho epistemoldgico, que foi percebido nas aulas, pode ter
influenciado na atitude dos alunos pela ndo alteracdo dos Mapas Conceituais. Os alunos
continuaram duvidando da possibilidade de uma soma infinita ndo ser infinita. Isto esta
associado a concepcdo de infinito de cada individuo e, como ja discutido na parte A, a
percepc¢do que, ao se acrescentar alguma coisa, mesmo que uma quantidade desprezivel,
o valor total deve aumentar. Com esta concepcéo, é dificil admitir a convergéncia®.
Talvez um nimero maior de atividades, com maior diversidade e mais tempo para
assimilacdo dessa possibilidade, possam ajudar na compreensao dessa questéo.

Podemos observar no Mapa da Figura 56 a existéncia da palavra “soma”
associada aos conceitos de “convergéncia” e “divergéncia”. Numa analise superficial
no MC € possivel constatar que:

1. A palavra “série” ndo aparece, mas ela ¢ substituida (provavelmente) pela
palavra “soma”, cuja ligacao indica que ela pode ser finita ou infinita, que esta
de acordo com o realizado nas atividades;

2. Consta no MC que a soma pode tender a uma constante ou nao, o que significa
que ela pode ou n&o ter limite (ainda que estas palavras ndo tenham sido usadas
pelos alunos no referido MC);

3. Aparece ligacao entre o conceito “soma” e os conceitos ‘“‘convergéncia” e

“divergéncia”.

As trés constatacGes estdo associadas ao que era esperado como resultados da
parte C. Esta analise superficial dos mapas nos induz a pensar que estes alunos
assimilaram o contetido visado. No entanto, ndo podemos nos ater apenas a esses pontos
da andlise superficial. Ha outros aspectos que merecem atencdo, talvez mais do que 0s
supracitados. Observemos:

1. O conceito “soma” ndo estd ligado a outro conceito ou frase.
2. A convergéncia/divergéncia da soma estd associada ao fato da soma ser

finita/infinita e ndo ao fato de tender a uma constante ou nao.

Em relacdo ao primeiro aspecto, é possivel que os alunos ndo tenham associado

0s nimeros que foram somados aos termos das sequéncias anteriores, mesmo que a

%8 Foi feito uma busca na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (http:/bdtd.ibict.br/) com
as palavras-chave (e combinac@es destas palavras): séries, convergéncia de série, ensino de séries, ensino
de sequencias, e ndo obtivemos retorno de pesquisas publicadas que fizessem comentarios fundamentados
a respeito das dificuldades dos alunos neste contetido especifico.
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palavra “sequéncia” tenha sido escrita nos enunciados. Isto pode indicar falta de
conexdo com as etapas anteriores da sequéncia didatica, mas pode também, indicar
apenas que o aluno ndo sabia como representar esta ligacdo, haja vista que uma dupla
apresentou esta dificuldade no primeiro mapa elaborado. Portanto, € preciso investigar
melhor esta auséncia de conexao.

No segundo aspecto, vale lembrar que a associacdo convergéncia/finito e
divergéncia/infinito ja apareceram nos primeiros mapas. E importante mostrar para o
aluno que a convergéncia estd associada a existéncia do limite e ndo ao fato da
sequéncia ou série ser ou ndo finita. Neste momento, o professor ainda pode descontruir

uma liga¢do ndo adequada de conceitos.
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Figura 56: Mapa conceitual elaborado por Alvaro/Marcos ap6s parte C
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[ SIMBOLOS MATEMATEMATICOS]

serie

Na Figura 57 podemos perceber que 0s conceitos matematicos visados continuam
confusos para a dupla Daia e Caroline. Pela analise do Mapa é possivel perceber que as
alunas ndo reconhecem a relagdo entre tudo o que fizeram até o momento, assim,
precisam de atencao.

O Mapa nos permite deduzir, ainda, a dificuldade com o registro simbolico usado
na Matematica, devido aos pontos de interrogacdo como frases de ligacdo entre os

789 & “simbolos matematicos”e entre “limite” e “férmulas”.

conceitos de “continuidade
Note também que a palavra “série” estd como uma frase de ligacdo entre 0s
conceitos “simbolos matematicos” e “soma”, atestando que € necessario uma defini¢cdo

mais formal do conceito de série.

% Este conceito j& foi objeto de anélise na parte A.
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Diante do exposto, o professor pode promover um debate sobre as concepcdes de
infinito, convergéncia, diferenca entre série e sequéncia, de modo a dirimir falhas no
entendimento destas no¢des tdo importantes para as proximas etapas.

Até 0 momento, pela analise dos Mapas, é possivel inferir que a convergéncia de
série ainda ndo estd ancorada, devido ao fato de envolver uma soma infinita,
provavelmente, pois esta ideia contraria a l6gica de que, acréscimos positivos, sempre

aumentam o resultado final.
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Secdo 7 - Andlises a priori e a posteriori das Atividades Propostas na
Parte D

Para introduzir outros conceitos necessarios a construcdo do conceito de integral
definida segundo Riemann, foi planejada a parte D, onde contém tarefas que envolvem
o célculo de areas.

Inicialmente, para determinar a &rea sob uma curva, pretendeu-se o uso dos
conhecimentos da Geometria Plana, por meio do processo de modificacdo mereoldgica
de que trata Duval (2012), e ja comentado na se¢éo 1.

Nesta parte D, pretende-se contribuir para o enfrentamento das dificuldades ja
citadas no trabalho de Contreras & Ordofiez (2006), que tratam da incompreensdo por
parte do aluno, de que, uma area, ou seja, um numero finito, pode ser determinada por
uma soma de infinitas areas de retangulos. E importante comentar que esta
incompreensdo de somas infinitas que resultam num namero, pode ter sido a causa de
ndo confeccdo dos Mapas na parte C.

Assim, na etapa que se inicia, a intencdo é fazer com que o aluno possa
compreender a relacdo entre a area sob uma curva e lim,, o, 27— f (x;)Ax;.

As atividades elaboradas, para esta e a proxima etapa, tiveram por base as
sequéncias elaboradas por Melo (2002), Ribeiro (2010), Barroso et al (2008), Camacho
e Depool (2003), Rasslan e Tall (2002).

A seguir, apresentam-se as analises das atividades da parte D.

7.1 A tarefa 1 e as analises a priori e a posteriori

7.1.1 Analise a priori

A tarefa 1 visa fazer o aluno pensar sobre a possibilidade de significados para 0s

calculos que realiza.

1. Considere a soma Y;7_, 2k. Para os valores de n = 2,3,4,5:

a) Escreva as parcelas que representam a somatdria.

b) Calcule o valor da soma para cada n dado.

c) Qual serd o comportamento da série se fizermos n crescer (aumentar de
valor)?

d) Use sua imaginacdo: escreva um problema em que a somatdria que vocé
calculou no item a) seja a solucao.

234



Os resultados pedidos para o item a) e b) devem ser:
n=23_,2k=20+21+22=6
n=32r_02k=20+214+22+23=12
n=4Xi02k=20+21+22+23+24=20
n=>5%X_ok=20+21+22+23+24+25=30

Quando se pede que o aluno use sua imaginagao para escrever um problema que
a somatoria seja a solucdo, espera-se que ele, inicialmente, lembre do célculo de uma
area e associe 0s seus resultados a essa area. No entanto, podem aparecer relagcbes com
compras, como por exemplo: o valor gasto na cantina, com a compra de salgados que
custam R$2,00, desde que comecei a frequentar o curso, foi o seguinte: “Na primeira
semana, comprei apenas um salgado, na segunda, dois, trés na terceira, e assim por
diante. Ao todo, quanto ja foi gasto por mim, em compras de salgados na cantina, apos
2, 3, 4 ou 5 semanas?”. Espera-se que eles percebam que, a medida que n cresce, esta
sequéncia torna-se divergente.

Esta questdo é uma tarefa de producdo, isto é, uma tarefa que, em relacdo a
semiosis, aborda as atividades cognitivas de formacéo e tratamento. Formacdo porque
retoma a ideia de o simbolo de somatorio designar uma soma de termos, e o tratamento

é usado na obtencdo do valor numérico para a soma.

7.1.2 Andlise a posteriori

Todos os participantes perceberam a série como divergente, mas ainda houve
problemas com o registro algébrico/numérico para os valores das somas parciais.
Claison escreveu a soma adequadamente, mesmo sem ter escrito o termo geral e o termo
para k = 0, mas ndo substituiu o simbolo sigma pelo sinal de soma, o que seria mais
natural (Figura 58). No entanto, é possivel que o aluno esteja considerando a orientacéo
dada no inicio da parte B em que, para explicar como funciona a notacdo, foi repetido o
mesmo icone do enunciado, e ndo um sinal de operacdo. Em particular, para o icone
sigma, comentou-se que este indica uma soma, mas ndo houve exemplos em que isto foi
realizado. Isto serve como um alerta aos docentes: ndo podemos apenas supor gque 0

aluno entenda o que o professor quis dizer.
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Figura 58: Registro do desenvolvimento do somatério por Claison

Mas ha outro aluno, Marcos, que ndo usou o0 termo geral da série no seu
desenvolvimento (Figura 59), mas fez a substituicdo do icone sigma pelo sinal

operatorio mais (+).

Fl¥) =3
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Figura 59: Registro do desenvolvimento do somatério do Marcos

Quanto ao problema solicitado, ao contrario do esperado, nenhum aluno
associou os calculos realizados a uma soma de areas. No entanto, houve duas sugestdes,
mas ndo foram explicadas pelos alunos:

e “Amplitude de uma onda” (Claison).
e “Um hospital precisa arrecadar uma quantia por més o prefeito doa 2 reais a
cada pessoa atendida. Quanto o hospital arrecada por més recebendo uma

quantia crescente ao longo dos dias?” (Bruno).

A compreensdo e utilizagdo adequada da notacdo, em Matematica, €

fundamental uma vez que a maior parte dos livros didaticos ainda se restringem a ela.
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Oportunizar os alunos a escreverem seus raciocinios, suas deducdes, pode ser uma
estratégia de percepcdo das dificuldades dos alunos. Contudo, se esta percep¢do
acontecer durante o processo de ensino, ndo apenas no dia da prova, o professor pode
intervir positivamente na aprendizagem do aluno, apontando-lhe os pontos que precisam
de atencdo e como é possivel melhoré-los.

Considerando os pressupostos da TSD, a resolugdo desta questdo envolve 0s
momentos de acdo, formulacdo, validagdo e institucionalizagcdo. Os trés primeiros
referem-se as acdes e conjecturas elaboradas pelos alunos na obtencdo das somas
parciais e na elaboracdo da situacdo problema. O Gltimo esta ligado ao conhecimento
envolvido: o uso do somatorio, e refere-se as explicagdes do professor enquanto
detentor do conhecimento (naquele momento). A caracterizagdo da questdo encontra-se
No Quadro 45.

Situacgdo adidatica | O que caracteriza a situa¢ao adidatica - Questdo 1D

Acao Manipulacdo do signo; calculo de somatdrio; expansdo da
forma concisa.

Formulacgéo Hipoteses de aplicabilidade da formula.

Validacao Possibilidade de solucdo do problema criado pela formula

Institucionalizacdo | O uso da notagdo sigma.

Quadro 45: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 1D

7.2 A tarefa 2 e as analises a priori e a posteriori

7.2.1 Analise a priori

A tarefa 2 busca mais uma vez fazer com que o aluno associe uma série a soma

de areas.

2. Considere a série X7 _, k2.

a) Escreva a soma correspondente quando n = 3.

b) Que significado geométrico vocé pode dar para a soma calculada?
Explique.

A tarefa apresenta, como termo geral, uma expressdo que lembra a area de um
guadrado. Para n =3, espera-se obter Y3 _ k?=02+12+22+32=14, e 0o

significado atribuido a soma de areas de quadrados de lados de comprimento 0, 1, 2 e 3.
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7.2.2 Anélise a posteriori

Todos os alunos calcularam o valor da soma pedida, porém ninguém atribuiu um

significado geométrico a ela. Isto pode indicar a necessidade de um direcionamento

maior das atividades para o célculo de areas, ou, ainda, podem nao ter entendido o

significado desta expressdo. Cabe comentar que alguns alunos questionaram o seu

significado.

O Quadro 46 indica a tipologia da questdo, em relagdo a TSD.

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 2D

Acdo

Manipulacdo do signo; célculo de somatdrio; expansdo da
forma concisa.

Formulacdo Hipdteses de aplicabilidade da formula.
Validacédo Né&o houve
Institucionalizacéo N&o houve

Quadro 46: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questao 2D

7.3 A tarefa 3 e as analises a priori e a posteriori

7.3.1 Analise a priori

A tarefa 3 direciona para o calculo de area e as relagdes necessarias para a

construcdo do conceito de integral definida.

3.

a)

b)
c)

d)

Considere o intervalo [2,4] e divida-o em 4 subintervalos de igual
amplitude %2 . Considere:

A funcdo f(x) = x?, definida em [2,4], e os pontos x; que sdo 0s
extremos esquerdos dos subintervalos;

O wvalor funcional de f em cada um desses quatro pontos x;
(f G, £ (x2), f (x3), £ (24));

A soma dos produtos f(x;) * (1/2)

Qual a relagdo entre as parcelas f(x;) * (1/2) dessa soma, a fungio
considerada sobre o intervalo e areas de retangulos? Explique.

Use o papel milimetrado e desenhe a situacao.

Se o intervalo fosse dividido em 10 partes iguais, qual seria a amplitude
de cada subintervalo?

Se o intervalo fosse dividido em 20 partes iguais, qual seria a amplitude
de cada subintervalo?

Observando suas respostas aos itens ¢ e d, como vocé relaciona a
amplitude do subintervalo com o comprimento do intervalo e ao nimero
de partes? E possivel escrever simbolicamente a amplitude de cada
intervalo? Se sim, escreva.

Pense e descreva um método que permita calcular a area sob a curva
f(x) = x? (isto é, da regido que vai do eixo Ox até o gréfico da funcio)
no intervalo [2,4].
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1 .
Espera-se que os alunos compreendam a parcela f(xi).g como a éarea de

retangulos justapostos, em que a medida da base é %2 e f(x;) é a altura do retangulo i.
Nessa preparacgdo para as atividades posteriores, espera-se que: escrevam que o tamanho

. . . A , . .
do comprimento de cada subintervalo seja 7’( aonde Ax é o comprimento do intervalo e

n € 0 nimero de partes em que o intervalo fora dividido; que descrevam, como método
de célculo de érea, a divisdo da regido em retangulos e que considerem a area sob a
curva como a soma da area dos retdngulos considerados. Essas relagdes trabalham
conjuntamente dois sistemas semioticos e incitam os alunos a transformarem signos de
um sistema para outro. Ressalte-se que Richit et al (2011) sugerem que o0 uso de mais de
um sistema de representacéo facilita a compreensao do conceito pelo aluno.

Com o procedimento descrito, o aluno é levado a usar a modificagdo
mereologica, do todo em partes homogéneas, para o calculo da area. Com isso,
pretende-se que ele use as informacdes sobre como calcular a rea de um retangulo para
estimar a area de uma figura que ndo se encaixa naquelas para as quais se tem uma
férmula na Geometria Plana. Este processo pode ser dificultoso para o aluno, ja que
considera o célculo de um limite no infinito, pois a medida que a largura do retangulo

dininui, mais retdngulos sdo necessarios para cobrir toda a figura inicial.

7.3.2 Analise a posteriori

Apenas 7 alunos resolveram esta parte.
Neste exercicio, uma das primeiras dificuldades foi calcular o valor da fungéo

para os extremos esquerdos. Eles apresentaram alguma dificuldade para perceberem que
1 ‘ A . ~
0 produto f (xi)-g representava a area de um retangulo, mesmo ao assinalarem, ndo

facilmente, os pontos no papel milimetrado. Houve davidas, ainda, quanto a: usar a
escala do papel milimetrado (Figura 60); marcar os pontos no grafico; e demarcar a
regido solicitada no item f. Em virtude de tais dificuldades, os alunos passaram a usar o

Geogebra para fazer os graficos e observar a regido solicitada.
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Figura 60: Gréafico da funcdo f(x) = x% em [2;4] de Alvaro

Notemos, na Figura 60, que o aluno havia marcado ‘corretamente’ o valor 3,125
no eixo vertical, mas apagou. Este é outro ponto no qual o docente deve estar atento em
sala de aula, pois a falta de escala no grafico pode prejudicar completamente a
interpretacdo dos dados ali representados. Mesmo que a abordagem grafica no ensino
seja a pontual, como afirma Duval (2011), a escala dentro de cada eixo € requerida e
tem que ser considerada.

Os alunos calcularam a amplitude de cada subintervalo quando lhes foi

fornecido o nimero de partes, porém, apenas uma pessoa, a aluna Débora, a escreveu
(1 - b— f . . . . . .
sob a forma algebrlca(Ta). Caroline e Daia também fizeram, porém, induzidas por

questionamentos da pesquisadora, as quais remetiam ao processo usado para determinar
as amplitudes dos itens c e d.

Especificamente neste caso demonstrou-se a importancia da elaboracdo de
perguntas para que o aluno reflita sobre suas acdes e seu conhecimento. O papel das
perguntas, no desenvolvimento de uma aula de matematica, foi o tema de uma
conferéncia proferida por Luis Menezes (MENEZES, 1999), no Encontro Nacional de
Professores de Matematica em Portim&o-Portugal. Para o autor, em sala de aula € o

professor que detém o poder sobre o discurso. A linguagem deste discurso implica no
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modo de comunicacgdo existente no ambiente da sala de aula. Nas aulas de matematica,
essa comunicacao implica na relacio que o aluno tera com a disciplina’.

Nesta etapa da sequéncia didatica, notou-se certa dificuldade em converter o
registro numérico para o algébrico ou lingua natural, mesmo que este Gltimo tenha sido
preferido ao anterior. A maior parte dos alunos escreveu, na lingua natural, como
determinar a amplitude, mas de forma confusa. Vejamos alguns exemplos:

e Bruno: “A amplitude de um intervalo ¢ dado pelo o ‘numero dividido’ sobre o
comprimento do intervalo € igual. Comprimento do intervalo é igual nimero de
partes depende de quanto for dividido™.

e Marcos: “Amplitude = n. de partes -total”.

Esta dificuldade especifica pode ser devido a significacdo atribuida a palavra
amplitude. Além disso, a mesma palavra amplitude correspondia ao intervalo [a, b] e a
particdo [a;, b;], acarretando a ndo univocidade semantica e causando a ndo congruéncia
entre as representacGes numeérica e em lingua natural.

Em relacdo ao calculo da area, no inicio da tarefa os alunos fizeram a divisdo da
figura em retangulos, conforme o enunciado (veja Figura 61). Todavia, ao descreverem
um procedimento para o célculo da area sob a curva, os procedimentos variaram. Daia e
Caroline usaram a divisdo da regido em 10 retangulos (vide Figura 62); Claison
escreveu “dividiria em partes (amplitude igual por maior partes possiveis) para uma
melhor precisdo”; ja os demais alunos deixaram como procedimento a palavra
“trapézio”, talvez, na tentativa de informar que faria a aproximacéo da area usando a
férmula de area do trapézio.

Essa forma de proceder da maior parte dos alunos foi diferente do que havia sido
planejado, inclusive do método usado nos livros didaticos analisados (vide secdo 2)

para a explicacdo do conceito de soma de Riemman.

" O referido autor exemplifica a postura de alunos em duas aulas metodologicamente diferentes: uma em
que o professor pergunta e responde e outra em que o professor pergunta e espera a resposta do aluno e,
diante dela, ainda apresenta outras questdes. Na leitura do artigo, percebe-se claramente que os alunos do
segundo professor desenvolvem raciocinios mais elaborados que os alunos do primeiro professor, que se
limitam a reproduzir o exposto.
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Figura 62: Procedimento para calcular area sob o grafico (Daia/Caroline)

Observar o gréafico e imaginar um trapézio esta associado a leitura que se faz da
imagem em relacdo a forma, ou seja, a apreensdo perceptiva da forma da figura
(DUVAL, 2012). Para atingir o objetivo de estabelecer um procedimento “simples” para
calcular a area sob uma figura como planejamos, usando a regra do retangulo, é preciso
uma atitude mais controlada, visando esta generalizacéo pretendida, o que Duval (2012)
chama de interpretacdo discursiva. Para isto, parece fazer necessaria uma indicacao
mais direta do procedimento a ser seguido. Resta analisar se esta indicacdo atendera as

necessidades cognitivas dos alunos.
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7.4 A tarefa 4 e as analises a priori e a posteriori

7.4.1 Anélise a priori

A tarefa 4 reforca os conceitos de amplitude do subintervalo e for¢a o calculo de

area sob a curva, no intervalo pedido.

4. Considere o intervalo [0,2] e divida-o em 4 subintervalos de igual
amplitude % . Considere:

e A funcdo f(x) = x3, definida em [0,2], e os pontos x; que sdo os
extremos esquerdos dos subintervalos;

e O wvalor funcional de f em cada um desses quatro pontos x;
(f CGer), £ G2, f (x3), £ (x));

e A soma dos produtos f(x;) * (1/2)

a) Qual a relagdo entre as parcelas f(x;) = (1/2) dessa soma, a funcdo
considerada sobre o intervalo e areas de retangulos? Explique.

b) Use o papel milimetrado e desenhe a situacao.

c) Pense na situagdo em que o intervalo [0,2] fosse dividido em n partes
iguais, qual seria a amplitude de cada subintervalo? Escreva-a.

d) Use o método que vocé descreveu no item f do exercicio anterior e
calcule a area sob a curva f(x) = x3, no intervalo [0,2]. Qual foi a
area?

e) Escreva uma formula matematica que permita calcular essa area sob a
curva f(x) = x3, no intervalo [0,2].

Até essa tarefa, os alunos ainda estariam trabalhando com o papel e lapis, 0 que
pode facilitar a aceitacdo do uso do software no passo seguinte. Os alunos deverao
concluir que a area sob a curva, no intervalo dado, é aproximadamente 4. E esperado
que os alunos escrevam a formula para a area como sendo aproximac6es da formula:

1 f(x;)Ax;. Pode ser que, a principio, os alunos escrevam no lugar de Ax; o valor
dele para um dado valor de i. Novamente, podemos caracterizar essa situacdo como de

formulacéo.

7.4.2 Analise a posteriori

Os alunos consideraram este exercicio como o anterior e nem todos o fizeram.
Alguns deles usaram o Geogebra para obter o grafico, observaram o formato da regido
que deveriam calcular a area, e a obtiveram por meio da formula da area do triangulo.

Nos exercicios 3 e 4, os alunos priorizaram o uso das formulas para célculo de
areas do trapézio e triangulo, e ndo em retangulo. Assim, para usar o0 método que se
pretende usar para obter a constru¢do do conceito de integral definida, é preciso
direciona-los ao calculo de area por meio da area de retangulos.

Ao contrario do esperado, a maior parte dos alunos descartou o papel
milimetrado e usou o Geogebra para obter os graficos. Esta atitude deve estar

243



relacionada a facilidade de obter o que se pede usando o software, mas pode também

omitir uma dificuldade de trabalhar com escalas, por exemplo, de ter que saber um

pouco mais sobre fungdes, entre outras coisas.

No Quadro 47 esté a caracterizacdo em relacéo a situacdo adidatica das questdes

3ed.

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questao 3-4D

Acéo

Leitura e compreensdo do enunciado; discussdo dos termos
desconhecidos; desenho no papel milimetrado; calculo da area.

Formulagédo Significado atribuido ao produto f(x;).; ; férmula para célculo
da area sob a curva.
Validacao Confronto das respostas com 0s demais grupos.

Institucionalizacéo

Quadro 47:Caracterizacdo da situacao adidatica da questdo 3-4D

7.5 As tarefas 5 a 11 e as analises a priori e a posteriori

7.5.1 Anélise a priori

As tarefas 5, 6 e 7, caracterizadas como de acdo, reforcam 0s conceitos

trabalhados nas atividades 3 e 4 e inserem o software Geogebra para facilitar o

entendimento do uso do limite da funcdo quando a base do retadngulo, dimensdo que

deve estar associada a amplitude do subintervalo, for muito préxima de zero.

5.
a)

b)

c)

d)
e)
f)
9)

h)

)

k)
1)

Considere a funcédo f(x) = x no intervalo [0,2]. Faga:

No papel milimetrado, trace o plano cartesiano e esboce o gréafico da
fungéo f(x).

Neste desenho, divida o intervalo [0,2], no eixo horizontal, em 5 partes
iguais. Qual o comprimento de cada parte? Como vocé obteve-0?
Explique.

Em cada uma das partes, desenhe um retangulo em que a altura seja a
imagem do extremo esquerdo do subintervalo, que é cada uma das
partes.

Calcule a area de cada retangulo e, depois, some-as, escrevendo todas as
parcelas antes do resultado final.

Usando a notacdo de somatorio, como vocé escreveria essa soma do
item d?

Aumente o ndmero de divisdes do intervalo [0,2] para 10 partes e
responda os itens ¢, d, e. Anote suas conclusdes.

Quais foram as dimensdes (medidas) usadas para obter a area de cada
retangulo? E possivel relaciona-las com o tamanho do intervalo tomado
e a funcdo? Se sim, qual é a relagdo? Explique.

E possivel escrever sua explicacdo ao item anterior de forma mais
genérica? Se sim, escreva-a.

O que vocé escreveu no item h) faz com que sua escrita do item e)
mude? Se sim, escreva a nova forma da escrita.

Na sua opinido, o que aconteceria se 0 nimero de divisdes fosse
aumentado para 20, 100 ou 1000? Explique.

Como vocé escreveria, simbolicamente, sua conclusdo do item g?

Abra um arquivo do Geogebra e faca o seguinte:
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a)
b)

b)

i. Faca o grafico da funcdo dada no intervalo pedido. Use o
comando Funcdo[ <Funcdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de
x Final> ]

ii. Digite b =1 e tecle enter. Mostre b como controle deslizante
(basta clicar no botdo que aparece a esquerda de b, caso ndo
aparecga automaticamente). Clique com o botéo direito sobre b
e va em propriedades: min=1, Max=10000 e incremento=1.

iii. Use o comando “SomaDeRiemannInferior[ <Fun¢ao>, <Valor
de x Inicial>, <Valor de x Final>, b ]” para que o aplicativo
desenhe retdngulos, como os feitos por vocé no papel
milimetrado (item c¢). Use o b como sendo 5. Compare com o
desenho feito por vocé. Ficou da mesma forma? Foi obtido o
mesmo valor para a soma das areas do retangulo (note que
aparece na janela de algebra do Geogebra uma expressdo do
tipo a = 1.6 - que denota a area total dos retangulos)? Se nao,
explique as diferencas.

iv. No comando anterior, aumente o nimero de retangulos para 10
(basta mudar o valor de b no controle deslizante). Compare
com os seus resultados. Comente as diferencas, se houver.

V. Va aumentando o valor de b e observe o que acontece com 0s
retangulos desenhados e o valor da area. A éarea se aproxima de
algum valor especifico? Se sim, qual? Explique o que acontece
com os retangulos e a area.

Vi. Até qual valor de b foi possivel enxergar os retangulos? Que
justificativa vocé da para o “sumigo” dos retangulos?
vii. Calcule a éarea sob a curva f(x) =x, no intervalo [0;2],

usando alguma férmula da geometria plana. Deu 0 mesmo
resultado que o obtido no item v?

Considere a funcdo f(x) = x? no intervalo de [1,3].

Repita os procedimentos descritos no exercicio 3, inclusive redigindo as
respostas pedidas.

Escreva suas conclusfes a respeito da area sob a curva f(x) no
intervalo dado, enfatizando a escrita da &rea na forma simbolica.

Considere a funcdo f(x) = x? + 1 no intervalo [—2,2].

Repita os procedimentos descritos no exercicio 3, inclusive redigindo as
respostas pedidas.

Escreva suas conclusfes a respeito da area sob a curva f(x) no
intervalo dado, enfatizando a escrita da &rea na forma simbolica.

A intencdo de tais tarefas exploradas com softwares € incitar a experimentacédo

antes da apresentacdo de definicdes. Num momento em que o aluno pode ser

considerado uma simbiose homem-maquina, é natural utilizar-se de experimentacdes no

sistema semiotico grafico e no aritmético mediante a utilizacdo de softwares e

microcomputadores. Espera-se que apds as simulacdes pedidas nestes exercicios, 0s

alunos sejam capazes de afirmar algo como Area = lim,_,,, Y™, f(x;)Ax;, que é 0

solicitado nas atividades 8 e 9, caracterizadas como sendo situacéo de formulacao.

8.

Considerando as atividades dos exercicios 4,5, 6 e 7, 0 que vocé pode
concluir a respeito do célculo da &rea sob o gréafico de uma funcéo, num
intervalo dado? Explique.

Usando a escrita concisa (simbdlica) como vocé pode representar a area
sob uma curva, num intervalo dado? Escreva.
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A tarefa 10 deixa livre para que o aluno pesquise situagdes ainda ndo exploradas
nas atividades pedidas.

10. Elabore e resolva uma questdo que seja relativa a alguma situacdo que
tenha surgido como divida, em relacdo ao calculo de area. Explique a
divida surgida e como o problema proposto ajudou-o a resolver.

E de se esperar que o aluno pense em como seria se as funcdes estivessem parte

acima e parte abaixo do eixo x, por exemplo. Esta é uma questdo de validacéo.
O Mapa Conceitual pedido na tarefa 11 deve ter acrescentado informagdes sobre

o célculo de areas, e pode ser como 0 que é mostrado na Figura 63, onde a parte em

laranja representa possiveis acrescimos relativos a parte D da sequéncia didatica.
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7.5.2 Anélise a posteriori

De modo geral, os alunos perceberam que, a medida que se divide um intervalo
em maior quantidade de partes, cada uma dessas partes se torna menor, e a soma das
areas de todos os retangulos, obtida como “amplitude vezes altura (que ¢ a fungdo)”
(frase do aluno Bruno), aproxima-se, cada vez mais, da area sob a curva no intervalo
dado. Claison sintetizou os experimentos com célculo de areas da seguinte maneira:
“quanto menor for o valor do intervalo, maior a precisdo no calculo da area”. Porém,
destaca-se a importancia da representacdo grafica para esta percepcao.

Na tarefa 5, a aluna Débora comentou sobre a quantidade de retangulos
necessarios para cobrir a toda a area. Esta participante, em especial, usou muito da
experimentacdo computacional para a interpretacdo dos dados relativos as areas
calculadas e, principalmente, em como e porque deveria registrar estas observacoes. A
descrigéo das observacdes da aluna esta na Figura 64.
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Figura 64: Observagdes sobre a divisdo da area em retangulos

Um fato curioso apresentado pelo aluno Claison, foi a associacao identificada na
tarefa 10. Ele foi o Unico aluno que escreveu algum comentario nesta questdo: “so
imagino que a amplitude s6 seria altura de uma oscilagio ou onda”’*. Este aluno fez

pesquisas na internet durante a resolucao das tarefas.

™ Este aluno ja havia feito referéncia a essa amplitude como exemplo do significado geométrico da série
dada na tarefa 1 desta parte.
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Para compreender tal associagdo, é necessario buscar ilustragdes na Internet que

possam esclarecer o comentério do aluno. Uma das ilustragdes est4 na Figura 65:

- Amplitude (A)

- corresponde a distancia da ordenada (YY), em

mddulo, entre a parte mais alta (crista) ou a parte mais baixa (vale) e o

ponto médio (0).
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Figura 65: Amplitude na fisica

Fonte: http://www:.fisicaevestibular.com.br/ondas2.htm

A Figura 65 nos remete a um dos exercicios da parte A em que foi solicitado que

os alunos construissem faixas para analisar a convergéncia de uma sequéncia. As faixas

desenhadas naquela oportunidade podem ter sido associadas as linhas horizontais (em

vermelho) desta figura. O fato de, a amplitude na Fisica e na largura da faixa estar

graficamente na vertical, pode ter confundido o aluno no momento em que se passou a

chamar de amplitude, uma distancia que, graficamente, se percebe na horizontal

(amplitude do intervalo). Esse fato indica o cuidado que se deve ter com as palavras

usadas.

N&o houve acréscimos no mapa conceitual.

No Quadro 48 estd a caracterizacdo destas questdes em relacdo a situacdo

adidatica.

Situacao adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdes 5-10D

Acéo

Leitura e interpretacdo dos enunciados; manipulacdo dos
comandos; discussdo de critérios para calculo de areas sob uma
curva.

Formulacgéo Elaboracdo de hipdtese sobre convergéncia de série e célculo de
area sob curva.
Validacdo Discussdo das hipoteses elaboradas com os demais membros do

grupo.

Institucionalizacdo

Calculo de area sob uma curva.

Quadro 48: Caracterizagdo da situacdo adidatica das questes 5-10D
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7.6 Andlise Didatica das Atividades

As atividades contempladas na parte D pretendiam fazer com que o aluno
associasse o célculo da area sob uma curva a uma soma de areas. As atividades foram
direcionadas para o célculo da area da regido por meio da subdivisdo em retangulos,
mesmo que isso ndo fosse dito diretamente no enunciado. Esta estratégia foi usada para
tentar fazer com que os alunos percebessem que, desta forma, teriam um método para
calcular a area sob qualquer curva. Pensou-se que as atividades conduzidas até entdo
capacitariam o aluno a perceber a area como um limite da soma das areas de infinitos
retangulos, que é a soma de Riemmann.

Os alunos compreenderam que, quanto mais retangulos fossem considerados,
“mais a area ficaria pintada” (expressao dos alunos para exprimir que a area da regido
seria mais bem estimada pela soma das areas dos retangulos). Contudo, percebeu-se
que, se ndo houvesse a indicacdo do procedimento, os alunos fariam por aproximacoes
das figuras planas ja conhecidas, como triangulos e trapézios.

Ao serem questionados sobre como algoritmizar, computacionalmente, esse
processo, ja que as partes das figuras ndo eram homogéneas, eles afirmaram que teriam
que olhar cada figura e ver o que se encaixava, e que deveria ter um outro jeito, mas ndo
sabiam qual.

Notou-se ainda que pouquissimos participantes do minicurso interessaram-se em
escrever uma formula devido a dificuldade em estabelecer as relagcdes para formalizar
esta escrita. As atividades foram realizadas pelos alunos no sentido de explorar as
possibilidades do software ao mudar a funcao. Esta exploracdo desencadeou discussoes
nos grupos em relacdo ao valor minimo da quantidade de retangulos a serem tomados
para o célculo da area. Dai deduz-se que o processo de calcular a area por um limite no
infinito reduziu-se a uma soma finita de termos.

Talvez uma mudanca na forma de propor as questfes 8 e 9 pudesse fazer o aluno
refletir melhor e fazer uma proposta. No Quadro 49 é apresentada uma proposta mais
condizente com o0 que se esperava que o aluno fizesse, ja que direciona a Otica da
conclusdo solicitada na questdo 8 e propde a escrita de uma “férmula”, linguagem mais
comum para os alunos, e ndo “usando a escrita concisa”. A palavra concisa pode causar

davidas.
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Redacgéo Atual Proposta de redacéo

8. Considerando as atividades dos exercicios | Analise os procedimentos realizados para o
4,5, 6 e 7, 0 que vocé pode concluir a respeito | | . .
do céalculo da area sob o grafico de uma | Calculo de uma area sob um grafico

fungéo, num intervalo dado? Explique. (exercicios 4 a 7)

9. Usando a escrita concisa (simbdlica) como a) Usando a lingua  portuguesa,
vocé pode representar a area sob uma curva,
num intervalo dado? Escreva. descreva-o detalhadamente.

b) Escreva uma férmula para o célculo
de uma éarea, que esteja de acordo

com a sua descrigdo no item a.

Quadro 49: Mudanca proposta no enunciado das questdes 8 e 9D

O comando usado no Geogebra para a soma de Riemann confundiu os alunos.
Eles demoraram a perceber que o comando “somadeRiemannSuperior” superestimava a
area, isto é, calculava-a por excesso, enquanto que 0 comando
“somadeRiemannInferior” subestimava-a, ou seja, calculava-a por falta. Além disso,
também ndo notaram que a medida que se aumentava a quantidade de retangulos, 0s
dois comandos tendiam ao mesmo valor limite, considerado como area da regido.

E importante citar, ainda, que devido a concentracdo do minicurso 2, neste
ponto, o0s alunos ja estavam cansados e, consequentemente, iam diminuindo o interesse

pela resolucéo das atividades.

7.7 Analise Didatica dos Mapas Conceituais da parte D

Esperava-se que os alunos acrescentassem informac@es relativas ao célculo da
area sob uma curva, associando-o a soma de Riemann, porém, isso ndo aconteceu. Além
do cansaco ja citado, pode ser que os alunos quisessem esperar a Ultima parte para ver
como associar todos 0s conceitos, ja que o limite no infinito havia sido substituido por

uma soma finita de um namero grande de termos.

2 A parte D foi finalizada ja na sexta noite do curso, que foi realizado das 19 as 23 horas. A concentragio
foi devido a greve nas universidades federais da qual a UTFPR-CM participou.
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Secdo 8 - Andlise a priori e a posteriori das Atividades Propostas na
Parte E

Com as atividades apresentadas até o momento, esperava-se que os alunos ja
tivessem condicOes de usar as notacBes de limite e somatoério e que tivessem entendido
que, a area sob o gréafico de uma funcéo, pode ser calculada aliando-se as formulas da
geometria plana com os conceitos de CDI, em especial estes ja citados. Nesta etapa,
pretendeu-se relacionar o célculo de area por meio do limite da soma de n retangulos
com o conceito de integral definida. Em nossa concepgdo, as atividades abaixo
propiciam esta compreensdo. Antes, vale ressaltar que as tarefas 6 e 7 sofreram apenas
pequenas adaptacdes em relacdo a situacao proposta por Barroso et al (2008).

8.1 Atarefa 1 e as analises a priori e a posteriori

8.1.1 Analise a priori

A tarefa 1 busca apresentar uma situagéo real de célculo de area de uma regiéo,
e, a0 mesmo tempo, mostrar a utilidade das funcdes. Para calcular a area por meio das
Somas de Riemann € preciso determinar uma funcdo cujo grafico represente a margem
do lago. Uma das funcGes interpoladoras para cada uma das margens do lago é

apresentada no Quadro 50:

f(x) = 0.0000432685x° — 0.0014178813x® + 0.0176404811x’

Funcdo margem — 0.095437033x° + 0.1009017876x> + 1.2272339697x*
superior — 5.5885799613x% + 8.8352902997x>

— 4.3389719475x + 2.5813471116

—0.0000519868x® + 0.0013667168x” — 0.010750781x°
— 0.007630456x° + 0.5263644491x* — 2.7414873417x°
+ 5.4181025984x> — 3.0830121905x + 0.4919272296

< g(x)
Fungio margem

inferior

Quadro 50: fungdes interpoladoras para as margens do lago

Seguindo os procedimentos estabelecidos, a area sob a curva f(x) no intervalo
[0,7.8], tanto na soma superior quanto inferior é: 21.20u. a enquanto que a area sob a
curva g(x), no mesmo intervalo, é: 8.78u.a. A partir da analise da imagem, o aluno
devera intuir que a area da regido do lago que esta sendo calculada seré a diferenga entre
essas areas sob as curvas f e g.
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8.1.2 Analise a posteriori

Inicialmente vale comentar que os alunos ficaram animados por resolverem um
problema que estivesse associado a realidade.

Novamente percebeu-se a falta de conceitos referentes a funcdo para que o
encaminhamento da resolucdo desta questdo fosse mais tranquilo. A informacéo de que
0s pontos que demarcavam as margens deveriam ser marcados como pertencentes ao
grafico de uma funcdo ndo representou nada aos alunos, que, de inicio, marcaram
pontos cujo desenho ndo atendia esse requisito. Talvez isso seja devido ao fato do
enunciado evocar conceitos que ndo estavam sendo diretamente utilizados no decorrer
de toda a sequéncia didatica. Além disso, também pode ser devido ao usual
distanciamento entre a forma de pensar dentro e fora da matematica, a que faz alusao
Duval (2006), ja que a questdo remete a um problema real.

Apos ter sido esclarecida a informacgéo de que os pontos deveriam pertencer ao
grafico de uma funcdo, a exploracdo das funcdes polinomiais que se ajustavam aos
dados foi motivo de animagéo. Os alunos pareciam nunca ter percebido que, a mudanca
de um grau na funcdo polinomial, pode alterar o seu tracado. Fizeram inUmeras
variacdes, 0 que reforga, mais uma vez, a postura de Barroso et al (2008) em relacéo a
contribuicdo dos softwares para a exploracdo mais abrangente de conceitos. A funcéo
que melhor representava a margem do lago foi escolhida pela melhor aproximacao
visual entre o tracado da funcdo e a margem. Uma das opc¢des pode ser observada na
Figura 66. Vale comentar que nesse processo de busca da melhor aproximacao, a op¢ao
“controle deslizante”, do Geogebra, foi muito Gtil, pois permitiu que o aluno centrasse
sua atencdo neste quesito, sem se preocupar em ficar clicando em varios lugares para

alterar o grau da funcéo.
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Antes de continuar, cabe destaque a avaliagdo de Alvaro sobre a utilizagio desta
midia: “alguns conceitos ficam mais claros de se observar com a utilizagdo dos
softwares (por ser menos trabalhoso vocé acaba testando mais coisas)”. Isso corrobora o
apontamento de Campuzano e Figueroa (2011), de que os aplicativos permitem analises
mais profundas sobre o tema em estudo.

Ao seguirem as instrucbes em relacdo aos comandos de Soma de Riemann
Superior e inferior, de modo geral, os alunos perceberam que tanto uma quanto a outra
se aproximavam do mesmo valor quando o nimero de retdngulos era muito alto.
“Quanto maior o numero de retdngulos, maior a precisdo ¢ o valor da area superior
iguala com a inferior”, concluiu 0 aluno Claison. Apesar disso, houve alunos que
associaram o comando soma superior com a funcdo da parte superior do lago e o
comando soma inferior com a parte inferior do lago, mesmo percebendo que, ao usar o
comando, formavam-se retdngulos internos, ou circunscritos, a regido.

O aluno Alvaro sintetizou a observagio acerca do comportamento das dimensdes
do retangulo afirmando que: “quanto menor a area do retangulo, mais deles seram
necessarios para calcular a area e mais perto do real vai ficar o calculo”.

Ao observarem o registro grafico do Geogebra (Figura 67), os alunos
responderam intuitivamente e rapidamente que a area do lago deveria ser a “area de
cima” menos a “area de baixo”, mas confundiram-se quando puseram o comando para a
funcdo f(x) — g(x), pois o software considera esta uma terceira fungdo. Os alunos
esperavam que fosse mostrada a area do lago, mas ndo foi isto que aconteceu. A

imagem mostrada estd na Figura 68.

(@R )QIC eartt
5

Figura 67: areas sob as curvas mostradas no Geogebra
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Figura 68: Area mostrada pela Soma de Riemann para f(x)-g(x)

Apenas dois alunos que estavam trabalhando juntos, Bruno e Alvaro,
conseguiram, com um pouco de ajuda, escrever que a area sob a curva era
“lim,, 0o 2o Ax. f(x)”. Em palavras, eles descreveram todo o processo, indicaram
que haviam entendido o conceito de série e limite, mas ndo conseguiam associar sua
compreensdo a escrita matematica. Conforme descreviam, a pesquisadora os induzia a
perceber a notacdo matematica de cada uma das partes. Foi interessante notar a alegria
dos alunos ao perceberam que haviam conseguido produzir a formula.

Esta dificuldade é devido ao fato de que, a transformacdo de uma expressao
linguistica em uma equacao, neste caso, em uma representacdo algébrica, esconde dois
requisitos especificos: um deles é o uso de menos simbolos que objetos para se referir
ao objeto, mobilizando uma operacao aritmética e explicitando uma relacdo que traduza
o significado da frase mediante uma equacdo, o que significa que ndo ha a mesma
segmentacdo semantica dos dados na lingua natural e na expressdo algébrica; outro
ponto € que, nas expressdes algébricas, os simbolos operacionais prevalecem sobre 0s
simbolos que representam os nimeros, promovendo uma ruptura entre as representagdes
dos niameros (DUVAL, 2006).

Esta Gltima frase pode ser melhor compreendida por meio do exemplo: “Juan
tem 3 anos a mais que Pedro. Juntos tém 23 anos de idade. Que idade eles tém?”
(DUVAL, 2006, p.146). A conversdao da representagdo em lingua natural para a
algébrica requer dividir um nimero dado em dois nimeros, com uma diferenca dada,

isto é&: N = x + (x + D). O tratamento necessario para resolver esta equacdo implica
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em fazer N = (x + x) + D, isto é, ocorre a ruptura da representacdo do nimero x + D
face a prioridade da operacdo de adicdo. Por vezes, estas transformacbes se dédo
implicita e continuamente, aumentando o esfor¢o cognitivo discente.

Apesar destas dificuldades, um dos cursistas trabalhava num projeto para o qual
ele deveria estimar uma area que deveria ser reflorestada. Ele usou o procedimento
descrito nessa atividade para o seu célculo, considerou, inclusive, a escala dada no
Google Earth, que ndo foi citada neste exercicio.

Nesta questdo, em particular, o aluno deveria mobilizar vérios conhecimentos
para resolver o problema que era o de estimar uma determinada area, dentre os quais
estdo os contelldos matematicos de funcdo e interpolacdo, além, é claro, de interpretar
globalmente a questdo dada para poder imaginar um processo de resolugdo, mesmo que
instrucdes sobre os procedimentos a serem seguidos tenham sido dadas. O aluno deveria
se questionar: por que fazé-lo dessa maneira? Atividade como essa, geralmente traz
mais dificuldades para o aluno, uma vez que esse procedimento ndo € corriqueiro nas
aulas de matematica, ou seja, fazer o aluno refletir sobre como resolver um problema
mediante os conhecimentos adquiridos. E o que tem mostrado a experiéncia da
pesquisadora como docente em nivel de Educacdo Basica e Superior, bem como, na
formacéo de docentes.

No Quadro 51 esta a caracterizacdo deste exercicio em relacdo a situacao

adidatica.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 1E

Acao Leitura e interpretacdo do enunciado; discussdo sobre as
variacbes das dimensbes dos retangulos e as fungbes das
margens; manipulacdo dos comandos.

Formulacgéo Como determinar a area do lago; discussdo sobre as diferencas
e/ou semelhancas dos comandos para soma de Riemann
superior e inferior; escrita simbodlica da area do lago.

Validacdo calcular a area do lago por meio da diferenca de areas.

Institucionalizacéo N&o houve, mas houve a explicacdo e Pesquisa sobre funcéo e a
regressdo polinomial; grau de polinémio.

Quadro 51: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questéo 1E

8.2 A tarefa 2 e as analises a priori e a posteriori

8.2.1 Analise a priori

A tarefa 2 verifica a compreensdo do calculo de area como o limite de uma

soma.
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2. Desenhe a parabola de equacdo y = x? no papel milimetrado.

a) Analise e descreva um procedimento para calcular a &rea sob a
parabola, no intervalo [0,4].

b) Calcule a referida area usando esse procedimento.

C) Avalie a “qualidade” desse nimero resultante como area, isto é, analise
se 0 valor estabelecido como &rea realmente pode representa-la sem
muita diferenca do valor real. Justifique.

d) Que notacdo matematica pode ser usada para escrever a area calculada
no item c?

e) O procedimento descrito por vocé foi 0 mesmo usado no geogebra no
exercicio anterior? Se ndo, qual deles é mais facil de ser usado? E
entendido? Comente.

f) Use o Geogebra para calcular a area pedida. Explicite e justifique os
comandos usados.

Diante de todas as atividades realizadas, mesmo no papel milimetrado, é de se
esperar que os alunos dividam a area em retangulos com base de até 5 mm e calculem a
area sob a curva como sendo a soma das areas desse retangulo. Contudo, alguns alunos
poderdo, para este caso em especial, tentar usar a formula da area de um tridngulo ou
trapézio, para serem mais rapidos no calculo. Em ambos os casos, o valor para a area
devera ser proximo de 21 mm?. No entanto, os alunos que usarem mais de um formato
para o célculo soliictado terdo dificuldades para escrever a notacdo matematica para o
calculo realizado, pela ndo padronizagédo da figura geométrica. Dai, € possivel que eles
percebam que, ao usar retangulos ou trapézios, obtém-se facilidade na escrita simbdlica

formal.

8.2.2 Analise a posteriori

Realizaram essas atividades os alunos: Bruno, Alvaro, Claison, Debora, Marcos,
Daia e Caroline.

Os alunos fizeram a representacdo grafica no papel milimetrado, mas buscaram
0 auxilio do Geogebra para calcular a area sob a curva. Claison afirmou que ao usar o
papel milimetrado poderia “contar os milimetros”, mas “depende do tamanho da area.
Se a area for grande ¢ melhor usar o Geogebra”.

Débora também deixou escrito seu procedimento para o célculo da area, como
mostra a Figura 69. Aqui, percebe-se que ainda ndo ha o completo entendimento da
notacdo sigma, pois a aluna indicou 4 como limite superior, sendo que este era o limite
superior do intervalo em que a area deveria ser calculada, além disso, foram usados 8

retangulos. Esta confusdo podera dificultar o entendimento da escrita com o uso do
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limite, pois ndo se estabelecerd relagdo entre o indice do somatorio e o valor de n usado

em tal notagéo.

- P o T ondltn 26 RO Aubm fanodon

- - g, . 3,806, 3%

. e g i='+15+.1_+§_4_5 + 2+ e Y
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ﬁm%w,{m%mj £ & rand touog 459_94.&:.2.1,1
Figura 69: Calculo da area pelo método dos retangulos (Débora)

Com exce¢do de Bruno e Alvaro, todos os outros alunos calcularam a érea,
aproximadamente 21mm?, usando a soma de Riemann. Alguns utilizaram a soma
inferior, e outros, a soma superior. Bruno ¢ Alvaro ja usaram o comando “Integral|
<Func¢ao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ]”, e indicaram a associagao desse
comando com a formula de limite escrita por eles para o célculo da area, como pode ser

observado na Figura 70. Nela, os alunos indicam quem sdo ‘fungdo’, ‘valor inicial’ e

‘valor final’.

J) ﬁvm i ﬂ(x) - ﬂx*\

m o0 X=0

Figura 70: Comando usado por Bruno/Alvaro para o calculo da 4rea

No Quadro 52 esta a caracterizagdo da questao.
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Situacdo adidatica | O que caracteriza a situagdo adidatica - Questao 2E

Acéo Leitura e compreensdo do enunciado; discussdo do
procedimento para célculo da area.

Formulagéo Discussao sobre o melhor procedimento para calcular a &rea sob
acurva.

Validacdo Comparacdo da area calculada pelo método particular e pelo
Geogebra.

Institucionalizacdo | A notagdo sigma, somas de Riemann superior e inferior.

Quadro 52: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 2E

8.3 A tarefa 3 e as andlises a priori e a posteriori

8.3.1 Anélise a priori

Na tarefa 3 é dada uma tarefa em que o aluno fica livre para escolher a maneira

de calcular a area.

3. Encontre uma aproximagdo da area da regido R sob o grafico de
f(x) =x3+1 no intervalo [0,3] e analise a “qualidade” da sua
aproximacdo de darea. Em seguida, escreva-a matematicamente e
descreva 0 método de célculo da &rea.

A ideia € que os alunos percebam a necessidade de criar um método
algoritmizavel para o calculo de areas. Esse procedimento € facilitado ao se usar uma
mesma figura, como o retangulo, por exemplo. Espera-se que os alunos percebam a
dificuldade de fazer um algoritmo quando, primeiro, se conhece o formato da regido
para, depois, decidir sobre qual, ou quais, forma(s) estudada(s) na geometria plana usar
para o calculo da area. Como fazer com que um computador perceba essa forma?

Espera-se que o aluno, prontamente, use o software para o célculo, o que
demonstra que ele ja entendeu o processo para determinacdo de area, pelo menos com o
uso do computador. A confianga no desempenho da “maquina” mostrard a considerada

simbiose homem-maquina.

8.3.2 Analise a posteriori

Como esperado, todos os alunos usaram o Geogebra para o calculo da éarea,
alguns usaram o comando “soma de Riemann” e outros usaram o comando “integral”.
Aqui, observa-se que, o fato da dupla, Alvaro e Bruno, ter “descoberto” o comando que
calcula a &rea de uma maneira mais habil, fez com que eles disseminassem a informacéo

entre os demais colegas, que se interessaram em saber como funcionava esse comando.
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Isto aponta as contribuic6es do didlogo quando da realizagdo das atividades nas aulas de

matematica, como j& citado na secéo 2.

No Quadro 53 esta a caracterizacdo da questao.

Situacdo adidatica

O que caracteriza a situa¢do adidatica - Questao 3E

Acdo Calculo da area pelo geogebra.
Formulacéo Discussdo sobre 0 melhor método para célculo da area.
Validacdo N&o houve.

Institucionalizacéo

N&o houve

Quadro 53: Caracterizacdo da situacdo adidatica da questdo 3E

8.4 A tarefa 4 e as andlises a priori e a posteriori

8.4.1 Anélise a priori

A tarefa 4 apenas reforga os conceitos e relagdes dos exercicios 2 e 3.

4. Para cada um dos itens seguintes (i, ii, iii, e iv), faca: (mas s6 passe ao
item seguinte apos realizar o item anterior)

a) Use uma formula apropriada da geometria plana para estimar a area entre
o gréfico de f e o0 eixo x, no intervalo dado.

b) Faca aproximagdes A;,4,, ..., A, da area exata, onde A,, é a aproximacdo
que resulta na divisdo do intervalo em n subintervalos iguais e
construindo um retdngulo em cada subintervalo, cuja altura é a
coordenada y da curvay = f(x) no extremo direito. Nota: no Geogebra
vocé pode fazer isso usando o comando SomaDeRiemannSuperior|
<Funcdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <NUmero de
Retangulos> ]

c) Analise o comportamento da area da funcdo dada, a partir do momento
em que o numero de retdngulos aumenta. (Extrapole o nimero de
retangulos e observe). O que vocé observa? Explique.

d) Compare os resultados obtidos nos itens a e ¢c. O que vocé observa? Os
valores ficaram préximos? Descreva.

e) O procedimento descrito no item b é chamado de método dos retangulos.
Compare esse método com o criado por vocé nos exercicios 2 e 3.

e.1. Qual deles é mais facil de ser utilizado, por qué?
e.2. Qual deles é mais facil de ser padronizado, por qué?
i f(x)=x [01]
ii.  f(x)=4-2x;[0,2]
iii.  f(x)=6x+2;[02]
iv. f(x)=+v1-—x% [01]

Espera-se que 0s alunos consigam determinar o que se pede sem dificuldades, o

que indicaria a constituicdo de um campo de situacdes adequado na formacdo do

conceito de integral de Riemann. Esta é uma situacéo de acéo.
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8.4.2 Anélise a posteriori

Todos os alunos fizeram sem dificuldades a tarefa, e usaram, para as fung¢des dos
itens i e ii, a formula para célculo de &rea de tridngulo; para a funcéo iii, a area do
trapézio; e para a iv, ¥ da é&rea de um circulo, como indica a Figura 71. Os resultados
foram confirmados pelo uso do Geogebra. Apenas o aluno Marcos indicou 0 método
geométrico como sendo mais fécil para o célculo da area, mas com a ressalva de que “o
método do software porque ¢ mais preciso”, indicando que a padronizag¢do deve ser tal

como indicado pelo software.

i f() = 6542 02 . A
i flx) =1 - x%; [0, (_') ,ﬂnm Y3 m,fPLa- & )

|,':E‘.>h=h.‘~'w-¢,5 Py R e
7 2 EiJ S S
I N N R LR /)
as 2
Ly = o
AR IS
7

Figura 71: Célculo de area sob as curvas (Bruno)

No Quadro 54 esta a caracterizacdo da questo.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 4E

Acao Célculo das areas.

Formulacgéo Discussdo sobre a necessidade de métodos, além dos fornecidos
pela geometria plana, para calculo de areas, em particular sobre
0 método dos retangulos.

Validacdo Anélise das diferencas de area usando o método da geometria
plana e 0 método dos retangulos.

Institucionalizacdo Pesquisa de Areas de figuras planas.

Quadro 54: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 4E

8.5 A tarefa 5 e as analises a priori e a posteriori

8.5.1 Analise a priori
Ja na tarefa 5, momento da institucionalizacdo do saber, define-se a Integral
Definida como um limite de soma de areas de retangulos e investiga-se a interpretacdo

do conceito face o ja experimentado.
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a)
b)

c)
d)

9)

Considere a seguinte definicéo:

“A  Integral Definida: Seja f definida em [a,b] . Se
lim, X, f(x;).Ax existe para todas as escolhas de pontos
representativos x;,x,,..,x, Nos n subintervalos de [a, b] de igual

comprimento Ax = bn;a , entdo este limite é chamado de Integral
Definida de f de a até be é denotado por fabf(x) dx. Assim,

b n
f(x)dx =1lim ) f(x;).Ax; 1)
J, reoax=tm >

O ndmero a é o extremo inferior de integragdo, e o nimero b é 0
extremo superior de integragdo.”

Como vocé interpreta a definicdo acima? O que ela diz para vocé?
Explique.

A expressdo que aparece a direita em (1) tem sido usada para
representar o qué?

Qual o significado que vocé atribui ao limite que aparece na definicao?
E possivel escrever sua observagio do item c, exercicio 4, usando a
notacdo fab f(x)dx ? Sesim, escreva-a. Se ndo, justifique.

E possivel escrever sua observacio do item ¢ usando a notagio sigma
(usando o somatério)? Se sim, escreva-a. Se ndo, justifique.

No Geogebra, a Integral Definida é calculada mediante o comando:
“Integral[ <Fung@o>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ]”.
Experimente usar este comando para as fungdes do exercicio 4.
Compare com os resultados que vocé havia encontrado e comente.

No wxMaxima, a Integral Definida é calculada pelo comando:
“Integrate(funcdo,variavel,x inicial,x final)”. Use-0 com as funcfes do
exercicio 4. Compare 0s resultados com os obtidos por vocé no
exercicio 4 e no item 5-f. Comente.

Espera-se que os alunos percebam a Integral Definida apenas como uma notacao

mais simplificada do limite da série, porém compreendam o seu significado, e possam

escrever, com propriedade, as seguintes notacdes, mesmo sem conhecer um método

rapido para calcular integrais:

1 1 2 2 B 1 B
foxdng, f0(4—2x)dx—4 : f0(6x+2)dx—16,f0v1—x2dx—0,785

Para conferir o entendimento, o aluno € convidado a experimentar os comandos

para Integral Definida tanto no Geogebra como no wxMaxima.

8.5.2 Analise a posteriori

Em relacdo aos itens a, b e ¢, que pediam o significado da definicdo, bem como

dos elementos que a compdem, 0s alunos mostraram terem compreendido o significado,

mesmo que tenham tido dificuldade em expressar essa compreensdo em palavras.

Algumas das respostas dos alunos estao transcritas:
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e “a) integral nada mais ¢ que a somatdria de uma funcao convergente de periodo
definido no qual b é o final desse periodo e 0 a € 0 comec¢o. b) o limite da
somatdria de uma fungdo com certo periodo. ¢) o limite demonstra que a
somatoria é infinita, porém a &rea depende do numero finito que a sequéncia
pede” (Bruno e Alvaro).

e “a) a integral seria a soma de infinitas areas de retdngulos e os extremos é o
intervalo que se procura. b) a integral é igual a somatoria da area sob o gréfico
até on . ¢) é a soma total da area” (Marcos)

e “a) a Integral Definida é o limite da soma de uma sequéncia dentro de uma area.
b) para calcular uma éarea definida dentro de um intervalo. c) porque quanto mais
vai aumentando o n. de retangulos, a soma da area converge para um valor”

(Débora).

Vale destacar que a aluna Débora, que esta cursando Célculo | pela segunda vez
exclamou, ao ler a definicdo apresentada neste exercicio, “nossa professora, porque isso
nao ¢ mostrado quando a gente estuda integral?”’. Desse comentario, percebe-se que a
sequéncia didatica elaborada, mesmo que varios pontos necessitam de melhoria, atendeu
ao objetivo proposto, que era a construgéo, e consequente compreenséo, do conceito de
Integral Definida.

No Quadro 55 esta a caracterizacdo da questo.

Situacdo adidatica | O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdo 5E

Acao Analise e discussdo dos significados atribuidos a Integral
Definida; manipulacgéo e interpretacdo dos comandos indicados;
exploracdo de outros comandos.

Formulacgéo Discussao sobre as semelhancas entre os comandos ‘soma de
Riemann’ e ‘integral’.

Validacdo Comparacdo do Célculo das areas usando os comandos de soma
e integral.

Institucionalizacéo Definicdo de Integral Definida.

Quadro 55: Caracterizagdo da situacdo adidatica da questdo 5E

8.6 As tarefas 6 a 9 e as analises a priori e a posteriori

8.6.1 Analise a priori

Na tarefa 6, 0 aluno é estimulado a usar um software para lhe auxiliar.

6. Paraa funcdo f(x) = x*+1:
a) Faca o seu grafico no intervalo [0,4];
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b)
c)
d)

€)

Calcule suas somas superiores e suas somas inferiores no intervalo
[0,4], para n=4, 8, 16, 32, 64, 128, 1024.

Escreva os resultados em forma de sequéncia: s,para as somas inferiores
e S, para as superiores;

Intuitivamente, percebe-se quelim,,_,, S, elim,_ s, existem e sdo
iguais. Qual interpretacdo geométrica vocé atribuiria a esse valor
comum?

4
Encontre um valor aproximado para .[0 f (X)dx .Qual a interpretagdo

que vocé atribui a essa integral?

O trabalho com somas parciais associadas a areas de retangulos reforcard a

constituicdo do conceito de integral de Riemann.

Na tarefa 7 propde-se o trabalho com uma soma associada a um sinal negativo.

7.

a)

b)
c)
d)
e)

Repita os itens do exercicio anterior para f(x) = x> — 9 no intervalo [0,3].
Destaque a regido correspondente entre 0 eixo x e o gréfico de f(x).
Além disso, responda:

Porque os retangulos de S, estdo no interior da regido e ndo
circunscritos, como no caso anterior?

Qual a area aproximada da regido em destaque?

Porque S, e s, sdo negativas?

Qual a relacdo entre a area e a integral?

Usando a notacéo de integral como vocé escreve a area sob o grafico da
funcéo f(x) = x* — 9 no intervalo [0,3].

A proposta da tarefa 7 é aumentar o rol de situacdes associadas ao conceito

investigado. Espera-se que, nesse momento, os alunos sejam capazes de compreender

que ndo ¢ a area de cada retangulo que ¢ negativa, mas sim que a “altura” associada a

cada retangulo possui um sinal negativo devido ao seu posicionamento no plano

cartesiano.

As questdes 7 e 8 representam situacdes de formulagéo.

Na tarefa 8 prop6e-se uma tarefa associada a uma situacdo vivenciada no dia-a-

dia.

A imagem seguinte é do Ginasio de Esportes Belin Carolo, cedido pela
Prefeitura Municipal para implantacdo da instituicdo que é hoje a

A

Pense e descreva um m

a partir da foto mostrada.

Como vocé poderia usar seus conhecimentos de Integral Definida para
calcular essa area? O que seria necessario? Como obter? Explique.
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c) Use a Integral Definida e calcule a &rea da cobertura do Ginasio de
Esportes.

Essa € uma tarefa que possui uma significacdo importante, ela foi pensada para
ampliar o campo do conceito integral de Riemann, fornecendo a possibilidade de uma
aplicacdo ao mundo sensivel. Para sua realizacdo o estudante deverd utilizar a imagem
no Geogebra e mediante interpolacdo polinomial descobrir a integral desejada. Esta
situacdo é de validagdo dos conhecimentos apresentados.

A Ultima tarefa permite ao aluno que complete o mapa conceitual. Espera-se que
conceitos como soma parcial, somatdria, area, integral e limite tenham ligacGes entre
eles. Um possivel mapa conceitual é apresentado na Figura 72, em que a parte em rosa

representa 0s possiveis acréscimos relativos a parte E.
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Figura 72: Estimativa de mapa conceitual elaborado para a parte E

267



8.6.2 Analise a posteriori

Para a tarefa 6, os alunos relataram que as somas superiores e inferiores tendem
ao mesmo valor & medida que o numero de retdngulos aumenta, e que esse valor seria a
estimativa da integral. Na Figura 73 apresentam-se os dados de Débora que a
permitiram concluir sobre a tendéncia das somas superior e inferior e o valor da

integral. A Figura 74 mostra a escrita do aluno Bruno para o valor da integral.
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Figura 73: Valores para as somas superior e inferior (Débora)
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Figura 74: Interpretacdo da integral definida (Bruno)

Para a tarefa 7 os alunos: afirmaram que as somas eram negativas porque a
funcdo, no intervalo pedido, era negativa, mas a area deveria ser positiva; relacionaram
a integral definida como um método de calcular areas, ou que da o valor da area.

Na tarefa 8, os alunos descreveram o mesmo método da tarefa 1, parte E, para o
calculo da area. Nem todos tiveram tempo para fazé-lo. Os alunos Alvaro e Bruno

relataram “seria necessdria uma funcdo que contorne essa cobertura e um periodo
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(tamanho do comprimento dessa cobertura). Delimitamos a area da cobertura do ginasio

por uma fungdo de grau 2 no Geogebra, apos subtrai”. A Figura 75 mostra a resolucao

apresentada ap0s esse comentario.

= 422 4,3

—[:?. = »:2‘;;8 L] I'Il,u;l,é = 5}{?2'

4%
+ Sfﬁrﬂl
10,9

- 4; 18 Célculo da area sob
o2 a curva, obtida pelo
Geogebra.

2,

Ay

oA

= 236-101 =137

et

Figura 75: Calculo da 4rea da cobertura do ginasio por Alvaro/Bruno

No Quadro 56 esta a caracterizacao das questdes 6 a 8.

Situacao adidatica

O que caracteriza a situacdo adidatica - Questdes 6-8E

Acéo

Leitura e interpretacdo dos enunciados; determinacdo das
sequéncias de somas superiores e inferiores e a sua relacdo com
a integral; discussdo sobre a area do ginasio.

Formulacgéo Discussdo sobre como calcular a area do ginasio; conjecturas
sobre o sinal das somas superior e inferior.
Validacdo Confronto com os resultados ou procedimentos obtidos pelos

outros grupos

Institucionalizacdo

Relacdo entre o valor da area, somas de Riemann e integral
definida

Quadro 56: Caracterizagdo da situagdo adidatica das questdes 6-8E
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Em relacdo aos mapas conceituais, de certa forma os conceitos de soma parcial,
limites, convergéncia e integral apareceram nos mapas finais com ligagdes um pouco

diferentes do esperado. Maiores detalhes estdo na segéo 8.8.

8.7 Analise Didatica das Atividades

As atividades da parte E pretendiam que o aluno compreendesse a integral
definida como um limite de uma série convergente, e foram centradas em tarefas de
compreensdo, pois envolviam as atividades cognitivas de formagdo, tratamento e de
converséo.

Um exemplo esta dado na questdo 7. Inicialmente, o aluno deve compreender o
enunciado da questdo. ApoOs isso, converter a representacdo do enunciado em lingua
natural com informacbes algébricas, para uma representacdo grafica, como, por
exemplo, no item a, cujo grafico é apresentado na Figura 76. A partir disso, o aluno
deve fazer uma interpretacéo iconica da imagem para associa-la ao triangulo retangulo
(ou ao quadrado), estudado na geometria plana. Finalmente, calcular a area da figura,
usando o conhecimento sobre o célculo de area de triangulo (ou quadrado), e retornar

um valor numérico, no caso, 8 u. a.

5

S

24

Figura 76: Conversdao RLN para RG requerida na questdo 4E

Para atender o segundo ponto da questdo, o aluno precisa perceber que esta area
também pode ser calculada de outras formas, por meio da subdivisdo da figura inicial

em retangulos, por exemplo. Quando o aluno ndo esta acostumado a fazer investigacdes
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nas aulas de Matematica, esta tarefa torna-se inGtil, haja vista que o aluno ja calculou o

que estava sendo pedido: a area da regido. Contudo, esta explora¢do pode ajudar na

compreensdo de procedimentos para o célculo de areas de regides curvilineas. A Figura

77 mostra o célculo da area desta regido mediante soma de areas de n retangulos.

4

4

4

n =20
A=76u.a

n =100
A=792u.a

n =500
A =798

n = 1000
A=79%u.a

n = 5000
A=8u.a.

Figura 77: Area calculada por meio da decomposicio em retangulos

O procedimento mostrado na Figura 77, além de ampliar o leque de possiveis

solucdes para um problema, permite que o professor explore a nocdo de limite com o

aluno, o significado da notacdo de somatoria, o estabelecimento de padrdes, entre outros

aspectos. Isto €, esse processo permite a exploracdo grafica, ndo apenas quanto a sua

forma, mas também, de um modo mais amplo, extraindo as propriedades geométricas e

estabelecendo outras relagdes associadas a imagem em questao.

Nas questdes 1 e 8, 0 aluno deveria compreender o enunciado em lingua natural

com informagbes graficas e, a partir disso, determinar a &rea. Nestes casos, foi

necessaria a conversdo da representacdo iconica em representacdo grafica e algébrica,

conforme mostrado na Figura 78 (isso aconteceu ao se determinar uma funcdo para
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representar as margens do lago ou as bordas do ginasio), onde foi efetuado um
determinado tratamento para o calculo de area. Na Figura 79 sdo mostrados dois

possiveis tratamentos.

f(x) = —0.27836x2 + 1.598343x + 0.290576
g(x) = 0.764706x — 1.762353
h(x) = —1x +3.32

Figura 78: Conversfes na questdo 8E

) Computacional
Algébrico
(comando IntegralEntre)

61577,'7"2

"~ 360
Coma=976°er =214
97.6 -1 - 2.142
A=—""—-—"/"—
360
A= 3,90 ATH(LT()M! = 3.86

Figura 79: Alguns tratamentos possiveis para o Calculo de areas

As atividades desenvolvidas nesta parte E colaboraram para que os alunos
compreendessem o papel das funcbes matematicas no nosso dia a dia, mesmo que seu
principal objetivo tenha sido associar a integral definida ao limite de uma série
convergente.

Este fato indica a necessidade de trabalhar o CDI mais associado aos seus
possiveis usos fora do contexto da Matematica, claro que sem deixar de lado o
conhecimento matematico necessario para que esta utilizacdo seja de forma eficiente e
eficaz.

Quanto a expressdo
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J, rooas = tim 3 ca.ax

observe que ela esta carregada de significacdo, o que pode dificultar a compreensao do

aluno, pois ela envolve a convergéncia de uma série e o tratamento com o “infinito”, por

mais que se busque simplificar a expressdo, isto so serd bem aceito a partir do momento

que o aluno entender o que esta sendo simplificado.

8.8 Anélise Didatica dos Mapas Conceituais

Esperava-se que, ao final do minicurso, os alunos tivessem incluido em seus

mapas, as informacdes pertinentes as sequéncias, séries, convergéncia, existéncia do

limite, area, soma de Riemann e integral definida, sendo estes trés ultimos relativos as

atividades realizadas nas partes D e E. Na parte D, porém, os alunos ndo fizeram

acréscimos no MC. As Figura 80, Figura 81, Figura 82 e Figura 83 mostram 0s mapas

conceituais dos alunos que foram até o final do minicurso e os entregaram.

No Quadro 57 estdo indicados quais dos conceitos supracitados aparecem nos

MC finais. Num primeiro momento, apenas a existéncia do conceito no MC sera

observada, posteriormente as relacGes estabelecidas entre eles serdo analisadas.

Mapas dos Alunos

Conceitos i
Débora Claison Bruno Alvaro-Marcos
Esperados ) ) ] )
Figura 80 Figura 81 Figura 82 Figura 83
Sequéncia (funcéo) X X (funcéo)
Série (somatoria) X X
Convergéncia e
) o X X X X
Divergéncia
Existéncia de
o X X X X
limite
Area X X X
Soma de .
) (uma somatdria) X X
Riemann
Integral Definida X X X X

Quadro 57: Os Conceitos Esperados e os Mapas
Nota: as palavras entre parénteses foram usadas pelos alunos com o sentido do conceito esperado.
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Numa andlise superficial constata-se que o0s conceitos-chave esperados fizeram-
se presentes nos MC entregues, mesmo que estes ndo tenham sido contemplados no
momento planejado, como é o caso da Soma de Riemann, que néo foi citada na parte D.
Nesta perspectiva, 0 MC permite concluir que os alunos detectaram os conceitos-chave
associados a integral de Riemann.

Mas os MC fornecem outras informagdes bastante relevantes para a
aprendizagem do CDI. Um conceito ndo é nada sozinho. Sempre tem uma rede de
ligagbes subjacentes a dele. As ligagbes evidenciam como 0s conceitos estdo
incorporados na estrutura cognitiva dos alunos.

As ligagdes efetuadas entre os quatro primeiros conceitos acima citados, ja
foram discutidas nas suas respectivas partes: A, B e C. Centraremos a analise sobre 0s
trés ultimos conceitos.

O conceito Area aparece na Figura 80 fazendo referéncia ao método dos
retangulos (Soma de Riemann), especificamente, a quantidade de retangulos requeridos
para se “cobrir toda a area”. Esta observacao indica um possivel obstaculo didatico para
a construcdo da nogdo do limite no infinito, haja vista que, no protocolo da aluna,
constam no méaximo 1024 retangulos para determinar uma area, 0 que pode ser
observado na tarefa 6E. A mesma aluna comentou, na tarefa 5D, que “foi possivel
enxergar retangulos até b = 99, a partir de 100 ndo se via mais”. Ndo é nosso objetivo
investigar as concepcbes dos alunos acerca dos conceitos, mas sim, avaliar as
contribuicdes dos Mapas para o acompanhamento da construcdo dos conceitos
requeridos, e, neste caso, € possivel perceber inconsisténcias.

Note que, na Figura 77, foram necessarios 5000 retangulos para que a area da
regido fornecesse, pelo comando soma de Riemann, 0 mesmo resultado que pela area do
triangulo. Porém com 500 retangulos, a area ja se mostrava completamente preenchida.
Se 0 aluno apenas se restringir ao que € mostrado na imagem, ele pode ndo compreender
diferencas como a que existe entre os valores da area calculada, via formula da

geometria plana, e soma de Riemann, neste caso.
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Quando divida em subintervalos iguais

[Podemns obter uma amplitude]

quando tende a
[ Um determinado ponto ]

] O limite de uma somatdria
dentro de um intervalo

Inferior & Superior repwm\\ Exilste NEo existe
/ Um limite da Func&o Wi (Ml G (g2
/ \ Que &
[Ualores finais e finais de uma somatéria] Logo

/ Logo
Somatdrias sdo 30 & P
[A funcdo e convergente] A fungéo é divergente A Integral definida

[A soma da drea de N reténgulos]

Uma sequéncia de somas dentro de um intervalo \ podemng calcul_a_r melhor uma
. area utilizando
! R E esse n retangulos
E essa drea & \

E com uma somatdria se pode calcular

\ [ Sdo a quantidade necessaria de }

- retdngulos para fechar toa a area
[Uma drea dentro do determinado intervalo]

Figura 80: Mapa Conceitual da sequéncia didatica de Débora
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Figura 81: Mapa Conceitual da sequéncia didatica de Claison
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Figura 82: Mapa Conceitual da Sequéncia Didatica de Bruno
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O célculo de uma éarea por meio da Soma de Riemann s6 ndo apareceu no Mapa
de Bruno (Figura 82). Ainda assim, € preciso cuidar para que o aluno nao tenha a
impressao que é possivel calcular a soma de Riemann para todas as fungdes.

A analise dos Mapas ainda permite perceber a dificuldade dos alunos em
expressar suas consideracdes. Considere, por exemplo, o excerto da Figura 80, mostrado
na Figura 84. Débora escreve que ¢é possivel “calcular melhor uma area utilizando a
integral definida, que € o limite de uma somatoria dentro de um intervalo”. A aluna
pode ter pretendido dizer que a integral definida considera o limite no infinito calculado
pelas somas de Riemann, mas com a vantagem de usar apenas um unico comando, isto
é, ndo é preciso ficar aumentando o nimero de retangulos; estd subentendido que
integral definida e limite no infinito de uma série convergente definem o mesmo objeto,

e sdo apenas representacdes diferentes. Porém, a redacao deixa duvidas.

.
| | O limite de uma Somatiria
| dentro de um intervalo
Mo exigte -
limite da fungio
1
|
I-
Logo
|
A fungdo & divergente A Integral definida
N
gulos

Podemos calcular melhor uma
drea wtilizando
1 retdngulos,
T

-

Sho a quantidade necessdria de

retingulos para fechar toa a drea
}

Figura 84: Excerto - relagdes da integral definida (Débora)

Ainda, na Figura 83 (observe excerto assinalado na Figura 85) deve-se notar que
ndo ha ligacdo entre os conceitos Soma de Riemann e Integral Definida, o que pode
indicar que esta relacdo ndo estd suficientemente apoiada, isto €, ndo basta definir a
integral definida como Soma de Riemann. E preciso que o aluno perceba e compreenda
0 que estd exposto na definicdo. Como esta relagdo também ndo aparece no Mapa da

Figura 82, é preciso rever este ponto.
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Figura 85: Excerto do MC Bruno/Alvaro - integral definida X soma de Riemann

As observacOes das Figura 80, Figura 81, Figura 82 e Figura 83, mostram que,
mesmo que alguns alunos ndo tenham colocado tantos detalhes e ligagOes cruzadas, eles
conseguiram perceber os principais conceitos envolvidos. Contudo, ainda ha falhas nas
ligacOes entre esses conceitos, portanto, devem ser trabalhadas. Uma reordenacdo das
atividades pode ser mais util para perceber a profundidade em que os conceitos foram
assimilados.

As anélises dos Mapas das partes A, C e E indicam a possibilidade do seu uso
enquanto instrumento de acompanhamento da aprendizagem efetiva do aluno, bem
como das construcdes que estdo sendo elaboradas. A partir de entdo, o professor pode
promover aprimoramentos ou desconstrucdes, indicando pesquisas ou inserindo novas
atividades.

Apesar desta possibilidade, destaca-se a importancia de o aluno estar empenhado
na reflexdo sobre o seu desenvolvimento cognitivo nas atividades e na construcéo deste
instrumento, como uma representacdo do conhecimento que vem sendo elaborado
mentalmente. Sem isso, a elaboracdo do Mapa torna-se apenas mais um trabalho a fazer.

Outro fator que deve se destacar é que, quanto maior a diversidade de atividades
exploratdérias de um determinado conceito, mais ligacdes podem aparecer nos Mapas,
sobretudo se houver tempo para reflexdes e pesquisas em meio as construcdes de
Mapas. A sequéncia apresentada pode ser usada em sala de aula durante o curso de CDI

como propulsora de outras situacdes a serem exploradas pelos docentes e discentes.
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Secdo 9 — Sintese das Analises dos Resultados

Esta secdo tem por objetivo sintetizar as analises efetuadas nas secdes 4 a 8, e
destacar os pontos relevantes, bem como, responder as questdes de pesquisa. A sintese
acontecera em duas partes: inicialmente, na se¢do 9.1, sdo discutidos os resultados da
sequéncia didatica em termos de aprendizagem autbnoma discente; em seguida, a
analise se constitui em relacdo ao papel do professor em um meio que se propde a
fornecer condicGes para que esta aprendizagem aconteca; € também discutida a postura
docente na se¢do 9.2; a contribuicdo dos mapas conceituais para a conceitualizagcdo da
Integral de Riemann é discutida na se¢éo 9.3.

9.1 A sequéncia didatica X aprendizagem autbnoma

Nesta tese, pretendeu-se propor uma sequéncia didatica em que o aluno fosse
conduzido ao estudo e discussdo de aspectos matematicos, associados ao conceito de
integral definida, de forma mais espontanea e freqliente que nas aulas tradicionais de
Calculo.

A sequéncia didatica planejada tinha por objetivo, levar o aluno a compreender o
conceito de Integral Definida a partir da compreensdo, tanto intuitiva como conceitual,
de conceitos que, aqui, foram considerados pré-requisitos para tal: as no¢des e notacdes
de convergéncia, somatorio e calculo de areas irregulares por meio do método dos
retangulos, usando o comando soma de Riemann. Para tanto, foram fornecidas situacoes
em que Se procurou variar a representacdo, usando ao menos duas representagdes de um
mesmo objeto, como indicado por Duval, além de conter uma dificuldade progressiva,
para a qual se levou em conta a experiéncia docente da pesquisadora. A necessidade da
reflexdo a respeito das atividades resolvidas foi dada pela elaboracdo de Mapas
Conceituais envolvendo o assunto e pelo trabalho em grupo.

Contudo, percebeu-se que alguns conceitos s apareceram nos mapas quando
terminadas todas as atividades, e que houve dificuldades de designacédo das conclusdes
pessoais em uma representacdo algébrica. Sugere-se uma reordenacdo e a insergdo de

outras tarefas para melhorar esses fatores.
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Em relacdo a parte A, notou-se, a partir dos didlogos entre alunos, observados
durante a aplicacdo, a utilizacdo de alguns conhecimentos que merecem ser mais bem
tratados ou descontruidos, a fim de ndo causar obstaculos nos estudos posteriores. Sao
eles:

e para uma sequéncia ser convergente, 0s termos tém que se aproximar cada vez
mais do zero.

e toda sequéncia em que os termos ficam cada vez mais préximos converge para
algum namero.

e sempre que uma sequéncia for decrescente ela converge.

Ao que parece, a concepc¢do de infinito dos alunos participantes do minicurso, é
o de infinito potencial: aquele tomado como um nimero muito grande. Esta forma de
conceber o infinito, considerado um obstaculo epistemoldgico, acaba por se tornar
também um obstaculo didatico para a compreensdo do conceito de convergéncia, pois,
intuitivamente, a convergéncia estd associada a proximidade com algum nimero. Se o
infinito € um numero grande para varios aprendizes, por que uma sequéncia que tende
ao infinito ndo pode ser convergente?

E dificil desconstruir conceitos e concepcdes ja consolidadas pela compreenséo
dos estudantes num curto periodo de tempo, como a dura¢do do minicurso em que foi
aplicada a sequéncia didatica, pois € necessario promover mais reflexdes, analises,
testes. Por isso, pode-se, em alguns casos, persistir a confusdo em relacdo a
convergéncia.

Aparentemente, a sequéncia elaborada ainda precisa de melhorias para que 0s
alunos percebam a ligacdo entre as varias partes. Por exemplo, na parte B, ao que
parece, 0s alunos ndo a relacionaram com a parte A, tampouco, perceberam que na parte
D usava-se 0s conhecimentos da parte B. A ordem proposta para a sequéncia didatica
demonstrou apresentar um obstaculo microdidatico.

Algumas dificuldades tais como operacdes com fraches, poténcias, etc. ficaram
mascaradas pelo uso dos softwares, ja que, na maior parte dos casos, bastava saber
como usar o comando fornecido e analisar o resultado obtido para dar prosseguimento
as atividades. Para o objetivo dessa tese, as tarefas poderiam ser resolvidas mediante
uso dos softwares.

Esse detalhe alerta para o cuidado que se deve ter com o0 uso computacional em
aulas de Matematica. Os aplicativos sdo importantes por viabilizar uma infinidade de
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exploragdes e extrapolagbes de um conteddo, num tempo muito menor que usando
apenas lapis e papel. Entretanto, deve-se cuidar para que conceitos e operagdes
elementares sejam de dominio dos estudantes. Isto, especialmente em nivel de Educacéo
Bésica.

Oferecer atividades em que haja confronto entre os resultados fornecidos por um
software matematico e entre o que foi desenvolvido pelo aluno pode ser uma alternativa
interessante. No Calculo 1, por exemplo, o software Maple oferece a solucdo de um
problema passo-a-passo, 0 que pode permitir que o aluno faga, por si s, esse confronto,
como por exemplo, a resolucdo de uma equacdo, célculo de uma derivada ou integral.
Porém, é possivel que o discente apenas transcreva estes passos, 0 que ndo lhe trara
todas as vantagens da descoberta dos seus proprios erros. Infelizmente, essa solucdo
passo-a-passo nao esta disponivel no Geogebra.

Nesta linha de pensamento, um fator de forte influéncia no aprendizado, € a
postura do aluno frente aos desafios langados pelo professor. O aluno pode aceitar o
desafio, e agir, ou, simplesmente, reclamar e ficar esperando uma resposta. No primeiro
caso, € provavel que este aluno consiga resolver todas as atividades, ou pelo menos,
encontrar indicios de caminhos a serem percorridos, e aproveitar esse percurso como
aprendizagem relevante, alem de usufruir dos beneficios desta busca. J& no segundo, é
provavel que, independente do nivel de dificuldade das atividades, o aluno ndo obtenha
éxito na sua resolucédo e continuara esperando pelas respostas do professor.

Na realizacdo das atividades, percebeu-se a contribuicdo do uso dos softwares
para o entendimento das situacdes apresentadas. No entanto, € preciso atentar-se para
algumas dificuldades que podem ficar mascaradas sob o uso do computador, como por
exemplo: somar frac6es, operar com as poténcias de 10, compreender o significado de
um par ordenado, entre tantas outras. Estas pequenas ddvidas podem dificultar a
formalizacdo de conceitos em momento posterior.

Nesse aspecto, recomenda-se cautela no uso de recurso computacional nas aulas
de CDI, a fim de que ndo sejam suprimidas dificuldades que se tornardo obstaculos mais
adiante. Contudo, é oportuno enfatizar a necessidade do graduando ja chegar ao Ensino
Superior com tais no¢des devidamente consolidadas.

Merece destaque, ainda, a dificuldade discente para escrever, na forma algébrica,
as observacdes faladas. E sabido que, para muitos alunos, escrever uma informagao
usando a lingua natural € muito penoso, talvez tanto quanto escrever sobre a

Matematica, em linguagem matematica. Apesar disso, notou-se maior facilidade em

283



escrever as observagdes usando a lingua portuguesa que usando a representacao
algébrica. Alias, a conversdo lingua portuguesa X linguagem algébrica foi muito
complicada.

Os vaérios trabalhos publicados de Duval ja chamam atencdo para a
incongruéncia das representacdes em lingua natural e algébrica. Entretanto, é importante
enfatizar a necessidade dos professores trabalharem mais com este tipo de converséo,
desde o Ensino Fundamental, a fim de facilitar a compreensdo dos conceitos
matematicos, bem como, a familiaridade com os escritos formais da Matemaética.

Segundo comentério de um dos cursistas, quando o aluno escreve a definicéo
com suas proprias palavras, ele usa uma linguagem mais simples, mais compreensivel,
por isso fica mais facil entender o que ela (a definicdo) quer dizer, ainda que 0 mais
correto esteja na definicdo formal. Além disso, ao ter que explicar sua forma de
entender uma definicdo ou um conceito, ele acaba aprendendo mais.

Isto reforga o fato de que, a representacdo em lingua natural, como ja apontado
em pesquisas citadas nesta tese, € um forte aliado na compreensdo matematica.
Entretanto, esta metodologia ainda € carente de exploracéo docente.

Inserir a transcricdo de textos dados em lingua natural para a linguagem
algébrica, e vice-versa, nas aulas de Matematica de todos os niveis de ensino, parece
trazer inUmeras vantagens para a compreensao matematica dos alunos. Além disso,
possibilita rever a indicacdo de que a matematica escolar é dificil e distante da
realidade.

Percebe-se que o uso das representacdes graficas reforcam o interesse e a analise
dos conceitos estudados, mas que esta abordagem deve acontecer de modo global, ndo
apenas pontual.

Entende-se que a sequéncia elaborada facilitou tanto a compreensdo da
correspondéncia entre o limite a aproximacdo numeérica, devido a utilizacdo da notacéo
de limites para a representacdo de convergéncias, como o conceito de integral definida
associada ao limite. 1sso representa um avangco nas pesquisas educacionais neste item,
especificamente. No entanto, ha muito a ser aprofundado.

De maneira geral, a analise das cinco partes da sequéncia didatica montada e
implementada permite destacar alguns pontos relevantes:

» Ha dificuldade em expressar as percepgdes sobre 0s experimentos em
registros algébricos formais, assim como, em compreender as notacdes

usadas nas definicbes, fato detectado especialmente no primeiro MC
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elaborado. Havia muito conteddo a ser expresso, porém, os alunos nao
sabiam como fazé-lo. Em situagcbes semelhantes, o professor pode
proporcionar maior discussédo entre os alunos em algumas atividades,
estimulando-os a exporem e argumentarem suas consideracdes. A0
mesmo tempo, o professor pode enfatizar a representacdo algébrica de
algumas conclusdes dos alunos, por exemplo, ao afirmarem que 0s
termos de uma determinada sequéncia se aproximam do nimero k
quando se aumenta a quantidade de termos, o professor pode mostrar
COmo Sse registra esse processo algebricamente.

E preciso mais enfoque em atividades nas quais os alunos tenham que
observar e estabelecer um padrdo para determinada sequéncia ou
fendmeno. Isto ajuda na capacidade de abstracdo do aluno e prepara-o
para a compreensdo de conceitos do CDI, que requerem um nivel maior
de abstracéo.

E preciso certificar-se que alunos e professor atribuam a mesma
significacdo aos termos matematicos em uso, como € o caso da palavra
“amplitude”, discutida na se¢do 7.

A notacdo somatoria carece de maiores esclarecimentos. Houve a
associacdo entre o simbolo e a soma de termos, mas a representacao
algébrica ndo ficou clara. Tampouco, houve associa¢do entre o simbolo e
uma soma de termos de uma sequéncia, que fora nomeado como série,
talvez pela propria significacdo atribuida ao termo série;

Associacdo entre os termos funcéo e sequéncia engendra compreensdo
como sinénimos. Embora as sequéncias sejam casos particulares das
funcbes, é preciso cuidar para que as funcdes reais de variaveis reais ndo
sejam apenas vistas como sequéncias cujo dominio é um conjunto
discreto.

Ha confusdo entre os termos continua e convergente.

Os alunos, a principio, ndo admitem a possibilidade de uma série ser
convergente, ja que ndo é natural a adicdo de infinitos termos convergir
para um numero real. Este fato contraria a observacdo fisica de que, ao
crescentar uma quantidade positiva em algo, obtem-se um valor cada vez
maior, mesmo gue essa quantidade seja muito pequena. Vale lembrar que

Contreras e Ordofiéz (2006) consideram essa convergéncia como um
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obstaculo epistemoldgico, e Amadei (2005) retoma a dificuldade de
aceitacdo do infinito por grandes matematicos, desde o0s tempos de
Arquimedes.

Mesmo com as dificuldades citadas, percebeu-se grande envolvimento dos
cursistas na realizagdo das atividades na maior parte do tempo, o que, de certa forma, foi
surpreendente, haja vista 0 momento em que o minicurso foi aplicado (vide detalhes na
secdo 3). Em parte, isto se deve a caracteristica das atividades, por serem desafiadoras,
especialmente por permitirem que cada aluno avangasse segundo seu ritmo.

Durante o minicurso, alguns alunos trocaram de grupo. Alguns demonstraram
sentir-se prejudicados pela “lentiddo” do companheiro, outros parecem ter percebido
que havia colegas com as mesmas dificuldades, mas com mais facilidade de entender as
explicacdes, e com disponibilidade para ensinar, o que o qualificava para ser seu novo
companheiro de equipe.

A maior parte dos cursistas havia sido reprovada em Calculo. Geralmente, uma
justificativa para tal € que o estudante ndo se dedica. Entretanto, no minicurso, muitos
destes alunos demonstraram interesse e participaram ativamente na resolucdo das

questdes na maior parte do tempo.

9.2 A metodologia docente X Consequéncias para o professor

Em relacdo a metodologia docente, Mometti (2007) indica a contribuicdo da
atividade reflexiva e coletiva para a melhoria da aprendizagem discente. Contudo, ha
outras questdes percebidas durante a aplicacdo destas atividades, que merecem destaque
quanto a isto, como por exemplo: o uso de atividades em grupo via midia
computacional, associada a resolucdo de problemas que podem estar relacionados ao
seu uso profissional, como foi o caso do calculo da area de um lago, e o
acompanhamento da aprendizagem do aluno por meio dos Mapas Conceituais
elaborados por eles.

Uma das dificuldades apresentadas pelos alunos foi concernente ao processo de
escrita da Matematica, quer seja usando a representacdo em lingua natural, quer seja
usando a representacdo algébrica, que pode tornar-se um obstaculo ontogenético para a

aprendizagem. Isto pode ocorrer em razéo da pouca exploracdo desta escrita nas aulas
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de Matemética, desde a Educagdo Bésica. Percebeu-se, no entanto, que, em grupos, 0S
alunos sentiam-se mais confiantes em expressar suas opinides. Além disso, tiveram a
necessidade e a oportunidade de argumentar sobre seus posicionamentos. Pelo que se
percebe, esta também ndo é uma metodologia usualmente adotada pelos docentes, seja
de Ensino Superior, seja da Educacdo Basica.

E preciso estar atento com a metodologia adotada em sala de aula. Desse modo,
0 professor possui um importante papel para que seu aluno obtenha sucesso na
aprendizagem, uma vez que ele precisa contemplar uma adequagéo do conhecimento a
ser adquirido em situacBes adidaticas, além de prever possiveis obstaculos a serem
superados. No caso da utilizacdo de sequéncias didaticas, ele deve analisar,
cuidadosamente, a possivel ordem das tarefas a fim de atingir os objetivos planejados.

Assumir os pressupostos da TSD significa aceitar assumir mais trabalho em prol
da aprendizagem do estudante. O professor tem a tarefa de acompanhar o
desenvolvimento do aluno, interagindo quando necessario, para que ele se torne
autbnomo. Assim, ndo cabe a ele dar respostas prontas, mas, fazer o aluno refletir sobre
seu processo de aquisicdo do conhecimento. Cabe alguns questionamentos em relagédo a
isso: os professores de Calculo estdo querendo assumir tal postura? Eles tém condicdes
para essa ado¢ao? Isto € possivel, considerando as grades dos cursos de CDI? Os cursos
de licenciatura em matematica tém incentivado este tipo de postura em sala de aula?

Diante do que fora observado em toda a aplicacdo da sequéncia didatica, o que o
docente pode fazer durante o curso de CDI? Eis algumas sugestoes:

1. Diferenciar os termos sequéncia, funcédo, série, e destacar as semelhancas
e diferencas entre os dois primeiros e situando o terceiro em relagcdo a
estes;

2. Esclarecer a relacdo entre o limite ser finito, isto é, ser um namero real, e
a sequéncia ser finita;

3. Cuidar para que os alunos tenham conhecimento do significado dos
termos que estdo sendo usados nas definicdes, bem como, o seu
significado no contexto em que estéa inserido;

4. Proporcionar momentos de discussdo coletiva, mesmo que em peguenos
grupos, seja em sala de aula, seja em atividades extraclasse, em que 0s
alunos exponham suas observag0es e apresentem suas argumentacdes;

5. Propor a elaboracdo de Mapas Conceituais e discuti-los, coletivamente,

oportunizando a chance de refazé-los apds esse momento.
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E possivel evidenciar, ainda, alguns outros aspectos relevantes, que s&o
especificos da metodologia docente. S&o eles:

% Planejar cuidadosamente as aulas, a fim de que o aluno tenha um papel
mais ativo na compreensao dos conceitos;

% Promover debates entre os estudantes acerca do conteldo em estudo;

% Acompanhar o desenvolvimento cognitivo do estudante, em relacdo ao
objetivo que se deseja alcancar;

% Esclarecer e retomar pontos percebidos como duvidosos ou mal
elaborados;

% Incentivar a pesquisa e a exploracdo aprofundada dos conteludos
trabalhados em sala de aula.

Delineia-se, a partir deste estudo, que a metodologia para o ensino de Calculo
deve ser mais dinamica, voltada para a participacdo efetiva do aluno. Ele deve ser
conduzido a construir seu proprio raciocinio para compreender o conhecimento
matematico, historicamente construido, e a partir de entdo, aprofundar-se no que for de

Seu interesse.

9.3 Os Mapas Conceituais X aprendizagem X postura do professor

Nesta tese, investigou-se o seguinte problema: em que medida os Mapas
Conceituais contribuem para acompanhar o desenvolvimento da conceitualizacdo da
Integral de Riemann?

Nossa hipdtese de trabalho era de que os Mapas Conceituais poderiam ser uma
alternativa eficaz para acompanhar um conceito em estudo.

Nesta pesquisa, 0s Mapas Conceituais mostraram-se ser um forte instrumento
para o professor perceber se esta, ou ndo, atingindo seus objetivos educacionais, como
indicaram as analises didaticas dos Mapas apresentadas nas se¢fes 4 a 8. No entanto, ele
deve vir acompanhado de uma sequéncia didatica cuidadosamente elaborada e
frequentemente reavaliada. Nesta pesquisa, ficou notéria a colaboracdo dos Mapas
Conceituais para identificar pontos que nao foram assimilados pelos alunos, bem como,
possiveis obstaculos didéaticos.

Ao que parece, a elaboracdo do Mapa Conceitual esta intimamente associada as

tarefas apresentadas aos alunos. Nesta série de atividades, procurou-se propor questdes
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que contemplassem os estagios de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo
preconizados pela TSD, que visavam “(...) possibilitar ao aluno o maximo de
independéncia para que ele possa desenvolver autenticamente seus proprios
mecanismos de resolucdo do problema, através de suas elaboragdes de conceitos.”
(FREITAS, 2010, p.91).

O professor pode acompanhar o desenvolvimento intelectual do aluno, no seu
curso regimental, por meio do confronto do que foi observado nos Mapas Conceituais
elaborados conforme os objetivos da disciplina.

Como discutido nas se¢des 4.16, 6.8 e 8.8, a analise dos mapas conceituais
elaborados pelos alunos, permitiu identificar conceitos mal compreendidos, como por
exemplo, a associacdo da convergéncia de uma sequéncia com o fato dela ser finita; a
confusdo entre os termos sequéncia e funcéo e entre continuidade e convergéncia; a ndo
associagdo entre os conceitos Integral Definida e Soma de Riemann, entre outros.

Uma das questdes que se propds responder foi “E possivel observar a construgio
da conceitualizacdo da Integral de Riemann por meio de Mapas Conceituais?”. A
resposta é SIM, é possivel.

A analise dos mapas indicou, por exemplo, a ndo compreensdo da notacdo
sigma, essencial para o entendimento da representacao algébrica da soma de Riemann.
Indicou, ainda, a dificuldade de representar a convergéncia de uma sequéncia ou série
por meio da notacdo de limites. Tais dificuldades tornam-se obstaculos didaticos em
momentos posteriores nas aulas de CDI, e devem ser retomados e esclarecidos tdo logo
sejam constatados. No minicurso, em virtude de sua excentricidade, ndo foi possivel
fazer esta devolucdo a contento, pois algumas duvidas necessitavam de mais atividades
para serem sanadas.

A segunda questdo intermediaria proposta foi: “A elaboragdo de Mapas
Conceituais facilita o entendimento e construcdo do conceito em tela?” Esta questdo
pode ser respondida pelos depoimentos dos alunos sobre a contribuicdo da elaboragédo
dos mapas para a melhor compreensdo do tema em estudo, transcritos dos protocolos
finais dos cursistas:

e “pra elaborar um mapa foi preciso olhar todo contelido e entender as relacdes
entre as partes” (Débora);

e ‘“‘com 0 mapa visualiza-se todo o processo passo a passo” (Claison);

e “O uso de mapas conceituais deixa mais claro o que depende do que (as relagdes
que cada conceito tem entre si)” (Alvaro).
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Em relacdo a contribuicdo dos Mapas no acompanhamento da constru¢do do
conceito de Integral Definida, cabe reafirmar alguns pontos, j& citados nas respectivas
analises didaticas das partes A, B, C, D e E e que foram apresentadas nos Mapas, que
merecem atengdo do professor:

> A convergéncia apareceu associada a existéncia do limite, porém em
alguns casos o limite esteve associado a finitude das sequéncias. E
preciso esclarecer e/ou investigar esta ligacdo, que, a principio, ndo
admite a existéncia do limite para sequéncias infinitas, e isto inviabiliza a
compreensdo da soma de Riemann.

» Sequéncias e Fungdes foram termos usados como sindnimos. Mas as
funcbes sdo geralmente tratadas como continuas na educacdo escolar,
pelo menos em um determinado intervalo, apresentando como dominio
um intervalo real, enquanto as sequéncias tem dominio discreto. As
séries sdo somas de termos. Porém, como somar 0s termos de uma
funcéo cujo dominio € um intervalo real? Quem séao estes termos?

> A integral definida apareceu associada ao calculo de area e ao limite de
uma somatoria, mas ndo, necessariamente, esteve associada a Soma de
Riemann. E justamente essa associacdo que € necessaria para o uso da
integral definida em outros contextos como, por exemplo, no calculo de

volumes.

Em sintese, podemos identificar as seguintes contribuicdes da utilizacdo de
Mapas Conceituais para acompanhar o desenvolvimento da conceitualiza¢do da Integral
de Riemann para funcdes de uma variavel real:

% Permite identificar conceitos e relagdes que ndo foram compreendidos
satisfatoriamente, mas que podem tornar-se obstaculos didaticos para a

aprendizagem;

K/

AS

Permite identificar concepcBes que podem ser tornar obstaculos ontogenéticos,

como a concepcdo de infinito;

e

AS

Permite avaliar se 0s conceitos considerados chave pelo professor estdo,
também, sendo percebidos como tal pelos alunos. Em nosso caso, 0 somatorio
foi considerado um conceito chave que néo foi percebido pelos alunos;

+« Permite avaliar o planejamento docente, tendo em vista 0s objetivos de ensino;
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R/

% Proporciona autoavaliacdo docente no sentido de confrontar seu método de
ensino com os objetivos educacionais.

Mesmo com o cuidado na elaboracdo das atividades, notou-se a existéncia de
alguns pontos merecedores de atencdo. Diante disso, optou-se por reformular a proposta
das atividades para a constru¢do do conceito de Integral de Riemann, procurando-se
levar em consideracdo as dificuldades dos alunos identificadas nesta experimentacao.
Esta proposta é apresentada na préxima secéo.
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Secao 10 — Nova Proposta de Abordagem para a Construcédo do

Conceito de Integral Definida

Esta secdo tem por objetivo apresentar a reformulacdo da sequéncia didatica
inicial proposta para a construcdo do conceito de integral definida. Foram levadas em
consideragdo as dificuldades detectadas e comentadas nas andlises a posteriori, das
secdes anteriores (de 4 a 8).

Como ja citado, a deficiéncia de compreensdo em conceitos como o de funcéo,

par ordenado, variavel”

e expressao, bem como a semelhancga entre alguns exercicios
acarretaram prejuizos na compreensdo das tarefas propostas. Assim, nesta reformulacéo,
acrescentam-se 0s conceitos citados, e sdo reestruturadas as questbes propostas
inicialmente.

A parte de funcdo foi inserida por ter sido percebida a dificuldade dos alunos
compreenderem a relacdo funcional entre os indices da sequéncia e 0s respectivos
valores. Também foram inseridas tarefas em que era necessario escrever o padrdo das
sequéncias, a fim de estimular a atencéo discente para os padrdes, 0 que sera importante
para perceber o processo de construcdo do conceito de Integral Definida.

Na aplicacao, também percebeu-se confusdo entre os termos funcéo e sequéncia:
ora os alunos usavam um, ora outro, como sindnimos. A partir de um experimento
préatico, pretende-se que os alunos percebam as diferencgas entre tais termos e também
entre estes e variavel ou expressao.

Pretende-se que, quando o aluno chegar a tarefa 14, caso o professor opte por
sua utilizacdo na integra, ele ja tenha reconhecido o objeto matematico funcdo em suas
diferentes representacdes semioticas, e possa aceitar as sequéncias como uma funcao
especial, com dominio discreto, mesmo que isso ndo seja comentado durante as
atividades. Estas atividades (1 a 14) estdo inseridas como uma revisdo de assuntos
referentes ao contetudo de funcdo, a determinacdo de padrdes, e a definicdo formal de
uma sequéncia e aqui constam do que chamamos de “Parte Introdutéria”

Os numeros sequenciais nas atividades ddo a ideia de continuidade na acao

discente. Esperamos que 0s conceitos essenciais para compreensao da Integral Definida

"8 Dificuldades com a algebra e os in(imeros sentidos atribuidos a esta palavra sdo tratados em Matos
(2007).
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tenham sido inseridos numa perspectiva mais natural, 0 que pode facilitar a associa¢édo
dos diversos conceitos em jogo.

Na tentativa de reduzir os problemas com os significados dos termos, nesta
proposta sdo apresentadas as definicdes de um dicionario da Lingua Portuguesa, para 0s
conceitos que houve menor facilidade de compreenséo durante a aplicagdo. Pretende-se
que isto colabore na discussdo e entendimento matematico dos referidos termos.

A elaboracdo de tabelas, que foi uma dificuldade observada nos alunos, foi
substituida pelo preenchimento de um modelo. Isto, para que o aluno possa ser
conduzido a interpretacdo e analise dos dados em questdo, sem ater-se em questdes
menores e desviar-se do foco principal, que é a construcdo do conceito de Integral
Definida.

Na busca de expressdes matematicas para os padrdes dos termos da sequéncia,
optou-se por apresentar aqueles perceptiveis com mais facilidade, a fim de manter os
alunos vinculados aos conceitos que estdo sendo considerados como sendo do campo
conceitual de Integral Definida.

Hé ainda dificuldades apontadas na aplicacdo que ndo estdo sendo consideradas
nesta reformulacdo como, por exemplo, as poténcias de 10, as operacfes com fracoes, a
representacdo de dados em tabelas, os simbolos matematicos, entre outras. Isto porque
entende-se que estas questdes, embora importantes, ndo estdo diretamente ligadas ao
escopo deste trabalho, ja que grande parte delas pode ser omitida pelo uso dos
softwares, sem prejudicar a compreensdo dos resultados a serem analisados.

Acerca da utilizacdo desta sequéncia em sala de aula, penso que ndo cabe apenas
ao momento do estudo da Integral Definida, e que esta deve ser “dividida” ao longo do
semestre letivo, a medida que os assuntos forem sendo trabalhados, pois ela destaca, a
meu ver, o foco necessario durante o curso para que o aluno compreenda o conceito de
Integral Definida. Desta forma, como ja destacado nas secfes 4 a 8, outros conceitos
também poderdo ser melhor entendidos. Nesta perspectiva, a sequéncia didatica ainda
ndo foi aplicada.

Nesta nova proposta, manteve-se a elaboracdo de Mapas Conceituais em pontos
considerados estratégicos, cuja observacdo do professor, permite conhecer
antecipadamente, o0s conceitos e relacbes ainda ndo assimilados ou mal elaborados, o
que possibilita a acdo docente imediata. No entanto, a atual proposta ndo esta

subdividida como a anterior. Aqui as atividades estdo numeradas de forma sequencial.
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Vale comentar que as atividades da parte introdutoria da sequéncia didatica
foram alteradas ap6s o exame de qualificacdo deste trabalho, devido as sugestdes da
banca examinadora. Seguindo as sugestdes, as atividades foram testadas com os alunos
do primeiro periodo do curso superior de Engenharia Ambiental da UTFPR-CM,
durante o segundo semestre de 2012’  nas aulas de Calculo I. De acordo com a
avaliacdo da turma, a atividade foi revisada e adaptada. Desse modo, a segunda revisao
é a que esta contemplada nesta reformulagdo.

Inicialmente, propde-se a utilizacdo de material manipulavel” (vide Figura 86
(@),(b), (c), (d), (e), (f), para trabalhar o conceito de fungédo (FERREIRA, GODOI e
BARROS, 2010; CARGNIN et al, 2011).

(a) (b) (©) (d) (©) ®

Figura 86: Materiais manipulaveis - recipientes

A sequéncia ora proposta ndo esta fechada. A partir dos seus fundamentos, o
professor pode e deve elaborar outras questdes para dirimir as ddvidas que surgirem nas

suas aulas.

PARTE INTRODUTORIA | — o conceito de funcéo:
O objetivo desta parte introdutdria é revisar alguns pontos passiveis de confuséo
para os alunos, bem como, fazé-lo refletir sobre o processo de desenvolvimento dos

conceitos e notagdes matematicos.

1. Esta é uma atividade exploratéria. Tem por objetivo refletir sobre o que
representam os graficos e como podemos descrevé-los. Para facilitar a discussao,

divide-se a turma em pequenos grupos, de 4 ou 5 alunos, e distribui um conjunto de

" Este semestre letivo teve inicio em 03 de dezembro de 2012, devido a greve na UTFPR, ja citada. Os
alunos fizeram estas atividades como uma atividade supervisionada durante 0s meses de janeiro e
fevereiro de 2013.

°Este material é confeccionado em madeira mdf, com 10 cm de altura e 1 cm de espessura. Contém uma
fita métrica (em centimetros) colada ao fundo. Na frente, os materiais sdo fechados com vidro, a fim de
facilitar a visualizagdo da medida da altura. No apéndice G apresentam-se fotos maiores, que permitem
melhor visualizagdo dos mesmos.
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seis materiais diferentes a cada grupo (mostrados na Figura 86)). Tarefa: observar o
formato do recipiente e imaginar que uma areia muito fina o esteja enchendo.

a. Esbocar um gréafico (sem valores) que represente o comportamento da
altura da areia no recipiente a medida que se vai enchendo o recipiente
(para cada recipiente estime um possivel gréafico).

b. Descreva, usando a lingua natural (isto é, a lingua portuguesa), o
comportamento da altura da areia no recipiente, que vocé representou
graficamente.

Observacéo: os alunos podem preencher a seguinte tabela de dados, que

estd na pagina seguinte.

2. Experienciando:

2.1 Encha completamente a tampa medida com a areia;

2.2 Despeje o conteudo da tampa medida no recipiente;

2.3 Nivele a areia no recipiente;

2.4 Na tabela de dados, anote os dados da quantidade de tampa medida e a altura da
areia.

2.5 Repita os procedimentos 2.1 a 2.4 até o completo enchimento do recipiente.

3. Neste experimento, podem ser observadas algumas variaveis. Segundo o dicionario
de matemética’®, escrito por Joshuah Soares, varidvel ¢ “magnitude que no
transcurso do célculo matematico pode tomar valores distintos”. Eugénio Brito’’

define variavel como “letra usada para representar um elemento qualquer nao

especificado, de um conjunto numérico” (p.318).

Em algumas situacOes, as variaveis existentes tém entre si uma relacdo de

dependéncia: o valor de uma variavel depende do valor atribuido a outra variavel.

Neste caso, chamamos a primeira de variavel dependente e a segunda de variavel
independente.
Tarefa: Identifique, neste experimento, as variaveis dependente e

independente. Justifique sua escolha.

"® http://books.google.com.br/books?hl=pt-
BR&id=PQqFAR6c3awC&qg=vari%C3%Alvel#v=snippet&q=vari%C3%Alvel &f=false
" BRITO, E.O. Dicionario de Matematica. Porto Alegre: Editora Globo, 1972.
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4. Definicdo de funcdo: “se uma variavel y é relacionada a varidvel x, de modo que,

sempre que um valor é dado a x, existe uma regra sequndo a qual um Unico valor

de v é determinado, entdo y é dito uma funcdo da variavel independente x .

Observacdo: No dicionario Michaelis’® on-line, funcdo, no sentido da matematica,
¢ apresentada como “Grandeza relacionada a outra(s), de tal modo que a cada
valor atribuido a esta(s), corresponde um valor daquela”. Para cada area do
conhecimento (matematica, fisica, quimica, sociologia,...) esta palavra (funcédo)
pode designar coisas diferentes. Portanto, deve-se estar atento ao contexto em que

esta sendo utilizada.

Tarefa: Vocé acredita que o experimento realizado representa uma funcao?

Justifique.

5. Para dizer que uma variavel dependente y estd associada a uma variavel
independente x por meio de uma funcdo f, escrevemos: y = f(x), e lemos “y ¢
igual a f de x” ou “y ¢ uma fungdo de x” ou “y € o valor funcional de x”. Quando
escrevemos f(3) = 4, estamos dizendo que o0 4 esta associado ao 3 por meio da
funcédo f, ou ainda, que a imagem do 3, pela funcéo f, é o 4. Neste caso, a variavel
independente esta assumindo o valor 3, enquanto a varidvel dependente esta
assumindo (de acordo com a funcao estabelecida) o valor 4.

Uma funcdo, no sentido matematico, ou seja, tal qual é descrito na questéao 4,

pode ser representada de varias maneiras, entre elas: em graficos — quando a

relagdo é mostrada no plano cartesiano (R?) (como vocé fez na questdo 1a) — cada
ponto do plano corresponde a um par ordenado’ como (x,y); na lingua natural —
quando vocé usa a linguagem coloquial para explicar a relacdo entre as variaveis
(como vocé fez na questdo 1b); em tabelas — quando vocé representa os valores de
uma variavel em relacdo aos da outra, normalmente escrito na forma de par
ordenado (como vocé fez na questdo 2); ou em forma algébrica — quando se usa
expressdes para designar a relacdo entre as variaveis (como vocé vai fazer em

seguida). Ja que vocé ja sabe das formas de representacdo de uma funcédo, e tem 0s

8 No endereco: http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php?lingua=portugues-
portugues&palavra=fun%E7%E30

’® Par que designa as coordenadas cartesianas de um ponto (...) obedecendo-se sempre a mesma ordem
das coordenadas, primeiro a abscissa, depois a ordenada (BRITO, 1972, p.177).
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dados das suas varidveis dependente e independente, pode representa-los, usando um

destes modos, para isso, basta continuar as atividades.

Tarefa: a) Represente, graficamente, no software Geogebra, os dados obtidos no
experimento e compare o formato do desenho gerado pelos pontos assinalados ao
esboco feito por vocé na questdo 1. (Cole-os na tabela de dados, se possivel). Ficou
semelhante? Comente.

Observacdo: Para fazer esse grafico usando o software Geogebra: a)
Use o comando 1 da lista de comandos do Geogebra (vide anexo) para
inserir 0s pontos anotados na sua tabela de dados. b) Para cada tipo de
recipiente faca um grafico. Salve-os em arquivos diferentes.

b) Encontre a expressao algébrica das fungbes que associa as variaveis
dependente e independente no seu experimento, para cada recipiente. Cole-as na
tabela de dados, se possivel. (Isto €, represente algebricamente a relacdo que existe
entre as variaveis).

Observacdo: Para isso, em cada arquivo salvo na tarefa 5a, use o
comando 3 da lista de comandos do Geogebra.
c) Observe as fungdes devolvidas pelo Geogebra na tarefa 5b, em especial,

observe as letras que aparecem na expressdo algebrica. O que elas representam?

. Para_Refletir: Sua tabela de dados esta completa. Analise todas as informacdes
obtidas sobre cada um dos recipientes e veja se ha alguma inconsisténcia entre elas.

Se sim, relate-a e apresente uma possivel justificativa para ela.

. Suponha que vocé deva explicar a um amigo o que é uma funcdo, no sentido

matematico. O que vocé diria a ele? Escreva!

Para pesquisar: Uma funcdo pode ser classificada de varias formas: polinomial,

exponencial, logaritmica, trigonométrica, de varias sentencas, modular, entre outras.
Isso depende do comportamento dos dados em analise. Pesquise 0s principais tipos
de funcdo, quais as caracteristicas que as identificam, e como reconhecé-las

graficamente, algebricamente ou numericamente.
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PARTE INTRODUTORIA 1l — A determinacao de padrdes e Sequéncias.

9. (Adaptada de MATOS (2007, p.217-218)) O preco de cada litro de gasolina vai se
alterando ao longo do ano, de acordo com a situagdo econdémica. Durante 0 més de
agosto de 2012, o preco médio da gasolina, em Campo Mourdo-PR, foi de R$
2,69/litro. Estima-se que esse valor se mantenha para o0 més de setembro/2012. O
Sr. Claudinei resolveu estimar quanto gastaria, em média, durante 0 més de
setembro. VVamos ajuda-lo?

9.1 O preco total a pagar depende do nimero de litros de gasolina adquiridos. Elabore
uma tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relacdo entre as duas variaveis.

9.2 Para este exemplo, quem é a variavel dependente? E a independente? Escreva.

9.3 Represente graficamente a relagcdo entre o nimero de litros de gasolina adquiridos e
0 preco total a pagar pelo Sr. Claudinei.

9.4 Quanto pagaria o Sr. Claudinei pelo combustivel, se adquirisse 1200 litros durante o
més de setembro? Justifique.

9.5 Encontre uma expressdo geral que permita calcular o preco total a pagar por
qualquer nimero de litros de gasolina, nesta situacdo (Vocé pode usar o comando 3
do Geogebra, mas cuidado com o dominio da funcéo).

9.6 Quantos litros de gasolina o Sr. Claudinei teria adquirido durante o més se o valor

total a pagar tivesse sido de R$ 3.537,35? Explique o seu raciocinio.

10. (Adaptada de Matos (2007, p.219)) O Sr. Pedro encontra-se numa situacédo
semelhante a do Sr. Claudinei, mas possui um vale-desconto de R$ 20,00,
fornecido por uma cadeia de lojas onde é cliente.

10.10 preco total a pagar, ap6s o desconto, depende do numero de litros de gasolina
adquiridos. Elabore uma tabela que ilustre, em alguns casos concretos, a relacao
entre as duas grandezas.

10.20 que acontece quando dividimos o preco total a pagar, apos o desconto, pelo
namero de litros adquiridos, em cada um dos casos?

10.3Represente graficamente a relacdo entre o nimero de litros de gasolina adquiridos e
0 preco total a pagar pelo Sr. Pedro, ap6s o desconto. Que significado tem, na
realidade, o valor que vocé marcou correspondendo a zero litros adquiridos? A que
conclusdes vocé pode chegar?

10.4Quanto pagaria, com este desconto, o Sr. Pedro, se adquirisse 1200 litros de

combustivel durante o més de setembro/2012?
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10.5Encontre uma expressao geral que permita calcular o preco total a pagar por

qualquer namero de litros de gasolina, nesta situacéo.

11. (adaptado de MATOS, 2007, p.215-216) Observe as sequéncias representadas por
meio dos gréaficos seguintes. Escreva uma expressdo geral que permita calcular o
valor da variavel dependente em fungdo do valor atribuido a variavel independente,

para cada um dos graficos apresentados. (Para isso, vocé pode usar o comando 3

do Geogebra).
A
25
20
Figura 1
15
L
10
5
4]
o 2 4 8 a8 10
=)
&0
70
S0
Figura 2

40

30

20
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12. Definicdo de sequéncia®®: Uma funcdo que associa ndmeros naturais 1,2, ...,n a

nameros reais € denominada sequéncia ou sucessao.

E usual indicar uma sequéncia apenas pelo seu conjunto imagem, colocando-o
entre parénteses. Por exemplo: a sequéncia (1930, 1934, 1938, ... , 2002) € a
sequéncia dos anos em que ocorreram campeonatos mundiais de futebol. Fica
subentendido que 1930 é a imagem do 1, 1934 é aimagem do 2, etc. Por isso, 1930
é chamado de primeiro termo da sequéncia (aqui, o “1930” é o termo da sequéncia
e “primeiro” indica a ordem (representada pelo numero “17), 1934 é o segundo
termo, e assim por diante.

Numa sequéncia qualquer, costuma-se indicar o primeiro termo por a;, O
segundo termo por a,, e assim por diante. Dessa forma, uma sequéncia de n termos
é indicada por: (a;, ay, as, ...,a,). Ha situacdes em que a sequéncia é infinita, e a
representaremos por (a;, a,, as, ...). [Normalmente usamos a expressdo {a,} para

indicar a sequéncia cujo termo geral € a,, ]

Tarefa:(Adaptada de Matos (2007, p. 212)). Observe as sequéncias seguintes:
12.1 Complete os espagos em branco de acordo com o padréo correspondente:
a) (1,2,3,..,5,6,7,..)

b) (2,4,6,..,10,12,14,...)

o (1,3,5,...,...,11,13,...)

d) (1,49, ...,..,...,49,..)

e) (5,25,125,625,...)

f (1,8,27,..,125,..)

12.2 Transcreva cada uma das sequéncias apresentadas em 12.1 para as tabelas
sequintes, indicando corretamente quem sdo os termos e qual sua ordem.
Depois escreva, na coluna sombreada, a regra geral que permite calcular
qualquer termo (um termo de ordem n) da sequéncia (ou seja, sua lei de

formacéo).

8 Texto extraido de IEZZI, G. et al Matematica. Volume Unico. 4% Ed. Sdo Paulo: Atual Editora, 2007,
p. 132.
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Ordem n
Termo

b)
Ordem n
Termo

c)
Ordem n
Termo

d)
Ordem n
Termo

e)
Ordem n
Termo

f)
Ordem n
Termo

13. (Adaptada de Matos, 2007, p. 213-214) Nas figuras seguintes estdo representados
varios nameros figurados. Para cada uma destas sequéncias:

13.1 Represente as proximas trés figuras;

13.2 Escreva uma sequéncia de nimeros gque possa estar associada a cada sequéncia de
figuras.

13.3 Descreva a lei de formacéo de cada uma dessas sequéncias huméricas.

13.4 Escreva uma expressao geral que associe a posicdo (ordem) do termo e seu valor,

para cada uma das figuras apresentadas.
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Nimeros triangulares

Numeros guadrados

14. (IEZZ1, 2007, p.138) Em uma cidade, 1200 familias carentes inscreveram-se em,
um programa social desenvolvido pela prefeitura. Por ndo haver a verba total
imediata necessaria para implementar o programa, decidiu-se atender 180 familias
no primeiro més e, em cada més subsequente, 15 familias a menos que o nimero
correspondente as familias assistidas no més anterior.

14.1Quantas familias foram atendidas nos trés primeiros meses do programa? E ao final
de 1 ano? Descreva o procedimento realizado por vocé.

14.2Vocé conhece alguma maneira mais sucinta para escrever a soma realizada por

vocé no item 14.1? Se sim, escreva.

SEQUENCIA DIDATICA

15. Vocé sabe como escrever informacgdes matematicas na forma concisa? Veja:

5
Ao se deparar com um simbolo como o seguinte: S(2+i) vocé deve, por
i=3

convencdo, fazer o seguinte: Escreve-se a expressao (2+i) substituindo-se o i
pelo primeiro nimero que aparece na parte inferior da notacdo, neste caso o 3.
Escreve-se o signo “S” que aparece na notagdo. Escreve-se a expressao
substituindo-se o i pelo préximo numero natural. Escreve-se o signo “S”. E
assim se procede até que se escreva a expressao (2+i) substituindo-se o “i”” pelo
ndmero que aparece na parte superior da notagéo. Para este exemplo, teremos,
entdo:

S(2+0)=(2+3)S(2+4)S (2+5)

(Isso é meramente “FORMAL”, uma notagdo e suas regras de escrita, sua
“sintaxe”, ndo se preocupe em obter um resultado a partir do que esté escrito. O
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que esté a esquerda do sinal de igual é a escrita da expressdo no modo conciso, e
0 que esta a direita da expressao é o desenvolvimento da expressao).

Outro exemplo:

Para desenvolver a expressdo N7_s[i, 10] devemos fazer:

7
([i,10]1=[5,101N[6,10]1N[7,10]
1=5 .
Veja se vocé compreendeu o raciocinio, desenvolvendo as expressdes seguintes:

5
a) *k=1(3k —-5)

5

b) Qm:z(mz)

c) Ni,(20)
16. Agora, estdo apresentados os desenvolvimentos das expressoes, sua tarefa é

escrevé-las no modo conciso.

a (B-5+7) O (B-6+7) O (B-7+7) O (3-8+7) O (3-9+7) O (3-10+7)

1 1 1 1
b) 1 HIHoH-H

2+41\% _ 3+1\3 _ f4+1\* /5410 10000+1)10000
0 (=) win) mi) mic) me-m .
2-1 3-1 4—1 5—1 10000 —1

17. Alguns simbolos matematicos sdo usados para representar algumas operacdes entre
termos de uma sequéncia. Observe:
a) se for utilizado o signo 11, isso tera o significado de uma multiplicagdo

(Produtoria). Por exemplo:
3

[[e=0-er6r=0 @ @=36

k=1

(Note que o simbolo [T foi substituido pelo simbolo da operacéo que ele indica: o
signo de multiplicacéo (+))

b) se for utilizado o signo (1, isso significa que devera ser calculada a intersecéo.

c) se for utilizado o signo =, isso significa que deverd ser calculada a adicgéo

(Somatoria), e assim por diante. Veja o exemplo:
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Zk2=12+22+32=1+4+9=13
k=1

(observe que o simbolo Y, foi substituido pelo simbolo da operacao que ele indica:

0 signo de adicdo(+))

Agora, considere a notagao:

i £
k=m

Nesta notacdo, m e n sdo os limites inferior e superior do somatério (m e n

representam os valores inicial e final de k, respectivamente; ou seja, s80 ndimeros

inteiros); a letra k € chamada de indice do somatorio; f (k) é o valor funcional de

k.

Observacdes:

1) m e n ndo estdo relacionados segundo a ordem do alfabeto, apenas
representam a ordem de dois termos quaisquer da sequéncia.

2) Usamos este simbolo para indicar uma soma de termos de uma sequéncia.

Tarefa:Usando que foi explicado sobre o signo =, desenvolva a expresséo:

i F(i)
i=k

18. Nos itens seguintes, escreva a soma correspondente a expressdo (isto é, desenvolva

a expressdo), e calcule seu valor:
a) Xi_,k?
b) X312k
0) Xi-o(2k+1)
d X/Gji+1)
e) Xp-1(29)

19. Use a notacdo de somatério para representar a soma dada (isto €, escreva a
expresséo dada na forma concisa):
a) (=3)°+(=2)° +(-1)° +(0)* + (1)’

1 1 1 1 1
b) 1+s+s+5+c+-
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) 1-243-4+5-6+7-38
d) 2xq 4+ 2x5 + 2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x4 + 2X7

20. (IEZZI, 2007, p.139) Considere um triangulo equilatero T; de lado ¢ cm.
Prolongando-se em 1 cm cada lado de T; obtém-se o tridngulo T,. Prolongando-se 1
cm cada lado de T,, obtém-se o triangulo T;, e assim por sucessivamente, até
construirmos o triangulo T;,.

20.1Determine ¢, sabendo que a soma dos perimetros dos doze triangulos assim
construidos é 342 cm.

20.2Descreva 0 processo usado para calcular a soma dos perimetros em 20.1

20.3 Usando a notacéo de somatdrio, escreva a soma realizada em 20.1.

21. Analise 0 comportamento de cada uma das sequéncias cujos termos gerais Sao
apresentados a seguir. Use, para tanto, o comando 4 da lista de comandos do
Geogebra (salve um arquivo para cada sequéncia — vocé precisara voltar a elas mais
tarde). Tente descobrir se as sequéncias aproximam-se de algum namero (se sim,

determine-o).

a) a, =+Vn

b) b, = (=1)"+! %
C) ¢, = nT_l

d) d, =

e) e, =n?

) fi=n

21.1Em seguida, escreva, para cada sequéncia dada, o que vocé observou sobre
comportamento (maneira de comportar, procedimento®') dos termos da sequéncia.

21.2 Em sua opinido, 0 que representam as coordenadas dos pontos mostrados no
Geogebra?

21.3Para este tipo especial de funcdo, quem sdo as varidveis dependente e

independente? Escreva.

8 Uma das definicdes do dicionario Michaelis on-line para comportamento.Disponivel em
http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php?lingua=portugues-
portugues&palavra=comportamento
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22. A notacdo de limites serve também para descrever de forma sucinta o
comportamento de uma sequéncia. Use-a para representar 0s comportamentos das
sequéncias descritos no item 21.1.

23. Considere a seguinte ‘defini¢do’ intuitiva de Convergéncia: Dizemos que uma
sequéncia numérica converge para um numero L se os termos da sequéncia ficam
cada vez mais proximos do numero real L.

Agora considere novamente as sequéncias dadas na questdo 21. Depois de realizar
as atividades no Geogebra, vocé diria que elas convergem? Se sim, qual seria o

possivel nimero L? Complete a tabela, a partir da sua observacéo.

Sequéncia Converge? Valor de L?
a, =Vn
1
by = (—1)"*" -~
n—1
Ch = n
1
dn = E
e, = n’
fo=mn

24. Observe novamente o comportamento dos termos das sequéncias da atividade 21,
mas agora usando o comando 5, da lista de comandos. Com base nas suas
observac0es, responda:

24.1Existe diferenca de comportamento entre as sequéncias que vocé assinalou como
convergentes e as nao convergentes? Se sim, qual(is)? Explique.

24.2Compare a maneira pela qual vocé afirmou ser a sequéncia convergente (ou
divergente) nos exercicios 21 e 24.1. O que ha de semelhante? Explique.

24.3Baseado nesse experimento, como vocé descreveria um procedimento para saber se

uma sequéncia converge ou ndo? Descreva.

25. Tente escrever o procedimento descrito por vocé na tarefa 24.3 de modo mais

formal, isto €, usando a representacdo algébrica.

26. Considere as representacOes graficas das sequéncias b, e d,, da tarefa 21, dadas

pelo comando 4 da lista de comandos.
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26.1Trace retas horizontais usando, no Geogebra, o comando “y = 0.5” ¢ “y = —0.5".
Descubra um valor n, a partir do qual os pares ordenados (que representam 0s
pontos no plano cartesiano) figuem dentro da faixa delimitada pelas retas
horizontais tragadas. Anote estes dados da faixa e n, na tabela abaixo.

26.2Diminua o valor 0.5 para 0.3 e trace as retas horizontais y = 0.3 e y = —0.3.
Descubra o valor n, tal qual pedido no item anterior. Anote-0 na tabela.

26.3Diminua de 0.3 para 0.1 e trace as retas horizontais y = 0.1 e y = —0.1. Descubra
o0 valor n, e anote-o na tabela.

26.4Procedendo desta forma, é sempre possivel encontrar um n, independente da

amplitude® da faixa tomada? Justifique.

) Valor de n,
Faixa

[—0.5;0.5]

[—0.3;0.3]

[-0.1;0.1]

26.5Na tarefa 23 vocé assinalou essas sequéncias (b, e d,,) como convergentes ou
divergentes?

26.6Caso a sequéncia considerada ndo seja convergente, 0 que deve acontecer com as
faixas usadas neste exercicio? Explique.

26.7Que semelhancas e/ou diferencas vocé percebe entre o que foi feito nesta atividade

e as atividades 21 e 24? Comente.

27. As retas cujas equacdes sio da forma “y = numero” e “y = — numero”, da

tarefa 26, servem para mostrar que os termos de uma sequéncia convergente podem

se tornar tdo préximos guanto se queira de um determinado valor. Nesta sequéncia

82 Segundo o Michaelis (disponivel em http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/)

amplitude am.pli.tu.de

sf (lat amplitudine) 1 Estado do que é amplo. 2 Extensdo, vastiddo; ampliddo. 3 Geom Distancia angular.
4 Distancia entre os extremos de uma variagdo periédica: Amplitude da temperatura. 5 Fis Distancia
entre uma das extremidades da oscilagdo de um movimento vibratério ou oscilatério e o ponto de
equilibrio ou normal, por exemplo, da oscilagdo de uma corrente alternada, de uma onda de rédio, de uma
onda sonora ou de um péndulo; o maior valor de uma elongagdo. 6 Astr Arco do horizonte, interceptado
entre 0 ponto magnético oeste ou leste e o centro do Sol ou outro corpo celeste ao nascer ou por-se;
amplitude magnética. 7 O céu, o espaco. A.magnética: o mesmo que amplitude, acepg¢ao5s. A. interquartil:
amplitude quartil. A. quartil, Estat: amplitude de um intervalo quartil numa distribuigdo de freqiiéncias ou
de probabilidades; amplitude interquartil.
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de atividades, este valor é o nimero L para a qual uma sequéncia converge. Assim,

as referidas retas devem ser montadas tomando por base a expressdo “y =L +

nimero”. Normalmente, adotamos para este nUmero um valor proximo de zero, e

geralmente o denotamos por &, de modo que escrevemos que as retas devem ter

expressoes daformay =L + «.

a.

Considere a sequéncia c,, da questdo 21. Escreva as respectivas faixas de

amplitude 1, 0.6 e 0.2. Indique também o valor de n, (nGmero a partir do qual

todos os termos da sequéncia estdo dentro da faixa), como indicado na tabela:

Amplitude

Faixa (intervalo)

ny

1

0.6

0.2

28. Considere a seguinte defini¢do:

Definicdo: A sequéncia {a,} converge para o nimero L se para todo ndmero

positivo ¢ existe um numero inteiro N tal que para todon,n > N=|a, — L| < ¢.

Se esse nimero L nao existe, dizemos que {a,, } diverge.

a) Discuta com seus colegas ou reflita sobre o significado das expressdes que

b)

aparecem na definicdo apresentada neste exercicio (N, L,a,,|a, — L|,|la,, — L| <

€), procurando associa-los as atividades desenvolvidas até agora. Redija suas

conclusoes.
Observe os dados anotados nas atividades 21 a 24. Para cada sequéncia
assinalada como convergente, a quem vocé pode associar as letras L, € e N ?
Justifique.
Sequéncia Converge? N
a, =n
1
b. = (-1 n+l,
n= (DM
n—1
C =
" n
P 1
" n
e, = n’
fn=mn
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29.

b)

d)

9)

. A s 2
30. Considere a sequéncia g,, = u

c) Como vocé explicaria, a um colega, o significado das letras L, e e N? Escreva

sua explicacao.

_1\yn+1
Considere a sequéncia definida por b,, = () ey

Abra um arquivo no wxMaxima. Digite no campo de Entrada a definigdo do termo
geral da sequéncia, “f(n) := (-1.0)(n+1)/n”, e aperte Enter. A expressdo funcional
do termo geral serd registrada. (Cuidado para que seja escrito “1.0” no numerador
da expressao. Isso facilitard o trabalho com valores decimais).

Verifiqgue o valor do termo de indice 50. (Para fazer isso digite no campo de
Entrada ““f(50)” e aperte (Shift) Enter , vocé deverad ver o valor -0.02 na tela).

Use 0 wxMaxima e procure valores de n tais que f(n) esteja entre —0.0001 e
0.0001. Em outras palavras, encontre n tal que o valor absoluto de f(n) seja menor
que 0.0001. (Vocé pode utilizar o comando abs(f(n)) para calcular o valor
absoluto de f(n) se quiser).

E possivel encontrar um n tal que f(n) esteja entre —10~7 e 10772 Qual é esse
valor? E entre —10~12 e 107122 Qual é esse valor?

Comente sobre a facilidade e/ou dificuldade para encontrar os valores de n
solicitados nos itens c e d.

Agora, com o Geogebra, vocé consegue encontrar valor de n a partir do qual os
termos da sequéncia se situam entre os valores —e e +e, para qualquer valor de e?
Comente.

Do seu ponto de vista, o uso dos dois softwares, simultaneamente, pode facilitar o

entendimento e resolucdo das questdes solicitadas? Justifique.

n+1
a) Analise a convergéncia da sequéncia (use o comando 4, da lista de comandos do
Geogebra) e identifique, se for o caso, o nimeroL para o qual a sequéncia
converge.
b) Descubra um valor de n a partir do qual todos os pares ordenados estejam dentro
da faixa delimitadas pelas retas horizontais y = L + e ey = L — ¢, para valores
de £ sendo 0.5, 0.1, 0.01 e 0.001. (Use o comando 7, se necessario). Anote 0s

dados na tabela seguinte:
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£ L—¢ L+¢ n

0.5

0.1

0.01

0.001

c) Releia a definicdo de convergéncia (exercicio 28). Qual o papel do e. Quem é 0
L?

d) Baseado nesse experimento, o que vocé diz sobre a convergéncia ou divergéncia
da sequéncia? O que é preciso observar pra saber se uma sequéncia converge ou

diverge?

A s 2 P .
31. Usando esta mesma sequéncia g,, = ﬁ va para o software wxMaxima e abra um

arquivo novo.

a) Digite no campo de Entrada a definigdo do termo geral da sequéncia, “f(n) =
(2.0)*n/(n+1)”, e aperte (shift) Enter.

b) Use o método da tentativa e erro para encontrar um valor n tal que
f(n)e(L — ¢, L + €), para os valores de € da tabela seguinte. Anote os valores de

n.

£ L—¢ L+¢ n

0.5

0.1

0.01

0.001

1078

10—12

c) E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L — &, L + £)? Justifique.

2n
2n43’

32. Considere a sequéncia h,, =

1. Analise a convergéncia da sequéncia h,, e, se convergente, determine o nimero

para o qual ela converge.
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2. Sendo L o numero para a qual h,, converge, use o método da tentativa e erro para
encontrar um valor n tal que f(n)e(L—¢,L+¢), para oS casos abaixo
estipulados. Anote os valores de € e n numa tabela. Use o software wxMaxima

ou 0 Geogebra. O que preferir.

1. e=107"
2. e=1073
3. e=10""
4, £¢=10"10

3. E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L — &, L + €)? Justifique.

33. Considere a definicdo: Se {a,} converge para o niumero L , escrevemos
lim,_, a, = L, ou simplesmente a,, = L, e chamamos L de limite da sequéncia.

Observacdo: Segundo o dicionario de portugués on-line Michaelis®*, a palavra
convergir tem os seguintes significados:

con.ver.gir

(baixo-lat convergere) vti 1 Dirigir-se, tender para um ponto comum: As pregas
da sala convergiam na cintura (ou para a cintura). vti 2 Concorrer, afluir ao
mesmo lugar: Grande parte da populagdo converge diariamente aos cinemas.
Os mais diversos boatos convergiam de todos os pontos do pais. Todos 0s
olhares convergiam para aquele ponto. Os comentarios convergiam todos sobre
0 momentoso caso. vtd 3 Concentrar: "Converge o teu poder: na mdo aduna as
farias infernais” (Porto Alegre, ap Laudelino Freire). (Conjugacdo: muda o e
da raiz em i, na primeira pessoa do singular do presente do indicativo e em todo
0 presente do subjuntivo: convirjo, convirja etc.) 1. Tender para 0 mesmo ponto.
2. Concorrer, tender para o mesmo fim.

a) Para as sequéncias classificadas como convergentes na tarefa 21, escreva a
convergéncia segundo a notacdo apresentada no enunciado desse exercicio.
b) Compare essa escrita matematica com a que foi elaborada por vocé na questao

22. E a mesma? Comente.

34. Crie uma sequéncia convergente, e represente essa convergéncia por meio da
notacdo apresentada na questao 33.
35. Pense em uma nova sequéncia s,, em que cada termo é a soma do n-ésimo termo da

sequéncia, com os termos anteriores (exemplo: para a sequéncia d,,, da questdo 21,

s1=1, s, =1 +§, s3=1 +%+§, e assim por diante).

8 http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php?lingua=portugues-
portugues&palavra=convergir
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36.

37.

38.

39.

40.

d)

Vocé acredita que essa sequéncia (das somas) possa ser convergente? Explique.

ii.  Teste sua conjectura com as sequéncias dadas na tarefa 21. Escreva suas

conclusoes.
Usando o que vocé estudou sobre somatdrio, como vocé escreveria a soma dos
termos da sequéncia mencionada na questdo 35? Escreva-a.
Se vocé tivesse que dizer a alguém um critério para analisar a convergéncia, ou ndo,

de uma sequéncia o que voceé diria? Escreva sua resposta.

Elabore um Mapa Conceitual que mostre as relagdes que vocé percebeu entre
0s conceitos usados até o momento. (Antes, porém, vocé deve pensar sobre

guais conceitos estiveram envolvidos nas atividades resolvidas)

Definicdo de série®: Se {a,,} 6 uma sequéncia, entdo a soma infinita

[ee]

a1+a2+a3+---+ an+---=Zan

n=1
é uma série (infinita). Cada nimero a; € um termo da série. a, € um termo
genérico de ordemn. A soma de uma quantidade finita de termos é chamada de
Soma Parcial, e é usado o signo S, para designar a soma dos n primeiros termos

dasequéncia, isto é, S, = a;,S, =a; +ay, ... .S, =a;+a,+--+a,

Considere a série cujos termos iniciais sdo:

n—1

-2 /1 2 1. 1 1 1
Z;(z) “3f3te T2 T

Determine a soma dos oito primeiros termos e escreva o resultado usando a notagédo
de somatorio (Vocé pode usar o comando 6 da lista de comandos do Geogebra).
Determine a soma dos vinte primeiros termos e escreva o resultado usando a
notacdo de somatorio (ou seja, a escrita na forma concisa).
Determine a soma dos mil primeiros termos e escreva o resultado usando a notacéao
de somatorio.

E possivel somar os infinitos termos desta série? Se sim, o que vocé pode dizer a

respeito dessa soma? Escreva.

8 Texto extraido de http://www.somatematica.com.br/superior/series/series.php em 07/09/12, com
adaptacdes.
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e) Em simbolos (isto é, usando a notagdo na forma concisa), como vocé escreveria sua

andalise do item d?

f) Desafio: Procure pensar em alguma situagdo que envolva a geometria (aquela

estudada na Educacdo Bésica) que pode ser resolvida com esta série. Descreva a

situacgdo e sua solucdo.

41. Considere a sequéncia S, = % Faca o seguinte:

a) Abraum arquivo no Geogebra:

Vi.

Vii.

Use o comando 6 para inserir a soma de termos da sequéncia (aparecerd um
namero a que valera provisoriamente 1).

Depois, crie um ponto posicionado na reta real identificada com o eixo OXx,
escrevendo, na linha de comando: Result=(a,0) (atencdo: a letra a ser usada
aqui € a que aparecera na janela de algebra no passo i). Aparecera o ponto
“Result” que representa o valor numérico da soma do primeiro termo apenas.
Ele estard em (1,0) (vamos entendé-lo como o 1 real).

Usando a notacdo de somatorio, expresse o valor da soma dos mil primeiros
termos desta sequéncia.

Enquanto vocé aumenta o valor de b, preste atencdo na velocidade de
crescimento da soma, observando o deslocamento do ponto (a,0) criado.

A medida que aumentarmos o nimero de termos que estdo sendo adicionados
(valor de b), o valor calculado da soma aumentara também? Em sua opinido,
existe um valor maximo para essa soma? Se sim, determine-o e argumente tal
escolha. Se ndo, justifique.

Escreva sua conclusdo a respeito do comportamento da soma dos termos desta
sequéncia.

O que é mais interessante de observar para concluir sobre 0 comportamento da
soma parcial: o deslocamento do ponto sobre o eixo Ox ou o valor da soma? O

gue mais te chamou a atengdo? Escreva.

b) Agora, abra um arquivo no wxMaxima.

Escreva o comando S(k): = sum(1.0/n,n, 1, k).

Observe o registro algébrico apresentado pelo software .
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Vi.

Considerando o comando dado em b-i, 0 que significa, para vocé, a expressao
S(1000) ? Escreva.

Com o comando do item b-i) vocé criou no wxMaxima uma funcdo que calcula
a k-ésima soma parcial (isto €, a soma dos k primeiros termos da sequéncia).
Agora, confira o que foi feito no Geogebra e explore o valor das somas parciais
para valores maiores. Anote 0 nimero de termos e a soma parcial obtida nos

seus experimentos na tabela abaixo (pode usar mais linhas, se necessario):

Valor atribuido a n Soma parcial obtida

Se vocé fosse escrever uma formula para representar a soma de infinitos termos
desta sequéncia, como vocé faria? Escreva.

Observando os resultados do item b-iv, vocé mantém suas conclusdes do item
a-v? Se ndo, em que vocé mudaria? Escreva, argumentando sobre as

modificacdes.

c) Em que ambiente vocé preferiu fazer as experimentacdes: no Geogebra ou no

wxMaxima? Justifique.

42. Considere a sequéncia definida por S,, = niz

a. Usando os softwares Geogebra ou wxMaxima analise o comportamento das

somas parciais de S, (se necessario, use 0s comandos da questéo 41).

Qual a diferenca observada nas somas parciais entre esta atividade e a 41? A que
voceé atribuiria tais diferencas?

Expresse, simbolicamente (isto é, usando a notacdo matematica adequada), a

conclusdo obtida sobre a soma parcial de infinitos termos desta sequéncia.

43. Considere a série cuja soma dos primeiros termos €: 1-1+1-1+1-1+1.....

a) O que vocé pode afirmar a respeito do valor desta soma? Relate.

b) E possivel escrever uma formula que expresse a soma dada? Se sim, escreva.

c) O que vocé pode afirmar sobre a convergéncia desta série? Justifique.
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d) Como vocé explicaria a convergéncia de uma serie (soma de termos de uma

sequéncia) a um amigo? Que critérios vocé usaria? Escreva sua explicacéo.
44. Com suas palavras, defina uma série convergente.

45. Em sua opinido, soma de termos de sequéncias alternadas (em que 0s termos

mudam de sinal, um ap0s o outro), pode ser convergente? Justifique.

46. Considere a soma: 1 —%+§—i+§—%+%—

a) Encontre uma expressdo matematica que forneca cada um dos termos da soma.

b) Escreva a soma indicada de forma concisa (usando a notag@o de somatdrio)

c) Calcule a soma dos oito primeiros termos (Sg) dessa sequéncia (Se necessario,
use o comando 6). Escreva o resultado na forma concisa.

d) A medida que se aumenta o nimero de termos somados, 0 que acontece com o
valor da soma total?

e) Baseado no item d, o que ¢ possivel afirmar sobre a convergéncia dessa série?

f) Escreva sua conclusé@o sobre a série dada e expresse, na forma concisa, o valor

da soma.

47. Considere a seguinte definicdo de Convergéncia ou Divergéncia de uma série

oo
2.

k=1

infinita: Uma série infinita

com uma soma parcial de ordem n,

n

S, =a;ta;+--+ an=Zan
k=1

converge para a soma S se S € um namero finito tal que
limS, =S

n—-oo

Zak =S
k=1

No caso em que lim,,_,, S,, Nndo existe dizemos que a série diverge.

€, NESSe Caso, esCrevemos
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a) Como vocé interpreta esta definicdo? Explique.

b) Compare-a com a definicdo escrita por vocé na questdo 44. Sdo semelhantes?
Explique.

C) Ambas as definigdes (sua e a “formal”’) t€m o mesmo significado? Justifique.

d) Se vocé respondeu sim a questdo anterior, qual delas pode ser melhor

compreendida por outros alunos? Por qué?

48. Elabore um Mapa Conceitual em que apare¢cam 0s conceitos percebidos por
voceé até esta etapa da sequéncia didéatica.

49. Considere a série ).}, 2k. Para os valores de n = 2,3,4,5:
a) Escreva as parcelas (soma de termos) que representam a somatoria e calcule o

valor da soma total:

Valor den Parcelas Soma total

2

3
4
5

b) Qual serd o comportamento da série se fizermos n crescer (aumentar de valor)?
Vai divergir ou convergir? Justifique.
c) Use sua imaginacdo: escreva um problema em que a somatoria que vocé

calculou no item a) seja a solucdo.

- yan 2
50. Considere a série Y7 k*.
a) Escreva a soma correspondente quando n = 3.
b) Pense no calculo de areas da geometria plana. De acordo com seus estudos, que

significado geométrico vocé pode dar para a soma calculada? Explique.

51. Falando de &reas, vocé sabe como calcular a area sob uma curva? Experimente
calcular a area sob o grafico da pardbola que representa a funcédo f(x) = x2, no

intervalo[2,4]. Descreva o procedimento utilizado para calcular esse valor.

Algumas informacdes sobre intervalos...
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O dicionario on-line Michaelis da as seguintes definicdes para intervalo®™: sm
(lat intervallu) 1 Distancia em tempo ou espaco entre duas referéncias. 2 Mds
Distancia ou altura entre duas notas musicais. 3 Distancia que separa dois fatos no
tempo. 4 Espaco de tempo entre duas épocas, entre dois fatos, entre as partes de um
espetaculo etc. 5 Intercadéncia. 6 Cosm A quarta dimensdo, concebida, na teoria de
Einstein, como a percepcéo simultanea das posicbes do mesmo objeto em lugares
diversos e tempos sucessivos. 7 Med Intermiténcia. 8 Mil Espaco entre dois homens
consecutivos da mesma fileira. 1. de classe, Sociol: espaco intermediario entre os
limites superiores e inferiores de uma classe, segundo determinados dados
quantitativos. I. de classe, Inform: faixa de valores que podem estar contidos em uma
classe, acepcdo 13. I. direto, Mus: aquele que se harmoniza com o som fundamental
que o produz. I. lucido: tempo em que os loucos e os delirantes mostram uso da razéo.
I. tatico, Mil: espaco que isola uns dos outros 0s grupos principais de uma linha de
batalha.

Ja no web dicionario Aurélio® consta as seguintes definicées: 1. Distancia que
(no tempo ou no espaco) medeia entre duas coisas. 2. Intermiténcia. 3. Entreato.

Na matematica, usamos a palavra intervalo (ou intervalo real) para representar
subconjuntos do conjunto dos nimeros reais que sao representados por desigualdades,
por exemplo, os numeros reais maiores que 3. Estes subconjuntos podem ser
representados na reta real (usando o desenho), ou por colchetes (onde se indica o
inicio e o fim de cada subconjunto, usando o colchete fechado para representar que o
extremo esta incluido no subconjunto e colchete aberto ou parénteses para representar
que o extremo esta excluido do conjunto) ou ainda por desigualdades (onde se escreve
0 subconjunto usando a notagdo de chaves especifica para conjuntos). Por exemplo,
quando queremos representar o subconjunto dos nUumeros reais maiores que 2 e
menores ou igual a 5, escrevemos: ]2,5] = {x € R|2 < x < 5}. Note que o colchete
aberto corresponde ao sinal de menor (poderia também ser maior, conforme o extremo
excluido do intervalo) enquanto o colchete fechado corresponde ao sinal de menor ou
igual (poderia ser maior ou igual, desde que o extremo incluido fosse o esquerdo). No
desenho, estes signos correspondem a bola aberta ou fechada, respectivamente.

O
2

52. Para calcular area sob uma curva, existe um método conhecido por “método dos
retangulos”, em que uma determinada regido ¢ dividida em retangulos e a area da
regido é aproximada pela soma das areas destes retangulos. Vamos entender esse
procedimento? Considere o intervalo [2,4](no plano cartesiano, considere este
intervalo sobre o eixo horizontal). Inicialmente, divida-o em 4 subintervalos de

igual amplitude %2 . Além disso, considere:

e A funcio f(x) = x?2, definida em [2,4], e 0s pontos x; que S&0 0S extremos

esquerdos dos subintervalos;

8 http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php?lingua=portugues-
portugues&palavra=intervalo Acesso em 08/09/2012.
% http://www.webdicionario.com/intervalo
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e O valor funcional de f em cada um desses quatro pontos x; (isto €, se

X1, X, Xzex, S0 0S extremos esquerdos, f(xq), f(xy), f(x3), f(x,) sd0 0s

respectivos valores funcionais);

e A somados produtos f(x;) * (1/2) parai = 1,2,3,4.

a) Neste contexto, que interpretacdo vocé da para o produto f(x;) *(1/2)?

b)

Explique. (Se necessario, use um papel milimetrado para representar a

situacao).

Dividindo o intervalo [2,4]em 4 partes iguais, cada subintervalo fica com

amplitude %2 . Supondo que o intervalo [2,4] fosse dividido em 10 partes iguais,

qual seria a amplitude de cada subintervalo? E se fosse dividido em 20 partes

iguais, qual seria a amplitude de cada subintervalo? Preencha a tabela seguinte.

Subdivisdes do intervalo [2,4] em n partes iguais

n

Amplitude

4

Yo

10

20

n

Considerando que a area sob a curva é a soma das areas dos retangulos, use os

comandos 9 e 10 para calcular a area sob a curva, no intervalo dado, para os

casos especificados na tabela seguinte. Quem sdo as dimensfes dos retangulos

desenhados? Para representar a funcao no intervalo dado, use o comando 8.

Quantidade de retangulos

(subintervalos)

Area sob a curva obtida

por meio do comando 9

Area sob a curva obtida

por meio do comando 10

4

10

20

50

100

500

1000
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d) Em que diferem os comandos 9 e 10? Explique.

e) Comente sobre os valores obtidos para a area sob a curva a medida que se
aumenta o nimero de retdngulos, ou seja, @ medida que se aumenta o nimero de
subdivisdes do intervalo dado.

f) Pense no modo como vocé calculou as amplitudes dos subintervalos no item b e
escreva uma férmula para a amplitude de um intervalo qualquer [a,b] em n
partes iguais.

g) Usando a notagdo de convergéncia de sequéncia, represente a convergéncia da
amplitude dos subintervalos, & medida que se aumenta o nimero de divisdes do
intervalo dado.

h) Use a notacdo de limites para representar que a area sob a curva, no intervalo
dado, é a soma das areas dos infinitos retangulos desenhados.

i) Vocé pensaria em outro método para calcular a area pedida neste exercicio? Se

sim, explique-o. Neste seu método, € possivel criar um algoritmo para aplica-1o?

53. Para a funcéo f(x) = x°+1:

a) Faca o seu grafico no intervalo [0,4];

b) Calcule suas somas superiores e suas somas inferiores no intervalo [0,4], para
n=4, 8, 16, 32, 64, 128, 1024.

c) Escreva os resultados em forma de sequéncia: s, para as somas inferiores e S,
para as superiores;

d) O que vocé pode dizer sobre os valores delim,,_,, S,,e lim,,_,, s, ?

e) Selim,_, S, =lim,_, s,, que interpretacdo geométrica pode ser atribuida a

esse valor comum?

54. Calcule a area sob a curva f(x) = x no intervalo [1,4]:
a) Usando os comandos 9 e 10.
b) Usando uma formula adequada da geometria plana.

c) Compare e comente 0s resultados obtidos nos itens a e b.

55. Calcule a area sob a curva f(x) = x3 no intervalo [0,2].
a) Descreva o procedimento utilizado e o valor obtido para a area.
b) Usando o que foi visto até agora, escreva uma formula matematica que indica
calcular essa area sob a curva f(x) = x3, no intervalo [0,2].
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56. Considere a funcio f(x) = x2 + 1 no intervalo [—2,2].
a) Usando os comandos 9 e 10, calcule a area sob o grafico de f(x) no intervalo
dado.
b) Escreva suas conclus@es a respeito do valor dessa area, enfatizando a escrita da

area na forma simbdlica.

57. Analise os procedimentos realizados para o célculo de uma area sob um gréafico
(questbes 52 a 56).
a. Usando a lingua portuguesa, descreva-o detalhadamente.
b. Escreva uma formula para o calculo de uma area, que esteja de acordo

com a sua descri¢do no item a.
58. Desafio: Elabore e resolva uma questdo que seja relativa a alguma situacdo que
tenha surgido como ddvida, em relacdo ao calculo de area. Explique a davida

surgida e como o problema proposto ajudou-o a resolver.

59. Elabore um Mapa Conceitual com os conceitos que Ihe foram apresentados (e

outros que considerar necessarios) durante esta sequéncia didatica.

60. A figura abaixo representa parte do Parque Estadual Lago Azul, na Usina Mourao,

em Campo Mouréo — PR.

¥

Google earth

Fonte: Google Ear

a) Insira-a num arquivo novo do Geogebra, como imagem de fundo (use o

comando 11).
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b)

d)

9)

Selecione o icone “Ponto” e marque pontos sobre as margens do lago, de modo
que estes pontos representem bem essa margem. Pense nestes pontos como
pertencentes ao gréafico de duas fungdes: uma funcdo com a parte superior do
lago e outra com a parte inferior. (Quando vocé clicar no lugar onde estara o
ponto, na janela de visualizagédo, as coordenadas dele aparecerédo na janela de

algebra) — vocé devera encontrar algo do tipo:

2 )
un]
X

Usando o comando 3, encontre uma funcao polinomial que se adeque a margem
superior do lago, isto é, o tracado do grafico do polinémio deve estar proximo da
linha que representa a margem do lago.

Calcule a area sob a curva, dentro do intervalo de interpolacéo (isto €, use como
valor inicial a abscissa do primeiro ponto marcado na margem superior e como
valor final a abscissa do ultimo ponto marcado na margem superior), por meio
dos comandos 9 e 10. Avalie se o valor obtido para a area a representa bem.
Usando as notagdes apresentadas, escreva uma formula que descreva esta area
calculada.

Considerando a sua figura, a area calculada ja representa a area do lago? Se ndo,
0 que, em sua opinido, deve ser feito para calcular a area deste trecho do lago?
Considerando a funcdo encontrada para a margem superior do lago, aplique o

comando 12 e compare o resultado fornecido com a é&rea calculada em d.

322



h)

)

K)

Comente sobre as diferencas e/ou semelhangas. Que correspondéncias podem
ser feitas entre 0 comando Soma de Riemann e Integral? Explique.

Repita os procedimentos ¢ e d para os pontos que delimitam a margem inferior
do lago.

Teste, para a funcdo da margem inferior, se os valores obtidos para a area, por
meio dos comandos 9, 10 e 12, s&o iguais (considere os mesmos valores inicial e
final). Comente.

Com os dados ja calculados, ja é possivel calcular a area do lago? Se sim,
calcule-a. Se ndo, escreva o que ainda falta.

Aumentar a quantidade de retadngulos considerados na estimativa da area (pelos
comandos 9 e 10) influencia no seu valor? Como? Explique.

Se denotarmos a base de cada um dos retangulos por Ax e a altura por f(x),
usando o que ja foi visto até 0 momento, que formula vocé escreveria para a area

total sob uma curva? Escreva-a.

61. Considere, ainda, os dados da questéo 60.

a)

b)

d)

Se for substituido nos comandos 9 e 10 a <funcdo> que representa a margem
superior (suponha f(x)) ou inferior (suponha g(x)) do lago, pela diferenca
entre estas duas funcoes, isto €, f(x) — g(x), mantendo o mesmo intervalo
para a interpolacdo, vocé obtém algum valor préximo ao valor calculado,
naquele exercicio, para a area do lago? Explique.

A regido mostrada pelo software ao final da resolucdo do item 61.a coincide
com a parte do lago cuja area foi calculada? Se nao, que explicacdo vocé pode
dar para isso?

Apligue o comando 13 e compare o resultado grafico e numérico com o obtido
no item 61.a. Comente as diferencas.

Que relacBes podem ser estabelecidas entre os comandos Soma de Riemann e

Integral, para este caso?

62. Teste sua compreensdo: Encontre uma boa aproximacao da area da regido R sob o

grafico de f(x)=x3+1 no intervalo [0,3] . Em seguida, escreva-a

matematicamente e descreva o método de calculo da &rea.
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63.

64.

65.

Considere a seguinte definigdo:
“A integral definida: Seja f definida em [a, b]. Se

n
lim z FOx). Ax;
n—oo
i=1
existe para todas as escolhas de pontos representativos xq,xs,..,x, NOS n

subintervalos de [a, b] de igual comprimento Ax=bn;a, entdo este limite é

chamado de integral definida de f de a até b e € denotado por

fbf(x) dx

Assim,

b n
f(x)dx = li f(x). Ax;
L x) dx nl_r)g; x;). Ax M

O namero a € o extremo inferior de integracédo, e 0 nUmero b é o extremo superior

de integracao.”

a) Como voce interpreta a definicdo acima? O que ela diz para vocé? Explique.

b) A expressdo que aparece a direita em (1) tem sido usada, na sequéncia didatica,
para representar o qué?

c) Qual o significado que vocé atribui ao limite que aparece na definicdo?

d) No wxMaxima, a integral definida é calculada pelo comando:
“integrate(fungdo,variavel,x inicial,x final)”. Use-0 com as funcbes da questao

60. Compare os resultados com os obtidos por vocé naquele exercicio. Comente.

Para a fungdo f(x) = x*+1, encontre um valor aproximado para .[O4f (x)dx. Qual a

interpretacdo que vocé atribui a essa integral?

Seja a funcdo f(x) = x* — 9 no intervalo [0,3]. Sejam Sne s, as sequéncias das

somas superiores e inferiores, respectivamente, no intervalo dado.

a) Porque os retdngulos de S, estdo no interior da regido e ndo circunscritos, como
no caso anterior? (vocé pode usar o comando 9)

b) Qual a area aproximada da regido em destaque?

c) Porque S, e s, sdo negativas?
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d) Qual a relacdo entre a area e a integral?
e) Usando a notacdo de integral como vocé escreve a area sob o grafico da funcéo

f(x) = x¥*— 9 no intervalo [0,3].

66. A imagem seguinte é do Ginasio de Esportes Belin Carolo, local cedido pela
Prefeitura Municipal de Campo Mourdo para implantacdo da instituicdo, que é,
hoje, a UTFPR-CM.

SR
f - e
la‘;‘-\&!!r‘t‘.\ ."‘-

a) Pense e descreva um método que calcule a area da cobertura do ginasio a partir
da foto mostrada.

b) Como vocé poderia usar seus conhecimentos de integral definida para calcular
essa area? O que seria necessario? Como obté-la? Explique.

c) Use a integral definida e calcule a area da cobertura do Ginasio de Esportes.

67. Elabore um Mapa Conceitual em que aparecam o0s conceitos: limite,
convergéncia, sequéncia, funcado, area, retangulos, soma de Riemann, Integral
Definida.
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10.1 Anélise a priori das atividades componentes da parte introdutoria

A analise serd centrada apenas nas atividades que compdem a parte introdutoria,
novas no contexto desta tese. As demais ja foram analisadas em se¢des anteriores e as
modifica¢fes sugeridas no enunciado de alguma delas também ja foram exploradas.
Sendo assim, considero irrelevante refazé-las.

As atividades constantes na parte introdutdria visam minimizar as dificuldades
analisadas na aplicacdo da sequéncia didatica proposta inicialmente, e discutidas nas
secOes de 4 a 8, em relacdo a conceitos referentes a teoria de fungdes, como variavel,
expressao, e o proprio conceito de funcdo, e com respeito a determinagdo de padrdes.
Para tanto, priorizou-se atividades que exigiam a operacdo cognitiva de conversao.
Além disso, buscou-se o enquadramento das tarefas em relacéo as situacdes de acao e
formulacdo de que trata a TSD, a fim de que o aluno, tendo um papel ativo no
desenvolvimento das atividades, caminhasse em diregio ao conhecimento
sistematizado.

Pretende-se que, trabalhando com material manipulavel, o aluno possa dar
significacdo aos conceitos de variavel dependente e independente, expresséo, funcao e
sequéncia. E esperado que no experimento, ele associe a quantidade de areia (nimero de
copos-medida) a variavel independente, e a altura da areia no recipiente, a variavel
dependente.

E possivel, ainda, que o aluno inclua a velocidade de crescimento da altura da
areia como variavel. I1sso pode fazer com que o aluno esboce o gréafico da relacdo entre
as variaveis (altura X numero de copos) como uma linha horizontal, pensando na
velocidade constante.

Em relacdo a descricdo do comportamento da altura da areia em lingua natural, é
provavel que o aluno faga afirmagdes do tipo “a altura vai crescer lentamente no inicio,
depois aumenta a velocidade, e volta a diminuir”. Para este tipo de afirmacdo, o grafico
esbocado, antes de iniciar o experimento, deve ter uma inclinacdo menor, passar para
uma maior inclinacdo, e entdo, diminuir. Esse comportamento deve estar retratado no
grafico elaborado com os dados do experimento.

Esse tipo de atividade pode ser classificado como uma tarefa de compreensao.
Os alunos deverdo fazer a conversdo do registro em lingua natural para o registro

grafico, o que é nada facil, especialmente se o aluno ndo realizar rotineiramente
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atividades como essa. Dessa forma, tarefas de compreensdo sdo necessérias para o
reconhecimento dos objetos matematicos.

A similaridade entre a descricdo do comportamento da altura da areia por meio
da lingua natural, o esbo¢o do gréfico antes e depois do experimento, requeridos nessas
atividades, podem indicar a compreensdo do papel do gréfico como representante da
funcéo a ele associada, assim como, a adequada interpretacéo.

Escrever a expressdo algébrica da funcdo representada graficamente, e descrita
verbalmente, pode permitir ao aluno, a compreensdo da possibilidade de vérias
representacdes para um mesmo objeto, sem, no entanto, mudar o objeto. Sendo assim,
espera-se que, partindo da complementaridade de informacgdes proporcionadas pelas
conversdes requeridas nas atividades, o aluno consiga o acesso ao objeto fungéo.

As figuras seguintes (Figura 87, Figura 89, Figura 91, Figura 93, Figura 95,
Figura 97) mostram algumas possiveis conversdes a partir dos dados que podem ser
obtidos no experimento, de acordo com o formato do recipiente, com suas
representacdes nas formas: numérica (em tabelas), grafica e algébrica® . Para
compreender melhor as possibilidades de fungdes para os mesmos dados, também séo
apresentadas as telas do Geogebra com as respectivas outras fungdes (Figura 88, Figura
90, Figura 92, Figura 94, Figura 96, Figura 98). Nesse caso, configura-se, uma vez
mais, a possibilidade de uma exploracdo mais profunda acerca de um mesmo objeto
matematico proporcionado pelo uso do aplicativo Geogebra. Um dos comandos que,
provavelmente, os alunos explorardo, especialmente se forem incentivados, é o da
“regressao logistica”, pelo fato de ele retornar uma fungdo exponencial cujo grafico é
um tanto diferente do que, usualmente, é trabalhado no Ensino Médio e na disciplina de
CDI. Além disso, seu uso fica a critério de disciplinas mais especificas dos cursos de
Engenharia.

A parte introdutéria | insiste no uso da representacdo em lingua natural como um
importante meio para compreender e converter as representacdes algébrica e grafica.
Segundo a Teoria de Registro de Representacdo Semidtica de Duval, é preciso ter
dominio sobre as representacdes, ou seja, coordenar registros, para poder converté-las

mais facilmente.

8 Na representacéo algébrica optou-se por escrever, no quadro, apenas uma das Vvérias possibilidades.
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Figura 87: RepresentagBes Numérica, Gréfica e Algébrica dos dados do recipiente circular
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Figura 89: Representacdes Numeérica, Grafica e Algébrica para os dados do recipiente semi-circular
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ela do Geogebra com dados do recipiente semi-circular
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Figura 91: RepresentacGes Numérica, Grafica e Algébrica para os dados do recipiente trapezoidal
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Figura 97: Representacdes Numeérica, Grafica e Algébrica para os dados do recipiente retangular alto
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As sequéncias exploradas na parte introdutéria 11, que inclui as questdes de 9 a
14, objetivam estimular o aluno a observar as regularidades nos fendmenos matematicos
e transitar entre as varias representacoes.

As questbes 9 e 10 foram propostas para que o0s alunos percebam a
aplicabilidade das funcBes nos eventos cotidianos. E possivel afirmar que os alunos
apreciaram as questfes da sequéncia didatica inicial, que envolvia uma atividade
relacionada a uma pratica real, que nesse caso, foi o célculo da area de um lago na
cidade de Campo Mourdo.

Na questdo 9, a resolucdo consiste na conversdo da representacdo em lingua
natural (RLN), que estd num tipo de registro multifuncional, para as representaces
numeérica (RN), gréafica (RG) e algébrica (RA), cujos registros sao monofuncionais. A
natureza do tipo de registro pode contribuir na dificuldade para realizacdo da converséo.
O Quadro 58 indica as conversdes requeridas nesta questdo. Neste caso, em particular, a
representacdo numeérica pode servir como representacdo intermediaria tanto na
conversdao RLN para RG quanto na RLN para RA. Percebe-se que a transicdo RN para
RG ou RN para RA, sao, ainda, conversdes em que o registro de saida é o numerico e o
registro de chegada, é o grafico e algébrico, respectivamente.

Em cada uma destas passagens, o nivel de dificuldade é diferente, uma vez que

depende da coordenacao que o estudante tem em cada tipo de registro.
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Enunciado (registro lingua natural- registro de saida)

9. O prego de cada litro de gasolina vai se alterando ao longo do ano, de acordo com a

situacdo econdmica. Durante 0 més de agosto de 2012, o pre¢co médio da gasolina, em Campo

Mourdo-PR, foi de R$ 2,69/litro. Estima-se que esse valor se mantenha para o més de

setembro/2012. O Sr. Claudinei resolveu estimar quanto gastaria, em média, durante o més de

setembro. Vamos ajuda-lo?

9.1 O prego total a pagar depende do namero de litros de gasolina adquiridos. Elabore uma
tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relacdo entre as duas variaveis.

9.2 Para este exemplo, quem € a variavel dependente? E a independente? Escreva.

9.3 Represente graficamente a relacdo entre o nimero de litros de gasolina adquiridos e o
preco total a pagar pelo Sr Claudinei.

9.4 Quanto pagaria o Sr Claudinei pelo combustivel, se adquirisse 1200 litros durante o més de
setembro? Justifique.

9.5 Encontre uma expressdo geral que permita calcular o preco total a pagar por qualquer

namero de litros de gasolina, nesta situacao

U

REGISTRO DE CHEGADA

NUMERICO GRAFICO ALGEBRICO
Litros Preco |
1 2,69 y
2 5,38 )
2 y = 2,69x
10 26,90 e T
1200 3.228,00

Quadro 58: Conversdes requeridas na questdo 9

A questdo 10 é similar a 9, porém tem uma informacao adicional. O consumidor
possui um cartdo desconto de R$ 20,00, o que faz com que 0 prego a pagar seja zero
para um consumo de até 7,43 litros. Pretende-se que o aluno perceba que este crédito
extra, produz uma alteracdo na representacdo algébrica anterior para y = 2,69x — 20, e
uma translacdo para baixo no grafico mostrado no Quadro 58.

Na questdo 11 sdo requeridas conversdes do registro grafico para registro

algébrico, usando a representagdo numérica como intermediaria neste processo. Esta
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conversdo pode ndo ser facilmente realizada pelo aluno, ja que ndo é congruente, pois,
no plano cartesiano, um ponto requer duas coordenadas no registro numérico e cuja
relacdo carece de duas variaveis no registro algébrico, isto €, ndo ha univocidade entre
as unidades significantes dos dois registros.

Como exemplo, a Figura 99 indica as conversdes requeridas na figura 2 da
questdo 11. As linhas pontilhadas indicam um possivel caminho para a realizacdo da
conversdo da representacdo no registro grafico para a representacdo no registro

algébrico.

Registro de Saida Registro Intermediario
{(1L,1),(2,4),(3,9), (4,16), (5,25),
(6,36),(7,49),(8,64), (9,81)}

v

Registro de Chegada

y=x’

Figura 99: Exemplo de Conversdo de Representacdo na questdo 11.

A questdo 12 requer a conversdo da representacdo numerica para a representacao
algébrica, na descoberta dos padrdes nas sequéncias dadas. Essa conversdao nem sempre

é congruente, como indicado no Quadro 59, o que aumenta o custo cognitivo para o

aluno.
Converter (5,25,125,625,...) ema,, = 5"
Unidade Unidade Critérios de Congruéncia
Significante | Significante 3
) ) Segmentagao
Registrode | Registro de ) Concluséo
i comparativa CS us OR
Saida Chegada
(numérico) (algébrico)
NUmero: ) ) )
5" Combinada Sim Né&o Sim
5,25,125... Né&o
a, ) ] ) congruente
(ceyeerer) Combinada Sim Néao Sim

Quadro 59: Exemplo de analise de congruéncia na questao 12
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Na questdo 13, requer-se a conversdo da representacdo iconica/figural para a
algébrica, que pode usar as representagdes em lingua natural ou numérica como
representacOes intermedidrias. Além da conversdo, a atividade exige um tratamento na
representacdo figural, pois solicita que o estudante desenhe mais algumas figuras,
seguindo o padrdo percebido. O tratamento figural e a conversdo da representacdo
figural para a numérica e da numérica para a algébrica estdo apresentados na Figura
100.

- . r
. . . . L= Tratamento figura
: ConversdoRepresentagdo Figural
ray=1 T@)y=3 T(3)=6 T(4) =10 para Representagdo Numérica
T =1 T@)=1+2 TG)=3+3 T4 =6+4
T@)=T)+2 | TE)=T(@)+3 T(4)=T(3) +4 Tratamento numér

4mmm Tratamento figura

Conversdo Representacdo Figural
para Representacdo Numérica

T(G) =15 T(6) = 21 )

T(5) =10+5
T(5)=T4) +5

T6) =15+6
T(6) =T(5)+6

!

T =Th—1)+n

Figura 100: Tratamento e conversao para 0s humeros triangulares da questéo 13

A questdo 14 é uma provocacdo que pretende chamar a atencdo para a notagédo
do somatdrio, que € tratada na sequéncia didatica. Mesmo assim, a atividade requer a
conversao da representacdo lingua natural para a numérica, com o tratamento numérico
para a soma.

Como ja mencionado no inicio desta andlise a priori, as demais questdes da
sequéncia didatica reformulada, por ja terem sido analisadas em se¢des anteriores, ndo o
serdo neste momento. A intencdo € que, a parte introdutéria aqui analisada, retome
alguns conceitos minimos fundamentais para a compreensdo do conceito de integral
definida. Também vale reafirmar que esta parte pretende, também, auxiliar o professor
no trabalho direcionado a autonomia discente, sem, no entanto, subestimar o papel
docente frente a busca do conhecimento pelo discente, como ja reiterado na sintese
realizada sobre a Teoria das Situag¢des Didaticas.

Atualmente, a viabilidade da parte da sequéncia didéatica reformulada, a partir da
questdo 15, estd sendo avaliada nas aulas de CDI ministradas pela pesquisadora. No

entanto, os resultados e outras possiveis reformulagdes ndo constam nesta tese.
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Conclusao

Esta tese teve por objetivos identificar as contribui¢Ges da utilizacdo de Mapas
Conceituais para acompanhar o processo de conceitualizacdo da Integral de Riemann
para funcbes de uma varidvel real, bem como, identificar a contribuicdo da teoria de
registros de representacdo semidtica, aliada a teoria das situacBes didaticas para a
conceitualizagdo da Integral de Definida. Para tanto, foi elaborada uma sequéncia
didatica que abordou alguns pré-requisitos necessarios a compreensdo da Integral de
Riemann, referida, em todo o texto, de Integral Definida. Foram assim considerados 0s
contetidos: notacdo de limites e de somatorio e o célculo aproximado de areas pela
Soma de Riemann. Considerou-se, ainda, que, o estudante enquanto sujeito ativo, em
todos os momentos, como preconizado pela Teoria das Situagdes Didaticas, exercia um
papel preponderante em sua aprendizagem. Além disso, foi levado em consideracao o
aspecto cognitivo da construcéo de conceitos matematicos. Para tanto, foram utilizadas,
na proposicdo da sequéncia, tarefas que exigiam o tratamento e conversdo de
representacdes nos e entre os registros algebrico, em lingua natural e o grafico,
conforme indica a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.

Ao final, é possivel apontar as seguintes contribuicdes dos Mapas Conceituais
para 0 acompanhamento da aprendizagem discente, em relacdo ao conceito de Integral
Definida:

1. Os Mapas Conceituais permitem visualizar os conceitos ndo compreendidos

satisfatoriamente (ou mal elaborados).

Nas analises didaticas dos Mapas Conceituais (se¢des 4.16, 5.9, 6.8, 8.8), foram
discutidas inconsisténcias conceituais e falhas inerentes a aprendizagem, que puderam
ser percebidas pela simples observacdo do diagrama.

Como exemplo, na secdo 4.16, foi observado que havia alunos que: associaram a
convergéncia de uma sequéncia ao fato dela ser finita; confundiram o sentido das
palavras convergéncia e continua; usaram os termos funcdo e sequéncia como
sinbnimos. Estes mal entendidos podem ocasionar obstaculos didaticos para as aulas de
Célculo. Um aluno pode deduzir, por exemplo, que toda func¢éo continua tem um limite,
ja que as palavras continua e convergente foram confundidas, e ser convergente implica,

necessariamente, em ter um limite.
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Na secdo 5.9, observou-se que os alunos ndo acrescentaram ligagcGes nem
conceitos nos Mapas Conceituais. Entretanto, as atividades envolveram o conceito de
somatdria de termos de uma sequéncia, 0 que é relevante para a compreensdo do
conceito de integral definida. Isto pode indicar que os alunos ndo perceberam conex&o
com a parte A, que tratou da convergéncia de sequéncias. Com isso, como foi solicitado
0 complemento do mapa, acrescentando os conceitos trabalhados na segéo, eles néo
conseguiram fazé-lo. Ou ainda, a ndo inclusdo da somatdria nos mapas, pode indicar
que as atividades ficaram meramente em nivel mecénico, e ndo foram assimiladas pelos
discentes.

Mesmo com a possibilidade de escrever formulas matematicas no software Cmap
Tools, os alunos ndo representaram a convergéncia de sequéncias usando a notacéo de
limites, o que indica dificuldade para realizar tal representacdo na pratica, ou seja,

conversao da lingua natural para a representacdo algéebrica.

2. Os Mapas Conceituais permitem identificar concepc¢des que podem se tornar

obstaculos ontogenéticos.

No mapa conceitual, o conceito “sequéncia convergente” mostra uma relacéo
com o conceito*“ser finito”, o que indica a concepcdo de infinito: algo finito, porém
grande. Tais conceitos e esta conexao disposta no mapa refletem a dificuldade histérica
no manejo do “infinito”. O infinito visto como algo finito e inalcancavel ndo € mais
aplicado no desenvolvimento da Matematica. Esta concepg¢do ainda apareceu em outro
mapa, em que se afirmava que “a soma de Riemann ¢ a quantidade de retangulos
necessarios para fechar toda a area”. Essa concep¢ao de infinito potencial pode

atrapalhar a compreensao do conceito de integral definida.

3. Os Mapas Conceituais permitem confrontar os conceitos-chave de professor e

aluno.

Isto foi identificado nas secdes 5.9 e 7.7, em que 0s conceitos série e soma de
Riemann ndo foram contemplados nos mapas nos momentos esperados pela
pesquisadora. Na pratica, em sala de aula, isso pode prejudicar o planejamento docente

subsequente, uma vez que o professor pode planejar atividades que necessitem de
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conceitos anteriores, mas que ainda ndo foram compreendidos, efetivamente, pelo

aluno.

4. Os Mapas Conceituais permitem avaliar o planejamento docente, tendo em
vista o0s objetivos e metodologia de ensino.

Novamente, este apontamento surgiu na secdo 5.9 e foi reiterado na secdo 7.7.
Pretendeu-se que, ao finalizar as resolugdes das atividades apresentadas na secdo 5
(parte B da sequéncia), os alunos tivessem compreendido o uso da notacdo sigma, para
que esta notacdo pudesse ser usada espontaneamente na parte C da sequéncia. Porém,
isto ndo aconteceu de forma satisfatdria.

Na secéo 7, pretendeu-se que o aluno compreendesse a soma de Riemann como
um método capaz de determinar uma area por meio da aproximacao da soma de areas de
retangulos, para compreender, mais facilmente, o conceito de Integral Definida.
Contudo, as atividades parecem néo ter proporcionado tal abstracdo. Na pratica em sala
de aula, o professor pode oferecer mais tarefas com esta finalidade.

Em relacdo a metodologia de ensino, na secdo 4.16 foi possivel perceber a
vantagem de usar o didlogo entre alunos como aprimoramento da aprendizagem, haja
vista, as alteracdes percebidas nos mapas conceituais analisados.

O publico-alvo desta pesquisa foi alunos de graduacdo. Esse fator ndo diminuiu
as dificuldades percebidas. A primeira delas, foi a ndo leitura dos comandos, talvez pelo
proprio modo como os exercicios tém sido tratados na educacdo escolar, muitas vezes
sem sentido e sem requerer o raciocinio e observacdo do aluno. Percebeu-se também
que:

e As janelas de algebra e grafica do Geogebra, assim como, os resultados do
wxMaxima, foram determinantes para a compreensdo do conceito;
e Persistem dificuldades em contetdos tratados no Ensino Fundamental, como a

elaboracdo de tabelas e operacGes com fracdes e poténcias de 10;

e A complexidade em algebrizar situacdes e estabelecer padrdes, por parte dos

alunos.

Em relacdo a contribuigdo das teorias de Registro de Representacdo Semiotica
(TRRS) e das Situacdes Didaticas (TSD) para a conceitualizacdo da integral definida,
foi possivel fazer os seguintes apontamentos:
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1. A TSD estimula o docente a atribuir maior autonomia ao estudante, mesmo que
ISSO 0 impeca de dar respostas prontas;

2. A TSD permite aulas mais dindmicas, mais centradas no conteddo que se
pretende ensinar, justamente por atribuir ao aluno maior responsabilidade
perante sua aquisi¢ao de conhecimento;

3. A TSD incentiva o discente a investigar de maneira mais aprofundada os
assuntos em estudo;

4. A TRRS possibilita que o aluno visualize varias caracteristicas de um mesmo
objeto, por meio das diversas representacdes, e confronte-as para ter acesso aos
objetos matematicos.

5. A utilizacdo do registro de representacdo em lingua natural contribui para que o
aluno expresse a significacdo atribuida ao que estd em estudo e, a0 mesmo
tempo, permite que o professor descubra se professor e aluno atribuem o mesmo

significado para os significantes.

Além do que ja foi citado, hd outros apontamentos que podem ser dados como

conclusdo, advindos dos protocolos discentes:

1. O estudante de Calculo 1 precisa explorar para aprender: pouco adianta o
professor expor o conteldo se ndo proporcionar atividades em que os alunos

investiguem aquele assunto de forma autbnoma.

E o caso em que o aluno deveria usar a notacdo de limite para representar a
convergéncia de uma sequéncia (tarefa 2 da parte A): nenhum aluno conseguiu fazé-lo,
nem ao menos eshocar uma representacdo, mesmo que todos ja tivessem estudado o
tema. O mesmo vale para a tarefa 13 — parte A, que solicitava criar uma sequéncia
convergente. De inicio nenhum aluno conseguiu associar que a convergéncia de uma

sequéncia requeria a existéncia de um limite no infinito.

2. Urge a aproximacdo entre as pesquisas académicas e a sua utilizacdo em
sala de aula: Nem sempre o professor se dispbe a pesquisar atividades que
possam fazer os alunos pensarem um pouco mais, tornarem-se mais ativos frente
a sua aprendizagem, porque isso requer tempo. Na maioria das vezes, o elevado

namero de aulas ndo permite que o professor seja, também, um pesquisador.
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E importante sintetizar as pesquisas existentes para os diversos contetidos da
matematica que, individualmente, apresentaram inimeros beneficios, mas que nem
sempre chegam a sala de aula porque, geralmente, o professor ndo dispde de muito
tempo para esta busca, compreensao e sintese de informag6es. Esta é uma sugestdo para

futuras pesquisas.

3. E tempo do professor de Calculo rever sua metodologia e inserir, mesmo
gue aos poucos, o dialogo e a investigacdo nas aulas, envolvendo todos os

alunos.

Na aplicacdo das atividades percebeu-se que muitos alunos sentiam-se
motivados pelo fato de estarem conversando sobre as atividades com alguém que, a
principio, era considerado do mesmo nivel de conhecimento. Esta possibilidade fazia
com que os alunos sentissem maior autoconfianca ao tentar aprender: cada um a seu

tempo, e sempre.

4. E importante estimular o estudante a usar o registro em lingua natural

para demonstrar seu conhecimento matematico.

Pela aplicacdo percebeu-se grande dificuldade em escrever, usando a lingua
natural, a lingua portuguesa, 0s resultados das suas observacdes matematicas.
Acreditamos que isso se deve a inseguranca ou falta de habito. Outras muitas vezes, 0s
alunos sabiam como escrever 0 que estavam pensando, mas ndo sabiam escrevé-lo com

a representacao algébrica.

5. A diversidade de registros contribui para a aprendizagem em Calculo, por
consolidar a distincdo entre o objeto matematico em estudo e a sua

representacao.
Este apontamento foi claramente percebido quando os alunos usaram o software

Geogebra para “ver” a partir de qual termo uma sequéncia estava inteiramente contida

em uma faixa. Testaram isso no software wxMaxima cuja representacdo €
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essencialmente numeérica/algébrica, e voltaram para o Geogebra para visualizar
graficamente e observar os pares ordenados na janela de algebra.

A definicdo de convergéncia apresentada na tarefa 7-A foi dificil de ser
compreendida, mas a convergéncia percebida graficamente, foi facil, assim como foi
facil enunciar, em lingua natural, um critério de convergéncia proprio. O uso simultaneo
de varios registros pode proporcionar a ancoragem necessaria para a aprendizagem dos
conceitos de Calculo.

Cabe ressaltar que a diversidade de registros ja esta contemplada nas orientacdes
para o0 ensino da Matemética em nivel médio. Os Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCNs) para o Ensino Médio apresentam trés competéncias como metas a serem
desenvolvidas na area de Ciéncias da Natureza, area a qual a Matematica pertence. Sdo
elas: Representacdo e Comunicacdo, Investigacdo e Compreensdo, Contextualizacao
Saécio-cultural.

Para exemplificar, em relacdo a Representacdo e Comunicacdo na Matematica,
0s PCNs sugerem:

e Ler e interpretar dados ou informacbes apresentados em diferentes
linguagens e representacBes, como tabelas, gréficos, esquemas,
diagramas, éarvores de possibilidades, férmulas, equacdes ou
representacfes geomeétricas.

e Traduzir uma situacdo dada em determinada linguagem para outra; por
exemplo, transformar situacdes dadas em linguagem discursiva em
esquemas, tabelas, gréficos, desenhos, férmulas ou equacles
matematicas e vice-versa, assim como transformar as linguagens mais
especificas umas nas outras, como tabelas em gréficos ou equagdes.

e Selecionar diferentes formas para representar um dado ou conjunto de
dados e informacdes, reconhecendo as vantagens e limites de cada uma
delas; por exemplo, escolher entre uma equagdo, uma tabela ou um
grafico para representar uma dada variagdo ao longo do tempo, como a
distribuicdo do consumo de energia elétrica em uma residéncia ou a
classificacdo de equipes em um campeonato esportivo (BRASIL, 2002,
p.111)

Indica-se, entdo, acdes nos cursos de formacdo de professores de Matematica:
que vincule os objetos matematicos as suas diversas representacdes; que as conversoes
de registros sejam trabalhadas com mais eloquéncia, a fim de impulsionar os futuros

professores a atuarem deste modo.

6. E preciso certificar-se que o aluno atribui a mesma significacdo que o

professor aos termos técnicos.
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Ao solicitar que os alunos escrevessem sobre a convergéncia, em especial
quando a palavra “converge” apareceu numa definicdo intuitiva da parte A, alguns
alunos procuraram o dicionario para compreendé-la. Caso o professor adote a postura de
esclarecer todos os termos, isto pode ajudar na aprendizagem do conceito, ja que,
inimeras palavras usadas no contexto da Matematica, possuem outras significacbes em
outros contextos, como discutido na secdo 4.15. Portanto, indica-se um tratamento mais
detalhado dos principais termos matematicos usados nas defini¢cbes, com énfase no
entendimento desses, face ao que se quer definir, distinguindo-0s de outros contextos, se
for o caso.

7. O professor pode incentivar as producdes de Mapas Conceituais para

acompanhar a aprendizagem do seu aluno.

Criar 0os Mapas Conceituais ndo é facil, exige trabalho, concentragdo, tempo,
pesquisa, reflexdo, atitudes que parecem estar cada vez mais escassas entre 0s jovens
estudantes de Calculo 1. Entretanto, esta tarefa, quando levada a sério, tem mostrado
resultados animadores em termos de compreensdo e diferenciagdo de conceitos.

Acreditamos que vale a pena tentar!

Enfim, espera-se que os resultados alcangados nesta pesquisa possam contribuir
com a Educacdo Matematica no sentido de avancar na compreensdo das dificuldades
para ensinar e aprender Céalculo, em especial, o conceito de Integral Definida, indicando
uma alternativa capaz de ajudar o professor a avaliar a construcdo dos diversos
conceitos em estudo.

Para os professores de Calculo I, fica a proposta de uma sequéncia didatica a ser
utilizada para o conceito de Integral Definida, que pode ser usada tal como esta, ou que
pode ser alterada conforme a necessidade. A proposta final pode ser usada como uma
sequéncia fechada ou subdividida ao longo do semestre letivo, a critério docente. Nesta
perspectiva, ainda nao foi aplicada, mas € o que a pesquisadora pretende executar em

suas aulas de Calculo I, nos préximos semestres.

Durante a pesquisa foram observados pontos que merecem atencdo e aqui ficam

como sugestdo para trabalhos futuros, quais sejam:
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1. Perceber quais os resultados obtidos na compreensdo da definicdo formal de
convergéncia (atividade 7-A) quando se trabalha, antes da apresentagdo da
definicdo, os termos que nela aparecem, baseados na conversdo de
representacdes. Isto pode minimizar as dificuldades para aceitagdo da escrita
algébrica.

2. Sintetizar as varias pesquisas para 0s varios assuntos do Célculo | (fungdes,
limites, derivadas e integral) de modo a produzir uma sequéncia didatica que
possa ser usada pelos professores de Calculo I. Isto contribuira para tornar as
aulas mais dindmicas, com maior participacéo discente.

3. Baseado na teoria dos Campos Conceituais, sugere-se verificar os conceitos-em-
acdo e teoremas-em-acdo produzidos pelos alunos quando da resolugdo da
sequéncia ora proposta. Isto pode contribuir para uma melhor adequacéo da

proposta pedagogica para o ensino de “Integral Definida”.
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Apéndice A - A descricdo do conteudo Integral Definida em Livros-Textos
de Calculo

Descreve-se, aqui, o procedimento metodoldgico adotado por alguns livros-
textos adotados, para o conteldo Integral Definida. O objetivo é conhecer como é o
tratamento do tema nestes livros, para embasar a sequéncia didatica para a construcéo

do conceito de Integral Definida, segundo Riemann.

1 LEITHOLD, L. O célculo com geometria analitica. 32 Ed. Vol.1. Tradugéo de
Cyro de Carvalho Patarra. Sdo Paulo: Harbra, 1994.

O livro possui 11 capitulos. No primeiro, 0s assuntos abordados s&o
concernentes a Numeros Reais, Funcdes e Graficos, cujo enfoque é direcionado ao que
sera necessario aos capitulos posteriores.

Limites e Continuidade (definicdo, teoremas e calculos) é o assunto do Capitulo

No capitulo 3 estuda-se a Derivada: definicdo, regras, derivabilidade e
continuidade, derivacdo implicita, taxas relacionadas e derivadas sucessivas.

O capitulo 4 trata das aplicagcdes das Derivadas para a construcdo de graficos e a
diferencial.

O capitulo 5 é dedicado a Integracdo e Integral Definida. Sdo apresentadas
algumas técnicas de antidiferenciacdo, conceito e propriedades da Integral Definida,
Teoremas Fundamentais do Calculo e Valor Médio para Integrais, area de uma regiao
plana e Integracdo Numérica.

O autor inicia o capitulo de integracdo apenas com 0 comentario que esta € a
operacdo inversa da diferenciacéo e define a funcéo antiderivada. Apds dois exemplos,
inicia-se a demonstracdo dos teoremas da Integral Indefinida e apresentam-se, em
alguns casos, a aplicacdo dos teoremas nos calculos de Integrais. Ao fim da se¢do, ha 54
exercicios.

Na secdo seguinte, € apresentado o método da substituicdo, sem, no entanto,
mencionar esse nome. E focada a integracio da funcdo composta. A regra da cadeia
para a antidiferenciacdo € demonstrada como teorema. S3o dados exemplos de
utilizacdo do teorema e exercicios (68). Uma sec¢do sobre “equagdes diferencias e o

movimento retilineo” comega a esbogar a utilidade da integragao.

367



Antes de falar sobre Integral Definida, o autor apresenta uma secdo sobre
“Area”, onde a notagdo somatério ¢ introduzida e a teoria relativa é demonstrada. Apos
definir a medida da area, o autor supde uma fungdo continua, e calcula a area sob a
curva, a partir da divisdo do intervalo [a, b] em n partes iguais. O autor comenta que
quando n cresce, 0 valor da soma das medidas das areas dos retangulos diferem entre si
por uma quantidade arbitrariamente pequena. Segundo um teorema do célculo
avancado, que ndo é apresentado, essa soma tende a um limite. Logo em seguida, €
apresentada a definicdo formal de area de uma regido limitada pela curvay = f(x) e
pelas retas x =a e x = b, que utiliza limite no infinito. S&o dados exemplos de
utilizacdo da definicéo e exercicios.

A secdo “Integral Definida” ¢ iniciada mediante retomada da secdo anterior e
definicdo de novos termos, como parti¢cdo e norma, 0s quais sdo necessarios quando ndo
se toma os intervalos igualmente espagados, como feito na se¢do “area”. A soma obtida
com quaisquer subintervalos é agora nomeada como soma de Riemann. Um exemplo
ilustra a exposicédo, que é seguida pela definicdo de funcéo integravel:

Definicdo: Seja f uma funcdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b].
Entdo, f serd integravel em [a, b] se existir um nimero L satisfazendo a
seguinte condicdo: para todo € > 0, existe § > 0 tal que toda particdo A para
a qual [|A]l < &, com &; no intervalo fechado [x;_;,x;],i = 1,2,...,n, temos
X, fE)Ax—Ll<e . Nessas condigdes, escrevemos
limyan0 iy £(§)Ax = L (p.325).

Apds uma breve explanacdo sobre essa definicdo, a Integral Definida €
apresentada como o limite da definicdo acima. E demonstrado um teorema que afirma
que, se f for continua, ela é integravel e, em seguida, apresenta-se uma definicdo sobre

a equivaléncia entre a area de uma regido e a Integral Definida, como segue:

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e f(x) = 0 para todo x em [a, b]. Seja
R a regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retasx = a e
x=b . Entdo, a medida A da area da regidlo R é dada por

A =limyyo Iy F(E)AX < A = [ f(x)dx (p.328)

Seguem alguns exemplos, exercicios, e o restante da teoria sobre integracéo,
como propriedades da Integral Definida, o teorema do valor médio para integrais, 0s
teoremas fundamentais do célculo, area entre curvas e Integracdo Numérica.

As aplicacdes da Integral Definida para determinacdo de volumes, comprimento
de arco, Centro de Massa, Trabalho e Pressdo Liquida sdo tratadas no capitulo seis.

Os capitulos 7 e 8 sdo dedicados as FuncBes Exponencial e Logaritmica, e

Trigonométricas, respectivamente.
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As técnicas de integracdo (por partes, por substituicdo trigonométrica, poténcias
de funcGes trigonométricas e fungbes racionais) sao tratadas no capitulo 9.

O capitulo 10 aborda as Se¢des Conicas e as Coordenadas Polares. As formas
indeterminadas, integrais improprias e Formula de Taylor sdo apresentadas no capitulo
11.

2. AVILA, Geraldo. Calculo das funcdes de uma variavel.V.1, 72 Ed. Rio de Janeiro:
LTC, 2003.

O livro é subdividido em onze capitulos, sendo os dois primeiros capitulos de
evisdo. Sdo eles: Cap. 1: Numeros Reais e Coordenadas na reta — nameros reais,
intervalos, equacbes e inequacdes, valor absoluto; Cap. 2: Equacdes e Graficos —
coordenadas no plano, equacdo da reta e da circunferéncia, distancia e
perpendicularismo de retas.

O capitulo 3 apresenta aspectos gerais sobre as funcdes e graficos (o que a
caracteriza, dominio, imagem, gréafico, translacéo de graficos), a parabola e a hipérbole.
Ao final, apresenta notas histdricas sobre o conceito de fungéo e as se¢fes conicas.

O titulo do 4 quatro ¢ “Derivadas ¢ Limites”. O declive de uma reta tangente ¢é
apresentado como um limite. E discutida a definicdo de continuidade de uma fungio
num ponto e sdo apresentados os limites laterais, infinitos e no infinito com alguns
exemplos em que a obviedade do limite é assumida. A seguir, a declividade da reta
tangente € nomeada como derivada da funcdo f e sdo apresentadas aplicacbes na
Cinemética.

No capitulo 5, sdo apresentadas as regras de derivacdo e funcbes implicitas; as
derivadas das funcdes trigonométricas sdo tratadas no capitulo seis; as funcOes
exponenciais e ligaritmicas e taxas de varia¢do sdo assuntos do capitulo sete.

Nos capitulos 8 e 9 sdo estudadas as aplicacGes das derivadas para esboco e
andalise de gréaficos e problemas de Maximos e Minimos.

No capitulo 10 estuda-se a Integracdo, com a determinacdo de primitivas, o
conceito de Integral (Integral Definida e Indefinida e suas propriedades e regras para
calculo), integrais improprias. Ha uma secdo especifica para a Integral de Riemann, em
que se apresentam aplicacbes em Trabalho e Energia, Velocidade, Movimento em

Queda Livre.
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A apresentacdo do Calculo Integral é iniciada com a definicdo e exemplos das
fungdes “Primitivas”. O autor, ap6s considerar alguns resultados tedricos apresentados
em segdes anteriores do livro, relata que “a primitiva mais geral ¢ da forma G(x) =
F(x) + C, onde C é uma constante” (p.237) e conclui a segdo com mais um exemplo
para encontrar a primitiva, seguido de 40 exercicios com esta finalidade.

Na secdo seguinte, trata-se do conceito de Integral. No inicio da se¢do faz-se um
relato sobre as suas origens historicas, e ao final, é apresentada a notacdo de Integral
Definida. Para ilustrar, alguns trechos sé&o transcritos a seguir:

Vamos considerar o problema de calcular a area da figura delimitada pela
curvay = f(x), as lateraisx = a ex = b, e pelo eixo dos x (Fig. 10.1). Os
matematicos do século XVII interpretaram essa area como soma de uma
infinidade de retangulos verticais, que podemos descrever assim: em cada
ponto x hd um retangulo de altura f(x) e base infinitamente pequena,
indicada por dx (Fig. 10.2), de sorte que a area esse retangulo é dada pelo
produto f(x) - dx, que é também uma quantidade infinitamente pequena [...]
A nocdo de retangulos infinitesimais permite visualizar a area da figura como
a soma infinita de todos os retangulos (...). (p.239)

O tdpico é finalizado com a mencéo de: se a < b, entdo a integral de b até a €
definida como o oposto da integral de a até b, e que a integral num intervalo de
extremos iguais é tomada como zero.

Em seguida, hd comentarios sobre as funcées integraveis e € discutido o caso em
que o integrando é negativo. S&o apresentadas as propriedades de aditividade,
multiplicacdo por escalar e aditividade por intervalos da integral e o Teorema
Fundamental do Calculo.

A sec¢do seguinte tem como titulo “Integral Definida e Integral Indefinida”. O
autor nomeia a primitiva mais geral como Integral Indefinida, e justifica 0 nome pela
indeterminacdo da constante C nas primitivas. Afirma que, quando a integral é calculada
sobre um intervalo, ela é chamada de Integral Definida, ja que se definem os limites de
integracdo. Com base nesta exposicdo, sdao mostrados alguns exemplos de calculo de

1dx
x

Integrais Definidas: um exemplo tedrico, sem ilustracdo gréafica (f__s )e outros trés

exemplos para calcular area entre curvas. Em seguida, ha 36 exercicios. Nenhum deles,
porém, é apresentado na forma gréfica.

A nocdo de integral é estendida com o estudo das funcGes com salto e
desigualdades, e das integrais improprias, permeados por exercicios.

A secdo 10.5 trata especificamente da Integral de Riemann, onde se justifica que

o entendimento da Integral como area sob o grafico de uma funcédo é limitado, contudo,
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ela é necesséria para lidar com outras situacdes nas quais a ideia de area ndo aparece,
como por exemplo, nos conceitos de trabalho e energia. Dito isto, faz-se a apresentagédo
do conceito de integral como limite de uma soma, a partir da “tentativa de precisar a
ideia de area” (p.256).

Para isto, toma-se um intervalo [a,b] dividido em n partes iguais de
comprimento Ax = bn;a . Em cada parti¢do é tomado um ponto arbitrario ¢; e formam-se

n retangulos de base Ax e altura f(&;). A soma das areas destes retangulos é escrita sob

duas formas:

S = F(E)  Ax+ F(8)  Br+ o+ f(§) - by
5= ) fE) b
i=1

O autor sugere que a sequéncia infinita destas somas S,, tende a um limite, que é
a area sob a curva (apoia isso com uma ilustragdo grafica), e que “o limite assim obtido

é chamado de integral de f no intervalo [a, b], a qual é indicada com o simbolo

ff f(x)dx” (p.258). Logo em seguida, o autor escreve: “Portanto, por defini¢do,

ff f(x)dx = lim, L, X7y f(&) - Ax”.

Em seguida, indica-se 0 nome das somas usadas como somas de Riemann, e a
integral, como integral de Riemann. Nas observacfes, o autor verifica que ndo ha
necessidade de se tomar subintervalos de mesma amplitude; que a definicdo apresentada
nesta Gltima parte € apenas numérica e ndo depende da area; e que a existéncia do limite
das somas é equivalente a verificar se a funcdo é integravel. A secdo é finalizada com a
apresentacdo de aplicacbes sobre trabalho e energia, movimento em queda livre,
velocidade de escape, seguidos por nove exercicios relativos a estas aplicagdes.

No final do capitulo sdo apresentadas notas historicas sobre Arquimedes e a area
do circulo e do segmento de parabola, e sobre Riemann. O estudo das integrais encerra-

se no capitulo seguinte, que trata sobre os métodos de integracéo.

3. ANTON, Howard. Célculo: um novo horizonte. 62 Ed. Volume 1. Porto Alegre:
Bookman, 2000.

O livro é dividido em nove capitulos. Na introducdo apresentam-se as origens

histéricas do Calculo.
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No capitulo 1 sdo estudadas as familias de funcGes e seus graficos, como fazé-
los numa calculadora ou sistema algébrico computacional, as fungdes como modelos
matematicos e equacgdes paramétricas.

O capitulo 2 ensina a teoria de limites: visdo intuitiva, técnicas para calcular,
definicdo formal, continuidade. A derivada, retas tangentes e taxas de variacao, técnicas
de diferenciacdo e aproximacao linear local e diferenciais, é o assunto do capitulo trés,
que é concluido com uma sessdo de situacGes-problemas da robdtica como aplicagdo
das derivadas.

O capitulo 4 é dedicado as fungdes logaritmica e exponencial, diferenciacdo
implicita, taxas relacionadas, formas indeterminadas e regra de L’ Hdspital.

Nos capitulos 5 e 6 séo apresentadas as aplicaces de derivadas para a analise de
fungdes (crescimento, decrescimento, concavidade), determinacdo de maximos e
minimos absolutos e aplicages, movimento retilineo, teoremas de Rolle e Valor Médio.

O capitulo 7 trata da Integracdo. S&o estudados a integral indefinida, integracéo
por substituicdo, a notacdo sigma, Integral Definida, teorema fundamental do Calculo e
a funcdo logaritmica do ponto de vista da integral. Neste capitulo, o0 autor inicia o
assunto de integracdo expondo, com apoio da histéria da matematica, o problema de
calcular area de regifes planas com contornos curvilineos, e apresenta os métodos do
retangulo e da antiderivada para o célculo de areas.

No método do retangulo, a area sob uma curva f(x) em um intervalo [a, b] é
subdividida em n retangulos de base bn;a e altura f(c;). A éarea sob a curva f(x) = x?

no intervalo [0,1] é calculada com a ajuda de computador (o livro ndo apresenta
detalhes), fazendo n crescer, usando a férmula de area de retangulo. Os dados de n
(foram usados os valores: 4, 10, 100, 10000 e 100000) e A,, sdo tabelados e o valor
limite para o qual a area tende a medida que n cresce € analisado. O autor leva o aluno a
concluir que a area sob a curva é esse limite, apenas com a argumentacao.

Em seguida, usando a defini¢do de derivada e a continuidade da funcéo, o autor
mostra que A"(x) = f(x), isto é, “que a derivada da fungdo area A(x) € a fungdo cujo
grafico constitui o limite superior da regido” (p.381). Esse fato ¢ ilustrado com o

exemplo f(x) = x? e o intervalo [0,1]. Intuitivamente, o autor leva o aluno a perceber
que A(x) = §x3 e gue no intervalo [0,1] a &rea é A(1) = § que é o valor para o qual

tendia a area no método do retangulo.
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Apoés isso, 0 autor conceitua antiderivada, introduz as regras basicas de
derivacdo, bem como as propriedades, o uso da integral nas equacdes diferenciais, e 0
método de integracdo por substituicdo, e apresenta 0s exercicios.

Ha& uma secdo especifica para a notacdo sigma, explicitando a forma de uso e
propriedades, seguida por exercicios.

No topico de Integral Definida, o autor inicia formalizando a area de uma regido
sob uma curva a partir do método de retangulo e escreve A = lim,,_, 27— f(5;) Ax
em que x;, é um ponto do subintervalo [xy, x;,1]. Apés trabalhar a aproximacdo da area
pelo método dos retdngulos e concluir que a aproximacao pelo extremo esquerdo do
retdngulo superestima a area, que a aproximacao pelo extremo direito do retangulo
subestima a area e que a aproximacao pelo ponto médio da base do retangulo tem a
melhor aproximacéo para a area sob a curva, o autor define a Integral Definida como o

limite citado, isto é:

b n
f()dx =1lim ) f(x,)Ax

Depois de alguns exemplos, o autor trabalha especificamente com a integral de
Riemann, diferenciando-a em relacdo a anterior pela ndo necessidade de divisdo do
intervalo [a, b] em partes iguais. Apos definir a particdo do intervalo [a, b] como o
conjunto de todos os subintervalos de [a, b] e 0 tamanho da malha da particdo como
sendo o0 maior comprimento dos subintervalos gerados, denotado por max Ax), , 0 autor
define a integral de Riemann por:

b n
ff(x)dxz lim Zf(x'k)Axk

max Axj—0
k=1

a partir dessa definicdo, o autor estabelece as propriedades da Integral Definida, o
teorema fundamental do célculo, o teorema do valor médio para integrais, aplicacdes
das Integrais Definidas no movimento retilineo e a funcéo logaritmica do ponto de vista
da integral.

O capitulo 8 mostra aplicacbes da Integral Definida na Geometria, na Ciéncia e
na Engenharia, calculando areas, volumes, comprimento de curva, Trabalho, Pressdo e
Forca de um fluido.

O capitulo 9 apresenta os métodos de integracdo por partes, integrais

trigonométricas, integracdo por substituicdo trigonométrica, integracdo por fragdes
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parciais, integracdo numérica e integrais improprias. Ha uma secao especifica para o uso

de tabelas de Integrais e Sistemas Algébricos Computacionais.

4. TAN, S.T. Matematica Aplicada a Administracdo e Economia. Traduc¢do Edson
de Faria. S&o Paulo: Pioneira Thomson Learning, 2001.

O livro tem 8 capitulos. Em meio a teoria sdo apresentados exemplos voltados a
area de administracdo e economia. No primeiro capitulo, € feita uma revisdo de algebra,
0 sistema de coordenadas cartesianas e as retas.

No segundo, sdo estudadas as funcBes e seus graficos e as fungbes como
modelos matematicos, os limites (nocéo intuitiva, calculo, formas indeterminadas, no
infinito, limites laterais e continuidade), a derivada em um ponto (apresentada depois da
definicdo de inclinacdo da reta tangente e taxas de variacdo média e instantanea).

No capitulo 3, séo estudadas as regras de diferenciacdo, fungdes marginais em
economia, derivadas sucessivas, diferenciacdo implicita, taxas relacionadas e
diferenciais.

As aplicacdes da derivada para esbogo de curvas e problemas de otimizagdo séo
estudados no capitulo 4.

O capitulo 5 é dedicado as funcGes exponenciais e logaritmicas, suas derivadas e
aplicacGes como modelos matematicos.

No capitulo 6, as secBes sdo: antiderivadas e regras de integracdo, integracao por
substituicdo, area e integral definida,0 teorema fundamental do calculo, o calculo de
integrais definidas, area entre duas curvas, aplicacdes da integral definida em Negdcios
e Economia.

O autor inicia o capitulo sobre integracdo revendo um exemplo do capitulo de
derivadas, em que a partir da posicdo de um trem € calculada a sua velocidade. A
pergunta instigante ao capitulo atual é: conhecida a velocidade, é possivel calcular sua
posicdo? Para isso o autor afirma ser necessaria a no¢do de antiderivada de uma funcao
e a define, mostrando, intuitivamente, o método de calcular antiderivadas.

O autor induz o aluno a perceber que as antiderivadas de uma mesma funcao
diferem entre si apenas por uma constante, e escreve isSo como teorema, sem, no
entanto, demonstra-lo. Esse resultado é mostrado graficamente para duas fungdes

distintas.
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O livro traz uma se¢do “Explorando com Tecnologia”, em que 0s alunos s&o
convidados a explorarem o conceito de antiderivada, retas tangentes e declividades,
numa calculadora gréfica.

Em seguida, o autor diz que o processo de calcular antiderivadas é chamado de
integracdo ou antidiferenciacdo, e explica os significados dos simbolos que aparecem na
escrita [ f(x)dx = F(x) + C.

Considerando que a integral é a operacao inversa da derivada, 0 autor usa apenas
0 processo de derivar para mostrar algumas regras basicas de integracdo, para integrais
indefinidas, quais sejam: 1) de uma constante; 2) de uma funcdo poténcia; 3) de um
maultiplo constante de uma funcdo; 4) regra da soma; 5) da funcdo exponencial e 6) da

~ 1 . ~
funcdo f(x) = = Cada uma das regras é mostrada com exemplos de funcdes para se

calcular a antiderivada.

Segue uma secdo sobre equagdes diferenciais, cujo objetivo é determinar a
funcdo quando se conhece sua derivada. Ou seja, 0 autor esta mostrando ferramentas
para que o aluno resolva o problema do inicio do capitulo, contudo, o problema néo é
resolvido. E apresentado, como aplicacdo, um problema referente a uma taxa de
crescimento conhecida e que se pretende determinar a circulacdo de uma revista num
periodo determinado. Sao apresentados “Teste de conhecimento”, trés no total, sendo
um deles para usar a calculadora grafica, e sessenta exercicios sobre antiderivadas,
Integral Definida, declividade da reta tangente e problemas envolvendo as equacoes
diferenciais.

A secdo seguinte diz respeito ao método de integracdo por substituicdo. Apenas
é explicado como e porque (relagdo com a composicdo de fungdes) funciona, a partir de
um exemplo. E descrito um roteiro para aplicacdo do método, que é detalhado em outro
exemplo. Sdo apresentadas questbes para serem discutidas em grupo, seguidas por
situacOes praticas, problemas, em que o método da substituicdo pode ser usado. Ha
outra secdo “explorando com tecnologia” seguida de mais exercicios, no total de
guarenta e seis.

A secdo 6.3 trata da area e da Integral Definida. O autor expde dois graficos
sobre a producdo de petrdleo (anos versus milhdes de barris por ano) em uma certa
regido e argumenta que o consumo total de petréleo é a area sob o grafico. Um deles
apresenta uma fungdo constante, outro ndo. Para esse outro: como € calculada essa area?

E 0 que pergunta o autor.
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Usando o método do retangulo (sem citar nomes), o autor calcula a area da
figura f(x) = x? no intervalo [0,1], subdividindo-o em quatro subintervalos de mesmo
comprimento. A &rea sob o gréfico, no intervalo indicado, € calculada como a soma das
areas dos retangulos de base Y% e altura sendo os valores da funcdo nos pontos médios
de cada retangulo. E apresentada uma tabela com 4, 8, 16, 32, 64, 100 e 200 subdivisbes
(retdngulos). O autor chama a atencdo para a convergéncia da aproximacgdo da area na
tabela e sugere que este valor possa ser usado como a area desejada. Outro exemplo é
dado, porém, desta vez, os valores da funcdo sdo tomados no extremo esquerdo de cada
um dos retangulos criados. Novamente ¢ montada uma tabela para 4, 10, 100, 1000,
10000, 50000 e 100000 retangulos e a convergéncia da area é estabelecida como a éarea
sob o gréafico. Nos dois casos, ndo se faz mengdo sobre como a area foi calculada para
uma quantidade tdo grande de retangulos.

Na observacao dos dois exemplos, € estabelecido um “caso geral” para o calculo
da area. Como a soma de Riemann é o foco dessa pesquisa, segue, na integra, o texto

que trata desse tema, neste livro, na pagina 403.

Dividamos o intervalo [a, b] em n subintervalos de igual comprimento
b—a . i
Ax =—. Em seguida, tomemos n pontos arbitrérios x;, x, ..., x,, chamados
de pontos representativos pertencentes ao primeiro, segundo, ... € n-ésimo
subintervalos, respectivamente. Entdo, aproximando a area A da regido R
pelos n retangulos de largura Ax e alturas f(x;), f(xy), ..., f(x,), de modo
que as areas dos retangulos séo f (x;)Ax, f (x,)Ax, ..., f (x,)Ax, temos:
A= f(x))Ax + f(x)Ax + ...+ f(x,)Ax
A soma do lado direito desta expressao é chamada de uma soma de
Riemann, em homenagem ao matematico aleméo Bernhard Riemann. Como
os exemplos anteriores parecem sugerir, a soma de Riemann deve convergir
para um Unico ndmero quando n se torna arbitrariamente grande. Definimos
este nimero como sendo a area A da regido R.
Definigdo: A area sob o grafico de uma funcédo: Seja f uma funcéo continua
ndo-negativa em [a, b]. Entdo, a area da regido sob o grafico de f é
A= Al_r){)lo[f(xﬂ + fl) + ot fx,)]Ax
onde x4, x5, ..., x,, SA0 pontos arbitrrios pertencentes aos n subintervalos de

[a, b] de igual comprimento Ax = bn;“ .

A Integral Definida, passo seguinte, é explicada para funcGes que nao
necessariamente sdo ndo-negativas. Apds a mencdo de algumas aplicacOes, €

apresentada a seguinte definicao:

Definicdo: A Integral Definida: Seja f definida em [a, b]. Se

lim [f (e )Ax + f(x)Ax + ...+ f(x,)Ax]
Existe para todarsHaog escolhas de pontos representativos x;, x,, ..., X, NOSn
subintervalos de [a, b] de igual comprimento Ax = bn;a entdo este limite é
chamado de Integral Definida de f de a até be é denotado por fab f(x)dx.
Assim,

376



fbf(x) dx = 7li_r)glo[f(xl)Ax + fl)Ax + ..+ f(x,)Ax]
@] numeroaa é o extremo inferior de integracdo, € 0 ndmero b é 0 extremo
superior de integragdo (p.404).

Na sequéncia, sdo apresentadas algumas observacdes sobre o significado da
integral (area sob uma curva), sua relagdo com a derivada (remete a um momento
posterior) e sobre o fato da Integral Definida ser um nimero.

Também é apresentado um teorema (sem demonstracéo) sobre as condicdes de

integrabilidade de uma fungdo. (Teorema: Seja f continua em [a,b]. Entdo, f é
integravel em [a, b]; ou seja, a Integral Definida fab f (x) dx existe).

A interpretagdo geométrica da Integral Definida de fungdes ndo-negativas é
apresentada como sendo a area sob a curva. E proposta uma discussio em grupo para
explicar o porqué da area sob o grafico de uma funcdo ndo-positiva ser — fab f(x)dx. A
discussdo é estendida para o caso em que as funcdes sdo parcialmente positivas e
parcialmente negativas.

Em seguida, hd um teste de conhecimento e mais treze exercicios sobre o
contetido desenvolvido.

Ao discutir sobre a dificuldade em encontrar as areas, 0 autor tenta motivar o
aluno a fazé-lo de um modo mais pratico, e apresenta o Teorema Fundamental do

Caélculo para isso.

O Teorema Fundamental do Calculo: seja f continua em [a,b]. Entdo,
fab f(x)dx = F(b) — F(a) onde F é uma antiderivada qualquer de f; isto é
F'(x) = f(x) (p.409)

Séo dados exemplos onde sdo calculadas as areas de algumas funcbes usando

esse procedimento. E proposta uma discussio em grupo a respeito da funcio f(x) = 1.

x2’
esta funcdo é positiva para todo x em [—1,1] para a qual ela esta definida. No entanto,

; 1
usando formalmente o teorema fundamental do calculo para calcular f_l f(x)dx, 0

resultado € —2. Pede-se para explicar a aparente contradicédo.
A validade do teorema fundamental do calculo é discutida numa outra sec¢éo,
logo apds serem apresentados problemas envolvendo o calculo das integrais definidas.

Seguem exercicios em que, algumas vezes, a calculadora grafica é requerida.
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O autor encerra 0 capitulo apresentando propriedades da Integral Definida, o
método da substituicdo, area entre curvas e aplicacdes dela na Economia, sempre
entremeando a teoria por exercicios.

No capitulo 7, sdo estudadas a integracdo por partes, usando a tabela de
integrais, a integracdo numérica, integrais improprias e aplicaces de probabilidade ao
célculo.

O capitulo 8 trata do calculo de vérias variaveis: fungdes de varias varidveis,
derivadas parciais, maximos e minimos, método dos minimos quadrados,

multiplicadores de Lagrange e Integrais Duplas.

5. STEWART, J. Calculo. V. 1. Séo Paulo: Pioneira Thomson Learning, 2002.

O volume 1 é dividido em 8 capitulos. Na apresentacdo do livro sdo mostrados
problemas que séo resolvidos a partir da teoria de limites, como motivagéo ao estudo do
Calculo Diferencial e Integral.

No primeiro capitulo, Fungdes e Modelos, sdo apresentadas as formas de
representacdo de uma funcéo, operacOes e caracteristicas (simetria, crescimento, por
exemplo), funcbes definidas por partes, sempre com situaces-problemas para que as
respectivas funcdes sejam encontradas. Os modelos matematicos sdo definidos como
“descricao matematica (...) de um fenomeno do mundo real (...)”. (p. 24). Nesta se¢ao,
sdo tratadas as fungdes polinomiais, com destaque ao modelo linear, as funcdes
racionais, algébricas, trigonométricas, exponenciais, logaritmicas e transcendentais. No
final do capitulo, hd& uma secdo, com principios e exemplos de como resolver
problemas.

O capitulo 2, Limites e Derivadas, inicia apresentando problemas a serem
resolvidos com o uso da teoria de limites, e, a partir disso, desenvolve-se a teoria de
limites e continuidade de uma funcdo, com muitas representacGes graficas. Séao
apresentadas algumas taxas de variacdo (média e instantanea), como a tangente e a
velocidade. Define-se derivada e sua interpretacdo como inclinacdo da reta tangente e a
derivada como funcéo.

O capitulo 3 apresenta as regras de diferenciacdo, com aplicacGes das taxas de
variagdo nas ciéncias naturais, diferenciagdo implicita, derivadas sucessivas, fungdes

hiperbolicas, taxas relacionadas e diferenciais (relacionando-a a aproximacdes lineares).
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O capitulo 4, aplicacBes da diferenciacdo, apresenta a teoria sobre maximos e
minimos, como usar a derivada para conhecer a forma gréfica de uma funcéo, formas
indeterminadas e regra de L’Hospital. E apresentado um roteiro para esbogo de curvas,
usando a teoria estudada. H4 uma se¢do sobre problemas de otimizacdo. O capitulo é
encerrado com uma secao que trata das antiderivadas, com algumas aplicagdes.

O capitulo 5 trata das Integrais. O calculo de areas e distancias € usado para
definir a Integral Definida, a qual é descrita mais detalhadamente nos préximos
paragrafos. Neste topico, é apresentado seu célculo e propriedades, bem como, Teorema
Fundamental do Célculo. A diferenciacdo e a integracdo sdo tratadas como processos
inversos. Ha secbGes sobre Integrais Indefinidas e variacdo total, o método da
substituicdo e o logaritmo como integral.

O autor inicia o capitulo tentando estabelecer conexdes entre o calculo
diferencial e o integral, e a importancia das integrais para a solugdo de problemas
diversificados como “volumes, comprimentos de curvas, predigdes populacionais, saida
de sangue do coracgéo, forga sobre um dique, trabalho,[...]”(p.367).

A primeira se¢do trata de “Areas e Distancias”. A chamada inicial é para o fato
de que, ao tentar encontrar areas ou distancias percorridas, usa-se um mesmo limite
especial (sem mecionar, porém, que limite € esse e sem fazer maiores comentarios).

Para regides com lados retos, a area é definida como aprendido na geometria
plana, como por exemplo, a area de um retangulo é o produto do comprimento pela
largura. No entanto, para regides curvas, o calculo dessa area parte da ideia intuitiva e
ha a necessidade de uma definicdo exata de area.

E tomado como exemplo o calculo da area sob a curva y = x2 de 0 até 1. Esse
intervalo é dividido em 4 partes iguais e a area sob a curva é calculada pela
aproximacdo da &rea dos retangulos de base ¥ e altura f(x;) em que x; € 0 extremo
direito de cada subintervalo. Dessa forma, conclui-se que a area pretendida A deve ser
tal que A < 0,46875. O mesmo célculo é feito tomando-se f(x;) em que x; é 0 extremo
esquerdo de cada subintervalo. Usando a representacdo grafica, o autor conjectura que
0,21875 < A < 0,46875. O procedimento é repetido para 8 retangulos. E mostrada
uma tabela contendo o namero de retangulos (n = 10, 20, 30, 50, 100, 1000) com suas
respectivas areas obtidas pelas somas das areas dos retangulos internos e externos. E
sugerido que, quando se aumenta a quantidade de retangulos, diminui-se a faixa de
variagdo da area sob a curva, sendo a média aritmética uma boa estimativa para tal
guando n = 1000.
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Na tentativa de encadear um raciocinio mateméatico mais acurado, pede-se que

- . 1 . . A
seja mostrado que o lim,,_, R, = 3 €m queR, € a soma das areas dos retangulos

. ~ 1 ~
externos. O autor informa que cada retangulo tem largura de —eas alturas sdo os valores

L 12 3 no. . . L~ (1\% [2\% n\ 2 .
funcionais nos pontOS —-,—,—,..,— Isto e, as alturas sao (—) , (—) T (—) . ASSIm,
n n n n n n n

R, == (1*+22+ - +n?)
n
Nesse momento, o aluno é direcionado a um apéndice do livro que trata da
notacdo de somatdrio, e onde é mostrado que a soma dos quadrados dos n primeiros

. . .- P +1)(2n+1
inteiros positivos é w Reescrevendo R, tem-se:

1 nn+1)@2n+1)
Rn = —3 )
n 6
Apds simplificacdes,
_(n+D@2n+1)
B 6n?

Ry

Calculando o limite solicitado,
n+1)(2n+1)

lim R, = lim

n—oo n—-oo 67’12
) C 1(n+1)(@2n+1)
lim R, = lim —
n—oo n—-oo 6 n n
1 1 1
lim R, = lim —(1 +—> (2 +—>
n—-oo n—-oo 6 n n
) 1 1
lim R, —5(1)(2) =3

Numa observacdo complementar, o autor chama atencdo para o fato de estar,
neste momento, calculando o limite de uma sequéncia R, , que € estudado mais
detalhadamente no volume 2 do livro, mas que estes limites sdo calculados da mesma
forma que os limites no infinito.

Foi percebido um aspecto comum em muitas cole¢bes de Célculo: a colocacao
dos estudos referentes a sequéncias e séries no segundo volume da colecéo.

Novamente usando a representagdo grafica, o autor conjectura que “a medida

gue aumentamos n, tanto L, (somas aproximantes inferiores) como R, (somas
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aproximantes superiores), tornam-se aproximacgdes cada vez melhores da area de S”
(p.370). E define a &rea A da regido S como sendo o limite das somas das areas dos

retdngulos aproximantes, isto é:

Em seguida, o autor aplica a ideia desenvolvida nos exemplos para regides S
mais gerais, usando o modo intuitivo. Comeca subdividindo S em n faixas
$1,S,, ..., S, de igual largura. A largura do intervalo [a, b] é b — a, assim, a largura de

—a

cada faixa é Ax = — Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos

[x0, x1], [x1, %21, ..o, [%p—1, x,] , ONde xo =a e x, =b. Os extremos direitos dos
subintervalos sdo: x; = a + Ax, x, = a + 2Ax, ..., x; = a + iAx, ... Na i-ésima faixa de
S o retangulo aproximado tem dimensbes Ax e f(x;), cuja area é f(x;).Ax.
Intuitivamente, a area aproximada de S € a soma das areas desses retangulos, isto é,
R, = f(x1).Ax + f(xy).Ax + -+ f(x,).Ax
Retomando a conjectura que ao aumentar o nimero de retangulos aumenta-se a

aproximacao da area, o autor define (p.372):

Definicdo: A érea da regido S que esta sob o grafico de uma fungéo continua
f é o limite das somas das areas dos retangulos aproximantes:
A= lim R, = lim (f (xy).Ax + f(x).Ax + -+ f(x,). Ax)
n—-oo n—-oo

Em seguida, o autor comenta que pode ser provado que o limite dessa definigdo
sempre existe, uma vez que se estd assumindo f continua, porém, ele ndo demonstra.
Ele também comenta que se pode provar que o mesmo valor pode ser obtido usando-se
0s extremos esquerdos dos intervalos.

Para generalizar a ideia, 0 autor toma a altura do i-ésimo retangulo como sendo
o valor de f em qualquer x; (denominando-os de pontos amostrais) no i-ésimo
subintervalo [x;_1, x;], e escreve como uma formula mais geral para a area de S:

A= 711_{2}(f(xf).Ax + f(x3).Ax + -+ f(x;).Ax)

Para escrever somas de muitos termos de maneira mais compacta, o autor

comenta o0 uso da notacdo somatoria e escreve:
n
Zf(xi)Ax = f(x1).Ax + f(xy).Ax + -+ f(x,).Ax
i=1

Porém, a formula para A ndo é reescrita usando tal notag&o.
Com a ideia de célculo de area de uma regido por meio da soma de areas de

retdngulos aproximantes, o autor apresenta alguns exemplos e comega a desenvolver o
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“problema da distancia”, intensificando a nota¢do somatdria para representar soma de
muitos termos. A seguir, sdo apresentados vinte e quatrA tarefas relativos aos topicos
abordados sobre area e distancia.

Apos essa exploracédo intuitiva, e relacionando os limites encontrados na secao

anterior com outros, que aparecem ao longo dos capitulos, o autor define, na pag. 378:

Definicdo de Integral Definida: Se f € uma funcdo continua definida por
a < x < b, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos
. . b— .

iguais szTa. Seja xy(= a), x1, %y, ..., x,, (= b) 0s extremos desses
subintervalos e vamos escolher os pontos amostrais xj,x3,... x;; Nesses
subintervalos de tal forma que x; estd no i-ésimo subintervalo [x;_q,x;].
Entdo, a Integral Definida de f é

y n
faf(x)dx =im;f(xi).Ax

Seguem-se algumas notas explicativas dos elementos que compdem os simbolos

apresentados. Em uma destas notas, o autor chama o somatdrio apresentado na definicao
acima de soma de Riemann. Nesta mesma nota, 0 autor comenta que se f é positiva,
entdo a soma de Riemann pode ser interpretada como uma soma de area de retangulos
aproximantes.

Por meio de um exemplo, o autor deduz que, se f assumir valores positivos e
negativos num determinado intervalo, entdo a Integral Definida representara a diferenca
entre essas areas (na regido positiva e negativa do plano cartesiano em questéo).

S&o apresentados exemplos de limites de somatorios para serem escritos como
integrais definidas. O célculo das integrais € feito por meio do somatorio. Novamente o
aluno é convidado a estudar o apéndice que trata desse assunto. Algumas integrais sao
calculadas, sempre mostrando o grafico resultante. Numa secdo especifica o autor
comenta que x; pode ser tomado como o ponto médio do i-ésimo intervalo, e apresenta
um exemplo.

Novamente usando a representacdo grafica e a intuicdo, o autor apresenta as
propriedades da Integral Definida juntamente com exemplos e mais sessenta e CincA
tarefas. Segue o teorema fundamental do calculo parte 1 e parte 2, a relacdo entre
Integral Definida e derivada. SO entdo sdo tratadas as integrais indefinidas e expostas as
regras de integracdo. ApGs 0s exercicios, é apresentado, ao final do capitulo, 0 método
de substituicdo e o logaritmo como uma integral. Ha outros capitulos que tratam do
assunto de integracéo.

O capitulo 6 trata das aplicacfes de Integracdo, para calculos de areas e volumes,

Trabalho e valor médio de uma funcéo.
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O capitulo 7 apresenta as Técnicas de Integracdo (por partes, trigonométricas,
substituicdo trigonométrica, de funcbes racionais por fragBes parciais) e estratégias de
integracdo. H& ainda secBes sobre a integracdo usando Sistemas Algébricos
Computacionais, integracdo aproximada e integrais impraéprias.

O capitulo 8 encerra o livro trazendo mais aplicacbes de integracdo:
comprimento de arco, area de uma superficie de revolucdo, aplicagdes a fisica,
engenharia, economia, biologia, probabilidade e valores médios.

Ao final, o livro traz oito apéndices (A — Intervalos, desigualdades e Valores
Absolutos, B — Coordenadas Geométricas e Retas, C- Graficos das Equacdes de
Segundo Grau, D — trigonometria, E — Notacdo Somatoria, F — Prova dos Teoremas, G —

Numeros Complexos, H — Respostas dos exercicios de nimeros impares).

6. HUGHES-HALLETT, D; GLEASON, A.M.; McCALLUM, W.G. et al. Célculo
de uma variavel. 3a ed. Trad. Rafael José lorio Junior. Rio de Janeiro: LTC Livros
Técnicos e Cientificos Editora S.A., 2004.

O livro é dividido em 11 capitulos, sendo que no final de cada um deles hd uma
secdo “Projeto para o capitulo” em que se propdem atividades “reais”®® para serem
resolvidas. No primeiro capitulo, “uma biblioteca de fungdes”, trata das fungdes e sua
variacdo, especificamente a linear e a exponencial, usando situacdes-problema. O
alongamento e deslocamento de funcGes sédo tratados como uma composicdo de funcdes.
S&o apresentadas as funcbes logaritmicas, trigonomeétricas, poténcias, polinomiais e
racionais. Em meio ao conteudo, € trabalhado o comportamento das fungdes no infinito.
O capitulo é encerrado com uma introducdo a continuidade de fungdes, sem, no entanto,
abordar a teoria de limites, especificamente.

No capitulo 2, “Conceito Chave: A Derivada”, os autores usam o calculo de uma
velocidade instantanea para introduzir o conceito de limite. A notacdo e definicdo sdo
dadas em meio a exploracGes de situacbes-problema. Usando a ideia de taxa de variacao
média e instantanea, define-se a derivada de uma funcdo num ponto. A funcéo derivada,
interpretacdo e aplicacbes para o célculo de maximos e minimos sdo tratadas em

seguida. O capitulo termina com uma se¢do sobre continuidade e diferenciabilidade.

8 Aqui entendida como atividades que fazem referéncia a aspectos que podem ser vivenciados no
cotidiano, como, por exemplo, determinar a medida e distancia entre aceiros para evitar a propagacdo de
incéndios em uma floresta.
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No capitulo 3 sdo tratadas as regras de diferenciacdo, taxas relacionadas, fungées
implicitas, aproximagdo linear, a regra de L’Hospital. O uso das derivadas para o esbogo
de gréaficos, a otimizacdo e a modelagem, familias de curvas, aplicacbes a
marginalidade, funcdes hiperbdlicas e teoremas sobre continuidade e diferenciabilidade
sdo tratados no capitulo 4.

O capitulo 5, “Conceito Chave: A Integral Definida”, introduz o conceito de
integral definida a partir de um exemplo tedrico, seguido por possiveis interpretacdes,
aplicagdes e teoremas para tal conceito.

Os autores comegam 0 assunto a partir de exemplo tedrico sobre como medir a
distancia percorrida por um automaével, quando conhecida a sua velocidade. E realizada
uma aproximagado “por falta” e uma “por excesso”. Os autores induzem o aluno a pensar
que para saber mais precisamente a distancia percorrida, € preciso conhecer a
velocidade em intervalos menores. Apos um exemplo em que os dados de velocidade
estdo dados em intervalos menores, 0 autor calcula genericamente a distancia percorrida

. . - . b—
num determinado intervalo, fazendo particdes regulares de comprimento At = Ta

onde At representa a variagio emtea <t < b.

Os autores afirmam que a velocidade no primeiro instante pode ser aproximada
por f(ty,), de modo que a distancia percorrida €, aproximadamente, f(t,)At. No
subintervalo i a distancia percorrida é aproximada por f(t;)At. Desse modo, 0 autor
conclui que para a < t < b a distancia total percorrida é aproximadamente:

f(to)At + f ()AL + -+ + f(t,-1)AL (1)

Os autores nomeiam a soma (1) como “soma a esquerda” e “soma a direita”
quando o valor da velocidade usado é o da extremidade direita, de cada intervalo
tomado. Sdo apresentados dois graficos com as somas nominadas, sendo que a soma a
esquerda é uma estimativa por baixo e a soma a direita uma estimativa por cima. A
precisdo de tal estimativa depende de qudo perto estdo as duas somas (a esquerda e a
direita), e para funcGes que sdo crescentes (ou decrescentes) em um intervalo [a, b],
tem-se:

diferenca entre
as estimativas por
cima e por baixo

At = |f(b) — f(a)] - At

_ |diferen(;a entre

f(a)e f(b)

Apos a interpretacdo grafica dessa diferenca, os autores concluem que, tornando

o0 intervalo de tempo At suficientemente pequeno, a diferenga entre as estimativas por

cima e por baixo podem ser t&o pequenas quanto se queira.
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Voltando ao exemplo, os autores fazem n aumentar para que as estimativas
supracitadas sejam diminuidas (caso da soma a direita) ou aumentadas (caso da soma a
esquerda), aproximando-se da distancia exata. Ou seja,

Distancia total percorridaentret = aet = b é:

Aiotal = il_r)lolo (soma a esquerda) = 111_{1(()10 (f(to)At + f(t)At + -+ + f(t,_1)AL)

diotar = Area sobacurva f(t)det =aatét =b
Da mesma forma, 0s autores escrevem:

Aiotar = 1115?0 (soma a direita) = ,1‘5?0 (f(t)At + -+ + f(t,—1)At + f(t,)AL)

diorar = Area sobacurva f(t)det =aatét =b

Quando a fungdo f(t) é continua, os limites da soma a direita e a esquerda séo,
ambos, iguais a distancia total percorrida. Os autores terminam a se¢do informando que
esse metodo de calcular a disténcia, por meio do limite de uma soma, funciona, mesmo
que a velocidade nédo seja crescente ou decrescente, ao longo de todo intervalo. Seguem-
se exercicios no mesmo estilo que o exemplo trabalhado no texto.

A secdo seguinte ja € sobre a Integral Definida. Os autores constroem as somas a
esquerda e direita para funcGes quaisquer f, continuas para a <t < b, dividindo

—a

. . b .
[a, b]em n subintervalos de mesmo comprimento At = —. Em seguida, as somas

obtidas séo escritas usando a notacdo de somatorio, justificando a necessidade de uma

escrita mais compacta. Dessa forma,

Somaadireita = 1, f(t)At = f(t)At + -+ f(t,_1)At + f(t,)AL
Soma a esquerda = Y f(t)At = f(t,)At + -+ f(t,_2)At + f(t,_1)AL

E explicado que o simbolo Y.  significa que é preciso somar parcelas do tipo
f(t;)At e que o significado de “i = 1” ,embaixo do somatério, € que deve comegar em
i = 1 e parar quando i = n (significado do n).

A Integral Definida ¢ tomada entdo como o limite das somas a direita e
esquerda, ja que, para funcBes continuas, esses limites existem e sdo iguais. A definicdo

dada é a que segue:

Suponha que f é continua paraa < t < b. A Integral Definida de f de a até
b, denotada por fab f(t)dt é o limite das somas a esquerda e a direita,

formada com n subintervalos dividindo [a,b] , quando n torna-se
arbitrariamente grande. Em outras palavras,
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n—1

b
f f(t)dt = lim (Soma a esquerda) = lim ( f(tJAt)
n-oo n—-oo

a i=0

b n
f f(t)dt = lim (Soma a direita) = lim (Z f (ti)At>
a n—oo n—-oo l:1
Cada uma dessas somas é chamada de uma soma de Riemann, f é chamada de
integrando, e a e b sdo os limites de integracéo.

Apos isso, hd uma breve exposicao sobre os indices do somatdrio e da integral.
Os autores exemplificam o calculo de integrais definidas como somas de areas
de retangulos, chamando atencdo para as aproximacgdes numéricas obtidas quando n é

pequeno. Os exemplos sdo:
Exemplo 1: calcular as somas a direita e a esquerda com n= 2 e n =10 para ff%dt.
Como os valores dessas somas comparam com o valor exato da integral?
Exemplo 2: Use as somas a esquerda e a direita com n = 250 para estimar o valor de
[} 3.

A Integral Definida como area é tratada a partir da conjectura que quando f ¢
positiva e a < b: Area debaixo do grafico de fentre ae b = fab f(x)dx. Da mesma

forma, os autores trabalham com as propriedades de somas positivas quando f > 0 e
soma negativa quando f < 0.

Antes de outros trinta e sete exercicios, sdo definidas “Somas de Riemann mais
gerais”, que ndo requerem intervalos espacados igualmente e que permitem que a
funcéo possa ser calculada em qualquer ponto do subintervalo. Portanto, uma soma de

Riemann geral tem a forma:

n

Z (valor de f em algum ponto) ( comprimento do )
= do i — ésimo intervalo "\i — ésimo intervalo

Em seguida, ha aplicacGes e teoremas, intermediados por exercicios para a
Integral Definida.

No capitulo 6, “Construindo Primitivas”, as primitivas sdo tratadas sob os pontos
de vista grafico, numérico e analitico. Ha ainda se¢des sobre equacdes diferenciais e de
movimento.

O capitulo 7 trata da integracdo por substituicdo e apresenta uma tabela de
integrais, além do método das fragdes parciais, substituicdo trigpnométrica (mostrando,
inclusive, como completar quadrados para usar uma substituicdo trigopnomeétrica), regras
para aproximacao de integrais definidas e integrais improprias.
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No capitulo 8 a Integral Definida é usada para o célculo de &reas, volumes,
comprimento, densidade e centro de massa. Ainda apresenta se¢des de aplicacdes a
Fisica e Economia, funcdes de distribuicdo, probabilidade.

O assunto “Séries” ¢ apresentado no capitulo 9. As secdes sdo: serie geométrica,
convergéncia de sequéncias e séries, teste de convergéncia e séries de poténcia.

O capitulo 10 traz as aproximagdes de fungdes pelo polindmio de Taylor, séries
de Taylor e séries de Fourier. No capitulo onze sdo estudadas as equagdes diferenciais
de primeira e segunda ordem, com aplicagdes.
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Apéndice B - Lista de Tarefas da Parte A da Sequéncia Didatica

PARTE A — Objetivo: Construir o conceito de convergéncia de uma sequéncia
numeérica.

1. Com o software Geogebra é possivel mostrar, no plano cartesiano, pontos de
coordenadas (x,y) que descrevem graficamente o comportamento de uma
sequéncia. A abscissa x simplesmente indica o indice dos termos da sequéncia
(primeiro termo, x = 1; segundo termo, X = 2, e assim por diante), enquanto que
a ordenada y mostra a grandeza numérica do termo de indice x (y é o valor
obtido quando substituimos x por um namero na férmula do termo geral da
sequéncia, e representa a distancia vertical do ponto de coordenadas (X,y) ao
eixo Ox). Com essa representacdo grafica, é possivel analisar o0 comportamento
da sequéncia (saber onde cresce, decresce, aproximacgao,...). O comando, no
Geogebra, que nos permite essa representacdo ¢ “Sequéncia [<(variavel,
expressao)>, <varidvel>, <valor inicial>, <valor final>]”

1.1 Para cada um dos itens abaixo, use 0 comando acima para analisar o
comportamento das sequéncias. Vocé pode aumentar os valores finais
para visualizar melhor o que acontece com 0s termos da sequéncia.

1.2 Em seguida, escreva, para cada item, 0o que vocé observou sobre os
termos da sequéncia.

a) a, =Vn

b) by = (D"
C) Cp = nn;l

d) dy=-

e) e, = n’

f) fo=n

2. Vocé consegue associar suas observagdes sobre as sequéncias do exercicio 1 com o
conceito de limite, estudado no Calculo I, e as respectivas notacbes? Se a resposta
for positiva, escreva-as.

3. Considere a seguinte ‘definicdo’ intuitiva de Convergéncia: Dizemos que uma
sequéncia numérica converge para um numero L se os termos da sequéncia ficam
cada vez mais proximos do nimero real L.

Agora considere as sequéncias dadas no exercicio 1. Depois de realizar as
atividades no Geogebra, vocé diria que elas convergem? Se positiva, qual seria o
possivel nimero L?

Complete a tabela, a partir da sua observacao.
Sequéncia Converge? Valor de L?

a, =\n

1
by = (-1~
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n—1
Cn =—

1
dn—g
e, = n?
fn=n

4. No Geogebra, faga o seguinte: digite k=1 e tecle Enter. Para cada uma das
sequéncias do exercicio 3, faga:

a)
b)

c)

d)

Digite o comando Sequéncia[(expresséo, 0), n, 1, K];

Clique com o botdo direito no campo k e escolha Propriedades. Escolha
min = 0, max = 100, Incremento = 1 e Largura = 200. Feche a janela de
Propriedades;

Clique sobre o campo k e utilize as setas do teclado para alterar os valores de k.
(Quando o campo estd ativado pode-se usar o teclado). Quando k = 0, nédo
vemos nenhum ponto da sequéncia. Quando teclamos na seta para a direita, k
passa a valer 1 e vemos o termo a; (primeiro termo da sequéncia). Quando
apertamos novamente a seta para a direita temos k = 2 e vemos 0 segundo
termo a, . Clicando repetidamente na seta para a direita podemos ver o
aparecimento dos pontos da sequéncia marcados no eixo Ox;

Observe o comportamento dos termos que aparecem no grafico, e responda:

a. Existe diferenca de comportamento entre as sequéncias que Vocé
assinalou como convergentes e as nao convergentes? Se positivo,
qual(is)? Explique.

b. Baseado nesse experimento, como vocé descreveria um procedimento
para saber se uma sequéncia converge ou ndo? Descreva.

5. Para as sequéncias b,, e d,, do exercicio 1, faca (anote os dados numa tabela):

a)

b)

9)
h)

No Geogebra, use o comando “Sequéncia[(n, expressdo), n, 1, valor final]” para
mostrar 0s pares ordenados da sequéncia analisada como convergente. O valor
final pode ser mudado sempre que necessario, para isso basta clicar duas vezes
sobre a linha de comando dessa sequéncia e alterar o valor mostrado na janela.
Trace retas horizontais usando, no Geogebra, o comando “y = 05 e
“y = —0.5".

Descubra um valor n, a partir do qual os pares ordenados fiquem dentro da faixa
delimitada pelas retas horizontais tracadas. Qual € esse ny. Anote 0s dados da
faixa e n, numa tabela.

Diminua o valor 0.5 para 0.3 e trace as retas horizontaisy = 0.3ey = —0.3e
repita o procedimento c) para esta faixa.
Diminua de 0.3 para 0.1 e trace as retas horizontaisy = 0.1ey = —0.1¢

repita o procedimento c) para esta faixa.

E sempre possivel encontrar um n, independente da amplitude da faixa tomada?
Justifique.

Vocé assinalou essas sequéncias,
divergentes?

E se a sequéncia considerada ndo for convergente, o que acontece ao realizar o
procedimento c)? Explique.

nA tarefa 3, como convergentes ou
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6.

i) Que semelhancas e/ou diferengas vocé percebe entre o que foi feito neste
exercicio e o exercicio 4? Comente.

Observagdo: Talvez seja preciso tomar a ferramenta “mover” e utiliza-la para

“arrastar” o semi-eixo Ox positivo para comprimi-lo. Essa técnica permite que

vocé modifique a escala dos eixos do plano cartesiano. Para conseguir isso VOcé

deve estar com a ferramenta “mover” ativada, clicar exatamente sobre qualquer
ponto do semi-eixo Ox positivo e arrasta-lo para a esquerda. Caso vocé queira
ampliar a escala do eixo Ox deve arrastar algum ponto do semi-eixo positivo
para a direita.
As retas cujas equagdes sdo da forma “y = numero” e “y = - nimero”, do exercicio
5, servem para mostrar que os termos de uma sequéncia convergente podem se
tornar tdo proximos quanto se queira de um determinado valor.

a. Analise as faixas entre as retas que foram desenhadas nos itens b, d, e e)
daquele exercicio. Qual o valor central da faixa? Onde esse valor aparece?
(consulte o exercicio 3).

b. Considere a sequéncia c, do exercicio 1. Usando sua observacdo no item
6.a, estabeleca as faixas correspondentes aos itens b), d), e e) do exercicio 5
para a sequéncia c,,.

Considere a seguinte definigdo:

Definicdo: A sequéncia {a,}converge para o nimero L se para todo nimero
positivo e existe um nlimero inteiro N tal que paratodon, n > N = |a, — L| < .
Se esse nimero L nao existe, dizemos que {a, }diverge.

Observe os dados que vocé anotou nos exercicios 3 e 4.

Para cada sequéncia assinalada como convergente, a que vocé pode associar as
letras L, € e N ? Justifique.

Como vocé explicaria, a um colega, o significado das letras L, e e N? Escreva sua
explicacéo.

_1yn+1
Considere a sequéncia definida por b,, = Syl

Abra um arquivo no wxMaxima. Digite no campo de Entrada a definicdo do termo
geral da sequéncia, “f(n) := (-1.0)(n+1)/n”, e aperte Enter. A expressdo funcional
do termo geral estard registrada. Cuidado para que seja escrito “1.0” no numerador
da expressao. Isso facilitara o trabalho com valores decimais.
Verifique o valor do termo de indice 50. Para fazer isso digite no campo de Entrada
“f(50)” e aperte Enter, vocé devera ver o valor —0.02 na tela.
Use 0 wxMaxima e procure valores de n tais que f(n) esteja entre —0.0001 e
0.0001. Em outras palavras, encontre n tal que o valor absoluto de f(n) seja menor
que 0.0001. (Dica: Vocé pode utilizar a expressao abs(f(n)) para calcular o valor
absoluto de f(n) se quiser).
E possivel encontrar um n tal que f(n) esteja entre —10~7 ¢ 10772 Qual é esse
valor? E entre —10~12 e 107122 Qual é esse valor?
Comente sobre a facilidade e/ou dificuldade para encontrar os valores de n
solicitados nos itens c e d.
Agora, abra 0 Geogebra e faca o seguinte:

i. Escreva no campo de entrada do Geogebra a expressdo e =1 e aperte

ENTER.
ii. Mostre na tela a reta de equagdo y = +e.
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9)

h)
i)

iii. Mostre na tela a reta de equacdo y = —e.

iv. Clique com o bot&o direito sobre o campo “e” mostrado na coluna algébrica e
escolha “Exibir”. Aparecerd um controle deslizante para alterar o valor do
namero “e”.

V. Clique com o botdo direito no campo “e” mostrado na coluna algébrica.
Escolha Propriedades. Modifique as propriedades para min = 0, max = 1,
Incremento = 0.01 e Largura = 200. Feche a janela.

Vi. Arraste o controle de “e” todo para a direita. Vocé é capaz de determinar n a

partir do qual b,, esta na faixa determinada por +e e —e?

vii. Diminua e para ficar e = 0.5. Existe n a partir do qual os termos da sequéncia

\Y

ficam entre os valores numéricos —e e +e?

iii. E se diminuirmos e para e = 0.4? E se diminuirmos para e= 0.2? E se
diminuirmos parae = 0.1?

ix. E sediminuirmos e parae = 0.01?

X. Vocé consegue encontrar valor de n a partir do qual os termos da sequéncia
se situam entre os valores —e e +e, see = 107%, e =10"7,e = 107127 Se
sim, descreva o procedimento utilizado.

Compare os resultados estimados no item f) com os valores calculados nos itens c)

e

d). Sdo 0s mesmos? Estdo proximos? Comente.

Em qual programa foi mais facil encontrar os valores de n solicitados? Justifique.
Do seu ponto de vista, 0 uso dos dois softwares, simultaneamente, pode facilitar o
entendimento e resolugéo das questdes solicitadas? Justifique.

. A - 2n
Considere a sequencla g, =

a)

b)
c)

d)

9)
h)
i)
j)

n+1
Use o comando “Sequéncia [<(varidvel, expressdo)>, <variavel>, <valor
inicial>, <valor final>]" para analisar a convergéncia da sequéncia.
Identifique, se for o caso, 0 nUmero L para o qual a sequéncia converge.
Tome € = 0.5 e construa, no Geogebra, as retasy =L +eey =L —¢. (Use 0
comando: “e = 0.5, “y =L +e” e “y =L —e”. Aqui, L € 0 nUmero que vocé
estimou no item b)
Descubra um valor de n a partir do qual todos os pares ordenados estejam dentro
da faixa delimitadas pelas retas horizontaisy = L+cey =L —¢.
Anote, numa tabela, esse valor de n e o valor de ¢ .
Diminua o valor de € para 0.1 e encontre n tal qual descrito no item d). Anote 0s
valores de n e € na tabela do item e). (Clique sobre o comando do “e” e altere o
seu valor, as retas mudardo automaticamente)
Repita o procedimento f) parae = 0.01 e e = 0.001
Escreva suas observagdes e conclusdes.
Releia a definicdo de convergéncia. Qual o papel do . Quem é o L?
Baseado nesse experimento, o0 que vocé diz sobre a convergéncia ou divergéncia
da sequéncia? O que é preciso observar pra saber se uma sequéncia converge ou
diverge?

A s 2 ;- . .
10. Usando a mesma sequéncia g,, = ﬁ do exercicio 9, va para o software wxMaxima

e

abra um arquivo novo.

a) Digite no campo de Entrada a definigdo do termo geral da sequéncia, “f(n) :=
(2.0)*n/(n+1)”, e aperte Enter. A expressdo funcional do termo geral estaréd
registrada. Cuidado para que seja escrito “2.0” no numerador da expressao.
Isso facilitaré o trabalho com valores decimais.

391



b) Verifique o valor do termo de indice 50. Para fazer isso digite no campo de
Entrada “f(50)” e aperte Enter, vocé devera ver o valor 1.96078431372549
na tela.

c) Considere L = 2 (numero de convergéncia que vocé achou no item b) do
exercicio 6) e € = 0.5. Use 0 método da tentativa e erro para encontrar um
valor n tal que f(n)e(L —¢,L +¢), isto é, encontre um ndmero n cuja
imagem f(n) esteja no intervalo (1.5;2.5). Anote os valores de € e n numa

tabela.
d) Use e = 0.1¢e encontre n tal que f(n)e(L — ¢, L + €). Anote € e n na tabela
criada em c).

e) Use € =0.01 e encontre n tal que f(n)e(L —¢&,L+¢€). Anote € € n na
tabela criada em c).

f) Use € = 0.001 e encontre n tal que f(n)e(L —&,L + ¢). Anote € e n na
tabela criada em c).

g) Use € = 0.0001 e encontre n tal que f(n)e(L —¢&,L + €). Anote € e n na
tabela criada em c).

h) Use e = 1078 e encontre n tal que f(n)e(L —&,L+¢). Anote € e n na
tabela criada em c).

i) Use e =102 e encontre n tal que f(n)e(L —¢& L+ ¢&). Anote € e n na
tabela criada em c).

j) E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L — &, L + €)? Justifique.

k) Compare os valores de n calculados neste exercicio com o0s obtidos no
exercicio anterior. O que vocé pode dizer a respeito deles? Em qual modo,
grafico ou numerico, no Geogebra ou no wxMaxima, foi mais facil de
determina-los? Comente.

2n

11. Considere a sequéncia h,, = .
2n+3

a) Analise a convergéncia da sequéncia h, e, se convergente, determine 0 nimero
para o qual ela converge.

b) Sendo L o nimero para a qual h,, converge, use 0 metodo da tentativa e erro para
encontrar um valor n tal que f(n)e(L —¢,L+¢), para 0s casos abaixo
estipulados. Anote os valores de € e n numa tabela. Use o software wxMaxima
ou 0 Geogebra, o que preferir.

1. e=10"1
2. £=1073
3. £=10""7
4, £=10710

c) E sempre possivel encontrar um n tal que f(n)e(L — &, L + €)? Justifique.

12. Considere a definicdo: Se {a,} converge para o numero L , escrevemos

lim, ., a, = L, ou simplesmente a,, — L, e chamamos L de limite da sequéncia.

a) Para as sequéncias classificadas como convergentes no exercicio 3, escreva a
convergéncia da mesma maneira que a apresentada no enunciado desse
exercicio.

b) Compare essa escrita matematica com a que foi elaborada por vocé no exercicio
2. Ha semelhancas? Comente.

c) Qual adificuldade sentida na elaboracdo da escrita no exercicio 2.

d) Na sua opinido, o que fica mais facil de compreender: o0 seu modo de escrever ou
o “modo oficial” ? Por qué?
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13. Crie uma sequéncia convergente, e represente essa convergéncia por meio da
notacdo apresentada no exercicio 12. Justifique.

14. Pense em uma nova sequéncia s,, em que cada termo é a soma do n-ésimo termo da
sequéncia, com o0s termos anteriores (exemplo: para a sequéncia a,,, do exercicio 1,
s1=1, s, =1++2, s3 =1++/2++/3, e assim por diante).

ii. Vocé acredita que essa sequéncia (das somas) possa ser convergente?
Explique.

iii.  Teste sua conjectura com as sequéncias dadas no exercicio 1. Escreva suas
conclusoes.

15. Se voce tivesse que dizer a alguém um critério para analisar a convergéncia, ou ndo,
de uma sequéncia o que voceé diria? Escreva sua resposta.

16. Elabore um mapa conceitual (use o software Cmap tools) em que constem o0s
assuntos contemplados nesta primeira parte e suas relagdes. Entregue este mapa.
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Apéndice C - Atividades Componentes da parte B da Sequéncia Didatica

Parte B — Objetivo: Conhecer, reconhecer e aplicar a notacdo somatdria.

Saudacéo inicial: Caro aluno: Nessa parte inicial do curso, vamos aprender como
podemos escrever informagdes matematicas de forma concisa. Para entender como isso
acontece, vocé terd que seguir as seguintes instrucdes:

- Ve - 5 - A~
I. Ao se deparar com um simbolo como o seguinte: S (2+i) vocé deve, por
i=3

convencéo, fazer o seguinte: Escreve-se a expressao (2+i) substituindo-se o i
pelo primeiro nimero que aparece na parte inferior da notacdo, neste caso o
3. Escreve-se o signo “S” que aparece na notagdo. Escreve-se a expressao
substituindo-se o i pelo préximo nimero natural. Escreve-se o signo “S”. E
assim se procede até que se escreva a expressao (2+i) substituindo-se o “i”
pelo nimero que aparece na parte superior da notacdo. Para este exemplo,
teremos, entdo:

S(2+1)=(2+3)S(2+4)S (2+5)

(Isso ¢ meramente “FORMAL”, uma notagdo e suas regras de escrita, sua
“sintaxe”, nao se preocupe em obter um resultado a partir do que esta escrito.
O que esta a esquerda do sinal de igual € a escrita da expressdo no modo
conciso, e 0 que esta a direita da expressdo € o desenvolvimento da
expressao).

Outro exemplo:
Para desenvolver a expressdo N7_s[i, 10] devemos fazer:

h[i ,10]1=[5,10]N[6,10]N[7,10]

Agora é com Voceé!
1. Desenvolva as expressoes seguintes:
5
a) *k:1(3k —5)
5

b) @m:z (m?)

¢ 2,20

2. Agora, estdo apresentados os desenvolvimentos das expressoes, sua tarefa é
escrevé-las no modo conciso.

Q) (3-5+7) O (3-6+7) O (3-7+7) O (3-8+7) O (3-9+7) O (3-10+7)

1 1 1 1
b) L HIHIH-H
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241\2  /3+1\3 _ /4+1\* _ /5+1)\° 10000 +110000
o ) wim) ") ) m-m -
2-1 3-1 41 5-1 10000 —1

3. Joga-se uma bola de uma altura de 12 metros. Cada vez que ela atinge o solo, ela

sobe alcancando uma distancia que é metade da distancia percorrida na queda.

a) Calcule a distancia total percorrida pela bola, desde 0 momento em que ela foi
solta, até 0 momento em que ela deixa de quicar no chéo.

b) Explique como vocé calculou a distancia no item a).

¢) E possivel escrever uma formula, no modo conciso, que determine essa
distancia? Se sim, escreva. Se ndo, justifique.

d) Qual adificuldade de escrever a férmula no modo conciso?

4. Se a bola do exercicio 3 subir alcangando uma distancia que é igual a 1/3 da
distancia percorrida na queda, 0 que muda na sua expressao? E se for ¥4? E se forr,
com r < 1? Justifique suas respostas.

5. Vocé joga uma bola de uma altura de h metros sobre uma superficie plana. Cada
vez que a bola atinge a superficie depois de cair de uma distancia h, ela rebate a
uma distancia rh, onde r é positivo, mas menor do que 1. Encontre uma férmula
que dé a distancia vertical total percorrida pela bola pulando para cima e para
baixo.

6. Alguns simbolos matematicos s@o usados para representar algumas operacdes entre
termos de uma sequéncia. Observe:

a) se for utilizado o signo II, isso terd o significado de uma multiplicacdo
(Produtdria);

b) se for utilizado o signo [, isso significa que devera ser calculada a intersecéo,

c) se for utilizado o signo X , isso significa que devera ser calculada a adigédo
(Somatoria), e assim por diante.

Considere a notagéo:

i G
k=m

em que m e n sdo os limites inferior e superior do somatério (m e n representam 0s
valores inicial e final de k, respectivamente); a letra k € chamada de indice do
somatario.

Usando essa notacdo, escreva a soma realizada por vocé nos exercicios 3 e 4.

7. Nos itens seguintes, escreva a soma correspondente a expressao (isto, desenvolva a
expressao), e calcule seu valor:
a) Xi_4k°
b) X}-12k
c) Xr_o(k+1)
d X Gj+1)
e) Xp1(2H)

8. Use a notagdo de somatorio para representar a soma dada:
a) (=3)°+ (=2 + (=1)° + (0)* + (1)°

395



2 01,1, 1 1
AN

C) 1+E+§+Z+E+g

d) 1-24+3-4+5-6+7—-8

€) 2xqy+ 2xy + 2x3 4+ 2x4 + 2x5 + 2x4 + 2x7

9. Usando o raciocinio anterior, desenvolva a expressao:

z”: F(i)
i=k

10. Considerando as atividades desenvolvidas até agora, pense (e escreva) uma frase
que expresse as situacdes em que o simbolo sigma (somatdrio) é usado.

11. Diante de todos os experimentos realizados, analise 0 mapa conceitual elaborado no

fim da parte A e verifique se ha algo a ser acrescentado nele. Se sim, acrescente e
entregue a nova versao.
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Apéndice D - Atividades Componentes da parte C da Sequéncia Didatica

PARTE C

1.

. ~ 1
a) Analise o comportamento dos termos da expresséo - quando x assume valores

cada vez maiores.
b) Usando a simbologia matemética, de que forma vocé poderia descrever o

A =1
comportamento da sequéncia —?

2.

a)

Considere a soma dos termos da sequéncia cujos termos iniciais S&0:
% + % + % + % + i + -+ (esta soma infinita é chamada série infinita).

Qual a soma dos oito primeiros termos? Como podemos escrever, matematicamente,
esse resultado? Vocé pode usar, no Geogebra, o comando ‘“soma(Sequéncia|
<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> ])”, claro que para isso,
vocé devera encontrar a expressdo geral dos termos da sequéncia.

Qual a soma dos 20 primeiros termos? Como podemos escrever, matematicamente,
esse resultado?

Qual a soma dos 100 primeiros termos? Como podemos escrever, matematicamente,
esse resultado?

Que método vocé usou para calcular as somas pedidas nos itens a, b e c¢? Descreva-
0.

E possivel somar todos os infinitos termos? Se sim, o que vocé pode dizer a respeito
dessa soma? Escreva sua analise.

Em simbolos, como vocé escreveria sua analise do item e?

Que significado geométrico vocé atribui a série desse exercicio?

. A= 1 -
Considere a sequéncia S, = —. Faca 0 seguinte:

Abra uma arquivo no Geogebra:

i. Escreva b=1 e tecle ENTER.

ii. Clique com o botdo direito sobre b, abra as propriedades — controle
deslizante - de “b” e escolha min=1, max=1000, incremento = 1 e feche.

iii.  Mostre “b” na area de desenho (caso ndo apareca automaticamente, basta
clicar sobre a bolinha que aparece antes da expressdo b = 1 na janela de
algebra).

iv.  Crie a soma dos primeiros termos da sequéncia 1/n da seguinte maneira:
Soma[Sequéncia[l / n, n, 1, b]]. Aparecerd um numero a que valera
provisoriamente 1.

v.  Depois, crie um ponto posicionado na reta real identificada com o eixo Ox,
escrevendo, na linha de comando: Result=(a,0) (atencdo: a letra a ser usada
aqui é a que aparecera na janela de algebra no passo iv). Aparecera o ponto
“Result” que representa o valor numérico da soma do primeiro termo apenas.
Ele estard em (1,0) (vamos entendé-lo como o 1 real).

vi.  Clique sobre o campo “b” e utilize as setas do teclado para aumentar o valor
de b. Quando vocé der apenas um togue na seta para a direita tera
representado o valor da soma dos dois primeiros termos. Quando apertar a
tecla novamente sera mostrado o ponto que representa a soma dos 3 primeiros
termos da sequéncia. E assim por diante. Investigue o comportamento das
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b)

a)
b)

somas a medida que se aumenta o nimero de termos considerados. (“b”
indica a quantidade de termos considerados).

vii.  Usando a simbologia j& apresentada, expresse o valor da soma dos mil
primeiros termos desta sequéncia.
viii.  Enquanto vocé aumenta o valor de b, preste atencdo na velocidade de

crescimento da soma, observando o deslocamento do ponto (a,0) criado.

ix. A medida que aumentarmos o nimero de termos que estfo sendo adicionados
(valor de b), o valor calculado da soma aumentara também? Em sua opinido,
existe um valor méximo para essa soma? Se sim, determine-o e argumente tal
escolha. Se ndo, justifique.

X.  Escreva sua conclusdo a respeito do comportamento da soma dos termos da
sequéncia — vocé pode alterar o valor maximo de b, se preferir, para analisar
melhor o que se pede.

xi. O que é mais interessante de observar para concluir sobre o comportamento
da soma parcial: o deslocamento do ponto sobre o eixo Ox ou o valor da
soma?