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RESUMO

AVANCINI, Giovane. Formulagdo do Método dos Elementos Finitos para a analise
elastica linear de grelhas. 2015. 91 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo) —
Engenharia Civil, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Campo Mouréo, 2015.

Este trabalho teve como objetivo desenvolver e apresentar uma formulacdo do Método dos
Elementos finitos baseada no principio da conservacdo de energia, que possibilite analisar o
comportamento estrutural de grelhas submetidas a diferentes tipos de carregamento, dentro do
regime elastico linear. Com o intuito de obter o sistema de equacdes algébricas do problema, a
estrutura foi discretizada utilizando elementos finitos lineares com dois nos, cada um com trés
graus de liberdade, a saber, deslocamento vertical, giro da secdo transversal devido a torgdo e
a flexdo. Foram adotadas func¢des interpoladoras de terceiro e primeiro grau para aproximar,
respectivamente, os campos de deslocamentos verticais e giros provenientes de torcéo,
resultando assim na matriz de rigidez elementar em coordenadas locais e globais, que é
explicita ao longo deste trabalho. A fim de validar a formulac&o desenvolvida, foi elaborado
um programa computacional voltado para a comunidade académica, capaz de analisar o
comportamento estrutural dos elementos em estudo através de simulagdes numéricas. Por fim,
sdo apresentados alguns exemplos com o objetivo de comparar os resultados obtidos através
do software desenvolvido e aqueles provenientes de outros autores da mesma area e também
de outros programas reconhecidos no ambito da andlise estrutural.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Analise elastica linear. Grelhas.



ABSTRACT

AVANCINI, Giovane. Finite Element Method formulation for linear elastic analysis of
grids. 2015. 91 p. - Engenharia Civil, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Campo
Mourdo, 2015.

This work aimed to develop and present a Finite Element Method equation based on the
principle of conservation of energy, which allows analysing the structural behaviour of grids
under different types of loads, within the linear elastic range. In order to obtain the algebraic
equations system, the structure was discretized using linear finite elements with two nodes,
which one with three degrees of freedom: vertical displacement, torsional rotation and
flexural rotation of the cross section. Were adopted cubic and linear interpolation functions to
approximate, respectively, the values of vertical displacements and torsional rotations, thus
resulting in the local and global stiffness matrix for a grid element, which is presented through
this work. Aiming to validate the developed equation, a computational program was
elaborated, which is able to analyse the structural behaviour of grid elements through
numerical simulations. Finally, a few examples are presented in order to compare the
outcomes obtained through the developed software and those provided by other authors of the
same field and from other recognized programs regarding to structural analysis as well.

Key words: Finite Element Method. Linear Elastic Analysis. Grids.
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1 INTRODUCAO

A construcdo civil esta presente desde os primordios da raca humana. Contudo, o
setor se desenvolveu e caminhou de acordo com as necessidades de cada populacéo ao longo
dos anos. Basicamente, a finalidade de uma construgéo era apenas de proporcionar abrigo
contra as intempéries e protecdo contra eventuais ataques. Atualmente, as funcdes de um
edificio vao além das de outrora.

No campo da Engenharia de Estruturas ndo foi diferente. Para suprir a demanda e o
alto nivel de exigéncia, novas técnicas com o intuito de analisar o comportamento das
estruturas surgiram, possibilitando assim a concepc¢do de sistemas estruturais cada vez mais
complexos, visando sempre problematicas de custo, durabilidade e compatibilidade com o
projeto arquitetdnico. Segundo Fontes (2005), a andlise de estruturas compreende a
determinacdo, através de um modelo matematico, dos esforcos solicitantes e dos
deslocamentos.

Esta evolucdo se tornou notdria com o advento dos computadores no fim do século
vinte, trazendo consigo mais rapidez na elaboracdo e diversas possibilidades. Antes, as
ferramentas de célculo existentes eram insuficientes para que se projetasse uma estrutura
complexa dentro de um prazo relativamente curto, tornando muitas vezes a elaboragdo de um
sistema estrutural inovador inviavel.

Devido a praticidade em ser programavel, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é
0 método numérico mais empregado no &mbito da engenharia de estruturas, e sua modelagem
garante solugdes viaveis e precisas para 0s mais diversos problemas do setor. Sua esséncia
consiste em discretizar um elemento continuo em diversos elementos finitos, interligados
através de n6s com determinados graus de liberdade.

Uma grande parcela das construgdes utilizam grelhas como parte de seu sistema
estrutural, que sdo vigas interligadas em um mesmo plano, formando assim uma malha que
apresenta melhor distribuicéo de esforgos e acréscimo de rigidez ao conjunto estrutural.

Neste contexto, o0 presente trabalho pretende apresentar e implementar
computacionalmente um codigo baseado no Método dos Elementos Finitos para a avaliagdo
elastica linear de grelhas.
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1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver um codigo computacional baseado no Método dos Elementos Finitos
capaz de avaliar o comportamento elastico linear de grelhas submetidas a diferentes

carregamentos.

1.1.2 Objetivos Especificos

o Abordar tedrica e numericamente um modelo para a anlise linear de grelhas
tendo como base o0 método dos elementos finitos;

o Elaborar um programa computacional, em linguagem FORTRAN, que
contemple as diversas possibilidades de analise elastica linear de grelhas;

o Analisar o comportamento elastico linear de grelhas, de geometrias variadas e

submetidos a carregamentos diversos.

1.2 JUSTIFICATIVA

A aplicacdo de métodos numéricos na solucdo de problemas ligados a engenharia,
especificamente no que se diz respeito a modelagem do comportamento de elementos
deformaveis, é vista pelos pesquisadores e engenheiros como uma alternativa eficaz e muitas
vezes mais viavel comparada a analises experimentais ou analiticas. Surgido na metade do
século XX, o Método dos Elementos Finitos ganhou destaque principalmente pela sua
versatilidade e facilidade em ser programavel, o que contribuiu com um grande avanco
tecnoldgico e cientifico no ambito da engenharia de estruturas. Estes softwares possibilitaram
a concepcao e o projeto de estruturas cada vez mais arrojadas, econdmicas e em um prazo

cada vez mais curto.
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Neste contexto, o presente Trabalho de Conclusdo de Curso visa contribuir com 0s
estudos no campo da engenharia estrutural, mais especificamente com a aplicacdo do Método
dos Elementos Finitos para a avaliagdo comportamental de solidos deformaveis sob a acao de
esforcos externos.

Buscando demonstrar a praticidade e eficacia do método em questdo, o objeto de
estudo serd a grelha, que possui diversas aplicacdes na engenharia civil. Muito usada na
confeccdo de pisos e coberturas, este sistema estrutural permite criar vigas que alcancem vaos
maiores, com secdes transversais menores, utilizando do principio de que os esforcos séo
distribuidos por uma malha de vigas, fazendo com que todos os elementos contribuam na
resisténcia do conjunto. Em particular, as grelhas pré-moldadas de concreto armado
constituem uma alternativa econémica e agil, uma vez que eliminam gastos gerados pela
necessidade de se usar formas de madeira e também racionaliza o tempo de execucao,
aumentando assim a produtividade. Outra aplicacdo interessante é na utilizacdo de lajes
nervuradas, onde ha uma grande economia de material, visto que o concreto que se localiza
abaixo da linha neutra é eliminado, e 0 comportamento da laje pode ser estimado através de
analogia de grelhas, onde as barras da grelha sdo as proprias nervuras da laje.

Ainda, o estudo do desenvolvimento de uma rotina de calculo computacional, ao
invés de simplesmente aprender como manusear o software, possui a vantagem de
proporcionar ao usuério o verdadeiro entendimento do funcionamento daquilo que se deseja
modelar. Este conhecimento é fundamental para que o projetista saiba verificar a
autenticidade dos resultados obtidos e presenciar eventuais erros decorrentes da utilizacdo do
programa.

Por fim, vale destacar a contribuicdo académica que este projeto proporcionara a
instituicdo, uma vez que o produto do trabalho sera um programa computacional que estara
disponivel a docentes e discentes da universidade de forma a auxiliar no aprendizado e

compreensdo de disciplinas da area de engenharia de estruturas.

1.3 APRESENTACAO

Neste capitulo foi apresentado o contetdo do trabalho de uma maneira geral, com

uma breve introducdo sobre o0 assunto.
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No segundo capitulo é realizada uma revisdo bibliografica contendo livros e artigos
cientificos de autores que abordam assuntos relacionados com o tema em questdo, que foram
essenciais para a execucdo deste trabalho. Nesta secdo é apresentado o desenvolvimento da
matriz de rigidez do elemento, assim como o vetor de esforcos equivalentes.

O terceiro capitulo aborda todos os aspectos computacionais que foram necessarios
para o desenvolvimento do programa, assim como a descri¢do detalhada de cada sub-rotina
presente no software elaborado. Este processo € exemplificado através de um fluxograma
contendo o esquema geral de célculo.

No quarto capitulo sdo apresentados os resultados obtidos através de simulagfes
numericas realizadas com o software desenvolvido, assim como as comparacdes destes
valores com aqueles presentes na literatura e também provenientes da analise realizada com o
auxilio do programa GPLAN.

Por fim, o quinto capitulo traz as consideragdes finais do trabalho e também algumas
sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 GRELHAS

No campo da Engenharia Estrutural, uma grelha é constituida por elementos
estruturais lineares pertencentes a um mesmo plano, que estdo sujeitos a esforcos néo
coplanares, formando assim uma malha de vigas (SALES et al, 2005). De uma forma
simplificada, a Figura 1 exemplifica uma grelha situada no plano (x,z), submetida a

carregamentos perpendiculares ao seu plano.

A
//

Figura 1 - Grelha (conjunto de vigas em um mesmo plano)
Fonte: Autoria prépria

De acordo com Engel (1997), este sistema estrutural reticulado denominado grelha
permite que os engenheiros de estruturas concebam e dimensionem vigas capazes de
vencerem vaos maiores do que aqueles alcangados por vigas independentes entre si. Este fato
pode ser compreendido atraves da comparacgdo entre uma viga isolada e uma grelha de vigas

ortogonais.
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Figura 2 - Sistema estrutural com vigas independentes
Fonte: Engel (1997)

A Figura 2 ilustra um sistema estrutural composto por vigas independentes entre si.
Considerando que uma carga pontual seja aplicada no meio do vao da viga da extremidade,
conforme indicado, somente esta viga apresentara deflexdo, enquanto que as outras vigas
paralelas ndo contribuem na resisténcia a forca aplicada. Sendo assim, a viga devera ser

dimensionada de forma que resista sozinha ao esforco solicitado de flexao.

Figura 3 - Grelha estrutural
Fonte: Engel (1997)

J& na Figura 3, pode-se observar a inser¢do de uma viga transversal perpendicular as

vigas paralelas, formando assim uma grelha. Esta viga faz com que parte do carregamento
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seja transmitida as vigas indiretamente carregadas, de modo que todas as vigas contribuam na
resisténcia ao esfor¢o solicitado, possibilitando assim a utilizag&o de vigas com menor se¢éo
transversal e maiores vaos.

Devido ao fato das interseccBes serem rigidas, as vigas perpendiculares a transversal,
com excecdo da viga da extremidade inferior, sdo torcidas pela acdo do momento fletor
presente nas extremidades dos vaos da viga transversal. A resisténcia a torcdo das vigas
perpendiculares pode ser comparada a uma situacdo de extremidade fixa, 0 que resulta em
uma diminuicdo da flexdo na viga transversal. De uma forma simplificada, dado uma viga
qualquer, sua flexdo causa o efeito de tor¢do nas vigas concorrentes, sendo elas
perpendiculares ou néo.

Isto faz com que as grelhas possuam uma alta aplicabilidade na construcdo civil,
sendo utilizadas principalmente em pisos e coberturas, como bases para lajes de concreto
armado macico ou pré-moldadas, podendo ser executadas em madeira, ago, concreto armado
ou protendido.

Em relacdo a geometria, podem apresentar diversas formas de acordo com a
necessidade do projeto. Entretanto, € comum utilizar malhas retangulares ou obliquas. As

figuras a seguir exemplificam os dois tipos de grelhas.

Figura 4 - Malha retangular
Fonte: Adaptado de Engel (1997)
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Figura 5 - Malha obliqua
Fonte: Adaptado de Engel (1997)

Em pavimentos retangulares aonde um véo é acentuadamente maior que o outro, as
vigas longitudinais das malhas retangulares apresentam menos eficiéncia em virtude da
diminuicdo da rigidez. Com o intuito de distribuir igualmente as cargas nas duas dire¢des, as
vigas mais longas devem ser enrijecidas. Ja nas malhas obliquas este fenbmeno ndo ocorre,
pois as vigas possuem comprimentos iguais, além de que as vigas dos cantos possuem um
incremento de rigidez semelhante a um apoio fixo, devido aos vdos serem menores nesta
posicdo. (ENGEL, 1997)

2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica amplamente
difundida no &mbito da Engenharia de Estruturas, e é utilizada para obter solucdes
aproximadas para problemas que envolvam condi¢Ges de contorno, conhecidos como
problemas de campo. Estes problemas consistem em situagdes matematicas em que uma ou
mais varidveis dependentes devem satisfazer uma equacdo diferencial parcial em todos os
pontos pertencentes a um dominio previamente conhecido, formado por variaveis
independentes, e devem também satisfazer condigdes especificas na fronteira deste dominio
(HUTTON, 2004).



22

Uma variedade de problemas concernentes a Engenharia pode ser descrita através de
equacdes diferenciais parciais. Devido a peculiaridade e complexidade de alguns casos
particulares, uma solucdo analitica exata para o problema se torna inviavel ou até mesmo
impossivel (LOGAN, 2007). Como forma de preencher esta lacuna, os métodos numéricos se
tornam uma alternativa bastante eficaz. Pereira (2004) relata que o Método dos Elementos
Finitos é o0 método mais empregado por Engenheiros a fim de obter uma solucéo aproximada
em ocasifes onde uma solucdo analitica se torna inviavel. Ainda, Soriano (2003) afirma que o
MEF, dentre os outros métodos numéricos como de diferencas finitas e elementos de
contorno, é o método mais aplicavel e eficiente em analise estrutural.

A ideia bésica por de tras deste método é a divisdo ou discretizacdo de um corpo em
um namero finito de partes, chamadas de elementos finitos, que séo interligados por nds. Este
conjunto formado pelos elementos finitos da-se 0 nome de malha, que por sua vez esta
diretamente relacionada com a exatiddo da solugdo (FISH, 2007). Aumentando o nimero de
elementos de uma malha, a convergéncia da solucdo também aumenta. Este procedimento é
conhecido como refinamento da malha, e ao passo que o nimero de divisdes tende a infinito,
a solucdo do sistema de equacdes diferenciais parciais converge para 0 valor exato
(HUTTON, 2004).

) N
| C //

Figura 6 - Refinamento de malha
Fonte: Hutton (2004)

Segundo Assan (2003), a ideia de que todas as coisas eram compostas por inimeras
particulas menores ja era utilizada por filosofos gregos ha mais de dois mil anos. Eudoxio
utilizou-se do pensamento de “discretizar” figuras continuas para criar o método da exaustao,
que consiste em aproximar o valor da area de figuras circulares através da inscri¢do e
circunscrigdo de figuras retilineas previamente conhecidas. Porém, a formulacdo do MEF sé
foi desenvolvida em meados dos anos 50, quando Argyris e Kelsey, em 1955 e Turner,
Clough, Martin e Topp, em 1956, publicaram um dos primeiros artigos a respeito do tema,

analisando distribuigcdes de tensdo em chapas de asa de avido. Apds este fato, o estudo a cerca
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do MEF se desenvolveu na década de 60, e devido a sua grande aplicabilidade a modelagem
computacional, se tornou comum a analise de estruturas de geometria arbitréria, constituida
por multiplos materiais e sujeitas a qualquer tipo de carregamento (AZEVEDO, 2003).

De acordo com Martha (2007), modelagem computacional é simplesmente a criacao
do modelo estrutural utilizando um software, cuja funcdo é fornecer os deslocamentos,
deformac0es, esforgos externos e internos através de um método numérico como o MEF. Com
0 notavel aumento do uso de computadores na década de 90, diversos softwares com esta
finalidade foram programados, e hoje estdo disponiveis para as mais diversas analises.

No ambito da Engenharia de Estruturas, diversos programas computacionais
baseados no MEF podem ser citados, dentre eles: ANSYS, SAP2000, AUTODESK ROBOT,
ABAQUS, STRAP, TQS entre outros. Com isto em mente, Azevedo (2003) alerta para as
consequéncias do uso indiscriminado destes softwares e da importancia da compreensao e

entendimento do Método para uma correta interpretacdo dos resultados obtidos.

Para que possa dar resposta em tempo Util & necessidade de justificagdo da seguranga
de uma estrutura, um projetista que ndo conheca as técnicas correspondentes a
formulacdo do MEF sera tentado pela simples utilizacdo de um qualquer software de
calculo. Uma vez que ndo tem acesso aos modelos que estdo programados, nem tem
bases para a sua compreensdo, procederd a utilizacdo do software de acordo com o
treino que recebeu ou com base em sucessivas improvisagdes. A tentacdo para
aceitar os resultados provenientes do programa é grande, quaisquer que sejam esses
resultados, uma vez que considera que o software escolhido tem elevada qualidade.
Os potenciais perigos de uma utilizacido nestas condi¢des sdo a ndo percepcdo de
eventuais erros na introducdo dos dados, a auséncia de correspondéncia entre o
modelo selecionado e a estrutura que esta a ser analisada, o fato de serem
desprezadas importantes condicionantes, etc. Na auséncia de uma comparacéo dos
resultados provenientes do MEF com os oriundos de outros modelos, existe o sério
risco de a seguranga de uma estrutura ser justificada com base em célculos
completamente inadequados (AZEVEDO, 2003, p. iii).

2.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO AO ESTUDO DE GRELHAS

A fim de determinar o equilibrio de um elemento estrutural ou de uma estrutura
deformavel, diversos métodos podem ser empregados. Nesta secéo, a formulagdo matematica
foi desenvolvida utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Este principio baseia-se
na lei da conservacdo da energia, a qual afirma que um corpo deformavel ao ser submetido a
acdo de cargas externas aplicadas gradualmente, tende a se deslocar, realizando assim

Trabalho externo U,. Este trabalho externo realizado pelas cargas armazena-se no corpo
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como forma de energia de deformagéo, assim, transformando-se em trabalho interno U,

(HIBBELER, 2004).

Esta relacdo é expressa matematicamente como:
U, =U; 1)

Sendo,

U; : Trabalho externo virtual

U: : Trabalho interno virtual

Ambos os trabalhos externo e interno estdo relacionados com deslocamentos e

deformacdes virtuais de acordo com as seguintes equacoes:

U, =FA + Mg +[ q(x). A(R)" d @)

U = J.VG .08 dV"‘J.VT. Sy dv (3)

A parcela de trabalho interno proveniente das tensGes normais pode ocorrer devido a
esforcos normais e de flexdo, enquanto que a parcela oriunda das tensdes cisalhantes €
resultante dos esforcos de forca cortante e torcdo. Neste caso, a parcela de trabalho
proveniente de esforcos normais sera nula, uma vez que o elemento estrutural em estudo nao é
submetido a cargas axiais.

Ainda, segundo Beer e Johnston (1996) a parcela de energia de deformacao referente

aos esforcos cortantes em elementos cuja relagdo h/Lé menor que 1/10, a porcentagem de

erro é inferior a 0,9%, ou seja, é insignificante comparada aos efeitos dos outros esforcos,
podendo assim ser ignorada.

Logo, para facilitar o entendimento das formulages, o trabalho interno sera dividido
em duas parcelas: uma proveniente do momento fletor e outra referente a tor¢do. A Figura 5
representa os esforcos que atuam em um elemento de grelha e seus respectivos deslocamentos

e giros.
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Figura 7 - Elemento de Grelha
Fonte: Adaptado de Logan (2007)

2.3.1 Parcela do Trabalho Interno oriunda do momento fletor

Considerando-se apenas as parcelas de tensdo e deformacéo referentes ao momento

fletor na equacéo (3):

U= IVGM . 8¢, dV (4)

Ainda, de acordo com a Lei de Hooke e a equacéo diferencial da linha elastica para
elementos submetidos a flexdo (BEER; JOHNSTON, 1996), tem-se:

_d%Y
c,=E-g,=E-¥- dgzy ()
. 4%
68M :y d),\(z (6)

Sendo,

v, : deflexdo do elemento na direcdo perpendicular ao seu eixo longitudinal.

y . distancia entre o centro geométrico da secéo até o ponto em analise.
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g
4
z
v,
Corte A-A
Figura 8 - Secéo transversal de um elemento fletido
Fonte: Autoria prépria
Substituindo as equacdes (5) e (6) na equacao (4), obtém-se:
d* d*sv;, L, d*0, d*oV]
* _ A . y A A y — ~,2 . y . y
Y= EIvLy e My 0%’ ]dv EL Y e e O Y
Considerando que:
L=y dA (8)
A equacdo (7) pode ser expressa da seguinte forma:
Ld®0, d®8V)
U =El L. L dx 9
' “lo dg®  d&® ®)
Igualando a energia de deformacdo interna com a externa tem-se:
Ld2\7y d28\7; g = F . A ~eopL oY d3 10
ZJ'O prEaTY: X=F,-8v ;+M,,-6¢, +I0 q(x). A(x) dx (10)

A fim de definir a funcdo de aproximacdo utilizada para aproximar os valores das
deflexdes na direcdo perpendicular ao eixo do elemento, apenas carregamentos nodais foram

considerados aplicados. Assim, de acordo com Hibbeler (2004):
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Y _0 (11)

Integrando a expresséo obtém-se o seguinte polinémio de terceiro grau:

¥, (%) =a+bx +c&% +d&° (12)

De acordo com a Figura 9, pode-se estabelecer as seguintes condi¢fes de contorno:

. L. av, .
Parax=0 — Vv =v, ; X =0,
. (13)
. N e\
Parax=L —> Vv =V, ; X =0,,
J
X
Yiy Yoy
z
¢, ¢ 0 o,
-t L >

Figura 9 - Deslocamentos perpendiculares e giros em coordenadas locais
Fonte: Autoria prépria

Substituindo as condic¢des de contorno apresentadas na equacao (13) no polinémio de
terceiro grau (12), e isolando as respectivas deflexdes e giros nodais, é possivel obter as
funcOes de aproximagao a seguir:

3% 283 Co2%E %) 3R 283 %2 %
o R TN A el L) I e vl A e A
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Uma vez que,
U, (%) =@, Uy + 9, by, + 0, Uy + 9, by, (15)

Substituindo a equacdo (15) em (10), considerando que as func¢bes de aproximagéo

sdo as mesmas (14) para o campo de deflexdes virtuais e assumindo que estes sejam valores
nédo nulos, obtém-se:

L d(Pi d(Pj N d([)i d(pj ,\ . e R L -
EIZJ.O |: d)’Z . d)’\( Vj'y+d_)"(. d)"( q)jyz dX - Fi,y +Mi,Z +J.O q(X)(P(X) dx (16)

A equacdo (16) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma:

), -[%], 6, )

Sendo,

{F} : Vetor de forgas e momentos externos aplicados ao elemento em coordenadas
e

locais

[RM] : Matriz de rigidez a flexdo do elemento em coordenadas locais
e

{6} : Vetor de deslocamentos e giros nodais do elemento em coordenadas locais
e

Com o intuito de obter a matriz de rigidez a flexdo do elemento em coordenadas

locais, substitui-se as funcdes de aproximacao em (16) e efetua-se o processo de diferenciacéo
e integracao.

2 6 12 6
R L2 L L2 L R
iy 6 6 Viy
~ — 4 —— 2 n
MlZ :EIZ L L . (I)lZ (18)
: L| 12 6 12 6| |7,
2y -— - — I ) y
MZZ e 6L L L6 L ¢22 e

2 2 2 4

L L L de
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Logo,

2 6 12 6]
[ 2 L [ 2 L
El % 4 ‘% 2
k =_—2 19
M=T1 2 62 s 9
[ 2 L L? L
6 , 6 ,
. L L Je

2.3.2 Parcela do Trabalho Interno oriunda da tor¢éo

Considerando-se apenas as parcelas de tensdo e deformacdo referentes ao momento
torcor na equagao (3):

Ul = jvr Loy dv (20)

A Figura 10 ilustra a deformacdo por torcdo de um elemento com secdo transversal

circular. Por meio da Lei de Hooke que relaciona tensdo e deformacéo e da relacdo cinematica
(HIBBELER, 2004), tem-se que:

=Gy (21)
V=P e (22)

Onde,
T : Tensdo de cisalhamento

G : Mddulo de elasticidade transversal do material
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y : Deformagéo por cisalhamento

p : Distancia do centro do eixo circular até o ponto considerado

¢, : Giro da secdo transversal devido a torgdo

Figura 10 - Deformacao por cisalhamento em elementos submetidos a torg¢éo
Fonte: Autoria propria

\

Substituindo (21) e (22) na equacdo (20) obtém-se:

2dAdx 23
% % a%  dx % d& Jop (23)

U::j G.{p'd¢xi|.|:p'd¢x }dVZGI pz.dd)x.%dvzej'l‘dd)x_dd)f
\Y% \Y 0
Considerando que:

J= jA p’dA (24)

Onde J € chamado momento polar de inércia para elementos com secdo transversal

circular, ou constante de torgcdo para as demais secoes.

E substituindo (24) em (23):
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U = Gaf 0. 90 4o (25)
0 dx dXx

Com o intuito de obter a funcdo de aproximacéo do giro devido a torcdo, assumindo

uma variacdo linear do angulo de giro ao longo de seu comprimento, tem-se:

o, (X)=ax+b (26)

De acordo com a Figura 11 pode-se estabelecer as seguintes condi¢fes de contorno:

Parax=0—¢, =¢, —>a-0+b=d, >b=§,

§ g A By — 0 (27)
Pal'a)A(:L—)d)X:(I)zX_)a.|_+b:¢zx_>a:¢2xl_¢1x

d/alx $2X
= e
( o |

o

-l L >

Figura 11 - Giros nodais em Coordenadas Locais
Fonte: Autoria prépria

Logo,

&xm:{9ﬁfﬂﬁ]x+$u (28)

Isolando os giros ¢, e ¢,,, as funcdes de aproximacao sdo obtidas:

&szﬁ——]&fh~%x 29)
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Logo,

X
m (30)

Derivando a equacéo (29) obtém-se:

T @Y
Substituindo (31) na equacéo (25):
U =G| L 2y [ b L, o @)
A equacdo (32) também pode ser escrita na forma matricial, apresentada abaixo:
(P, =Lk, £81, )

Sendo,

{F} : Vetor de forcas e momentos externos aplicados ao elemento em coordenadas
e
locais

[RT} : Matriz de rigidez a torcdo do elemento em coordenadas locais
e

{8} : Vetor de deslocamentos e giros nodais do elemento em coordenadas locais
e

Assim, a matriz de rigidez do elemento, representada em coordenadas locais,
referente a parcela de tor¢do pode ser obtida resolvendo a equacdo (32):

{Ml} =E{l _1} {d)l} (34)
M2x e L -1 1 € ¢2x e



33
Logo,

LIRS P 9

2.3.3 Matriz de Rigidez do Elemento em Coordenadas Locais

A partir das matrizes de rigidez obtidas nos itens anteriores referentes as parcelas de
flexdo (4.1.1) e torcdo (4.1.2), o sistema algébrico para o estudo de grelhas pode ser definido,

e a matriz de rigidez associada pode ser expressa em coordenadas locais.

" 12E] 6EI  12EI 6EI
c o T T ° T
F, o B 9 0 —% 0 7,
My, 6EI AEl  6El 2Bl | |
~ — 0 = = 0 = n
M| | L L L L | )% (36)
3 _12E _6El  12EI 6EI| |0,
. 3 2 3 2 A
M,, L - L L - L (0
vl 0 - 0 o T 0 b |
6EI 2El _6EI 4El
E L E L

Logo,



12El
L3
o 9
L
k =
K=l e
_ L3 0
s 8
L
o6El
=

2.3.4 Vetor de Esforcos Equivalentes

34

@37)

Devido ao fato do Método dos Elementos Finitos relacionar deslocamentos e giros

nodais com cargas nodais, quando um elemento esta submetido a carregamentos distribuidos,

¢ conveniente que este carregamento seja substituido por parcelas equivalentes de esforcos
aplicados nos nds do elemento. A Figura 12 exemplifica esta relagdo:
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q,
q(®)
qq
Y
( 0
1 2
- L -
foy
0 A
2 m,,
L »

Figura 12 - Esforcos equivalentes para um elemento de grelha submetido a carregamento distribuido
Fonte: Autoria prépria

Observando a figura anterior, nota-se que o carregamento distribuido foi substituido
por uma parcela de forca e momento fletor equivalente para cada né do elemento, ou seja,
basta determinar o valor desta parcela.

Sendo g, e g, os valores do carregamento distribuido quando X=0 e X=L,

respectivamente, e tendo em mente que o carregamento € linear:

q(X)=a-X+b (38)

Aplicando as condigOes de contorno referente ao elemento da Figura 12 tem-se:



ParaXx=0—>q(0) =09, >b=q,

ParaX=L —>q(L)=0, »>a=

Substituindo (39) em (38) obtém-se:

q(k)=q2—[ql-k+ql

qz_ql
L
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(39)

(40)

Levando em consideracdo que o campo de deslocamentos verticais pode ser

aproximado conforme a equacdo (15) e que o carregamento linear pode ser descrito por (40),

substituindo-as no terceiro termo da equacéo (2) obtém-se:

ﬁQW)AWﬁ:Liﬂlihf

L

X+Q,

}-[(Pl : \71y* + o, '&)u* TP \72y* + 9, '&)2;] dx  (41)

Logo, resolvendo a equacdo (41) é possivel determinar as parcelas dos esforcos

equivalentes para cada n6 do elemento em analise:

. +
20 d,

£3L 7L

0

L L
{%'q2+2_0'q1j

(7L 3L

20 4,

2_0.q2+2_0‘q1

L2
J— —_ +
(20 a,

L2
%'ql]

(42)
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2.3.5 Matriz de Transformacao de Coordenadas

Quando um elemento estrutural é analisado separadamente do sistema em que ele
esta inserido, por questdes praticas, gera-se a matriz de rigidez do elemento finito em relacdo
ao seu sistema de coordenadas locais. Porém, ao analisarmos a estrutura como um conjunto, a
matriz de rigidez do elemento deve ser referenciada a um sistema global de coordenadas, ou
seja, € necessario que todos os elementos possuam um mesmo referencial (ASSAN, 2003).

A Figura 13 mostra um elemento de grelha, orientado arbitrariamente no plano x-z.

O angulo entre o sistema global de coordenadas (x,y,z) e o sistema local (X,,2) é o.

Figura 13 - Elemento de grelha orientado arbitrariamente no plano x-z
Fonte: Adaptado de Logan (2007)

Sendo IA:y a forca aplicada na direcdo do eixo ¥, I\A/IX e I\7IZ, respectivamente, 0s

a

momentos torcor e fletor aplicados em torno dos eixos X e 2, respectivamente, F, a forca

aplicada na dire¢do do eixo y, e M, e M, 0s momentos aplicados respectivamente em torno

dos eixos X e z, as equagOes que relacionam os esforgos associados ao sistema local com o

sistema global de coordenadas podem ser escritas da seguinte forma:

E=F,
M, =M, -cosa+M, -sena (43)
M, =-M, -sena.+M, -cosa
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Estas equagdes sdo aplicadas para ambos os nds do elemento. Assim, a relagdo

matricial dos esforgos nos sistemas local e global é expressa como:

1y 1 0 0 O 0
Mlx 0 cosa sena O 0
M, 0 -sena cosa 0 O

e[ Tjo o 0 1 0
sz 0 0 0 0 cosa
N1, e 0o 0 0 0 -sena

o O O

sena.
cosa |

(44)

(45)

Em que [T] representa a matriz de Transformagdo de Coordenadas ou Matriz de

Rotacéo.

1 0 0 0 0 0
0 cosa sena O 0 0
[T] _ 0 -sena cosa O 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cosa sena
0 0 0 0 -seno cosa |

(46)

Como os deslocamentos se transformam de modo similar as forcas, pode-se escrever:

(47)

Considerando que os esfor¢cos nodais se relacionam com os deslocamentos e giros

nodais da seguinte maneira:

(48)
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Substituindo (45) e (47) em (48) obtém-se:

[T]-{F). = k], [T]-{8). (49)
Escrevendo a equacdo (49) de outra forma:

(R, =TTk ] [T]-{3), (50)

Como a matriz de Transformacdo de Coordenadas [T]| € ortogonal, sua inversa é

igual a sua transposta: [T]’l = [T]T, onde o superescrito T representa sua transposta. Logo, a

matriz de rigidez expressa em coordenadas globais pode ser escrita da seguinte forma:

[k, =[TT - [ k], -[T] (51)
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3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Como mencionado anteriormente, neste trabalho foi elaborado um algoritmo
computacional em linguagem FORTRAN, embasado no Método dos Elementos Finitos, com
a finalidade de estudar o comportamento el&stico linear de grelhas submetidas a diferentes
tipos de esforcos, determinando assim deslocamentos e giros nodais, esforcos internos nos
elementos e as reacdes nos apoios. De um modo geral, a estrutura do software desenvolvido
pode ser dividida em trés mddulos principais, denominados: entrada de dados, processamento
e saida de dados.

O primeiro tem por finalidade fornecer ao programa, através de um arquivo de texto
(“.txt”) previamente elaborado pelo usuario, todas as propriedades fisicas e geométricas de
cada elemento, além das vinculagcBes e carregamentos necessarios para a realizacdo dos
calculos matriciais da estrutura analisada.

Dando continuidade, o modulo de processamento é responsavel por realizar todos 0s
calculos necessarios para se produzir os resultados desejados. Dentre eles, vale ressaltar a
transformacdo de coordenadas, elaboracdo do vetor de esforcos, montagem da matriz de
rigidez da estrutura em coordenadas globais, resolucdo do sistema linear de equagdes
algébricas, determinacdo de esforgos e deslocamentos.

Por fim, a saida de dados tem como objetivo organizar e apresentar de uma forma

simples os resultados das analises realizadas em um arquivo (“.txt”).

3.1 ESQUEMA GERAL DE CALCULO

Com o intuito de facilitar a compreensdo e a organizacao, o software desenvolvido
foi dividido em etapas e cada operacdo estd representada no fluxograma a seguir. De uma
forma sistémica, cada processo mostrado na Figura 14 representa uma sub-rotina do
programa, de modo que ao final do procedimento o usuario obtenha os resultados esperados.

A descricdo detalhada de cada sub-rotina sera apresentada na etapa seguinte do
trabalho.



( INiCIO )

DECLARACAO DE
VARIAVEIS

ABERTURA DE
ARQUIVOS

ARQUIVO DE
ENTRADA (.txt)

LEITURA DE
DADOS

()
PROPRIEDADES
GEOMETRICAS

MONTAGEM DA VETOR DE
MATRIZ ESFORCOS
CONDICOES DE
CONTORNO

RESOLUGCAO DO ]

SISTEMA

|

REAGOES DE ESFORCOS
APOIO INTERNOS

[ SAIDA DE DADOS ]

ARQUIVO DE
SAIDA (.txt)

FECHAMENTO DO
ARQUIVO

FIM

Figura 14 - Esquema geral de célculo
Fonte: Autoria prépria
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3.2 SUB-ROTINAS

3.2.1 Declaracéo de Variaveis

Antes da elaboracdo efetiva do algoritmo computacional faz-se necessario a
declaracédo de todas as variaveis contidas no projeto do programa. Logo, este modulo contem

todas as variaveis que foram utilizadas no cddigo fonte, sendo estas inteiras ou reais.

3.2.2 Abertura de Arquivos

Nesta sub-rotina o usuario define 0 nome do arquivo de texto que sera aberto durante
a execucdo do programa, onde estara contida toda informacdo da estrutura analisada, como
propriedades fisicas, geométricas, caracteristicas dos esforcos, e definicdo dos apoios.
Também escolhe o nome usado para o arquivo de saida contendo os resultados da analise,

como esforgos internos, deslocamentos e giros nodais e reagdes nos apoios.

3.2.3 Leitura de Dados

Nesta etapa do algoritmo sera efetuada a leitura e o gerenciamento dos dados
contidos no arquivo de texto mencionado na etapa anterior, de forma a acoplar estes dados

com suas respectivas variaveis de destino.
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3.2.4 Propriedades Geométricas

Uma vez que as variaveis ja receberam os dados corretos, a presente sub-rotina €
responsavel por realizar os célculos das propriedades geométricas de cada elemento, como o

comprimento, seno e cosseno diretores de acordo com a Figura 13.

3.2.5 Montagem da Matriz

Nesta sub-rotina € realizada a montagem da matriz de transformacao de coordenadas
locais para globais, a matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais, o célculo da
matriz de rigidez do elemento em coordenadas globais e, por fim, a matriz de rigidez da

estrutura em coordenadas globais.

3.2.5.1 Matriz de Transformacéo de Coordenadas

A partir dos cossenos e senos diretores provenientes dos célculos efetuados na secao

3.2.4 deste trabalho, é possivel criar a matriz de transformacéo de coordenadas [T] conforme

a equacdao (46).

3.2.5.2 Matriz de Rigidez do Elemento em Coordenadas Locais

Com os dados referentes as propriedades fisicas e geométricas de cada elemento, é

possivel montar a matriz de rigidez [k} de acordo com a equacgao (37).
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3.2.5.3 Matriz de Rigidez do Elemento em Coordenadas Globais

Com o intuito de obter a matriz de rigidez da estrutura, primeiramente é necessario
que as matrizes de rigidez de cada elemento estejam expressas em funcdo de um mesmo
referencial. Sendo assim, a matriz de rigidez do elemento escrita em coordenadas globais

pode ser obtida segundo a equacdo (51).

3.2.5.4 Matriz de Rigidez da Estrutura em Coordenadas Globais

Uma vez que as matrizes de rigidez de cada elemento em coordenadas globais foram

obtidas, basta agrupa-las de maneira coerente para que a matriz de rigidez da estrutura em
coordenadas globais [k] tome forma. Para tanto, é importante ter em mente que cada matriz
de rigidez elementar tem sua posicdo pre-definida na matriz de rigidez da estrutura, de modo
que os termos referentes aos nds comuns entre dois elementos se somem. Este processo é

exemplificado a seguir, onde o indice superior representa o elemento ao qual a matriz de

rigidez elementar pertence.

1 1 1 1 1 1
kll k12 le k14 k15 le
1 1 1 1 1 1
k21 k22 k23 k24 k25 k26
1 1 1 1 1 1
k3l k32 k33 k34 k35 k36

1 1 1 1 2 1 2 1 2
k41 k42 k43 k44 + kll k45 + klZ k46 + le
1 1 1 1 2 1 1 1 2
kSl k52 k53 k54 + k21 k55 + k22 k56 + k23

1 1 2 1 1 1 2
62 k63 k64 + k31 k65 + k32 k66 + k33

[K] = (52)

- O O O O O o
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3.2.6 Vetor de Esforgos

Nesta etapa ocorre a montagem do vetor de esforgos externos {F} que consiste na

soma dos carregamentos nodais com a parcela de esfor¢os equivalentes provenientes de

carregamentos distribuidos, de acordo com a equacéo (42).

(53)

3.2.7 Condigdes de Contorno

Uma vez que a matriz de rigidez global da estrutura [k] apresenta um determinante

igual a zero, ela ndo € inversivel, o que resulta em um sistema de equacOes algéebricas
impossivel de se determinar os deslocamentos e giros nodais. Com o intuito de torna-la uma
matriz ndo singular, possibilitando assim a solucdo do sistema de equagdes e por
consequéncia obter os deslocamentos e giros nodais, sdo introduzidas as condi¢bes de
contorno do problema.

Estas condi¢bes de contorno consistem em identificar os graus de liberdade

impedidos em cada no da estrutura, e assim transferir estas condigdes para a matriz de rigidez

[k], de modo que na posicao referente a diagonal principal da linha correspondente ao grau

de liberdade restrito seja atribuido o nimero 1, e o restante da linha e coluna seja nulo.

Repete-se este processo para todos os nos da estrutura, inclusive para o vetor de esforgcos
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externos, onde o carregamento responsavel pelo grau de liberdade restrito também deve ser
nulo. Este método esta representado de forma generalizada na equacgéo (54):

I(11 k12 0 k14 le o - kln Vly Fly
k21 kzz 0 k24 kzs o - an ¢1x Mlx
0 0 1 0 0 0 - 0|4, 0
k41 k42 0 k44 k45 o - k4n V2y _ F2y (54)
k51 ksz 0 k54 kss o - k5n ¢2x MZx
0 0 0 0 0 1 - 0|0, 0
_knl an O kn4 kn5 0 knn_ (I)nz an

3.2.8 Resolucéo de Sistemas

Nesta sub-rotina é realizada a resolucdo de sistemas lineares de equacgdes algébricas

através do método de eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial.

3.2.9 Reac0es de Apoio

Uma vez que os deslocamentos e giros nodais foram obtidos através da etapa
anterior, basta multiplicar-se a matriz de rigidez global da estrutura sem o emprego das
condigdes de contorno com o vetor de deslocamentos e giros nodais, de acordo com a equagao
(55).

{Fy =[k].{8} (55)

Cabe ressaltar que o vetor de esforgos obtido através da equacgdo anterior nédo
somente contém os valores das reacdes de apoio como todos os esforcos internos aplicados na

estrutura. Entretanto, séo interessados apenas os valores contidos nas posi¢des referentes aos
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nos que apresentem algum tipo de restricdo. Em seguida, € necessario subtrair o vetor de

esforgos equivalentes proveniente do carregamento distribuido.

3.2.10 Esforgos Internos

Esta etapa tem a finalidade de obter os esforcos internos de cada elemento da
estrutura analisada, diga-se esforco cortante, momento torgor e momento fletor. Logo, o vetor
de deslocamentos e giros nodais obtido através da resolucdo do sistema linear de equacGes
algébricas deve ser transformado de coordenadas globais para coordenadas locais, elemento
por elemento. Em seguida, deve-se multiplicar este vetor pela matriz de rigidez do elemento

em questdo, em coordenadas locais, como representa a equacdo seguinte.
(R =[k {5} (56)

Apds isto, € necessario subtrair o vetor de esforcos equivalentes proveniente do
carregamento distribuido, uma vez que as parcelas advindas de carregamentos distribuidos

sdo consideradas nodais apenas para a determinacédo dos esforcos externos da estrutura.

3.2.11 Saida de Dados

Apbs 0 processamento da estrutura e de finalizado todos os célculos previamente
executados, esta sub-rotina ¢ responsavel por gerar um arquivo de texto (“.txt”) contendo
todos os resultados esperados, como deslocamentos e giros nodais, esforgcos internos (forca

cortante, momento torcor e fletor) e reacGes de apoio.
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3.2.12 Fechamento de Arquivos

Semelhante ao explicado no item 3.2.2 deste trabalho, a sub-rotina Fechamento de
arquivos € responsavel por encerrar 0 programa e fechar o arquivo de texto previamente
aberto. Para fins didaticos e académicos, o codigo fonte do software elaborado ao longo deste

trabalho se encontra disponivel em anexo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 EXEMPLO 1

A Figura 15 representa uma grelha simples proposta por Logan (2007) com as
unidades transformadas para unidades usuais em ambito nacional, composta por quatro nos e

trés elementos, todos com as mesmas propriedades fisicas e geométricas: Mddulo de
Elasticidade Longitudinal E =2,07-10°kN/m?, Coeficiente de Poisson v=0.25, Momento
de Inércia 1=4,16-10" m*e Momento Polar de Inércia J=4,58-10°"m*. As condicGes de

carregamento e vinculagGes e o comprimento de cada elemento estdo contidos na figura

abaixo.
VA
- 6.096 m—»/l/
ANNCS\N /i 7774 —
4 3 E2 4
3.048 m A E3
AR A Y £
A
3.048 m £ 1
El
2
z Fi,=— 444,82 kN

Figura 15 - Grelha submetida apenas a um carregamento concentrado
Fonte: Adaptado de Logan (2007)
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Com o intuito de validar o software desenvolvido neste trabalho, foram realizadas
comparagOes entre os resultados referentes aos deslocamentos, giros e esforgos internos,
obtidos através do programa elaborado, com aqueles provenientes do programa GPLAN,

desenvolvido pelos professores Marcio Roberto Silva Correa, Marcio Antonio Ramalho da

EESC-USP e Luiz Henrique Ceotto da UFSCar, como mostram as Tabelas 1,2 e 3.

Tabela 1 - Deslocamentos e giros nodais para o Exemplo 1

Programa desenvolvido

GPLAN

Deslocamento

Giro em torno

Giro em torno

Deslocamento

Giro em torno

Giro em torno

No emy (m) de x (rad) de z (rad) emy (m) de x (rad) de z (rad)
1 -0,071753 0,029461 -0,016890 -0.071753 0,029461 -0,016890
2 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
3 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
4 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000

Fonte: Autoria prépria

Tabela 2 - Esfor¢os Internos: Cortante para o Exemplo 1

Programa desenvolvido

GPLAN

Cortante Final (kN)

Elemento Cortante Inicial (kN) Cortante Final (kN) Cortante Inicial (kN)
1 -85,068526 85,068526 -85,068000 85,068000
2 32,148456 -32,148456 32,147000 -32,147000
3 -391,902089 391,902089 -391,902000 391,902000
Fonte: Autoria prépria
Tabela 3 - Esfor¢os Internos: Momentos para o Exemplo 1
Programa desenvolvido GPLAN
Torgor Torgor . . Torgor Torgor o .
Ele Fletor Inicial Fletor Final Fletor Inicial Fletor Final
Inicial Final Inicial Final
mento (kN.m) (kN.m) (kN.m) (kN.m)
(kN,m) (kN.m) (kN,m) (kN.m)
1 -18,844882  18,844882 -280,133066 -299,654470 -18,845000 18,845000 -280,133000 -299,654000
2 -10,447987  10,447987 252,464583 -33,355645 -10,448000 10,448000 252,465000 -33,356000
3 20,992237  -20,992237  -264,385250 -930,132312 20,993000 -20,992000 -264,385000 -930,132000

Fonte: Autoria prépria

Em seguida, estdo apresentados os valores obtidos pelo autor. Vale ressaltar que

Logan (2007) n&o utilizou um software para calcular o exemplo, mas sim o fez manualmente,

0 que resulta em erros de arredondamento ao longo do processo de calculo.
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Tabela 4 - Deslocamentos e giros nodais segundo Logan (2007)

Logan (2007)
N6 Deslocamento em y(m) Giro em torno de x (rad) Giro em torno de z (rad)
1 -0,071882 0,029500 -0,016900
2 0,000000 0,000000 0,000000
3 0,000000 0,000000 0,000000
4 0,000000 0,000000 0,000000

Fonte: Adaptado de Logan (2007)

Tabela 5 - Esforcos Internos segundo Logan (2007)

Logan (2007)

Elemento Cortante inicial ~ Cortante Final Torgor Inicial Torgor Final Fletor Inicial Fletor Final
(kN) (kN) (kN,m) (kN.m) (KN.m) (kN.m)

1 -85,400000 85,400000 -18,900000 18,900000 -280,200000 -300,500000

2 32,200000 -32,200000 -10,400000 10,400000 253,100000 -33,300000

3 -391,900000 391,900000 21,0100000 -21,0100000 -264,300000 -930,100000

Fonte: Adaptado de Logan (2007)

De acordo com os resultados apresentados nas Tabelas 1, 2 e 3 é possivel perceber
que a formulagdo do MEF foi desenvolvida de maneira correta, e sua implementagdo no
software elaborado se deu de forma eficaz, uma vez que os resultados obtidos de
deslocamentos e giros nodais foram exatamente iguais aos valores provenientes GPLAN, e
em relacdo aos esforcos internos, se houver erros, estes estdo a partir da quarta casa decimal,
uma vez que o GPLAN apenas exibe os resultados com ordem de trés casas decimais.

Com relacdo aos resultados expostos por Logan (2007), a diferenca se d& na ordem
da quarta casa decimal para os deslocamentos e giros, o que pode ser explicado pelo fato de
que o autor realizou manualmente os calculos matriciais, utilizando arredondamentos, o que
resultou em uma porcentagem de erro acumulada, porém nada significante.

Por fim, é importante notar o fato de que o exemplo trata-se de uma grelha
hiperestatica, comprovando assim a eficiéncia do software ndo s6 para problemas isostaticos,

mas sim para diferentes graus de hiperestaticidade.
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4.2 EXEMPLO 2

O exemplo a seguir foi extraido do livro de Weaver e Gere (1990), o qual foi
analisado utilizando um programa computacional desenvolvido pelos autores. Trata-se de uma

grelha composta por sete nos e seis elementos, todos com as mesmas propriedades fisicas e
geométricas: Mddulo de Elasticidade Longitudinal E =2-10°kN/m? , Coeficiente de Poisson
v=0.25, Momento de Inércia 1=1-10°m* e Momento Polar de Inércia J=2-10°m*. A

Figura 16 mostra um esbo¢co do problema, assim como as condicbes de carregamento e

vinculagdes e o comprimento de cada elemento.

) P =25
A o7 7 /
//
g w =75 kKN/m 6 4m
Sid ? I
e ¥ '
b Z6 kS 5
2 T RS (¢ 4
7 150 kN 30 kN E4 m
7 1 1
7 - - -
7 El 2 £3 e _
- 2 3 4(-4 -\
Y
“— 3Im — ——3Im — ——dm ——>

100 kN.m

(=]

Figura 16 - Grelha submetida a carregamentos concentrados e distribuidos
Fonte: Adaptado de Weaver e Gere (1990)

Uma vez que o algoritmo implementado neste trabalho contempla a analise de
elementos submetidos a carregamentos distribuidos, torna-se desnecessario um refinamento
da malha do elemento cinco para se obter uma aproximacgao da solucdo exata. Com isto em
mente, a estrutura foi simulada usando o software proposto, e os resultados de deslocamentos
e giros nodais, assim como os esforcos internos obtidos foram confrontados com aqueles

expostos pelos autores, de acordo com as tabelas a seguir.
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Programa desenvolvido

Weaver e Gere (1990)

Deslocamento

Giro em torno

Giro em torno

Deslocamento

Giro em torno

Giro em torno

No emy (m) de x (rad) de z (rad) emy (m) de x (rad) de z (rad)
1 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
3 -0,0012182 -0,0003560 0,0001498 -0,0012182 -0,0003559 -0,0001497
4 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
5 -0,0020993 0,0002886 -0,0001838 -0,0020993 0,0002885 -0,0001837
6 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
7 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
Fonte: Autoria propria
Tabela 7 - Esfor¢os Internos: Cortante para o Exemplo 2
Programa desenvolvido Weaver e Gere (1990)
Elemento Cortante Inicial (kN) Cortante Final (kN) Cortante Inicial (kN) Cortante Final (kN)
1 93.528030 -93.528030 93,528000 -93,528000
2 -56.471969 56.471969 -56,472000 56,472000
3 -34.452412 34.452412 -34,542000 34,452000
4 27.980443 -27.980443 27,980000 -27,980000
5 85.060210 214.939789 85,060000 214,940000
6 -57.079767 57.079767 -57,080000 57,080000
Fonte: Autoria prépria
Tabela 8 - Esforgos Internos: Momentos para o Exemplo 2
Programa desenvolvido Weaver e Gere (1990)
Ele- Torgor Torgor Fletor Inicial ~ Fletor Final Torgor Torger Fletor Inicial Fletor Final
Inicial Final Inicial Final
mento (kN.m) (kN.m) (kN.m) (kN.m)
(kN,m) (KN.m) (kN,m) (KN.m)
1 9,493188 -9.493188 163.092146 117.491945 9,493000 -9,493000 163,092000 117,492000
2 9.493188 -9.493188 -117.491945 -51.923963 9,493000 -9,493000 117,492000 -51,924000
3 -14.239783 14.239783 -61.416907 -76.392742 -14,240000 14,240000 -61,417000 -76,393000
4 -13.340870 13.340870 23.732971 88.188800 -13,341000 13,341000 23,733000 88,189000
5 -11.542548 11.542548 -20.691407 -239.067750 -11,542000 11,542000 -20,691000 -239,068000
6 7.350536 -7.350536 -99.731349 -128.587720 7,351000 -7,351000 -99,732000 -128,588000

Fonte: Autoria prépria

Segundo Vaz (1973) a formulagdo apresentada

por Weaver e Gere (1965)

desconsidera o efeito da parcela de energia de deformacdo proveniente do cisalhamento, ou

seja, utiliza a teoria de Euler-Bernoulli para simular a flexdo dos elementos. Uma vez que o

presente trabalho também utiliza esta mesma teoria, era de se esperar obter resultados muito
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proximos ou até iguais aos da literatura em analise. De acordo com as Tabelas 6, 7 e 8 é
possivel identificar que os valores obtidos dos deslocamentos nodais foram exatamente os
mesmos, enquanto que o0s giros devido a torcdo e flexdo apresentaram diferencas
insignificantes, podendo também ser considerados iguais. Em relacdo aos esforcos internos,
0s autores também apresentam a solucdo apenas com trés casas decimais, ou seja, se houver
algum erro, este pode ocorrer a partir da quarta casa decimal.

Logo, pode-se notar a precisdo do algoritmo implementado para o calculo de

elementos submetidos a carregamentos concentrados e também distribuidos.

4.3 EXEMPLO 3

A Figura 17 ilustra uma grelha composta por quatro nos e trés barras, todas com as
mesmas propriedades fisicas a seguir: Médulo de Elasticidade Transversal E =3-10"kN/m?e

Coeficiente de Poisson v=0.25. As condi¢bes de carregamento e vinculacdes, assim como o

comprimento de cada elemento e sua secdo transversal estdo mostradas abaixo.

10 KN/m

SECAO TRANSVERSALI
DOS ELEMENTOS

30 em

15 cm

Figura 17 - Grelha submetida a carregamentos distribuidos
Fonte: Autoria prépria
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Com o intuido de se obter aproximagfes exatas da solucdo analitica, no exemplo
anterior foi dito que ndo ha a necessidade do refinamento de malhas para a andlise de
elementos submetidos a carregamentos distribuidos. Sendo assim, o exemplo 3 foi elaborado
com a finalidade de comparar os resultados dos esforcos internos provenientes da simulagéo
utilizando o software desenvolvido com aqueles obtidos através da solucdo analitica da
estrutura.

Por se tratar de uma grelha isostatica com uma extremidade livre, é possivel
determinar os diagramas de cortante, momento fletor e torcor para cada elemento, sem que
seja necessario determinar as reacfes no engaste. Uma vez que 0 carregamento € constante, 0
diagrama de momento fletor serd parabdlico, o que exige que seja calculado o valor do
esforco em um terceiro ponto para cada barra submetida ao carregamento distribuido. Sendo

assim, escolheu-se 0s seguintes pontos:

—

10 KN/m

[ 1 /

.

) 4

3.5m

&

Figura 18 - Pontos adicionais para o diagrama do momento fletor
Fonte: Autoria propria

Apos isto, foram calculados os esforgos internos em cada ponto, através do método

analitico, e também através de simulacdo numérica realizada com o auxilio do software
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desenvolvido. Uma vez determinado os esforcos, foi possivel tracar os diagramas de cortante
e momento fletor para cada barra, apresentados nos graficos a seguir.

Cortante (kN)

85 Mo e oo o0 e e o o o e 00 o om0 0 e e o B 85

J ++<®-- Solugdo Analitica

) e+ s+ Programa proposto

1 2 Ng

Gréfico 1 - Diagrama de cortante da barra 1 utilizando ambos métodos de célculo
Fonte: Autoria prépria
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4 ./'
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I/.
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472,5 f‘

Fletor (kN.m)

Gréfico 2 - Diagrama de momento fletor da barra 1 utilizando ambos métodos de calculo
Fonte: Autoria prépria
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Gréfico 3 - Diagrama de momento torgor da barra 1 utilizando ambos métodos de calculo

Fonte: Autoria propria
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Gréfico 4 - Diagrama de cortante da barra 2 utilizando ambos métodos de calculo
Fonte: Autoria propria
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Gréfico 5 - Diagrama de momento fletor da barra 2 utilizando ambos métodos de calculo
Fonte: Autoria propria
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Gréfico 6 - Diagrama de momento torgor da barra 2 utilizando ambos métodos de célculo
Fonte: autoria prépria
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Gréfico 7 - Diagrama de cortante da barra 3 utilizando ambos métodos de célculo
Fonte: Autoria prépria
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Gréfico 8 - Diagrama de momento fletor da barra 3 utilizando ambos métodos de calculo

Fonte: Autoria prépria
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Pode-se observar pelos graficos que todos os valores dos esforgcos internos de

cortante, momento fletor e momento torcor, para ambos os metodos de calculo, sdo iguais.

Isto quer dizer que a formulacdo desenvolvida neste trabalho apresenta aproximacdes exatas

da solucéo real do problema, ndo necessitando assim de refinamento de malha. Tal fato pode
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ser explicado através da analise do campo de deslocamentos verticais do elemento e do giro
devido a torgao.

Na formulacdo aqui desenvolvida, foi optado por aproximar o campo de
deslocamentos perpendiculares ao eixo do elemento e o giro através de polinbmios de terceiro
e primeiro grau, respectivamente, de acordo com as equagdes (12) e (26). Em elementos
submetidos apenas a carregamentos concentrados, os valores reais de deflexdo também séo
representados por uma funcédo de terceiro grau, o que resulta em analises precisas dos valores
de esforcos internos, giros e deslocamentos. Porém, em elementos submetidos a
carregamentos distribuidos, os valores reais da deflexdo do elemento passam a ser regidos por
polindmios de grau maior que trés, ou seja, o grau da funcdo que interpola os valores dos
esforcos nodais ja ndo coincide com a real situacéo, resultando assim em erros.

Porém, neste trabalho, os carregamentos distribuidos passam a ser tratados como
carregamentos nodais, usando a metodologia dos esforgos equivalentes, como demonstrado na
secdo 2.3.4. Ao adicionarmos aos nés uma parcela de forca e momento fletor proveniente do
carregamento distribuido, o campo real de deflexdes passa a ser representado por um
polindmio de terceiro grau novamente, permitindo assim que o software desenvolvido
aproxime de maneira exata os valores reais dos esforcos internos, giros e deslocamentos,
dispensando assim a necessidade de um refinamento de malha.

O mesmo vale para o giro devido a tor¢do, onde os valores assumem um
comportamento linear na auséncia de momentos distribuidos ao longo do elemento, como é o

caso deste trabalho, coincidindo assim com a formulacao proposta.

4.4 EXEMPLO 4

Neste ultimo exemplo é apresentada uma laje com espessura h=0,20m
simplesmente apoiada em sua extremidade, conforme ilustra a Figura 19. Esta laje esta
submetida a uma carga uniformemente distribuida em toda sua area igual a q =—10kN/m?, e
¢ constituida por um material estrutural cujo Mddulo de Elasticidade Longitudinal é

E =3,05-10” kN/m? e Coeficiente de Poisson v =0,20.
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Laje
—_—60m-—

|

40m

|

Figura 19 - Laje simplesmente apoiada para o exemplo 4
Fonte: Autoria prépria

Com o intuido de verificar a precisdo do método da Analogia de grelhas aplicado a
analise de placas, Castro (2001) comparou os valores dos momentos e deslocamentos
discretizando a laje através de elementos de grelha, com a solucdo exata, esta obtida com
recurso a solucdo de Navier, presente no trabalho de Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1970).

Sendo assim, neste exemplo realizou-se uma comparagdo dos resultados
provenientes do software desenvolvido, com aqueles obtidos por Castro (2001), refor¢ando
assim a precisdo da formulacdo e o efeito do refinamento da malha ao analisar uma placa
através de elementos de grelha.

Optou-se inicialmente por discretizar a laje da mesma forma que Castro (2001): em
trinta e cinco nos, totalizando assim cinquenta e oito elementos, todos com as mesmas

propriedades fisicas especificadas anteriormente, e comprimento L =1,0m, de acordo com a

Figura 20. Desta maneira, € possivel analisar ndo sé o efeito do refinamento da malha, mas
também a precisdo dos resultados fornecidos pelo programa proposto para uma mesma grelha
equivalente. Vale lembrar que os nés foram numerados sem levar em consideracdo a

interferéncia no tamanho da matriz (tamanho/largura de banda).
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Figura 20 - Malha (1m x 1m)
Fonte: Autoria prépria

As propriedades geométricas referentes a rigidez a flexdo e a torcdo devem ser
consideradas diferentes para os elementos localizados na extremidade da laje, e o restante,

uma vez que os primeiros modelam faixas com 0,5m de largura, enquanto que 0s segundos

modelam secBes de 1m da laje. Sendo assim, segundo Castro (2001), pode-se calcular o
Momento de Inércia e 0 Momento Polar de Inércia para ambos 0s casos.

Para vigas de borda:

I:bh—3:0 50’—23:3 4722.10*m* (57)
12(1—v2) ’ 12(1—0,22) ’

3 3
1=b™ _0,5.22

- ~=6,6667-10"'m’ (58)

Para os demais elementos:



63

h? 0,23 oy
I=b - —6,9444-10"m (59)
12(1—\12) 12(1—0,22)
3 3
J= b% - 0'62 =1,3333-10°m* (60)

Ainda, uma vez que a carga distribuida na laje é de —10kN/m?, considera-se que

cada no no centro da laje esteja submetido a um esforco concentrado vertical igual a:

F, =—10-1.1=—10kN (61)

Os apoios do contorno foram considerados de primeiro género, ou Seja, restringindo
apenas os deslocamentos verticais, com excecdo dos quatro vértices, que foram considerados
engastados.

Em posse de todas as consideracOes realizadas, foi simulada a grelha equivalente
utilizando o software desenvolvido, e os resultados da aproximacao dos valores de momento

fletor ao longo do corte AA sdo apresentados no grafico a seguir.

Comprimento (m)

------ Solugdo Exata
Castro (2001)

e Programa proposto

10

12

14 -
Fletor (kN.m)

Grafico 9 - Diagrama de momento fletor ao longo de AA
Fonte: Autoria prépria
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Verificam-se pelo grafico que os resultados obtidos através do programa
desenvolvido neste trabalho sdo praticamente os mesmos que Castro (2001) obteve ao analisar
a laje apresentada atraveés da associacdo de grelha, sendo que ambas as solucdes aproximam-
se de maneira eficaz os valores reais calculados através da solucdo de Navier. Vale ressaltar
que ao utilizar esta técnica, o diagrama de momento obtido é linear, enquanto a solucéo real
se da através de um polinbmio de um grau maior que um. Isto ocorre pelo fato de que foram
considerados apenas carregamentos concentrados aplicados nos nos da grelha.

Por outro lado, pode-se observar saltos no diagrama nas secfes correspondentes aos
nos dos elementos, saltos estes que sdo inexistentes na solucdo real, pois resultam do
equilibrio de momentos nos noés da grelha. Ou seja, para que o salto seja nulo, 0s momentos
torgores nestes nos causados pelo efeito de flexdo dos elementos perpendiculares ao corte AA
devem ser nulos também.

Em seguida serdo comparados os valores do campo de deslocamentos ao longo de

BB, como mostra o gréfico abaixo.

0,00E+00

Comprimento (m)

-2,00E-04

-4,00E-04

escsee Solugﬁo Exata

Castro (2001)
-6,00E-04

e Programa proposto

-8,00E-04

-1,00E-03

Deslocamento (m)

Grafico 10 - Campo de deslocamentos verticais ao longo de BB
Fonte: Autoria prépria



65

Novamente é possivel observar uma boa aproximacéo dos valores de deslocamentos
verticais obtidos através do programa desenvolvido com a solucdo proposta pelo autor, sendo
que ambas apresentam um erro na faixa da quinta casa decimal em comparacdo a solugédo
exata.

Com o intuito de analisar a influéncia da malha neste tipo de problema, foi realizado
um refinamento na malha atual, ou seja, foi aumentado o numero de nds e por consequéncia, 0
numero de elementos. Logo, o comprimento do elemento foi dividido em dois, e em sua
metade foi adicionado um novo no. Este procedimento foi executado duas vezes consecutivas,
e as malhas refinadas estdo expostas nas Figuras 21 e 22. Uma vez que a malha foi refinada,
deve-se recalcular a rigidez a torcdo e a flexdo das vigas da extremidade e do centro, assim

como o carregamento concentrado aplicado em cada no.

,05m 05m 05m 05m  05m 05m 05m 05m 05m 05m 05m  05m
7 4 4 7 7 A 7 7 7 7 7 7 4

05m

E

05m

e

o
0,5m I
b?

05m

= + —9
0,5m

oL L 2 L 2 —9
05m

g —o —9 *—@

05m
X

05m

Y

L

Figura 21 - Malha refinada (0,5m x 0,5m)
Fonte: Autoria prépria
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0,25 m

025 m
025 m
025 m

025 m

0,25 m
0,25 m
025 m
0,25 m
0,25 m
025 m
0,25 m

025 m

0,25 m

0,25 m

0,25 m .

0,25 m

[N

Figura 22 - Malha refinada (0,25m x 0,25m)
Fonte: Autoria prépria

Apos isto, a simulacdo numérica foi realizada utilizando as duas malhas refinadas,
verificando assim, as deflexGes ao longo de BB. Na sequéncia, o Grafico 11 traz um
comparativo dos valores de deslocamentos utilizando a malha original (Im x 1m), as duas

malhas refinadas (0,5m x 0,5m e 0,25m x 0,25m), e a solugéo exata.
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Grafico 11 - Verificacao da influéncia do refinamento da malha ao aproximar a deflexdo de uma laje
através de elementos de grelha
Fonte: Autoria prépria

Neste exemplo pode-se perceber a tendéncia que os valores tém de se aproximarem
da solucdo exata a medida que a malha vai sendo refinada. Vale ressaltar que a aproximacao
obtida através da simulacdo utilizando a malha de 1m x 1m ja é bastante satisfatoria, sendo
que a variacdo dos deslocamentos utilizando malhas mais refinadas ndo € tdo expressiva.
Ainda, Castro (2001) afirma que a solucdo obtida através da associacdo de grelhas nunca
chegara a igualar-se a solucdo exata, mesmo que se considerem espacamentos muito pequenos
entre os elementos, pois 0 comportamento da laje € bidimensional, e os elementos utilizados,
unidimensionais. Entretanto, pode-se afirmar que o dimensionamento da laje utilizando este
método vai sempre a favor da seguranca, sendo amplamente utilizado em diversos softwares

de analise e dimensionamento estrutural.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar e desenvolver um codigo
computacional baseado no Método dos Elementos Finitos capaz de analisar o comportamento
de grelhas submetidas a diferentes tipos de carregamento, dentro do regime el&stico-linear.

Com o intuito de alcancar este objetivo, primeiramente foi realizado o
desenvolvimento da formulacdo teorica, englobando assuntos como o Principio da
Conservagdo de Energia, Lei de Hooke e outros conceitos referentes a mecénica dos
materiais, originando assim a matriz de rigidez de um elemento finito de grelha. Neste
trabalho foram utilizados polindmios de terceiro e primeiro grau para aproximarem,
respectivamente, o campo de deslocamentos verticais e giros devido ao efeito de torcédo
provocado por elementos transversais.

Uma vez obtida a matriz de rigidez do elemento, implementou-se
computacionalmente um algoritmo organizado em sub-rotinas seguindo uma ordem especifica
de processamento, como foi apresentado ao longo deste trabalho, capaz de executar todos 0s
calculos matriciais concernentes a resolugdo do problema. Este processo deu origem a um
software modular, flexivel e de facil manuseamento, voltado para a area académica e que
pode ser facilmente adaptado a outros fins desejados.

A seguir, foram apresentados quatro exemplos de grelhas submetidas a diferentes
tipos de carregamentos, com propriedades fisicas e geométricas distintas, com o intuito de
validar a formulacdo aqui desenvolvida. Os resultados obtidos através da simulacdo numérica
foram entdo comparados com valores provenientes de solugdes analiticas exatas, de pesquisas
previamente realizadas ou resultados fornecidos por programas de andlises estruturais ja
existentes. Logo, através dos exemplos pode-se perceber o correto desenvolvimento e
implementacdo computacional do algoritmo, uma vez que os resultados aproximaram de
maneira eficaz os valores de deslocamentos, giros nodais e esforcos internos.

Vale ressaltar que a formulagdo desenvolvida mostrou-se consistente para ambos 0s
carregamentos concentrados ou distribuidos. Tal fato ja era esperado, uma vez que foram
utilizadas funcdes cubicas para aproximar o campo de deflexdo, e os carregamentos
distribuidos foram substituidos por parcelas de forca e momento fletor equivalentes
concentrados nos nos do elemento, ou seja, os polinbmios escolhidos representam o real

comportamento do elemento.
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Ao utilizar o método de associacdo de grelhas para analisar 0 comportamento de
lajes, o software desenvolvido também se mostrou bastante eficiente, fornecendo resultados
coerentes com aqueles obtidos através da solucdo analitica. Uma vez que uma laje € um
elemento estrutural bidimensional, sua discretizacdo em elementos de grelha unidimensionais
jamais ird se aproximar exatamente do comportamento real da estrutura. Porém, como
mencionado anteriormente, este método sempre provera resultados em favor da seguranga,
permitindo assim que engenheiros e projetistas utilizem deste método para o
dimensionamento de lajes.

Para concluir, cabe ressaltar algumas sugestdes para trabalhos futuros, como o
desenvolvimento de formulagGes que contemplem a analise ndo linear do material, e sua

adaptacdo ao estudo de grelhas com nao linearidade geométrica.
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APENDICE A - CODIGO FONTE DO PROGRAMA COMPUTACIONAL
APRESENTADO



Module Declaracao Variaveis

Integer : :Num_NO
Integer : :NO

Integer : :Num_ AP
Integer ::AP

Integer ::Num For
Integer ::For

Integer ::Num Mom x
Integer ::Mom x

Integer : :Num_ Mom z
Integer ::Mom z

Integer ::Num _Ele
Integer ::Ele

Integer S

Integer S

Real (8), allocatable ::Coord NO(:,:)
Real (8), allocatable ::Prop Ele(:,:)
Real (8), allocatable ::Compr Ele(:)
Real (8), allocatable ::Forca(:)

Real (8), allocatable : :Momento x(:)
Real (8), allocatable : :Momento_z(:)
Real (8), allocatable ::Forca Dist(:)
Real (8), allocatable ::Vetor esf c(:)
Real (8), allocatable ::Vetor f d(:)
Real (8), allocatable ::Vetor m d(:)
Real (8) , dimension(6) :tAux

Real (8), allocatable ::Vetor mx d(:)
Real (8), allocatable ::Vetor mz d(:)
Real (8), allocatable ::Vetor esf d(:)
Real (8), allocatable ::Vetor esf d3(:)
Real (8), allocatable ::Vetor esf(:)
Real (8), allocatable ::Vetor esf dil(:)
Integer, allocatable ::Tipo AP(:,:)
Real (8), allocatable ::Lig Ele(:,:)
Real (8), allocatable ::Ang(:,:)

Real (8) ::cAlpha

Real (8) : :sAlpha

Real (8) ,dimension (6, 6) M1

Real (8) ,dimension (6, 6) t M2

Real (8) ,dimension (6, 6) : M3

Real (8) ,dimension (6, 6) ::M4

Real (8) ,dimension (6, 6) ::M5

Real (8) ,allocatable MR (:, )

Real (8) ,allocatable ::MR1(:, )

Real (8) ,dimension (6, 6) . :ME

Real (8) ,dimension (6, 6) ::MT1

Real (8) ,dimension(6,6) :tMT

Real (8), allocatable ::Desloc Elem(:)
Real (8), allocatable ::Desloc Geral(:)
Real (8), allocatable ::Esf Int(:)
Real(8), allocatable ::Desloc Nod(:)

Real(8), allocatable : :Reacoes AP (:)



!Num_ AP

AP

!'Num_ For

!For

!Num Mom_ x
'Mom_x

!Num Mom z
!Mom_z

!Num Ele

'Ele

1i

'3

!Coord NO(:,:)
'Prop Ele(:,:)
!Compr Ele(:)
!Forca(:)
!Momento x(:)
!Momento z(:)
!Forca Dist (:)
!'Vetor esf c(:)
'Vetor £ d(:)
!Vetor m d(:)

IAux
'Vetor mx d(:)

!'Vetor mz d(:)

!'Vetor esf d(:)
!'Vetor esf d3(:)

!Vetor esf(:)
'Vetor esf dl(:)

!Tipo AP(:,:)
'Lig Ele(:,:)

'Ang (:,:)
!cAlpha
!'sAlpha
M1

M2

M3

M4

M5

IMR (:,:)
IMR1 (:, :)
I'ME

IMT1
IMT

!Desloc Elem(:)
!Desloc_Geral (:)

'Esf Int(:)
!Desloc Nod(:)
!Reacoes AP(:)
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Numero de apoios

Numero do apoio

Numero de forcas

Valor da forca

Numero de momentos em x

Valor do momento em x

Numero de momentos em z

Valor do momento em z

Numero de elementos

Numero do elemento

Numero Linhas

Numero Colunas

Coordenadas x e z do no

Numero do elemento, E, I, G, J

Comprimento do elemento

Componente de forca em y

Componente de momento em x

Componente de momento em z

Carregamento distribuido

Vetor de esforcos concentrados

Vetor de forcas equivalentes

Vetor de momentos equivalentes em coordenadas
globais

Vetor auxiliar

Vetor de momentos em x equivalente em coordenadas
globais

Vetor de momentos em 2z equivalente em coordenadas
globais

Vetor de esforcos distribuidos

Vetor de esforcos distribuidos por elemento p/
subtrair nos esforcos internos

Vetor de esforcos

Vetor de esforcos distribuidos para subtrair nas
reacdes de apoio

Numero do NO, grau de liberdade em y, momento em x e
momento em z

Numero do elemento, no inicial, no final,
carregamento distribuido inicial e final

(numero do elemento, (1=cosseno, 2=seno))

(cosseno do elemento)

(seno do elemento)

Matriz Transformacdo de Coordenadas Transposta
Matriz do elemento em coordenadas locais

Matriz resultado de M1.M2

Matriz Transformacdo de Coordenadas

Matriz K, global para cada elemento

Matriz de Rigidez para estrutura toda

Matriz proveniente da Condigdo de Contorno

Matriz do elemento em coordenadas locais para o
calculo dos esforcos internos

Matriz Transformacdo de Coordenadas Transposta para
o momento equivalente

Matriz Transformacdo de Coordenadas para o calculo
dos esforcos internos

Vetor de deslocamentos em coordenadas locais

Vetor de esforcos internos por elemento em
coordenadas globais

Vetor de esforcos internos

Vetor de deslocamentos e giros nodais

Vetor de reacgdes de apoio
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Subroutine Abertura de Arquivos
Use Declaracao_ Variaveis

Open (unit=1, access="'sequential',file="'entrada.txt',status="'old")
Open (unit=2, access="'sequential',file="'saida.txt', status="unknown')

Return

End Subroutine

Subroutine Leitura de Dados
Use Declaracao_ Variaveis

Num_NO=0
Num_ AP=0
Num For=0
Num_ Mom x=0
Num_ Mom_ z=0
Num Ele=0
i=0

Read (1, *) Num NO,Num Ele,Num AP,Num For,Num Mom x,Num Mom z

Allocate (Coord NO(Num NO,2))

Pos NO=0.0
Do i=1,Num NO
Read (1, *) NO, Coord NO(NO,1),Coord NO(NO, 2) !Coord NO (Numero do
no, Coordenada x, Coordenada z)
End Do

Allocate (Lig Ele(Num Ele,4))
Lig Ele=0.0
Do i=1,Num Ele

Read (1l,*) Ele,Lig Ele(Ele,1l),Lig Ele(Ele,2),Lig Ele(Ele,3),Lig Ele(Ele,4)
!Lig Ele(numero do elemento, no inicial, no final, valor do carregamento
distribuido inicial e final)
End Do

Allocate (Tipo AP (Num AP, 4))
Tipo AP=0.0
Do i=1,Num AP

Read (1, *) Tipo AP(i,1),Tipo AP(i,2),Tipo AP(i,3),Tipo AP (i, 4)
!Tipo AP (1= No, 2= genero em y, 3=rotacao em torno de x, 4=rotacao em torno
de z, sendo 1 restrito e 0 livre
End Do

If (Num For /= 0) then
Allocate (Forca (Num NO))
Forca=0.0
Do i=1,Num For
Read (1, *) NO, Forca (NO) !Forca(em y)
End Do
End if

If (Num Mom x /= 0) then
Allocate (Momento x (Num NO))
Momento x=0.0
Do i=l,ﬁum7Mom7x
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Read (1, *) NO, Momento x(NO) !Momento em torno de x
End Do
End if

If (Num Mom z /= 0) then
Allocate (Momento =z (Num NO))
Momento z=0.0
Do i=1,Num Mom z
Read (1, *) NO, Momento_ z (NO) !Momento em torno de z
End Do
End if

Allocate (Prop Ele(Num Ele,4))
Prop Ele=0.0
Do i=1,Num Ele

Read (1, *)
Ele,Prop Ele(Ele,1l),Prop Ele(Ele,2),Prop Ele(Ele,3),Prop Ele(Ele,4)
!Prop_Ele (numero do elemento, E=Modulo de Elasticidade, I=Intercia,

G=Poisson, J=Momento Polar)

Poisson=Prop Ele(Ele, 3)

G= ( Prop Ele(Ele,1l))/(2*(1+Poisson))

Prop Ele(Ele,3)= G !G=Modulo de elasticidade transversal
End Do

End Subroutine

Subroutine Propriedades Geometricas
Use Declaracao_Variaveis
Allocate (Compr Ele (Num Ele))

Do i=1,Num Ele

No i=Lig Ele(i,1) !'l= no inicial

No f=Lig Ele(i,2) 12= no final

Compr Ele (i)=(Dsqrt ((Coord NO(No f,1)-
Coord NO(No_ i, 1)) **2+ (Coord NO(No f,2)-Coord NO(No i,2))**2))
End Do

Allocate (Ang (Num Ele,2))
Do i=1,Num Ele
No i=Lig Ele(i,1)
No f=Lig Ele(i,2)
cAlpha=( (Coord NO(No f,1)-Coord NO(No i,1))/Compr Ele(i))
sAlpha=((Coord NO(No f,2)-Coord NO(No i,2))/Compr Ele(i))

Ang (i, 1)=cAlpha
Ang (i, 2)=sAlpha

End Do

End Subroutine



Subroutine Montagem Matriz
Use Declaracao_ Variaveis

Allocate (MR (3*Num NO, 3*Num_ NO))
MR=0.0

Allocate (Desloc Nod (3*Num NO))
Desloc _Nod=0.0

OO OO0 ~~OO0O0OO0OO0 ~ ~ODOOOOooOo

Ang (i, 2)))
Ang (i, 1)))
2*((Prop_Ele(i,l)*Prop_Ele(i,Z))/(Compr_Ele(i)**3)))

(Compr Ele(i)**2)))
/ (Compr_Ele(i)**3)))

N
* o~

(Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/
((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))

+ *((Prop_Ele(i,l)*Prop_Ele(i,Z))/(Compr_Ele(i)**Z)))

(Prop Ele (i, 3)*Prop Ele(i,4))/ (Compr Ele(i))))

(Prop Ele (i, 3)*Prop Ele (i, 4))/(Compr_Ele(i))))
+6* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))

* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele( ))/ (Compr Ele(i))))
*((Prop Ele(i,1)*Prop Ele( Y/ ( (Compr Ele (i) **2)))
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M2 (3,5)=0.0

M2 (3,6)=(+2* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/(Compr Ele(i))))
M2(4,1)=(-12* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/(Compr Ele(i)**3)))
M2 (4,2)=0.0

M2 (4,3)=(-6*((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
M2 (4,4)=(+12* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**3)))
M2 (4,5)=0.0

M2 (4,6)=(-6*((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
M2 (5,1)=0.0

M2 (5,2)=(-((Prop_Ele(i,3)*Prop Ele(i,4))/ (Compr Ele(i))))

M2 (5,3)=0.0

M2 (5,4)=0.0

M2 (5,5)=(+((Prop_Ele (i, 3)*Prop Ele(i 4))/ (Compr Ele(i))))

M2 (5,6)=0.0

M2 (6,1)=(+6* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
M2 (6,2)=0.0

M2 (6, 3)=(+2* ((Prop_Ele(i, 1) *Prop Ele( )/ (Compr Ele(i))))

M2 (6,4)=(-6*((Prop_Ele(i, 1) *Prop . Ele( ))/(Compr_Ele(i)**2)))
M2 (6,5)=0.0

M2 (6,6)=(+4* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i))))

M3=Matmul (M1,M2)

M4 (1,1)=1
M4 (1,2)=0.0

M4 (1,3)=0.0

M4 (1,4)=0.0

M4 (1,5)=0.0

M4 (1,6)=0.0

M4 (2,1)=0.0

M4 (2,2)=(Ang (i, 1))
M4 (2,3)=(Ang (i, 2))
M4 (2,4)=0.0

M4 (2,5)=0.0

M4 (2,6)=0.0

M4 (3,1)=0.0

M4 (3,2)=-(Ang(i,2))
M4 (3,3)=(Ang (i, 1))
M4 (3,4)=0.0

M4 (3,5)=0.0

M4 (3,6)=0.0

M4 (4,1)=0.0

M4 (4,2)=0.0

M4 (4,3)=0.0

M4 (4,4)=1

M4 (4,5)=0.0

M4 (4,6)=0.0

M4 (5,1)=0.0

M4 (5,2)=0.0

M4 (5,3)=0.0

M4 (5,4)=0.0

M4 (5,5)=(Ang (i, 1))
M4 (5,6)=(Ang (i, 2))
M4 (6,1)=0.0

M4 (6,2)=0.0

M4 (6,3)=0.0

M4 (6,4)=0.0

M4 (6,5)=-(Ang(i,2))
M4 (6,6)=(Ang (i, 1))



M5=Matmul (M3,M4)

NO i=Lig Ele(i,1)
NO f=Lig Ele(i,2)
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((3*NO_i)=-2, (3*NO_i)-2)=MR((3*NO_i)=-2, (3*NO_1i)=-2)+M5 (1,1
((3*NO_i) =2, (3*NO_i)-1)=MR ((3*NO_1i)=-2, (3*NO_1i)~-1)+M5 (1,2
((3*NO_i)=-2,3*NO_1i)=MR((3*NO_i)=-2,3*NO_i)+M5(1,3)
((3*NO_i) -2, (3*NO_f)-2)=MR ( (3*NO_1i) - 2 (3*NO_f)-2)+M5 (1, 4
((3*NO_1i)=-2, (3*NO_f)-1)=MR((3*NO_i)-2, (3*NO_f)-1)+M5(1,5
((3*NO_i)=-2,3*NO_f)= R((3*NO_i)—2,3*NO_f)+M5(l 6)
((3*NO_i) =1, (3*NO_i)=-2)=MR ((3*NO_i)~-1, (3*NO_i)=-2)+M5 (2,1
((3*NO_i) =1, (3*NO_i)-1)=MR((3*NO_i)~-1, (3*NO_i)~-1)+M5 (2,2
((3*NO_i)=-1,3*NO_1i)=MR((3*NO_i)-1,3*NO_i)+M5(2,3)
((3*NO_i)=-1, (3*NO_f)-2)=MR ((3*NO_i)~-1, (3*NO_f)-2)+M5 (2,4
((3*NO_i)-1, (3*NO_f)-1)=MR((3*NO_i)~-1, (3*NO_f)~-1)+M5(2,5
((3*NO_i)=-1,3*NO_f)=MR((3*NO_i)-1,3*NO_f)+M5 (2, 6)
R(3*NO_1i, (3*NO_i)-2)=MR (3*NO_1i, (3*NO_i)-2)+M5(3,1)
R(3*NO_i, (3*NO_i)~-1)=MR (3*NO_i, (3*NO_i)-1)+M5(3,2)
R(3*NO_i,3*NO_i)=MR (3*NO_i, 3*NO_i)+M5 (3, 3)
R(3*NO_i,(3*NO_f)—2)= R(3*NO_1i, (3*NO_ £)-2) 1M5 (3, 4)
R(3*NO_i, (3*NO_f)~-1)=MR (3*NO_i, (3*NO_f)-1)+M5(3,5)
R(3*NO_1i, 3*NO_f) R(3*NO_i,3*NO_f)+M5 (3, 6)
R((3*NO_f)-2, (3*NO_i)-2)=MR ( (3*NO_f)-2, (3*NO_i)-2)+M5 (4,1
((3*NO_f) - 2,(3*NO_i)—1)= R((3*NO_f)-2, (3*NO_1i)~-1)+M5 (4,2
((3*NO_f)-2,3*NO_1)=MR((3*NO_f)-2,3*NO_i)+M5 (4, 3)
((3*NO_f) -2, (3*NO_f)-2)=MR ( (3*NO_f) -2, (3*NO_f)-2) +M5 (4,4
((3*NO_f) -2, (3*NO_f)-1)=MR ((3*NO_f) -2, (3*NO_f)~-1)+M5 (4,5
((3*NO_f)-2,3*NO_f)=MR ((3*NO_f)-2,3*NO_f)+M5 (4, 6)
((3*NO_f) -1, (3*NO_i)-2)=MR((3*NO_f)~-1, (3*NO_1i)=-2)+M5 (5,1
((3*NO_f) -1, (3*NO_i)-1)=MR((3*NO_f)~-1, (3*NO_1i)~-1)+M5 (5,2
((3*NO_f)=-1,3*NO_i)=MR((3*NO_f)-1,3*NO_i)+M5(5,3)
((3*NO_f) -1, (3*NO_f)-2)=MR ( (3*NO_f) -1, (3*NO_f)-2) +M5 (5,4
((3*NO_f) -1, (3*NO_f) - 1)— R((3*NO_f) -1, (3*NO_f)~-1)+M5 (5,5
((3*NO_f)~-1,3*NO_f)=MR((3*NO_f)-1,3*NO_f)+M5(5,6)
R(3*NO_f, (3*NO_1i)-2)=MR (3*NO_f, (3*NO i)-2)+M5(6,1)
R(3*NO_f, (3*NO_i)-1)=MR(3*NO_f, (3*NO_i)-1)+M5(6,2)
R(3*NO_f,3*NO_i)=MR (3*NO_f,3*NO_i)+M5 (6, 3)
R(3*NO_f, (3*NO_f)-2)=MR(3*NO_f, (3*NO_f)-2)+M5 (6, 4)
R(3*NO_f, (3*NO_f)-1)=MR (3*NO_f, (3*NO_f)-1)+M5 (6, 5)
( )

R (3*NO_f,3*NO_f)=MR(3*NO_f,3*NO_f)+M5 (6,6

End Do

End Subroutine

Subroutine Vetor esforcos
Use Declaracao_ Variaveis

Allocate (Vetor esf c(3*Num_NO))
Vetor esf c¢=0.0
Do i=1,Num NO
If (Num For /= 0) then
Vetor esf c((3*i)-2)=Forca(i)
End if

If (Num Mom x /= 0) then



Vetor esf c((3*i)-1)=Momento x (i)

End if

If (Num Mom z /= 0)
Vetor esf c((3*i))=Momento_ z (i)

End if

End do

Allocate (Vetor f d(Num NO))
Vetor f d=0.0
Do i=1,Num_ NO

Do j=1,Num Ele
NO i=Lig Ele(Jj,1)
NO f=Lig Ele(3j,2)
if (NO_i==i) then

then
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vetor_f d(NO_i)=((7*Compr_Ele(j)*Lig Ele(j,3))/20)+((3*Compr_Ele(j)*Lig Ele
(3,4))/20)+Vetor £ d(i)

End if
(NO_f==i) then

if

vetor f d(NO f)=((3*Compr Ele(j)*Lig Ele(j,3))/20)+ ((7*Compr Ele(j)*Lig Ele
(3,4))/20)+Vetor £ d(i)

End if

End do
End do

Allocate (Vetor m d(6*Num_Ele))
Vetor m d=0.0

Aux=0.0

Do i=1,Num Ele
MT1(1,1)=1
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Aux (3)=(((Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,3))/20)+(((Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,

4))/30)
Aux (6)

Vetor m d(6*i-5:6*1i)=Matmul (MT1, Aux)

End do

=((- (Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,3))/30)+
(Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,4))/20)

Allocate (Vetor mx d(Num NO))

Vetor mx d=0.0
Do i=1,Num_ NO
Do j=1,Num Ele

NO i=Lig Ele(j,1)
NO f=Lig Ele(Jj,2)

if (NO_i==i)

vetor mx d(NO_i)=Vetor m d(6*j-4)+Vetor mx d(i)

End if
if (NO_f==1i)

vetor mx d(NO_f)=Vetor m d(6*j-1)+Vetor mx d(i)

End if
End do
End do

then

then

Allocate (Vetor mz_ d(Num NO))

Vetor mz d=0.0
Do i=1,Num_ NO
Do j=1,Num Ele

NO i=Lig Ele(Jj,1)
NO_f=Lig Ele(j,2)

if (NO_i==i)

vetor mz d(NO i)=Vetor m d(6*j-3)+Vetor mz d(i)

End if
if (NO_f==1i)

vetor mz d(NO f)=Vetor m d(6*j)+Vetor mz d(i)

End if
End do
End do

Allocate (Vetor esf d(3*Num_NO))

Vetor esf d=0.0
Do i=1,Num NO

Vetor esf d(3*i-2)=Vetor f d(i)
Vetor esf d(3*i-1)=Vetor mx d(i)
Vetor esf d(3*i)=Vetor mz d(i)

End do

Allocate (Vetor esf d3(6*Num Ele))

Vetor esf d3=0.0
Do i=1,Num Ele

then

then



83

Vetor esf d3(6*i-
5)=((7*Compr Ele(i)*Lig Ele(i,3))/20)+ ((3*Compr Ele(i)*Lig Ele(i,4))/20)
Vetor esf d3(6*i-4)=0
Vetor esf d3(6*i-
3)=(((Compr_Ele(i)**2)*Lig_Ele(i,3))/20)+(((Compr_Ele(i)**2)*Lig_Ele(i,4))/
30)
Vetor esf d3(6*i-
2)=((3*Compr Ele(i)*Lig Ele(i,3))/20)+((7*Compr Ele(i)*Lig Ele(i, 4))/20)
Vetor_esf_d3(6*1 1)=0
Vetor esf d3(6*i)=((-(Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,3))/30)+((-
(Compr Ele(i)**2)*Lig Ele(i,4))/20)
End do

Allocate (Vetor esf (3*Num_NO))
Vetor esf=0.0
Vetor esf=Vetor esf c+Vetor esf d

Allocate (Vetor esf dl(3*Num NO))
Vetor esf dl=0.0
Vetor esf dl=Vetor esf d

End subroutine

Subroutine Condicoes_de Contorno
Use Declaracao_ Variaveis

Allocate (MRI (3*Num NO, 3*Num_NO) )
MR1=MR
Do i=1,Num AP
NO=Tipo AP (i,1)
If (Tipo AP(i,2)==1) then
Do j=1,3*Num_ NO
MR1 ( (3*NO)-2,73)=0.0
MR1 (3, (3*NO)-2)=0.0
End Do

MR1 ( (3*NO) -2, (3*NO)-2)=1.0
Vetor esf ((3*N0O)-2)=0.0
End If
If (Tipo AP(i,3)==1) then
Do j=1,3*Num NO
MR1 ( (3*NO)-1,73)=0.0
MR1 (j (3*NO) 1)=0.0
End Do
MR1 ( (3*NO) -1, (3*NO)-1)=1.0
Vetor esf ((3*NO)-1)=0.0

End If
If (Tipo AP(i,4)==1) then
Do j=1, 3*Num_ NO
MR1 (3*NO, j)=
MR1 (j, 3*NO) =
End Do
MR1 (3*NO, 3*NO) =
Vetor esf (3*NO)
End If
End Do

0.0
0.0

1

End Subroutine



Subroutine Resolucao_ Sistema (A, X, B, n)

!Subrotina para Resolutao de Sistemas lineares de equafoes (AX=B)
M, todo de eliminatao Gauss com pivoteamento parcial
!Altera somente o parametro X. Os demais permanecem iguais!

Integer n
Real(8), dimension (n,n) A

Real (8), dimension (n) X,B
Real (8), dimension (n,n+1) :: Triang
Real (8), dimension(n,n) :: Pivo
Real (8) :: Max
Real (8) :: Aux
Real (8) :: Soma
Integer :: linha

'Modificando a matriz A

Do ii = 1,n

Do jj = 1,n
Triang(ii,jj)=A(ii,37)

End do

End do

Do ii = 1,n
Triang (ii,n+1)=B(ii)
End do

! Construcdo do sistema equivalente triangular superior
Do kk = 1, (n-1)

Max=0.0

Do ii = kk,n

If (DAbs(A(ii,kk))>DAbs (Max)) then
Max=A (ii, kk)
linha=ii

End if

End do

If (Max==0) then

Write(*,*) 'Matriz ndo inversivel'

Stop

End if

Do jj = kk,n+l

Aux=Triang(linha, jj)
Triang(linha,jj)=Triang(kk,jJj)
Triang(kk,jj)=Aux

End do

Do ii = (kk+1),n

Pivo(ii, kk)=Triang (ii, kk)/Triang (kk, kk)
Do jj = kk, (n+l)
Triang(ii,jj)=Triang(ii,jj)-Pivo(ii, kk)*Triang(kk,3jJ)
End do

End do
End do

! Solugdo do sistema triangular superior
X (n)=(Triang(n,n+1) /Triang(n,n))
Do ii = (n-1),1,-1

Soma=0

Do jj = (ii+l),n

Soma=Soma+Triang (ii, 3J)*X(37)
End do



X (1ii)=(Triang(ii,n+1)-Soma) /Triang(ii, ii)
End do

Return
End subroutine

Subroutine Reacoes de Apoio
Use Declaracao_ Variaveis
Allocate (Reacoes AP (3*Num NO))

Reacoes AP=0.0
Reacoes AP= (Matmul (MR,Desloc Nod)-Vetor esf dl)

End subroutine

Subroutine Esforcos Internos
Use Declaracao_ Variaveis

Allocate (Esf Int (6*Num Ele))
Allocate (Desloc Geral(6))
Allocate (Desloc Elem(6))

Esf Int=0.0

Do i=1,Num Ele
MT(1,1)=1
MT (1,2)=0.0
MT (1,3)=0.0
MT (1,4)=0.0
MT(1,5)=0.0
MT(1,6)=0.0
MT(2,1)=0.0
MT (2,2)=(Ang(i,1))
MT (2,3)=(Ang (i,2))
MT (2,4)=0.0
MT (2,5)=0.0
MT (2,6)=0.0
MT (3,1)=0.0
MT (3, 2)=- (Ang (i, 2))
MT (3,3) =(Ang(i,1))
MT (3,4)=0.0
MT (3,5)=0.0
MT (3,6)=0.0
MT (4,1)=0.0
MT (4,2)=0.0
MT (4,3)=0.0
MT (4,4)=1
MT (4,5)=0.0
MT (4,6)=0.0
MT (5,1)=0.0
MT (5,2)=0.0
MT (5,3)=0.0
MT (5,4)=0.0
MT (5,5) =(Ang(i,1))
MT (5, 6) =(Ang (i,2))



MT (6,1)=0.0
MT (6,2)=0.0
MT (6,3)=0.0
MT (6,4)=0.0
MT (6,5)=-(Ang(i,2))
MT (6, 6)=(Ang (i, 1))

ME (1,1)=(+12* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/(Compr Ele(i)**3)))
ME (1,2)=0.0

ME (1, 3)=(+6* ((Prop_ Ele(i, 1) *Prop Ele(i,2) /(Compr Ele(di)**2)))
ME (1,4)=(-12* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/(Compr Ele(i)**3)))
ME (1,5)=0.0

ME (1,6)=(+6* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
ME (2,1)=0.0

ME (2,2)=(+((Prop Ele(i,3)*Prop Ele(i,4))/ (Compr Ele(i))))

ME (2,3)=0.0

ME (2,4)=0.0

ME (2,5)=(-((Prop_Ele(i,3) *Prop Ele(i, 4))/ (Compr Ele(i))))

ME (2,6)=0.0

ME (3,1)=(+6* ((Prop Ele(i,1) *Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
ME (3,2)=0.0

ME (3,3)=(+4* ((Prop _Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i))))

ME (3,4)=(-6* ((Prop_Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
ME (3,5)=0.0

ME (3, 6)=(+2* ((Prop_Ele(i, 1) *Prop Ele(i,2) /(Compr Ele(i))))

ME (4,1)=(-12* ((Prop_Ele (i, 1) *Prop Ele(i,2) Y/ ( (Compr Ele (i)**3)))
ME (4,2)=0.0

ME (4,3)=(-6* ((Prop_Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
ME (4,4)=(+12* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/(Compr Ele(i)**3)))
ME (4,5)=0.0
ME(4,6)=(—6*((Prop_Ele(i,l)*Prop_Ele(i,2))/(Compr_Ele(i)**2)))
ME (5,1)=0.0

ME (5,2)=(-((Prop_Ele(i,3) *Prop Ele(i, 4))/ (Compr Ele(i))))

ME (5,3)=0.0

ME (5,4)=0.0

ME (5,5)=(+((Prop Ele(i,3)*Prop Ele(i,4))/ (Compr Ele(i))))

ME (5,6)=0.0

ME (6,1)=(+6* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i)**2)))
ME (6,2)=0.0

ME (6, 3)=(+2* ((Prop_Ele (i, 1) *Prop Ele( )/ (Compr Ele(i))))

ME (6,4)=(-6* ((Prop Ele(i, 1) *Prop Ele( )/ (Compr Ele (i)**2)))
ME (6,5)=0.0

ME (6, 6)=(+4* ((Prop Ele(i,1)*Prop Ele(i,2))/ (Compr Ele(i))))

NO_i=Lig Ele (i, 1)
NO f=Lig Ele(i,2)

Do j=1,2
if (j==1) then
Desloc_Geral (3*j-2:3*j)=Desloc Nod(3*NO_ i-2:3*NO i)
End if
if (j==2) then
Desloc Geral (3*j-2:3*j)=Desloc Nod(3*NO f-2:3*NO f)
End if B B B B

Desloc Elem= (Matmul (MT,Desloc Geral))

End Do
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Esf Int(6*i-5:6*1)=(Matmul (ME,Desloc_Elem))
End Do
Esf Int=Esf Int-Vetor esf d3

End Subroutine

Subroutine Saida de Dados

Use Declaracao_ Variaveis

Write(2,*) ! NO Des Y Giro X
Giro Z
Write (2, *)
Do i=1,Num_ NO

Write(2,1) i,Desloc Nod(3*i-2),Desloc Nod(3*i-1),Desloc Nod(3*i)

1 Format (5X,I3,10X,F13.7,10X,F13.7,10X,F13.7)
End Do
Write (2, *)

Write(2,*) ' Esforcos Internos: Cortante
A
Write (2, *)

Write(2,*) ' Elemento Cortante
Cortante '
Write (2, *) ! Inicial
Final !

Do i=1,Num Ele
Write(2,2) i,Esf Int(6*i-5),Esf Int(6*i-2)
2 Format (7X,I3,15X,F13.7,19X,F13.7)

End Do

Write(2,*)
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Write(2,*) ' Esforcos Internos: Momento
A
Write (2, *)

Write(2,*) ' Elemento Momento Torcor Momento Torcor Momento Fletor
Momento Fletor '
Write(2,*) ' Inicial Final Inicial
Final
Write (2, *)
Do i=1,Num Ele
Write(2,3) i,Esf Int(6*i-4),Esf Int(6*i-1),Esf Int(6*i-3),Esf Int (6*i)
3 Format (4X,I3,5X,F13.7,6X,F13.7,5X,F13.7,4X,F13.7)
End Do
Write (2, *)

Write(2,*) ! Reacoes de apoio

Write(2,*) ! NO Reacao em Y Momento em X
Momento em 7%
Write(2,*)
Do i=1,Num AP

Write(2,4) Tipo AP(i,1),Reacoes AP(3* (Tipo AP(i,1))-
2) ,Reacoes AP (3* (Tipo AP(i,1))-1),Reacoes AP(3* (Tipo AP (i, 1)))

4 Format (5X,I3,8X,F13.6,7X,F13.6,9X,F13.6)
End Do
Write (2, *)

Return
End Subroutine



Subroutine Fechamento de Arquivos

Close (1)
Close (2)

Return
End Subroutine

Program Programa Principal

Use Declaracao_ Variaveis

Call
Call
Call
Call
Call
Call
Call
Call
Call
Call
Call

Abertura de Arquivos
Leitura_de Dados
Propriedades Geometricas
Montagem Matriz

Vetor Esforcos
Condicoes_de Contorno
Resolucao_Sistema (MR1,Desloc_Nod,Vetor esf, 3*Num NO)
Reacoes de Apoio
Esforcos Internos
Saida_ de Dados
Fechamento de Arquivos

End Program
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APENDICE B - ARQUIVO DE ENTRADA EXEMPLO 1 (COMENTADO)
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INesta primeira linha entra-se com a quantidade de nos, elementos, apoios, forca concentrada,
momento em X e momento em z. A quantidade das outras linhas do arquivo dependera das
quantidades aqui estipuladas.

Linhal1l:433100

IDa linha 2 até a linha 5 informa-se o ndmero do n6 e suas coordenadas X e z,
respectivamente. O usuario é quem define as unidades, lembrando que uma vez definida, esta
deve ser usada até o fim do arquivo.

Linha 2: 1240 120

Linha 3: 20 240

Linha4:300

Linha5:42400

IAs linhas 6, 7 e 8 contém o numero do elemento, seu nd inicial e seu no final, assim como o
valor do carregamento distribuido, se existir, em cada n6. Em caso de inexisténcia de
carregamento distribuido, adotar 0.

Linha6:11200

Linha7:21300

Linha8:31400

INa linha 9 até a linha 11 deve-se informar o n6 onde existe apoio, sua restricdo ao
deslocamento vertical, rotacdo em torno de X e rotagdo em torno de z, sendo que 1 representa
restrito e O livre.

Linha9:2111

Linha10:3111

Linhall:4111

IA linha 12 contem as informacgdes pertinentes a forca previamente informada, sendo o
namero do né em que ela esta aplicada, e a intensidade. Lembrando que valores negativos
significam forca para baixo (contrario ao eixo y positivo).

Linha 12: 1-100

IDa linha 13 até a linha 15 informa-se 0 nimero do elemento, seu respectivo Mddulo de
Elasticidade Transversal, Momento de Inércia, Coeficiente de Poisson e Momento Polar de
inércia.

Linha 13: 1 30000 400 0.25 110

Linha 14: 2 30000 400 0.25 110

Linha 15: 3 30000 400 0.25 110



