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RESUMO

CAMPOQOS, Jodo V. Formulacdo do Método dos Elementos Finitos para andlise elastica
linear de viga Timoshenko. 2015. 63 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagdo) —
Engenharia Civil, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Campo Mouréo, 2015.

Este trabalho tem como finalidade analisar, por meio do Método dos Elementos Finitos, o
comportamento estrutural de vigas em regime el&stico linear a partir da teoria de vigas proposta
por Timoshenko. A discretizacdo do dominio foi realizada por meio de elementos com
geometria linear, com dois graus de liberdade por n6 (deslocamento vertical e giro de secéo
transversal), sendo adotadas funcbes de aproximacdo de primeiro grau para aproximar 0s
campos de deslocamento e giro ao longo do elemento. Para validar a formulagéo apresentada,
um algoritmo computacional foi elaborado, sendo este capaz de simular numericamente o
comportamento estrutural de vigas com base na teoria citada. Ao final deste trabalho sdo
apresentados alguns exemplos numéricos com a comparacdo dos resultados obtidos via
software elaborado com os fornecidos por outros autores.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Analise elastica linear. Teoria de viga

Timoshenko.



ABSTRACT

CAMPOQS, Jodo V. Finite Element Method formulation for linear elastic analysis of
Timoshenko beam. 2015. 63 f. Trabalho de Concluséo de Curso (Graduagdo) — Engenharia
Civil, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Campo Mouréo, 2015.

This work has as purpose to analyze beam elements through Finite Element Method and its
structural behavior in linear elastic range regarding to the theory proposed by Timoshenko. The
discretization of the domain was carried out using elements with linear geometry, with two
degrees of freedom (vertical displacement and rotation of the cross section), using
approximation functions of first degree to the displacement field and rotation over the element.
In order to validate the developed equation, it was created a computational algorithm that is
able to carry numerical simulations of the beam structural behavior based in this theory. Finally,
were presented some numerical examples comparing the results provided by the software with
those founded by other authors.

Keywords: Finite Element Method. Elastic linear analysis. Timoshenko beam theory.
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1 INTRODUCAO

A Revolucdo Industrial ocorrida no final do século XVIII e inicio do século XIX foi um
marco historico para a producdo em larga escala, com as maquinas assumindo o papel que antes
era dos artesdos na linha de produgdo. Essa revolugdo teve como principal legado o

desenvolvimento dos processos industriais e aumento da produtividade.

Depois da referida Revolucdo, o desenvolvimento tecnolédgico evoluiu rapidamente e
nas Ultimas décadas isso fica ainda mais evidente. Um bom exemplo sdo os computadores que
surgiram na década de 1940 que, apesar de possuirem enorme potencial, eram equipamentos
extremamente limitados, com alto custo de obtencdo/manutencao e necessitava de um grande
ambiente para sua locacdo. A evolucdo tecnoldgica fez com que esse equipamento ficasse
compacto, pessoal, com uma boa velocidade de processamento, grande espaco de

armazenamento de dados e custo acessivel.

No que diz respeito a engenharia civil, a evolugdo computacional proporcionou muitos
beneficios aos profissionais dessa area. Softwares foram desenvolvidos de forma a auxiliar
desde o planejamento e gestdo de projetos até o calculo estrutural. Com relacdo a este ultimo,
a automatizacdo permitiu que a elaboracdo de projetos ficasse mais rapida e confiavel, criando
um dinamismo e praticidade ao engenheiro, possibilitando ao profissional enfatizar a busca pela
concepcao estrutural ideal, integrando a estrutura ao projeto arquitetdnico de maneira

econdmica, segura e funcional.

O desenvolvimento de algoritmos computacionais para célculo estrutural tem como
principio fundamental a utilizacdo dos meétodos numericos aplicados aos problemas de
interesse. Dentre 0s métodos numéricos existentes, o Método dos Elementos Finitos (MEF) se
destaca como um dos mais populares para a solugdo de problemas estruturais. Sua metodologia
consiste em dividir um corpo continuo em elementos de menores dimensdes e com um ndmero
finito de graus de liberdade, de forma que a solugéo obtida com essa nova configuracéo resulta

em aproximagdes muito proximas da realidade.

As vigas sdo elementos estruturais presente em quase que todas as edificacdes. As vezes
facilmente percebida como € o caso das vigas de transi¢cdo que possuem grandes dimensdes e

também pode ser imperceptivel quando sendo uma viga de amarragdo da alvenaria.
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Diante desse contexto, o presente trabalho tem como objetivo apresentar uma
formulagdo no Método dos Elementos Finitos, para a analise de vigas de Timoshenko. E
também objetivo elaborar um codigo computacional, a partir da formulacéo apresentada, que

permita caracterizar o comportamento mecanico elastico linear de tais elementos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivos Gerais

Apresentar e implementar computacionalmente uma formulacéo baseada no Método dos
Elementos Finitos para a analise elastica linear de vigas de Timoshenko a partir da utiliza¢do
de fungdes de forma lineares para aproximar os campos de deslocamento e rotacdo ao longo

dos elementos.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Apresentar o desenvolvimento matematico necessario para o desenvolvimento da

formulacéo em questao;

e Elaborar um programa computacional capaz de realizar analises lineares de vigas de
Timoshenko, sendo este capaz de processar os dados de entrada, simular e fornecer
como resultados finais as reagdes de apoio, forga cortante e momento fletor ao longo da

viga e também os deslocamentos nodais;
e Processar alguns exemplos de viga por meio do cddigo computacional desenvolvido e
validar os resultados obtidos por meio da comparacdo com os fornecidos por outros

autores e/ou por softwares especificos da area;

e Avaliar o comportamento mecénico da estrutura em questéo.
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1.3 JUSTIFICATIVA

A presente proposta visa a aplicacdo de métodos numeéricos para a solucao de problemas
da mecénica dos solidos deforméveis. O elemento estrutural em anélise é um dos elementos

mais comuns e mais importantes em uma edificacdo: as vigas.

Em linhas gerais, a maior parte dos sistemas estruturais possui o elemento viga em sua
composicdo. Este pode estar presente na fundagdo como viga baldrame ou mesmo na
superestrutura como viga aérea, podendo estas serem compostas por concreto armado, ago ou
madeira. Para a modelagem de tais elementos, o presente estudo utilizara a Teoria de Vigas de
Timoshenko que leva em consideracdo a deformacao do elemento por flexdo e forca cortante,
diferenciando-se, assim, da Teoria de Euler-Bernoulli que desconsidera as deformacoes
oriundas do esforco cortante. A teoria de Timoshenko é importante quando se deseja modelar
0 comportamento de vigas altas, principalmente aquelas que possuem pequeno véo e grande
altura (razdo comprimento/altura pequena) (UGURAL, 2009). Esse tipo de elemento € pouco
usual devido ao fato de utilizar muito material para sua confecg@o, mas por defini¢ao de projeto

arquiteténico por vezes se faz necessario 0 seu uso.

Dentre os métodos numéricos aplicaveis em problemas de engenharia, optou-se nessa
proposta por utilizar o Método dos Elementos Finitos. A escolha se deu por se tratar de um
método consagrado, por fornecer solugdes precisas e por se tratar de um método de facil

implementacdo computacional.

E importante salientar que quando se considera a deformagdo por corte, 0s
deslocamentos transversais e a rotagdo da secdo transversal sdo independentes. Sendo assim,
no que se refere as fungdes de aproximacao utilizadas para aproximar tais grandezas ao longo
dos elementos finitos, esta proposta pretende abordar o uso de funcgdes lineares para tal
procedimento. Justifica-se o uso das funcdes lineares pelo fato dessas garantirem a continuidade
das grandezas diretamente aproximadas.

Por fim, é importante destacar a contribuicdo desta proposta no &mbito académico.
Como produto final pretende-se apresentar um codigo computacional para avaliar o
comportamento de tais elementos estruturais. Este ficara disponivel aos discentes e docentes da
instituicdo de modo a auxilia-los em seus estudos e desenvolvimento de pesquisas bem como

para uso didatico em disciplinas relacionadas.
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1.4 APRESENTACAO DO TRABALHO

Neste primeiro capitulo € feita uma introducéo do trabalho onde foram apresentadas a
possibilidade de solucdo de problemas complexos da engenharia via métodos numéricos com
auxilio computacional dando destaque para 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) e também
a importancia das vigas na construcéo civil. Ainda foram apresentados os objetivos do trabalho

e as justificativas para sua realizacao.

No capitulo 2 foi apresentada uma breve revisdo bibliogréfica tratando sobre vigas e
possiveis métodos para andlise estatica. Na sequéncia, é acrescido um pequeno historico sobre
0s Métodos dos Elementos Finitos e suas aplicacfes. Esta etapa do trabalho contém também
toda a formulacdo matematica desenvolvida a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)
para a obtencdo da equacdo de equilibrio que governa o problema, o que resulta na matriz de

rigidez elementar para viga de Timoshenko.

No capitulo 3 € apresentada toda estrutura do programa implementado, contendo as

rotinas de calculo e a descri¢do das funcdes de cada uma delas.

No capitulo 4 sdo apresentados resultados da simulacdo de quatro exemplos de vigas
com diferentes condicGes de carregamento, vinculagdes e se¢des transversais de modo a validar
a formulacéo proposta. A simulaces foram todas baseadas na teoria de Timoshenko mas tabém
sdo apresentados resultados provenientes da teoria de Euler-Bernoulli para a flexao de vigas. Ja

no quinto e ultimo capitulo, sdo apresentadas as consideracdes finais.

Ao final deste trabalho sdo apresentados como apéndices o codigo fonte do programa

implementado juntamente com as tabelas com os resultados obtidos pelas simulagdes.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 VIGAS

As vigas sdo estruturas lineares e sdo assim classificadas por possuirem uma de suas
dimens@es (comprimento) muito maior que as demais (largura e altura de secdo transversal).
Podem ser dispostas horizontalmente ou inclinadas, com um ou mais apoios (mdével ou fixo),
engastes e etc, de tal forma a garantir que tais barras sejam no minimo isostaticas. Podem ser
confeccionadas de madeira, aco, ferro fundido, concreto (armado ou protendido) e aluminio,
com aplicacbes nos mais diversos tipos de construcdes (SOUZA, RODRIGUES, 2008).

Figura 1 - Viga em balanco e sua configura¢do deformada
Fonte: Autoria propria

As vigas sdo normalmente sujeitas a cargas dispostas verticalmente, o que resultara em
esforcos de cisalhamento e flexdo. Quando cargas ndo verticais sdo aplicadas a estrutura,

surgirdo forgas axiais, 0 que tornara mais complexa a andlise estrutural (PINTO, 2000).

Como todo elemento estrutural, é importante conhecer comportamento mecéanico das
vigas. O levantamento de esforcos internos e deformacbes € necessario para o correto

dimensionamento de tais elementos.

A avaliacdo do estado de tensGes em um elemento estrutural constitui um item
de fundamental importancia para o engenheiro estrutural. A partir do
conhecimento dos valores maximos de tensfes € possivel garantir um
dimensionamento seguro e econémico para a pega estrutural. (OLIVEIRA et
al., 2002, p. 1))
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2.1.1 Teoria de Flexdo em Vigas

Existem duas hipoteses cinematicas comuns para representar a flexdo em vigas: a

hipotese de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko.

A Teoria Euler-Bernoulli trata o elemento com secdo transversal constante em todo seu
comprimento e as agOes analisadas sdo os deslocamentos transversais associados a agédo do
momento fletor atuante. De acordo com Azevedo (2003, p. 203), designa-se por Euler-Bernoulli
a formulacdo do elemento de viga em que se considera que as se¢des se mantém planas e

normais ao eixo da barra apos a deformacédo. Com essa consideracao é possivel estabelecer que
0 giro da secdo transversal 9(X) pode ser definido através da primeira derivada do

deslocamento transversal dv/dx. Assim, pode-se dizer que a deformacédo por forga cortante é

igual a zero.

0(x) =—¥ (1)

/
/ QK‘L\

Figura 2 - Teoria de Viga de Euler-Bernoulli
Fonte: Autoria propria
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A Teoria de vigas de Timoshenko difere da Teoria Euler-Bernoulli por considerar a
parcela de deformacdo devido ao esforco de corte. Tal hipotese so se justifica se a relacéo entre
vao da viga/altura da secdo € pequena (CASTRO, 2002, p. 6). Assume-se que secdes planas e
normais ao eixo baricéntrico permanecam planas apds a flexdo, mas ndo necessariamente
normais ao eixo deformado (TORRES, 1999, p.19).

A figura 3 ilustra que, em funcéo da consideracdo da deformacéo por corte y(x), o valor
da rotacdo 0(x) ndo pode ser determinada diretamente da inclinacédo definida por dv/dx. Assim,
para a caracterizar o campo de deslocamentos de uma viga, € necessario considerar duas
grandezas independentes correspondentes ao campo de deslocamentos v(x) e ao campo de

rotacoes 0(x).

Figura 3 - Teoria de Viga de Timoshenko
Fonte: Autoria propria

De acordo com a figura 4, o valor dos deslocamentos U, e U, de um ponto P qualquer

pertencente a secdo transversal pode ser determinado a partir das expressdes que seguem:
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u, = y6(x) )

u, =V(X) (3)

= X

-
|

Uy

—

Figura 4 - Deslocamentos de uma Viga Timoshenko
Fonte: Autoria propria

Para existir deformacdo por flexdo, é necessario que as fibras longitudinais sofram
deformac6es normais. Em casos de momentos fletores positivos, as fibras da superficie inferior
da viga apresentam alongamento resultante das tensdes de tracdo. Ja na superficie superior ha

contracgéo das fibras proveniente das tensdes de compressao.

E possivel definir as extensdes axiais em funcéo dos deslocamentos (CASTRO, 2002).

Desta forma:

¢, = 2=y (4)
T x 7 d(x)
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Para caracterizar a deformacdo por forga cortante, € necessério determinar a variagcdo
angular entre duas fibras da viga inicialmente perpendiculares entre si e dispostas nas dire¢oes

x e y. Assim, deformacéo por corte y(x), pode ser definida pela seguinte igualdade:

(9
dx

(5)

ou, ou
7(X) =7,y =—X+8—Xy=9(><)+

oy

De acordo com Castro (2002) € possivel verificar que a teoria de vigas de Euler-
Bernoulli pode ser considerada um caso limite da teoria de Timoshenko. As duas teorias tendem
a fornecer uma mesma solucéo quando as relacdes vao/altura da peca aumenta. Nesta situacéo,
a deformacdo por cortante passa a ser desprezivel e os resultados obtidos para essas duas

formulaces distintas tendem a coincidir.

2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método de solugdo numérica de
problemas que séo regidos por equacdes diferenciais. Assim é possivel obter solu¢des para uma
ampla gama de problemas, que vao desde a distribuicdo de temperatura em um pistdo de um

motor ou mesmo deslocamentos e tensées em um pavimento de laje (COOK et al., 2002).

Azevedo (2003) cita que antes do aparecimento do MEF, a analise dos meios continuos
era efetuada por resolucdo direta dos sistemas de equagOes de derivadas parciais que regem o
fendmeno, tendo em consideracdo as necessarias condicbes de fronteira. Para facilitar a
aplicacdo desta técnica a problemas ndo elementares, era comum recorrer a séries de Fourier.
Mas devido a sua complexidade, estes procedimentos s6 eram aplicaveis a meios continuos

homogéneos e de geometria simples.

O desenvolvimento moderno do MEF comegou na década de 1940. No campo da
engenharia estrutural com o trabalho por Hrennikoff e McHenry, que utilizou uma estrutura de
elementos de barras e vigas para a solucao de tens6es continuas em sélidos. Alguns anos depois,
Courant introduziu a interpolacéo por partes para obter solu¢cdes numericas aproximadas. Nos

anos 50, Levy desenvolveu o método de forca, uma alternativa promissora para o uso na analise
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estatica de estruturas. No entanto, o sistema de equagdes resultante era considerado complexo
para a solucdo analitica e, assim, o método s6 se tornou popular com o advento do computador
(LOGAN, 2007).

Azevedo (2003) cita que existe um grande nimero de problemas na engenharia onde o
MEF pode ser aplicado, entre as quais se destacam a mecanica dos solos, a mecanica estrutural

a mecanica das rochas, a conducao de calor, a engenharia nuclear e a hidrodinamica.

2.3 MEF APLICADO A ANALISE DE VIGAS TIMOSHENKO

Os métodos de energia usados na mecanica baseiam-se no equilibrio de energia,
denominado de conservacdo de energia. Partindo desse principio, uma carga aplicada em um
corpo produz uma deformagéo, trabalho externo. Esse trabalho externo provocado pelas cargas
transforma-se em trabalho interno ou energia de deformacéo. Quando as cargas séo removidas,
a energia de deformacéo faz com que o corpo volte a posicao inicial, desde que o limite elastico
do material ndo tenha sido excedido (HIBBELER, 2004, p.569). Logo a conservacdo de energia

pode ser expressa matematicamente por:
Ue =Ui" (6)
Sendo:
Ue": Trabalho externo;
Ui': Trabalho interno (energia de deformagc&o).

No principio dos trabalhos virtuais, o trabalho externo e a energia interna de deformacéo
sdo causados por um carregamento virtual em funcdo dos deslocamentos e deformacdes por

este gerados. Assim, na equacao(6), pode-se definir:

Ui*=jvo . 8e" dV+ jv .8y dV (7

Ue =F .A"+M .0" +I0Lq(x).A(x)*.dx (8)
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sendo a notacdo ( )* usada para caracterizar a caracteristica virtual das grandezas envolvidas e

“q” representa a parcela de carregamento distribuido.

Para facilitar o entendimento do equacionamento, o trabalho foi dividido em duas partes.
A primeira refere-se ao trabalho interno devido as tensGes normais provenientes do momento

fletor e a segunda parte referente as tensées cisalhantes provenientes da forca cortante.

2.3.1 Parcela do trabalho interno proveniente do momento fletor

Considerando na equacdo(7) apenas a parcela proveniente das tensdes normais, €

possivel reescrevé-la substituindo-se a tensdo normal pela equacédo da Lei de Hooke (9):

o=¢ .E )

Ui'= jv (c.B).8e'dV (10)

sendo o e € a tensdo normal e a deformacdo especifica, respectivamente, oriundas do
carregamento real; 8™ a deformacéo especifica proveniente do carregamento virtual; e E 0

maodulo de elasticidade longitudinal do material.

Considerando-se a equacdo diferencial da linha elastica em elementos fletidos (BEER;
JOHNSTON, 1996), tem-se:

€ :d—e.y - d¢ :dﬁ

dx dx Y (11)

Substituindo a equagdo(11) em (10), obtém-se:



Considerando-se ainda a inércia da se¢do em relacéo ao eixo neutro:

| = ijdA

obtém-se:

. do do
Ui _Eljo(dx ™ ]dx

Substituindo-se a equacdo(12) em (6) e considerando-se apenas o

momentos externos em funcdo da rotacao virtual da secdo transversal, obtém-se:

Euj[ ]d KMo

o1 7.

Figura 5 - Giros nodais
Fonte: Autoria propria
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(12)

(13)

(14)

trabalho dos

(15)

No presente trabalho foi utilizada uma funcgéo linear para aproximar o campo de rotagdes

de secdo transversal ao longo do elemento. Algebricamente, o campo de rotagdes em funcao

das rotagdes nodais, pode ser escrito como segue:
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“[1.X X
9(x)—(1 Lj91+(|—j02 (16)

Substituindo-se a funcdo de forma (16) em (15), realizando-se o processo de integracao
e considerando-se que 0s giros nodais virtuais podem assumir valores quaisquer nao nulos, é

possivel obter-se o sistema de equacdes lineares que, na forma matricial, assume a forma:
[k].{0} ={M} (17)

Sendo:
[K]: matriz de rigidez do elemento (parcela referente ao momento fletor) dada por (18);
{6}: vetor de deslocamentos nodais contendo apenas as rotacées nodais;

{M}: vetor de cargas nodais contendo apenas 0s momentos nodais.

[k]=%{_11 ﬂ (18)

2.3.2 Parcela do trabalho interno proveniente da forca cortante

Considerando agora a parcela de energia proveniente das tensdes cisalhantes na
equacdo(7) e ainda a relacéo linear entre tenséo de cisalhamento e distor¢do angular dada por

(19), é possivel escrever:

=Gy (29)

Ui = jVG.y.sy* dv (20)
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sendo t e y a tensdo cisalhante e a distor¢do angular, respectivamente, oriundas do carregamento

real; Oy adistorcdo angular proveniente do carregamento virtual; e G o médulo de elasticidade

transversal do material.

61 .82

/ ~ ~

Ve V—I

v2

Figura 6 - Deslocamentos e giros nodais
Fonte: Autoria propria

Timoshenko (1921 apud Azevedo, 2003, p. 8), demonstrou em seus estudos a
necessidade de um fator de forma que corrigisse a suposicdo de tensdo de cisalhamento

constante ao longo da altura da viga adotada nessa teoria.

Castro (2002) diz que a distribuicdo de tensdo tangenciais ndo é uniforme na secao

transversal; sendo assim, € necessario introduzir uma relacdo com o fator de correcdo na area:
Ac=T1s.A (21)

onde Ac € a area da secdo corrigida e fs € o fator de correcdo da area que aproxima as tensoes
para uma distribuicdo linear uniforme. White et al. (1976 apud Junior, 2014) cita que esse fator
tem valor 5/6 para secOes retangulares, 9/10 para uma se¢éo circular e aproximadamente 1.0

para uma grande variedade de perfis com forma “I”.

Substituindo a equacdo (5) em (20) e considerando-se as grandezas constantes na area

corrigida, é possivel escrever:

GA,[ 0+ 3V | o IV dx=FA + MO +0A" + [ q(x).A(X)" dx (22)
€Jo dx dx 0
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Considerando funcgdes lineares para aproximar os campos de rotagéo e deslocamento ao
longo do elemento finito (equacgdes (24) e (25)), realizando-se 0 processo de integragéo e
considerando-se que os giros e deslocamentos nodais virtuais podem assumir valores quaisquer

ndo nulos, a equacdo (22) da origem ao sistema de equaces lineares que, na forma matricial,
assume novamente a forma:

[k]-{u} ={F} (23)
sendo:
[K]: matriz de rigidez do elemento (parcela referente a forca cortante) dada por(26);
{u}: vetor de deslocamentos nodais;

{F}: vetor de cargas nodais.

X X
0(x) = [l - Ejel + (ﬂez (24)
X X
v(X) = (1- Ej v, + (Ej v, (25)
LoL 1 1]
3 6 2 2
L L 11
6 3 2 2
k|=G.A 26
[K] 11 11 1 (26)
2 2 L L
11 11
L2 2 L L.




27

2.3.3 Matriz de rigidez do elemento

A partir do exposto nos itens 4.3.1 e 4.3.2 deste trabalho, pode-se definir o sistema de
equacdes algébricas referente ao estudo de Vigas Timoshenko e deste modo, obter a matriz de
rigidez do elemento em coordenadas locais.

[El _GA.L El GALL GA GA
L 3 L 6 2 2
El GA.L El GA.L GA, GA, ||%] |[M
_EL, e, _
L 6 L 3 2 2 0, _JM; @n
GA, GA, GA, GA, ||y, F
2 2 L L ||v,] |FR
GA, GA, GA, GA,
i 2 2 L L

2.3.4 Vetor de esforcos com carregamento distribuido

O vetor de esforcos sera composto pela associacdo de esforgos externos concentrados e
de carregamentos distribuidos. A parcela de esforcos distribuidos sera acrescentada como

forcas nodais equivalentes, isto €, a parcela de carga gerada pela carga distribuida é concentrada
nos nods do elemento.

q, Fy

F.
<:>1 i\“’“ MZQ

2

1 2 <

Figura 7 - Carga distribuida substituida por forcas nodais equivalentes

Fonte: Autoria propria
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Para o desenvolvimento do trabalho foi considerado que o carregamento distribuido
pode assumir comportamento linear, conforme equacéo(28).

q(x)=ax+b (28)

Sendo q(x) a equacgdo que rege a funcdo do carregamento distribuido, a e b sdo constantes.

Assumindo as seguintes condic¢bes aos nos:

o
Logo:
a =1z qu (30)
b=q, (31)
Substituindo as equacdes (30) e (31) em (28).
90 = (%)x +q, (32)

Deste modo, para obter as parcelas de forgcas nodais equivalentes é necessario
desenvolver a integral da funcdo do carregamento distribuido pela funcdo dos respectivos

deslocamentos virtuais.

[ a().A(0)"dx (33)



29
s XY r (X s
REREEARNEIN o

Portanto:

J;a00a00°dx=( Ea-Ea, |+ £a,-Ea, Ja @)
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3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

No presente trabalho foi elaborado um algoritmo computacional em linguagem
FORTRAN. Este é capaz de realizar a analise linear de vigas segundo a teoria de flex&o proposta
por Timoshenko seguindo a formulacdo matematica desenvolvida a partir do método dos
elementos finitos. O programa é capaz de processar dados de entrada e como solugdo apresenta
os valores das reagdes de apoio, esforcos internos e deslocamentos nodais.

Ao usuario basicamente é atribuida a funcdo de preparar um arquivo de texto (.txt)
contendo informacBes de discretizagdo estrutural, caracteristicas fisicas do material,
propriedades geométricas da secdo transversal, vinculos e restricdes e, por ultimo, informac6es
sobre os carregamentos aplicados na estrutura. Apos o processamento dos dados, o software
apresenta como resultado final um arquivo de texto (.txt) contendo os deslocamentos e giros
nodais, esforgos internos e reagdes de apoio.

3.1 ESQUEMA GERAL DE CALCULO

A Figura 7 ilustra o fluxograma com a representacdo sistematica de como o programa foi
elaborado. Cada etapa representa uma sub-rotina de calculo que na proxima secado sera descrita

com maiores detalhes.

Inicio )

Declaragao
de Variaveis

)

Abertura

de Arquivo  BEalids
; :

Entrada (.txt)

Leitura
de Dados




A 4
Propriedades

Geométricas

A
Vetor de ‘
v Esforcos
Montagem

da Matriz

A 4
Condigdes
de Contorno

h 4
Resolugao
do Sistema

7

Reacbes Esforgos
de Apoio Internos

| | |
I

Saida
de Dados #

!

Fechamento
do Arquivo

l

Fim

Arquivo de
~Saida (.txt)

Figura 8 - Fluxograma do programa
Fonte: Autoria propria

3.2 SUB-ROTINAS

3.2.1 Declaragdo de variaveis

31

Neste modulo se encontram declaradas todas as variaveis principais utilizadas pelo

algoritmo computacional.
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3.2.2 Abertura de arquivos
Nesta sub-rotina é implementada a declaracdo do arquivo de entrada no formato .txt que
contém as especificacfes geométricas e fisicas do elemento estrutural a ser analisado, além das

condicdes de carregamento e defini¢cdo dos apoios. Ainda nessa sub-rotina € definindo como

sera nomeado o arquivo de saida com os resultados da simulagéo.

3.2.3 Leitura de dados

A sub-rotina leitura de dados executa a interpretagdo do arquivo de entrada, locando os

dados a suas respectivas variaveis declaradas no primeiro modulo.

3.2.4 Propriedades geométricas

A sub-rotina em questdo trata de obter o comprimento de cada elemento, fazendo uma

subtracdo das coordenadas dos nés que delimitam o elemento.

3.4.5 Vetor de esforcos

Nesta etapa ocorre a montagem do vetor de esforcos, sendo a soma dos carregamentos
concentrados com os distribuidos, de modo alternado entre forca e momento nodais conforme

a equacao(36):

(F=]" (36)
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3.4.6 Montagem da matriz

Nesta etapa ocorre a montagem da matriz de cada elemento que resultard na matriz de
rigidez global da viga. Para que a matriz de rigidez ficasse coerente com o vetor de esforgos
identificado no item anterior, a matriz elementar e o vetor de deslocamentos nodais

apresentados na equacéo (27) foram modificados tendo como resultado a equagéo (37).

GA, GA, GA, GA,
L 2 L 2
GA, EIl GA.L GA, El GAL||% R
- —+ —-——+
2 L 3 2 L 6 O _JM (37)
GA, GA, GA, GA, v, F,
L 2 L 2 0, (M,
_GA, _El GA.L GA El GAL
L2 L 6 2 L 3

3.4.7 Condicdes de contorno

A matriz de rigidez global gerada pela sub-rotina montagem da matriz € singular, logo
o determinante é igual a zero e, portanto, a matriz é ndo inversivel. As condicGes de contorno
do problema sdo entdo adicionadas a matriz para que possa ser feita a sua inversao e, assim,
possibilitar a resolucdo do sistema linear que fornece como resultado os deslocamentos nodais.

A insercdo das condicdes de contorno consiste em identificar o né que possui a0 menos
um grau de restricdo, deslocamento ou giro. Feita a identificacdo, acrescenta-se 0 niUmero um
na diagonal principal da matriz correspondente e zeros em toda a linha e a coluna referente a
posicdo. A posicdo referente ao nd/grau de liberdade do vetor de esforgcos também deve ser

anulado. A equagdo(39) mostra um exemplo genérico como se trata tal método.

[k J-{u} ={F} (38)
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Kll 0 Kl3 K14 0 Klﬁ Kln Vl Fl
0 1 0 0O 0 O 0 0, 0
K31 O K33 K34 O K36 K3n VZ FZ
Ky 0 Kig Kiu 0 Ky Kan | |6, _ M, (39)
0O 0 O o 1 0 - 0] A 0
Kﬁl 0 K63 K64 0 K66 K6n 63 M3
_Knl 0 Kn3 Kn4 0 Kn6 Knn_ en I\/In

3.4.8 Resolucao do sistema

A solucdo do sistema linear de equacdes foi obtida a partir do método de eliminacéao de

Gauss com pivoteamento parcial.

3.4.9 Reac0es de apoio

A partir dos deslocamentos nodais obtidos, para encontrar as reacdes de apoio basta
fazer a multiplicacdo entre o vetor de deslocamentos nodais com o a matriz de rigidez global
da estrutura sem a incluséo das condic¢des de contorno. Essa multiplicagdo resulta ndo apenas

nas reacOes de apoio, mas também em todos os esforcos externos concentrados nos nos.

3.4.10 Esforgos internos

Os esforcos internos podem ser obtidos de maneira semelhante a obtencdo das reagdes
de apoio, mas com a particularidade de se trabalhar com o produto da matriz de rigidez do
elemento pelos seus respectivos deslocamentos nodais. Desse produto resulta um vetor do qual
é realizada a subtracé@o do vetor de cargas nodais equivalentes dos elementos resultando assim

no vetor de esforcos internos, a saber: forca cortante e momento fletor nos nés.

3.4.11 Saida de dados

Apbs todo o procedimento descrito, 0 programa gera um arquivo de texto no formato

.txt que contém todos os resultados obtidos pela simulagdo numérica realizada.



35

3.4.12 Fechamento de arquivo

De modo anélogo a abertura de arquivo (Item 3.2.2), a sub-rotina de fechamento de
arquivo tem como funcdo realizar a conclusdo do programa, fechar todos 0s processos

realizados e encerrar o programa.
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4 ANALISE NUMERICA

4.1 EXEMPLO 1

O exemplo 1 trata da anélise de uma viga a partir da Teoria de Timoshenko que compara
os resultados dos deslocamentos e giros obtidos por meio do algoritmo implementado com os

resultados fornecidos por Castro (2002, p.99).

O exemplo é referente & uma viga engastada com quatro metros de comprimento e
sujeita a acdo de uma carga concentrada igual a 10 KN em sua extremidade livre. As demais
propriedades fisicas e geomeétricas da viga sdo: secdo transversal retangular de 0,30 m de base
e 0,80 m de altura o que resulta em um fator L/h=>5, coeficiente de Poisson v igual a 0,25 e
Maddulo de Elasticidade Longitudinal E de valor unitério.

10KN

! 4,00m

Figura 9 - Viga engastada com carregamento concentrado aplicado na extremidade (L/h=5)
Fonte: Autoria propria

Castro (2002) apresenta as solucGes analiticas para o deslocamento e giro de secdo
transversal do elemento em funcdo da coordenada x da viga com origem no engaste. As

solugdes sdo apresentadas nas equacdes (40) e (41).

u(x) = 10 X+ 40 X2 — 5 x3 (40)
G.Ac 2El 3ElI

5 40
0(X) = = x? — 2. 41
() El X El X ( )
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O autor fez a andlise da viga utilizando diversas malhas compostas por 1, 4, 10, 20, 40
e 100 elementos. Para efeito de verificagdo dos resultados, no software implementado foram
realizadas simulagdes sob as mesmas condicdes. Os graficos 1 e 2 apresentam, respectivamente,
os resultados de deslocamentos e giros fornecidos pelo programa para os diferentes nimeros de

elementos juntamente com a solucédo analitica do problema.

0,00E+00

-2,00E+03
-4,00E+03
-6,00E+03
-8,00E+03
-1,00E+04
-1,20E+04

-1,40E+04

Deslocamentos Transversais (m)

-1,60E+04

-1,80E+04

-2,00E+04 .
Comprimento (m)

Solugdo Analitica A 40 20 ——10 —0—4 —0—2 —0—1

Grafico 1- Deslocamentos transversais (L/h=5)
Fonte: Autoria propria

7,00E+03
6,00E+03
5,00E+03

4,00E+03

3,00E+03

2,00E+03

1,00E+03

Giro da secdo transversal (rad)

0,00E+00

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Comprimento (m)

Solugdo Analitica A 40 20 ——10 —0—4 —0—2 —0—1

Grafico 2 — Rotagdes (L/h=5)
Fonte: Autoria propria
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Malhas com refinamento maior que 40 elementos passam a gerar resultados com
variancias pouco significativas. Mas a malha com 100 elementos teve resultados exatamente
iguais a solucdo analitica e deste modo néo é possivel identificar as duas curvas nos graficos.
Vale destacar que os resultados obtidos sdo apresentados em formas de tabelas do apéndice B

deste trabalho.

Observando as curvas ilustradas nos graficos 1 e 2 é possivel verificar que a formulacao
numérica implementada no presente trabalho esta correta. A proximidade dos resultados
numericos com a solugdo analitica deduzida por Castro (2002) demonstra que a formulacdo
apresentada fornece resultados precisos e confidveis, ja que as curvas, para malhas mais

refinadas sdo coincidentes.

Nesta analise é importante ressaltar que para se obter resultados precisos foi necessario
um refinamento adequado de malha. Tal fato é explicado pelas fun¢Ges de aproximacéo
utilizadas no desenvolvimento da formulacdo em questdo. Neste estudo, as funcdes de
aproximacdo sao caracterizadas por funcdes lineares, enquanto que o campo real de
deslocamentos gerado por uma carga concentrada € representado por um polinémio de terceira
ordem (equacéo (40)).

4.2 EXEMPLO 2

O exemplo 2 trata da analise de vigas de diferentes condi¢des de carregamento e
vinculacgdo. Os resultados obtidos por meio do algoritmo implementado foram comparados com
os fornecidos por Fleischfresser (2012). E importante destacar que em todos os casos foi
utilizado um refinamento de malha igual a 50 elementos, uma vez que malhas mais refinadas

ndo geraram variagOes significativas nos resultados obtidos.

Em ambos os exemplos foram considerados vigas com secdo transversal retangular
constante, logo fs igual a 5/6, com secdo de 0,20m x 0,60m, portanto area igual a 0,12m?2 e
momento de inércia no maior sentido igual a 0,0036 m*. Para o material que as compdem, foram

admitidos coeficiente de Poisson de 0,20 e modulo de elasticidade longitudinal de 50GPa.

O primeiro caso abordado é de uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra

sob a acdo de uma forca uniformemente distribuida conforme ilustra a figura 9.
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100KN/m

\ENEREN
|

|« 200m -

Figura 10 - Viga engastada com carregamento distribuido (L/h=3,33)
Fonte: Autoria propria

Fleischfresser (2012) apresenta em seu trabalho a solucédo analitica do problema. As
equacOes (42) e (43) representam as expressoes que fornecem o deslocamento vertical e o giro
da secdo transversal para qualquer secdo da viga, sendo a coordenada x definida a partir do

engaste.

q q

u(x) = S2E] .(x“ —4LX3 + 6L2.x2)+ SfGA (—x2 + 2Lx) (42)
2

6(x)=i. Ays_Ob,e,ab (43)
El | 6 2 2

De posse dos resultados de deslocamentos obtidos através do programa implementado,
da solucéo analitica e dos resultados fornecidos pelo autor a partir da teoria de Euler-Bernoulli
para flexdo de vigas, o gréfico 3 foi elaborado de forma a se fazer uma comparacao entre 0s

mesmaos.
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1,40E-3
1,20E-3

1,00E-3

m)

8,00E-4

6,00E-4

Deslocamento (

4,00E-4
2,00E-4
0,00E0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
Comprimento (m)

—@— Solugdo analitica Programa = Euler-Bernoulli

Grafico 3 - Deslocamento para viga engastada (L/h=3,33)
Fonte: Autoria propria

O mesmo procedimento foi realizado para os giros de sec¢do transversal, com excec¢ao
da curva rotacdo gerada pela teoria de Euler-Bernoulli. Os resultados sao ilustrados no gréafico
4.

8,00E-4
7,00E-4
6,00E-4
5,00E-4

4,00E-4

Rotagédo (rad)

3,00E-4
2,00E-4
1,00E-4

0,00E0
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00

Comprimento (m)

—@— Solug¢do analitica Programa

Grafico 4 - Rotagdes para a viga engastada (L/h=3,33)
Fonte: Autoria prépria



41

A anédlise de ambos os graficos demostra que os resultados obtidos pelo programa
implementado s&o precisos e confiaveis quando se ha um refinamento adequado da malha, pois
os resultados fornecidos pelo programa convergem para as solugdes analiticas. Ja a curva
referente ao deslocamento através da teoria de Euler-Bernoulli se encontra abaixo das demais,
fato este esperado devido a simplificacdo do método que ndo considera a deflexdo causada pelo

esforco cortante.

Uma segunda simulacéo considera a mesma viga abordada anteriormente, com excecao
de seu comprimento e das condi¢bes de vinculacdo. No caso agora abordado, a viga é
hiperestética, tendo uma de suas extremidades engastada e a outra apoiada. A viga € ilustrada

na figura 10.

“100KN/m

| 4,00m -

Figura 11 - Viga com engaste e apoio submetida a um carregamento distribuido (L/h=6,67)
Fonte: Autoria propria

Fleischfresser (2012) também apresenta em seu trabalho a solucéo analitica para a viga
agora abordada. As funcdes que apresentam o deslocamento e a rotagéo de secéo transversal da
viga em fungdo do comprimento X, tendo como origem 0 engaste, sdo apresentadas nas

equacOes que seguem.

X2 1

_ X (qx2-60L2+4CLx-12C1L)- .
U(X) =5 gy(ax2-6aL2+4CLX-12CIL)- o

(9.x2+2C1.x) (44)

0(x) =i.(g.x3 +£1.x2 —%.X—Cl.L.X] (45)
El {6 2 2
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Sendo:

Cl=

L ( 5fsGAL2+12EI
_q_(SsG + j (46)

8 \ fsGAL2?+3El

O gréfico 5 traz as curvas de deslocamento vertical obtidas a partir do software
implementado e da solucdo analitica e também a fornecida por Fleischfresser (2012) que
utilizou em sua analise a teoria de Euler-Bernoulli para flexdo de vigas. Ja o grafico 6 apresenta
as curvas de giro de secdo transversal fornecidas pelas mesmas fontes, a exce¢do da curva obtida
pela teoria de Euler-Bernoulli.

9,00E-4
8,00E-4
7,00E-4
6,00E-4
5,00E-4
4,00E-4

3,00E-4

Deslocamento (m)

2,00E-4
1,00E-4

0,000 & ¥~ '8
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Comprimento (m)

—@— Solugdo analitica

Programa Euler-Bernoulli

Grafico 5 - Deslocamentos para viga hiperestatica engastada/apoiada (L/h=6,67)
Fonte: Autoria propria
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6,00E-4
4,00E-4
2,00E-4

0,00E0

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
-2,00E-4

Rotacdo (rad)

-4,00E-4
-6,00E-4

-8,00E-4
Comprimento (m)

Solugédo analitica Programa

Gréfico 6 - Rotagdes para viga hiperestatica engastada/apoiada (L/h=6,67)
Fonte: Autoria propria

Novamente, 0 comportamento das curvas aqui apresentadas se assemelha ao primeiro
caso abordado neste exemplo, sendo os resultados obtidos aproximadamente iguais para o
programa implementado e para a solugéo analitica. Mais uma vez, os deslocamentos calculados
a partir da teoria de Euler-Bernoulli se apresentaram inferiores aos deslocamentos obtidos a

partir da teoria de Timoshenko.

Esses exemplos se diferem aos do item anterior no que diz respeito a vinculacdo e ao
tipo de carregamento. O primeiro caso abordado € muito semelhante ao exemplo 1, apenas o
tipo de carregamento é diferente (carregamento distribuido x carregamento concentrado). Ja no
segundo caso, houve a adi¢do de um apoio na extremidade que antes era livre, fazendo com que
a viga se tornasse hiperestatica. Esses exemplos estes provam que o algoritmo implementado €
confiavel para qualquer configuracdo estrutural, pois em diferentes tipos de situagdes, 0s

resultados obtidos convergem para os resultados analiticos.

E importante destacar que em casos onde ha a presenca de carregamentos distribuidos,
como neste exemplo, € necessario um maior refinamento da malha. Na verdade, a necessidade
de malhas mais refinadas se amplia a medida que o grau do carregamento se eleva, pois isso
reflete diretamente nas funcGes representativas dos deslocamentos e giros de sec¢do transversal.

Vale ressaltar que as funcdes de aproximacao utilizadas nesse trabalho sdo lineares e estdo
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sendo usadas para aproximar deslocamentos que séo descritos por fung¢des de quarto grau, como

apresentado neste exemplo.

Em tempo, ambos os casos abordados nesse exemplo provam que a analise de vigas
altas pela teoria de Timoshenko é mais precisa se comparada a solucéo obtida via teoria de

Euler-Bernoulli.

4.3 EXEMPLO 3

Este exemplo traz a comparacdo de deslocamento méximo de uma viga biapoiada
submetida a uma forga concentrada no meio do seu vao com o deslocamento maximo fornecido
por Logan (2007).

Trata-se de uma viga curta de 0,40m de comprimento que se encontra apoiada nas duas
extremidades e no centro possui uma carga concentrada de 10KN (conforme figura 11). A viga
possui secdo transversal retangular de 0,025m x 0,050m tendo como a razdo de véo/altura de 8,
e 0 material que a compd@e possui modulo de elasticidade longitudinal igual a 207GPa e mddulo

de elasticidade transversal de 80GPa.

10KN

*¥£:§7< -
|le— 0,20m — 020m — ==

Figura 12 - Viga biapoiada (L/h=8)
Fonte: Autoria propria

Logan (2007) apresenta que a solucéo analitica para o deslocamento maximo da viga

com base na teoria de Timoshenko:

_PL'(4+9)

méx 24E| (47)
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Onde:

12
— 48
= AGL? (48)

As tabelas de linha eléstica, elaboradas a partir da teoria de Euler-Bernoulli
(HIBBELER, 2004, p. 633) apresenta o deslocamento maximo para tal situacdo dado pela
equacéo (49).

pL3
= 49
™ 4G (49)

De modo a realizar uma comparacdo de resultados, o problema foi simulado
numericamente no programa implementado utilizando-se diversas malhas. Os resultados
obtidos foram organizados na tabela 1, juntamente com a solucao proposta por Logan (2007) e
a flecha maxima obtida a partir da teoria de Euler-Bernoulli (HIBBELER, 2004). Foi calculado
o0 erro relativo entre as solugdes resultantes pelo programa com a solucdo obtida por Logan
(2007).

Tabela 1 - Deslocamentos méaximos da viga

Deslocamentos viga (mm)  Erro relativo (%)

2 elementos 0,0422 83,7505
4 elementos 0,1134 56,3342
8 elementos 0,1964 24,3743
16 elementos 0,2404 7,4317
32 elementos 0,2546 1,9638
64 elementos 0,2584 0,5006
Logan (2007) 0,2597 0,0000
Euler-Bernoulli 0,2474 -

Fonte: Autoria propria
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A anélise da tabela 1 permite observar que a solugdes para o0 programa implementado
converge para um resultado proximo ao obtido por Logan (2007) a partir da analise utilizando-

se malhas mais refinadas.

Jé a flecha maxima apresentada como solucdo para analise a partir da teoria de Euler-
Bernoulli possui um resultado de deslocamento menor que aos obtidos anteriormente, fato

esperado ja que tal teoria € uma simplificacdo da teoria de Timoshenko.

4.4 EXEMPLO 4

Diversos referenciais bibliograficos estudados para a elaboracdo deste trabalho
estabelecem que a andlise de vigas baseada na teoria de Timoshenko é pertinente para vigas
cuja altura de secdo transversal € grande quando comparada ao vao. Com o objetivo de
estabelecer limites para a aplicacdo da formulacdo aqui apresentada, a viga do exemplo 1 é
retomada neste item e, assim como em Castro (2002), sdo realizadas simula¢es numeéricas para
diversas alturas de secdo transversal, comparando-se sempre o0s resultados obtidos via teoria de

Timoshenko com os obtidos via teoria de Euler-Bernoulli.

A equacao da linha elastica obtida a partir da teoria de Euler-Bernoulli para a viga em

questdo é apresentada por Hibbeler (2004, p. 634).
Px?
=—— (3L- 50
u(x) 3EI (BL-x) (50)

As simulacdes foram realizadas considerando-se alturas de secdo transversal iguais a
2,00m, 1,00m, 0,50m, 0,25m, 0,10m e 0,04m. Em todos os casos foram utilizadas malhas
compostas por 100 elementos, uma vez que o aumento no numero de elementos ndo forneceu

diferengas significativas de resultados.

Os resultados obtidos para cada uma das simulagdes, juntamente com os obtidos pela
equacdo da linha eléstica (50), foram ilustrados nos graficos que seguem. Vale observar que 0s
dados obtidos via software implementado sdo coincidentes com os de Castro (2002) e, por esse

motivo, as curvas fornecidas por este ultimo nao foram tracadas nos graficos subsequentes.
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Gréfico 7 - Deslocamento da viga com altura da secéo igual a 2,00m (L/h=2)
Fonte: Autoria propria
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Gréfico 8 - Deslocamento da viga com altura da secéo igual a 1,00m (L/h=4)
Fonte: Autoria prépria
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Gréafico 9 - Deslocamento da viga com altura da secéo igual a 0,50m (L/h=8)
Fonte: Autoria propria
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Gréfico 10 - Deslocamento da viga com altura da secdo igual a 0,25m (L/h=16)
Fonte: Autoria propria
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Grafico 11 - Deslocamento da viga com altura da secdo igual a 0,10m (L/h=40)
Fonte: Autoria propria
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Gréfico 12 - Deslocamento da viga com altura da secdo igual a 0,04m (L/h=100)
Fonte: Autoria prépria
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Nesse exemplo é facilmente observado que os valores de deslocamentos para anélise
baseada na teoria de Timoshenko sdo maiores que os valores de deslocamentos resultantes da
teoria de Euler-Bernoulli quando se trata de vigas de altura de secéo transversal alta, como no
caso de vigas com 2,00m, 1,00m e 0,50m simuladas neste exemplo. Este fato ja havia sido

verificado nos exemplos 2 e 3 apresentados anteriormente.

Para a altura de secdo transversal igual a 0,25m o comportamento das curvas relativas
as duas teorias é semelhante, isto €, os resultados para ambas as andlises convergiram o0s

mesmos valores.

Com a reducdo da altura da secdo para 0,10m e 0,04m, os deslocamentos obtidos via

teoria de Euler-Bernoulli se apresentaram maiores que 0s obtidos via teoria de Timoshenko.

Em tese, para vigas de secdo transversal baixa, os resultados obtidos a partir das duas
teorias devem ser coincidentes, fato este que ndo se mostrou verdadeiro nesta analise. Isso
ocorreu devido ao um fenémeno chamado de travamento por corte ou em inglés shear locking.
Segundo Torres (1999, p. 22), tal fendémeno deriva do fato de que aproximag6es de mesmo grau
para deslocamento e rotacdo, utilizadas neste trabalho, levam que ndo consiga satisfazer, no
limite, a condicdo de distorcdo nula na secdo transversal (condi¢do de Euler-Bernoulli para

vigas esbeltas).

v(x

1(X)=0=6(x) =- 4

(51)

Castro (2002) complementa que tal acontecimento gera resultados sem qualquer sentido
e pode destruir por completo a solugcdo aproximada para elementos com altura reduzida. Ainda
segundo 0 mesmo autor, para se evitar o aparecimento deste efeito, deve ser definida uma
aproximacao para o campo de deslocamentos transversais de grau superior ao que é utilizado

na definicdo da aproximagéo do campo de rotacoes.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar uma formulagdo numérica
baseada no Métodos dos Elementos Finitos para interpretar o comportamento linear de vigas
tendo como base a teoria de viga de Timoshenko e implementar computacionalmente um

codigo capaz de realizar tais simulagdes.

A fim de se obter a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais equivalentes de um
elemento de viga, partiu-se inicialmente do conceito de conservacdo de energia e do principio
dos trabalhos virtuais aplicado a solidos deformaveis. Nesse caso, € importante ressaltar o uso
de equacdes lineares para a aproximacao do campo de deslocamentos e de rotacdes ao longo

do elemento.

A montagem e resolucdo do sistema de equagOes lineares foi implementado
computacionalmente a partir de sub-rotinas de calculo capazes de solucionar o problema em
questdo. Como resultado obteve-se um programa de cunho académico, com facil utilizacdo e

de cddigo aberto a modificacGes para demais estudos relacionados.

De modo a validar o cédigo implementado, quatro exemplos foram simulados,
abordando diferentes tipos de vinculacGes, carregamentos e geometrias. Os resultados obtidos

foram comparados com os fornecidos por outros autores.

As analises mostraram a precisao da formulagéo apresentada e do cdédigo computacional
implementado. Para vigas de secdo alta, foco deste trabalho, os resultados de reac6es de apoio,
esforcos internos, deslocamentos e giro de secdo transversal apresentaram-se precisos e

confiaveis, dependendo apenas de uma correta configuracdo de malha.

No que diz respeito a vigas de secdo transversal com baixa altura, ou seja, que possuem
uma razao entre vao/altura (L/h) alta, os resultados ilustraram o fenébmeno do shear locking. A
convergéncia de resultados entre as teorias de Timoshenko e de Euler-Bernoulli para flex&o de
vigas ndo ocorreu, sendo que a formulagédo apresentada necessita de ajustes para abordar esse

tipo de configuragdo geomeétrica.

Para eventuais trabalhos futuros, fica a sugestao de realizar as modificacdes necessarias

na formulacéo para evitar o efeito shear locking fazendo assim que a andlise baseada na teoria
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de Euler-Bernoulli e Timoshenko sejam convergentes para vigas esbeltas. Também sugere-se a
implementacdo de polindmios de ordens mais elevadas para a aproximagdo dos campos de

deslocamentos e giros e também implementar analises néo lineares de vigas de Timoshenko.
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Module Declaracao_Variaveis
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Integer ::Num_NO INum_NO Numero de nos
Integer NO INO Numero do no

Integer :Num_AP INum_AP Numero de apoios
Integer AP 1AP Numero do apoio

Integer ::Num_For INum_For  Numero de forcas
Integer ::For IFor Numero da forca

Integer =Num_Mom  !Num_For  Numero de forcas
Integer ::Mom IFor Numero da forca

Integer :Num_Ele INum_Ele  Numero de elementos
Integer ::Ele IEle Numero do elemento
Integer i INumero Linhas

Integer i INumero Colunas

Real(8), allocatable ::Pos_NO() PosifZAo x do n¢

Real(8), allocatable ::Prop_Ele(:,;) !Numero do elemeto, I, A, fs, E e poisson
Real(8), allocatable ::Compr_Ele(:) 'Comprimento do elemento
Real(8), allocatable ::Forca(:) !Componente de forfa emy
Real(8), allocatable ::Momento(:) !Componente de momento em z

Real(8), allocatable

Real(8), allocatable

Real(8), allocatable

Real(8), allocatable

Real(8), allocatable

Integer, allocatable

Integer, allocatable

IMatrizes a serem desenvolvidas
Real(8),dimension(4,4)
eL))
Real(8),dimension(4,4)
el))
Real(8),allocatable
Real(8),allocatable

:Vetor_esf(’)
::Vetor_esfl(:)

IVetor de esforcos
IVetor de esforcos

::Car_Dist(:)  !'Vetor de cargas distribuidas

::Car_Distl(:) !Vetor de cargas distribuidas

::Car_Dist2(:) !Vetor de cargas distribuidas

Tipo_AP(:,:) !'Numero do NO,grau de liberdade em y e momento em z
::Lig_Ele(:,;)) !Numero da elemento, no inicial e no final

=M1 IMatriz K referente as propriedades de cada elemento(l,A,fs,E,poisson
M2 IMatriz K referente as propriedades de cada elemento(l,A,fs,E,poisson
“MRC(:,) !Matriz de Rigidez de todo elemento

“MRL(:,:) !Matriz proveniente da Condifoes de Contorno

IDados Esperados na Solucao da Estrutura

Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable
Real(8), allocatable

End Module

Program Programa_Principal
Use Declaracao_Variaveis
Call Abertura_de_Arquivos

Call Leitura_de_Dados
Call Propriedades_Geometricas

::Cortante(:)
::Mom_Fletor(:)
::Desloc_Nod(:)
::Desloc_Nod1(:)
:Reacoes_AP(:)
::Reacoes_Vert(:)
::Reacoes_Giro(;) !Vetor de reacoes no engaste
::Esforcos_Int(:)

IVVetor de esforco cortante
Vetor de momento fletor
IVetor deslocamento nodal em y
IVVetor deslocamento nodal em'y
IVetor de reacoes de apoio
IVetor de reacoes verticais

IVVetor de reacoes no engaste
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Call Montagem_Matriz

Call Vetor_Esforcos

Call Condicoes_de_Contorno

Call Resolucao_Sistema(MR1,Desloc_Nod,Vetor_esf,2*Num_NO)
Call Reacoes_de_Apoio

Call Esforcos_Internos

Call Saida_de_Dados

Call Fechamento_de_Arquivos

End Program

Subroutine Abertura_de_Arquivos
Use Declaracao_Variaveis

Open(unit=1,access="sequential’,file="entrada.txt',status="old")
Open(unit=2,access="sequential’,file="saida.txt',status="unknown’)

Return

End Subroutine

Subroutine Leitura_de_Dados
Use Declaracao_Variaveis

Num_NO=0
Num_AP=0
Num_For=0
Num_Mom=0
i=0

Read(1,*) Num_NO,Num_AP,Num_For, Num_Mom
Num_Ele=Num_NO-1
Allocate (Pos_NO(Num_NO))
Pos_NO=0.0
Do i=1,Num_NO

Read(1,*) NO,Pos_ NO(NO) 'Pos NO(Numero do no,Coordenada x)
End Do

Allocate (Lig_Ele(Num_Ele,4))
Lig Ele=0.0
Do i=1,Num_Ele
Read(1,*) Ele,Lig_Ele(Ele,1),Lig_Ele(Ele,2),Lig_Ele(Ele,3),Lig_Ele(Ele,4)!Lig_Ele(numero do elemento, no
inicial e no final, parcela de carga distribuida no inicial, parcela de carga distribuida no final)
End Do

Allocate (Tipo_AP(Num_AP,3))
Tipo_AP=0.0
Do i=1,Num_AP
Read(1,*) Tipo_AP(i,1),Tipo_AP(i,2),Tipo_AP(i,3)!Tipo_AP(1= No, 2= genero em y, 3=rotacao em torno de
z, sendo 1 restrito e O livre
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End Do

If (Num_For /= 0) then
Allocate (Forca(Num_NO))
Forca=0.0
Do i=1,Num_For
Read(1,*) NO, Forca(NO)!Forca(emy)
End Do
End if

If (Num_Mom /= 0) then
Allocate (Momento(Num_NO))
Momento=0.0
Do i=1,Num_Mom
Read(1,*) NO,Momento(NO)!Momento(em z)
End Do
End if

Allocate (Prop_Ele(Num_Ele,5))
Prop_Ele=0.0
Do i=1,Num_Ele

Read(1,*)
Ele,Prop_Ele(Ele,1),Prop_Ele(Ele,2),Prop_Ele(Ele,3),Prop_Ele(Ele,4),Prop_Ele(Ele,5)!Prop_Ele(numero do
elemento, I=Inercia da secao, A=area da secao, fs=fator forma, E=Modulo de Elasticidade e Poisson=Coeficiente
de Poisson

Poisson=Prop_Ele(Ele,5)

G= ( Prop_Ele(Ele,4))/(2*(1+Poisson))

Prop_Ele(Ele,5)= G |G=Modulo de elasticidade transversal
End Do

End Subroutine

Subroutine Propriedades_Geometricas
Use Declaracao_Variaveis
Allocate (Compr_Ele(Num_Ele))

Do i=1,Num_Ele

No_i=Lig_Ele(i,1) I1=no inicial

No_f=Lig_Ele(i,2) 12=no final

Compr_Ele(i)=(Pos_NO(No_f)-Pos_NO(No_i))
End Do

End Subroutine

Subroutine Montagem_Matriz
Use Declaracao_Variaveis

Allocate (MR(2*Num_NO,2*Num_NO))
MR=0.0
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Allocate (Desloc_Nod(2*Num_NOQO))
Desloc_Nod=0.0
Do i=1,Num_Ele

M1(1,1)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))
M1(1,2)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))
M1(1,3)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))
M1(1,4)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))
M1(2,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(2,2)=(+((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr
_Ele())/(3)))

M1(2,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(2,4)=(-
((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr_Ele(i))/(6))
)

M1(3,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))

M1(3,2)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(3,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))

M1(3,4)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(4,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(4,2)=(-
((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr_Ele(i))/(6))
)

M1(4,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M1(4,4)=(+((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr
_Ele(0)/(3)))

NO_i=Lig_Ele(i,1)

NO_f=Lig_Ele(i,2)

IPrimeira linha
MR((2*NO_i)-1,(2*NO_i)-1)=MR((2*NO_i)-1,(2*NO_i)-1)+M1(1,1)
MR((2*NO_i)-1,(2*NO_i))=MR((2*NO_i)-1,(2*NO_i))+M1(1,2)
MR((2*NO_i)-1,(2*NO_f)-1)=MR((2*NO_i)-1,(2*NO_f)-1)+M1(1,3)
MR((2*NO_i)-1,(2*NO_f))=MR((2*NO_i)-1,(2*NO_f))+M1(1,4)
1Segunda linha
MR((2*NO_i),(2*NO_i)-1)=MR((2*NO_i),(2*NO_i)-1)+M1(2,1)
MR((2*NO_i),(2*NO_i))=MR((2*NO_i),(2*NO_i))+M1(2,2)
MR((2*NO_i),(2*NO_f)-1)=MR((2*NO_i),(2*NO_f)-1)+M1(2,3)
MR((2*NO_i),(2*NO_£))=MR((2*NO_i),(2*NO_f))+M1(2,4)
ITerceira linha
MR((2*NO_f)-1,(2*NO_i)-1)=MR((2*NO_f)-1,(2*NO_i)-1)+M1(3,1)
MR((2*NO_f)-1,(2*NO_i))=MR((2*NO_f)-1,(2*NO_i))+M1(3,2)
MR((2*NO_f)-1,(2*NO_f)-1)=MR((2*NO_f)-1,(2*NO_f)-1)+M1(3,3)
MR((2*NO_f)-1,(2*NO_f))=MR((2*NO_f)-1,(2*NO_f))+M1(3,4)
IQuarta linha
MR((2*NO_f),(2*NO_i)-1)=MR((2*NO_f),(2*NO_i)-1)+M1(4,1)
MR((2*NO_f),(2*NO_i))=MR((2*NO_f),(2*NO_i))+M1(4,2)
MR((2*NO_f),(2*NO_f)-1)=MR((2*NO_f),(2*NO_f)-1)+M1(4,3)
MR((2*NO_f),(2*NO_f))=MR((2*NO_f),(2*NO_f))+M1(4,4)

End Do

End Subroutine
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Subroutine Vetor_esforcos
Use Declaracao_Variaveis

Allocate(Car_Dist(Num_NO))

Car_Dist=0.0

Do i=1,Num_Ele
Car_Dist(Lig_Ele(i,1))=((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,3))/3)+((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,4))/6)+Car_Dist(i)
Car_Dist(Lig_Ele(i,2))=((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,3))/6)+((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,4))/3)

End do

Allocate(Car_Dist1(2*Num_NO))

Car_Dist1=0.0

Do i=1,Num_NO
Car_Dist1(2*i-1)=Car_Dist(i)
Car_Dist1(2*i)=0

End do

Allocate(Car_Dist2(2*Num_Ele))

Car_Dist2=0.0

Do i=1,Num_Ele
Car_Dist2(2*i-1)=((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,3))/3)+((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,4))/6)
Car_Dist2(2*i)=((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,3))/6)+((Compr_Ele(i)*Lig_Ele(i,4))/3)

End do

Allocate(Vetor_esf1(2*Num_NO))
Vetor_esf1=0.0
Do i=1,Num_NO
If (Num_For /=0) then
Vetor_esfl((2*i)-1)=Forca(i)
End if

If (Num_Mom /= 0) then
Vetor_esf1((2*i))=Momento(i)
End if
End do

Allocate(Vetor_esf(2*Num_NO))
Vetor_esf=0.0
Vetor_esf=Vetor_esfl+Car_Distl

End subroutine

Subroutine Condicoes_de_Contorno
Use Declaracao_Variaveis

Allocate (MR1(2*Num_NO,2*Num_NO))
MR1=MR
Do i=1,Num_AP
NO=Tipo_AP(i,1)
If (Tipo_AP(i,2)==1) then
Do j=1,2*Num_NO
MR1(j,(2*N0O)-1)=0.0



MR1((2*NO)-1,j)=0.0
End Do
MR1((2*NO)-1,(2*N0O)-1)=1.0
Vetor_esf((2*NO)-1)=0.0

End If
If (Tipo_AP(i,3)==1) then
Do j=1,2*Num_NO

MR1(j,(2*N0))=0.0

MR1((2*NO),j)=0.0
End Do
MR1((2*NO),(2*N0))=1.0
Vetor_esf(2*N0O)=0.0

End If
End Do

End Subroutine

Subroutine Resolucao_Sistema(A,X,B,n)

!Subrotina para Resolufao de Sistemas lineares de equaioes (AX=B)
M, todo de eliminajao Gauss com pivoteamento parcial
1Altera somente o parametro X. Os demais permanecem iguais!

Integer on

Real(8), dimension(n,n TA
Real(8), dimension(n) =t X,B
Real(8), dimension(n,n+1) .. Triang
Real(8), dimension(n,n) ;2 Pivo
Real(8) . Max

Real(8) i Aux

Real(8) :: Soma

Integer .. linha

IModificando a matriz A

Doii=1,n

Dojj=1,n
Triang(ii,jj)=AC(ii,jj)
End do

End do

Doii=1,n
Triang(ii,n+1)=B(ii)
End do

I Construgdo do sistema equivalente triangular superior
Do kk = 1,(n-1)
Max=0.0
Do ii = kk,n
If (DAbs(A(ii,kk))>DAbs(Max)) then
Max=A(ii,kk)
linha=ii
End if
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End do

If (Max==0) then
Write(*,*) 'Matriz ndo inversivel'
Stop

End if

Do jj = kk,n+1

Aux=Triang(linha,jj)
Triang(linha,jj)=Triang(kk,jj)
Triang(kk,jj)=Aux

End do

Do ii = (kk+1),n
Pivo(ii,kk)=Triang(ii,kk)/Triang(kk,kk)
Do jj = kk,(n+1)
Triang(ii,jj)=Triang(ii,jj)-Pivo(ii,kk)*Triang(kk,jj)
End do

End do

End do

! Solucéo do sistema triangular superior

X(n)=(Triang(n,n+1)/Triang(n,n))

Doii=(n-1),1,-1

Soma=0

Do jj = (ii+1),n
Soma=Soma+Triang(ii,jj)*X(jj)

End do
X(ii)=(Triang(ii,n+1)-Soma)/Triang(ii,ii)

End do

Return
End subroutine

Subroutine Reacoes_de_Apoio
Use Declaracao_Variaveis

Allocate (Reacoes_ AP(2*Num_NO))
Reacoes_AP=0.0
Reacoes_AP= (Matmul(MR,Desloc_Nod))

Allocate (Reacoes_Vert(Num_AP))

Reacoes_Vert=0.0

Do i=1,Num_AP
If(Tipo_AP(i,2)==1)Then

Reacoes_Vert(i)=Reacoes_AP(2*Tipo_AP(i,1)-1)-Vetor_esf1(2*Tipo_AP(i,1)-1)-

Car_Dist1(2*Tipo_AP(i,1)-1)
End If
End Do

Allocate (Reacoes_Giro(Num_AP))

Reacoes_Giro=0.0

Do i=1,Num_AP
If(Tipo_AP(i,3)==1)Then
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Reacoes_Giro(i)=Reacoes_ AP(2*Tipo_AP(i,1))-Vetor_esf1(2*Tipo_AP(i,1))-Car_Dist1(2*Tipo_AP(i,1))

End If



63

End Do

End subroutine

Subroutine Esforcos_Internos
Use Declaracao_Variaveis

Allocate (Desloc_Nod1(4))
Desloc_Nod1=0.0

Allocate (Esforcos_Int(4*Num_Ele))
Esforcos_Int=0.0

Do i=1,Num_Ele
M2(1,1)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))
M2(1,2)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))
M2(1,3)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))
M2(1,4)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))
M2(2,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(2,2)=(+((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr
_Ele())/(3)))

M2(2,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(2,4)=(-
((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr_Ele(i))/(6))
)

M2(3,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))

M2(3,2)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(3,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(Compr_Ele(i))))

M2(3,4)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(4,1)=(-((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(4,2)=(-
((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr_Ele(i))/(6))
)

M2(4,3)=(+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5))/(2)))

M2(4,4)=(+((Prop_Ele(i,1)*Prop_Ele(i,4))/Compr_Ele(i))+((Prop_Ele(i,2)*Prop_Ele(i,3)*Prop_Ele(i,5)*Compr
_Ele(0)/(3)))

NO_i=Lig_Ele(i,1)
NO_f=Lig_Ele(i,2)

Desloc_Nod1=Desloc_nod(2*No_i-1:2*NQO _f)
Esforcos_Int(4*i-3:4*i)= (Matmul(M2,Desloc_Nod1))
End Do
Allocate (Cortante(2*Num_Ele))
Cortante=0.0
Allocate (Mom_Fletor(2*Num_Ele))
Mom_Fletor=0.0

Do i=1,2*Num_Ele
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Cortante(i)=Esforcos_Int(2*i-1)-Car_Dist2(i)
Mom_Fletor(i)=Esforcos_Int(2*i)
End Do

End Subroutine

Subroutine Saida_de_Dados
Use Declaracao_Variaveis

Write(2,*)

'%%69%6%%6%6%% % %%% %% % %% % % %% % %% % %% % %% %% % % %% %% %6 %% % % %% %% %% % %% %%
%%%696%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% %'

Write(2,*) "

Write(2,*)

Write(2,*) ' Deslocamentos e Giros Nodais
Write(2,*)

Write(2,*)' NO DesY Rotacao '
Write(2,*)

Do i=1,Num_NO
Write(2,1) i,Desloc_Nod(2*i-1),Desloc_Nod(2*i)
1 Format(5X,13,22X,F13.7,20X,F13.7)

End Do

Write(2,*)

Write(2,*) "'
Write(2,*) "'
Write(2,*)

Write(2,*) ' Esforcos Internos
Write(2,*)

Write(2,*) " Elemento Momento ~ Momento Cortante Cortante
Write(2,*) ' Inicial Final Inicial Final '
Write(2,*)

Do i=1,Num_Ele
Write(2,2) i, Mom_Fletor(2*i-1),-Mom_Fletor(2*i),Cortante(2*i-1),Cortante(2*i)
2 Format(7X,13,6X,F13.7,2X,F13.7,3X,F13.7,3X,F13.7)

End Do

Write(2,*)

Write(2,*) "'
Write(2,*)

Write(2,*) ' Reacoes de apoio
Write(2,*)

Write(2,*)' NO Reacao em Y Reacao no engaste '
Write(2,*)
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Do i=1,Num_AP
Write(2,3) i,Reacoes_Vert(i),Reacoes_Giro(i)
3 Format(5X,13,22X,F13.7,18X,F13.7)

End Do

Write(2,*)

Write(2,*)
'%96%%% %% % %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% % %% %% %% %% %% % %% %%
%%9%0%%6%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %'

Return
End Subroutine

Subroutine Fechamento_de_Arquivos

Close(1)
Close(2)

Return



APENDICE B - Tabelas de Resultados Obtidos pelo Programa para os Exemplos
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Resultados - Exemplo 1

Tabela 1 — Resultados para solucdo analitica e simulacdo com 100 elementos
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Posigao(m) Ani\c::tjigzc()m) Eleln?.o(m)
0,00 0,00E+00 0,00E+00
0,04 1,24E+02 1,24E+02
0,08 2,48E+02 2,47TE+02
0,12 3,69E+02 3,69E+02
0,16 4,90E+02 4,90E+02
0,20 6,09E+02 6,09E+02
0,24 7,28E+02 7,27E+02
0,28 8,44E+02 8,44E+02
0,32 9,60E+02 9,59E+02
0,36 1,07E+03 1,07E+03
0,40 1,19E+03 1,19E+03
0,44 1,30E+03 1,30E+03
0,48 1,41E+03 1,41E+03
0,52 1,52E+03 1,52E+03
0,56 1,63E+03 1,63E+03
0,60 1,73E+03 1,73E+03
0,64 1,84E+03 1,84E+03
0,68 1,94E+03 1,94E+03
0,72 2,05E+03 2,05E+03
0,76 2,15E+03 2,15E+03
0,80 2,25E+03 2,25E+03
0,84 2,35E+03 2,35E+03
0,88 2,45E+03 2,45E+03
0,92 2,54E+03 2,54E+03
0,96 2,64E+03 2,64E+03
1,00 2,73E+03 2,73E+03
1,04 2,83E+03 2,83E+03
1,08 2,92E+03 2,92E+03
1,12 3,01E+03 3,01E+03
1,16 3,10E+03 3,10E+03
1,20 3,19E+03 3,18E+03
1,24 3,27E+03 3,27E+03
1,28 3,36E+03 3,36E+03
1,32 3,44E+03 3,44E+03
1,36 3,53E+03 3,52E+03
1,40 3,61E+03 3,61E+03
1,44 3,69E+03 3,69E+03
1,48 3,77E+03 3,77E+03
1,52 3,85E+03 3,84E+03
1,56 3,92E+03 3,92E+03

Posigdo(m) Ani?:tjigg(()m) Elelrg?(m)
1,60 4,00E+03 4,00E+03
1,64 4,07E+03 4,07E+03
1,68 4,15E+03 4,14E+03
1,72 4,22E+03 4,22E+03
1,76 4,29E+03 4,29E+03
1,80 4,36E+03 4,36E+03
1,84 4,43E+03 4,42E+03
1,88 4,49E+03 4,49E+03
1,92 4,56E+03 4,56E+03
1,96 4,62E+03 4,62E+03
2,00 4,69E+03 4,68E+03
2,04 4,75E+03 4,75E+03
2,08 4,81E+03 4,81E+03
2,12 4,87E+03 4,87E+03
2,16 4,93E+03 4,92E+03
2,20 4,98E+03 4,98E+03
2,24 5,04E+03 5,04E+03
2,28 5,09E+03 5,09E+03
2,32 5,15E+03 5,14E+03
2,36 5,20E+03 5,20E+03
2,40 5,25E+03 5,25E+03
2,44 5,30E+03 5,29E+03
2,48 5,35E+03 5,34E+03
2,52 5,39E+03 5,39E+03
2,56 5,44E+03 5,44E+03
2,60 5,48E+03 5,48E+03
2,64 5,53E+03 5,52E+03
2,68 5,67E+03 5,56E+03
2,72 5,61E+03 5,61E+03
2,76 5,65E+03 5,64E+03
2,80 5,69E+03 5,68E+03
2,84 5,72E+03 5,72E+03
2,88 5,76E+03 5,76E+03
2,92 5,79E+03 5,79E+03
2,96 5,83E+03 5,82E+03
3,00 5,86E+03 5,85E+03
3,04 5,89E+03 5,89E+03
3,08 5,92E+03 5,91E+03
3,12 5,95E+03 5,94E+03
3,16 5,97E+03 5,97E+03
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Continuacdo da Tabela 1 — Resultados para solucdo analitica e simulagcdo com 100 elementos

Posigao(m) Ani\c::tjig:c()m) Eleln?.(zm)
3,20 6,00E+03 6,00E+03
3,24 6,02E+03 6,02E+03
3,28 6,05E+03 6,04E+03
3,32 6,07E+03 6,06E+03
3,36 6,09E+03 6,08E+03
3,40 6,11E+03 6,10E+03
3,44 6,13E+03 6,12E+03
3,48 6,14E+03 6,14E+03
3,52 6,16E+03 6,15E+03
3,56 6,17E+03 6,17E+03

3,60 6,19E+03 6,18E+03
3,64 6,20E+03 6,19E+03
3,68 6,21E+03 6,20E+03
3,72 6,22E+03 6,21E+03
3,76 6,23E+03 6,22E+03
3,80 6,23E+03 6,23E+03
3,84 6,24E+03 6,23E+03
3,88 6,24E+03 6,24E+03
3,92 6,25E+03 6,24E+03
3,96 6,25E+03 6,24E+03
4,00 6,25E+03 6,24E+03

Tabela 2 — Resultados para simulagcdo com 40 elementos

Posicao(m) Eleri(?(m)
0,00 0,00E+00
0,10 3,07E+02
0,20 6,06E+02
0,30 8,98E+02
0,40 1,18E+03
0,50 1,46E+03
0,60 1,73E+03
0,70 1,99E+03
0,80 2,24E+03
0,90 2,48E+03
1,00 2,72E+03
1,10 2,95E+03
1,20 3,17E+03
1,30 3,38E+03
1,40 3,59E+03
1,50 3,79E+03
1,60 3,98E+03
1,70 4,16E+03
1,80 4,34E+03
1,90 4,50E+03

Posicao(m) Elerig(m)
2,00 4,66E+03
2,10 4,81E+03
2,20 4,96E+03
2,30 5,09E+03
2,40 5,22E+03
2,50 5,34E+03
2,60 5,46E+03
2,70 5,56E+03
2,80 5,66E+03
2,90 5,75E+03
3,00 5,83E+03
3,10 5,90E+03
3,20 5,97E+03
3,30 6,03E+03
3,40 6,08E+03
3,50 6,12E+03
3,60 6,16E+03
3,70 6,18E+03
3,80 6,20E+03
3,90 6,21E+03
4,00 6,22E+03




Tabela 3 — Resultados para solugdo analitica e simulagdo com 20, 10, 4 2 elementos
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Posicdo 20 Posicao 10 Posicao 4 Posicao 2
(m) Elem.(m) (m) Elem.(m) (m) Elem.(m) (m) Elem.(m)
0,00 0,00E+00 0,00 0,00E+00 0,00 0,00E+00 0,00 0,00E+00
0,20 5,97E+02 0,40 1,10E+03 1,00 1,80E+03 2,00 1,52E+03
0,40 1,16E+03 0,80 2,08E+03 2,00 3,08E+03 4,00 2,03E+03
0,60 1,70E+03 1,20 2,94E+03 3,00 3,85E+03
0,80 2,20E+03 1,60 3,69E+03 4,00 4,11E+03
1,00 2,68E+03 2,00 4,33E+03
1,20 3,12E+03 2,40 4,85E+03
1,40 3,54E+03 2,80 5,25E+03
1,60 3,92E+03 3,20 5,54E+03
1,80 4,27E+03 3,60 5,71E+03
2,00 4,59E+03 4,00 5,77E+03
2,20 4,88E+03
2,40 5,14E+03
2,60 5,37E+03
2,80 5,57E+03
3,00 5,74E+03
3,20 5,88E+03
3,40 5,98E+03
3,60 6,06E+03
3,80 6,11E+03
4,00 6,12E+03

Resultados - Exemplo 2

Tabela 4 — Resultados para solucdo analitica e simulacdo para situacéo 1

Deslocamentos (m)

Rotacdes (rad)

Posicdo
(m) Sol. Analitica(m) Pro(gr:’]';lma Sol. Analitica(m) Programa (m)
0,00 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
0,04 0,0000047 0,0000047 0,0000436 0,0000435
0,08 0,0000110 0,0000110 0,0000854 0,0000853
0,12 0,0000189 0,0000188 0,0001255 0,0001253
0,16 0,0000282 0,0000282 0,0001639 0,0001637
0,20 0,0000390 0,0000390 0,0002007 0,0002004
0,24 0,0000512 0,0000511 0,0002359 0,0002356
0,28 0,0000646 0,0000645 0,0002696 0,0002692
0,32 0,0000793 0,0000792 0,0003017 0,0003013
0,36 0,0000952 0,0000951 0,0003323 0,0003318
0,40 0,0001122 0,0001120 0,0003615 0,0003610




Continuacdo da Tabela 4 — Resultados para solucdo analitica e simulacdo para situagédo 1

L Deslocamentos (m) Rotacao (rad)
Posigéo (m) — —
Sol. Analitica(m) Programa (m) Sol. Analitica(m) Programa (m)

0,44 0,0001302 0,0001300 0,0003892 0,0003887
0,48 0,0001493 0,0001491 0,0004156 0,0004150
0,52 0,0001693 0,0001691 0,0004406 0,0004399
0,56 0,0001902 0,0001899 0,0004643 0,0004636
0,60 0,0002120 0,0002116 0,0004867 0,0004860
0,64 0,0002345 0,0002342 0,0005078 0,0005071
0,68 0,0002578 0,0002574 0,0005278 0,0005270
0,72 0,0002818 0,0002814 0,0005466 0,0005458
0,76 0,0003064 0,0003060 0,0005642 0,0005634
0,80 0,0003317 0,0003312 0,0005807 0,0005799
0,84 0,0003575 0,0003569 0,0005962 0,0005954
0,88 0,0003838 0,0003832 0,0006107 0,0006098
0,92 0,0004106 0,0004100 0,0006241 0,0006232
0,96 0,0004379 0,0004372 0,0006366 0,0006357
1,00 0,0004655 0,0004648 0,0006481 0,0006472
1,04 0,0004935 0,0004928 0,0006588 0,0006579
1,08 0,0005219 0,0005211 0,0006686 0,0006677
1,12 0,0005506 0,0005498 0,0006776 0,0006767
1,16 0,0005795 0,0005786 0,0006859 0,0006849
1,20 0,0006086 0,0006078 0,0006933 0,0006924
1,24 0,0006380 0,0006371 0,0007001 0,0006991
1,28 0,0006676 0,0006666 0,0007062 0,0007052
1,32 0,0006973 0,0006962 0,0007116 0,0007106
1,36 0,0007271 0,0007260 0,0007165 0,0007155
1,40 0,0007570 0,0007559 0,0007207 0,0007197
1,44 0,0007870 0,0007859 0,0007245 0,0007235
1,48 0,0008171 0,0008160 0,0007277 0,0007267
1,52 0,0008473 0,0008460 0,0007305 0,0007295
1,56 0,0008774 0,0008761 0,0007329 0,0007318
1,60 0,0009076 0,0009063 0,0007348 0,0007338
1,64 0,0009377 0,0009364 0,0007364 0,0007354
1,68 0,0009679 0,0009665 0,0007377 0,0007367
1,72 0,0009980 0,0009965 0,0007387 0,0007377
1,76 0,0010280 0,0010266 0,0007395 0,0007385
1,80 0,0010580 0,0010565 0,0007400 0,0007390
1,84 0,0010880 0,0010864 0,0007404 0,0007394
1,88 0,0011179 0,0011163 0,0007406 0,0007396
1,92 0,0011477 0,0011461 0,0007407 0,0007397
1,96 0,0011774 0,0011758 0,0007407 0,0007397

2,00 0,0012071 0,0012054 0,0007407 0,0007397




Tabela 5 — Resultados para solugdo analitica e simulagéo para situagao 2

Deslocamentos (m)

Rotacdes (rad)

Posi¢éo (m) — :

Sol. Analitica(m) Programa Sol. Analitica(m) Programa
0,0 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
0,1 0,0000128 0,0000127 0,0000831 0,0000826
0,2 0,0000316 0,0000314 0,0001576 0,0001566
0,2 0,0000557 0,0000554 0,0002238 0,0002224
0,3 0,0000845 0,0000840 0,0002820 0,0002803
0,4 0,0001173 0,0001166 0,0003325 0,0003304
0,5 0,0001536 0,0001526 0,0003756 0,0003732
0,6 0,0001927 0,0001915 0,0004115 0,0004089
0,6 0,0002340 0,0002326 0,0004405 0,0004377
0,7 0,0002772 0,0002755 0,0004630 0,0004600
0,8 0,0003216 0,0003195 0,0004791 0,0004761
0,9 0,0003667 0,0003644 0,0004892 0,0004861
1,0 0,0004121 0,0004095 0,0004936 0,0004905
1,0 0,0004573 0,0004544 0,0004926 0,0004895
1,1 0,0005019 0,0004987 0,0004864 0,0004833
1,2 0,0005455 0,0005421 0,0004753 0,0004723
1,3 0,0005877 0,0005840 0,0004596 0,0004567
1,4 0,0006282 0,0006243 0,0004396 0,0004368
14 0,0006667 0,0006625 0,0004156 0,0004129
1,5 0,0007027 0,0006983 0,0003878 0,0003853
1,6 0,0007361 0,0007314 0,0003566 0,0003543
1,7 0,0007665 0,0007617 0,0003222 0,0003201
1,8 0,0007938 0,0007888 0,0002849 0,0002831
1,8 0,0008177 0,0008125 0,0002450 0,0002435
1,9 0,0008379 0,0008327 0,0002028 0,0002015
2,0 0,0008545 0,0008491 0,0001586 0,0001576
2,1 0,0008671 0,0008616 0,0001126 0,0001119
2,2 0,0008756 0,0008701 0,0000652 0,0000647
2,2 0,0008800 0,0008744 0,0000166 0,0000164
2,3 0,0008802 0,0008746 -0,0000330 -0,0000328
2,4 0,0008760 0,0008705 -0,0000831 -0,0000826
2,5 0,0008676 0,0008621 -0,0001336 -0,0001327
2,6 0,0008548 0,0008493 -0,0001841 -0,0001829
2,6 0,0008376 0,0008323 -0,0002343 -0,0002329
2,7 0,0008161 0,0008110 -0,0002841 -0,0002823
2,8 0,0007904 0,0007854 -0,0003330 -0,0003309
2,9 0,0007605 0,0007557 -0,0003808 -0,0003784
3,0 0,0007266 0,0007219 -0,0004273 -0,0004246
3,0 0,0006886 0,0006842 -0,0004720 -0,0004691
3,1 0,0006469 0,0006427 -0,0005149 -0,0005116

71



Continuacdo da Tabela 5 — Resultados para solucdo analitica e simulagéo para situagéo 2

Deslocamentos (m)

Rotacdes (rad)

72

Posicao (m) — —

Sol. Analitica(m) Programa Sol. Analitica(m) Programa

3.2 0,0006015 0,0005976 -0,0005555 -0,0005520

33 0,0005526 0,0005491 -0,0005936 -0,0005898

34 0,0005005 0,0004973 -0,0006289 -0,0006249

34 0,0004454 0,0004426 -0,0006611 -0,0006569

35 0,0003876 0,0003851 -0,0006899 -0,0006855

3,6 0,0003272 0,0003251 -0,0007151 -0,0007105

3,7 0,0002647 0,0002630 -0,0007363 -0,0007316

38 0,0002004 0,0001991 -0,0007533 -0,0007485

38 0,0001346 0,0001337 -0,0007658 -0,0007609

39 0,0000677 0,0000672 -0,0007735 -0,0007685

4,0 0,0000000 0,0000000 -0,0007762 -0,0007711

Resultados - Exemplo 4
Tabela 6 — Deslocamentos (m) obtidos para o exemplo 4

Pos. (m) h=2,00m h=1,00m h=0,50m h=0,25m h=0,10m h=0,04m
0,00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00
0,04 -2,16E+00 -5,27E+00 -1,82E+01 -9,68E+01 -1,25E+03 -1,50E+04
0,08 -4,64E+00 -1,31E+01 -5,66E+01 -3,54E+02 -4,90E+03 -5,98E+04
0,12 -7,42E+00 -2,34E+01 -1,15E+02 -7,71E+02 -1,09E+04 -1,34E+05
0,16 -1,05E+01 -3,62E+01 -1,93E+02 -1,35E+03 -1,93E+04 -2,37E+05
0,20 -1,39E+01 -5,14E+01 -2,91E+02 -2,08E+03 -3,01E+04 -3,69E+05
0,24 -1,76E+01 -6,91E+01 -4,08E+02 -2,96E+03 -4,31E+04 -5,30E+05
0,28 -2,17E+01 -8,92E+01 -5,45E+02 -4,00E+03 -5,84E+04 -7,18E+05
0,32 -2,60E+01 -1,12E+02 -7,00E+02 -5,19E+03 -7,60E+04 -9,35E+05
0,36 -3,06E+01 -1,36E+02 -8,75E+02 -6,52E+03 -9,58E+04 -1,18E+06
0,40 -3,55E+01 -1,64E+02 -1,07E+03 -8,01E+03 -1,18E+05 -1,45E+06
0,44 -4,06E+01 -1,93E+02 -1,28E+03 -9,64E+03 -1,42E+05 -1,75E+06
0,48 -4,61E+01 -2,25E+02 -1,51E+03 -1,14E+04 -1,68E+05 -2,07E+06
0,52 -5,19E+01 -2,59E+02 -1,76E+03 -1,33E+04 -1,97E+05 -2,43E+06
0,56 -5,79E+01 -2,95E+02 -2,02E+03 -1,54E+04 -2,28E+05 -2,80E+06
0,60 -6,42E+01 -3,33E+02 -2,30E+03 -1,76E+04 -2,60E+05 -3,21E+06
0,64 -7,08E+01 -3,74E+02 -2,60E+03 -1,99E+04 -2,95E+05 -3,64E+06
0,68 -7,76E+01 -4,17E+02 -2,92E+03 -2,24E+04 -3,32E+05 -4,09E+06
0,72 -8,47E+01 -4,62E+02 -3,26E+03 -2,50E+04 -3,71E+05 -4, 57E+06
0,76 -9,21E+01 -5,09E+02 -3,61E+03 -2,78E+04 -4,12E+05 -5,07E+06
0,80 -9,97E+01 -5,58E+02 -3,97E+03 -3,06E+04 -4,54E+05 -5,60E+06




Continuacdo da Tabela 6 — Deslocamentos (m) obtidos para o exemplo 4

73

Pos. (M) h=2,00m h=1,00m h=0,50m h=0,25m h=0,10m h=0,04m
0,84 -1,08E+02 -6,09E+02 -4,36E+03 -3,36E+04 -4,99E+05 -6,15E+06
0,88 -1,16E+02 -6,62E+02 -4,76E+03 -3,68E+04 -5,46E+05 -6,73E+06
0,92 -1,24E+02 -7,17E+02 -5,17E+03 -4,00E+04 -5,94E+05 -7,33E+06
0,96 -1,33E+02 -7,74E+02 -5,61E+03 -4,34E+04 -6,45E+05 -7,95E+06
1,00 -1,42E+02 -8,33E+02 -6,05E+03 -4,69E+04 -6,97E+05 -8,60E+06
1,04 -1,51E+02 -8,94E+02 -6,52E+03 -5,06E+04 -7,51E+05 -9,26E+06
1,08 -1,60E+02 -9,57E+02 -6,99E+03 -5,43E+04 -8,07E+05 -9,95E+06
1,12 -1,70E+02 -1,02E+03 -7,49E+03 -5,82E+04 -8,65E+05 -1,07E+07
1,16 -1,80E+02 -1,09E+03 -7,99E+03 -6,22E+04 -9,24E+05 -1,14E+07
1,20 -1,90E+02 -1,16E+03 -8,52E+03 -6,63E+04 -9,85E+05 -1,22E+07
1,24 -2,00E+02 -1,23E+03 -9,05E+03 -7,05E+04 -1,05E+06 -1,29E+07
1,28 -2,10E+02 -1,30E+03 -9,60E+03 -7,48E+04 -1,11E+06 -1,37E+07
1,32 -2,21E+02 -1,37E+03 -1,02E+04 -7,92E+04 -1,18E+06 -1,45E+07
1,36 -2,32E+02 -1,45E+03 -1,07E+04 -8,38E+04 -1,25E+06 -1,54E+07
1,40 -2,43E+02 -1,52E+03 -1,13E+04 -8,84E+04 -1,32E+06 -1,62E+07
1,44 -2,54E+02 -1,60E+03 -1,19E+04 -9,32E+04 -1,39E+06 -1,71E+07
1,48 -2,66E+02 -1,68E+03 -1,26E+04 -9,81E+04 -1,46E+06 -1,80E+07
1,52 -2,78E+02 -1,77E+03 -1,32E+04 -1,03E+05 -1,53E+06 -1,89E+07
1,56 -2,90E+02 -1,85E+03 -1,38E+04 -1,08E+05 -1,61E+06 -1,99E+07
1,60 -3,02E+02 -1,93E+03 -1,45E+04 -1,13E+05 -1,69E+06 -2,08E+07
1,64 -3,14E+02 -2,02E+03 -1,52E+04 -1,19E+05 -1,77E+06 -2,18E+07
1,68 -3,27E+02 -2,11E+03 -1,58E+04 -1,24E+05 -1,85E+06 -2,28E+07
1,72 -3,39E+02 -2,20E+03 -1,65E+04 -1,29E+05 -1,93E+06 -2,38E+07
1,76 -3,52E+02 -2,29E+03 -1,72E+04 -1,35E+05 -2,01E+06 -2,48E+07
1,80 -3,65E+02 -2,38E+03 -1,79E+04 -1,41E+05 -2,09E+06 -2,58E+07
1,84 -3,79E+02 -2,48E+03 -1,87E+04 -1,46E+05 -2,18E+06 -2,69E+07
1,88 -3,92E+02 -2,57E+03 -1,94E+04 -1,52E+05 -2,27E+06 -2,79E+07
1,92 -4,06E+02 -2,67E+03 -2,02E+04 -1,58E+05 -2,35E+06 -2,90E+07
1,96 -4,19E+02 -2,77E+03 -2,09E+04 -1,64E+05 -2,44E+06 -3,01E+07
2,00 -4,33E+02 -2,87E+03 -2,17E+04 -1,70E+05 -2,53E+06 -3,13E+07
2,04 -4, ATE+02 -2,97E+03 -2,25E+04 -1,76E+05 -2,63E+06 -3,24E+07
2,08 -4,62E+02 -3,07E+03 -2,33E+04 -1,82E+05 -2,72E+06 -3,35E+07
2,12 -4,76E+02 -3,17E+03 -2,41E+04 -1,89E+05 -2,81E+06 -3,47E+07
2,16 -4,91E+02 -3,27E+03 -2,49E+04 -1,95E+05 -2,91E+06 -3,59E+07
2,20 -5,05E+02 -3,38E+03 -2,57E+04 -2,02E+05 -3,00E+06 -3,71E+07
2,24 -5,20E+02 -3,49E+03 -2,65E+04 -2,08E+05 -3,10E+06 -3,83E+07
2,28 -5,35E+02 -3,59E+03 -2,73E+04 -2,15E+05 -3,20E+06 -3,95E+07
2,32 -5,50E+02 -3,70E+03 -2,82E+04 -2,21E+05 -3,30E+06 -4,07E+07
2,36 -5,65E+02 -3,81E+03 -2,90E+04 -2,28E+05 -3,40E+06 -4,20E+07
2,40 -5,81E+02 -3,92E+03 -2,99E+04 -2,35E+05 -3,50E+06 -4,32E+07
2,44 -5,96E+02 -4,04E+03 -3,08E+04 -2,42E+05 -3,60E+06 -4,45E+07
2,48 -6,12E+02 -4,15E+03 -3,17E+04 -2,49E+05 -3,71E+06 -4,57E+07




Continuacdo da Tabela 6 — Deslocamentos (m) obtidos para o exemplo 4
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Pos. (M) h=2,00m h=1,00m h=0,50m h=0,25m h=0,10m h=0,04m
2,52 -6,28E+02 -4,26E+03 -3,25E+04 -2,56E+05 -3,81E+06 -4,70E+07
2,56 -6,43E+02 -4,38E+03 -3,34E+04 -2,63E+05 -3,92E+06 -4,83E+07
2,60 -6,59E+02 -4,49E+03 -3,43E+04 -2,70E+05 -4,02E+06 -4,96E+07
2,64 -6,76E+02 -4,61E+03 -3,52E+04 -2,77E+05 -4,13E+06 -5,10E+07
2,68 -6,92E+02 -4,73E+03 -3,62E+04 -2,84E+05 -4,24E+06 -5,23E+07
2,72 -7,08E+02 -4,85E+03 -3,71E+04 -2,92E+05 -4,35E+06 -5,36E+07
2,76 -7,24E+02 -4,97E+03 -3,80E+04 -2,99E+05 -4,46E+06 -5,50E+07
2,80 -7,41E+02 -5,09E+03 -3,89E+04 -3,06E+05 -4,57E+06 -5,64E+07
2,84 -7,58E+02 -5,21E+03 -3,99E+04 -3,14E+05 -4,68E+06 -5,77E+07
2,88 -7,74E+02 -5,33E+03 -4,08E+04 -3,21E+05 -4,79E+06 -5,91E+07
2,92 -7,91E+02 -5,45E+03 -4,18E+04 -3,29E+05 -4,90E+06 -6,05E+07
2,96 -8,08E+02 -5,57E+03 -4,27E+04 -3,36E+05 -5,02E+06 -6,19E+07
3,00 -8,25E+02 -5,70E+03 -4,37E+04 -3,44E+05 -5,13E+06 -6,33E+07
3,04 -8,42E+02 -5,82E+03 -4,47TE+04 -3,52E+05 -5,24E+06 -6,47E+07
3,08 -8,59E+02 -5,95E+03 -4 56E+04 -3,59E+05 -5,36E+06 -6,61E+07
3,12 -8,76E+02 -6,07E+03 -4,66E+04 -3,67E+05 -5,47E+06 -6,75E+07
3,16 -8,93E+02 -6,20E+03 -4,76E+04 -3,75E+05 -5,59E+06 -6,90E+07
3,20 -9,11E+02 -6,32E+03 -4,86E+04 -3,82E+05 -5,71E+06 -7,04E+07
3,24 -9,28E+02 -6,45E+03 -4,96E+04 -3,90E+05 -5,82E+06 -7,18E+07
3,28 -9,46E+02 -6,58E+03 -5,06E+04 -3,98E+05 -5,94E+06 -7,33E+07
3,32 -9,63E+02 -6,71E+03 -5,16E+04 -4,06E+05 -6,06E+06 -7,48E+07
3,36 -9,81E+02 -6,84E+03 -5,26E+04 -4,14E+05 -6,18E+06 -7,62E+07
3,40 -9,98E+02 -6,96E+03 -5,36E+04 -4,22E+05 -6,30E+06 -7,77E+07
3,44 -1,02E+03 -7,09E+03 -5,46E+04 -4,30E+05 -6,41E+06 -7,91E+07
3,48 -1,03E+03 -7,22E+03 -5,56E+04 -4,38E+05 -6,53E+06 -8,06E+07
3,52 -1,05E+03 -7,35E+03 -5,66E+04 -4,46E+05 -6,65E+06 -8,21E+07
3,56 -1,07E+03 -7,48E+03 -5,76E+04 -4,54E+05 -6,77E+06 -8,36E+07
3,60 -1,09E+03 -7,61E+03 -5,87E+04 -4,62E+05 -6,89E+06 -8,51E+07
3,64 -1,10E+03 -7,74E+03 -5,97E+04 -4,70E+05 -7,01E+06 -8,65E+07
3,68 -1,12E+03 -7,88E+03 -6,07E+04 -4,78E+05 -7,13E+06 -8,80E+07
3,72 -1,14E+03 -8,01E+03 -6,17E+04 -4,86E+05 -7,26E+06 -8,95E+07
3,76 -1,16E+03 -8,14E+03 -6,27E+04 -4,94E+05 -7,38E+06 -9,10E+07
3,80 -1,18E+03 -8,27E+03 -6,38E+04 -5,02E+05 -7,50E+06 -9,25E+07
3,84 -1,19E+03 -8,40E+03 -6,48E+04 -5,11E+05 -7,62E+06 -9,40E+07
3,88 -1,21E+03 -8,53E+03 -6,58E+04 -5,19E+05 -7,74E+06 -9,55E+07
3,92 -1,23E+03 -8,66E+03 -6,69E+04 -5,27E+05 -7,86E+06 -9,70E+07
3,96 -1,25E+03 -8,80E+03 -6,79E+04 -5,35E+05 -7,98E+06 -9,85E+07
4,00 -1,27E+03 -8,93E+03 -6,89E+04 -5,43E+05 -8,11E+06 -1,00E+08




