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RESUMO

MONZINI ROTTA, Sandra M. O Método dos Elementos Finitos aplicado a andlise
linear de vigas de Euler-Bernoulli: implementacdo computacional do elemento
finito unidimensional com funcdo de aproximacao de quinto grau. 2014. 74 f.
Trabalho de Conclusdo de Curso — Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade
Tecnologica Federal do Parana. Campo Mourdo. 2014.

Este trabalho apresenta um estudo sobre o Método dos Elementos Finitos aplicado a
analise elastica linear de vigas de Euler-Bernoulli. O elemento finito apresentado é o
elemento de geometria linear, composto por trés ndés e com polindmio de quinto grau
utilizado para aproximar o deslocamento ao longo do elemento a partir de duas
variaveis nodais, a saber: deslocamento perpendicular ao seu eixo longitudinal e giro
da secdo transversal. Com o intuito de validar o modelo proposto, a montagem e
resolucdo do sistema de equacbes algébricas foram implementados
computacionalmente em linguagem Java, dando origem ao software JVigas, que tem
como principal caracteristica a entrada de dados e saida de resultados (diagramas
de estado e estrutura deslocada) de forma gréafica. Ao longo do trabalho sé&o
apresentados quatro exemplos numeéricos, cujos resultados foram comparados com
solucBes analiticas, com os fornecidos por outros pesquisadores ou com o0s obtidos
a partir do software Ftool. A partir dessas analises, pode-se concluir que o elemento
finito apresentado fornece solucbes exatas em termos de momento fletor e forca
cortante, obtidos neste trabalho a partir da equacgéo diferencial da linha elastica e da
relacdo diferencial entre momento fletor e forca cortante, para carregamentos
concentrados, uniformemente ou linearmente distribuidos ao longo do elemento.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Vigas de Euler-Bernoulli.



ABSTRACT

MONZINI ROTTA, Sandra M. The Finite Element Method applied to the linear
analysis of Euler-Bernoulli beams: computational implementation of the
unidimensional finite element with fifth-degree shape function. 2014. 74 f.
Trabalho de Conclusdo de Curso — Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade
Tecnologica Federal do Parana. Campo Mouréo. 2014.

This work presents a study of the Finite Element Method applied to the linear elastic
analysis of Euler-Bernoulli beams. The finite element presented is the element of
linear geometry, composed of three nodes and with a fifth degree polynomial used to
approximate the perpendicular displacement along the element from two nodal
variables, knowing: the perpendicular displacement to its longitudinal axis and
rotation of the cross section. In order to validate the presented model, the assembly
and solution of the system of algebraic equations were implemented computationally
in Java language, originating the JVigas software, which has as main characteristic
data input and output (state diagrams and displacements of the structure) in visual
form. Throughout the work, four numerical examples are presented, whose results
are compared with exact solutions, with the ones provided by other researchers and
with the ones obtained from the Ftool software. From these analyses, it can be
concluded that the presented finite element provides exact solutions in terms of
bending moment and shear force, obtained in this work from the differential equation
of the elastic line and the differential relation between bending moment and shear
force, for concentrated loads, uniformly or linearly distributed along the element.

Keywords: Finite Element Method. Euler-Bernoulli Beams.
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1. INTRODUCAO

O engenheiro estrutural precisa desempenhar o seu papel de executar
analises e dimensionamentos precisos num periodo de tempo cada vez menor,
garantindo que a estrutura atenda a todos os requisitos de projetos sob as diversas
condicbes de operacdo, 0 que requer significativos esforcos humanos.
Habitualmente séo feitas sucessivas analises e modificacbes das caracteristicas da
estrutura em busca de uma solucdo 6tima, visando economia e seguranca aliadas
aos pré-requisitos funcionais e regulamentares.

Com o advento do computador esses esforgcos humanos foram amenizados,
uma vez que os profissionais passaram a contar com uma gama de softwares que
realizam analises estruturais em um tempo reduzido, dispondo ainda de uma
interface gréfica. Essa realidade levou o projetista de estruturas a se habilitar ao uso
dos respectivos softwares e a interpretar corretamente os resultados obtidos, mesmo
sem ter acesso ao cédigo fonte do programa ou até mesmo desconhecendo as
caracteristicas do modelo que esta utilizando (AZEVEDO, 2003).

O desenvolvimento dos softwares citados tem como base a evolugcdo dos
métodos numéricos aplicados em problemas de engenharia. Tais métodos permitem
obter solucBes aproximadas com precisdo e custo computacional aceitaveis, sendo
variaveis em funcéo das caracteristicas da estrutura analisada e, principalmente, do
modelo mecéanico empregado. Dentre os métodos numéricos, o mais utilizado é o
Método dos Elementos Finitos (MEF), que é tido como uma técnica numérica
adequada para implementacdo em computadores (UGURAL, 2009).

Atualmente, esse método faz parte da grade curricular de muitos cursos de
Engenharia no mundo. O conhecimento do seu funcionamento leva a um uso mais
seguro dos programas de andlises de estruturas, uma vez que o profissional tera
embasamento para perceber eventuais erros na introducdo dos dados, sabera
escolher o modelo mecanico de acordo com a estrutura a ser analisada, ndo
desprezara condicionantes importantes, etc.

Diante do exposto, o presente trabalho visa desenvolver um algoritmo capaz
de avaliar o comportamento elastico linear de vigas de Euler-Bernoulli, embasado no

Método dos Elementos Finitos, buscando uma melhor convergéncia da solugdo com
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minimo custo computacional, por meio do uso de uma funcdo de aproximacao de

quinto grau.
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2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver um algoritmo baseado no MEF, a partir de elementos finitos
unidimensionais com funcdes de aproximacdo de quinta ordem, a fim de avaliar o

comportamento estrutural de vigas de Euler-Bernoulli.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Abordar tedrica e numericamente um modelo para analise elastica-linear de
vigas, com base na teoria de flexao de vigas de Euler-Bernoulli e no MEF,;

eDesenvolver um algoritmo que contemple as diversas possibilidades de
andlise estatica elastica e linear de vigas;

eAnalisar o comportamento eléstico linear de vigas submetidas a

carregamentos diversos.
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3. JUSTIFICATIVA

O estudo e desenvolvimento dos métodos numéricos aplicados na solucéao de
problemas de engenharia, mais especificamente na modelagem do comportamento
mecanico dos sélidos deformaveis, vém de longa data. A difusdo de tais métodos
tem como principal justificativa a possibilidade de obtencdo, através de
procedimentos aproximados, de solucdes para problemas complexos dentro de uma
precisdo considerada aceitavel.

Dentre os métodos numeéricos existentes, o MEF se destaca por permitir uma
completa automatizacao dos célculos, justificando sua ampla aplicacdo em softwares
computacionais de andlise estrutural. Além disso, permite descrever facilmente a
geometria da estrutura e possibilita a consideracdo de modelos mecanicos mais
completos, sendo aplicavel na andlise de elementos compostos por materiais
compoésitos e/ou anisotropicos, em condicbes de cargas combinadas, sob
carregamentos térmicos e dindmicos e ainda em problemas estruturais ndo-lineares.

Nesse contexto, o presente projeto de Trabalho de Conclusé&o de Curso visa
contribuir para o estudo dos métodos numéricos aplicados em analise estrutural por
meio de uma proposta de formulacdo do MEF para a modelagem de vigas de Euler-
Bernoulli.

Por serem bastante comuns nas edificacfes, a descricdo do comportamento
mecanico das vigas é de especial interesse, principalmente no que diz respeito a
obtencdo dos esforcos internos (forca cortante e momento fletor) e de flechas
maximas, por se tratarem de informacdes imprescindiveis no processo de
dimensionamento estrutural de tais elementos.

Existem duas hipbéteses cinematicas comuns para representar vigas: a
hipétese de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko. Basicamente, o que as difere é o
fato de que, nesta ultima, é levado em consideracdo a deformacgdo por esforco
cortante, o que € mais adequado para vigas altas, com relagdo comprimento/altura
menor que 5, sob valores elevados desse esforco (UGURAL, 2009). Como esse tipo
de viga € pouco usual, optou-se neste trabalho pela modelagem utilizando teoria de
flexdo de vigas de Euler-Bernoulli.

No que diz respeito a formulacdo do MEF proposta, neste trabalho optou-se

pela discretizagdo estrutural atraves de elementos finitos de geometria linear,
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compostos por trés no6s e duas varidveis nodais a saber: deslocamento
perpendicular ao eixo longitudinal e giro no plano. Tal configuracdo permite a
utilizacao de funcdes de aproximacao representadas por polinémios de quinto grau,
0 que leva a solucdes precisas com malhas reduzidas para vigas submetidas a

carregamentos concentrados, uniformemente e linearmente distribuidos.
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4. REVISAO BIBLIOGRAFICA

4.1 VIGAS

A viga € um elemento estrutural retilineo sujeito a flexdo forca cortante.
Carregamentos externos atuam perpendicularmente ao eixo da peca (CASTRO,
2009), o que desenvolve esforcos internos de momentos fletores e forcas cortantes.
Ocasionalmente podem também estar sujeitos a esforgo normal e a torgéo.

Na teoria de Euler-Bernoulli as distorcbes devidas a forca cortante sdo
desprezadas frente as deformacdes ocasionadas pelo momento fletor. O campo de
deslocamentos é representado pelo deslocamento transversal e pelo angulo de
rotacdo da secdo transversal, em relacdo ao eixo longitudinal da peca (UGURAL,
2009).

A teoria de Timoshenko para flexao de vigas admite a hipotese de que secdes
planas perpendiculares ao seu eixo em sua posi¢ao indeformada permanecem
planas apés a deformagcdo mas ndo necessariamente perpendicular ao eixo. Essa
variacdo do angulo formado entre a secdo transversal e o0 eixo da peca é

relacionada a distorcdo angular devido ao efeito de cisalhamento (y) (CASTRO,

2009).

4.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O desenvolvimento inicial do Método dos Elementos Finitos (MEF) é atribuido
a industria aeroespacial, dos Estados Unidos e do Reino Unido, nos anos de 1950,
embora ndo tenham usado o termo elementos finitos. Foi resultado da evolucao do
computador e da Analise Matricial de Estruturas. Intuitivamente foi feito uma
abordagem, utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais sem o conhecimento de
critérios de convergéncia. (FISH, 2009; SORIANO, 2009).

O MEF é uma aproximagdo numérica onde equacdes diferenciais parciais
podem ser resolvidas de forma aproximada. Nesse modelo, uma estrutura € dividida,
ou discretizada, em partes finitas, chamadas de elementos, interligadas por nos;

esse conjunto € denominado malha. Quanto maior for a malha, maior sera o esforgo
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computacional para resolugcdo do problema e tendem a ser a solucdo exata das
equacdes diferenciais parciais quando o numero de nés tenderem ao infinito. (FISH,
2009).

Outro conceito importante é o de graus de liberdade. Originado no movimento
das particulas e que diz que um ponto, no espaco tridimensional, apresenta trés
graus de liberdade sendo esses 0s trés possiveis movimentos de translacao que o
elemento pode sofrer (SOUZA, 2003). Para corpos rigidos representados no espaco
tridimensional, sdo definidos até sete graus de liberdade, sendo trés translacbes e
trés rotacdes e empenamento (BEER E JHONSTON, 1994).

Para qualquer forma de estrutura ou tipo de carregamento, a configuracao
deformada da estrutura é determinada pelos deslocamentos dos nés. Desta forma, é
a partir dos deslocamentos nodais que serdo determinados os esfor¢os internos
(ALVES FILHO, 2000).

Quando se utiliza um modelo discretizado sdo considerados apenas 0sS
deslocamentos dos nds do modelo, para a representacdo da configuracdo
deformada da estrutura inteira. As cargas também devem atuar somente nos nés, de
forma discreta utilizando-se do conceito de Cargas Nodais Equivalentes, que sao
cargas que produziriam o0 mesmo comportamento global na estrutura que as cargas
distribuidas nos vaos dos elementos, mesmo atuando somente nos nés do modelo.
Desta forma, determinar a relacdo entre as cargas que atuam nos nds e 0S seus
respectivos deslocamentos em toda a estrutura € o grande intuito da andlise
estrutural, ou seja, conhecer a rigidez (K) da estrutura (ALVES FILHO, 2000).

A distribuicdo das cargas/deslocamentos nos pontos restantes (ndo nodais)
do elemento é feita por meio de uma funcédo de interpolacéo que usa os valores das
variaveis de campo obtidos nos nés para fazer uma aproximacdo ao longo do
elemento (CAMPILHO, 2012).

Soriano (2009) ressalta a importancia do estudo do MEF, pois, com ele é
possivel analisar praticamente o comportamento de qualquer sistema fisico,
tornando-se uma das mais eficientes ferramentas numérica de resolucdo de
equacodes diferenciais com condi¢des de contorno.

A aplicagcdo do MEF cresceu de forma consideravel entre diversos campos

em que é possivel sua aplicagdo (REMO, 2003), uma vez que qualquer fendbmeno
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governado por uma equacéo diferencial pode ser analisado como MEF. Dentre eles
a induastria da construcdo civil, automobilistica, naval, aeronautica e aeroespacial,
telecomunicacdes, meio ambiente e outros.

Campilho (2012) ressalta que a diversidade de softwares baseados no MEF
gue existem atualmente no mercado € devido a sua grande aplicacdo em diversas
areas para analise, projeto ou investigacao e ao potencial de modelagem numérica.
E cita os que mais se destacam atualmente como sendo Abaqus, Ansys, Nastram,
SAP2000 e Robot.

4.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A VIGAS DE EULER-
BERNOULLI

O principio de conservacdo de energia estabelece que a energia total em um
sistema isolado e conservativo permanece constante. Para o caso particular da
engenharia de estruturas, o trabalho realizado pelas forcas externas atuantes em um
elemento estrutural é convertido em energia interna de deformacdo a medida que
este se deforma.

Baseado nesse principio, John Bernoulli em 1717 desenvolveu o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV) que permite determinar os deslocamentos dos sistemas
elasticos devidos as forgas aplicadas (POPOV, 1978).

O PTV estabelece que, a um corpo sujeito a acdo de varias forcas e em
condicdo de equilibrio estatico, uma vez atribuido um deslocamento virtual (valor
imaginario imposto sobre um sistema estrutural em qualquer direcdo), o trabalho
virtual realizado pelas forcas reais externas em funcdo do deslocamento virtual é
igual ao trabalho virtual realizado pelas forcas internas reais em funcdo das
deformacdes virtuais (TIMOSHENKO, 1984).

Destaca-se que a validade do principio esta diretamente ligada a necessidade
de satisfacdo das condicbes de equilibrio e compatibilidade, ou seja, as cargas
externas relacionadas unicamente aos esforcos internos e o0s deslocamentos
unicamente relacionados as deformacdes internas (HIBBELER, 2004).

A equacdo (1) descreve matematicamente o principio estabelecido:
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U =U (1)

em que U, representa o trabalho virtual das forcas internas e U, o trabalho virtual

das forcas externas.
Particularizando-se o desenvolvimento para apenas um elemento finito de
viga e considerando-se um campo de deslocamentos e deformagfes virtuais, 0

trabalho virtual interno pode ser equacionado como segue:

U, = [o8edV +[rdy'dV )
\% \%

onde: ¢ € a tensdo normal, &¢ deslocamento devido a deformacéo especifica

virtual; té a tensédo de cisalhamento e §y"é o deslocamento devido a deformacéo

por cisalhamento virtual.

Conforme estabelecido anteriormente, a op¢ao por trabalhar com a teoria de
Euler-Bernoulli permite que na equacdo (2) seja desprezada a parcela de energia
proveniente das tensbes de cisalhamento (UGURAL, 2009). Dessa forma, pode-se

escrever:

U = [cde"dV 3)
\

As deformacfes especificas de um elemento fletido, definidas a partir da
equacao diferencial da linha elastica (BEER E JHONSTON, 1996), podem ser

descritas como segue:
d2
8:(%@ )

onde v representa o campo de deslocamentos na direcao vertical y definido a partir

do centroide da secéo transversal da viga (Figura 1).
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— X

oY
/

0(x)

Figura 1: Hipdteses de Bernoulli
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 14).

Para materiais com comportamento elastico-linear, as tensfes normais se
relacionam com as deformacfes especificas através da lei de Hooke (UGURAL,
2009). Considerando-se ainda as deformacdes descritas na equacéao (4), é possivel

escrever:

2
G:E-?,:E-(%-y} (5)

sendo E o mdAdulo de elasticidade longitudinal do material.
Substituindo-se as equacdes (4) e (5) em (3), tem-se:

\ d?v d*5u°
o [e e (G o) ©

0

A integral de volume representada em (6) pode ser convertida em uma

integral dupla na area e no comprimento do elemento conforme segue:

L/ o
U= [Z2][20 1 y2.0a-ax (7)
o LdXx dax® ) J,

sendo a integral na area representativa do momento de inércia em relagdo ao eixo

horizontal neutro da viga, conforme descrito na equacgéao (8).
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1, =I y? -dA 8

Considerando-se a area de secgdo transversal constante ao longo do
comprimento do elemento, tem-se a expressao final que denota o trabalho virtual

interno em funcéo de um campo de deslocamentos e deformacdes virtuais:

L
. d*v d?v’
U =Elj (—j( ]-dx (9)
' o Ldx® ) dx®

A funcéo o(x) representativa da linha elastica de elementos fletidos deve

ser continua ao longo de todo o comprimento do elemento. Além disso, ela pode ser
representada por uma equacao diferencial de, no minimo, quarta ordem em funcéo
do carregamento distribuido atuante no elemento (BEER E JHONSTON, 1996). Tal

representacao é apresentada na equacao (10) que segue:

d*v
EIW =—q(x) (10)

em que q(x) é o carregamento distribuido no comprimento do elemento (Figura 2).

a;
g,

[ [ ] »———p X
®© 2

L |

! L B

Figura 2: Viga sujeita a carregamento linear
Fonte: Autoria propria.

Neste trabalho, optou-se por trabalhar com carregamentos distribuidos
representados por, no maximo, funcdes lineares, pois, esse tipo de carregamento é
adequado para representar a maioria dos casos de carga distribuida. Sendo assim,

a partir da equacéao (10), pode-se definir representativamente:



20

4
STU:a-x+b (11)

A solucdo da equacao de governo é admitida como um polinémio do quinto

grau na coordenada x, ou seja:

U(X) = 0ty + 0L X+ aLX2 + o Xe + oL X" + o X (12)

Para a obtencdo do polinbmio U(X) € necessario o conhecimento de seis

condi¢cbes de contorno ao longo do elemento finito. Essas condi¢cdes de contorno
serdo definidas a partir dos deslocamentos e giros nodais conforme definido na
metodologia do MEF.

Diante do exposto, neste trabalho sera utilizado um elemento finito
unidimensional (Figura 3), composto por trés nés e duas variaveis nodais, a saber:
deslocamento vertical v e giro da secdo 6. A cada deslocamento vertical estara
associado uma forca nodal equivalente F e aos giros, momentos nodais
equivalentes M. Tais forcas e momentos nodais serdo obtidos a partir do
carregamento distribuido no elemento no decorrer deste trabalho. O deslocamento

axial sera desconsiderado.

y
A
1 Fi0q Fz v, 4 Fs,u,
M1,91 (\ MQrGE M3793K\
L | - X
® 42 i3

L L L
! L2 i L/2 \

Figura 3: Forgas, momentos, deslocamentos e giros nodais
Fonte: Adaptado de Ugural (2009, p. 572).

Sendo assim, lembrando-se que o angulo de giro e:j—‘) e a partir dos
X

deslocamentos e giros nodais definidos, a equacgédo (12) pode ser definida como

segue:



21

v(x)=v, + 91x+(_2301 + 16v, + v, 60, 89, + 6—3sz +

L? L? L? L L L

4
. 65301_3?2_3L§3+1ﬁ§1+3i§2+5§3jxs+
(13)
—68v, 16v, 52v, 120, 400, 86,) ,
N N N
+ 23501_2i503 +£|1_?1+1ﬁ462 +4L23jx5
Que reordenada em funcédo das variaveis nodais assume a forma:
23x*  66x°> 68x* 24x°
U(X)= 1_ L2 + L3 o L4 + L5 Ul+
6x> 13x® 12x* 4x° 16x> 32x* 16x*
+x—L+L2 E +L4 0, + ERE +L4 v, +
(14)
—8x> 32x® 40x* 16x° 7x*  34x® 52x*  24x°
+ L + L2 o L3 + L4 92 + L2 o L3 + L4 o L5 U3 +
x* 5x* 8x*' 4x®
Wrte e e )%
E na forma simplificada:
U(X) = 4,0, + 0,0, + §;0, + 0,0, + d50; + §50; (15)

As funcdes ¢i(x) presentes em (15) possui como significado fisico o campo

de deslocamentos v(x) (ou rotagdo 6(X)) que se desenvolve no elemento finito que

se impde o deslocamento nodal (ou giro nodal) independente i e se garante que 0s

restantes sejam nulos (CASTRO, 2009). A representacao gréafica dessas funcdes em

relacdo a coordenada &, sendo & = % , esta ilustrada na figura 4.
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Figura 4: Representacéo grafica das func¢8es de aproximacgao
Fonte: Autoria propria.

Substituindo a funcdo deslocamento (15) em (9) e utilizando-se da mesma
funcd@o de aproximacdo para aproximar o campo de deslocamentos virtuais, obtém-

Se:

L
. do, \( d° . [P, |\ &’ . d*¢, | d?o .
U = EIJ‘0 [dlej[ﬁ L, L, + dX21 dxzz V-0, +e dx26 dx26 0,-0,-dx (16)

Atribuindo a

(Pij—Elj [dXZJ e dx 17)

0

E reorganizando equacéo (16) na forma matricial, obtém-se:
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— R - LT

Py P Pz Py D5 Prg || Ly || OYy
D1 Py Doz Dos Pps D6 || O || 86,
P Pz Pag Py Pas P (| U, || BV,
I P P Puz Pus Pus Pus || 0, || 86,
Ps1 Ps; Psg Pss Pss  Pos || Vg || B,
Por Do Poz Pos Pos Pes || O3 69;

(18)

Na equacao (18), o coeficiente ¢, representa a forca no grau de liberdade i

devido ao deslocamento unitario imposto ao grau de liberdade j, mantendo fixos os
outros graus de liberdade (ALVES FILHO, 2000).
A matriz contida na equacédo (18) é definida como sendo a matriz de rigidez

do elemento k.

[ 5092 1138 -3584 1920 -1508 242
351 3512 3512 3512 351° 3512
1138 332 -896 320 242 38
351> 350 3517 35L 3512 35L
-3584 -896 7168 0 -3584 896

3 2 3 3 2

«_pg 350 357 350 35° 350 (19)
1920 320 1280 -1920 320
5% 35L 3L 350° 351

-1508 -242 -3584 -1920 5092 -1138
358°  3zL7 350 3517 35.° 3517
242 38 896 320 -1138 332

| 3517 35L 3517 35L 3517 35L |

Retornando na equacdo (1), de forma a garantir o equilibrio de energia, o
trabalho virtual externo deve ser considerado. Assim, considerando-se o0
carregamento distribuido trapezoidal atuando sobre o elemento (figura 2), é possivel

equacionar o trabalho externo como segue:

U, =I q(x)-8u”(x)-dx (20)

0
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A forca que age distribuida no elemento deve ser substituidas por forcas
nodais equivalentes de forma que o conjunto de cargas obtidos seja estaticamente
equivalente ao carregamento distribuido. Assim, “assegurar essa equivaléncia, as
forcas nodais equivalentes sdo determinadas de forma a garantir, qualquer que seja
a deformada considerada, que realizam o mesmo trabalho que as forcas distribuidas
que substituem”(CASTRO, 2009).

Sendo assim, retornando na equacado (20) e substituindo o campo de

deslocamentos virtuais pela aproximacao obtida em (15), obtém-se:
L
U, = j q(x)- (0,301 + 4,00} + §;80} + 4,80, + §58V; + hs365 ) - dx (21)
0

e sendo a funcdo q(x) definida por

9(x)= (—% . q1Jx+ql (22)
tem-se como resultado final:
1 _
E(79q1+19q3) R
ov
(5CI1 + 2%) 591
112 :
v = L (@) oy, (23)
420 (8g,-8q,) | %%
1 dv,
E(lgql + 79q3) _89; |
I —(29, +5q,) |

O vetor definido a partir das caracteristicas do carregamento em (23) é
denominado de vetor de forgcas nodais equivalentes. Vale lembrar que, na
eventualidade de forcas e momentos concentrados nos nos, estes devem ser

somados as linhas correspondentes do referido vetor.
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Substituindo as equagbes (18) e (23) em (1) e lembrando-se que o0s

deslocamentos virtuais sdo arbitrarios e ndo nulos, tem-se o sistema de equacdes

algébricas para um elemento finito:

5092 1138 -3584 1920 -1508 242
35.° 3512 351° 3512 351° 3512
1138 332 -896 320 —242 38
3512 35L 3517 35L 3517 35L
-3584 -896 7168 0 -3584 896
Kk —El 35.° 3512 3510 351° 3517
1920 320 0 1280 -1920 320
3512 35L 35L 3512 35L
-1508 -242 -3584 -1920 5092 -1138
351° 3517 35° 3512 351° 3517 |
242 38 896 320 -1138 332
| 3517 35L 357 35L 3517 35L |
ou, simplesmente:
[{u} = {f}

sendo:

[k]: matriz de rigidez do elemento;

{u} :vetor de deslocamentos nodais do elemento;

{f} :vetor de forcas e momentos nodais equivalentes.

L2
" 420

%(79q1 +19q;,)
(50, +2q,)

(o)
(8q3 B 8q1)

%(19q1 +79q,)

] —(20,+50,) |

(24)

(25)
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5. ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste trabalho foi desenvolvido um programa na linguagem JAVA para estudo
de vigas, chamado de JVigas. No software foi implementado todo o equacionamento
matematico descrito nesse trabalho. Como resultado das analises o software fornece
valores, direcfes e sentidos das reacdes de apoio, configuracdo da viga deslocada e
diagramas de forca cortante e momento fletor.

E importante destacar que a entrada de dados e a saida dos resultados s&o
feitas por meio de interface grafica. A interface gréfica e todo o esquema geral de

calculo sdo descritos nos itens subsequentes deste trabalho.

5.1 APRESENTACAO DA INTERFACE GRAFICA

5.1.1 Janela inicial

Ao clicar sobre o icone executavel do programa JVigas, abre-se a janela

inicial, conforme figura 5, que conta com uma barra de menu (1).

|é|
Projto) Ajuc

e e

Move Ctrl+N
Abrir Cirl+ &

Salvar Ctrl+5
Salvar Como Ctrl+Shift+5S
Rewverter

Fechar Ctrl+F

Sair

Figura 5: Janela de abertura do programa
Fonte: autoria prépria.

5.1.2 Janela de um novo projeto

Clicando-se em “Projeto/Novo” surgem novos campos na janela (figura 6)
conforme a descricado subsequente:
(1) espaco destinado para texto qualquer que sobre o projeto de viga;

(2) consta o endereco onde o arquivo foi salvo.
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Projeto Viga Diagramas Ajuda

Detalhes do Projeto
Titulo do Projeto:

Arquivo:

Figura 6: Janela de um novo projeto
Fonte: autoria propria.

No menu principal, o usuario, através da opgao “Viga” (3), tem a acesso a:
e “Detalhes da viga”: permite a inclusdo dos dados de entrada do projeto;
e “Dump de variaveis”. apresenta a matriz de rigidez global e o vetor de
cargas global elaborados pelo sistema.
Ainda no menu principal, a op¢ao “Diagramas” (4) da acesso a:
o “Diagrama da estrutura da viga”: apresenta graficamente a viga e seus
carregamentos e vinculacoes;
e “Reac0es de apoio”: ilustra o diagrama de corpo livre;
o “Diagrama de forga cortante”. apresenta o diagrama de forga cortante;
e “Diagrama de momento fletor”: apresenta o diagrama de momento
fletor;
o “Deslocada da estrutura” apresenta a viga em sua posi¢cao deslocada.

Na sequéncia € apresentada uma descricAo mais completa das janelas

mencionadas.

5.1.3 Janela “Detalhes da viga”

Acessando a opgéo “Detalhes da viga”, abre-se a janela para insercao das
caracteristicas de cada elemento da viga, conforme ilustra a figura 7. No campo (1)
os dados referentes ao comprimento da viga, numero total de elementos e nimero
total de nds, sédo atualizados automaticamente a cada elemento gravado. A entrada
de dados referentes aos elementos finitos segue as seguintes caracteristicas:

e Campo (2): modulo de elasticidade longitudinal;
e Campo (3): momento de inércia em relagéo ao eixo principal,

e Campo (4): comprimento do elemento;
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e Campo (5): carregamento distribuido sobre o elemento, conforme
ilustra a figura 2;

e Campo (6): a opcédo “Giro” devera ser marcada sempre que houver
restricdo ao giro no respectivo no;

e Campo (7): a opgao “Deslocamento em y” devera ser marcada sempre
que houver impedimento ao deslocamento vertical no né em questao;

e Campo (8): na existéncia de um momento aplicado nos respectivos
nés, este campo deve ser preenchido com seu valor;

e Campo (9): preencher com o valor da forca concentrada nos
respectivos nos.

As demais opc¢oes dessa janela séo:

e Campo (10): grava o elemento inserido;

e Campo (11): diretério com a relacao dos elementos adicionados;

e Campo (12): insere novos elementos ou remove elementos ja
existentes e divide pela metade um elemento selecionado mantendo

suas caracteristicas de rigidez.

Resumo da Viga 1
Comprimento Total: 11|m Elementos: 5 Mis: i1
Elementos Detalhes do Elementa
11—
i@ Elements 1 2. E 0/ kNfm2| 375 L 0 m4 4. L 0/m
# Elemento 2
# Elemento 3
# Elemento 4 5 [ Aplicar Carregamento distribuido: Qi: 0 kM Qf 0| kM
i@ Elemento 5
M Inicial
6. [ Giro Momento: 8 | kM.m 8
7> [[] Deslocamento em Y Forca aplicada: 0|kN 9
Mé Final
[ Giro Momento: 0| kM.m
[7] Deslocamento em ¥ Forca aplicada: 0 kM
[ Dividir Elemento ]
[ -Remaver Elemento ] 12

: 1 10

+Huovo Elemento

Figura 7: Janela “Detalhes da viga”
Fonte: Autoria propria.
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E importante destacar que, apos a inser¢édo de um novo elemento, o software

ilustra 0 modelo atualizado da viga (figura 8).

L4 H
|£:| Detalhes da Viga - Viga sujeita a carregamentes di _ et e
Resumo da Viga
Comprimento Total: 11m Elementos: 5 Mos: 11
Elementos
| Viga
# Elemento 1
i Elemento 2
- 4 Elemento 3
- # Elemento 4
i 4 Elemento 5
-15kMm
5 -18kM ~10KMm
2] -SkMrm
2 JAN VAN
frrrerd STTEET STTIIT
Dividir Elemento
-Remover Elemento
[ +ove Elemento | Jim im |, 15m , 15m , im . 15m |, 1.5m [.5{.5m

Figura 8: Resumo da viga
Fonte: Autoria propria.

5.1.4 Janela “Diagrama da estrutura da viga”

Apresenta a estrutura da viga, com seus carregamentos e vinculacoes, as

linhas de cotas e, também botdo com a opcado para salvar a imagem do diagrama

(figura 9).
Diagrama da Estrutura da Viga
-15kMfm
5 -18kN -10kMjm
2] -SkMm
2 AN VAN
frerers Frrrerd Yrerers
Ldm o dm 1.5m 1.5m | 1m |, 1m | 1.5m | 1.5m 0.5 50

Figura 9: Janela “Diagrama da estrutura da viga”

Fonte: Autoria propria.
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5.1.5 Janela “Reacdes de apoio”

Esta janela traz o diagrama de corpo livre da viga em anélise, com opc¢éo para
salvar a imagem do diagrama (Figura 10).

e

| £| Diagrama de Reagdes de Apoio | = | [E] 23 |
Diagrama de Reagoes de Apoio Salvar Imagem
10.54kMm
pa
764k T‘M.Z?kN TQ.ZkN TIS.SQkN
| im | lm I 1.5m | 1.5m I im Ilm | 1.5m | 1.5m ?.5!?.5?1

Figura 10: Janela “Reag¢o6es de apoio”
Fonte: Autoria prépria.

5.1.6 Janela “Diagrama de forca cortante”

Ainda no sub-menu “Diagramas”, essa opg¢ao apresenta o diagrama de forga
cortante calculado com base na equacéo (30), apresentando os valores de cortante
em todos os nos da estrutura (figura 11). O valor da forca cortante pode ser obtido
para qualquer ponto da viga, por meio de um clique com o botéo esquerdo do mouse
no ponto em que se deseja a informacao. Ap6s o clique, abre-se a janela “Inserir
Régua” que vem com a coordenada do ponto em que foi clicado; esse valor pode ser
alterado digitando-se a cota em metros do ponto da viga que desejar. Esse diagrama

podera ser gravado por meio do botao “Salvar Imagem”.

|= @] = |

Salvar Imagem

| | Diagrama de Forga Cortante (kN)

Diagrama de Forga Cortante (kN)

Figura 11: Janela Diagrama de Forc¢a Cortante
Fonte: Autoria propria.
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5.1.7 Janela “Diagrama de momento fletor”

llustra o diagrama de momento fletor tracado com base na equacdo (28),
constando os valores de momento fletor em todos os nés da estrutura (figura 12). Os
valores do momento também poderdo ser mostrados para qualquer ponto da viga
através de um cligue no ponto em que se deseja a informacéo, procedimento

analogo ao descrito no item 5.1.6 e exemplificado na posicédo de 3,13m da figura 12.

| .| Diagrama de Momento Fletor (kN.mj! [ | (B |
Diagrama de Momento Fletor (kN.m) Salvar Imagem
10.84
10,14
8 g L}
23
¥4 /
.32
444
6.0%
9,06 3‘12

Loim o m 1.5m , 1.5m L im | im 1.5m , 1.5m 0.5m, 0.5m,

Figura 12: Janela “Diagrama de momento fletor”
Fonte: Autoria prépria.

5.1.8 Janela “Deslocada da estrutura”

Apresenta, conforme ilustra a Figura 13 a posi¢cdo deformada da estrutura,
apos aplicacdo dos carregamentos, com seu tracado determinado com base na
equacao (14). O valor do deslocamento em qualquer ponto da viga pode ser

verificado clicando-se no ponto da em que se deseja a informacao.

Diagrama de Estrutura Deslocada (m) [ Salvar Imagem ¢

\ 777777777777777777777

-1.47E1@E.92
1.5m ! 1.5m

Figura 13: Janela “Deslocada da estrutura”
Fonte: Autoria propria.



32

5.2 ESQUEMA GERAL DE CALCULO

Todos o0s principais processos do algoritmo implementado seréo
comentados nas sec¢fes seguintes. De forma sucinta, e para melhor entendimento
da sequéncia de calculos, esses processos foram organizados na forma de

fluxograma conforme ilustra a figura 13.

INiCIO

!

CARACTERISTICAS
DO ELEMENTO

N

MATRIZ RIGIDEZ VETOR DE
LOCAL CARGAS LOCAL
MATRIZ DE VETOR DE
RIGIDEZ GLOBAL CARGAS GLOBAL
MATRIZ RIGIDEZ VETOR DE
GLOBAL COM CARGAS GLOBAL
CONTORNO COM CONTORNO
VETOR
DESLOCAMENTOS
REACOES DE FORCA MOMENTO ESTRUTURA
APOIO CORTANTE FLETOR DEFORMADA
\ o IBE /
RESULTADOS
FIM

Figura 14: Fluxograma dos processos
Fonte: Autoria propria.
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5.2.1 Matriz de rigidez local

Essa classe calcula a matriz de rigidez k de cada elemento, conforme a
equacéao (19), a partir do seu modulo de elasticidade E, inércia | e comprimento L.

Tais matrizes serdo utilizadas para compor a matriz de rigidez global da estrutura.

5.2.2 Matriz de rigidez global

O algoritmo cria uma matriz quadrada de dimensdes iguais ao numero de
graus de liberdade x numero de nés da viga, para que nela sejam alocadas as
matrizes de rigidez k dos elementos em suas posi¢des corretas, formando assim a
matriz de rigidez global K da estrutura. Nos nds que sdo comuns a dois elementos,
h& uma sobreposi¢do de suas matrizes de rigidez e, portanto, esses valores devem
ser somados para compor a matriz global. O procedimento, de maneira genérica, é

ilustrado na equacao (26).

k111 k112 k113 kl14 k115 kllG 0 0

k121 klzz klzs k124 klzs k126 0 0

k131 klgz klgs k134 k135 k136 0 0

k141 kl42 k143 kl44 k145 kl46 0 0

K= k151 klsz k153 k154 kl55 + k211 klse + k212 k213 0 (26)

k161 kl62 kl63 k164 kles + k221 klee + kzzz k223 0

0 0 0 0 K?,, K?,, K%, 0

: 0

0 0 0 O 0 0 0 K" |

5.2.3 Vetor de cargas local

Nessa classe é calculado o vetor de cargas local, que é dado pela soma entre
o vetor de forcas nodais equivalentes (equacédo (23)), para o caso de existir
carregamento distribuido ao longo do elemento, e o respectivo valor da forga ou

momento aplicado no no.
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5.2.4 Vetor de cargas global

Posiciona os vetores de cargas locais hum vetor global referente a todos os
elementos da viga, de modo que os valores relativos aos nés em comum entre

elementos ocupem a mesma posicao e seus valores sejam somados.

5.2.5 Condicao de contorno

A matriz de rigidez global é uma matriz singular e, portanto, ndo inversivel.
Para permitir a resolucdo do sistema de equacdes e a consequente obtencédo das
variaveis nodais, € necessario introduzir previamente na matriz de rigidez as
condi¢des do contorno do problema.

O procedimento consiste em impor a condi¢do de deslocamento ou giro nulo
nos nos que possuam tais graus de liberdades restritos. Matematicamente, tal
procedimento consiste em introduzir o nimero um na diagonal principal da matriz de
rigidez referente a posicdo do né/grau de liberdade restrito, zerando as demais
posicdes da referente linha e coluna. Também deve-se zerar a posicao
correspondente no vetor de cargas global. Esse tratamento pode ser visualizado, de

maneira genérica, através da equacao (27).

_klll 0 k113 k114 0 kllG 0 0 | Fll
0 1 0 0 O 0 0 0 0
K, 0 ki, ki, O KL, 0 0 F,
K, 0 ki, kij, 0 K.y 0 0 M,
K=lK,, 0 ki, K 0 ki +k%, K, 0 F=|F3| (@7

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 K, k?,, 0 F2,
o . 5 : 0 .

00 0 0 O 0 0 k" M |

5.2.6 Deslocamento



35

O vetor deslocamento é obtido a partir da solucdo do sistema linear de
equacdes. Neste trabalho, a resolugdo do sistema se dé pelo método de eliminagéo
de Gauss com pivoteamento parcial.

5.2.7 Reacdes de apoio

Nessa classe o algoritmo contempla o célculo do vetor reacbes de apoio
através da multiplicacdo entre a matriz de rigidez global e o vetor deslocamentos.

Vale ressaltar que o vetor obtido apresenta todos os valores de reacdes bem
como os valores das for¢gas nodais provenientes do carregamento aplicado. Assim,
para a determinacao correta das reacdes de apoio, o0 vetor obtido deve ser subtraido
do vetor de cargas global.

5.2.8 Momento fletor

Essa classe do algoritmo contempla o calculo dos momentos fletores em
qualquer ponto do elemento finito. Considerando a equacédo diferencial da linha

elastica, os momentos fletores podem ser interpolados a partir das variaveis nodais

como segue:
o2 26,  d% d¢ d’o d*¢
M(X) = EI{ dle v, + dx22 0, dx23 v, + dx24 0, + dx25 v, + dx26 0, (28)
sendo:
2
(; ‘1’21 - L35(240x3 — 408Lx% +1981%x — 23|_3)
X
2
‘j'j d’; = L34(40x3 _72Lx% +391%x — 6L3)
X
2
?j)j’; = %(6% —6Lx+L*)
d’¢, 16 9
. 4 = L—4(2x - |_)(10x2 ~10Lx + L2)
X
2
Oc'i 4’25 = I_35(—240x3 +312Lx% —102%x + 7|_3)
X
d¢,

> :L—4(4Ox3—48Lx2+15L2x—L3)
X
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No caso de nos que sdo comuns a dois elementos, dois valores de momentos
fletores nodais sédo determinados, sendo o célculo baseado nas variaveis nodais de
cada elemento adjacente. Tal procedimento permite a obtencdo dos saltos nos
diagramas de momento fletor para o caso de momentos concentrados.

Vale ressaltar que, pela convencdo de giros adotada anteriormente, o

momento fletor sera positivo quando o giro da sec¢dao for anti-horario.

5.2.9 Forga cortante

De maneira analoga ao calculo do momento fletor, essa classe permite a
obtencéo do valor de forca cortante em qualquer ponto do elemento. Novamente, em
casos de n6s comuns, dois valores de forga cortante sédo obtidos visando a detec¢éo
de saltos no diagrama de forca cortante.

A partir da relacdo diferencial entre forca cortante e momento fletor, os

valores de forca cortante podem ser obtidos como segue:

d? d? d? d? d? d?
V(X) = EI{ d)?;’l v, + d:(bsz 0, d>(<b33 v, + d)((b; 0, + d)((l)35 v, + d)((l)ge 63} (30)

sendo:
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3
3 4’31 - I_35(720x2 —816Lx + 198L2)
X
3
‘:'j "’32 - L%(lZOxz —144Lx + 39L2)
X
3
4, _ g(12x -6L)
dx* L
¢, 16 Y
v L—4(60x2 ~60Lx +12.%)
X
3
‘jj "’35 - L%(—?ZOX2 +624LX — 102L2)
X
3
‘jj;"; - L%(lzox2 —96Lx + 15L2)

5.2.10 Deslocada da estrutura

Nessa classe é determinado o valor de deslocamento em qualquer ponto do
elemento. Os valores sdo interpolados a partir das varidveis nodais conforme
descrito na equagéo (14).

5.2.11 Exibe resultados

Essa classe é responsavel por elaborar os diagramas que podem ser

acessados através do menu principal.



38

6. RESULTADOS E DISCUSSOES

6.1 EXEMPLO1

Este exemplo aborda o estudo de uma viga bi apoiada com comprimento
igual a 4 metros e submetida a um carregamento uniformemente distribuido igual a
10 kN/m. A viga tem ainda rigidez a flexdo El=10.000 kNm® constante em todo o
seu comprimento.

A figura 15, ilustra a configuracdo geométrica, condi¢cdes de vinculagédo e
carregamento consideradas no exemplo. Ressalta-se que as figuras apresentadas

foram retiradas diretamente do JVigas.

YA JA

| 2m | 2m |

Figura 15: Estrutura da viga
Fonte: Autoria propria - JVigas.

Para a simulacdo numérica do exemplo em questéo foi utilizada uma malha
com um unico elemento finito. Como resultados foram obtidos os diagramas de
corpo livre, forga cortante e momento fletor, bem como a viga em sua configuracao
deslocada. Os diagramas estéo ilustrados no quadro 1.

Este exemplo foi proposto inicialmente por Castro (2009) que utilizou em suas
analises elementos finitos com funcdo de aproximacdo do terceiro grau. Em seu
trabalho, o autor discute a perda de precisdo nos resultados de esforcos solicitantes
em decorréncia da diminuicdo do grau das funcdes de aproximacdo a medida em
que sao avaliados a partir das derivadas da fungdo deslocamento. Esse
procedimento € o mesmo adotado neste trabalho, conforme abordado nos itens
6.2.8 e 6.2.9.

Assim, de modo a realizar uma andlise comparativa, as figurasFigura
16,Figura 17 e Figura 18 trazem os resultados fornecidos pelo autor juntamente com

0S exatos e o0s obtidos por meio do JVigas.



Quadro 1: Estrutura deslocada, rea¢cdes de apoio,

bi apoiada
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forca cortante e momento fletor para a viga

‘LEIICN

2 | 2

‘L.M Reacdes de apoio

-3, 33E-Gm2

20

Configuracdo deformada (m)

Forga Cortante (kN)

=20

20

Momento fletor (kN.m)

Fonte: Autoria propria — JVigas

metros
0 1 2 3 4
0 . . .
0.5
E o,
é 1
(%]
915 -
o
()
§ 21
(8]
°
B 25
(a]
3 4
35
Analitica JVigas Castro (2009)

Figura 16: Viga bi apoiada - Configuragcao deslocada da estrutura
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 54).
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metros
0 1 2 3 4
0 . . . |
S 05
E
=z
< 1
S
()
o
o 1.5
<
()
£
2 2 e —
25 -
Analitica JVigas Castro (2009)

Figura 17: Viga bi apoiada - Diagramas de momentos fletores (kN.m)
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 54).

2.5 1
metros

2
15 4

1 4

0.5 - \
0 T T |
1 2 3 4
-0.5
-1 A4

-1.5 4

Forga cortante (kN)/10

-2 1

o ] = Analitica =—JVigas Castro (2009)

Figura 18: Viga bi apoiada - Diagramas de forcas cortantes (kN)
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 54).

A Figura 16 traz uma comparacdo entre as solucdes obtidas utilizando-se
elementos finitos com diferentes graus de aproximag&do com a solugéo obtida através
da equacéo da linha elastica. Em ambos os casos as solu¢gbes se comportam muito
bem, praticamente coincidindo com a solucéo analitica.

A medida em que se compara os modelos em termos de resultados de
momento fletor (Figura 17) o que se percebe € que a solugéo fornecida por Castro
(2009) tende a se distanciar da solugcéao analitica, inclusive no que se refere ao grau
da funcdo representativa do momento fletor ao longo da viga. Essa perda de

precisdo demonstrada € originada em funcdo da utilizacdo, conforme demonstrado
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no item 5.2.8 deste trabalho, da equacdo diferencial da linha elédstica para a
avaliacdo do momento fletor ao longo do elemento.

Para o problema abordado neste exemplo, o carregamento uniformemente
distribuido implica em equacdo de linha elastica e diagrama de momento fletor
representadas por polinbmios de quarto e segundo graus, respectivamente. Castro
(2009) utilizou em suas analises um modelo baseado na discretizacdo através de
elementos finitos com funcdo de aproximacdo do terceiro grau, implicando em
momentos fletores representados por funcdes lineares. O modelo, entédo, apresenta
perda de precisdo da solucdo a medida em que se aumenta o grau da funcao
representativa do carregamento.

O mesmo fato pode ser verificado em termos de resultados de forca cortante.
O modelo proposto Castro (2009) tende a fornecer solu¢cdes ainda menos precisas,
pois a solucdo para esse tipo de esforco solicitante é obtida através de funcdes
constantes para interpolar as variaveis nodais.

No que se refere ao modelo implementado neste trabalho, o grau polinémio
interpolador do elemento finito tende a coincidir com o polinbmio representativo da
solucdo analitica. Assim, a solucdo tende a se apresentar de forma exata para
problemas envolvendo carregamentos distribuidos lineares ou de grau inferior. Esse
fato pode ser comprovado nos resultados ilustrados nas figuras ja referenciadas.

Como alternativa a essa questdo, Castro (2009) propfe a utilizacdo de
malhas mais refinadas, o que implica em um maior custo computacional, ou a soma
da equacao da linha elastica de uma viga bi engastada na funcao interpoladora do
elemento finito.

Vale ressaltar que em ambos os trabalhos os valores de forgca cortante e
momento fletor nodais ndo foram obtidos pelo sistema local k-u=f e que ndo foram

utilizadas técnicas de pds processamento.
6.2 EXEMPLO 2
Um segundo exemplo proposto por Castro (2009) € abordado neste item.

Trata-se de uma viga continua de 8 metros de comprimento, sujeita a acdo de uma

forca concentrada igual a 10 kN e a um carregamento uniformemente distribuido
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com valor igual a 5 kN/m (figura 19). A viga tem rigidez a flexdo El constante em

-10kM
L

JAN AN 8

todo o seu comprimento de 8 m.

| 2 . 2m yodm o dm  Im  Im
I T T T T T 1

Figura 19: Viga continua sujeita a carregamentos diversos
Fonte: Autoria prépria — JVigas.

Castro (2009) utilizou em suas analises uma malha composta por 11
elementos fintos. J& na simulacado realizada através do software JVigas utilizou-se

uma malha composta por 3 elementos dispostos conforme ilustra a figura 20.

Jutanssi s O

&= © = @ ®

| Zm . Zm ydm dm  Im  Im
I 1 1 1 1 1 1

Figura 20: Viga continua — Malha utilizada
Fonte: Autoria propria—JVigas.

O quadro 2 apresenta o diagrama de corpo livre e a viga em sua
configuracdo deslocada obtidos a partir do software implementado. J& as figuras 21
e 22 apresentam um comparativo em termos de momentos fletores e forcas
cortantes entre as solucbes fornecidas pelo software JVigas, por Castro (2009) e

pela solucao analitica.

Quadro 2: Estrutura deslocada e reacdes de apoio para a viga continua

Reac6es de apoio
| Zm | Zm | dm L dm L dm L im |

Configuracdo
deformada

Fonte: Autoria propria—JVigas
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8- Analitica JVigas Castro (2009)

Figura 21: Viga continua — Diagramas de momentos fletores (kN.m)
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 54).

N
54 N
z -~
£ 9 SN
g 1 3 4 5 6 7 8
2 B .
£ 5 N
S D
-10 - D
|
_]_5 J
metros
= Analitica =—=JVigas Castro (2009)

Figura 22: Viga bi apoiada - Diagramas de forcas cortantes (kN)
Fonte: Adaptado de Castro (2009, p. 54).

Diferentemente do caso abordado no exemplo 1, este problema aborda duas
situacdes distintas em termos de carregamento. O primeiro tramo da viga continua
estd submetida a um carregamento uniforme enquanto que o segundo esta
submetido a uma forca concentrada. Em termos de linha elastica, o primeiro tramo
requer para a sua definicgdo um polinbmio do quarto grau, enquanto que o segundo é
definido através de um polinémio cubico.

Através das figuras 21 e 22 pode-se notar que, para o procedimento de
solucdo apresentado, as solucdes obtidas através do software JVigas por Castro

(2009) coincidem com a solucdo analitica em elementos que estdo submetidos
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apenas a forgas concentradas. I1sso se explica pelo fato de a funcdo de aproximacgao
utilizada pelo autor coincidir com o grau exato e a formulagcdo aqui apresentada
utilizar de um polinbmio de grau superior ao da funcédo necessaria para a definicao
dos deslocamentos ao longo do elemento.

A situacdo se altera na medida em que se trabalha com carregamentos
distribuidos. Nestes casos, a formulacdo aqui apresentada tende a apresentar
resultados exatos em simulacdes envolvendo carregamentos uniformes ou
linearmente distribuidos ao longo do elemento, ao passo que a apresentada pelo
autor apresenta solucdes aproximadas.

Por fim o exemplo ilustra também a necessidade de refinamento de malha
em situacBes onde se deseja melhorar a qualidade da solucdo almejada. A medida
em que se utiliza um namero maior de elementos finitos, a solucéo obtida tende a se
aproximar cada vez mais da solucao analitica. Ja para o caso onde se utiliza de
elementos de grau de aproximacgdo mais elevado, a solu¢do coincide com a solucao
analitica com a utilizacdo de malhas minimas e, assim, com menor custo

computacional.
6.3 EXEMPLO 3

Este terceiro exemplo aborda o caso de uma viga continua, uma vez

hiperestéatica, de sec¢do transversal retangular de dimensdes iguais a 14 x 50 cm

(I;],46><105 mm“). A viga é feita de concreto armado C 25 (E=23800 MPa) e
esta sujeita aos carregamentos ilustrados na Figura 23.

|-21.1kN l—l?.BkN

A JAN JAN

| Zm | Zm | 1.25m 1.25m 1.25m 1.25m | 0.6m, 0.6m,
T T T |

Figura 23: Viga continua uma vez hiperestatica, sujeita a carregamentos diversos
Fonte: Autoria prépria - JVigas

A malha utilizada na analise é composta de trés elementos finitos, sendo um

em cada vao e um na extremidade em balanco. Como resultados da simulacéo
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numérica, o programa JVigas apresentou o0s resultados representados nos
diagramas ilustrados no quadro 2.

Quadro 2: Estrutura deslocada, reacdes de apoio, diagramas de for¢ca cortante e momento
fletor para a viga de concreto

Reacgdes
34.68kN 153,92k 56.28kN de apoio

| 21 | 2m , L.#sm o, 1.28m , 1.25m |, 1.25m | 0.6m, 0.6m,
T T T T T 1

Estrutura
deslocada

(m)

-3.49E-3@5.69

.68 Diagrama

de Forca
mip Cortante
“terz (kN)

1.09 19,48 18.64 17.5

Fzaz “BE.E

7486

Diagrama
22.37 de
Momento
Fletor
(KN.m)

5,97 1403

40,27
6l.2

Fonte: Autoria propria — JVigas.

Buscando validar os resultados obtidos, a mesma simulacao foi realizada utilizando
o software Ftool. O diagrama gerado para 0 momento fletor € ilustrado na Figura 24

para comparacgao dos resultados.
74.86

22.37

s~ 1 L VAN VAN
5553 1597 14,
0.27

61.20

Figura 24: Diagrama de momento fletor (kN.m)
Fonte: Ftool.
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A analise comparativa dos diagramas de momento fletor apresentados
permite concluir que ambas as analises forneceram o0s mesmos resultados. A
mesma observacdo pode ser feita a partir de analises dos diagramas de forca
cortante e de deslocamentos. Apenas para evitar repeticbes, esses Ultimos
resultados obtidos a partir do programa Ftool foram suprimidos deste trabalho.

O exemplo analisado vem novamente ilustrar a precisdo do algoritmo

proposto.

6.4 EXEMPLO 4

Este ultimo exemplo aborda o caso de uma viga 6 vezes hiperestatica, com
tramos de diferentes rigidezes a flexdo, sendo El=2000 kN-m?, e sujeita a acédo de

diversas cargas conforme ilustra a fFigura 25.

-20kM
2] -B0kMm }Eimm [S
? VAN JAN i S
El STTEET 2El STTEET El STIEET El
LA Im 0.5n0. 50 2.5 . 2.5 . 1.5m 1.5m  , Im , Im |

Figura 25: Viga 6 vezes hiperestatica sujeita a carregamentos diversos
Fonte: Autoria propria— Jvigas.

A simulacdo numérica do problema no software implementando foi realizada
utilizando-se uma malha composta por 5 elementos finitos (Figura 26). O quadro 4
apresenta os diagramas de estado e também a viga em sua configuracdo deformada
obtidos a partir do software JVigas. Para efeitos de comparacao, a Figura 27 traz o
diagrama de momento fletor para a viga obtido a partir da simulacdo no software
Ftool.

b éﬁ& FANRR G
® @ ® @ T ®

I1m Ilm ID.Sn'l,El.SrrIu 2.5m | 2.5m | 1.5m | 1.5m I1m I1m |

—_

Figura 26: Malha utilizada na anélise
Fonte: Autoria propria—JVigas.
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Quadro 3: Reacfes de apoio, diagramas de estado e configuracdo deformada da estrutura

-9, 34kNm 4. 03kNm
Diagrama
-11.93kM S7.04kN 40,36kN 16.07kM .04k de corpo
livre
Jdm ) 1m PS5 Sm Z.5m \ Z.5m , 15m | 15m | Im | Im |
I T T T 1 T T T T T 1
Deformada
-7.BOE-3@5.5
231
15,46
59 6.04 6.04 .04
1 Forca
Cortante
= N — -10.04 (kN)
-24.9
-31.9331,9331,93
1453 g 1594
5,05
2,80 01 Momento
oy4s
fletor
me A ] (kN.m)
4,03
9,54
15.47 15.05
Fonte: Autoria propria — JVigas.
1453 1646 1594
‘ ‘ 8.05
1 = — N s P
9.34
1547 15.05

Figura 27: Diagrama de momento fletor (kN.m)
Fonte: Ftool.

O objetivo deste exemplo é apresentar o comportamento do algoritmo na
analise de vigas sujeitas a carregamentos linearmente distribuidos, momentos

concentrados e diferentes rigidezes ao longo de seu comprimento.
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A andlise comparativa em termos de momento fletor indica que o software
JVigas forneceu solugdes precisas a um baixo custo computacional. A exemplo do
ocorrido no exemplo anterior deste trabalho, a analise em termos de deslocamentos
e forca cortante também mantém a precisdo, sendo que os diagramas fornecidos

pelo software Ftool foram também suprimidos do trabalho.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar um algoritmo fundamentado no
MEF para andlise linear de vigas de Euler-Bernoulli, utilizando particularmente
elementos finitos lineares com polinbmios de quinto grau, para aproximar o campo
de deslocamentos ao longo do seu comprimento.

Para o desenvolvimento matematico necessario, inicialmente partiu-se do
Principio dos Trabalhos Virtuais e demais conceitos da mecéanica dos solidos
deformaveis, de modo a se obter a matriz de rigidez e o vetor de cargas do
elemento. A sequéncia do trabalho se deu pelo desenvolvimento do algoritmo capaz
de montar a matriz de rigidez e o vetor de cargas global da estrutura, resolver o
sistema de equacbes lineares para a obtencdo das incognitas nodais
(deslocamentos e giros) e, por fim, determinar as reacdes de apoio, a for¢a cortante
e o momento fletor ao longo de cada elemento. E importante ressaltar que neste
trabalho o célculo das forcas internas nos elementos finitos € feito a partir da
equacao diferencial da linha elastica e pela relacdo diferencial entre forca cortante e
momento fletor.

O algoritmo elaborado foi entdo implementado computacionalmente, em
linguagem Java, e deu origem ao software JVigas. Como principal caracteristica, o
software apresenta a interface grafica capaz de ilustrar a viga em sua configuracéo
deformada, seu diagrama de corpo livre, diagramas de forca cortante e momento
fletor ao longo de seu comprimento.

De forma a validar o software elaborado, quatro exemplos foram
apresentados ao longo do trabalho. Os resultados das simulagcdes foram
comparados com as solu¢cBes analiticas, as fornecidas por Castro (2009) e também
com as obtidas pelo software Ftool e ilustraram a obtencéo de resultados precisos
para problemas que envolvam carregamentos concentrados, uniformes e
linearmente distribuidos.

Por fim, é importante ressaltar que em todas as simula¢des foram utilizadas
malhas reduzidas, indicando que o algoritmo é capaz de oferecer solu¢des precisas
a baixo custo computacional e sem a necessidade de se utilizar de técnicas de poés

processamento.



50

Sendo assim, todos o0s objetivos propostos por nesse trabalho foram

alcancados.
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APENDICE A - Cd6digo fonte dos principais processos do JVigas

public class Elemento {

[* informacdes coletadas do elemento */
private double E;

private double [;

private double L;

private boolean W; // carregamento distribuido
private double Qi;

private double Qf;

private No nolnicial;

private No nolnter;

private No noFinal;

[* informagdes calculadas do elemento */
private int numeroElemento;

private final MatrizRigidezLocal matrizRigidez;
private final CargasLocal cargas;

[**
Elemento anterior;
Elemento proximo;

public Elemento(double E, double I, double L, boolean W, double Qi, double Qf, No nolnicial, No
noFinal, No nolnter) {

this.E = E;
this.l = 1;
this.L = L;
this W =W,
this.Qi = Qi;
this.Qf = Qf;

this.nolnicial = nolnicial;
this.noFinal = noFinal;
this.nolnter = nolnter;

this.matrizRigidez = new MatrizRigidezLocal(this);
this.cargas = new CargasLocal(this);

/I numero do elemento na viga
this.numeroElemento = 0;

}

void setX(double x) {
/I atualiza coordenada x dos NOs
nolnicial.setX(x);
noFinal.setX(x + this.L);
nolnter.setX(x + this.L / 2); // n6 intermediario

}

void setNumeroElemento(int n) {
if (n>0) {
int desloca =2 * (n - 1);
this.nolnicial.setNumeroNo(1 + desloca);
this.nolnter.setNumeroNo(2 + desloca);
this.noFinal.setNumeroNo(3 + desloca);

this.numeroElemento = n;
}else {
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this.numeroElemento = 0;

}
}

public double getE() {
return E;

}

public double getl() {
return [;

}

public double getL() {
return L;

}

public boolean isW() {
return W;

}

public double getQi() {
return Qi;

}

public double getQf() {
return Qf;

}

public No getNolnicial() {
return nolnicial;

}

public No getNolnter() {
return nolnter;

}

public No getNoFinal() {
return noFinal;

}

public double getX() {
return nolnicial.getX();

}

public Elemento getAnterior() {
return anterior;

}

public Elemento getProximo() {
return proximo;

}

public void setE(double E) {
this.E = E;
}

public void setl(double 1) {
this.l = 1;
}
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public void setL (double L) {
this.L = L;
}

public void setW(boolean W) {
this.W = W;
}

public void setQi(double Qi) {
this.Qi = Qj;
}

public void setQf(double Qf) {
this.Qf = Qf;
}

public void setNolnicial(No nolnicial) {
this.nolnicial = nolnicial;

}

public void setNoFinal(No noFinal) {
this.noFinal = noFinal;
}

public int getNumeroElemento() {
return numeroElemento;
}

public MatrizRigidezLocal getMatrizRigidez() {
return matrizRigidez;

}

public CargasLocal getCargas() {
return cargas;
}

public class No {

[* informacdes do NO */

private double M; // momento

private double P; // carregamento aplicado
private boolean giro;

private boolean deslocamentoY;

[* informacoes calculads */
private double x;
private int numeroNo;

public No(double M, double P, boolean giro, boolean deslocamentoY) {
this.M = M;
this.P = P;
this.giro = giro;
this.deslocamentoY = deslocamentoY;

this.numeroNo = 0;

}

void copiar(No no) {
this.M = no.M;
this.P = no.P;
this.deslocamentoY = no.deslocamentoY;
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this.giro = no.giro;
this.numeroNo = no.numeroNo;

this.x = no.x;

}

void setX(double x) {
this.x = x;

}

void setNumeroNo(intn) {
this.numeroNo = n;
}

public double getX() {
return x;
}

public double getM() {
return M;
}

public double getP() {
return P;
}

public boolean isGiro() {
return giro;
}

public boolean isDeslocamentoY() {
return deslocamentoY;
}

public void setM(double M) {
this.M = M;
}

public void setP(double P) {
this.P = P;
}

public void setGiro(boolean giro) {
this.giro = giro;
}

public void setDeslocamentoY (boolean deslocamentoY) {
this.deslocamentoY = deslocamento;
}

public int getNumeroNo() {
return numeroNo;
}
public class CargasLocal {
private final Elemento elemento;

public CargasLocal(Elemento elemento) {
this.elemento = elemento;
}



public double[] getVetorAplicadas() {

double ip = elemento.getNolnicial().getP();
double im = elemento.getNolnicial().getM();

double mp = elemento.getNolnter().getP();
double mm = elemento.getNolnter().getM();

double fp = elemento.getNoFinal().getP();
double fm = elemento.getNoFinal().getM();

double vetCargasPlicadas[] = new double[6];
vetCargasPlicadas[0] = ip;
vetCargasPlicadas[1] = im;
vetCargasPlicadas[2] = mp;
vetCargasPlicadas[3] = mm,;
vetCargasPlicadas[4] = fp;
vetCargasPlicadas[5] = fm;

return vetCargasPlicadas;

}

public double[] getVetorDistribuidas() {
double parcCargDist[] = new double[6];

if (elemento.isW()) {
double L = elemento.getL();
double g1 = elemento.getQi();
double g3 = elemento.getQf();

double mult = Math.pow(L, 2) / 420.0;

parcCargDist[0] = mult * (79 * q1 + 19 * g3) / L;
parcCargDist[1] = mult * (5 * q1 + 2 * g3);
parcCargDist[2] = mult * 112 * (q1 + q3) / L;
parcCargDist[3] = mult * (8 * q3 - 8 * q1);
parcCargDist[4] = mult* (19 *ql + 79 *q3) / L;
parcCargDist[5] = mult*-1* (2 *ql + 5 * g3);
}else {
for (inti=0;i<6;i++) {
parcCargDist[i] = 0.0;
}
}

return parcCargDist;

}

public double[] getVetor() {
double cargasTotais[] = new double[6];

double vetAplicadas[] = getVetorAplicadas();
double vetDistribuidas[] = getVetorDistribuidas();

for(int i=0; i<cargasTotais.length; i++){
cargasTotais[i] = vetAplicadas[i] + vetDistribuidasii];
}

return cargasTotais;



}

public class CargasGlobal extends VigaAtributo {
private double vetorCargas[];

public CargasGlobal(Viga viga) {
super(viga);
this.vetorCargas = null;

}

public double[] getVetor() {
verificarAtualizacoesViga();

return vetorCargas;

}

@Override
protected void calcular() {

double vetCargasGlobal[];
int tamanho = 2 * viga.getQtdNos();

vetCargasGlobal = new double[tamanho];

double vetCargasGlobal_distribuidas[] = new double[tamanho];

for (inti=0; i< tamanho; i++) {
vetCargasGlobal_distribuidas]i] = 0.0;

}

Elemento el = viga.getElementolnicial();
while (el I= null) {
double vetCargasLocal[];

int numPrimeiroNo = el.getNolnicial().getNumeroNo();
int deslocX = 2 * numPrimeiroNo - 1 - 1;

vetCargasLocal = el.getCargas().getVetorAplicadas();
for (inti=0;i<6;i++) {
vetCargasGlobal[i + deslocX] = vetCargasLocal[i];

}

vetCargasLocal = el.getCargas().getVetorDistribuidas();
for (inti=0;i<6;i++) {
vetCargasGlobal_distribuidas[i + deslocX] += vetCargasLocal[i];

}

el = el.getProximo();

for(int i=0; i<tamanho; i++) {
vetCargasGlobal[i] += vetCargasGlobal_distribuidas]i];
}

this.vetorCargas = vetCargasGlobal;



public class MatrizRigidezLocal {
private final double matConstantes[][];
private final Elemento elemento;

public MatrizRigidezLocal(Elemento elemento) {
this.elemento = elemento;

/I define constantes
matConstantes = new double[6][6];

matConstantes[0][0] = 5092.0 / 35;
matConstantes[0][1] = 1138.0 / 35;
matConstantes[0][2] = -3584.0 / 35;
matConstantes[0][3] = 1920.0 / 35;
matConstantes[0][4] = -1508.0 / 35;
matConstantes[0][5] = 242.0 / 35;

matConstantes[1][0] = 1138.0 / 35;
matConstantes[1][1] = 332.0 / 35;
matConstantes[1][2] = -896.0 / 35;
matConstantes[1][3] = 320.0 / 35;
matConstantes[1][4] = -242.0 / 35;
matConstantes[1][5] = 38.0 / 35;

matConstantes[2][0] = -3584.0 / 35;
matConstantes[2][1] = -896.0 / 35;
matConstantes[2][2] = 7168.0 / 35;
matConstantes[2][3] = 0.0 / 35;
matConstantes[2][4] = -3584.0 / 35;
matConstantes[2][5] = 896.0 / 35;

matConstantes[3][0] = 1920.0 / 35;
matConstantes[3][1] = 320.0 / 35;
matConstantes[3][2] = 0.0 / 35;
matConstantes[3][3] = 1280.0 / 35;
matConstantes[3][4] = -1920.0 / 35;
matConstantes[3][5] = 320.0 / 35;

matConstantes[4][0] = -1508.0 / 35;
matConstantes[4][1] = -242.0 / 35;
matConstantes[4][2] = -3584.0 / 35;

matConstantes[4][3] = -1920.0 / 35;
matConstantes[4][4] = 5092.0 / 35;
matConstantes[4][5] = -1138.0 / 35;

matConstantes[5][0] = 242.0 / 35;
matConstantes[5][1] = 38.0 / 35;
matConstantes[5][2] = 896.0 / 35;
matConstantes[5][3] = 320.0 / 35;
matConstantes[5][4] = -1138.0 / 35;
matConstantes[5][5] = 332.0 / 35;
I---

}

private double getConstantePara(int lin, int col) {
return matConstantes]lin][col];



}

private int getExpoentePara(int lin, int col) {
if (lin % 2 ==0) {
if (col % 2 ==0) {
return 3;
}else {
return 2;
}
} else {
if (col % 2 ==0) {
return 2;
}else {
return 1;
}
}
}

public double[][] getMatriz() {

double matRigidez[][] = new double[6][6];
for (inti=0;i<6;i++) {
for (intj = 0;j < 6; j++) {
matRigidez[i][j] = 0.0;

}

double L = elemento.getL();
double E = elemento.getE();
double | = elemento.getl();

for (inti=0;i<6;i++) {
for (intj = 0;j < 6; j++) {
double numerador = getConstantePara(i, j);
int expoente = getExpoentePara(i, j);

double val = E * | * numerador / Math.pow(L, expoente);

matRigidez[i][j] = val;
}
}

return matRigidez;

}
}

public class MatrizRigidezGlobal extends VigaAtributo {
private double[][] matrizRigidez;

public MatrizRigidezGlobal(Viga viga) {
super(viga);

this.matrizRigidez = null;

}

public double[][] getMatriz() {
verificarAtualizacoesViga();



return matrizRigidez;

}

@Override
protected void calcular() {

double matRigidez[][];
int tamanho = 2 * viga.getQtdNos();
matRigidez = new double[tamanho][tamanho];
for (inti = 0; i <tamanho; i++) {
matRigidez[i] = new double[tamanho];
for (intj = 0; j < tamanho; j++) {
matRigidez[i][j] = 0.0;

}

Elemento el = viga.getElementolnicial();
while (el != null) {
int numPrimeiroNo = el.getNolnicial().getNumeroNo();

int deslocX = 2 * numPrimeiroNo - 1 - 1;
int deslocY = 2 * numPrimeiroNo - 1 - 1;

double[][] matRigidLocal = el.getMatrizRigidez().getMatriz();
for (inti=0;i<6; i++) {

for (intj = 0;j < 6; j++) {
matRigidez[i + deslocX][j + deslocY] += matRigidLocalli]j;

}
}
el = el.getProximo();
}
this.matrizRigidez = matRigidez;

}
}

public class SolucaoContorno extends VigaAtributo {

private double[] vetCargasContorno;
private double[][] matRigidezContorno;

public SolucaoContorno(Viga viga) {
super(viga);

this.vetCargasContorno = null;
this.matRigidezContorno = null;

}

public double[] getVetorCargas() {
verificarAtualizacoesViga();

return vetCargasContorno;

}

public double[][] getMatrizRigidez() {
verificarAtualizacoesViga();



return matRigidezContorno;

}

/I calcula condicao de contorno

@Override

protected void calcular() {
double[][] matRigidez = viga.getMatrizRigidez().getMatriz();
double[] vetCargas = viga.getCargas().getVetor();
int n = vetCargas.length;

vetCargasContorno = new double[n];
matRigidezContorno = new double[n][n];

/I copia matriz e vetor

System.arraycopy(vetCargas, 0, vetCargasContorno, 0, n);

for (inti=0;i<n;i++) {
matRigidezContornoli] = new double[n];
System.arraycopy(matRigidez][i], 0, matRigidezContornoli], 0, n);

}

Elemento el = viga.getElementolnicial();

while (el I= null) {
int desloc = 2 * el.getNolnicial().getNumeroNo() - 1 - 1;

if (el.getNolnicial().isDeslocamentoY()) {
intd =0 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}

if (el.getNolnicial().isGiro()) {
intd =1 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}

if (el.getNolnter().isDeslocamentoY()) {
intd =2 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}

if (el.getNolnter().isGiro()) {
int d = 3 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}

if (el.getNoFinal().isDeslocamentoY()) {
intd =4 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}
if (el.getNoFinal().isGiro()) {



intd =5 + desloc;
zerarMatrizLinhaColuna(matRigidezContorno, d);
vetCargasContorno[d] = 0.0; // zera também vetor de cargas
matRigidezContorno[d][d] = 1;

}

el = el.getProximo();

}
}

private void zerarMatrizLinhaColuna(double[][] mat, int n) {
/I zera dados da coluna
for (int z = 0; z < mat.length; z++) {
mat[z][n] = O;

/I zera dados da linha
for (int z = 0; z < mat[n].length; z++) {
mat[n][z] = O;

public class Deslocamentos extends VigaAtributo {
double vetorDeslocamentos];

private MatrizNaolnversivelException ex = null;

public Deslocamentos(Viga viga) {
super(viga);

this.vetorDeslocamentos = null;

}

public double[] getVetor() throws MatrizNaolnversivelException {
verificarAtualizacoesViga();

if (ex!=null){
throw ex;

}

return vetorDeslocamentos;

}

Resolucao_Sistema(A,X,B,n)
@Override
protected void calcular() {
this.ex = null; // zera marcador de erros de calculo

int n;

double[][] A, Triang, Pivo;
doublel] X, B;

double Max;

double Aux;

double Soma;
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int linha;

A = viga.getSolucaoContorno().getMatrizRigidez();
B = viga.getSolucaoContorno().getVetorCargas();

n = B.length;

X = new double[n];

for (inti=0;i<n;i++){
X[i] = 0.0;

}

Triang = new double[n][n + 1];
for (inti=0;i<n;i++){
Triang[i] = new double[n + 1];

}

Pivo = new double[n][n];
for (inti=0;i<n;i++) {
Pivo[i] = new double[n];

}

for (intii = 0; ii < n; ii++) {
for (int jj = 0; jj < n; jj++) {
Triang[iil[jj] = Aliil[jjl;

}
for (int i = 0; ii < n; ii++) {
Triang[ii][n + 1 - 1] = BJii];

linha =-1;

for (int kk = 0; kk < n - 1; kk++) {
Max = 0.0;
for (int ii = kk; ii < n; ii++) {
if (Math.abs(A[ii][kk]) > Math.abs(Max)) {

Max = A[ii][kK];
linha =ii;
}
}
if (Max == 0) {
this.vetorDeslocamentos = null;
this.ex = new MatrizNaolnversivelException();
return;
}

for (int jj = kk; jj < n + 1; jj++) {
Aux = Triang[linha][jjI;
Triang[linha][jj] = Triang[KK][jil;
Triang[KK][jj] = Aux;

}

for (intii = kk + 1; ii < n; ii++) {
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Pivo[ii][kk] = Triangf[ii][kk] / Triang[KK][KK];

for (int jj = kk; jj < n + 1; jj++) {
Triang[ii][jj] = Triang[ii][jj] - Pivolii][kk] * Triang[KK][jjl;

X[n - 1] = Triang[n - 1][n + 1 - 1] / Triang[n - 1][n - 1];
for (intii=n-1-1;ii>=0;ii--){
Soma = 0.0;

for (int jj = ii + 1; jj < n; jj++) {
Soma += Triang][ii][jj] * X[il;
}

X[ii] = (Triang[ii][n + 1 - 1] - Soma) / Triang]ii][ii];

this.vetorDeslocamentos = X;

}

public class Deslocada extends VigaAtributo {

public Deslocada(Viga viga) {
super(viga);

@Override
protected void calcular() {
throw new UnsupportedOperationException("Not supported yet.");

}

public double getDeslocadaAt(Elemento elemento, double x) throws MatrizNaolnversivelException

{
return calcDeslocada(elemento, x, viga.getDeslocamentos().getVetor());

}

private double calcDeslocada(Elemento elemento, double x, double deslocamentos]]) {
double L = elemento.getL();
double L2 = Math.pow(L, 2);
double L3 = Math.pow(L, 3);
double L4 = Math.pow(L, 4);
double L5 = Math.pow(L, 5);

double X = x;

double X2 = Math.pow(X, 2);
double X3 = Math.pow(X, 3);
double X4 = Math.pow(X, 4);
double X5 = Math.pow(X, 5);

double equacoes[] = new double[6];

equacoes[0] =1 - (23 * X2 /L2) + (66 * X3/L3) - (68* X4/L4) + (24 * X5/ L5);
equacoes[1] =X - (6* X2 /L) + (13 * X3 /L2) - (12* X4 /L3) + (4 * X5/ L4);
equacoes[2] = (16 * X2 /L2) - (32 * X3 /L3) + (16 * X4/ L4);



equacoes[3] = (-8 * X2 /L) + (32* X3 /L2) - (40 * X4/ L3) + (16 * X5/ L4);
equacoes[4] = (7 * X2/ L2) - (34 * X3 /L3) + (52 * X4/ L4) - (24 * X5/ L5);
equacoes[5] = (-1 * X2 /L) + (5*X3/L2) - (8* X4 /L3) + (4 * X5/ L4);

int pos = 2 * (elemento.getNolnicial().getNumeroNo() - 1);
double soma = 0.0;
for (inti=0;i<6;i++){

soma += equacoes[i] * deslocamentos[pos + i;

}

double deslocada = soma;

return deslocada;

}
}

public class Cortante extends VigaAtributo {

double vetorCortantes]];
private MatrizNaolnversivelException ex = null;

public Cortante(Viga viga) {
super(viga);

this.vetorCortantes = null;

}

public double[] getVetor() throws MatrizNaolnversivelException {
verificarAtualizacoesViga();

if (ex !=null) {
throw ex;

}

return vetorCortantes;

}

@Override
protected void calcular() {

try {

double deslocamentos|] = viga.getDeslocamentos().getVetor();
int n = viga.getQtdElementos() * 3;

vetorCortantes = new double[n];

Elemento el = viga.getElementolnicial();
while (el I= null) {
int desloc = 3 * (el.getNumeroElemento() - 1);

vetorCortantes[desloc + 0] = calcCortante(el, 0, deslocamentos);
vetorCortantes[desloc + 1] = calcCortante(el, el.getL() / 2.0, deslocamentos);
vetorCortantes[desloc + 2] = calcCortante(el, el.getL(), deslocamentos);

el = el.getProximo();

}

} catch (MatrizNaolnversivelException e) {
this.vetorCortantes = null;
this.ex = e;



{

}

}

}
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public double getCortanteAt( Elemento elemento, double x ) throws MatrizNaolnversivelException

}

private double calcCortante(Elemento elemento, double x, double deslocamentos]]) {

}

return calcCortante(elemento, X, viga.getDeslocamentos().getVetor());

double E = elemento.getE();
double | = elemento.getl();

double L = elemento.getL();
double L2 = Math.pow(L, 2);
double L3 = Math.pow(L, 3);
double L4 = Math.pow(L, 4);
double L5 = Math.pow(L, 5);

double X = x;
double X2 = Math.pow(X, 2);
double X3 = Math.pow(X, 3);

double equacoes[] = new double[6];

equacoes[0] =2 * (720 * X2 -816*L * X + 198 * L2) / L5;
equacoes[1] =2 * (120* X2 - 144 * L * X + 39 * L2) / L4;
equacoes[2] =32* (12*X -6 *L)/ L4;
equacoes[3]=16* (12*L2-60*L* X + 60 * X2) / L4;
equacoes[4] =2 * (-720 * X2 + 624 * L * X - 102 * L2) / L5;
equacoes[5]=2*(120*X2-96*L* X + 15*L2) / L4;

int pos = 2 * (elemento.getNolnicial().getNumeroNo() - 1);
double soma = 0.0;
for (inti=0;i<6;i++) {

soma += equacoes[i] * deslocamentos[pos + il;

}

double cortante = E * | * soma;

return cortante;

public class MomentoFletor extends VigaAtributo {

double vetorMomentos|[];
private MatrizNaolnversivelException ex = null;

public MomentoFletor(Viga viga) {

}

public double[] getVetor() throws MatrizNaolnversivelException {

super(viga);

this.vetorMomentos = null;

verificarAtualizacoesViga();

if (ex !=null) {
throw ex;

}



{
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return vetorMomentos;

}

@Override
protected void calcular() {

try {

double deslocamentos[] = viga.getDeslocamentos().getVetor();
intn = 3 * viga.getQtdElementos();

vetorMomentos = new double[n];

Elemento el = viga.getElementolnicial();
while (el != null) {

int desloc = 3 * (el.getNumeroElemento() - 1);

vetorMomentos[desloc + 0] = calcMomentoFletor(el, 0, deslocamentos);
vetorMomentos[desloc + 1] = calcMomentoFletor(el, el.getL() / 2.0, deslocamentos);
vetorMomentos[desloc + 2] = calcMomentoFletor(el, el.getL(), deslocamentos);

el = el.getProximo();

}

} catch (MatrizNaolnversivelException e) {
this.vetorMomentos = null;
this.ex = e;
}
}

public double getMomentoAt( Elemento elemento, double x ) throws MatrizNaolnversivelException

return calcMomentoFletor(elemento, x, viga.getDeslocamentos().getVetor());

}

private double calcMomentoFletor(Elemento elemento, double x, double deslocamentos]]) {
double E = elemento.getE();
double | = elemento.getl();

double L = elemento.getL();
double L2 = Math.pow(L, 2);
double L3 = Math.pow(L, 3);
double L4 = Math.pow(L, 4);
double L5 = Math.pow(L, 5);

double X =x;
double X2 = Math.pow(X, 2);
double X3 = Math.pow(X, 3);

double equacoes[] = new double[6];

equacoes[0] =2 * (240 * X3 -408 *L * X2 + 198 * L2 * X - 23 * L3) / L5;
equacoes[1]=2* (40* X3 -72*L*X2+39*L2*X -6 *L3)/L4;
equacoes[2] =32*(6*X2-6*L* X + L2)/L4;
equacoes[3]=16*(2*X-L)*(10*X2-10*L* X +L2) /L4,
equacoes[4] =2 * (-240* X3 +312* L *X2-102*L2* X+ 7 *L3)/ L5;
equacoes[5] =2* (40 * X3-48*L*X2+15*L2* X -L3)/L4;

int pos = 2 * (elemento.getNolnicial().getNumeroNo() - 1);
double soma = 0.0;



for (inti=0;i<6;i++){
soma += equacoes[i] * deslocamentos[pos + il;

}

double momento = E * | * soma;

return momento;

public class Reacoes extends VigaAtributo {
private double[] vetorReacoes;
private MatrizNaolnversivelException ex = null;

public Reacoes(Viga viga) {
super(viga);

this.vetorReacoes = null;

}

public double[] getVetorReacoes() throws MatrizNaolnversivelException {
verificarAtualizacoesViga();

if (ex !=null) {
throw ex;

}

return vetorReacoes;

}

@Override
protected void calcular() {

try {
this.ex = null;

double[][] matRigidezGlobal = viga.getMatrizRigidez().getMatriz();
double[] vetorDeslocamentos = viga.getDeslocamentos().getVetor();

int n = vetorDeslocamentos.length;

double F[] = new double[n];

for (inti=0;i<n;i++){
double soma = 0.0;
for (intj=0;j<n;j++) {
soma += matRigidezGlobal[i][j] * vetorDeslocamentos]j];
}
F[i] = soma;

}
this.vetorReacoes = F;
} catch (MatrizNaolnversivelException ex) {

this.vetorReacoes = null;
this.ex = ex;
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}
}

public double getReacaoForca(No no) throws MatrizNaolnversivelException {
if (no.isDeslocamentoY()) {
int pos = 2 * (no.getNumeroNo() - 1);

return getVetorReacoes()[pos] - viga.getCargas().getVetor()[pos];
} else {
return 0.0;
}
}

public double getReacaoMomento(No no) throws MatrizNaolnversivelException {
if (no.isGiro()) {
int pos =1 + (2 * (no.getNumeroNo() - 1));

return getVetorReacoes()[pos] - viga.getCargas().getVetor()[pos];
}else {
return 0.0;
}
}

}
public class Viga {
[* informag0des da viga */

private double L;

private final MatrizRigidezGlobal matrizRigidez;
private final CargasGlobal cargas;

private final SolucaoContorno solucaoContorno;
private final Reacoes reacoes;

private final Deslocamentos deslocamentos;
private final MomentoFletor momentoFletor;
private final Cortante cortante;

private final Deslocada deslocada;

[* navegacao */

private Elemento elementolnicial;
private Elemento elementoFinal,
private int gtdElementos;

[* controle alteracoes */
private int versaoConteudo;

[**

public Viga() {
this.elementolnicial = null;
this.elementoFinal = null;
this.L = 0;
this.qtdElementos = 0;

this.matrizRigidez = new MatrizRigidezGlobal(this);
this.cargas = new CargasGlobal(this);
this.solucaoContorno = new SolucaoContorno(this);
this.reacoes = new Reacoes(this);
this.deslocamentos = new Deslocamentos(this);
this.momentoFletor = new MomentoFletor(this);
this.cortante = new Cortante(this);

this.deslocada = new Deslocada(this);



this.versaoConteudo = 1;

}

/l retorna a versao do conteudo da viga
public int getVersaoConteudo() {
return this.versaoConteudo;

}

public boolean isVigaAlterada(int versaoConteudo) {
return this.versaoConteudo != versaoConteudo;

}

public void vigaAlterada() {
versaoConteudo++;

}

public void incorporarElementoAfter(Elemento novoEl, Elemento refEl) {
/I verifica se elemento realmente novo, e
/I e se o elemento de referéncia ja faz mesmo parte da lista
if (novoEl.getNumeroElemento() <= 0 && refEl.getNumeroElemento() > 0) {
if (elementoFinal == refEl) {
elementoFinal = novoEl,
}

novoEl.proximo = refEl.proximo;

novoEl.anterior = refEl;

if (refEl.proximo != null) {
refEl.proximo.anterior = novoEl;

refEl.proximo = novoEl;

/I propaga modificagdes na viga
incorporarElemento(refEl);

}

[* adiciona um novo elemento na viga (FILA) */
public void incorporarElemento(Elemento el) {

if (el.getNumeroElemento() > 0) {
/I elemento ja existe -> atualizar viga

Il retorocede caracteristicas da viga a estado antes do elemento
this.L = el.getX();
this.qtdElementos = el.getNumeroElemento() - 1;

/I Atualizar elementos atinidos

Elemento pEl = el;

while (pEl = null) {
/I atualiza caracteristicas do elemento como parte da viga
pEl.setX(this.L);
pEl.setNumeroElemento(gtdElementos + 1);

/I atualiza caracteristicas da viga
this.L += pEl.getL();
this.gtdElementos++;

pEIl = pEl.proximo;
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}

} else {

/I elemento novo

if (this.elementoFinal == null) {
this.elementolnicial = el;
this.elementoFinal = el;

}else {
this.elementoFinal.proximo = el;
el.anterior = this.elementoFinal;
this.elementoFinal = el,

if (this.elementolnicial == null) {
this.elementolnicial = el;
}
}

/I atualiza caracteristicas do elemento como parte da viga
el.setX(this.L);
el.setNumeroElemento(this.qtdElementos + 1);

/I atualiza caracteristicas da viga com entrada do novo elemento
this.L += el.getL();
this.qtdElementos++;

}

/I garante integridade de nés sobrepostos

/I que devem possuir Giro e Deslocamento coincidentes

if (el.anterior != null) {
el.anterior.getNoFinal().copiar(el.getNolnicial());
/lel.anterior.setNoFinal(el.getNolnicial());

}

if (el.proximo != null) {
/lel.proximo.setNolnicial(el.getNoFinal());
el.proximo.getNolnicial().copiar(el.getNoFinal());

}

vigaAlterada();
}

public void removerElemento(Elemento el) {
if (el.getNumeroElemento() > 0) {

Il retorocede caracteristicas da viga a estado antes do elemento
this.L = el.getX();
this.qtdElementos = el.getNumeroElemento() - 1;

/I Atualizar elementos atingidos

Elemento pEl = el.proximo;

while (pEl = null) {
/I atualiza caracteristicas do elemento como parte da viga
pEl.setX(this.L);
pEl.setNumeroElemento(this.qtdElementos + 1);

/I atualiza caracteristicas da viga
this.L += pEl.getL();
this.qtdElementos++;

PEIl = pEl.proximo;
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}
}

I refaz ligagBes entre elementos
if (el == elementolnicial) {
elementolnicial = el.proximo;

if (el == elementoFinal) {
elementoFinal = el.anterior;
}

if (el.anterior = null) {
el.anterior.proximo = el.proximo;

if (el.proximo !=null) {
el.proximo.anterior = el.anterior;

/l caso a saida conecte dois elementos...

if (el.anterior != null && el.proximo != null) {
/I garante integridade de nés sobrepostos
/I que devem possuir Giro e Deslocamento coincidentes
el.anterior.getNoFinal().copiar(el.proximo.getNolnicial());
I---

}

/I elemento ja existe -> atualizar viga
el.setNumeroElemento(0); / marca como fora da viga

vigaAlterada();

public double getL () {
return L;

}

public Elemento getElementolnicial() {
return elementolnicial;

}

public Elemento getElementoFinal() {
return elementoFinal;

}

public Elemento getElementoAt(double x) {
/I forga x nos limites da viga
if (x <0.0) {

x = 0.00;

} else if (x > getL()) {

}

x = getL();

Elemento el = elementolnicial;
double comp = 0;
while (el = null) {

comp += el.getL();

if (x <= comp) {
return el;
}

el = el.getProximo();
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return null;

}

public int getQtdElementos() {
return qtdElementos;
}

public int getQtdNos() {
return (qtdElementos > 0) ? ((gtdElementos * 2) + 1) : O;
}

public MatrizRigidezGlobal getMatrizRigidez() {
return matrizRigidez;
}

public CargasGlobal getCargas() {
return cargas;
}

public SolucaoContorno getSolucaoContorno() {
return solucaoContorno;
}

public Reacoes getReacoes() {
return reacoes;
}

public Deslocamentos getDeslocamentos() {
return deslocamentos;
}

public MomentoFletor getMomentoFletor() {
return momentoFletor;
}

public Cortante getCortante() {
return cortante;
}

public Deslocada getDeslocada() {
return deslocada;

}public abstract class VigaAtributo {

private int lastVigaUpadate;

protected final Viga viga;

public VigaAtributo(Viga viga) {

this.viga = viga;

lastVigaUpadate = viga.getVersaoConteudo() -1 ;
}

/I recalcula sempre que viga sofreu alteracoes
/I desde ultmo calculo
protected void verificarAtualizacoesViga() {
if (viga.isVigaAlterada(lastVigaUpadate)) {
this.calcular();
this.lastVigaUpadate = viga.getVersaoConteudo();
}
}
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}
}

/I (re)calcula com valores da viga atual
protected abstract void calcular();

75



