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RESUMO

DIAS, Raul P. Formulacdo do Método dos Elementos Finitos para anélise
elastica linear de porticos planos. 2014. 68 f. Trabalho de Conclusdo de Curso
(Graduagdo) — Engenharia Civil, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Campo Mourao, 2014.

Este trabalho tem por finalidade apresentar uma formulacdo do Método dos
Elementos Finitos (MEF) que contemple a analise linear de pérticos planos. Para a
obtencdo do sistema de equacfes algébricas optou-se por discretizar a estrutura
utilizando-se elementos finitos lineares, com fungdes interpoladoras de primeiro e
terceiro graus para aproximar o campo de deslocamentos na direcdo axial e
perpendicular ao eixo longitudinal do elemento, respectivamente, sendo a matriz de
rigidez elementar exibida ao longo do trabalho. De modo a validar a formulagéao
desenvolvida, elaborou-se um programa computacional composto por rotinas de
calculo interdependentes capazes de simular o comportamento estrutural de tais
elementos. Por fim realizou-se uma analise quantitativa e qualitativa dos dados
obtidos, por meio de comparacéo de resultados, de exemplos, obtidos por simulacao
numeérica com o software Ftool e a formulacdo desenvolvida.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Analise elastica linear. Porticos
Planos.



ABSTRACT

DIAS, Raul P. Finite Element Method formulation for linear elastic analysis of
plane frames. 2014. 68 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo) —
Engenharia Civil, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Campo Mouréo,
2014.

This work has the purpose of presenting a Finite Element Method (FEM) formulation
which approaches the linear analysis of plane frames. In order to obtain the algebraic
equations system it was decided to discretize the structure using linear finite
elements, with interpolation functions of first and third degree to approximate the
displacement field in the axial and perpendicular direction to the longitudinal axis of
the element, respectively, and showing the element stiffness matrix throughout the
work. With a view to validate the developed formulation it was created a free software
composed by interdependent calculus routines capable of simulating the structural
behavior of such elements. Lastly, it was done a quantitative and qualitative analysis
of the data, by the comparison of the results, of examples, obtained by numerical
simulation with the software Ftool and the formulation developed.

Keywords: Finite Element Method. Elastic linear analysis. Plane frames.
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1 INTRODUCAO

1.1 TEMA E MOTIVACAO

Todas as areas do conhecimento vém evoluindo muito ao longo dos anos. A
engenharia civil, em especial, teve de se adaptar as novas demandas da sociedade,
de forma que, a implementacéo de novas tecnologias fosse inevitavel.

Em geral, as inovacdes tecnoldgicas tém por funcdo desenvolver e
aperfeicoar um determinado produto ou atividade de maneira a tornar a vida do ser
humano mais pratica. No entanto, mesmo hoje onde maquinas e computadores
substituem muitos dos trabalhos realizados manualmente no passado, ha
necessidade da mao de obra humana, pois, apesar de os cargos e funcdes terem
mudados, as responsabilidades técnicas ainda sdo necessarias.

A engenharia de estruturas esta intimamente ligada a estes avancos
tecnoldgicos, e é de fundamental importancia para a evolugcdo da construcao civil.
Segundo Alva (2007), uma boa concepcao estrutural visa atender, de forma
simultanea, aspectos de seguranca, custo, durabilidade e uma boa compatibilizacao
com o projeto arquitetdnico. Portanto, € de suma importancia que sejam empregados
grandes esforcos intelectuais e fisicos para a escolha do modelo estrutural que
melhor se adeque a situacao problema em questao.

A evolucdo dos métodos numéricos, aplicados a solucdo de problemas
estruturais, tem tido papel importante no processo de evolucao tecnolégica citado.
Tal metodologia, além de viabilizar a resolucdo de problemas em que a solugéo
analitica descrita por modelos matematicos classicos nao € cabivel ou se torna muito
complexa, € amplamente empregada na elaboracdo de softwares de analise
estrutural.

Basicamente, a esséncia de um método numérico consiste na obtencao de
um resultado através da discretizacdo do continuo de forma a transforma-lo em
finito. Sua metodologia é baseada no emprego de algoritmos computacionais, o que
propicia a sua aplicacdo como base de calculo de programas de computador. O

avanco da informatica verificado, principalmente no que diz respeito ao aumento e
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gerenciamento da capacidade de armazenamento dos computadores pessoais,
colaborou ainda mais para a consolidacdo dos métodos numéricos como uma
potente ferramenta para o engenheiro de estruturas.

Dentre os métodos numéricos existentes um dos mais utilizados é o Método
dos Elementos Finitos (MEF). Sua popularidade se deve a sua grande preciséo,
flexibilidade e eficiéncia. De acordo com Azevedo (2003), a importancia do estudo do
MEF pelos profissionais da engenharia esta diretamente ligada ao espirito inovador,
uma vez que este metodo e a informéatica estdo associados, e ainda ressalta que
esta Ultima apresenta uma constante e rapida evolucao.

A modelagem de estruturas aporticadas ocupa uma fatia consideravel no
mercado da engenharia. A este fato atribuem-se boa flexibilidade, eficiéncia e
simplicidade quando comparadas a outros tipos de estrutura. Neste cenario pode-se
destacar ainda o emprego de pérticos planos como parte integrante de sistemas
estruturais convencionais.

Em meio ao exposto, o presente trabalho tem por objetivo principal
apresentar e implementar computacionalmente uma formulacdo baseada no método
dos elementos finitos para a avaliagdo do comportamento elastico linear de porticos

planos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Apresentar e implementar computacionalmente uma formulacdo baseada no
método dos elementos finitos para a avaliacdo do comportamento elastico linear de

porticos planos.
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1.2.2 Obijetivos especificos

e Abordar tedrica e numericamente um modelo para a andlise linear de
porticos planos tendo como base o método dos elementos finitos;

e Elaborar um programa computacional, em linguagem FORTRAN, que
contemple as diversas possibilidades de andlise elastica linear de porticos
planos;

e Analisar o comportamento elastico linear de poérticos planos, de geometrias
variadas e submetidas a carregamentos diversos;

e Avaliar a convergéncia dos esforcos internos em funcdo do refinamento da
malha utilizada;

e Estabelecer comparativos entre as diversas situacoes.

1.3 JUSTIFICATIVA

O presente Trabalho de Conclusédo de Curso tem por funcao contribuir para
0s estudos na area de engenharia de estruturas, especialmente no que diz respeito
a aplicacdo de métodos numeéricos para a resolucao de problemas da mecéanica dos
solidos deformaveis.

A formulacdo proposta foi baseada no MEF por ser este um dos métodos
mais difundidos e um dos mais empregados em softwares comerciais. A este fato
atribui-se diversos fatores, tais como grande flexibilidade na modelagem de
estruturas com geometrias variadas e submetidas as mais diversas condicbes de
carregamento, precisdo nos resultados apresentados, praticidade de manuseio,
dentre outros.

Optou-se neste trabalho pelo estudo de poérticos planos, pois estes sao
amplamente empregados dentro da construcdo civil, principalmente no setor
industrial. Em particular os porticos planos pré-moldados de concreto proporcionam
uma boa funcionalidade e competitividade econdémica, 0 que pode ser crucial na

escolha do sistema estrutural em determinadas regides. Ja em se tratando de
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estruturas metalicas, os pérticos planos conferem uma boa relacdo vao/peso préprio,
padronizacéo estrutural/construtiva, rapidez na fabricagéo e agilidade na montagem.
Vale ainda ressaltar a utilizagcdo em grande escala de porticos de concreto armado
como estruturas de contraventamento em edificios residenciais e comerciais,
garantindo sua estabilidade global. Por ultimo, mas ndo menos importante, € valido
evidenciar a utilizacdo de pédrticos em madeira em coberturas diversas e como
concepcao estrutural de casas de alto padrdo, sobretudo devido a estética e
funcionalidade dos mesmos.

O elemento finito desenvolvido € um elemento composto por dois ndés com
trés graus de liberdade (GDL) por nd, a saber: deslocamento na direcdo axial do
elemento, deslocamento perpendicular ao eixo longitudinal e rotacéo no plano. Para
aproximar os deslocamentos na direcdo axial dos elementos foram utilizadas
funcdes interpoladoras” de primeiro grau e para os deslocamentos perpendiculares
ao eixo longitudinal utilizaram-se funcdes de terceiro grau. A adocao de tais funcdes
permite a obtencdo de resultados exatos para situacbes de carregamentos
concentrados e aproximados para elementos estruturais sujeitos a carregamentos
distribuidos. Tal situacdo foi contornada através da adocdo de malhas mais
refinadas, o que leva a resultados mais proximos dos reais. Ressalta-se que, neste
trabalho, ndo foram utilizadas técnicas de pOs processamento para contornar a
perda de precisao citada.

Ainda vale destacar a importancia deste projeto dentro do ambito académico
da instituicdo. Como produto final do trabalho foi desenvolvido um programa
computacional modular, com a possibilidade de ser acoplado a outras bibliotecas
institucionais. Tal software ficara disponivel aos docentes e discentes da instituicao
de forma a auxiliar no desenvolvimento de atividades voltadas a engenharia

estrutural ou até mesmo em disciplinas da area.

" Funcdes interpoladoras. Também conhecidas como funcées de aproximacao ou de forma.
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1.4 APRESENTACAO

Neste capitulo € apresentada uma visédo geral do contetdo deste trabalho, ja
introduzido nas sec¢des anteriores.

No segundo capitulo é feita uma revisdo bibliografica de trabalhos
relacionados ao tema de estudo e que serviram como base para a execucao deste
trabalho e para situa-lo no a&mbito da engenharia de estruturas.

No terceiro capitulo € desenvolvido todo o equacionamento matematico do
MEF necessario a analise elastica linear de pérticos planos, culminando na matriz de
rigidez elementar.

No quarto capitulo sdo elencados todos os aspectos computacionais
presentes no programa de computador elaborado, mostrando o fluxograma contendo
0 esquema geral de calculo e a descricdo das sub-rotinas.

No quinto capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos por
meio da comparacao de trés exemplos de porticos planos, simulados no programa
de computador elaborado e no software Ftool.

No sexto e ultimo capitulo séo feitas as consideracdes finais e conclusdes

acerca trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Segundo Sussekind (1981) pode-se definir anélise estrutural como sendo a
area da mecéanica que dedica-se ao estudo e entendimento dos esforcos e
deformacfes as quais as estruturas estdo sujeitas quando solicitadas por agentes
externos (cargas, variacdes térmicas, recalques de apoios, etc.).

Pérticos planos sdo estruturas formadas por barras coplanares onde os
carregamentos atuantes estdo situados no mesmo plano do pértico (DIAS, 1997).
Um exemplo de poértico plano submetido a acao de forcas externas € ilustrado na

figura 1.

Figura 1 — Pértico Plano
Fonte: Adaptado de Dias (1997).

Para problemas envolvendo complexas geometrias, condicbes de

carregamento e propriedades de materiais, em geral, a obtencéo de solucdes dadas
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por métodos matematicos analiticos se torna complexo, &rduo ou nem mesmo
existem, pois sdo requeridas exaustivas resolucbes de equacOes diferenciais
(LOGAN, 2007). Nestes casos, a busca pela solucao analitica do problema se torna
inviAvel e os métodos numéricos surgem como uma poderosa ferramenta
matemética.

Logan (2007) cita o Método dos Elementos Finitos como um dos mais
importantes métodos numéricos aplicaveis em problemas nas mais diversas areas
do conhecimento. Indicando que formulacfes baseadas neste método resultam em
um sistema de equacdes algébricas, cuja resolucdo é relativamente mais simples do
gue a solucado das equacg0es diferenciais que regem os problemas.

Para Cook et al. (1989) uma das formas de se apresentar solucdes
aproximadas para sistemas continuos, contendo um numero infinito de graus de
liberdade, € discretizando os mesmos por sistemas discretos com uma quantidade
finita de graus de liberdade.

Pereira (2004) relata que atualmente, quando profissionais da engenharia se
deparam com a inviabilidade de métodos analiticos, o MEF é o método numeérico
mais utilizado para a obtencédo de solu¢des aproximadas. No ambito da engenharia
civil é de fundamental importancia o seu aprendizado para a conducao de atividades
relacionadas a estruturas e construcao civil, pois 0 manuseio errbneo ou negligente
do mesmo pode acarretar resultados que nao condizem com a realidade.

O surgimento do MEF ainda € motivo de controvérsia entre muitos autores.
Para Assan (2003) a ideia de método dos elementos finitos ndo esta vinculada a
uma pessoa ou a um grupo de pessoas da mesma época, pois ha mais de dois mil
anos, filésofos como Leucipo e Demdcrito propunham teorias que todas as coisas
eram formadas por inUmeras particulas. Mesmo Eudoxio (criador do método da
exaustdo) ja pensava em discretizar uma figura continua para facilitar determinados
calculos.

O desenvolvimento moderno do MEF se iniciou na década de 40 com o0s
trabalhos de Hrennikoff e McHenry que substituiram um elemento estrutural continuo
por estruturas reticuladas, mantendo as mesmas condicbes de geometria,
vinculacbes e carregamento. No ano de 1943, o matematico Courant propds a
criacdo de um método que fornecia solucdes de calculo de tensdes através de

formulacfes variacionais. Posteriormente, em meados da década de 50, Argyris e
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Kelsey publicaram diversos trabalhos nos quais sugeriam uma analise matricial
através de principios de igualdade de energia, o que ilustrava a importancia desta
ferramenta na decorréncia do desenvolvimento do MEF. Em 1956, nos trabalhos de
Turner, Clough, Martin e Topp estabeleceu-se pela primeira vez a formulacdo do
método dos elementos finitos conforme é conhecida na atualidade (ASSAN, 2003;
LOGAN, 2007).

Em tempos atuais, varios autores dedicaram grande parte de suas vidas
académicas ao estudo e aplicacdo do MEF, alguns deles ja citados neste trabalho
como, por exemplo, Cook et al. (1989), Logan (2007), Azevedo (2003). Além disso &
fato que o estudo do MEF continua se expandindo como ferramenta de andlise
estrutural.

De acordo com Brasil (1994 apud RODRIGUES, 2010, p. 1) foram varios os
programas comerciais destinados a esta funcado que surgiram no final da década de
1960 e que implementavam o MEF como base de célculo (SAP2000 e ANSYS, por
exemplo). Hoje em dia existem diversos outros softwares que podem ser citados
como o Strap, TQS e o Autodesk Robot.

O método dos elementos finitos ainda se faz presente nas mais diversas
areas da engenharia e tecnologia, como na modelagem de veiculos (SILVA;
TRIGUEIRO, 2003), no estudo do escoamento de fluidos (CAMPOS, 2006), na
biomedicina (MARZO, 2010), dentre outros.
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3 O MEF APLICADO AO ESTUDO DE PORTICOS PLANOS

Para o desenvolvimento desta formulagdo vale ressaltar trés preceitos
basicos. O primeiro consiste em que as cargas satisfacam as condi¢cdes de equilibrio
estabelecidas ao passo que o segundo necessita que os deslocamentos satisfacam
as condicbes de compatibilidade e, por ultimo, h& a necessidade de se obedecer a

lei constitutiva do material.

Especificamente, as condi¢des de equilibrio exigem que as cargas externas
estejam relacionadas as cargas internas de maneira Unica, e as condi¢des
de compatibilidade requerem que os deslocamentos externos estejam
relacionados as deformacgfes internas também de maneira Unica.
(HIBBELER, 2004, p.583)

Uma das maneiras de se descrever o equilibrio de uma estrutura, seja para
cada elemento que a compde ou para a mesma como um todo, é utilizando-se do
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Esse principio afirma que o trabalho
realizado pelas tensdes internas, durante uma deformacao virtual do corpo em
guestao, iguala-se ao trabalho realizado pelas acfes externas (forcas e momentos)
durante o deslocamento ou giro virtual (COOK et al.,1989; ZIENKIEWICZ &
CHEUNG, 1968).

A formulacdo do MEF que se inicia nesta secdo € referente a um unico
elemento finito de portico plano, de modo que posteriormente possa ser adequado
ao portico como um todo. Considerando-se o PTV aplicado a corpos deformaveis, a

conservacao de energia do sistema pode ser escrita como:

T=T, )

em que o indice superior ()" indica a caracteristica virtual e os termos T, e T,

representam os trabalhos interno e externo respectivamente.
Considerando-se um campo de deslocamentos e deformacdes virtuais pode-

Seé escrever:
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'I'i*:J-G-Sa*-dV+I -8y -dV (2)
\%

\
T =F-A"+M-0' 3)

De acordo com Beer e Jhonston (1996) a energia de deformacédo interna
referente a parcela da forca cortante, € pequena quando comparada aos efeitos dos
demais esforgos para o caso de elementos que nao sao relativamente curtos. Sendo
assim, optou-se por despreza-la neste trabalho.

De forma a facilitar o entendimento do equacionamento desenvolvido, o
trabalho interno foi dividido em duas parcelas: uma referente a forca normal e outra

referente ao momento fletor.

3.1 PARCELA DO TRABALHO INTERNO REFERENTE A FORCA NORMAL

Considerando na equacao (2) apenas as parcelas de tensdo e deformacao
provenientes da forca normal e introduzindo-se a lei de Hooke (4), a parcela de

trabalho interno referente a forca normal pode ser escrita pela equacéo (5).

oy =E-¢, (4)

ﬂ*:I(E-SN)-SSL-dV (5)

em que o, € a tenséo normal, E € o modulo de elasticidade longitudinal, ¢, a
deformacéo especifica e os indices ( ), referem-se a forca normal interna.

Das relacbes diferenciais entre deslocamento e deformacédo, é possivel

escrever:

(6)



20

sendo u, o deslocamento na diregéo local axial do elemento (figura 2).

Substituindo-se as rela¢des (6) na equagédo (5), considerando-se o principio
de conservacdo de energia (1) e transformando a integracdo no comprimento do
elemento, € possivel obter-se:

*

L
EAI du, doU; gy —F.sul’ (7)
o dx, dx

S

Figura 2 — Coordenadas locais, axial e normal do elemento
Fonte: Autoria propria.

O Método dos Elementos Finitos prevé que o campo de deslocamentos de
um elemento deve ser aproximado, a partir dos deslocamentos nodais, por funcées
aproximadoras de grau convenientemente adotado (COOK et al., 1980). Dessa
forma, utilizando-se as mesmas fungbes para aproximar tanto os deslocamentos
reais quanto os virtuais, o campo de deslocamentos axiais de um elemento pode ser
escrito de forma genérica como segue:

u5=¢1-ui+¢2~u2 ; 6u;=¢1~8uf+¢2~6u§* (8)

S

sendo ¢, e ¢, as fungdes interpoladoras mencionadas
Admitindo-se funges lineares para ¢, e ¢, e considerando-se as condi¢des

de contorno expressas em (9), € possivel estabelecer as funcdes interpoladoras
conforme descritas nas equac¢des (10) (SORIANO, 1981).

. _ it - . _ —12
Para: x,=0 — u,=u; ; Para: x,=L — u,=u; 9)
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X X
—1__58 X =_S5 10
b=1- 5 b= (10)
Substituindo-se (8) em (7), obtém-se:
" d d
1 2 1% 2% _ i *
EAL o [0, Ut +9, .us]-—dXS [0, -Ut +¢,-u2" |-dx, =F-8ul (11)
gue genericamente assume a forma:

“dg, do,
EA-u. -Su‘;J. —. —dx_ =F-8u (12)

o dxg dxg

No PTV os deslocamentos virtuais sao arbitrarios e podem assumir valores
guaisquer nao nulos (BEER; JOHNSTON, 1996). Assim, admitindo-se valores

unitarios, a equacao (12) pode ser reescrita como:

(EAJ‘ %-%dxs}ug =F (13)

o dx, dxg

gue na forma matricial assume a forma:
k] {un) ={Ri} (14)

onde [k,| representa a matriz de rigidez do elemento; {u,} é o vetor de

deslocamentos nodais em coordenadas locais e {FN} representa o vetor de forcas

externas aplicados aos nos, também em coordenadas locais.

Substituindo-se as funcbes de aproximacdo em (13) e efetuando-se os
processos de diferenciacéo e integracdo, a matriz de rigidez do elemento escrita em
coordenadas locais e relacionada apenas a parcela de forca normal pode ser escrita

COmo segue.
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(15)
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3.2 PARCELA DO TRABALHO INTERNO REFERENTE AO MOMENTO FLETOR

Na equagdo (2), considerando-se apenas as parcelas de tensdo e

deformacé&o provenientes do momento fletor, pode-se escrever:
T :I o, - o8¢, -dV (16)
\%

Considerando-se a lei de Hooke e a equacéo diferencial da linha elastica em
elementos fletidos (BEER; JOHNSTON, 1996), tem-se:

d?u \ d?su;
cYM:E'SM:E'yn'dxg , 88M:yn'Tzn (17)

em que u, representa o0 deslocamento na dire¢do normal do elemento

(perpendicular ao seu eixo longitudinal) conforme a figura 3.

Figura 3 — Secdo genérica de um elemento finito
Fonte: Autoria propria.

Substituindo-se as relagbes (17) na equacéo (16), obtém-se:

, d?u d?su’ b dtu o
T =E oy 2% gy = B y?2oo—n. 2% ga 18
' jv[y” dxzj (y“ dxzj _L Yo dx.? dx.? (18)

S S
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Considerando-se que:

,=[y2-dA (19)

a equacao (18), que juntamente com a parcela do trabalho externo, assume a forma:

L 2 2 *
e | S8 A0 g su M50 (20)
o dx.° dx '

S
Para a definicdo da funcdo de aproximacdo utilizada para aproximar o
campo de deslocamentos na direcdo normal do elemento foi considerado neste

trabalho apenas a presenca de carregamentos nodais. Assim, € possivel escrever:

d*u
=0 21
dx.* (1)
E, portanto:
u, (XS) =, +0,X, + ocsxz + oc4X§ (22)

A partir das variaveis nodais ilustradas na figura 4, pode-se estabelecer as

seguintes condicfes de contorno:

Para: x,=0 — u =uU} ; dun:el
dx, (23)
Para: x, =L — u,=U> ; du":62

" odx
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Figura 4 — Deslocamentos normais e giros em coordenadas locais
Fonte: Autoria propria

Resolvendo-se o sistema de equacdes gerado pelas equacdes (23), (22) e

conforme Logan (2007) é possivel estabelecer as fungdes interpoladoras que

seguem:
3x: 2x3) . 2x2 x2) . 3x:2 2x3) . xz x¢
(I)l:[l_ L2 + L3J1¢2:(XS_ L +EJ!¢3:(L2 - L3j’¢4:(_r+gj (24)
Sendo:
un(Xs):d)l.ui+¢2'61+¢3'u§+¢4.92 (25)

Substituindo-se (25) em (20), considerando-se as mesmas funcbes de
aproximacado (25) para aproximar o campo de deslocamentos virtuais e, por fim,

considerando esses Ultimos unitarios, obtém-se:



El [I - ' % u + do, | %, 0, dXSJ:Fi +M,

o dx. dx, " dx, dx

S

gue na forma matricial assume a forma:

[k ] {unf = {Fa}
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(26)

(27)

em que [k,] representa a matriz de rigidez do elemento; {u,}é o vetor de

deslocamentos e giros nodais em coordenadas locais e {FM} representa o vetor de

forgas e momentos externos aplicados aos nos, também em coordenadas locais.

Substituindo-se as funcbes de aproximacdo em (26) e efetuando-se os

processos de diferenciacéo e integracdo, a matriz de rigidez do elemento escrita em

coordenadas locais e relacionada apenas a parcela de momento fletor normal pode

ser escrita como segue.

(12 6 12 6]

L2 L L2 L

S 4 &5
kl == .

YoLj12 6 12 6

L2 L L2 L

s 5, & 4

L L L |

3.3 MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

(28)

A partir do exposto nos itens 3.1 e 3.2 deste trabalho, pode-se definir o

sistema de equacles algébricas referente ao estudo de poérticos planos e a

consequente matriz de rigidez do elemento escrita em coordenadas locais.
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4 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Como mencionado anteriormente, neste trabalho foi desenvolvido um
programa computacional em linguagem FOTRAN que contempla a andlise linear de
porticos planos via MEF. De um modo geral pode-se dividir o programa em trés
maodulos principais: entrada de dados, processamento e saida de resultados.

O primeiro médulo tem como objetivo fornecer ao software, por meio de um
arquivo de texto previamente elaborado, os dados gerais do portico a ser analisado.
Dentre os dados pode-se citar: propriedades fisicas e geométricas, carregamentos e
vinculagdes. Neste médulo s&o ainda fornecidas as informacgdes relativas ao namero
e disposicdo geométrica dos elementos finitos considerados para a analise.

O modulo de processamento tem por funcdo executar todos os calculos
necessarios a analise vigente. A sequéncia de calculos contempla,
predominantemente, a montagem da matriz de rigidez e do vetor de cargas da
estrutura, a resolucédo do sistema linear de equacdes algébricas e a determinacéo
dos deslocamentos e dos esforcos internos.

Apés o processamento, no modulo de saida de resultados todas as
informacdes obtidas sdo organizadas de uma forma clara e objetiva em um arquivo

de texto.

4.1 ESQUEMA GERAL DE CALCULO

A figura 5 apresenta o fluxograma do programa elaborado. A descricdo de

cada rotina especifica € apresentada na proxima secao deste trabalho.



FORGA
RESULTANTE

INiCIO

DECLARACAO
DE VARIAVEIS

g

ABERTURA DE
ARQUIVOS

29

ARQUIVO DE
ENTRADA

(:txt)

LEITURA DE
DADOS

VETOR DE
ESFORCOS

%

MONTAGEM DE
MATRIZES

!

RESOLUCAO DE

MOMENTO
RESULTANTE

SISTEMA

REAGOES DE
APOIO

FORGA
NORMAL

~

FORCA
CORTANTE

MOMENTO
FLETOR

|

| S

SAIDA DE

DADOS

ARQUIVO DE

||

FECHAMENTO
DE ARQUIVOS

FIM

Figura 5 — Esquema geral de célculo

Fonte: Autoria propria.

SAIDA(.txt)
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As cores foram propositalmente utilizadas de acordo com os modulos do
programa, de modo que o cinza, vermelho, verde e amarelo representam

respectivamente, a entrada de dados, processamento, saida de resultados e

arquivos de textos externos.

4.2SUB-ROTINAS

4.2.1 Declaracao de variaveis

Neste modulo sdo alocadas e declaradas todas as variaveis a serem

utilizadas ao longo do programa.

4.2.2 Abertura de arquivos

Nesta sub-rotina séo escolhidos os nomes do arquivo de entrada, que possui
os dados a serem interpretados pelo programa, e do arquivo de saida de resultados
gue conterd as informacdes desejadas relativas a deslocamentos e esforcos

internos.

4.2 .3 Leitura de dados

Esta etapa tem por funcdo sincronizar os dados de entrada, extraidos do

arquivo de entrada, com as variaveis declaradas no modulo inicial.
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4.2.4 Propriedades geométricas

Nesta sub-rotina sdo determinadas as propriedades geométricas de cada

elemento em anélise, ou seja, seus comprimentos e cossenos diretores.

4.2.5 Forga resultante

Esta sub-rotina tem por funcdo criar uma matriz [FR] gue apresenta as

componentes retangulares de uma forca resultante qualquer, nas direcdes x e y do
sistema de coordenadas cartesianas bidimensional, para cada no, conforme a figura
6 que segue. Para entrar com os dados de forca no programa primeiramente &
considerado seu médulo, depois a sua inclinacdo em graus com relacdo a horizontal
e por ultimo seu no de aplicacdo. Assim, a partir das projecdes da forca na direcédo
dos eixos coordenados, € possivel obter as componentes da for¢ca de acordo com a
equacao (30). Vale ainda ressaltar que, para a transicdo de carregamentos
distribuidos em concentrados, sdo consideradas as tabelas de engastamento

perfeito.

FX =

NO

Figura 6 — Componentes retangulares de uma forca
Fonte: Autoria propria.
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R
B (30)

4.2.6 Momento resultante

De forma similar a sub-rotina anterior, esta tem por funcdo criar um vetor

[M.] que apresenta 0 momento resultante para cada n6 da estrutura, de forma que,

caso haja mais de um momento aplicado no mesmo nd, os mesmos sdo somados
conforme figura 7. Os dados de entrada dos momentos no programa sao mais
simples quando comparados a entrada das forgas, pois necessita apenas do valor

(positivo para giro anti-horario e negativo para horario) e do n6 de aplicacéo.

NO NO
® o
M2
M1 MR = M1 - M2
Vv v

Figura 7 — Momento resultante de um né
Fonte: Autoria propria.

4.2.7 Vetor de esforcos

Nesta sub-rotina é criado o vetor de forcas externas [Esf], de acordo com a

equacao (31), que tem por funcédo unificar as forcas e momentos nodais da estrutura.
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[Esfl=| : (31)

4.2.8 Montagem de matrizes

Nesta sub-rotina sdo montadas a matriz de rigidez do elemento em
coordenadas locais, a matriz de transformacéo (rotacao) de coordenadas locais para
globais, a matriz de rigidez do elemento em coordenadas globais e, por fim, a matriz

de rigidez global para a estrutura.

4.2.8.1 Matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais

A partir das caracteristicas fisicas e geométricas de cada elemento finito é

possivel criar a matriz de rigidez local do elemento [kL]conforme apresentado na

equacao (29).

4.2.8.2 Matriz de transformacédo de coordenadas

A matriz [R] em questao tem por funcao transformar a matriz de rigidez do

elemento [k, | escrita em coordenadas locais x, e y,, em uma matriz [k;]escrita

em coordenadas globais, estabelecidas de acordo com o plano de coordenadas

cartesianas bidimensional.
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>
X

Figura 8 — Eixos locais e globais
Fonte: Autoria propria.

A figura 8 ilustra os sistemas de coordenadas locais e globais para o
elemento finito. A mudanca de coordenadas dos deslocamentos nodais deve ser
feito a partir dos cossenos diretores do elemento segundo as equacgdes (32) e (33)

gue seguem:
u, =-u,-sena+u, -cosa (32)
U, =U, -cosa +U, -sena, (33)

Considerando-se os deslocamentos e giros nodais dos dois nos do elemento,

as equacoes (32) e (33) podem ser reescritas na forma matricial:

[ cosa  sena 0 0 0 0
—-Sena.  Cosa 0 0 0 0
R] = 0 0 1 0 0 0 (34)
0 0 0 cosa  sena 0
0 0 0 —-Sena.  Cosa 0
| O 0 0 0 0 1 ]
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4.2.8.3 Matriz de rigidez do elemento em coordenadas globais

Antes de partir para a montagem da matriz de rigidez global da estrutura, é

criada a matriz de rigidez global do elemento [kG] que é obtida multiplicando-se
previamente a matriz [k _| pela matriz transposta de [R] e posteriormente pela

prépria [R] (LOGAN, 2007). A equacao (35) ilustra o procedimento:

[ke]=[R]' -[k.]-[R] (35)

4.2.8.4 Matriz de rigidez global da estrutura

Uma vez definidas as matrizes de rigidez dos elementos em coordenadas
globais, basta agrupa-las em uma Unica matriz [K] de maneira que cada matriz
elementar ocupe a posicao correta na matriz global estrutural. Por questdes praticas,

a matriz de rigidez global para a estrutura serd mostrada de maneira genérica a

medida que suas dimensdes sdo modificadas para cada situacdo. Pode-se notar que

em alguns termos da matriz [K] ocorrem somas em funcdo da presenca de nés

comuns a dois ou mais elementos.

M1 1 1 1 1 1
k11 k12 k13 k14 k15 k16

1 1 1 1 1 1
k21 k22 k23 k24 k25 k26

1 1 1 1 1 1
k31 k32 k33 k34 k35 k36

(36)

- O O O O O O

0 0 O 0 0 0 - Kl
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4.2.9 Condicbes de contorno

A matriz [K] apresentada anteriormente ndo é inversivel, uma vez que seu

determinante € igual a zero (matriz singular). Para que seja viavel sua inverséo
durante o processo de resolucdo do sistema de equacdes algébricas, torna-se
necessario transforma-la em uma matriz ndo singular introduzindo-se as condi¢cfes
de contorno do problema.

A técnica que foi empregada consiste em impor ao sistema de equacdes que
o grau de liberdade impedido (deslocamento ou giro nodal) tenha um resultado nulo.
Assim, na matriz de rigidez global da estrutura, a posicdo na diagonal principal
referente ao no e graus de liberdade restritos € substituida pela unidade e as demais
posicOes de linha e coluna sdo “zeradas”. Da mesma forma, no vetor de cargas
global, é também anulada a posicéo referente ao n6 e graus de liberdade restritos. O

processo genérico pode ser melhor visualizado na equacéao (37).

Ky 0 ki ki 0 kg 0 | F
0 1 O 0 0 0 0 0
ka 0k ky 0 ki 0 M;
Ki, 0 ki, ki, +k% O ki +k? 0 F2
[Kl] — (A)ll O 83 44 O 11 1 46 O 13 O ’ [ESf] — ox (37)
keo O Kg Kg+ksy 0 kgg+ky 0 M3
|0 0 O 0 0 0 - K| M|

4.2.10 Resolucéo de sistemas

A resolucéo de sistema linear de equacdes foi realizada através do método

de eliminacédo de Gauss com pivoteamento parcial.
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Apos a resolucdo de sistema foi obtido o vetor de deslocamentos nodais

[Des]. De posse de tais valores, as reagfes nos apoios podem ser obtidas através

da multiplicacdo da matriz de rigidez global pelo vetor de deslocamentos nodais. No

software é obtido, entdo, o vetor [Reacao] que disponibilizara ndo somente as

reacbes de apoio como também as forcas e momentos aplicados nos nés néo-

vinculados.

[Reacao] = [K]:[Des] ; [Des]=| i | ; [Reacao] =

4.2.12 Forca normal

(38)

De modo a construir um vetor que exiba as forcas normais para cada barra,

faz se necessario a utilizacdo da Lei de Hooke e demais definicbes da mecéanica dos

sélidos. Para tal serdo utilizadas as correlacdes expressas pela equacgao (39).

A partir da equacéo (39) tem-se:

N=EAs — N:EALdUSJ
dx

S

(39)

(40)
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O vetor de deslocamentos nodais é escrito em coordenadas globais, sendo
assim, necessaria uma transformacdo de coordenadas globais para coordenadas
locais por meio das equacbes (32) e (33) vistas anteriormente. Partindo-se da
premissa de que o campo de deslocamentos de um elemento é aproximado através
de seus deslocamentos nodais pelas funcdes interpoladoras, pode-se construir a
expressdo da forgca normal atuante em um elemento por meio de seus

deslocamentos nodais, conforme apresentado na equacéo (41).

_dl 2._d¢1d¢2._ 1112
N_EAEZ{%%+4@%],N_EA{Efus+afus P N=BA[| —= Juy+| = Ju |(42)

S S

No programa em questéao a for¢ga normal por elemento é exibida em um vetor

[N] expresso pela equacéo (42).

Nl
N =| : (42)
Nn

4.2.13 Momento fletor

Esta sub-rotina visou estabelecer os momentos fletores para cada barra.
Neste caso, diferentemente da forca normal, na maioria dos casos a funcéo
momento ndo sera constante, tornando-se necessario estabelecer alguns critérios

para o calculo e a interpretacéo dos valores obtidos. Considerando-se que:

d2u d2o, , d2o, , d29, , d%
M(x_) = El—= = E| Lty — 29— 32—t g2 43
(%) dx_? {dx2 " odx.? dx? " dx.J? (43)

S S S S S

Sendo:
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3x:  2x¢ do,  6x, 6x dzg, 6  12x_,

o, =1-—+—7 —> =+ —= > > =——+ ;
L2 L3 dx, L2 L3 dx? L2 L3
b = x _2x§+x_§ R d¢2_1_4x5+3x§ N d2¢2__ﬂ+6xs_
27 L dx, L L2 dx,> L L2’ (44)
3ax2 2x3 d, 6x, 6x° d2p, 6 12x
_ s _ s 3 _ s _ s 3 _ = _ S .
¢3 - - - - 2 !
L2 L3 dx, Lz L3 dx2? L2 L3
d):x_i_x_ﬁ_) dp, _3xg  2x, o, 9%, _6x, 2
e L dx, Lz L dx” L2 L

S S

Para casos em que a funcdo momento ndo é constante faz-se necessario
escolher alguns pontos ao longo do elemento para serem representados. Neste

trabalho é criado um vetor [M] com momentos no inicio (x, =0), meio (x,=L/2) e

fim (X, =L) do elemento.

M=| ° (45)

4.2.14 Forga cortante

Esta sub-rotina teve por objetivo determinar as for¢cas cortantes em cada
elemento do portico em analise. De uma maneira geral o calculo € semelhante ao
célculo efetuado para o momento fletor, porém diferird quanto ao grau de derivagéo

das funcdes interpoladoras, conforme mostra a equagéao (17).
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3 3 3 2
V(xs):dM:EI d¢§ui+d¢§el+d¢§u§+—d ¢;‘62 (46)
dx dx, dx, dx, dx

S
Assim, derivando mais uma vez a equacao (46), tem-se:

d%, 12 d%, 6 . d¥%, 12 = d%, 6
3: , 3 = — y 3 = —— y 3 = — (47)
dx L3 dx L2 dx L3 dx L2

S S S S

Foi visto que a funcdo momento pode ser no maximo de 1° grau, implicando
que a funcédo da forga cortante serd no maximo constante ao longo da barra. Dessa
forma, ndo houve a necessidade de calcula-la em mais de um ponto ao longo do

elemento. Logo, pode-se criar um vetor [V] que contenha o valor de for¢a cortante

para cada elemento finito conforme ilustra a equagéo (48).

Vl
v]=| : (48)
Vn

4.2.15 Saida de dados

Esta sub-rotina visou criar um arquivo de texto de saida que contemple os
resultados almejados ao longo do programa (forcas internas e deslocamentos/giros

nodais).

4.2.16 Fechamento

Trata-se da sub-rotina que finaliza o programa, fechando os arquivos abertos
no item 4.2.2. Ao final deste trabalho é apresentado de forma anexa o codigo fonte

do software elaborado.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 EXEMPLO 1

O exemplo representado na figura 9 trata-se de um pértico plano com onze

nés e dez barras, todas compostas pelo mesmo material (m6édulo de elasticidade

longitudinal E =20500 kN/cm?), &area da secdo transversal A=4875cm’® e
momento de inércia 1=1865,46 cm”. As condi¢cdes de carregamento e vinculagdo

séo apresentadas na figura.
A estrutura em questao foi simulada no programa de computador criado. Os
resultados de deslocamentos, giros e forcas internas alcancados e os provenientes

do Ftool foram reunidos nas tabelas 1 e 2.

12.00 kN

6.00 kN 6.00 kN

5.00 KN 6.00 kN

6.00 KN 6.00 kM

50 cm S0 cm

k] 12 00 kN 12.00 kN
5"—1_
° A @ (@
e
(o]
L
=
o 1 10
(o]
cc:
AN
200 cm I_EDD cm I_.ZDD cm I_EDD cm I_.ZDD cm I_EDD cm I_.ZDD cm I_.ZDD cm

Figura 9 — Pértico plano submetido apenas a carregamentos concentrados.
Fonte: Autoria propria.
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Tabela 1 — Deslocamentos e giros nodais —resultados para comparagéo.

Deslocamentos e giros nodais

Programa criado Ftool
. Deslocamentos Deslocamentos Giro em Deslocamentos Deslocamentos Giro em
NO em x (cm) em y (cm) torno de z em x (cm) em y (cm) torno de z

(rad) (rad)
1 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
2 -5,3426779 -0,0288180 -0,0186723 -5,3426779 -0,0288180 -0,0186723
3 -3,8629796 -5,9620371 -0,0368546 -3,8629796 -5,9620371 -0,0368546
4 -1,9894823 -13,4692145  -0,0354907 -1,9894823 -13,4692145  -0,0354907
5 -0,56377755 -19,2879923  -0,0210495 -0,56377755 -19,2879923  -0,0210495
6 0,0000000 -21,4498069 0,0000000 0,0000000 -21,4498069 0,0000000
7 0,5377755 -19,2879923 0,0210495 0,5377755 -19,2879923 0,0210495
8 1,9894823 -13,4692145 0,0354907 1,9894823 -13,4692145 0,0354907
9 3,8629796 -5,9620371 0,0368546 3,8629796 -5,9620371 0,0368546
10 5,3426779 -0,0288180 0,0186723 5,3426779 -0,0288180 0,0186723
11 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
Fonte: Autoria propria.
Tabela 2 — Esfor¢os internos — resultados para comparacao.
Esforcos internos

Programa criado Ftool
Bar M. inicial M. meio M. final Cort. Normal M.inicial M. meio M. final Cort. Normal
(KN.cm) (kN.cm) (kN.cm) (kN) (KN) (kN.cm) (kN.cm) (kN.cm) (kN) (KN)
1 3700,61 -892,58 -5485,77 -11,48 -36,00 3700,61 -892,58 -5485,77 -11,48 -36,00
2 -5485,77 -3372,85 -1259,92 20,50 -16,96 -5485,77 -3372,85 -1259,92 20,50 -16,96
3 -1259,92 253,00 176593 14,68 -1551 -1259,92 253,00 176593 14,68 -15,51
4 1765,93 2678,86 3591,78 8,86 -14,05 1765,93 2678,86 3591,78 8,86 -14,05
5 3591,78 3904,71 4217,63 3,04 -12,60 3591,78 3904,71 4217,63 3,04 -12,60
6 4217,63 3904,71 3591,78 -3,04 -12,60 4217,63 3904,71 3591,78 -3,04 -12,60
7 3591,78 2678,86 176593 -886 -14,05 3591,78 2678,86 176593 -8,86 -14,05
8 1765,93 253,00 -1259,92 -14,68 -1551 1765,93 253,00 -1259,92 -14,68 -15,51
9 -1259,92 -3372,85 -5485,77 -20,50 -16,96 -1259,92 -3372,85 -5485,77 -20,50 -16,96
10 -5485,77 -892,58 3700,61 11,48 -36,00 -5485,77 -892,58 3700,61 11,48 -36,00

Fonte: Autoria préopria.

De acordo com os resultados apresentados nas tabelas de 1 e 2 pode-se

perceber que o equacionamento foi desenvolvido e implementado de forma correta

no software elaborado, pois os resultados obtidos, quando confrontados com os

fornecidos pelo Ftool, se mostraram precisos, com erros ha ordem da quinta casa

decimal apés a virgula para os deslocamentos e giros nodais, e iguais para 0s

esforcos internos.

E interessante verificar que a obtencdo de resultados precisos se deu

utilizando-se um namero reduzido de elementos finitos, ou seja, um elemento por

barra e/ou a divisdo das barras do pértico de forma a coincidir nés com
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carregamentos aplicados. Este comportamento ja era esperado, pois as funcdes de
aproximacao utilizadas para modelar os deslocamentos axial e normal ao elemento
coincidem com a real distribuicdo de deslocamentos de porticos submetidos apenas

a carregamentos concentrados.
Por dltimo ainda vale ressaltar que o exemplo em questédo trata-se de um

portico hiperestatico, o que comprova a eficiéncia do programa para diferentes graus

de estaticidade.

5.2 EXEMPLO 2

Neste exemplo € apresentado um pértico plano com quatro nés e trés
barras. Todas as barras sao feitas do mesmo material, cujo modulo de elasticidade é

E = 2500 kN/cm?. Como caracteristicas geométricas tém-se as barras verticais com
area de secdo transversal A =800 cm® e momento de inércia |1=106666,67 cm*. Ja

a barra horizontal possui A =2400cm’ e |=720000 cm®. As condicGes de

vinculacdo e de carregamento sao apresentadas na figura 10.

0,25 kN/cm

IRNNNNNY

od
od

"I ©

300 cm

Y @ @
700 cm

| |

Figura 10 — Pértico plano submetido a carregamentos distribuidos
Fonte: Autoria propria.

Diferentemente do exemplo anterior o pértico em questdo possui apenas
carregamento distribuido, o que implica em dizer que, ao utilizar a formulacdo

proposta com um numero reduzido de elementos finitos, os resultados obtidos
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tendem a apresentar erros quando comparados aos resultados de referéncia. Esses
erros tém suas magnitudes elevadas a medida que se aumenta o grau da funcéo
representativa do carregamento distribuido.

Uma vez que o programa ndo prevé um pds processamento de resultados,
uma maneira de se minimizar os erros é através do refinamento da malha, ou seja,
aumentando o numero de elementos finitos na discretizacdo estrutural. O
carregamento distribuido € entdo concentrado nos ndés assumindo que a ligacédo
entre os elementos seja perfeitamente rigida.

De modo a validar os resultados obtidos, escolheram-se cinco pontos de
analise em cada barra para fazer a comparacdo com a solucdo fornecida pelo
software Ftool. Os resultados foram entdo apresentados dividindo-se as barras do
portico em quatro partes, ou seja, inicio, meio e fim das barras do portico, bem como
em pontos intermediarios (£ =0, {=1/4L, L =1/2L, 2 =3/4AL e I =L da barra, onde L é
0 comprimento total da barra).

A simulagdo numérica foi realizada utilizando-se quatro malhas distintas.
Assim, foram verificados os deslocamentos nodais e esfor¢cos internos nas barras
guando se considerou malhas compostas por elementos Unicos nas barras verticais
e a barra horizontal dividida em dois, quatro, oito e dezesseis elementos.

Na sequéncia, a tabela 3 traz os resultados de esforgos internos para todas
as barras do portico apenas para a malha mais refinada. Ja os graficos das figuras
de 11 a 13 trazem um comparativo das forcas internas da barra horizontal em fungéo

da malha utilizada.
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Tabela 3 — Esforgos internos — resultados para a malha mais refinada (16 elementos).

L =700¢cm

Barra 01
Distancia Momento Cortante Normal
(cm) (kKNcm) (KN) (kN)
L =0.00 2069,24 -20,76 -87,47
L = 75.00 511,93 -20,76 -87,47
L = 150.00 -1045,39 -20,76 -87,47
L = 225.00 -2062,70 -20,76 -87,47
L = 300.00 -4160,02 -20,76 -87,47
Barra 02
Distancia Momento Cortante Normal
(cm) (kKNcm) (KN) (kN)
L =0.00 -4120,14 82,03 -20,76
L =175.00 7364,23 61,27 -20,76
L = 350.00 11192,36 0,00 -20,76
L =525.00 7364,23 -61,27 -20,76
L = 700.00 -4120,14 -82,03 -20,76
Barra 03
Distancia Momento Cortante Normal
(cm) (kNcm) (KN) (KN)
L =0.00 2069,24 20,76 -87,47
L = 75.00 511,93 20,76 -87,47
L = 150.00 -1045,39 20,76 -87,47
L = 225.00 -2062,70 20,76 -87,47
L = 300.00 -4160,02 20,76 -87,47
Fonte: Autoria prépria.
o em L=175¢cm L =350 cm L =525cm
Flool 4 BElementos
16 Elementos 2 Elementos
8 Elementos

Figura 11 — Pértico For¢ca normal (kN) com variacdo da malha na barra horizontal

Fonte: Autoria propria.
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L=0cm L=175cm L =350 cm L=525ecm L =700 ¢cm

87,50

D3 78,56
71,78

5,52 85,62
8 ., -
30,76 32,41
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| 10,25
-10,25 '
1914
-9 2051 307

51,27
:2;3% ST 7 78

Ftool 030 8208 =
16 Elementos 2 Elementos ’

& Elementos

Figura 12 — Forga cortante (kN) com varia¢c&do da malha na barra horizontal

Fonte: Autoria prépria.
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-4160,02 -4180,02
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11152 !
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11311.89
11790/60
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Figura 13 — Momento fletor (kN.cm) com variacdo da malha na barra horizontal
Fonte: Autoria préopria.

Neste exemplo pode-se perceber de forma visual a tendéncia que os
resultados tém de se aproximarem dos reais a medida que a malha vai sendo
refinada. Tal comportamento pode ser entendido através da andlise do campo de
deslocamentos verticais que ocorre na barra horizontal.

Na formulacdo aqui apresentada, optou-se por aproximar o campo de
deslocamentos normal ao longo do elemento, por meio de polinbmios de terceiro
grau (equacgao 22). Em situacOes de carregamentos concentrados, tem-se que 0

campo real de deslocamentos nos elementos fletidos, aqui tratados, é representado
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por polinbmios de terceiro grau, 0 que coincide com a proposta apresentada. Sendo
assim, os resultados obtidos tendem a ser precisos conforme pode ser visto no
exemplo anterior.

No entanto, quando se aborda problemas com carregamentos
uniformemente distribuidos (caso tratado neste exemplo), o campo de
deslocamentos reais tem comportamento representado por funcdes de quarto grau.
Sendo assim, a formulacdo apresentada interpola os valores nodais a partir de
funcBes matematicas que ndo coincidem com a real representacao. A medida que se
considera um maior nimero de elementos, mais valores nodais sdo obtidos e, assim,
a aproximacao feita pelos polindbmios cubicos tendem a se apresentar mais proxima
da solucéo real.

Ainda é possivel notar que os esforcos internos e deslocamentos sofrem
alteracdes bruscas nas primeiras subdivisbes e depois vdo se suavizando, o que
comprova que a precisdo dos resultados ndo é linearmente proporcional ao
refinamento da malha.

Por fim, vale ressaltar que no software implementado a precisdo do
resultado final deve ser controlada pelo proprio usuario, ou seja, deve-se utilizar

manualmente malhas mais refinadas em funcéo do grau de precisdo almejado.

5.3 EXEMPLO 3

Neste udltimo exemplo € apresentado um portico plano com uma barra
inclinada submetida a um carregamento constante na vertical, conforme ilustra a
figura 14. A secdo transversal é uniforme para toda estrutura e possui area
A =450 cm?, momento de inércia 1=33750 cm” e é composta por um material cujo

maédulo de elasticidade longitudinal é E =10000 kN/cm?.

Da mesma forma que foi feito no exemplo da subsecao anterior, em virtude
do carregamento distribuido, serdo analisados os resultados dos esforcos internos
para diferentes numeros de elementos. Todavia, ao invés de tabelas e gréficos,
serdo utilizados diagramas de forcas internas para estabelecer as comparacoes, de

modo que a primeira andlise sera feita subdividindo-se a barra inclinada em cinco
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elementos e na segunda a mesma sera subdividida em dez elementos. Em ambos
0S casos, as demais barras sao divididas em apenas um elemento finito, ou seja, um
elemento coincidindo com a barra do pértico.

Tanto as condi¢cOes de carregamento quanto as condi¢des de vinculagcéo sao

apresentadas na figura 14 que segue.

1.00 kN/em 8.00 kN
I i i i i 2 3%0,30 kNcm
l ® 8 @
e
© 1
o 4
o
=r
| @
B “a
300 cm 300 cm 100 |cm

Figura 14 — Pértico plano submetido a carregamentos concentrados e distribuidos
Fonte: Autoria prépria.

As figuras que seguem trazem os diagramas de forcas internas com os
resultados obtidos via software implementado utilizando-se diferentes malhas e
também a solucdo fornecida pelo programa Ftool. Assim, as figuras 15 e 16
apresentam os diagramas de for¢ca normal, enquanto que os diagramas de forca

cortante sdo apresentados nas figuras 17 e 18.
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Figura 15 — Diagrama de forca normal (kN) para uma malha de cinco elementos
Fonte: Autoria propria.
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Figura 16 — Diagrama de for¢ga normal (kN) para uma malha de dez elementos
Fonte: Autoria propria.
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Figura 17 — Diagrama de forca cortante (kN) para uma malha de cinco elementos
Fonte: Autoria propria.

8,008,00

Ftool
— 10 elementos

48,95 49,89

vy

Figura 18 — Diagrama de forca cortante (kN) para uma malha de dez elementos
Fonte: Autoria prépria.

Para finalizar, as figuras 19 e 20 trazem os diagramas de momento fletor

para o portico em questao.
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Figura 19 — Diagrama de momento fletor (kN.cm) para uma malha de cinco elementos

Fonte: Autoria préopria.
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Figura 20 — Diagrama de momento fletor (kN.cm) para uma malha de dez elementos
Fonte: Autoria propria.
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Novamente este exemplo aborda o caso de pérticos submetidos a
carregamentos distribuidos. Neste caso, além do carregamento uniforme
perpendicular a barra inclinada, tem-se ainda um carregamento uniformemente
distribuido ao longo do seu comprimento, o que implica em uma variacao linear para
a forca normal em sua extenséao.

Cabem aqui todas as observagOes feitas no exemplo 2 apresentado.
Também neste caso, o campo de deslocamentos real normal a barra é representado
por uma funcdo de quarto grau sendo aproximado por funcdes cubicas ao longo dos
elementos finitos.

Particularmente nesse exemplo, a parcela do carregamento uniforme axial
implica em uma distribuicdo parabdlica para o campo real de deslocamentos na
direcdo da barra. No entanto, a formulacdo aqui apresentada considera funcdes de
aproximacdo lineares (equacbes 8 e 10) para representar os referidos
deslocamentos. Isso implica na obtencédo de solu¢des aproximadas.

Novamente tem-se que o refinamento da malha provoca a obtencao de mais
valores nodais, o que implica em melhores interpolacbes e aproximacdes dos
campos de deslocamentos.

Para finalizar, as funcdes de forma utilizadas para representar os campos de
deslocamentos propiciam a obtencao de for¢ca normal e forca cortante constante ao
longo dos elementos. JA os momentos tém caracteristicas lineares. Isso justifica a
construcdo peculiar dos diagramas de cada esforco interno apresentados nas figuras

anteriores.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar e implementar
computacionalmente uma formulacdo baseada no Método dos Elementos Finitos
que caracterize o comportamento estrutural linear de porticos planos.

Para o desenvolvimento da formulacdo vigente considerou-se o Principio
dos Trabalhos Virtuais e demais conceitos da mecénica dos solidos a fim de se obter
a matriz de rigidez de um elemento finito de portico. Nesse caso, vale ressaltar que
foram utilizadas funcfes de aproximacao linear e cubica para aproximar o campo de
deslocamentos axial e normal ao elemento, respectivamente.

De posse da matriz de rigidez do elemento e do sistema linear de equacoes,
elaborou-se as sub-rotinas de célculo e demais aspectos computacionais,
culminando com o desenvolvimento de um programa computacional académico,
modular, flexivel e de féacil utlizacdo, valendo a ressalva de que o0 custo
computacional, para os exemplos abordados neste trabalho, com o aumento da
malha € inexpressivo.

Os exemplos desenvolvidos ao longo do trabalho ilustraram os corretos
desenvolvimento e implementacdo computacional da formulacdo, e também
demonstraram a eficiéncia do software elaborado.

E importante ressaltar que a formulacdo desenvolvida apresenta
comportamentos distintos em se tratando do tipo de carregamento ao qual o portico
estd submetido. Os resultados ilustraram que, em se tratando de carregamentos
concentrados, solucdes precisas sao obtidas utlizando-se discretizacbes com
nameros reduzidos de elementos finitos. No entanto, para porticos submetidos a
carregamentos distribuidos, as solucGes apresentam-se cada vez mais confiaveis a
medida que sdo consideradas malhas mais refinadas.

Para finalizar, como sugestdo para desenvolvimento de trabalhos futuros,
pode-se citar o desenvolvimento da formulacdo considerando-se funcdes de forma
de graus mais elevados para a aproximacdo do campo de deslocamentos do
elemento e a implementacéo de rotinas que modelem comportamento nédo-linear do

material.



54

REFERENCIAS

ALVA, Gerson M. S. Concepcéo estrutural de edificios em concreto armado.
Santa Maria, 2007. 23 p. Disponivel em:
<http://coral.ufsm.br/decc/ECC1008/Downloads/Concep_Estrut_2007.pdf. >. Acesso
em: 03 fev. 2014.

AZEVEDO, Alvaro F. M. Método dos elementos finitos. 1. ed. Porto, 2003. 248 p.
Disponivel em: <http://www.fe.up.pt/~alvaro>. Acesso em: 03 fev. 2014.

ASSAN, Aloisio E. Método dos elementos finitos. 2. ed. Campinas: Editora da
Unicamp, 2003.

BEER, Ferdinand P.; JOHNSTON JR, E. Russell. Resisténcia dos materiais. 3. ed.
Sao Paulo: Makron, 1996.

COOK, Robert D. et al. Concepts and applications of finite element analysis. 4.
ed. New York: John Wiley & Sons, 1989.

CAMPOS, Marco D. O Método de Elementos Finitos Aplicado A Simulagdo Numérica
de Escoamentos de Fluidos. BIENAL DA SOCIEDADE BRASILEIRA DE
MATEMATICA, 3., 2006, Goiania. Anais... Goiania: Universidade Federal de
Goiania,2006.

DIAS, L. A. M. Estruturas de a¢o: conceitos, técnicas e linguagem. Sao Paulo,
1997.

HIBBELER, Russell C. Resisténcia dos materiais. 5. ed. Sdo Paulo, SP: Prentice
Hall, 2004.

LOGAN, Daryl L. A First Course in the Finite Element Method. 4. ed. Plateville:
Thomson, 2007.

MARZO, Giussepe R. Di. Aplicacdo do método dos elementos finitos na analise
de tensfes induzidas em cabos umbilicais. 2010. 106 f. Dissertacdo (Mestrado
em Engenharia) — Escola Politécnica, Universidade de S&o Paulo, Sdo Paulo, 2010.



55

PEREIRA, Orlando J. B. A. Introdu¢do ao método dos elementos finitos na
andlise de problemas planos de elasticidade. Lisboa, 2004. Disponivel em:
<http://www.civil.ist.utl.pt/ae2/IMEFAPPE.pdf>. Acesso em: 03 fev. 2014.

RODRIGUES, Rogério O. Andlise dindmica bidimensional ndo-linear fisica e
geométrica de trelicas de aco e pdrticos de concreto armado. 1997. 297 f. Tese
(Doutorado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos, 1997.

SORIANO, H. L. Sistemas de equacdes algébricas lineares em problemas
estruturais. Lisboa: Ministério da Habitacao e Obras Publicas, 1981. Seminario 280.

SILVA, José G. S.; TRIGUEIRO, Gustavo S. O Método dos Elementos Finitos e suas
aplicacdes na modelagem de veiculos. CONGRESSO BRASILEIRO DE
EDUCACAO EM ENGENHARIA, 31., 2003, Rio de Janeiro. Anais... Rio de Janeiro:
Instituto militar de engenharia, 2003.

SUSSEKIND, J. C. Curso de analise estrutural. 6. ed. Porto Alegre-Rio de Janeiro:
Editora Globo, 1981.

ZIENKIEWICZ, O. C.; CHEUNG, Y. K. The finite element method in structural
and continuum mechanics: numerical solution of problems in structural and
continuum mechanics. London: McGraw-Hill, 1968.



APENDICE 1 - CODIGO FONTE

Program Programa_Principal
use Declaracao

call Abertura_de_arquivos

call Leitura_de_dados

call Propriedades_geometricas
call Forca_resultante

call Momento_resultante

call Vetor_esforcos

call montagem_matriz

call condicoes_de_contorno
call Resolucao_sistema(MKG1,Des,Esf,3*nN)
call Reacoes_de_apoio

call Normal

call Momento_Fletor

call Cortante

call Saida_de_dados

call Fechamento

stop

end program

module Declaracao
I Quantidade de elementos

integer NN
integer :nB
integer :NA
integer :nF
integer :nM

I Numero e posicao dos elementos
integer ::ndN
integer ::ndB
integer :ndF
integer :ndM
integer :ndA
real(8),allocatable ::coord(:,:)

I Caracteristicas dos elementos
real(8),allocatable ::apoio(:,:)
real(8),allocatable ::Propgeo(:,:)
integer,allocatable ::conect(:,:)
real(8),allocatable ::comprimento(:)
real(8),allocatable ::seno(:)
real(8),allocatable ::cosseno(:)
integer ::NOi
integer ::nof
real(8),dimension(6,6) M2
real(8),dimension(6,6) L
real(8),dimension(6,6) K1

real(8),dimension(6,6) KG
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real(8),allocatable
real(8),allocatable
integer
real(8),allocatable
real(8)

real(8)
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8),allocatable
real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

real(8)

end module
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“MKG(:,)
“MKG1(:,)
2
::Des(?)
Usl
:Us2
::reacao(:)
“F1(,)
=M()
::Force(:,:)
::Moment(:,:)
=F2(:,)
cFr(,)
=Mr(:,0)
M3(:,2)
V()
=N(G)
Esf(?)
X

=Vnl
=Vn2
vVn3
=vn4
Auxl
Aux2
Aux3
Aux4
:Aux5
:Aux6
Aux7
:Aux8
:Aux9
:Aux10
Aux1l
Aux1?2
Aux13
Auxl14
Aux15
Aux16
»unl
=un2
»un3
mun4

Subroutine Abertura_de_arquivos

Use Declaracao

Open(unit=1,access="sequential',file="entrada.txt',status="old")
Open(unit=2,access="sequential',file="saida.txt',status="unknown")

Return



End Subroutine

subroutine Leitura_de_dados

Use Declaracao

NN=0

nB=0

nA=0

nF=0

nM=0

read(1,*) nN,nB,nA,nF,nM

allocate(coord(nN,2))

coord=0.0

do i=1,nN
read(1,*) ndN,coord(ndN,1),coord(ndN,2)

end do

allocate(conect(nB,2))

allocate(propgeo(nB,3))

conect=0

propgeo=0.0

do i=1,nB
read(1,*) ndB,conect(ndB,1),conect(ndB,2)
read(1,*) ndB,propgeo(ndB,1),propgeo(ndB,2),propgeo(ndB,3)

end do

allocate(apoio(nA,4))

apoio=0.0

do i=1,nA
read(1,*) ndA,apoio(ndA,1),apoio(ndA,2),apoio(ndA,3),apoio(ndA,4)

end do

allocate(Force(nF,3))

Force=0.0

do i=1,nF
read(1,*)ndF,Force(ndF,1),Force(ndF,2),Force(ndF,3)

end do

allocate(Moment(nM,2))

Moment = 0.0

do i=1,nM
read(1,*)ndM,Moment(ndM,1),Moment(ndM,2)

end do

end subroutine

subroutine Propriedades_geometricas
use Declaracao
allocate(comprimento(nB))
allocate(seno(nB))
allocate(cosseno(nB))
comprimento=0.0
seno=0.0
cosseno=0.0
do i=1, nB

noi= conect(i,1)
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nof= conect(i,2)

comprimento(i) = ((coord(nof,1)-coord(noi,1))**2 + (coord(nof,2)-

coord(noi,2))**2)**(0.5)
seno(i) =(coord(nof,2)-coord(noi,2))/comprimento(i)
cosseno(i) =(coord(nof,1)-coord(noi,1))/comprimento(i)
end do
end subroutine

subroutine Forca_Resultante

use Declaracao

Fx=0.0

Fy=0.0

allocate(F1(nF,3))

F1=0.0

do i=1,nF
Fx= Force(i,1)*dcosd(force(i,2))
Fy= Force(i,1)*dsind(force(i,2))
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F1(i,1)=Fx !F1-> Matriz decomposta: Componente em X, Componente em Y, NO

F1(i,2)=Fy
F1(i,3)=Force(i,3)
end do
allocate(F2(nN,2))
allocate(Fr(nN,2))
F2=0.0
Fr=0.0
do i=1,nF
a=F1(i,3)

Fr(a,1)=F1(i,1)+F2(a,1) ! F2: Matriz auxiliar do banco de memoria da soma

F2(a,1)=Fr(a,1)
Fr(a,2)=F1(i,2)+F2(a,2)

F2(a,2)=Fr(a,2) I Matriz Decomposta por No: Fx, Fy, NO

end do
end subroutine

subroutine Momento_resultante
use Declaracao
allocate(M3(nN,2))
allocate(Mr(nN,2))
M3=0.0
Mr=0.0
do i=1,nM
b = moment(i,2)
Mr(b,1)= moment(i,1)+ M3(b,1)
M3(b,1)=Mr(b,1)
Mr(b,2)=b
M3(b,2)=b
end do
end subroutine
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subroutine Vetor_esforcos

use Declaracao

allocate(Esf(3*nN))

Esf=0.0

do i=1,nN
Esf((3*)-2)=Fr(i,1)
Esf((3*)-1)=Fr(i,2)
Esf((3*))=Mr(i,1)

end do

end subroutine

subroutine Montagem_matriz

use Declaracao

allocate(MKG(3*nN,3*nN))

allocate (des(3*nN))

des =0.0

MKG = 0.0

do i=1,nB
M2(1,1)=(propgeo(i,2)*propgeo(i,1))/(comprimento(i))
M2(1,2)=0
M2(1,3)=0
M2(1,4)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,1))/(comprimento(i)))*(-1.0)
M2(1,5)=0
M2(1,6)=0
M2(2,1)=0
M2(2,2)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**3.0))*(12.0)
M2(2,3)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(6.0)
M2(2,4)=0
M2(2,5)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**3.0))*(-12.0)
M2(2,6)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(6.0)
M2(3,1)=0
M2(3,2)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(6.0)
M2(3,3)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/(comprimento(i)))*(4.0)
M2(3,4)=0
M2(3,5)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(-6.0)
M2(3,6)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/(comprimento(i)))*(2.0)
M2(4,1)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,1))/(comprimento(i)))*(-1.0)
M2(4,2)=0
M2(4,3)=0
M2(4,4)=(propgeo(i,2)*propgeo(i,1))/(comprimento(i))
M2(4,5)=0
M2(4,6)=0
M2(5,1)=0
M2(5,2)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**3.0))*(-12.0)
M2(5,3)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(-6.0)
M2(5,4)=0
M2(5,5)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**3.0))*(12.0)
M2(5,6)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(-6.0)
M2(6,1)=0
M2(6,2)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(6.0)



M2(6,3)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/(comprimento(i)))*(2.0)
M2(6,4)=0
M2(6,5)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/((comprimento(i))**2.0))*(-6.0)
M2(6,6)=((propgeo(i,2)*propgeo(i,3))/(comprimento(i)))*(4.0)
L(1,1) = cosseno(i)
L(1,2) = seno(i)
L(1,3)=0.0
L(1,4)=0.0
L(1,5)=0.0

L(1,6) =0.0

L(2,1) = -seno(i)
L(2,2) = cosseno(i)
L(2,3)=0.0
L(2,4)=0.0
L(2,5)=0.0

L(2,6) =0.0

L(3,1) =0.0
L(3,2)=0.0
L(3,3)=1.0
L(3,4)=0.0
L(3,5)=0.0
L(3,6)=0.0
L(4,1)=0.0
L(4,2)=0.0
L(4,3)=0.0

L(4,4) = cosseno(i)
L(4,5) = seno(i)
L(4,6)=0.0
L(5,1)=0.0
L(5,2)=0.0
L(5,3)=0.0

L(5,4) = -seno(i)
L(5,5) = cosseno(i)

KG =0.0

K1 = matmul(transpose(L),M2)

KG = matmul(K1,L)

noi = conect(i,1)

nof = conect(i,2)

MKG((3*noi)-2,(3*noi)-2) = MKG((3*noi)-2,(3*noi)-2) + KG(1,1)
MKG((3*noi)-2,(3*noi)-1) = MKG((3*noi)-2,(3*noi)-1) + KG(1,2)
MKG((3*noi)-2,(3*noi)) = MKG((3*noi)-2,(3*noi)) + KG(1,3)
MKG((3*noi)-2,(3*nof)-2) = MKG((3*noi)-2,(3*nof)-2) + KG(1,4)



MKG((3*noi)-2,(3*nof)-1) = MKG((3*noi)-2,(3*nof)-1) + KG(1,5)
MKG((3*noi)-2,(3*nof)) = MKG((3*noi)-2,(3*nof)) + KG(1,6)
MKG((3*noi)-1,(3*noi)-2) = MKG((3*noi)-1,(3*noi)-2) + KG(2,1)
MKG((3*noi)-1,(3*noi)-1) = MKG((3*noi)-1,(3*noi)-1) + KG(2,2)
MKG((3*noi)-1,(3*noi)) = MKG((3*noi)-1,(3*noi)) + KG(2,3)
MKG((3*noi)-1,(3*nof)-2) = MKG((3*noi)-1,(3*nof)-2) + KG(2,4)
MKG((3*noi)-1,(3*nof)-1) = MKG((3*noi)-1,(3*nof)-1) + KG(2,5)
MKG((3*noi)-1,(3*nof)) = MKG((3*noi)-1,(3*nof)) + KG(2,6)
MKG((3*noi),(3*noi)-2) = MKG((3*noi),(3*noi)-2) + KG(3,1)
MKG((3*noi),(3*noi)-1) = MKG((3*noi),(3*noi)-1) + KG(3,2)
MKG((3*noi),(3*noi)) = MKG((3*noi),(3*noi)) + KG(3,3)
MKG((3*noi),(3*nof)-2) = MKG((3*noi),(3*nof)-2) + KG(3,4)
MKG((3*noi),(3*nof)-1) = MKG((3*noi),(3*nof)-1) + KG(3,5)
MKG((3*noi),(3*nof)) = MKG((3*noi),(3*nof)) + KG(3,6)
MKG((3*nof)-2,(3*noi)-2) = MKG((3*nof)-2,(3*noi)-2) + KG(4,1)
MKG((3*nof)-2,(3*noi)-1) = MKG((3*nof)-2,(3*noi)-1) + KG(4,2)
MKG((3*nof)-2,(3*noi)) = MKG((3*nof)-2,(3*noi)) + KG(4,3)
MKG((3*nof)-2,(3*nof)-2) = MKG((3*nof)-2,(3*nof)-2) + KG(4,4)
MKG((3*nof)-2,(3*nof)-1) = MKG((3*nof)-2,(3*nof)-1) + KG(4,5)
MKG((3*nof)-2,(3*nof)) = MKG((3*nof)-2,(3*nof)) + KG(4,6)
MKG((3*nof)-1,(3*noi)-2) = MKG((3*nof)-1,(3*noi)-2) + KG(5,1)
MKG((3*nof)-1,(3*noi)-1) = MKG((3*nof)-1,(3*noi)-1) + KG(5,2)
MKG((3*nof)-1,(3*noi)) = MKG((3*nof)-1,(3*noi)) + KG(5,3)
MKG((3*nof)-1,(3*nof)-2) = MKG((3*nof)-1,(3*nof)-2) + KG(5,4)
MKG((3*nof)-1,(3*nof)-1) = MKG((3*nof)-1,(3*nof)-1) + KG(5,5)
MKG((3*nof)-1,(3*nof)) = MKG((3*nof)-1,(3*nof)) + KG(5,6)
MKG((3*nof),(3*noi)-2) = MKG((3*nof),(3*noi)-2) + KG(6,1)
MKG((3*nof),(3*noi)-1) = MKG((3*nof),(3*noi)-1) + KG(6,2)
MKG((3*nof),(3*noi)) = MKG((3*nof),(3*noi)) + KG(6,3)
MKG((3*nof),(3*nof)-2) = MKG((3*nof),(3*nof)-2) + KG(6,4)
MKG((3*nof),(3*nof)-1) = MKG((3*nof),(3*nof)-1) + KG(6,5)
MKG((3*nof),(3*nof)) = MKG((3*nof),(3*nof)) + KG(6,6)
end do
end subroutine

subroutine Condicoes_de_contorno
use Declaracao
allocate(MKG1(3*nN,3*nN))
MKG1 = MKG
doi=1, nA
ndN = apoio(i,1)
if (apoio(i,2)==1) then
do j=1,3*nN
MKG1((3*ndN)-2,))= 0.0
MKGL1(j,(3*ndN)-2)= 0.0
end do
MKG1((3*ndN)-2,(3*ndN)-2) = 1.0
Esf((3*ndN)-2)=0.0
end if
if (apoio(i,3)==1) then



do j=1,3*nN
MKG1((3*ndN)-1,j)=0.0
MKG1(j,(3*ndN)-1)=0.0
end do
MKG1((3*ndN)-1,(3*ndN)-1)=1.0
Esf((3*ndN)-1)=0.0
end if
if (apoio(i,4)==1) then
do j=1,3*nN
MKG1((3*ndN),j)=0.0
MKG1(j,(3*ndN))=0.0
end do
MKG1((3*ndN),(3*ndN))=1.0
Esf(3*ndN)=0.0
end if
end do
end subroutine

Subroutine Resolucao_Sistema(A,X,B,n)
ISubrotina para Resolugéo de Sistemas lineares de equagdes (AX=B)
IMétodo de eliminacdo Gauss com pivoteamento parcial
lAltera somente o parametro X. Os demais permanecem iguais!
Integer on
Real(8), dimension(n,n) A
Real(8), dimension(n) = X,B
Real(8), dimension(n,n+1) :: Triang
Real(8), dimension(n,n) .. Pivo
Real(8) . Max
Real(8) .o Aux
Real(8) :: Soma
Integer .. linha
IModificando a matriz A
Doii=1,n
Dojj=1,n
Triang(ii,jj)=A(ii,jj)
End do
End do
Doii=1,n
Triang(ii,n+1)=B(ii)
End do
I Construcdo do sistema equivalente triangular superior
Do kk = 1,(n-1)
Max=0.0
Do ii = kk,n
If (DAbs(A(ii,kk))>DAbs(Max)) then
Max=A(ii,kk)
linha=ii
End if
End do
If (Max==0) then
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Write(*,*) 'Matriz nao inversivel'
Stop

End if

Do jj = kk,n+1

Aux=Triang(linha,jj)
Triang(linha,jj)=Triang(kk,j))
Triang(kk,jj)=Aux

End do

Do ii = (kk+1),n
Pivo(ii,kk)=Triang(ii,kk)/Triang(kk,kk)
Do jj = kk,(n+1)
Triang(ii,jj)=Triang(ii,jj)-Pivo(ii,kk)*Triang(kk,jj)
End do

End do

End do

I Solucao do sistema triangular superior

X(n)=(Triang(n,n+1)/Triang(n,n))

Doii=(n-1),1,-1

Soma=0

Do jj = (ii+1),n
Soma=Soma+Triang(ii,jj)*X(jj)

End do
X(i)=(Triang(ii,n+1)-Soma)/Triang(ii,ii)

End do

Return

End subroutine

subroutine Reacoes_de_apoio
use Declaracao
allocate(reacao(3*nN))

reacao = 0.0

reacao = matmul(MKG,Des)

end subroutine

Subroutine Normal
use Declaracao
allocate(N(nB))
N=0.0
do i=1,nB
noi= conect(i,1)
nof= conect(i,2)

Us1=((Des(3*Noi-2)*cosseno(i))+(Des(3*Noi-1)*seno(i)))
Us2=((Des(3*Nof-2)*cosseno(i))+(Des(3*Nof-1)*seno(i)))
N(i)=(propgeo(i,1)*propgeo(i,2))*((Us2-Usl)/comprimento(i))
end do
End Subroutine
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subroutine Momento_Fletor

use Declaracao

allocate(M(3*nB))

M=0.0

doi=1,nB
noi= conect(i,1)
nof= conect(i,2)
Unl=((Des((3*noi)-1))*cosseno(i))-((Des((3*noi)-2))*seno(i))
Un2=((Des((3*nof)-1))*cosseno(i))-((Des((3*nof)-2))*seno(i))
I para x=0
Aux1=(-6)/(comprimento(i)**2)
Aux2=(-4)/(comprimento(i))
Aux3=(6)/(comprimento(i)**2)
Aux4=(-2)/(comprimento(i))
Vnl=(Aux1*Unl)+(Aux3*Un2)+(Aux2*(Des(3*Noi)))+(Aux4*(Des(3*Nof)))
M((3*i)-2)=propgeo(i,2)*propgeo(i,3)*Vnl
I para x=L/2
Aux5=0
Aux6=(-1)/(comprimento(i))
Aux7=0
Aux8=(1)/(comprimento(i))
Vn2=Aux5*Un1+Aux7*Un2+(Aux6*(Des(3*Noi)))+(Aux8*(Des(3*Nof)))
M(3*i-1)=propgeo(i,2)*propgeo(i,3)*Vn2
I para x=L
Aux9=(6)/(comprimento(i)**2)
Aux10=(2)/(comprimento(i))
Aux11=(-6)/(comprimento(i)**2)
Aux12=(4)/(comprimento(i))
Vn3=Aux9*Un1+Aux11*Un2+Aux10*(Des(3*Noi))+Aux12*(Des(3*Nof))
M(3*i)=propgeo(i,2)*propgeo(i,3)*Vn3

end do

end subroutine

subroutine Cortante

Use Declaracao

allocate(V(nB))

V=0.0

do i=1,nB
noi=conect(i,1)
nof=conect(i,2)
Un3=((Des((3*noi)-1))*cosseno(i))-((Des((3*noi)-2))*seno(i))
Un4=((Des((3*nof)-1))*cosseno(i))-((Des((3*nof)-2))*seno(i))
Aux13=12/(comprimento(i)**3)
Aux14=6/(comprimento(i)**2)
Aux15=(-12)/(comprimento(i)**3)
Aux16=6/(comprimento(i)**2)
Vn4=(Aux13*Un3)+(Aux15*Un4)+(Aux14*(Des(3*Noi)))+(Aux16*(Des(3*Nof)))
V(i)=propgeo(i,2)*propgeo(i,3)*Vn4

end do
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end subroutine

Subroutine Saida_de_dados
Use Declaracao
write(2,*)'%%%%%% %% %% % %% %% %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %
Write(2,*)':::::::::::::::::::: == ==’
write(2,*) ' DESLOCAMENTOS E GIROS NODAIS '
Write(2,*)':::::::::::::::::::: == ==’
write(2,*) ' NO Deslocamento X Deslocamento Y Giro '
Write(2’*)':::::::::::::::::::: == ==’
do i=1,nN

write(2,1) i,Des((3*)-2),Des((3*)-1),Des(3*)

1 format(3X,13,11X,F13.7,13X,F13.7,9X,F13.7)
end do
Write(z,*)':::::::::::::::::::: == ==
WritE(Z,*)'==================== == ==’
write(2,*) ESFORCOS INTERNOS '
write(2,*)

write(2,*) 'Barra Momento-inicio Momento-meio Momento-final Cortante Normal’
write(2,*)

do i=1,nB

write(2,2) i, M((3%)-2), M((3*)-1),M(34), V(i),N(i)

2 format(5x,13,10x,F8.2,10%,F8.2,9x,F8.2,8%,F8.2,4x,F8.2)
end do
Write(z'*)':::::::::::::::::::: == ==
write(2,*)'%%%%%% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %’
Return
End subroutine

Subroutine Fechamento
close(1)

close(2)

return

End subroutine
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APENDICE 2 - ARQUIVO DE ENTRADA EXEMPLO 1 (COMENTADO)

INesta primeira linha entra-se com a quantidade de nés, barras, apoios, forcas
concentradas e momentos aplicados, sdo estas quantidades que véo indicar a
guantidade de outras linhas a serem criadas para cada parametro!
Linha1:1110290

IDa linha 2 a linha 12 entra-se com o nimero do nd, coordenada x e coordenada y
do mesmo. A unidade de medida € opcao do usuério, todavia ha a necessidade de
se padronizar para 0s outros parametros do arquivo!

Linha2:100

Linha 3: 2 0 800

Linha 4: 3 200 850

Linha 5: 4 400 900

Linha 6: 5 600 950

Linha 7: 6 800 1000

Linha 8: 7 1000 950

Linha 9: 8 1200 900

Linha 10: 9 1400 850

Linha 11: 10 1600 800

Linha 12: 11 1600 O

IDa linha 13 a linha 32 tem-se que as linhas impares representam o numero da
barra, no6 inicial e no final da mesma, ao passo que as linhas pares representam o
namero da barra, area da sec¢éo transversal, modulo de elasticidade longitudinal e
momento de inércia da barra representada pela linha de nudmero impar
imediatamente anterior!

Linha13:112

Linha 14: 1 48.75 20500 1865.4625

Linha 15:22 3

Linha 16: 2 48.75 20500 1865.4625

Linha17:334

Linha 18: 3 48.75 20500 1865.4625

Linha19:445

Linha 20: 4 48.75 20500 1865.4625

Linha21:556

Linha 22: 5 48.75 20500 1865.4625

Linha 23:66 7

Linha 24: 6 48.75 20500 1865.4625

Linha 25:778

Linha 26: 7 48.75 20500 1865.4625

Linha 27:889

Linha 28: 8 48.75 20500 1865.4625

Linha 29:99 10

Linha 30: 9 48.75 20500 1865.4625

Linha 31: 10 1011

Linha 32: 10 48.75 20500 1865.4625

IAs linhas 33 e 34 representam o numero do apoio, né do apoio, condicdo de
deslocamento horizontal, condicdo de deslocamento vertical e giro no plano, de
modo que o numero 1 representa restricdo do movimento e 0 representa a nao-
restricdo do movimento!

Linha33:11111
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Linha34:211111

IDa linha 35 a 43 tem-se o numero da forca, modulo, rotacdo em graus com relacéo
a horizontal e n6 de aplicacao!
Linha 35: 112 270 2

Linha 36: 26 270 3

Linha 37:36 270 4

Linha 38: 46 270 5

Linha 39: 512 270 6

Linha 40: 6 6 270 7
Linha41:76 2708

Linha42: 86 2709

Linha 43: 9 12 270 10



