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RESUMO

Fortunato, Bruna.. Estabilizacao de Sistemas Lineares incertos a parametros variantes
no tempo via fungées polinomiais homogéneas. . 36 f. Dissertacdo — Programa de Poés-
Graduacado em Engenharia Elétrica, Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio
Procépio, .

Este trabalho propde condicdes para a sintese de ganhos estabilizantes para realimentacao
de sistemas lineares sujeitos a parametros variantes no tempo, tais como efeitos nao-lineares
por saturagao e quantizacao de estados. A relagdo entre o sistema linear e os parametros
variantes no tempo serd dada por meio de uma funcao afim. A partir disso, condigbes serao
modeladas utilizando Desigualdades Matriciais Lineares (do inglés Linear Matrix Inequalities
(LMIs) dependentes de Fungdes Polinomiais Homogéneas (do inglés, Homogeneous Polynomial
Lyapunov Functions ou HPLF), representadas pelo método Square Matrix Representation (SMR
ou Matriz de Gram).

Palavras-chave: Desigualdades Matriciais Lineares. Estabilidade. Fun¢des Polinomiais Homo-
géneas. Sistemas Lineares. Representacao por Matrizes Quadraticas.



ABSTRACT

FORTUNATO, Bruna. Synthesis of gains using Square Matrix Representation for Homo-
geneous Polinomal Lyapunov Functions for stabilizing linear systems affected by time
varying uncertainties. . 36 f. Master Thesis — Electrical Engineering Graduate Program,
Federal University of Technology - Parana. Cornélio Procépio, .

This work presents the synthesis of stabilizing state-feedback gains for linear systems subject
to time-varying parameters, such as saturation and states quantization. A relationship between
the linear system and the time varying parameters will be given by an affine function. From this,
conditions will be modeled using Linear Matrix Inequalities (or LMIs) dependent on Homogeneous
Polynomial Functions (or HPLF), represented by the Square Matrix Representation (SMR or
Gram Matrix) method.

Keywords: Linear Matrix Inequalities. Stability. Homogeneous Polynomial Lyapunov Functions.
Linear systems. Square Matrix Representation.
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1 INTRODUCAO

O projeto para sistemas de controle envolve a busca por solugdes otimizadas, tais como
a determinacdo de um ponto minimo em um polindmio ou a busca por fungbes polinémiais
que satisfacam restricdes especificas (CHESI, 2010). Dentre outras alternativas, a analise de
estabilidade em sistemas de controle se baseia, em geral, na Teoria de Lyapunov (BARNETT,
1973).

A Teoria de Lyapunov ¢é utilizada através da busca por fungdes objetivas (ou fungdes
de Lyapunov ) associadas ao conjunto de restrigbes convexas, a fim de garantir a estabilidade
e desempenho do sistema. Dependendo da abordagem utilizada, tais restricdes podem ser
descritas em termos de Desigualdades Matriciais Lineares ou LMI (do inglés Linear Matrix Ine-
qualities), comumente aplicadas por algoritmos computacionais (BARNETT, 1973). Chairinnas et
al. (2016), por exemplo, utilizaram LMI associadas ao Teorema do Pequeno ganho para minimizar
perturbagdes no controle de direcao de navios. Hypiusova e Rosinova (2015) propuseram o
projeto de controladores robustos via LMI para um sistema acoplado a dois tanques, discutindo a
qualidade das solugdes obtidas em termos de desempenho e estabilidade.

Um problema comumente encontrado durante o projeto em sistemas digitais envolve a
estabilidade de controladores digitais enquanto operam em tempo real. Segundo Slaughter (1964)
a estabilidade de um sistema digital envolve os efeitos da quantizacao sobre amplitude de sinais
digitais, tipicos em sistemas hibridos. Assim, tais autores propuseram uma expressao quantitativa
para minimizar o erro de quantizagao, supondo o tempo e amostragem constantes. Além disso,
Kolesnikov, Trichina e Kauranne (2015) apresentaram os efeitos da quantizagao sobre analises
de dados e desta forma propuseram um estudo aplicado a banco de dados, agrupamento e
analise exploratdria sujeitos a erros de quantizacdo. A ideia consiste em determinar a quantidade
6tima de dados para exploracdo em banco de dados no qual os efeitos de quantizagao sao
minimizados. J& Runge e Gerfers (2018) propuseram um algoritmo para estimar erros nao
lineares e variantes no tempo em conversores A/ D.

Uma outra abordagem para garantir a estabilidade de sistemas lineares sob paradmetros
variantes no tempo consiste em analisar a existéncia de fungdes polinomiais homogéneas
de Lyapunov dependentes de parametros incertos ou a existéncia de fungdes polinomiais
homogéneas de Lyapunov sujeitos a um politopo de incertezas limitados em banda (OLIVEIRA;
PERES, 2009); (BLIMAN et al., 2006). Este método se torna interessante pois apresenta
uma abordagem que pode reduzir significativamente a conservatividade na busca de solugdes
otimizadas em LMIs.

Esta dissertacao tem por objetivo apresentar condi¢cdes convexas capazes de garantir a
estabilidade no sentido BIBS (do inglés, Bounded-Input,Bounded-state) e a estabilidade robusta
aplicadas aos sistemas lineares quantizados e/ou com incertezas variantes no tempo. Em termos
gerais, a robustez sera garantida pela minimizacéo dos efeitos nao-lineares de quantizacao e/ou
incertezas variantes no tempo, através de testes formulados em LMI para uma fungao polinomial
homogénea de Lyapunov (ou HPLF).

O método proposto € fundamentado no Square Matrix Representation (SMR ou Matriz
de Gram) e matrizes estendidas. A revisao tedrica esta baseada nos Teoremas apresentados
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por Chesi et al. (2009) e Chesi (2011) com utilizagdo de solugbes otimizadas por LMI.

No capitulo 2 serdo apresentados os sistemas lineares variantes no tempo e sua
descricao em termos de um conjunto convexo de incertezas. Apds, serao apresentadas as
condigdes necessarias para garantir a estabilidade de sistemas variantes no tempo através da
determinagdes de fungdes polinomiais homogéas de Lyapunov utilizando e a representacao
quadratica matricial, baseadas no produto de Kronecker e matrizes estendidas; No capitulo 3
sera apresentado um Teorema para a sintese de ganhos que garantam a estabilidade robusta
e assintética de um sistema variante no tempo; no capitulo 4 sera apresentado um Corolario
para garantir a estabilidade no sentido BIBS de um sistema variante no tempo sob efeitos de
quantizacao; no capitulo 5 serdo apresentados exemplos numéricos que utilizam o Teorema e
o Corolario apresentados bem como resultados simulados; no capitulo 6 sao apresentadas e
discutidos os resultados obtidos e por fim, as referéncias utilizadas.
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2 SISTEMAS LINEARES VARIANTES NO TEMPO: DEFINICOES

2.1 SISTEMA POLITOPICO VARIANTE NO TEMPO

Neste capitulo, apresentam-se condigdes para a estabilidade de sistemas lineares
dependentes de parametros variantes no tempo, sendo estes descritos de maneira politopica.
Em termos formais, seja o sistema deterministico e variante no tempo,

#(t) = A(E(t)=(t),  VL=>0, (1)

no qual z(t) € R™ denota os estados do sistema, £(t) € R? corresponde ao vetor de parametros
incertos variantes no tempo e A(£(t)) € R"*" expressa a matriz de dindmicas do sistema,
descrita por

A(&(t)) = Ao + Z&(t)Az‘a (2)

tal que as matrizes Ay, .., A, € R"*" sdo previamente estabelecidas (CHESI et al., 2009). Dado
um conjunto P , supde-se que

Et)yeP, Vt>0, (3)

sendo P definido como um politopo com vértices definidos por

P = conv {f(l),...,f(r)}, (4)

para vetores £ ..., (") € R? em um Casco convexo (conv). Define-se o sistema (1) dependente
de parametros que satisfazem (2)-(4) como um Sistema Politépico Variante no Tempo (CHESI et
al., 2009).

2.2 ESTABILIDADE ROBUSTA EM SISTEMAS POLITOTICOS VARIANTES NO TEMPO

Para Su e Chesi (2018), o problema de estabilizagdo de sistemas politdépicos variantes
no tempo consiste em determinar as condicées dadas na Definigéo 1.

Definicao 1. (KHALIL, 2002) O ponto de equilibrio x = 0 em (1) é:
e estdvel se, para cada e > 0, existir 6 = §(e) > 0 tal que
| 2(0) <0 =l =(t) |[<e, VE=0, V() € P;
e instavel, caso ndo seja estavel;
e assintoticamente estavel se, além estavel, § puder ser escolhido tal que

| 2(0) = lim () =0, Va(0) €R", VE() € P. (5)
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Assim, o sistema (1) é robustamente estavel quando a origem corresponde a um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel para todas as possiveis incertezas
paramétricas (3) e (4) (CHESI et al., 2009). Uma maneira de avaliar tal estabilidade, de acordo
com Chesi et al. (2009), consiste em estudar a positividade de um conjunto de fung¢des polinomiais
homogéneas de Lyapunov (HPLF) representadas por SMR (Square Matrix Representation
ou matriz de Gram) utilizando formas, ou seja, fungdes polinomiais de mesmo grau. Sao
apresentados a seguir os significados formais desta abordagem.

2.3 REPRESENTACAO DE FUNCOES POLINOMIAIS POR FORMAS

A representacao de polindmios por vetores de base considera o conjunto

ﬁn,dZ{qENniz%Zd}; (6)
i1

pertencente a uma classe polinomial v : R” — R definida como

v(z) = Z agx?, (7)

qegn,d

tal que = € R" e a, € R é o coeficiente do monbémio z?. Esta classe polinomial sera referida
como uma forma de grau d em n escalares (CHESI et al., 2009).
O conjunto de formas de grau d em n escalares é dado por:

Ena={v:R" — R : Eq.(7) é satisfeita} . (8)

Formas podem ser representadas por vetores com coeficientes dados em termos de
uma base apropriada. A quantidade de coeficientes de qualquer forma em =,, ; € dada pela
quantidade de elementos no Espago parametrizado (£,, 4), calculada por:

(n+m—1)!
(n—1)!Im!

(9)

o(n,m) =

Ja os vetores base 1" estdo associados a combinacgdes lineares de acordo com a
Definicéo 2.

Definicdo 2. (CHESI et al., 2009, p.2) Seja 1™ um vetor em R?(™™) tal que para todo polinémio
homogéneov € =, o, exista g € =, 2, que satisfaca

v(z) = gzt (10)
Entédo x{™} é definido como um vetor base para =, s,,,.

Escolhas especiais para (x{m})i sao entradas que correspondem aos mondmios

(xtmd); = 2, (11)
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tal que (z"™); corresponde & i-ésima entrada de 1"} e ¢ denota uma fungao bijetora:

p:{ieN:1<i<anm)} — Lymn. (12)

Segundo Chesi et al. (2009, p.3) a escolha para =1} deve satisfazer propriedades
especificas, ou seja,

2 it = |22, (13)

Uma maneira de satisfazer (13) é ponderar os elementos de (™ pela relagao

m/!

(if{m})i = \/ ; - ;
(@(i)11) (2(2)2])--(p()n!)

290, (14)

A seguir sera apresentado um exemplo para =™} que satisfaz as condigdes (11)-(14).
Exemplo 1 (CHESI et al., 2009, Exemplo 1.1 p.3). Seja a forma
h(z) = 23 + 2232y + Ozy 29 — 423, (15)
tal que h € =, 9., OU S€ja, n = 2 representa o nimero de varidveis e m = 3 é o grau do
polinbmio. Entao a forma (15), utilizando a expressao (10), € representada como
g=[120 —4); 2B =[? 222, z22 2. (16)

A escolha de 23} é um vetor base para =, ;. Observe que a dimenséo de =™} é
determinada por (9), sendo (2, 3) = 4. Observe também que essa escolha néo satisfaz (13),
porque

BV B = 20 4t 4 et 4 o (17)

6 4.2 2.4 6
# 7 + 3ri7; + 3775 + 2

14

Alternativamente, uma escolha para 2"} que satisfaga (13) pode ser realizada como

2 /
g= [1 7 0 —4} B = 23 VBalzy V3xyak 2] (18)
e assim, (13) e (14) sao satisfeitas.

O conjunto de formas é utilizado para a representagcao via SMR (ou Square Matrix
Representation), definida na sequéncia.
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2.4 REPRESENTAGAO DE FORMAS VIA SMR COMPLETO

Seja v(x) dado conforme a Definigéo 3.

Defini¢do 3. (CHESI et al., 2009, SMR p.4) Sejav € =,,5,, € H € S°™™) tal que
v(z) = 2™ Hatmt, (19)

Entéo, (19) é dito ser um SMR em relagdo a =" € R°"™) e H é denominado uma matriz
SMR de v(z) em relagdo a ™} (CHESI et al., 2009).

A partir da Definicao 3, a existéncia de uma matriz H pode ser obtida em termos de
quaisquer vetores de base 2™} (CHESI et al., 2009). Desta forma, seja o conjunto de matrizes
H definido por:

H(v) = {H € §”"™ : (19) é garantido } . (20)

entdo, v € =, 2, € H(v) é um espaco afim, conforme definido em Chesi et al. (2009).

O espaco afim em (20) pode ser expresso como a combinacao linear entre um elemento
especifico de H(v) e uma base para o espago nulo (CHESI et al., 2009). Seja, entéo, L €
R7(vm) _y Re(m)xa(nm) yma parametrizacdo linear do subespaco

L(n,m)={L=1L st patmt — 0, v eR"}, (21)
no qual sua dimenséao é dada por:

T(n,m) = %J(n, m)(o(n,m) + 1) — o(n,2m), (22)

e a € 7(n,m) um vetor livre (CHESI, 2011). Entdo, o conjunto (20) pode ser reescrito como

H(v) ={H + L(a) : H € So(mm) satisfaz a relagao (19) e v € RT(”’m)} : (23)
Consequentemente, v(x) em (19) pode ser representado como
v(z) = ™ (H + L())zt™. (24)

A seguir serdo apresentados dois exemplos desta representacao.
Exemplo 2 (CHESI et al., 2009, p.8 Exemplo 1.2) Considere a forma

h(z) = 2 + 22325 + 273, (25)

com h € =, 4. Pela Definicao 3, a quantidade de elementos e o grau da base polinomial zim
deve ser, respectivamente, n = 2 e m = 2. Utilizando algoritmo computacional disponivel no
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Apéndice A, tem-se a relacao:

2 110 0 0 -o

O simbolo * denota blocos simétricos.
Exemplo 3 (CHESI et al., 2009, p.8-9 Exemplo 1.3) Considere a forma

h(x) = x] + 225 + 33, (26)

com n = 3 correspondente ao nimero de varidveis e grau polinomial m = 2. Entdo, h(x)
pode ser escrito da forma (24), utilizando o algoritmo computacional disponivel no Apéndice A
considerando

2
Ix; 100000 0 0 0 —a —as —ay
x1x2 * 000 0 00 x 200 o9 0 —a4 —as

173
T I N 0 S 0000 Le)=|" 205 a4 a5 0
* x x 2 0 0 ok * 0 0 —ag
ToX3 G % % £ 00 . . . oag 0
xsz * % ok x ok 3 * % * * * 0

T3

2.5 FUNGCOES DE LYAPUNOV POLINOMIAIS HOMOGENEAS (HPLF)

As condi¢des para a estabilidade assintética global robusta dadas pela Definigcdo 1
podem ser verificadas através de testes de otimizacao que utilizam HPLF (CHESI, 2011). As
funcbes HPLF correspondem a uma classe de funcbdes de Lyapunov dadas em termos de
variaveis de estados que satisfazem a Definigao 4.

Definicao 4 (HPLF p.64). (CHESI et al., 2009) Seja v : R™ — R uma fungdo que satisfaga as
seguintes condigbes
Ve, om
v(z) >0, Yo e Ry (27)
0(x) <0, VreRy VpeP.

sendoRy £ R"\ {0,} e

o) = L&) (28)

dt |
=A(&(t))x
Entao, v(z) é uma Fungédo de Lyapunov Polinomial Homogénea (ou Homogeneous Polynomial
Lyapunov Function (HPLF)) de grau 2m para o sistema (1) - (4).

A representagéo por HPLF permite provar a estabilidade assintética global em (1) - (4)
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(CHESI et al., 2009). Para isso, tais fungdes sao representadas via SMR como
v(z) = 2t Halmt, (29)

sendo H € R°(mm),
A secao a seguir apresenta como construir um HPLF pela resolu¢do de problemas de
otimizacéo convexa.

2.6 MATRIZ ESTENDIDA

Para realizar a analise de robustez, sera introduzida a nocdo de matriz estendida.

Definicao 5 (Matriz Estendida). (CHESI et al., 2009, p. 65)
Considere o sistema:
(1) = Ax(t), (30)

tal que z(t) € R" e A € R"™ ". Seja o inteirom > 1 e A# € Romm)xo(mm) yma matriz que

satisfaz a relagao

{m} {m}
dxdt = agx Az = A# (™}, (31)

Entado, a matriz A* é denominada matriz estendida de A.

Observe que em (31) a matriz A# depende linearmente de A. Utilizando o produto de
Kronecker, a matriz estendida é obtida explicitamente como apresentado no teorema a seguir.

Teorema 2.1. (CHESI et al., 2009, p.65-66) Seja K,, € R""*?("™) uma matriz tal que

M = K atm) (32)

no qual zl™ corresponde & m-ésima poténcia de Kronecker em . Entdo, A" segue a relacdo

m—1
A* = (K! K,) 'K/, (Z Iim-1-i @ A® Ini) K. (33)

i=0
Considere agora o sistema linear com paréametro variante no tempo (1). O Teorema 2.2
apresenta uma condicao suficiente para testes de robustez utilizando HPLF.

Teorema 2.2. (CHESI, 2011) (CHESI, 2010) Seja m € N dado e A?E a matriz estendida de
A(ED). Se existe uma matrizV = V' € ROm>xe(mm) g vetores ¥, ...a" € R™™™) tajs que

as condicées

0<V

) . (34)
0>VA? + A7V + L(aD), Vi=1,..r

sdo satisfeitas, entdo v(x) definido em (29) é um HPLF que verifica que o sistema (1) - (4) é
robustamente estavel.
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Teorema 2.3. (CHESI, 2011) (CHESI, 2010) Dado que o sistema (1) é robustamente estavel,
entao existe m suficientemente grande tal que as LMls (34) sdo satisfeitas para uma matriz
V = V' e Remmxanm) o ym conjunto de vetores o), ...a(") € R™(»™),

Em geral, encontra-se na literatura a andlise de sistemas lineares dependentes de
parametros variantes no tempo a partir da Teoria de Lyapunov aplicada a matrizes com grau
genérico a partir de pardmetros limitados em norma ou variantes no tempo (OLIVEIRA; PERES,
2009) (BLIMAN et al., 2006). Em geral, tais técnicas consistem na analise de positividade ou
negatividade de cada monémio de um polinbmio homogéneo. Os Teoremas 2.2 e 2.3, por
sua vez, apresentam uma proposta alternativa a analise de estabilidade robusta em sistemas
lineares dependentes de parametros, uma vez que V' atende as condi¢des da Definicdo 4 e sua
representacdo em um SMR completo se da a partir de quaisquer vetores de base, 1™} com
respectivas matrizes P e L(«), parametrizadas em fungdo do espago e subespago gerados pelos
vetores de base que seguem as relagdes (21), (23) e (24). Baseado nisso, uma das principais
contribuicées desta dissertagdo consiste em utilizar os Teoremas 2.2 e 2.3 para propor uma
técnica de sintese de controladores robustos para o tipo de sistema em questao, apresentada no
capitulo a seguir.
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3 SINTESE DE CONTROLADORES ROBUSTOS

Considere o sistema
&(t) = A(E(t))z(t) + Bu(t), (35)

sendo u(t) € R? a entrada de controle a ser considerada. Adaptando os resultados apresentados
em Chesi et al. (2009), é possivel mostrar que a dinamica da forma z{" (t) considerando os
estados do sistema controlado (35) é dada por

deimy  gpimd

= o (A(E()z(t) + Bu) = Azt + B (u(t) @ 2™ (36)

sendo A% uma matriz estendida de A(((t)) € Re(mm)xa(mm) ¢ B# ¢ R™*4 g matriz estendida
de B, dada por

m—1

B* = (K! K,) 'K/, (Z(Im ® B)F; ® ]nm_1_1-> (I; @ K1), (37)

=0
com K,, satisfazendo (32) e F; € R *4" sendo determinada por:

Fi = (Id ® 6(1ni)7 . ]d ® e(ni)),,

nt

de forma que eg- ) corresponde a j-ésima coluna de [.

Seja agora o ganho de realimentacao de estados G € R¥*" de forma que
u(t) = Ga(t) (38)

garante a estabilidade robusta do sistema (35). Aplicando tal estrutura em (36), tem-se que

da:;:} = A#pimt 4 B*(Gz ® x{m_l}). (39)
De acordo com Chesi et al. (2009),
Gr @ i1 = g# i (40)
com
G* = (G ® (K&_le—l)_lK;_l)Km- (41)

Dessa forma, o sistema (39) pode ser reescrito como

dxim}

= (A* + B*G#) ™ (42)

A secdo a seguir apresenta a condi¢cao proposta neste trabalho para realizar a sintese
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de um ganho aumentado de realimentacéo de estados G* capaz de estabilizar robustamente o
sistema (42) e, por consequéncia, (35). Para tanto, é necessario apresentar a Proposicao 1 para
compreensao da técnica.

Proposicao 1. (XING;, SHEN; WANG, 2018, p.04) Para qualquer vetor v € R™ , matrizes
Ry, Ry € S}, Wy, Wy € R™™; e escalares reais ndo negativos, p e 3, talque p + 3 = 1, a
seguinte desigualdade ¢ satisfeita

/
1, , 1, ., AWl Ry S| W
_ — >
pVW1R1W1V+ﬂVW2R2V_V {Wz] [S’ R W, v (43)
sujeito a
R, S
> 0. 44
{S, RJ >0 (44)

3.1 CONDIGCAO PARA A ESTABILIDADE ROBUSTA EM SISTEMAS LINEARES E VARIANTES
NO TEMPO

O resultado a seguir mostra a principal contribuigdo por meio do desenvolvimento de
condigdes em LMIs, que garantam que (35) seja robustamente estavel.

Teorema 3.1. Se houver um escalar0 < p < 1 e matrizes W = W' > 0 e Z# sendo I a
matriz identidade de dimensdées apropriadas, tais que as condicbes

- e ¥ 4 z# B¥
AFW 4 Bt Z# + WAY + 2+ B W] <0, i=1.r (45)
W —ul
{L(a(i)) 7 |Z0 i=lr “o

sdo satisfeitas, entdo, é possivel determinar um ganho aumentado G* = Z#W ! tal que o
sistema aumentado (42) seja robustamente estavel.

Demonstrac&o.
De acordo com o Teorema 2.2, o sistema (42) sera estavel se houver uma matriz
V =V'>0 e Rommxanm) g yetores o, ...al") € R™"™) satisfazendo

V(A¥ + B*G#) + (AF + B*G*)V + L(a) < 0, i=1,..r (47)

Multiplicando por W = V~! & esquerda e a direita, tem-se que a Gltima desigualdade é
equivalente a

(AF + BRGH)W + W(AF + BFGHY + WL@O)W <0, Vi=1..r.  (48)

Observe que o produto entre L(«) e W apresenta um expressdo nio linear. Para
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linearizar esse termo, sera utilizada a Proposicao 1. Assim, para quaisquer escalares nao-
negativos p e 3, tem-se que:

1 o 1, , (0)
— MW Wt 4 —ptmP W rwatmt > ptm {W] { I L )} [W] 2™ (49)
p B W] [L(

sujeito a,

sendo Z# = G#W.
A desigualdade (49), considerando p + 3 = 1 pela Proposicéo 1, implica em

%WW + %WW > 2WW + 2L(a"YW = 2W L(aD)W < %WW (51)
Concluimos que
WL(a W <AWW, (52)
no qual
V= %, (53)

Pode-se provar que v > 1 para todo p e f3, tais que p + 8 = 1. Portanto, suponha que
a desigualdade a seguir seja valida:

APW 4+ B¥Z2# L WAY + 7# B¥ £ AyWW <0, Vi=1,..r (54)
sujeito a,
I L(a®)
. >
[L(a“)) =Y ©9

Entdo, a condicao (48) é satisfeita devido a (52). Por outro lado, a desigualdade (54)
equivale a:

(56)

AfW +B*Z# + WAF + B¥Z2# W |
w —ul ’

sendo = vy~ L.

0

Uma vez obtido G é possivel obter o ganho de realimentagéo de estados G pela
igualdade (41). Tal ganho pode ser obtido através do método Nearest Kronecker Product, que
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consiste em resolver o problema de otimizagdo em dado por
min |G — (G @ (K, 1 K1) K ) K, (57)

sendo ||-|| a norma de Frobenius (LOAN; PITSIANIS, 1993). Os termos de (57) s&o provenientes
de (41).

Apbds aplicar o Teorema 3.1 e a determinagdo do ganho GG em (57), a estabilidade
do sistema linear para todo £(t) € P serd garantida independente da sua taxa de variagéo.
Além disso, valores maiores para o grau polinomial m garantirdo maiores graus de liberdade
para a busca otimizada nas LMIs apresentadas pelo Teorema 3.1. Em consequéncia, o custo
computacional para implementacao de tais algoritmos serdo aumentados.

Para validagéo da técnica proposta sdo apresentados exemplos de sintese de controla-
dores nos capitulos a seguir.
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4 CONTROLE QUANTIZADO

4.1 PROCESSO DE QUANTIZAGAO

Define-se quantizagdo como o processo de transformacao, agrupamento e aproximacao
de um conjunto de amostras de um sinal em um intervalo de tempo continuo para niveis de
quantizagado (HAYKIN, 2004). O sinal quantizado € portanto o resultado aproximado do sinal
original, sendo sua precisdo aumentada de acordo com o aumento do numero de niveis. Quando
ocorrem dois passos de amostragem e quantizacdo, a conversdo A/D se completa.

Os niveis de quantizacdo obedecem a relagdo L = 2V, sendo N o nimero de bits
associados aos niveis de quantizagdo. Como a quantidade de bits disponivel é limitada, pode-se
concluir que a quantidade de niveis sempre sera finita (CAMPOS, 2017).

Quantizadores podem ser classificados como uniformes (lineares) ou nao-uniformes
(ndo-lineares) (HAYKIN, 2004). Nos casos onde o quantizador é uniforme, a quantizagao se
caracteriza pela aplicacdo de um sinal tipo degrau constante entre niveis de quantizagdo. O
sinal degrau pode ser do tipo meio piso (do inglés midtread), com origem no meio do degrau de
quantizacdo ou meio-degrau (do inglés midrise), com origem fixada na transicdo em cada passo
de quantizacao.

A Fig.1 mostra um quantizador uniforme, ¢(z(t)), tipo meio piso, e o relaciona a
amplitude de uma sequéncia x[n]. Note que a origem de z[n] é limitada no intervalo 5 e —%
pela aplicagdo do quantizador linear midtread. Isto significa que todos os valores com amplitudes
proximas a zero serao agrupados no nivel nulo durante a quantizagao. Este processo é conhecido
como zona morta. Similarmente, os demais niveis possuirdo 0 mesmo padrao de decisao €, por
isso, 0 sinal ao ser decodificado apresentara distorcdes no espectro do sinal (Martinez-Rach et
al., 2017).

A zona morta pode produzir efeitos indesejados em sistemas de controle como, por
exemplo, o comprometimento da estabilidade. No cenario de controle quantizado, apresenta-se
um resultado que garante a estabilidade em sistemas lineares variantes no tempo.

Este trabalho adota um quantizador uniforme com degraus de quantizacdo de tamanho
A, estabelecido pela relagao,

Xmaac

A= oN

(58)

com N correspondendo & quantidade de bits por amostra na conversao binaria, 2"V o nimero de
niveis de quantizagao, X,,,, a maior amplitude do sinal amostrado (HAYES, 1998), de forma
que

|z[n]| < Ximaa (59)
no qual |x[n]| corresponde ao valor em médulo de z[n]. O processo de quantizagdo considerado
apresenta erros que podem ser modelados como ruidos uniformes sobre o intervalo [—%, %]

(HAYES, 1998).
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Figura 1 — Exemplo de uma quantizacao uniforme

5 Quantizagdo Uniforme
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< ———————— .
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. . ___
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Fonte: autoria propria

4.2 PROJETO DE CONTROLE QUANTIZADO

Nesta secao deseja-se apresentar a estrutura do quantizador adotada, incorpora-lo ao
sinal de controle do sistema (35) e entdo, determinar ganhos capazes de garantir a estabilidade
do sistema mesmo com os efeitos de quantizagao, responsavel por produzir distor¢cdes sobre os
espectros de sinais que representam os estados em tempo continuo de sistemas de controle.
Desta forma, considere o sistema (35) em malha fechada como:

(t) = A(&(t))z(t) + Bu(t), Vt>0. (60)
Deseja-se determinar ganhos de realimentacdo G € R?*" para que a agéo de controle
u(t) = Gq(z(t)), u(t) e R™ (61)

garanta a estabilidade do sistema (35), considerando ¢(z(t)) o quantizador uniforme midtread

B xz(t) 1
q(z(t)) = A LT + §J ) (62)
sendo | z(t)] o maior inteiro menor ou igual a z(t).
Com a aplicacao do controlador (61), tem-se o sistema
#(t) = A(E(1))x(t) + BGq(x(1)). (63)

O sistema (63) considera a adicao de uma constante % associada a cada nivel de quantizacao
A, sendo o quantizador limitado a uma faixa de 2% bits. Assim, um sinal z(¢) em tempo continuo,
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apos a quantizacao, apresentara erro (ou distirbios ndo-lineares) sobre o seu valor. Para
caracterizar o erro de quantizagdo, admitimos uma entrada externa ruidosa, w(x(t)), definida
por:

w(x(t)) = x(t) — q(x(t)), Vt>0. (64)

Perceba que |w(z(t))| < §. Além disso, uma maior quantidade de bits implica em
menores degraus de quantizagdo A e, em consequéncia, w(z(t)) € R? apresentara menores
valores de amplitude. Segue de (63) e (64) que

i(t) = (A(£(t) + BG)a(t) — BGw(x(t)), Vi >0, (65)
Aa(E(t)) Bei

A seguir, condigbes para a determinagdo da estabilidade exponencial sdo apresentadas.

4.3 ESTABILIDADE EM SISTEMAS VARIANTES NO TEMPO QUANTIZADOS

A solugéo do sistema dinamico (65), sujeita a condicao inicial zo € R™ , pode ser
expressa em termos da matriz de transi¢cdo de estados como:

x(t) = O(t,t9)xo — /t O(t, 7)By(T)w(T)dr, (66)

to

sendo ®(ty,t) a matriz de transigéo do sistema auténomo

(t) = Aq(&(t)) x(t). VvVt >0 (67)
e x(ty) = xo as condigdes iniciais (WILLEMS, 1970).
Corolario 1. (WILLEMS, 1970) Seja (67) robustamente uniformemente assintoticamente estavel

no sentido de Lyapunov. Entéo, quando w(x(t)) for limitado em norma para todot > 0, o sistema
(65) serd Bounded-Input Bounded-State (BIBS) com x(t) satisfazendo

1
| 2(t) < er || 2o | ton c1 My, Vi >0, (68)
2

no qual ¢y, co € M, sdo constantes positivas.

Como consequéncia, a determinagédo do ganho G pelo Teorema 3.1 garante a estabili-
dade assintética do sistema do sistema (67), e sua aplicacdo no sistema quantizado, modelado
como (65), resulta em trajetdrias que tenderao assintoticamente a uma regiao suficientemente
proxima da origem, que depende de c;,co € M7 de acordo com o Corolério 1. Maiores detalhes
do procedimento estao descritos em Junior (2014).
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Para ilustrar o Teorema 3.1 e o Corolario 1, serdo apresentadas simula¢des envolvendo
a aplicacao dos ganhos para a estabilidade de sistemas de controle. O primeiro exemplo
apresenta um sistema linear que utiliza o Teorema 3.1 para garantir a estabilidade robusta na
presenca de incertezas variantes no tempo; Ja o segundo exemplo, utiliza o Teorema 3.1 em
conjunto com o Corolario 1 para determinar a estabilidade BIBS dos estados quantizados de um
sistema.

5.1 ESTABILIZACAO DE UM SISTEMA COM ENTRADAS VARIANTES NO TEMPO

Considere o sistema linear variante no tempo (35), comn = 2, m = 2 e dindmica dadas
por:

() = A(E()(t) + m w(t), V>t (69)
no qual A(&(t)) possui a estrutura dada:

AE(0) = €1(1) B _15} + (1) B :ﬂ : (70)

e £1(t),&%(t) € R? o conjunto de vetores que correspondem a incertezas variantes no tempo.
Para o presente exemplo, serao realizadas simulagdes considerando os parametros,

£H(t) = 0.2sin(t) + 0.5,

€2(t) = 1 — (0.2sin(t) +0.5). (71)

No entanto, é importante ressaltar que o controlador serd sintetizado para todo £(¢) que obede-
cem arelagéo & (t) + & (t) = 1. Deseja-se tornar o sistema (70) e (71) robustamente estavel
por meio do Teorema 3.1. Para isso, sera considerado que a relagéo (71) atende a (3) e (4),
formando um sistema politépico variante no tempo.

A fim de garantir a robustez de (70) e (71), sera considerada a entrada para controle,

u(t) = Gz(t), Yt >0. (72)

sendo G o ganho determinado a partir G em (57).
A partir da resolucédo das LMIs do Teorema 3.1, 0 ganho G# para (70) a (71) foi

—4.2123 —7.9178 0

G* = :
0  —42123 -7.9178

(73)
Por meio da operacao (57) em (73), obteve-se

G = [-4.2123 —7.9178]. (74)
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A partir do resultado em (74) o sistema (70)-(71) pode ser reescrito como (35).

i(t) = (A(g(t)) + m [—4.2123 —7.9178]) x(t), VYt >t. (75)
Aa(E®)
Entao, a partir das condic¢es iniciais,
3

aplicadas a (70) e (71) com controle por regulacdo de estados, foram obtidas as respostas
transitorias a seguir.

Figura 2 — Estados do sistema (69) e acao de controle aplicada pelo Teorema 3.1
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Observe que a apds o ganho (74) ser aplicado no sistema (70) e (71), as respostas dos
estados tenderam a zero em amplitude, confirmando a validade do método apresentado pelo
Teorema 3.1.

5.2 ESTABILIZACAO DE UM MOTOR CC COM QUANTIZAGAO

Considere um motor Corrente Continua (CC) representado em espaco de estados,

2] 7-0.9315  6.8974 | [w(t) 0
ot | — - . t . .
[8:;;)] {—1.4293 —6.6652} L’(t)] + {10‘1463} u(t),  VE>0 7)

no qual suas variaveis de estados sdo a velocidade angular w(t) e a corrente de alimentagéo
i(t) (JUNIOR, 2014).

Deseja-se garantir a estabilidade dos estados em (77) no sentido BIBS. Para isso, sera
considerado que a velocidade angular e a corrente de alimentacao do motor CC estao sujeitas
a ruidos provenientes do processo de quantizacdo. Sabe-se que o sistema opera sobre uma



29

tensdo de 0 V a 5 V sendo relacionada a uma quantidade finita de niveis de quantizagao na
conversao Analégico-Digital (A/D).

O quantizador considerado é uniforme e tipo miditread e sua estrutura segue (58), (59)
e (62). Neste exemplo os efeitos de amostragem sao desconsiderados.

A partir das especificacdes apresentadas, deseja-se incluir a entrada para controle

u(t) = Ga(t), vt > 0. (78)

Apos a resolugéo das LMIs referente ao Teorema 3.1, a matriz estendida de ganhos
G'* obtida foi

—0.5462 0.4574 0

G* = .
0  —0.5462 0.4574

(79)

Pela operagao em (79), a entrada de controle que garante a estabilidade robusta e BIBS
para (77) deve ser dada por
u(t) = [-0.5462 0.4574] q(z(t)). (80)

Para ilustrar o resultado, a entrada de controle (80) foi aplicada a (77) em trés diferentes
condi¢des para quantizagdo compreendidas nos casos 1 a 3, sob mesmas condi¢des iniciais.
Tais informacdes estao descritas na Tabela 1.

Tabela 1 — Estados, condi¢6es iniciais e niveis utilizados para quantizacao.

Estados Condigdes iniciais Niveis para q(z(t))
caso 1 caso 2 caso3 caso4
0) -3 22 23 21 25
0 3 22 23 24 95

Considerando o controle com regulagem de estados ao sistema compensado, obteve-se
os resultados mostrados nas Fig.3 e 4.

Figura 3 — Estados compensados com ganho dado pelo Corolario 1 utilizando quantizacdao com 4 niveis e
2 bits
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Fonte: Autoria prépria
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Figura 4 — Estados compensados com ganho dado pelo Corolario 1 utilizando quantizacdao com 8 niveis e

3 bits
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Por meio das simulagbes exibidas nas Fig.3 e 4, é possivel observar a entrada de
controle (80) durante as quantizagdes com 4 e 8 niveis, atuando sobre os estados do sistema
quantizado, fazendo com que a amplitude da resposta apresentasse comportamento constante e
préximo a origem. Esta amplitude constante se justifica pelo erro em regime ocasionado pela
acao do controlador e sua estabilidade pode ser garantida pelo Corolario 1.

Figura 5 — Estados compensados com ganho dado pelo Corolario 1 utilizando quantizacao com 16 niveis e

4 bits
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Figura 6 — Estados compensados com ganho dado pelo Corolario 1 utilizando quantizacao com 32 niveis e

5 bits
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As Fig.5 e Fig.6 ilustram o comportamento do sistema (77) mediante a entrada de
controle (80). A quantizagcdo com maior quantidade de bits implica em sinais para controle em

tempo discreto aproximados em sua representacdo em tempo continuo, sendo em ambos o0s
casos os estados para controle estabilizados.
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6 COMENTARIOS FINAIS

Neste trabalho foi apresentado o uma técnica de sintese de ganhos de realimentacao
de estados, baseada na teoria de formas polinomiais apresentada em Chesi et al. (2009), para
estabilizacdo em sistemas lineares sujeitos a parametros variantes no tempo. Tal técnica consiste
na representacao do sistema em malha fechada utilizando matrizes aumentadas, e na posterior
aplicagado de um conjunto de condigdes LMIs, principal contribuicdo deste trabalho, para o célculo
de ganhos de realimentacdo aumentados. E também proposto um procedimento de otimizacéo
para obter os ganhos desejados de realimentacdo de estados a partir das matrizes aumentadas.
Foi também analisada a estabilidade BIBS de sistemas afetados por ruidos exdgenos.

Para ilustrar a estabilidade em sistemas lineares variantes no tempo sujeitos aos efeitos
de quantizagao, foram realizados duas simulacdes. A primeira consiste na aplicagao da técnica
para estabilizacdo de um modelo simples, porém dependente de pardmetros variantes no tempo,
para que fosse analisado seu comportamento, que apresentou as caracteristicas de estabilidade
desejadas. A segunda simulacao consiste na aplicagao, em um modelo de motor CC, de um
quantizador uniforme do tipo Midtread. Durante as simulag¢des foi possivel observar que apos a
compensacao, as interferéncias geradas pelo quantizador foram minimizadas.

Assim, a técnica proposta para sintese de ganhos estabilizantes em sistemas incertos a
parametros variantes no tempo via fungdes polinomiais homogéneas pode ser uma alternativa
interessante. Para trabalhos futuros, propde-se a adaptagao da técnica para otimizar critérios de
desempenho e robustez.
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APENDICE A - ALGORITMOS COMPUTACIONAIS UTILIZADOS

\Algoritmo para determinar a matriz H segundo a Eqg. (11).

Escolha 2"} e z{?”} conforme a Eq.(11)

Defina g € R7(™2™) tal que h(x) = ¢g'z{?™}

Estabeleca H = 0, (n,m)xo(n,m)

fori =1,..,0(n,m)ej=1,.,0(n,m), defina a = ind(zt™)i(z{m}j), 212 e H; =
H; + g, fim do for

Defina H = 0.5he(H)

\Algoritmo para determinar a matriz L(a) segundo a
Eqg. (11).

e Escolha 2™ e {2} conforme a Eq.(11)
e Defina A = Oo(n,2m)><3y b=0eac Rw(nm)

e fori=1,.,0(n,m)ej=1,.,0(nm),definaa = ind(z™)i(x{mj),20?" e A, =
Aa71 + ].

e SeA,; =1,definaAd, o =i1eA,3=7

e Caso contrério, definab =b+1e G = Oy(nm)xo(n,m) € Gij = 1
o Definak =A,2el=A,35e G =G — 1

e Defina L(a) = L(av) + apG

e fim da condicdo de teste

e fim do for

e Defina L(a) = 0.5he(L(a))
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