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RESUMO

ROCHA, Aleffer. Coloracao arco-iris em classes de grafos. 2020. 59 f. Dissertacao
(Mestrado em Ciéncia da Computagdo) — Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Ponta
Grossa, 2020.

Problemas de coloracdo arco-iris, com notdveis aplicacdes em seguranca de informacdo, t€ém
recebido bastante atencdo nos ultimos anos na drea de Combinatéria. Em particular, o niimero
de conexdo arco-iris de um grafo conexo G, denotado por r¢(G), é o menor inteiro k para o qual
GG admite uma k-coloragdo de arestas (ndo necessariamente propria) tal que, entre qualquer par
de vértices, existe um caminho arco-iris, ou seja, um caminho em que as cores das arestas sao
todas distintas. Dada uma colorag@o de arestas ¢ para um grafo G, se entre cada par de vértices
existe um caminho minimo que € arco-iris, entdo ¢ € uma coloragdo arco-iris forte. O menor
ndmero de cores que permite uma coloracdo arco-iris forte de um dado grafo G € o niimero de
conexdo arco-iris forte de G. Um grafo G é arco-iris critico se a remog¢ao de uma aresta qualquer
aumenta o numero de conexdo arco-iris de (G. Neste trabalho, sdo determinados o nimero de
conexao arco-iris e o nimero de conexao arco-iris forte dos grafos sombras de caminhos, cobras
triangulares triplas, circulantes C’zl;fk e jun¢do G+ K, quando G tem r¢(G) < 2. Também foram
determinados os nimeros de conexdo arco-iris dos grafos juncdo de sunlet (R,,) com G quando
|[V(G)| > n— 1 e de cografos com trés vértices pendentes. Foram encontrados novos limitantes
superiores para o nimero de conexado arco-iris dos grafos cobras, de juncdo de dois grafos com
vértice universal e de jun¢ao R, + K, quando m < n — 2. Também sao apresentadas condi¢des
necessdrias e suficientes para a criticalidade dos grafos leque, dos produtos cartesianos de G X
P, quando r¢(G) = diam(G) > 2 ou quando G € uma panela, G x K,, quando r¢(G) =
diam(G) > 1 e de C,,, x C,,, quando m e n sdo pares.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos. Arco-iris. Conectividade.



ABSTRACT

ROCHA, Aleffer. Rainbow coloring in classes of graphs. 2020. 59 f. Dissertation (Master
Degree in Computer Science) — Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Ponta Grossa,
2020.

Rainbow coloring problems, of noteworthy applications in Information Security, have been re-
ceiving much attention in the last years in Combinatorics. In particular, the rainbow connection
number of a connected graph G, denoted rc(G), is the least & for which G admits a (not necessa-
rily proper) k-edge-coloring such that between any pair of vertices there is a rainbow path, i. e.,
a path whose edge colors are all distinct. Given an edge coloring ¢ for a graph G, if between any
pair of vertices there is a minimum path which is rainbow, then ¢ is a strong rainbow coloring.
The minimum number of colors for which a given graph G has a strong rainbow coloring is the
strong rainbow connection number of GG. A graph G is rainbow critical if the deletion of any edge
of G increases r¢(G). In this work, we determine the rainbow connection number and the strong
rainbow connection number of shadow graphs of paths, triple triangular snake graphs, circulant
graphs C;,;k and join graphs G + K, when G has r¢(G) < 2. We also determine the rainbow
connection number of join graphs of sunlet (R,) with G when |V (G)| > n — 1 and of cographs
with three pendent vertices. We found new upper bounds for the rainbow connection number of
snake graphs, join graphs of two graphs with universal vertices, and join graphs R,, + K, when
m < n — 2. We also present necessary and sufficient conditions for the criticality of fan graphs,
Cartesian products G x P, when r¢(G) = diam(G) > 2 or when G is a pan graph, G x K,
when r¢(G) = diam(G) > 1, and C,,, x C,, when m and n are even.

Keywords: Graph Theory. Rainbow. Connectivity.
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1 INTRODUCAO

Considere uma troca de mensagens confidenciais entre agéncias de seguranga nacional
em uma rede de dispositivos (por exemplo, celulares, computadores etc) conectados através de
links. Dado este cendrio, desejamos rotear mensagens exigindo que cada /ink do caminho entre
estes dispositivos tenha uma frequéncia distinta dos demais /inks do caminho. Certamente, que-
remos minimizar o nimero de frequéncias distintas desta rede. Este problema pode ser modelado

através de um grafo que represente a rede de dispositivos (LI; SUN, 2012).
Um grafo G = (V(G), E(G)) é uma estrutura matemadtica definida por V' (G) e E(G),

tal que V' (G) é um conjunto de elementos chamados de vértices e E(G) é um multiconjunto de
pares nao ordenados de vértices, chamados arestas. A aresta de um grafo GG formada pelo par
de vértices u e v serd denotada por uv, e dizemos que u e v sdo adjacentes ou vizinhos, que a
aresta uv incide em u € v, € que u € v sao 0s extremos da aresta wv. Um lago é uma aresta cujos
extremos incidem no mesmo vértice e arestas miiltiplas sao um conjunto de arestas que incidem
sobre 0 mesmo par de vértices. Um grafo G € simples se G ndo possui lacos ou arestas multiplas,
do contrdrio, o grafo é denominado multigrafo. Neste trabalho, ao menos quando explicito, os
grafos sdo considerados simples. Um caminho entre um par de vértices v e v em um grafo G é
uma sequéncia wowiwsy . .. Wr_1 em que u = wy, v = wi_1 €, para 0 < ¢ < k — 2, vale que
w; € adjacente a w; 1, em G. Um grafo G com E(G) # () é conexo se existe um caminho entre

qualquer par de vértices de GG, e desconexo caso contrério.

O problema da minimiza¢ao de frequéncias nas trocas de mensagens entre agéncias
nacionais de segurancga pode ser modelado com um grafo (G, onde cada dispositivo do cendrio
apresentado inicialmente corresponde a um vértice e os links sdo representados por arestas do
grafo. Podemos representar as frequéncias desta rede através de cores que serdo atribuidas para as
arestas do grafo. Uma coloragdo de arestas em GG é uma atribuicao de cores para todas as arestas
de GG. As cores em geral sdo denotadas por ndimeros inteiros. Uma coloracdo de arestas é propria
se arestas incidentes em um mesmo vértice t€ém cores distintas. A Figura 1 apresenta um grafo
com duas coloragdes de arestas diferentes. Observe que a coloracdo de arestas da Figura 1(a) é
propria. Observe que na Figura 1(b) existe pelo menos um vértice (vy) onde duas arestas (vyvo

e v914) t€m a mesma cor e, portanto, esta coloracdo de arestas nao € propria.

Dado um grafo G com uma coloracio de arestas ndo necessariamente prépria, um ca-
minho arco-iris entre um par de vértices € um caminho em que as cores das arestas sdo todas
distintas. No cendrio inicial apresentado, um caminho arco-iris representa o caminho de um dis-
positivo a outro cujos links possuem todos frequéncias distintas. Observe, na Figura 1(b), que
0 caminho v;v3v9vyv4 A0 € arco-iris, pois existem duas arestas no caminho com a mesma cor

(v2vg € vgv4). Por outro lado, existe o caminho v,v3v5v4 entre vy € vy, que € arco-iris.

Segundo Chartrand et al. (2008), uma coloracio de arestas de G € uma coloragdo arco-

iris se entre qualquer par de vértices de GG existe um caminho arco-iris. As colorag¢des do grafo
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Figura 1 — Grafo G em (a) com uma coloracio de arestas prépria e em (b) com uma coloracio
de arestas nao-propria

on U3 V4

Fonte: (ROCHA, 2017)

G apresentadas na Figura 1 s@o arco-iris. Coloragdes arco-iris aparecem em diferentes contextos
da Combinatéria (EHARD; GLOCK; JOOS, 2019; MONTGOMERY; POKROVSKIY; SUDA-
KOV, 2019) e também tém recebido atencao nos dltimos anos, sendo alguns trabalhos finan-
ciados pela Agéncia Nacional de Seguranca (em inglés National Security Agency — NSA) dos
Estados Unidos (LO, 2012; DUDEK; FRIEZE; TSOURAKAKIS, 2015), devido as aplicacdes
na transferéncia segura de informagdes sigilosas, em especial apds os ataques terroristas de 11
de setembro de 2001 (LI; SUN, 2012).

O niimero de conexdo arco-iris de um grafo G € o menor inteiro %k para se obter uma
colorag@o arco-iris em G com k cores e é denotado por rc(G). O Problema da Coloragdo Arco-
iris é determinar rc¢(G) para um grafo G simples e conexo qualquer. Por exemplo, caso o grafo
G seja o mesmo apresentado na Figura 1, r¢(G) = 2. Pois embora a Figura 1(b) ilustre uma
colorag@o arco-iris com 3 cores, o que implica que r¢(G) < 3, se a cor 1 ou 0 for atribuida para
a aresta v, v3, obtém-se uma outra coloragdo arco-iris com duas cores. Logo, r¢(G) < 2. Como
existe pelo menos um par de vértices que ndo sio adjacentes em (7, nao € possivel apresentar

uma coloragdo arco-iris para este grafo com uma dnica cor e, portanto, r¢(G) = 2.

Um caminho minimo entre um par de vértices u € v em um grafo G € um caminho
entre « € v com o0 menor nimero de arestas possivel. O niimero de conexdo arco-iris forte de
um grafo G, denotado por src(G), é o menor inteiro k possivel para se obter uma coloragdo
arco-iris em GG com k cores tal que existe um caminho minimo que € arco-iris entre qualquer par
de vértices de (G. Ha estudos sobre o nimero de conexdo arco-iris forte em algumas classes de
grafos (CHARTRAND et al., 2008; ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011; LAURI, 2016).

Dado um grafo G e um pardmetro monotdnico p(G) de G. Um grafo G é aresta-critico
(resp. vértice-critico) emrelagdo a p(GG) se aremogdo de uma aresta (resp. vértice) qualquer de G
altera p(G). Como o niimero de conexao arco-iris ndo é monotdnico para a remogao de vértices,
consideramos apenas a aresta-criticalidade no que diz respeito a esse parametro. Portanto, ao

longo deste texto, um grafo G' € arco-iris critico (ou simplesmente critico) se € aresta-critico em
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relagdo a rc(G), isto é, se E(G) # () e para toda aresta e € F(G) tem-se r¢(G — ) > re(G).
Durante o levantamento bibliografico para o desenvolvimento deste trabalho foram en-
contrados vdrios resultados incorretos sobre o nimero de conexdo arco-iris e a criticalidade
arco-fris em algumas classes de grafos, publicados em periddicos predatérios !. A partir destes
achados desenhou-se o principal objetivo deste mestrado: apresentar solugdes corretas para es-
tes casos, que sao identificados ao longo do texto com uma nota de rodapé. Neste trabalho, sdo
determinados o niimero de conexao arco-iris e o nimero de conexao arco-iris forte nas seguintes
classes de grafos® sombras de caminhos, cobras triangulares triplas, circulantes C'Qllf e juncao
G + K, quando G tem r¢(G) < 2. Também foram determinados os nimeros de conexao arco-
iris dos grafos juncdo de sunlet (R,) com G quando |V (G)| > n — 1 e de cografos com trés
vértices pendentes. Foram encontrados novos limitantes superiores para o nimero de conexao
arco-iris dos grafos cobras, de juncao de dois grafos com vértice universal e de juncdo R, + K,
quando m < n — 2. Também sao apresentadas condi¢des necessdrias e suficientes para a criti-
calidade dos grafos leque, dos produtos cartesianos de G x P,, quando r¢(G) = diam(G) > 2
ou quando G é uma panela, G x K, quando r¢(G) = diam(G) > 1 e de C,,, x C,,, quando m

€ n sao pares.

1.1 DIFERENTES PROBLEMAS SOBRE A COLORACAO ARCO-IRIS

Desde que a coloragdo arco-iris foi definida no artigo de Chartrand ef al. (2008) e no
livro de Chartrand e Zhang (2009), muitas questdes sobre o tema foram levantadas, gerando
uma diversidade de problemas sobre a coloragdo arco-iris. Com o objetivo de apresentar esses
problemas, tanto para completude deste documento, quanto para deixar claro quais problemas
sao tratados nesta dissertacao, esta secdo sumariza as principais questoes abordadas na literatura

sobre a coloragdo arco-iris.

Tanto Chartrand et al. (2008) quanto Chartrand e Zhang (2009) definem o problema
de, dado um grafo conexo (G, determinar o menor nimero de cores para o qual existe uma co-
loracdo de arestas de (G tal que entre qualquer par de vértices hd um caminho arco-iris. Nos
dois trabalhos, esse nimero é chamado de nimero de conexao arco-iris e é denotado por r¢(G).
Nos dois trabalhos, esta coloracdo de arestas é chamada de coloragdo arco-iris. Chartrand et al.
(2008) e Chartrand e Zhang (2009) também definem a coloracio arco-iris forte e consideram
o problema de se determinar o menor nimero de cores que permite uma coloracao de arestas
de um dado grafo G tal que entre qualquer par de vértices exista um caminho minimo que seja
arco-iris. Como ja visto, esse nimero de cores € chamado de nimero de conexado arco-iris forte
e denotado por src(G). Estes s@o os problemas apresentados na introdugao desta dissertagdo e

para os quais sao apresentados novos resultados neste trabalho. A seguir, sdo apresentadas va-

Para mais informagdes sobre periddicos predatdrios acesse: <https://predatoryjournals.com/journals/>.
Para auxiliar o leitor a localizar uma defini¢@o especifica, preparamos um indice remissivo no final do docu-
mento.
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riagdes dos problemas de se determinar o nlimero de conexdo arco-iris € o nimero de conexao

arco-iris forte, algumas com diferencgas bastante sutis.

Um grafo G é k-vértice-conexo (ou simplemente k-conexo) se existem k& caminhos in-
ternamente disjuntos entre qualquer par de vértices de GG. O menor k tal que GG é k-conexo é o
pardmetro conhecido como conectividade de G e denotado por x(G). No livro de Chartrand e
Zhang (2009), os autores definem um conceito similar em relagdo a coloracao arco-iris, apresen-
tando o pardmetro de conectividade arco-iris de G, denotado por «,.(G), que é 0 menor nimero
de cores necessdrias para uma coloragdo de arestas de G que garanta x((G) caminhos arco-iris
internamente disjuntos entre qualquer par de vértices de G. Assim, um dos problemas que pode

ser abordado em relac@o a colorag@o arco-iris é, dado um grafo G, determinar x,(G).

Ainda em 2009, Chartrand et al. (2009) apresentam um parametro mais geral com o
nome de k-conectividade arco-iris de G. Dado um grafo /-conexo G, ¢ > 1, é verdade que para
qualquer inteiro k, 1 < k < /, e quaisquer dois vértices distintos u e v do grafo G, existem
k caminhos internamente disjuntos entre u e v. A k-conectividade arco-iris de G, rci(G) € o
menor numero de cores necessdrias para se obter uma coloragdo de arestas de G tal que existam &
caminhos arco-iris internamente disjuntos entre qualquer par de vértices. Se tal coloracao existir,
G é k-arco-iris conexo. Note que o pardmetro rci(G) = k,(G) quando k = x(G). Note também
que rc1(G) = rc¢(G). Entdo, outro problema relacionado a coloragdo arco-iris de G é responder

qual o valor de ¢, (G), dados um grafo G e um inteiro k& > 1.

Observe ainda que, apesar de ndo serem vistas na literatura, € interessante pesquisar
variacdoes dos problemas mencionados nas quais os caminhos arco-iris entre qualquer par de
vértices necessitem ser disjuntos apenas nas arestas em vez de internamente disjuntos. Ressalta-
se que tais variagOes parecem ainda mais interessantes ao se observar que em uma coloragdo de
arestas de um dado grafo GG pode haver dois caminhos arco-iris entre um mesmo par de vértices
de forma que estes caminhos ndo sejam internamente disjuntos nos vértices, mas sejam disjuntos
nas arestas. Um grafo GG é k-aresta-conexo se existem k caminhos disjuntos nas arestas entre
qualquer par de vértices de GG. O menor £ tal que G € k-aresta-conexo € o parametro conhecido
como k-aresta-conectividade de G e denotado por \(G). Seja A.(G) o menor nimero de cores
necessdrias para se obter uma coloracdo arco-iris de um dado grafo G tal que entre qualquer
par de vértices existam A(G) caminhos arco-iris disjuntos nas arestas. Como a restri¢ao de que
os caminhos arco-iris sejam disjuntos apenas nas arestas € menor que a restri¢cao de que sejam
internamente disjuntos, é de se esperar que \.(G) < k,.(G). Similarmente, pode-se definir o
conceito r¢j (G) como o menor niimero de cores necessdrias para uma coloragio de arestas em

G tal que entre qualquer par de vértices existam k& caminhos arco-iris disjuntos nas arestas.

Considere o problema de decidir se um grafo G’ tem uma coloragdo arco-iris com k
cores, dados um grafo G e um inteiro & > 1. Para provar que este problema pertence a NP 3, ¢

necessario mostrar que, dada uma coloracao de arestas para o grafo GG pode-se verificar em tempo

3 Para o leitor ndo familiarizado com conceitos de Complexidade Computacional, como P, NP, entre outros

conceitos, € recomendado Arora e Barak (2009).
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polinomial se tal coloracdo é arco-iris. Surge entdo a seguinte questdo: qual a complexidade
computacional de se verificar se uma coloracdo de arestas dada para determinado grafo G é
arco-iris? Com base nesta pergunta, Chakraborty et al. (2011) apresentam um outro problema
relacionado a coloragdo arco-iris: dado um grafo G e uma coloragdo de arestas de G, decidir
se esta € uma coloracdo arco-iris para GG. Lauri (2016) chama este problema de Problema de
Conectividade Arco-Iris e apresenta também uma versdo andloga para a coloragio arco-iris forte.
De acordo com Lauri (2016), o Problema da Conectividade Arco-Iris Forte é, para um dado

grafo G com uma coloragao de arestas «, decidir se o € uma coloragao arco-iris forte.

H4 ainda na literatura variacdes dos mesmos problemas considerando a coloracdo de
vértices em vez da coloragdo de arestas, como nos trabalhos de Krivelevich e Yuster (2009) e
Li, Li e Shi (2015). E h4 também trabalhos onde dado um grafo G impde-se a restricdo de que
determinados subgrafos com estruturas bem definidas sejam arco-iris, ou seja, todas as arestas
desses subgrafos tenham cores distintas. Como exemplo, uma coloracao de arestas prépria pode
ser vista como uma coloragdo arco-iris em que se restringe a todas as estrelas do grafo serem
arco-iris. Como outro exemplo, pode-se citar o trabalho de Chartrand, Okamoto e Zhang (2010)
que aborda arvores arco-iris. Um subgrafo 7" de um grafo G com uma colorag¢do de arestas é
drvore arco-iris se I' ¢ uma arvore e todas as arestas de 7' possuem cores distintas. Chartrand,
Okamoto e Zhang (2010) definem uma k-coloragdo arco-iris em um grafo G como uma colora-
¢do de arestas de G tal que para cada subconjunto de vértices S C V' (G) com tamanho k, existe
uma arvore arco-iris em GG que contém os vértices de .S. O menor inteiro positivo j para se obter

uma k-coloragdo arco-iris de G € denotado por 7z (G).

1.2 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

Este documento estd organizado em cinco capitulos. O Capitulo 2 apresenta algumas
definicdes bésicas, detalhes sobre a complexidade computacional dos problemas abordados nesta
dissertacao de mestrado e alguns resultados j existentes sobre o niimero de conexao arco-iris. O
Capitulo 3 traz os resultados obtidos durante o desenvolvimento desta pesquisa sobre o nimero
de conexdo arco-iris € o nimero de conexdo arco-iris forte em algumas classes de grafos. O
Capitulo 4 apresenta as contribuicdoes dadas sobre a criticalidade arco-iris de leques e de alguns
grafos resultantes da operagao de produto cartesiano. O Capitulo 5 apresenta as consideracdes

finais e propostas para trabalhos futuros.
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2 RESENHA LITERARIA

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados presentes na literatura sobre o Pro-
blema da Coloracdo Arco-iris e o Problema da Colorag@o Arco-iris Forte. O capitulo estd divi-
dido em quatro secdes. A primeira se¢do apresenta conceitos basicos da Teoria dos Grafos que
sdo utilizados neste documento. A segunda se¢@o discorre sobre a complexidade computacional
dos problemas que sdo abordados. A terceira secao apresenta alguns limitantes para o nimero
de conexdo arco-iris e o nimero de conexao arco-iris forte, bem como os valores exatos desses
parametros quando se considera classes de grafos especificas. Por fim, a quarta secdo aborda o

estado da arte sobre criticalidade arco-iris.

2.1 DEFINICOES BASICAS

Algumas defini¢des ja foram apresentadas no Capitulo 1, como o préprio conceito de
grafo. Outras defini¢cOes bésicas sdo apresentadas nesta secdo. Outras ainda, por serem mais es-
pecificas, optamos por deixd-las mais préximas de quando sdo usadas no texto. Para auxiliar o
leitor a encontrar uma defini¢ao especifica, preparamos um indice remissivo ao final do docu-

mento.

Um subgrafo H de um grafo G' é um grafo com conjunto de vértices V(H) C V(G)
e conjunto de arestas F(H) C FE(G). Um subgrafo de G induzido por U C V(G), denotado
por G[U], é o grafo com conjunto de vértices V(G[U]) = U e arestas E(G[U]) = {uv €
E(G) : u,v € U}. O subgrafo de G induzido por um subconjunto de arestas A C FE(G), de-
notador por G[A], é o grafo com conjunto de arestas F(G[A]) = A e conjunto de vértices
V(G[A]) = {v: v é extremo de alguma aresta do conjunto A}. Considere um grafo G possivel-
mente desconexo. Um subgrafo conexo de G é maximal se ndo estd propriamente contido em
nenhum subgrafo conexo de GG. Cada subgrafo conexo maximal de um grafo G' € chamado de

componente conexa de GG. Arestas cuja remog¢ao desconectam o grafo sdo chamadas de pontes.

Um grafo € vazio se ndo contém arestas. Um grafo € trivial se é vazio e contém apenas
um vértice. Um grafo G é completo se todos os vértices em G sdo adjacentes entre si. O grafo

completo com n vértices € denotado por K.

O grau de um vértice v em um grafo GG, denotado por dg(v), é a quantidade de arestas
que incidem em v no grafo (G. Quando nao houver ambiguidade, o indice subscrito que especifica
o grafo serd omitido, escrevendo-se apenas d(v). Um vértice v € isolado em um grafo G se
d(v) = 0. Um vértice v é pendente em um grafo G se d(v) = 1. Um vértice v em um grafo G é
universal se d(v) = |V(G)| — 1. O niimero de vértices isolados (i.e. com grau 0) em um grafo

(possivelmente desconexo) G ¢ denotado por +(G).

Um conjunto independente em um grafo G é um subconjunto ndo-vazio de V(G) que
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induz um grafo vazio.

Um grafo caminho P,: vgv; ...v,_1 é um grafo com conjunto de vértices V(P,) =
{vo,v1,...,v,_1}econjuntodearestas F(P,) = {v;v;41:0 < i < n—2}.Sejam P: vovy ... V1
e Q: upuy . ..u,_1 caminhos tais que v,,_; = ug. A concatenacdo de P com () é o caminho
VUL -+« - Uy U1 - - - U1

Um grafo ciclo C,,: vgvy .. .v,_1v9, com n. > 3, € um grafo com conjunto de vértices
V(C,) = {vo,v1,...,v,—1} € conjunto de arestas £(C,) = {vi¥V+1)modn : 0 < @ < n}.
Observe que, pelas defini¢des apresentadas, um ciclo C's € também um grafo completo K5. Um
grafo G € uma drvore se, e somente se, GG € conexo e nao contém ciclos como subgrafos (diz-se
que G € aciclico).

A distdncia entre um par de vértices u e v em um grafo GG, denotada por dist(u,v), é
a quantidade de arestas em um caminho minimo entre u e v em G. O didmetro de um grafo G,
denotado por diam(G), é a maior distincia encontrada entre os pares de vértices de G.

Um isomorfismo entre dois grafos G e G5 € uma bijecdo w: V(G1) — V(Gs) tal que,
para todo u e todo v em V(G), temos uwv € E(G) se, e somente se, m(u)w(v) € E(Ga).

Dizemos entio que dois grafos sao isomorfos se existe isomorfismo entre eles.

Uma drvore geradora em um grafo G' é um subgrafo H = (V(H), E(H)) tal que
V(H) = V(G), E(H) C E(G) e H é uma arvore. A Figura 2 apresenta como exemplo um

grafo G e uma de suas drvores geradoras H.

Figura 2 — Grafo G e uma de suas arvores geradoras H

U3 V4 U3 V4

V2
U1 U1

G H
(o)) Vo
Fonte: (ROCHA, 2017)

Um grafo bipartido G = ([S,T], E(G)) é um grafo G cujo conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos independentes S e T'. Considere um grafo bipartido G = [S, T'].
Se cada vértice em S € adjacente a todos os vértices de 7', o grafo G é chamado de bipartido
completo e é denotado por K ;, onde s = |S| et = |T'|. Um grafo é k-partido completo se o seu
conjunto de vértices pode ser particionado em k conjuntos independentes, 51, Ss, .. ., Sy de tal

modo que todo vértice v € S; é adjacente a todo vértice y € .S, para todo par i e j tal que i # j.

Considere k > 2 e sejam G, G, . . . , G}, grafos quaisquer. A operacdo de unido G =
G1 UGy U ... U G resulta no grafo com conjunto de vértices V(G) = V(G;) U V(Gy) U
... UV/(Gg) e conjunto de arestas E(G) = E(G1) U E(G2) U ... U E(Gg). A operagdo de
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Jungdo G = Gy + G2 + ... + G resulta no grafo com conjunto de vértices V(G) = V(G;) U
V(Gs)U...UV(Gy) e conjunto de arestas £(G) = E(Gy) U E(Gy)U...UE(Gy)U Eg, onde
Ec={vw:veG;ANweG;Ni#j} Ografo G =G+ Go+ ...+ Gy é chamado de grafo
de jungdo e as arestas do conjunto g sdo chamadas arestas de juncdo de G.

Quando G € um grafo vazio com n vértices, o grafo G + K; é chamado de estrela e
denotado por S,,. Quando GG é um caminho P, : vyv; ...v,_1 comn > 2, 0 grafo G + K; é o
grafo leque denotado por F,. E quando G é um ciclo C,, com n > 3, o grafo C), + K € o grafo
roda, denotado por W,,.

Um grafo G € cografo se G é o grafo trivial, se é resultado da unido de cografos, ou se
¢ resultado da jun¢do de cografos. Portanto, cografos conexos sdo uma subclasse dos grafos de
jungdo. A classe dos cografos € equivalente a classe dos grafos que sdo livres de P, induzido
(CORNEIL; LERCHS; BURLINGHAM, 1981). Um grafo threshold é um cografo construido a
partir de sucessivas operacdes de unido ou juncao de grafos triviais. Entdo, K € um threshold,

e se um grafo G € threshold, entdo G' + K; e G U K; também sdo grafos threshold.

O produto cartesiano entre dois conjuntos, A e B, é o conjunto de todos os pares or-
denados, cujo primeiro elemento do par pertence a A e o segundo elemento do par pertence a
B, ou seja, {(a,b) :a € AANb € B}. Agora, considere dois grafos, G = (V(G), E(G)) e H =
(V(H),E(H)),taisque V(G) = {vo, v1, 02, ... vy )-1} e V(H) = {ug, u1, ua, . .. wy (ar)|-1}-
O produto cartesiano de G e H, denotado por G x H, é um grafo com conjunto de vértices
dado pelo produto cartesiano V' (G) x V(H) e tal que existe aresta entre dois vértices (v;, u;) e
(vk, w;) se, e somente se, v;v, € E(G) e u; = w; ouse uju; € E(H) e v; = vy,. Neste trabalho,
sempre que nos referimos a um produto cartesiano A x B, tal que V(A) = {vo,...,vm_1} €
V(B) = {ug, ..., un—1}, denotamos por A”(j),com 0 < j < n, o subgrafo de A x B induzido
pelo conjunto de vértices {(vy,u;) : 0 < k < m}. Similarmente, denotamos por B’(7), com
0 < i < m, o subgrafo de A x B induzido pelo conjunto de vértices {(v;,ux) : 0 < k < n}.
Observe que A”(j) é sempre uma cdpia de Aem A x B, i.e. um subgrafo de A x B isomorfo a
A. De igual modo, B’'(7) é sempre uma cépia de B em A x B. Para simplificar a escrita, sem-
pre que o contexto definir claramente o intervalo de uma varidvel ¢ (resp. j), este intervalo ndo
serd explicitado, sendo substituido pelo quantificador V7 (resp. V7). Na Figura 3 € apresentado o

produto cartesiano P3 x Pj.

Um grafo € n-panela se possui um ciclo induzido de tamanho n tal que n > 3, e um
tnico vértice de grau 1 adjacente a um dos vértices do ciclo. A Figura 4 apresenta os grafos

4-panela e 5-panela em (a) e (b), respectivamente.

Um emparelhamento perfeito em um grafo G é um conjunto de arestas M C E(G), tal

que em cada vértice v € V() incide exatamente uma aresta e € M.

Um grafo sunlet é obtido através da adicdo de um vértice pendente adjacente a cada
vértice de um ciclo C),, com n > 3. Prabha e Rajasingh (2012) referem-se aos grafos sunlet
como crown graphs, mas este termo € mais comumente utilizado para definir os grafos bipartidos

completos K, ,, dos quais se remove um emparelhamento perfeito. Sy, Medika e Yulianti (2013),
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Figura 4 — Grafos 4-panela e 5-panela
—0

(a) (b)

Fonte: Autoria prépria

assim como outros autores na literatura chamam os grafos sunlet de sun graphs (ANITHA;
LEKSHMI, 2008; WALLIS, 2001), mas este termo € mais utilizado para referir-se a classe dos
grafos que sdo formados por um grafo completo K, com conjunto de vértices {vg, vy, ..., vp_1}
aos quais se adicionam n novos vértices ug, uq, . . ., u,—1 tais que cada vértice u; € adjacente a

Vi € VU(i+1) mod n-

2.2 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Nesta secao sao apresentados resultados sobre a complexidade computacional do Pro-

blema da Coloragio Arco-Iris e do Problema da Coloragio Arco-Iris Forte, definidos a seguir.

Problema da Coloragao Arco-Iris (RCP)

Entrada: um grafo G.
Pergunta: qual o valor de rc(G)?
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Problema da Coloracio Arco-Iris Forte (SRCP)

Entrada: um grafo G.

Pergunta: qual o valor de src(G)?

Ressalta-se que é comum que um algoritmo que resolva RCP (SRCP) também apre-
sente uma coloragdo arco-iris (coloragdo arco-iris forte) para o grafo dado na entrada utilizando
re(QG) (sre(G)) cores, embora, pela definicao desses problemas, apresentar tal coloragdo ndo
seja obrigatorio.

Seja k um inteiro fixo ndo-negativo qualquer. Definimos também os seguintes proble-

mas de decisdo.

Problema da k-Coloragio Arco-Iris (k-RC)

Entrada: um grafo G.
Pergunta: rc¢(G) < k?

Problema da k-Coloragao Arco-Iris Forte (k-SRC)

Entrada: um grafo G.
Pergunta: src(G) < k?

Qualquer grafo que tenha dois vértices ndo adjacentes tem r¢(G) > 1. Entdo, para
resolver 1-RC € suficiente verificar se G € o grafo completo, o que pode ser feito em tempo
polinomial. Caro et al. (2008) conjecturaram que 2-RC é NP-completo e, consequentemente,
que RCP ¢ NP-dificil para o caso geral. Essa conjectura foi provada por Chakraborty et al.
(2011).

Teorema 2.1 (CHAKRABORTY et al., 2011). Dado um grafo G, decidir se rc(G) = 2 é um
problema NP-completo.

No mesmo ano em que o Teorema 2.1 foi publicado, Ananth, Nasre e Sarpatwar (2011)

determinaram a complexidade de k-RC quando k € impar, considerando um grafo qualquer.

Teorema 2.2 (ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011). Para um inteiro k > 3 impar fixo e
um grafo G qualquer, decidir se rc(G) < k é NP-completo.

Aindaem 2011, Lie Li (2011) generalizaram os resultados de Chakraborty et al. (2011)
e Ananth, Nasre e Sarpatwar (2011).

Teorema 2.3 (LI; L1, 2011). Para um inteiro k > 2 fixo, dado um grafo G, decidir se rc(G) < k
¢ NP-completo.

Chandran e Rajendraprasad (2012) apresentaram a complexidade computacional de k-
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RC quando restrito a algumas classes de grafos como, por exemplo, os grafos cordais. Para estes
grafos, Chandran e Rajendraprasad (2012) provaram que k-RC com £ > 3 é NP-completo.
Mesmo quando 3-RC ¢€ restrito aos grafos split, uma subclasse dos grafos cordais, Chandran
e Rajendraprasad (2012) mostraram que k-RC permanece NP-completo. Contudo, os autores
apresentaram um algoritmo linear que computa uma coloracao arco-iris para qualquer grafo split
usando no médximo rc¢(G) + 1 cores. Para os grafos threshold, uma subclasse dos grafos split,

Chandran e Rajendraprasad (2012) provaram que k-RC pode ser resolvido em tempo polinomial.

Li, Li e Shi (2015) mostraram que k-RC com k£ > 3 é NP-completo quando restrito
aos grafos bipartidos. Chartrand et al. (2008) provaram que k-RC € polinomial em subclasses
dos grafos bipartidos, como bipartidos completos e arvores. Chartrand et al. (2008) também

provaram que k-RC € polinomial quando a entrada é um ciclo ou um grafo completo.

A complexidade de k-RC ainda € um problema em aberto para as classes de grafos blo-
cos, circulantes, cobras, cografos e sombras!. O Quadro 1 apresenta um resumo dos resultados
existentes na literatura sobre a complexidade computacional para os problemas k-RC e RCP em

classes de grafos.

Quadro 1 — Complexidade Computacional de k-RC

G k-RC Referéncia

Arvore P (CHARTRAND et al., 2008)

Bipartido k > 3:NPC (LI; LI; SHI, 2015)

Bipartido completo | P (CHARTRAND et al., 2008)

Bloco Aberto

Ciclo P (CHARTRAND et al., 2008)

Circulantes Aberto

Cobras Aberto

Cografos Aberto

Completo P (CHARTRAND et al., 2008)

Cordal k > 2:NPC (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012)

Planar P (LAURI, 2016)
(CHAKRABORTY et al., 2011)

Qualquer k > 2:NPC (ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011)
(LL; LI, 2011)

Split k =2,3:NPC | (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012)

Sombras Aberto

Threshold P (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012)

Fonte: Autoria propria

Considerando a coloracdo arco-iris forte, Li e Li (2011) determinaram a complexidade

computacional de k-SRC no caso geral.

Teorema 2.4 (LI; LI, 2011). Para todo inteiro k impar fixo, tal que k > 3, dado um grafo G,
decidir se src(G) < k é NP-completo.

1

A defini¢do dos grafos que ndo se encontram no indice remissivo deste documento pode ser encontrada
em Brandstédt, Le e Spinrad (1999).
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Ananth, Nasre e Sarpatwar (2011) mostraram que k-SRC com k£ > 3 € NP-completo
mesmo quando restrito aos grafos bipartidos. Chartrand et al. (2008) mostraram que k-SRC pode
ser resolvido em tempo polinomial para bipartidos completos, assim como para drvores, ciclos

e completos.

Lauri (2016) provou que o k-SRC com £ > 3 é NP-completo mesmo quando se sabe

que a entrada € um grafo cordal.

O Quadro 2 apresenta um resumo dos resultados existentes na literatura sobre a com-

plexidade computacional para os problemas k-SRC e SRCP em classes de grafos.

Quadro 2 — Complexidade Computacional de k-SRC

G k-SRC Referéncia
Arvore P (CHARTRAND et al., 2008)
Bipartido k > 3:NPC | (ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011)
Bipartido completo | P (CHARTRAND et al., 2008)
Bloco P (LAURI, 2016)
Ciclo P (CHARTRAND et al., 2008)
Circulantes Aberto
Cobras Aberto
Cografos Aberto
Completo P (CHARTRAND et al., 2008)
Cordal k > 2:NPC | (LAURI, 2016)
Planar P (LAURI, 2016)
Qualquer k > 2:NPC | (ANANTH; NASRE; SARPATWAR, 2011; LI; LI, 2011)
Split k > 2:NPC | (LAURI, 2016)
Sombras Aberto
Threshold Aberto

Fonte: Autoria prépria

2.3 COLORACAO ARCO-IRIS EM ALGUMAS CLASSES DE GRAFOS

Considerando que determinar o nimero de conexado arco-iris de um grafo qualquer é um
problema NP-dificil, diversos autores empreenderam esforcos na busca por limitantes inferiores
e superiores para o nimero de conexao arco-iris e na busca por solucdes eficientes para classes
de grafos especificas (CHAKRABORTY et al., 2011; CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD,
2012; SCHIERMEYER, 2009; SCHIERMEYER, 2011).

Em relagdo a busca por limitantes inferiores e superiores para o nimero de conexao
arco-iris, um resultado seminal de Chartrand et al. (2008) explora a quantidade de arestas pre-
sentes em uma arvore geradora de G. Como as arvores sdo grafos conexos, existe um caminho
entre qualquer par de vértices destes grafos. Além disso, qualquer subgrafo conexo de G que
contenha V' (G) tem pelo menos tantas arestas quanto uma drvore geradora de GG. Entdo, para
obter uma coloragdo arco-iris de qualquer grafo simples e conexo, € suficiente atribuir cores dis-

tintas para todas as arestas de uma de suas arvores geradoras, colorindo-se as demais arestas do
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grafo arbitrariamente. Sabe-se que qualquer drvore com n vértices tem exatamente n — 1 arestas.
Entdo, uma coloragdo arco-iris de uma drvore geradora de um grafo G usa |V (G)| — 1 cores e,
portanto, r¢(G) < |V(G)| — 1, para qualquer grafo conexo G. Por outro lado, o didmetro de
um grafo G é um limitante inferior para o niimero de conexdo arco-iris de GG. De fato, existe um
par de vértices em G entre os quais ndo hd caminho de tamanho menor que diam(G). Entdo,
em qualquer coloragio arco-iris de G existe um caminho arco-iris com pelo menos diam(G)

arestas. Logo, rc(G) > diam(G). Destas observagdes, conclui-se a Proposicdo 2.5.

Proposicao 2.5 (CHARTRAND et al., 2008). Se G é um grafo conexo e ndo trivial com n

vértices, entdo diam(G) < rc(G) < n — 1.

Os primeiros resultados em relagdo ao nimero de conexao arco-iris em classes de grafos
especificas também sao do trabalho seminal de Chartrand et al. (2008). Os autores determinaram
o nimero de conexao arco-iris para ciclos, grafos completos e arvores. Nos ciclos C,, comn > 4,

uma coloragdo arco-iris minima pode ser obtida atribuindo-se a cor i mod [n /2] para cada aresta

ViV(i41) mod n-

Teorema 2.6 (CHARTRAND et al., 2008). Seja G um grafo com n vértices. Entdo:

(@) rc(G) = 1 se, e somente se, G é um grafo completo;

(b) rc(G) = [n/2] se G é um ciclo tal que n > 4.

Podemos observar que o niimero de conexdo arco-iris de um grafo G pode ser correla-

cionado com o nimero de pontes do grafo, como mostra a Proposicao 2.7.

Proposicao 2.7. Se G é um grafo conexo com p pontes, entdo rc(G) > p.

Demonstragdo. Em qualquer coloragdo arco-iris de um grafo G com p pontes, cada cor € uti-
lizada em no maximo uma ponte. Se isto nao for verdade, entdo existem duas pontes, e, € e;,
coloridas com a mesma cor em um grafo G com uma coloracao arco-iris. Entdo, existe um ex-
tremo v da ponte e, € um extremo v da ponte e; tal que qualquer caminho entre v e v contém ey,

e e;, contradizendo o fato de que esta € uma coloracao arco-iris. [

Seja G uma drvore com n vértices. Embora a prova de que r¢(G) = n — 1 seja intuitiva,
¢ interessante conhecer os argumentos que garantem que nenhum grafo /7 com n vértices que

contenha um ciclo tem rc¢(H) = n — 1.

Teorema 2.8 (CHARTRAND et al., 2008). Seja G' um grafo com m arestas. Entdo rc(G) = m

se, e somente se, G é uma drvore.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar a suficiéncia por contraposic¢do. Seja G um grafo conexo
com m arestas tal que GG ndo € uma arvore. Entdo G contém um ciclo vyv; . .. vx_1vp, sendo

k > 3. Vamos construir uma colorag¢do arco-iris para G utilizando m — 1 cores. Utilize cor
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0 para as arestas vgv; € V1V, € outras m — 2 cores distintas para as demais m — 2 arestas de
G. Note que esta € uma coloragdo arco-iris para G utilizando m — 1 cores, jd que o caminho
VoUk_1Vk—_2Uk—_3 - - - U2 € um caminho arco-iris entre vy € vo. Portanto, rc(G) < m — 1.

A necessidade € consequéncia da Proposi¢do 2.7, uma vez que numa drvore toda aresta

¢ ponte. 0

A Figura 5 apresenta uma arvore G com nove vértices e uma coloragdo de arestas
usando sete cores. Observe que as arestas vyvs € v5v7 sa0 as Unicas coloridas com a mesma
cor. O tnico caminho entre os vértices v3 € v; contém as duas arestas com cor 0 e, portanto, ndo

¢é arco-iris.

Figura 5 — Arvore com uma coloracio de arestas

Fonte: Autoria prépria

Ainda considerando classes de grafos com pontes, a Proposi¢cao 2.9 e o Teorema 2.10
apresentam o niimero de conexdo arco-iris dos grafos panelas e sunlets.> O niimero de conexdo

arco-iris dos grafos panelas sera utilizado em uma prova no Capitulo 4.
Proposicao 2.9. Seja n > 3 e G um grafo n-panela. Entdo rc(G) = diam(G) = [n/2] + 1.

Demonstragdo. E suficiente exibir uma coloragao arco-iris para uma n-panela G.
Quando n = 3, atribua a cor 0 para as arestas do ciclo e a cor 1 para a ponte.

Se n > 4, considere a coloracdo arco-iris ¢ tal que:

1 mod {gw , para e = vViU(i11) mod n ONde 0 < i < n;
o(e) =

n
bJ , para e = vgUy,.

2 Sy, Medika e Yulianti (2013) também apresentaram uma prova de rc¢(R,,) = |n/2] + n, mas esta prova estd

incorreta.
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Teorema 2.10 (PRABHA ; RAJASINGH, 2012). Se R,, é um sunlet com 2n vértices, comn > 3,

entdao

rc(Rn) _ n, se n e impar,

n+1, senépar

Os proximos resultados referem-se a subclasses dos grafos de jun¢do e dos grafos de

produto cartesiano.

Neste trabalho, temos restringido nosso estudo apenas a grafos conexos. Observe que
um grafo G + H € sempre conexo, mesmo quando G ou H sdo desconexos. Por isto, quando
tratamos de coloragdo arco-iris em grafos de jun¢do, ndo podemos presumir a conexidade de G
ou H.

Sendo G' + H um grafo de jungdo, note que diam(G + H) < 2. Ainda assim, para
qualquer inteiro positivo n, a operagdo G + H pode resultar em um grafo com n pontes, no caso
em que GG € um grafo vazio com n vértices e H € trivial, i.e. G + H é uma estrela. Portanto, a
diferenca entre diam (G + H) e rc(G+ H) pode ser arbitrariamente grande. Observe que quando

G + H éumaestrelae n > 1, temos G desconexo e, portanto, rc(G) = oc.

Proposicao 2.11. Para dois grafos G e H quaisquer disjuntos nos vértices tal que G ndo é
trivial, rc(G + H) < max{rc(G),rc(H)}.

Demonstragdo. Existe uma coloragdo arco-iris com max{rc(G),rc(H)} cores para ambos os
grafos. Como G e H sdo disjuntos nos vértices, ambos admitem uma coloragdo arco-iris com
o mesmo conjunto de max{rc(G),rc(H)} cores. Para completar uma coloragdo arco-iris de
GG + H, € suficiente atribuir as arestas de jun¢do qualquer uma das cores ja utilizadas nas arestas
de G' e H. Resta apresentar um caminho arco-iris entre quaisquer dois vértices ndo adjacentes,
u e v. Se u e v sdo vértices ambos em GG ou ambos em H, ja temos, da construgdo da coloragio
a garantia da existéncia de um caminho arco-iris entre eles. Do contrdrio, o caminho arco-iris

entre eles € composto unicamente por uma aresta de juncao. 0

Se G ou H sio grafos desconexos, G + H é conexo. Neste caso r¢(G + H) é finito.

Teorema 2.12 (SEPTYANTO; SUGENG, 2017). Sejam G e H, com E(G) = 0, dois grafos

disjuntos nos vértices (ndo necessariamente conexos). Entdo
mm{i’), (e Vi } <re(G+ H) <mazx{3,.(G)}.
Se E(G) # (0 e E(H) = 0, entdo o limitante inferior pode ser melhorado para

mm{4, L(G)W}
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Além dos limitantes para o nimero de conexao arco-iris em grafos de juncdo, apresen-
tados na Proposicao 2.11 e no Teorema 2.12, ha subclasses para as quais o nimero de conexao
arco-iris € conhecido. Uma destas classes € a das estrelas. Como toda estrela € uma arvore, vale
o Teorema 2.8. Outras subclasses de grafos de jungdo para as quais se conhece o nimero de

conexao arco-iris s@o as rodas e os leques.

Teorema 2.13 (CHARTRAND et al., 2008). O grafo roda W,,, com n > 3, tem niimero de

conexdo arco-iris dado por:

1, sen =3,
re(W,) =14 2, se4 <n <6,
3, sen >T1.

Teorema 2.14 (SY; MEDIKA; YULIANTI, 2013). Seja F,, um grafo leque. Entdo,

1, sen=2,
re(Fp) =4 2, se3<n<6,
3, sen>T.

Cografos também sdo uma subclasse dos grafos de jun¢ao. Existem subclasses dos co-
grafos em que o nimero de conexao arco-iris pode ser atrelado ao nimero de pontes no grafo,
como as estrelas. Mas com excecao de grafos que tenham pontes, o niimero de conexao arco-iris

dos cografos € limitado superiormente a 4.

Teorema 2.15 (D’ALMEIDA, 2018). Seja G = G1+ G+ ...+ Gy, um cografo conexo tal que,
para todo i, o grafo G; tem n; vértices. Se k = 2 e 2 < ny < ng, entdo rc(G) < 4. Se k > 3,
entdo rc(G) < 3.

O Lema 2.16 identifica os cografos conexos que t€ém pontes.

Lema 2.16 (D’ALMEIDA, 2018). Um vértice x é um vértice pendente em um cografo conexo

G se, e somente se, G = K| + H e x é um vértice com grau ) em H.

Considerando os casos em que GG € um cografo com vértices pendentes, D’Almeida
(2018) prova que o nimero de pontes pode ser determinante para o nimero de conexdo arco-

iris.

Teorema 2.17 (D’ALMEIDA, 2018). Se G = G1 + Gy + ... + G} é um cografo conexo com p

vértices pendentes, entdo

=p, sep=>4
re(G)
<4, sep <4



28

Uma das subclasses dos cografos para a qual o nimero de conexdo arco-iris € conhecido

sdo os grafos threshold.

Teorema 2.18 (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012). Seja G um grafo threshold co-

nexo com V(G) = {vy,vs,...,0,}, tal que d(vy) > ... > d(vy,).
( 1, se G ¢ completo,
2, se 2~4v) < 1 e G nao é completo,
re(G) = ; - p

max{p,3}, se ZZ’d(“i) > 1,
i=k

\

onde k=min{i:1<i<nAdw;) <i—1}epéonimero de vértices pendentes.

Grafos k-partidos completos também sao uma subclasse dos cografos, resultantes da
operacdo de jungdo G + G5 + ... + G, tal que cada GG; é um grafo vazio (i.e. G; é a unido de
grafos triviais). Para grafos k-partidos completos, o nimero de conexdo arco-iris é conhecido,

como mostram os Teoremas 2.19 e 2.20.

Teorema 2.19 (CHARTRAND et al., 2008). Se K, é um grafo bipartido completo com 2 <
s < t, entdo rc(G) = min{[v/t] , 4}.

Teorema 2.20 (CHARTRAND et al., 2008). Se G = K, nyns,...n, € um grafo k-partido com-

pletocomk >3 en; <ng < ...<nyg ondes= Zf’;l n;, entao

1 sen, = 1;
re(G) =14 2 seng >2es > ny;

min{ [ y/ng] .3} ses < ny.

Para os grafos resultantes da operacao de produto cartesiano, no caso geral, sdo conhe-

cidos limitantes superiores para o nimero de conexao arco-iris.

Teorema 2.21 (LI; SUN, 2010). Sejan > 2e G = Gy X Gy X ... X Gy, tal que G; é conexo,
1 < i < n. Entdo re(G) < Y7 re(Gy). Além disso, se diam(G;) = rc(G;) para todo G,
1 <i<mn, entdo, rc(G) =Y 1, rc(Gy).

Para compreender o Teorema 2.21 vamos apresentar uma ideia da prova. Considere
dois grafos G e H ambos com uma coloragao arco-iris utilizando rc¢(G) e re(H) cores, respec-
tivamente. Considere ainda que os conjuntos de cores usados em GG e H sdo disjuntos. Uma
coloragdo arco-iris para G x H pode ser obtida atribuindo-se a cada aresta em G”(j) a mesma
cor utilizada na respectiva aresta de (7, para todo j, e da mesma forma atribuindo-se a cada

aresta em H'(i) a mesma cor utilizada na respectiva aresta de H, para todo i. Assim, para cada
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par de vértices em um subgrafo G”(j) (ou H'(i)) existe um caminho arco-iris. Mais ainda,
para um par de vértices que ndo pertenga a um subgrafo G”(j) (ou H'(7)), existe um cami-
nho arco-iris, jd que as cores utilizadas em subgrafos G”(j) sdo distintas das cores utilizadas
em subgrafos H'(7), para todo i e todo j. Entdo, r¢(G x H) < re(G) + rc(H). Sabe-se que
diam(G x H) = diam(G)+diam(H ). Entdo, quando r¢(G) = diam(G) erc(H) = diam(H),
tem-se rc(G)+rc(H) = diam(G)+diam(H) = diam(G x H) < rc(G x H). Logo, neste caso,
vale aigualdade. Por indugao, pode-se obter o resultado do Teorema 2.21 para Gy X Gy X. . . X G,.

Sabe-se que diam(P,) = n — 1, diam(C,,) = [n/2] e diam(K,) = 1 paran > 2.

Entdo, pelos Teoremas 2.6, 2.8 e 2.21, pode-se inferir os seguintes coroldrios.

Coroléario 2.22. Sejam m e n inteiros maiores que 1, P,, e P, dois caminhos. Entdo, rc(P,, X
P)=m+n-2.

Corolario 2.23. Sejam m e n inteiros pares maiores que 3, C,, e C,, dois ciclos. Entao, rc(C,, X

C,) = (m +n)/2.

Corolario 2.24. Sejam m > 2, n par maior que 3, P,, um caminho e C,, um ciclo. Entdo,
re(Pp x Cp) =m —1+4+n/2.

Corolario 2.25. Sejam m,n > 2, P,, um caminho e K,, um grafo completo. Entdo, rc(P,, X
K,)=m-1+1

Li e Sun (2010) determinaram o nimero de conexdo arco-iris para o produto cartesiano
de grafos que possuem o didmetro igual ao niimero de conexado arco-iris. Quando um dos grafos
da operagdo de produto cartesiano tem o didmetro diferente do seu nimero de conexdo arco-
iris, como € o caso dos ciclos impares, os autores apresentaram um limitante superior. Rocha
e Almeida (2017a) determinaram o nimero de conexdo arco-iris para o produto cartesiano de
ciclos impares com caminhos, ciclos impares com ciclos pares e ciclos impares com grafos
completos. Para o produto cartesiano de dois ciclos impares, os autores deixaram mais justo o

limitante superior do nimero de conexao arco-iris em comparagdo com o limitante dado por Li
e Sun (2010).

Teorema 2.26 (ROCHA; ALMEIDA, 2017a). Se C,,, X P,, tem m impar e n > 2, entdo rc(C,, X
P,)=|m/2] +n—1.

Teorema 2.27 (ROCHA; ALMEIDA, 2017a). Seja C,, x C,, um grafo com m impar.

=2, sem=n=3;

= %J—{—l, sem=3en > 3;
re(Chr, x Cy) T .

="—=+3, sem,n>3enépar;

< min se m,n > 3 en éimpar.

Teorema 2.28 (ROCHA, 2017). Se C,,, X K,, tem m > 5 impar e n > 3, entdo rc(C,, X K,,) =
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(m/2] + 1.

O presente trabalho € continuacdo da pesquisa realizada no Trabalho de Conclusao de
Curso de Rocha (2017). No decorrer do mestrado, provas mais claras e sucintas (com menos
casos e enunciados mais completos) para os Teoremas 2.27 e 2.28 foram construidas. Estas

provas serdo apresentadas no Capitulo 3.

2.4 CRITICALIDADE ARCO-IRIS

Primeiramente, discutimos alguns fatos imediatos sobre criticalidade arco-iris.

Proposicao 2.29. Ciclos, grafos completos ndo triviais e darvores ndo triviais sao grafos arco-

iris criticos.
Demonstragdo.

(a) Se G' é um grafo completo com n > 2, para toda aresta ¢ € E(G) temos que 7¢(G) =
1<re(G—e)=2sen>2,0urc(G)=1<o0=rc(G—e)sen=2;

(b) se G éumciclo, paratodaarestae € E(G) temos que rc¢(G) = [n/2] < re(G—e) = n—1
sen > 3,ourc(G) =1<2=rc(G—e)sen=3;

(c) se G éuma drvore, r¢(G) =n — 1 < 0o = re(G — e) para toda aresta e € F(G). N

Proposicao 2.30. O grafo roda W,, é arco-iris critico se, e somente se, n = 3.

Demonstragdo. Quando n = 3, o grafo W3 € isomorfo ao grafo completo K, e, pela Proposi-

¢a0 2.29 € arco-iris critico. Temos a necessidade.

A suficiéncia é consequéncia dos Teoremas 2.13 e 2.14, ja que rc(W,, — e) = re(F,),

para qualquer aresta e ndo incidente no vértice universal da roda e n > 4. 0

Até onde vai nosso conhecimento, hd poucos resultados na literatura sobre criticalidade

arco-iris e eles s@o apresentados a seguir.

Rocha e Almeida (2017b) estudaram a criticalidade arco-iris de alguns grafos resultan-

tes da operacdo de produto cartesiano, obtendo os seguintes resultados.

Teorema 2.31 (ROCHA; ALMEIDA, 2017b). Sejam m e n inteiros positivos. O grafo P,, X P,

¢é arco-Iiris critico se, e somente se, ele é isomorfo ao Cy ou a um caminho.

Teorema 2.32 (ROCHA; ALMEIDA, 2017b). O grafo C,, x P,, com m par e n > 2, ndo é

arco-iris critico.
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3 RESULTADOS EM COLORACAO ARCO-IRIS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos quanto ao nimero de conexao

arco-iris e nimero de conexao arco-iris forte.

3.1 GRAFOS SOMBRAS DE CAMINHO

O grafo m-sombra de um grafo conexo (G, denotado por D,,(G), é construido a partir
de m cépias de GG, denotadas por G, G, . . ., G,,, adicionando-se aresta entre cada vértice v €
G; e os vizinhos do vértice correspondente a v em cada grafo G, para todo par i e j tal que
1 <i,5 <mei#j.AFigura 6 apresenta o grafo 3-sombra de um caminho Ps.

Figura 6 — Grafo sombra D, (P;)

(%

00 Yo,1 0,2
V1,0 V1,2
V2,0 V2,1 V2,2

Fonte: Autoria prépria

No Teorema 3.1 determinamos o nimero de conexao arco-iris € o nimero de conexao

arco-ris forte dos grafos sombras de caminho. !

Teorema 3.1. Sejam m > 1 en > 2. O grafo sombra D,,(P,) tem

2, sen=2em > 2,

n — 1, caso contrario.

' O niimero de conexio arco-iris dos grafos-sombra de caminho ja havia sido considerado por A. Arputhamarya

e M. H. Mercy no trabalho Rainbow Coloring of Shadow Graphs em um periddico predatério, em 2015. Porém,
os autores alegaram que o nimero de conexao arco-iris poderia ser maior que o didmetro do grafo.
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Demonstragdo. Seja P, (i): v;v;1 - .. v;,—1 um subgrafo de D, (P,) correspondente a i-ésima
cOpia de P, para todo .
Quando m = len > 2, o grafo D(P,) é isomorfo ao grafo P,, cujo nimero de

conexao arco-iris € determinado pelo Teorema 2.8.

Se n = 2, atribua cor 0 para as arestas que pertencem aos caminhos P,(7), para todo i.
E atribua cor 1 para as demais arestas do grafo. Note que estamos usando diam(D,,(P)) = 2
cores. Um caminho arco-iris entre dois vértices do mesmo caminho P,(7), para qualquer 7, é
v;,0v;,1. Um caminho arco-iris entre dois vértices v; ; € vy ; quando ¢ # k & Vi jUk,(j+1) mod 2Vk,j-
Para concluir o caso n = 2, um caminho arco-iris entre dois vértices v; ; € Uk, (j41) mod 2 quando
1 7& ké Vi, jVk,(§+1) mod 2-

Agora, vamos mostrar que r¢(D,,(P,)) = n—1 quando n > 2. Observe que neste caso
diam(D,,(P,)) = n — 1. Portanto, é suficiente mostrar uma coloragdo arco-iris para o grafo

D,,(P,) comn — 1 cores.

Para as arestas v; ;v; j11 atribua a cor j, para todo ¢ e j < n — 2. Para cada aresta
v jUpj—1onde 0 <i <k <melO<j<n-—1,sejéimpar, atribua a cor j, caso contrério,
atribua a cor j — 1. Para cada aresta v; jv; j;1onde 0 < i <k <me0<j<n-—2sejé
impar, atribua a cor j — 1, caso contrério, atribua a cor j. Por ultimo, para as arestas v; ,,_1 Vg 5,—2

onde 0 <7 < k < m, se n é impar atribua a cor n — 2, caso contrdrio, atribua a cor 0.

Agora vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices
vpievjptalque 0 < h,j <me0 < i,k <n.Seh = j,0menor caminho entre vy ; € vj
no subgrafo D,,,(P,) induzido pelo conjunto de vértices {v,, : 0 < p < n} é um caminho
arco-iris. Portanto, assuma sem perda de generalidade que h < j. Se 7 < k, o caminho arco-iris
€ VpiVjit1Vji42 - - - Ujk. S€ ¢ = k e ¢ € par, existe pelo menos um dos dois caminhos arco-iris:
Uh,iVhi—1Vj % € Vh,iUpi+1V; % (O primeiro existe somente para ¢ > 0 e o segundo existe somente
parai < n — 1). Se ¢ = k e ¢ é impar, existe pelo menos um dos dois caminhos arco-iris:
UpiVj,i—1Vj ) OU Vp 04105k Quando n é pare 0 < k < ¢ < m — 1 ou quando n € impar e
0 <k <i < n-—1,ocaminho arco-iris € vj, ;vj;—1V;i—2 ... V. Quandon épare 0 < k < i =
n — 1, o caminho arco-irs € vy, jUp i—1Vji—2...Vj para k < n — 2, ou vy v para k = n — 2.

Como o caminho arco-iris entre qualquer par de vértices do grafo D,,,(P,) é um cami-

nho minimo, podemos concluir que src(D,,(P,)) = rc(Dy,(Py)). O

3.2 GRAFOS COBRAS

Uma subdivisdo em uma aresta uv em um grafo GG é a operagdo de remocao da aresta
uv e adicdo de um novo vértice w adjacente a u e v. Um conjunto de ¢ sucessivas subdivisoes
de uma aresta uv do grafo GG € a operagao de remogao da aresta uv, seguida da unido disjunta

de G com um caminho P;: wows ... w;_1 e adicdo das arestas uwg e w;_1v. Um grafo cobra
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(-latera k-mdltipla sobre n vértices, denotado por S(¢, k,n) é criado a partir de um caminho
P, : vgvy ... v,_1 da seguinte forma. Adicione k multiplas arestas (novas) entre cada par de
vértices v; e v;11 para 0 < 7 < n — 2, observe que este grafo ndo é simples. Seja M o conjunto
das arestas adicionadas ao caminho P,. Faca ¢ — 2 sucessivas subdivisdes em cada aresta do

conjunto M. A Figura 7 apresenta uma cobra 5-latera 4-multipla sobre 7 vértices.

Figura 7 — Grafo cobra S(5,4,7)

AR
ReAvav

Fonte: Autoria propria

O bloco B; ;11 € o subgrafo de S(¢, k, n) induzido por v;, v;;; e todos os vértices adici-
onados durante as subdivisdes de arestas entre v; e v;,1. Note que existem k + 1 caminhos inter-
namente disjuntos entre v; € v;41 no bloco B; ;1. Numere estes caminhos P, ; onde 0 < j < £,
tal que o cammho Py seJa 0 caminho com a Unica aresta vyv;. Rotule os vértices de cada cami-
nho P j: uf u ;.. ” 3 paraiejtaisque 0 <i <n-—2el <j < k. A Figura 8 mostra
como sao rotulados os vértices em cada bloco B; ;1.

Figura 8 — Bloco B; ;1 com
rotulacao dos
vértices

U; 1

Fonte: Autoria préopria
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Observe que o grafo S(¢, k,n) pode ser construido a partir do grafo S(¢ — 1,k,n)

subdividindo-se cada aresta viugj, paratodoi <n—2el <j<k.

Lema 3.2. O grafo S(¢, k,n) tem
14/2], sen=2ek=1;
diam(S(¢,k,n)) =< € —1, sen=2ek>1;
214/2] +n—3, sen > 2.

Demonstragdo. Sen =2ek = 1, o grafo S(¢, k,n) é um ciclo com /¢ vértices e, portanto, tem
diam(S(¢, k,n)) = [£/2].

Se £ > 2, em cada bloco B, ;.1, para p e ¢ distintos e quaisquer, o subgrafo induzido
pelas arestas dos caminhos P, , e P, ,, com ¢ > 0, é um ciclo com 2¢ — 2 vértices. Entdo, quando
n=2ek > 1,odidmetro de S(¢, k,2) é ¢ — 1.

, até um

[(¢-3)/2]
0,p

até vy, concatenado com o menor caminho de v; a

Quando n > 2, o didmetro de S(¢, k,n) é a distdncia de um vértice uéfﬁ_?’)/ 2

vértice u}ﬁ;;?/ 2

—3)/2] .
,LL(_Q q)/ !¢ 0 menor caminho de u

, para quaisquer valores p > 0 e ¢ > 0. Um caminho minimo entre u
L(6=3)/2]
0,p

Un—2, concatenado com o menor caminho de v,,_o até u}ﬁgf;)/ 2l Entdo, o diametro de § (0, k,n)

¢ a soma das distancias desses caminhos, ou seja, € | (/2] +n—3+ (/2| =2|¢/2]+n—3. O

cu

Os grafos S(3,1,n), S(3,2,n) e S(3,3,n) sdo chamados, respectivamente, de cobra

triangular, cobra triangular dupla e cobra triangular tripla.

Proposicao 3.3. Sejamn > 2 ek € {1,2}. As cobras triangulares e cobras triangulares duplas
temrc(S(3,k,n)) = diam(S(3, k,n)). 2

Demonstracdo. Suponha £k = 2. Vamos primeiro apresentar uma coloragdo arco-iris para o
grafo S(3,2,n). Atribua cor i para as arestas v;v; 1, uf) Vi, U 50; € U 911, para todo 7. Atribua
cor 0 para as arestas ualviﬂ. Substitua a cor da aresta v0u872 por 1. Um caminho arco-iris de
qualquer vértice x do bloco B; ;1 para um vértice y do bloco B; ;;1, com i < j, € 0 caminho
minimo de x a v;41, concatenado com o caminho v;1v;42 ... v;, concatenado com o menor
caminho de v; a y. Um caminho arco-iris de um vértice x para um vértice y, ambos no mesmo
bloco, € um caminho minimo entre x e y. Em especial, se x = ug’l, Y= URQ e i # 0, o caminho
arco-iris € uf v; 411y, Quando 7 = 0, 0 caminho arco-iris entre ug ; e ug , € ug , vVoug 5.

Para o caso k = 1, considere o grafo S(3,2,n) colorido como no caso anterior. Re-
mova os vértices u?,Q para todo i. Observe que o grafo obtido é o S(3,1,n). Pelos argumen-

tos ja apresentados, existe um caminho arco-iris entre todo par de vértices. Pelo Lema 3.2,
2

Os niimeros de conexao arco-iris para os grafos cobra triangular, cobra triangular dupla e cobra triangular tripla
j& haviam sido considerados por D. Parmar, P. V. Shah e B. Suthar no trabalho Rainbow Connection Number of
Triangular Snake Graph em um periédico predatério, em 2019. Os autores apresentaram os resultados corretos
para os grafos cobra triangular e cobra triangular dupla. Entretanto, para as cobras triangulares triplas, verificou-
se que a prova ndo estava correta (os autores afirmam que o nimero de conexdo arco-iris dos grafos cobra
triangular tripla pode ser maior que o didmetro quando n > 3).
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diam(S(3,1,n)) = diam(S(3,2,n)), entdo a coloragdo arco-iris também ¢é Gtima neste caso.
0

Considerando que determinar o nimero de conexdo arco-iris das cobras triangulares

triplas era um problema em aberto, apresentamos a seguir uma solucao para este problema.

Teorema 3.4. A cobra triangular tripla tem:

diam(S(3,3,n)), sen>2emn#3;

sre(S(3,3,n)) = re(S(3,3,n)) = diam(S(3,3,n)) +1, sen =3

Demonstracdo. Considere n = 2. E suficiente apresentar uma coloragio arco-iris para o grafo
S5(3,3,2) usando diam(S(3,3,2)) = 2 cores. Atribua a cor 1 para as arestas vou ; € uQ ,01.
Atribua a cor 0 para as arestas restantes. Pode-se verificar por inspecao que esta é uma coloragdo
arco-iris para o grafo S(3, 3, 2).

Considere n = 3. Primeiro vamos mostrar que € possivel construir uma coloragao arco-
fris para S(3, 3, 3) usando diam(S5(3,3,3)) 4+ 1 = 3 cores. Para todo k € {1, 2, 3}, atribua a cor
0 para as arestas vov; € ug,kvl, a cor 1 para as arestas v,vy € vlu?,k, e acor k — 1 para as arestas
vou&k e u(i V2. Por inspe¢do, pode-se verificar que esta € uma coloragdo arco-iris para o grafo
5(3,3,3).

Ainda considerando n = 3, assuma por contradi¢cao que existe uma coloragdo arco-iris
para o grafo S(3, 3, 3) usando 2 cores. Sem perda de generalidade, atribua a cor 0 para a aresta
vpv1. Como existe um caminho arco-iris entre vy € x, para todo x € B 2, € como a aresta vyv;
estd colorida com a cor 0 e € a primeira aresta nesses caminhos, as arestas v;vy € vlu%k, com
k € {1,2,3}, devem ser coloridas com a cor 1 (como mostra a Figura 9(a)). Este cendrio faz com
que os caminhos u{ vuf , € uf ;vouf 5 sejam os tinicos caminhos arco-iris de tamanho 2 entre
uf | e os vértices uf , e uf 5, respectivamente. Como os caminhos compartilham a aresta u? ; v,
temos que as arestas Ugu(iz e vgu?,g estdo coloridas com a mesma cor (como mostra a Figura 9(b)
para o caso em que a aresta U(1)71’U2 estd colorida com a cor 1). Porém, os unicos caminhos de
tamanho 2 entre uf , e uf 5 sd0 uf yu1uf 5 € uf ;v2v7 5, que sdo ambos monocromdticos, uma
contradicao.

Considere n > 3. Vamos construir uma colorag¢do arco-iris para o grafo S(3,3,n)
usando diam(S(3,3,n)) = n — 1 cores. A coloragdo de B; ; 41, para 0 < ¢ < 2, é apresentada

na Figura 10.

Para+ > 2, a coloragdo de B, ;1 € uma generalizac¢do da coloracdo das arestas do bloco
By 3 da seguinte forma: atribua a cor ¢ para as arestas v;v;4; € viugk tal que 1 < k£ < 3. Para as

arestas u,v;y1, 1 < k < 3, atribua a cor k — 1 (como mostra a Figura 10).

Agora vamos mostrar que existe uma coloragdo arco-iris entre qualquer par de vértices.

0
4,9’

é o caminho de tamanho 2

Paratodoi > 1e{p,q} C {1,2, 3}, 0 caminho arco-iris entre u{ , e uj ., ¢ 0 caminho de tamanho

0

2 que contém v;;1. Quando ¢ = 0 o caminho arco-iris entre ugp €Uy,
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Figura 9 — Construindo uma coloragcfio arco-iris para o grafo S(3, 3, 3)

Fonte: Autoria propria

Figura 10 — Uma coloracfo arco-iris para o grafo S(3,3,n) tal quen > 3

0 0
U1 Ut

0
Up3

Fonte: Autoria propria

que contém vy. Para os demais casos existe somente um caminho minimo entre o par de vértices

e este caminho € arco-iris.

Como o caminho arco-iris entre qualquer par de vértices do grafo S(3,3,n) é o menor
caminho, podemos concluir que src(S(3,3,n)) = re(S(3,3,n)). O

O resultado apresentado no Teorema 3.4 foi aceito no V Encontro de Teoria da Com-
putagdo 2020 e serd publicado nos Anais do XL Congresso da Sociedade Brasileira de Compu-
tacao.

Observe que, das provas apresentadas para as cobras triangulares, cobras triangulares
duplas e triplas, ndo somente determinar o niimero de conexao arco-iris de um grafo S(3, k, n)
para k € {1,2,3}, mas também computar uma colorag@o arco-iris 6tima deste grafo, pode ser
feito em tempo polinomial. Para o caso geral, determinar o nlimero de conexdo arco-iris de
uma cobra S(¢, k,n) é um problema em aberto, bem como determinar a complexidade deste

problema.

Os Teoremas 3.5 e 3.6 apresentam limitantes superiores para o nimero de conexao



37

arco-iris das cobras no caso geral.
Teorema 3.5. Seja ! > 3 e k > 1. Entdo, rc(S(¢, k,2)) < diam(S(¢,k,2)) + 1.

Demonstragdo. Se k = 1, entdo S(¢,1,2) é um ciclo e, pelo Teorema 2.6(b), rc(S(¢,1,2)) <
diam(S(¢,1,2) + 1. Entdo, suponha que k > 1.

Primeiro, vamos apresentar uma colorac¢ao de arestas para o grafo S(¢, k, 2) utilizando
diam(S (¢, k,2)) + 1 cores e, depois, vamos provar que existe um caminho arco-iris entre qual-

quer par de vértices.

Atribua cor 0 para as arestas incidentes em vy, com exce¢do da aresta vyv;. Para a aresta
vovy, atribua cor diam(S (¢, k,2)). Atribua a cor diam(S(¢,k,2)) — 1 para as arestas uf;’_jgvl,
onde 1 < j < k. Ainda, se ¢ > 4, atribua cor h + 1 para as arestas u& jugjl, onde0 < h</¢—-4
el <j<k.

Agora, vamos mostrar que hd um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices. Para
quaisquer valores de i e j, se dois vértices pertencem ao mesmo caminho F; ;, entdo existe um
caminho arco-iris entre eles, jd que as cores das arestas de P ; sdo duas a duas distintas. Resta

mostrar que existe caminho arco-iris entre v, € u , quando p # q.

Sem perda de generalidade, suponha s < ¢. Um caminho arco-iris entre wu » € ug q

€ o caminho ug puf)_pl ..., concatenado com o caminho vyv;, concatenado com o caminho

-3, (—4 t
V1l Uy - Ug g ]
O Teorema 3.6 apresenta um limitante superior para o nimero de conexao arco-iris de

um grafo cobra qualquer.
Teorema 3.6. Sejam ( > 3, k > 1 en > 2. Entdo,

diam(S(¢,k,n)) + 1, sel é par;

re(S(, k,n)) < {

diam(S({, k,n)) +2, sel éimpar.

Demonstragdo. Se n = 2, pelo Teorema 3.5, rc(S (¢, k,2)) < diam(S(¢,k,2)) + 1. Entdo,
suponha n > 2.
Primeiro, vamos apresentar uma coloragio de arestas para o grafo S(¢, k, n) e, depois,

vamos provar que € uma coloragao arco-iris.

Pinte cada bloco B; ;1 da mesma forma que o bloco B ; € colorido no Teorema 3.5.
Substitua as cores das arestas do caminho v, . . . v,,_1 atribuindo para cada aresta v;v;,1 a cor
diam(By,) + i.

Foram usadas diam(By ;) + n — 1 cores. Pelo Lema 3.2, o bloco By ; tem didmetro
¢ —1. Logo, foram utilizadas, ¢ +n — 2 cores. Quando / é par, pelo Lema 3.2, o niimero de cores
usadas é (+n—2 =2|0/2| +n—2 = diam(S(¢, k,n))+ 1. Quando ¢ é impar, pelo Lema 3.2,
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o nimero de cores usadas é { + n — 2 = diam(S(¢, k,n)) + 2. Vamos mostrar que esta é uma

coloragdo arco-iris.

Se dois vértices pertencem ao mesmo bloco B; ;41, para 0 < 7 < n — 2, entdo existe

um caminho arco-iris entre eles, pelo Teorema 3.5.

Existe um caminho arco-iris entre quaisquer dois vértices v; € v;, jd que as arestas do

caminho vgv; ... v,_1 tém cores distintas umas das outras.

Existe caminho arco-iris entre qualquer vértice uﬁp e qualquer vértice vy, ¢ < p, dado
pelo menor caminho de u?p a v;4; concatenado com o menor caminho de v;;; a v,. Também
existe um caminho arco-iris entre u?p e v, quando ¢ > p, dado pelo menor caminho de u?p av;

concatenado com o menor caminho de v; a v,.

h

Resta provar que existe caminho arco-iris entre dois vértices u,. ,

e ul,, quando r # s.

Sem perda de generalidade, suponha r < s. Sdo dois casos:

1. se h < ¢, o caminho arco-iris € o caminho uﬁpuﬁ? ...v,, concatenado com o caminho
. -3, 0—4 i
UpUpa1 - . - Usy1, concatenado com o caminho Vs U ) Ug o o U g5
2. se h > i, 0 caminho arco-iris é o caminho pu,’f‘l';l ... Ur4+1, concatenado com o caminho
: 0,1 i
Ur+1Upt2 - . . Us, concatenado com o caminho Vsllg Ug g+ -+ Ug g OJ
1,k
3.3 O GRAFO CIRCULANTE C5;,
. d()7d17...,dq_1 £ . o
Um grafo circulante Cj, ¢ um grafo com conjunto de vértices {vg, vy, ...,

Up—1} € conjunto de arestas {v;V(itd;) modn : 0 < 4 < nel < j < q}. Note que o grafo

2 g jsomorfo ao grafo completo K ,,. O nu-

C! ¢ isomorfo ao ciclo C, e que o grafo
mero de conexdo arco-iris desses grafos € apresentado no Teorema 2.6. O nimero de conexao

arco-iris dos grafos circulantes 021 ,’f tal que k£ > 2 € apresentado no Teorema 3.7.

Teorema 3.7. Seja k um inteiro positivo tal que k > 2. O grafo circulante 021,’!‘3 tem 37"0(6’21 ,;k) =
1k , 1k
re(Cop) = diam(Cy;") = [k/2].

Demonstragdo. Considere o grafo circulante Cj;* tal que k > 2. Se k = 2, C};* é isomorfo ao
grafo completo K e tem rc(C,; ) = 1, pelo Teorema 2.6(a). Como diam(C,?) = 1, este caso
estd resolvido. Considere entdo o caso em que k > 3. Ao longo desta prova, por uma questdo de

simplicidade, todas as operacdes aritméticas devem ser consideradas médulo 2k.

. . Lky _ . .
Vamos colorir o grafo com diam/(C,;") = [k/2] cores. Atribua a cor i mod [k/2] para

as arestas v;V;11, Uiy kVitka1, € Vit1Vir1k talque 0 <4 < k.
Agora vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices v;

ev;,com0 <4, j < 2k.Se (j—1) mod (2k) < |k/2], entdo o caminho arco-iris € v;v;41 . . . v;.
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Se (i — j) mod (2k) < |k/2], o caminho arco-iris € v;v;_1...v;. Se j = (i + k +
q) mod (2k) para 0 < ¢ < |k/2], entdo o caminho arco-iris € v;v;44Vitkt1...0;. Se j =
(i +k — q) mod (2k) para 0 < ¢ < |k/2], entdo o caminho arco-iris é v;v;_1v;_s . .. Vj414;.

Resta mostrar o caminho arco-iris entre v; € v;y[x/2], € O caminho arco-iris entre v; e
Uitk |k/2)- Quando 0 < 4 < |k/2] ou k < ¢ < k + [k/2], o caminho arco-iris para v;[x/2)
€ ViViq1 - - - Viy[k/2] € O caminho arco-iris para o VErtice vy i1 (x/2] € ViViykViths1 - - - Vight|k/2]-
Quando |k/2] < i < kouk+ |k/2] < i < 2k, o caminho arco-iris para o vértice v, /2] €
ViVi1 - . - Vi—[k/2| Vit k/2] €O caminho arco-iris para o VErtice vy x4 x/2) € ViVi—1Vi—2 - . - Vit ket |k/2)-

Como o caminho arco-iris entre qualquer par de vértices do grafo C;;f ¢ um caminho

minimo, podemos concluir que src(Cy*) = re(CF). N
A Figura 11 apresenta o grafo C’lléﬁ com uma coloragdo arco-iris (forte), utilizando a
coloracdo apresentada no Teorema 3.7.

. . 1,6
Figura 11 - Grafo circulante C;}’ com uma
coloracio arco-iris

U
20()v1

Fonte: Autoria propria

3.4 GRAFOS DE JUNCAO

Seja G um grafo qualquer, ndo necessariamente conexo. O nimero de conexao arco-iris
de G + K, para qualquer inteiro positivo n, pode ser significativamente menor que o nimero de
conexao arco-iris de G. Como exemplos, considere os grafos rodas e leques, resultantes respec-
tivamente das juncdes C,, + K7 e P, + K. Pelos Teoremas 2.13 e 2.14, estes grafos t&€m nimero
de conexao arco-iris limitado a 3, enquanto o ntimero de conexdo arco-iris dos ciclos e dos ca-
minhos com n vértices cresce linearmente em fungdo de n. Os Teoremas 3.8 a 3.12 apresentam

outros casos em que o nimero de conexdo arco-iris do grafo de juncdo é no méaximo 3.



40

Teorema 3.8. Sejam > 1. Se rc(G) < 2, entdo re(G + K,,) = diam(G + Kp,).

Demonstracdo. Se rc(G) = 1, entdo G + K, é um grafo completo e, pelo Teorema 2.6(a),
re(G + Ky,) = diam(G + K,,,) = 1.

Se r¢(G) = 2, entdo diam(G) = 2, pois quando diam(G) = 1 o grafo G é completo e
pelo Teorema 2.6(a), rc(G) = 1. Observe quediam(G+K,,) = diam(G). Entdo, considere uma
colorag@o arco-iris no subgrafo induzido pelo conjunto de vértices V (G) em G + K, utilizando
as cores do conjunto {0, 1}. Existe um caminho arco-iris de tamanho 2 entre quaisquer dois
vértices de G. Atribua a cor 0 para as demais arestas de G + K,,. Como V' (K,,,) é um conjunto
de vértices universais no grafo G + K,,, existe um caminho arco-iris de tamanho 1 de qualquer
vértice de V' (K,,) para qualquer vértice de V(G + K,,,). O

Teorema 3.9. Se G e H possuem ao menos um vértice universal cada, entdo rc(G + H) < 3.

Demonstragdo. Vamos provar que existe uma 3-coloracdo arco-iris para o grafo G+ H. Seja y
um vértice universal em G e seja x um vértice universal em H. Atribua a cor 0 para as arestas
do subgrafo induzido pelo conjunto de vértices V (GG) e para as arestas do subgrafo induzido
pelo conjunto de vértices V' (H ). Atribua a cor 1 para as arestas vx e yz, para todo z € V(H)
e v € V(G). Substitua a cor da aresta yx pela cor 2. Atribua a cor 2 para as demais arestas
de G + H. Resta mostrar que esta é uma 3-coloracdo arco-iris para o grafo G + H. Vértices
adjacentes possuem caminho arco-iris de tamanho 1. Sejam « e w dois vértices ndo adjacentes

em G + H. O caminho arco-iris entre eles € uryw. [

Teorema 3.10. Sejam G e H dois grafos que possuem pelo menos uma componente ndo trivial
cada um. Entdo, r¢(G + H) < 3.

Demonstragdo. Vamos provar que existe uma 3-coloracao arco-iris para o grafo G + H. Atribua
a cor () para as arestas do subgrafo induzido pelo conjunto de vértices V' (G) e para as arestas do
subgrafo induzido por V' (H). Como GG e H possuem uma componente nao trivial, entdo cada
um deles possui pelo menos uma aresta. Sejam zy € F(H) e zw € E(G). Atribua a cor 1 para
toda aresta zv tal que v € V(G) e para toda aresta zt tal que t € V' (H). Atribua a cor 2 para
as demais arestas de G + H. Resta mostrar que esta € uma 3-coloragdo arco-iris para o grafo
G + H. Vértices adjacentes possuem caminho arco-iris de tamanho 1. Sejam u e v dois vértices
ndo adjacentes em GG+ H. Primeiro, suponha que u e v pertencem a V' (G). Se um deles for igual
a z, assuma sem perda de generalidade que z = u. O caminho arco-iris entre u € v € uxyv. Entdo
suponha que u e v pertencem a V' (H ). Se um deles for z, assuma sem perda de generalidade que

x = u. O caminho arco-iris entre v € v € uzwv. ]

O Teorema 3.11 considera o caso em que o grafo G+ H é formado a partir de um grafo
(G sem vértice universal, ou seja, o Teorema 3.9 ndo cobre este caso. Além disso, o grafo H ndo

tem aresta e, portanto, o Teorema 3.10 também nao cobre este caso.
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Teorema 3.11. Sejam n > 3 e R, o grafo n-sunlet. Entdo, rc¢(R,, + K;) = 3.

Demonstragdo. Considere o grafo sunlet R,. Rotule os vértices de R,, da seguinte forma: os
vértices do ciclo devem ser rotulados ug, uq, . .., u,_1 tal que u; € adjacente a u;, 1, para 0 <
1 < n, com operacOes tomadas médulo n. Os vértices pendentes devem ser rotulados de maneira
que u; seja adjacente a v;, para 0 < ¢ < n.

Vamos atribuir uma coloragdo arco-iris para o grafo R, + K. Seja V(K;) = {z}.
Atribua a cor 1 para as arestas u;v; € a cor 2 para as arestas xu,;, para 0 < ¢ < n. Atribua cor 0

para as arestas restantes no grafo.

Agora vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices de
R, + K. Vértices adjacentes t€tm um caminho arco-iris de tamanho 1. O caminho arco-iris de
um vértice v; a um vértice v; € v;zu,v;, para0 < 4, 7 < n. O caminho arco-iris de um vértice u;
a um vértice u; € o caminho u,;v;zu;, para 0 < 4,5 < n. O caminho arco-iris de um vértice u;
a um vértice v; € o caminho u;xv;, para 0 < 7, j < n. Como existe um caminho entre qualquer

par de vértices de R,, + K7 com uma 3-coloragdo arco-iris, rc(R,, + K;) < 3.

Suponha que existe uma 2-coloracgdo arco-iris para R,, + K. Considere os vértices vy,
v1 € v9. Existe apenas um caminho de tamanho 2 entre cada par tomado dentre esses vértices,
sendo este v;zv;, para 0 < 7,5 < 3. Sem perda de generalidade, seja 0 a cor da aresta vyx.
Para existir um caminho arco-iris de vy aos vértices v; € vy, as arestas xv; € Tv, necessitam ter
cores distintas da cor da aresta vox. Seja 1 a cor das arestas xv; € xv,. Observe que nao existe
um caminho arco-iris do vértice v; ao vértice v, dado que o tnico caminho de tamanho 2 nédo
¢é arco-iris, uma contradi¢do. Portanto, ndo existe 2-colorac¢do arco-iris para R, + K. Logo,
re(R, + K1) = 3. O

No Teorema 3.12, apresentamos um caso em que G ¢ H sdo ambos ndo vazios e o

nimero de conexao arco-iris de G' + H € estritamente menor que 3.

Teorema 3.12. Seja R, o grafo sunlet com n > 3 e G um grafo com rc(G) < 2. Se |V (G)| >
n — 1, entdo re(R, + G) = 2.

Demonstragdo. Considere o grafo sunlet R,. Rotule os vértices de R, da seguinte forma: os
vértices do ciclo devem ser rotulados ug, uq, . .., u,—1 tal que u; € adjacente a u;,1, para 0 <
¢ < n, com operagdes tomadas mddulo n. Os vértices pendentes devem ser rotulados v; de
maneira que u; seja adjacente a v;, para 0 < i < n. Os vértices de G devem ser rotulados
Ty, T1y- -+ T|V(Q)|-1-

Para provar que rc(R,, + G) = 2, é suficiente apresentar uma 2-coloragdo arco-iris para
o grafo R, + G. Como rc(G) < 2, considere uma rc(G)-coloragdo arco-iris em G usando as
cores 0 e 1. Atribua a cor 0 para as arestas v;x; € u;x;, para 0 < ¢ < n, e a cor 1 para as demais

arestas do grafo.
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Agora resta mostrar que esta € uma coloragdo arco-iris. Vértices adjacentes tém cami-
nho arco-iris de tamanho 1. Quaisquer dois vértices de V' (G) tém um caminho arco-iris entre si,
ja que G foi colorido com uma coloragdo arco-iris.

Vamos apresentar uma coloragdo arco-iris entre w; € {u;,v;} e w; € {u;,v;} para
todo par 7, 7, tal que 0 < 4,7 < n. Note que se 7 = 7, entdo ou w; = w; ou w; € adjacente
a wj, portanto existe caminho arco-iris. Resta considerar o caso em que ¢ # j. Sem perda de
generalidade, assuma i < j. Entdo i < n—2.Como |V (G)| > n— 1, a aresta w;z; existe. Como
R, + G é um grafo jun¢@o, a aresta x;w; também existe. Portanto, o caminho arco-iris € w;x;w;,
para0 < <n—2. O]

Corolario 3.13. Se R, é um grafo sunlet e K, um grafo completo, n > 3 e m > 1, entdo

=2, sem>n—1;
re(R,+ Kpn){ =3, sem=1;
3, sel<m<n—2.

Demonstracdo. Quando m > n — 1, estd provado pelo Teorema 3.12. Para m = 1, estd provado

pelo Teorema 3.11. Para m > 1, com m < n — 2, estd provado pelo Teorema 3.10. U

Observe que os Teoremas 3.9 e 3.10 melhoram o limitante superior do nimero de co-

nexao arco-iris para alguns cografos apresentados no Teorema 2.15.

Pelo Teorema 2.17, todo cografo conexo G com p > 4 vértices pendentes tem r¢(G) =
p. Para o caso em que GG tem no maximo trés vértices pendentes, o Teorema 2.17 garante que

re(G) < 4. No Teorema 3.14 provamos que 7¢(G) = p mesmo quando p = 3.
Teorema 3.14. Se GG é um cografo conexo com p > 3 vértices pendentes, entdo rc(G) = p.

Demonstragdo. Seja G, um cografo conexo com p vértices pendentes. Pelo Lema 2.16, G =
G, + Gy tal que G; é um K, e G, tem p vértices isolados. Seja S o conjunto dos vértices

isolados em Gis.

Observe que as arestas que incidem em S sao pontes no grafo G e, pela Proposicao 2.7,
sdo necessdrias p cores para as colorir. Portanto, r¢(G) > p. Considere entdo que as p pontes
estdo coloridas com p cores distintas. Resta colorir as demais arestas de (7, se existirem, de
forma a garantir uma coloragdo arco-iris para G. Sejam V(G,) = {z} e C1,Cs,....C,, as
componentes conexas de G que tém pelo menos dois vértices. Considere um vértice em cada
componente C, para 1 < ¢ < ¢, vamos denotar este vértice por u;. Para cada vértice v # wu;
na componente C;, para 1 < i < ¢, vamos denotar por distq,(u;, v), a distdncia entre v e u; no
grafo GG5. Desta forma, se v € vizinho de u;, entdo distq, (u;, v) = 1; e se v pertence a C; mas nao
¢ adjacente a u;, entdo distg,(u;,v) = 2, pois Gy € um cografo e, portanto, cada componente
conexa (; é um subgrafo com didmetro no maximo 2. Considere v € C; onde 1 < ¢ < ¢q. Se

v # u; e distg,(u;,v) = 1, atribua a cor 2 para as arestas zv. Se v # u; e distg,(u;,v) = 2,
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atribua a cor 0 para as arestas zv. Atribua a cor 0 para as arestas xu; e cor 1 para as demais

arestas ndo coloridas do grafo. Vamos provar que esta ¢ uma coloragdo arco-iris de G.

Vértices adjacentes em G t€ém caminho arco-iris de tamanho 1. Considere entao dois
vértices ndo adjacentes, v e w. Se v e w sdo dois vértices isolados de GG, entdo o caminho arco-
iris entre eles é vzw, ja que todas as pontes receberam cores diferentes. Entdo, suponha que v
e w pertencem a componentes conexas nao triviais de G5. Sejam C, e (', as componentes de
G+ que contém v e w, respectivamente. Se distg,(u,,v) = 1 e distg,(u,, w) = 1, entdo um
caminho arco-iris entre v e w é vru,w. Note que este € um caminho arco-iris mesmo quando
v e w pertencem a mesma componente conexa de Gy. Se distg,(u,,v) = 1l ew = u, (ou
vice-versa), entdo um caminho arco-iris € wxv. Se v = u,, W = Uy € U, F Uy, entdo o
caminho arco-iris é wzyv, onde y é qualquer vértice que satisfaca distq, (u,,y) = 1 (y existe
pois C,, tem pelo menos dois vértices). Se v = u,, e distq, (U, w) = 2, entdo w tem um vizinho
em comum com u,,, que serd denotado por h. Neste caso, um caminho arco-iris é vxhw. Se
distg,(u,,v) = ledistg,(u,, w) = 2, entdo um caminho arco-iris é vrw. Se distg, (u,, v) = 2
e distg, (uy, w) = 2, entdo o caminho wxhv é arco-iris, onde /4 é um vizinho comum de v € w,,.

Por fim, considere o caso em que v € pendente e u pertence a uma componente nao
trivial de (G9. Caso a aresta incidente em v tenha cor ¢ > 2, entdo existe um caminho arco-iris,
pois existe um caminho arco-iris do vértice = para qualquer vértice w # v que ndo usa a cor
¢, vamos denotar tal caminho por z ... w. E suficiente fazer o caminho vz ...w. Se a ponte
incidente em v tem cor 0, entdo existe um caminho arco-iris entre v e qualquer w € Cj, para
1 <1 < ¢, dado por vxw quando dist g, (u,, w) = 1, ou por vrhw onde h é um vértice comum
entre u,, € w (mesmo que u,, = w). Se no vértice pendente v incide a cor 1, entdo existe um
caminho arco-iris entre v e qualquer w € G4, dado por vxw. Se no vértice pendente v incide
a cor 2, entdo existe um caminho arco-iris entre v e qualquer w € C;, paral < ¢ < ¢, dado
por vxw, quando w = u,, ou quando distq, (., w) = 2. Também existe caminho arco-iris se

dist, (uy, w) = 1, dado por vau,,w. Portanto, r¢(G) = p quando p > 3. O
Pelos Teoremas 2.15, 2.17 e 3.14, tem-se o seguinte coroldrio.

Corolario 3.15. Se G = G1+Gs+. ..+ Gy é um cografo conexo com p > () vértices pendentes,

entao
=p, sep=>3;

sek >3, ousek =2 Gyétriviale 0 < p < 3;

se k = 2 enem G, nem G4 é trivial.

3.5 GRAFOS DE PRODUTO CARTESIANO

Nesta secao sdo apresentadas provas mais sucintas para os Teoremas 2.27 e 2.28.



44

O Teorema 2.27 determina r¢(C,, x C,) quando m ou n é impar, e apresenta um li-
mitante superior mais justo que o conhecido pelo Teorema 2.21 para r¢(C,, x C,,) quando m
e n sao fmpares. A seguir, apresentamos uma prova mais concisa (com menos casos) para este
resultado.

Teorema 3.16. Sejam m,n > 3. Entdo, rc(C,, x Cy,) < diam(C,, x C,,) + 1. Além disso, se

moun éparoum =n = 3, entdo rc(Cy, x Cy,) = diam(C,, x C},).

Demonstragdo. Considere dois ciclos C,,: vgvy ... vy, 109 € Cp: uglly - . . Up_1ug tal que m >
3en > 3. No caso em que m ou n € par, considere sem perda de generalidade que n € par.
Se m = n = 3, ou se m e n sdo inteiros pares, entdo estd provado pelo Teorema 2.21

que rc(Cy, x Cy) = diam(C,, x C,,). Resta mostrar o caso em que um entre m e n € impar e
maior que 3.

Para cada i e j, atribua a cor ¢ mod [m/2] para a aresta (v;, u;)(V(i+1) mod m, U;) € @
cor [m/2] 4+ j mod [n/2] para a aresta (v;, u;)(Vs, U(j+1) mod n)- S€ [M/2] < i <mej=0
(mod [n/2]), substitua a cor da aresta (v;, u;)(v;, u;4+1) por ¢ mod [m/2]. A Figura 12 apre-

senta esta coloragdo no grafo C; x Cs.

Figura 12 — Grafo C, x C, com uma coloracao arco-iris

4 4 4 4 4 4 4
5 0 1 2 3 0 1 5
’ 3 3 3 3 3 3
(vo, uo) (01, Uo) (Uz, Uo) (Us, Uo) (U4, Uo) (U5, Uo) (7}6, Uo)
3 3 3 3 0 1 2
5 0 1 2 3 0 1 5
? 3 ? 3 ? 3 ? 3 ? 3 ? 3
(Uo, Ul) (vla ul) (02, Ul) (UB, Ul) (04, Ul) (U5, U1) (UG, Ul)
4 4 4 4 4 4 4
5 0 1 2 3 0 1 5
! 3 ! 3 ! 3 ! 3 ! 3 ! 3
(Uo, Uz) (Ul, uz) (712, Uz) (03, U2) (U4, UQ) (Us, UQ) (Uﬁ, UQ)
5 5 5 5 5 5 5
0 1 2 3 0 1
2 7 ® ® ® ® ® ® 2
(vo,uz)  [(vi,u3) (v, us) [(vs,uz) |(vaus) [(vs,uz) | (ve, us)
3 3 3 3 0 1 2
) 0 1 2 3 0 1 5
’ 3 3 3 3 3 3
(U07 U4) (Uh U4) (027 U4) (037 U4) (114, U4) (U57 U4) <U67 U4)
4 4 4 4 4 4 4

Fonte: Autoria prépria

Vamos mostrar que esta € uma coloragio arco-iris para C,, x C,,, apresentando um

caminho arco-iris entre qualquer par de vértices (v;, u;) e (vx, 1), paratodo i e j, e paratodo k e
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l. Seja H o subgrafo de C,,, x C,, induzido pelo conjunto de arestas com cores {0, 1, ..., |m/2]}.

Se (v;, u;) e (v, u;) pertencem a mesma componente conexa em A, entdo ou j = [ ou,
sem perda de generalidade, [ = 7 + 1. Se j = [, entdo o caminho arco-iris € o menor caminho
entre (v;, u;) € (v, u;) em C) (j). Considere entdo [ = j + 1 e assuma as operagdes aritméticas
modulo m. Seja Y o menor caminho de (v;, u;) a (vg, u;) em C (5). Se (vi—1,u;) € V(Y),
entdo um caminho arco-iris entre (v;,u;) e (vg,u;) € o caminho (v;, u;)(v;, ;) concatenado
com o menor caminho entre (v;,u;) e (vg, u;) em C (1), sendo, é o caminho Y concatenado
com o caminho (v, u;)(vk, w).

Assuma entdo que (v;,u;) € (vg, w;) pertencem a componentes conexas distintas em
H, Oy e O,, respectivamente. Existe um caminho arco-iris P entre (v;,u;) e (vg, u;) em O;.
Se Oy é um subgrafo isomorfo ao C,, X P», entdo para um dnico valor t € {j — 1,7 + 1},
existe um caminho arco-iris Y entre (v;, u;) e (vg, u;) em O;. Como P e Y sdo caminhos em
O, ambos sdo coloridos com as cores {0,1,...,|[m/2]}. Seja H um subgrafo de C,, x C,
induzido pelo conjunto de arestas F/(C,, x C,,) \ E(H). Observe que as cores atribuidas para as
arestas de H' ndo sdo as mesmas atribuidas para as arestas de H. Por construgdo, em H’ existe
um caminho arco-iris entre (vy, u;) e (vx, w;) ou um caminho arco-iris entre (vy, ut) € (vg, ),
que chamaremos de (). Pela concatenacio de () com P ou Y, obtemos um caminho arco-iris
entre (v;, u;) e (vg, uy).

O conjunto de cores utilizado para colorir o grafo foi {0, 1,...,|m/2] + [n/2] — 1}.
Quando m ou n é par, foram utilizadas |m/2| + |n/2] = diam(C,, x C,) cores. Quando
m e n sdo impares e pelo menos um entre m e n € maior que 3, o nimero de cores usadas é
diam(C,, x C,) + 1. O

O Teorema 2.21 determina o nimero de conexdo arco-iris dos grafos C,,, x K,, quando
m é par oum = 3. O Teorema 2.28 determina o nimero de conexo arco-iris dos grafos C,, x K,,,
param > 5imparen > 3. O Teorema 3.17 apresenta uma prova mais clara considerando ambos

OS Ccasos.

Teorema 3.17. Sejam os inteiros m > 3 e n > 1. Entdo, rc(C,, X K,,) = |m/2| se m é par e

n=1,ourc(C, x K,) =|m/2| + 1 caso contrdrio.

Demonstragcdo. Sen = 1, o grafo C,,, x K; é isomorfo ao grafo C,, e rc(C,,) é conhecido pelo
Teorema 2.6(b). Se m € par, rc(C,, x K,) é conhecido pelos Teoremas 2.21 ¢ 2.6. Se n = 2,
entdo K, é um caminho e, pelo Teorema 2.26, r¢(C,, X K3) é conhecido. Se n = 3, r¢(C,y, X K3)

€ conhecido pelo Teorema 2.27.
Considere o caso em que m € impar e n > 4. Rotule os vértices do ciclo tal que
Chn: VU7 - .. Um_17 € 0s Vértices do grafo completo tal que V (K,,) = {ug, u1,...,u,_1}. Seja

¢ uma coloragdo de arestas, utilizando diam(C,, x K,,) cores, para o grafo C,,, x K, definida
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a seguir:
(
se e = (v, Uj)(U(iH mod m)s u;) €

E(C;,(5)). Vivy;
see e B(K' (i) e0<i<|m/2];

¢ mod [%-‘ ,

2
m

¢ mod [5-‘ ,

p(e) = {mJ

see € E(K) (i) e [m/2] <i<m.

\
Sejam (v;, u;) e (vg, u;) dois vértices de Cy,, X K,,. Se @ = k (resp. j = [), entdo um caminho
arco-iris entre (v;, u;) e (v, 1) € 0o menor caminho entre esses vértices em K (i) (resp. C) (j)).
Assuma i # k e j # [. Considere as operacdes médulo m. Seja Y o menor caminho entre
(vi,uj) e (vg,u;) em Ch (7). Se (vi—1,u;) € V(Y), entdo (v;,u;)(vs, w;) concatenado com o
menor caminho entre (v;, u;) € (vg, ;) em C7 (1) € um caminho arco-iris. Senéo, Y concatenado

com (v, u;)(vk, w;) € um caminho arco-iris. O

A Figura 13 apresenta a coloracdo arco-iris descrita no Teorema 3.17, para o grafo
05 X K4.

Figura 13 — Grafo C. x K, com uma coloracfo arco-iris

1 0 1 2 0 1
(o, uo) (v1, uo) (va, up) (3, ug) (v4, up)

1 0 1 2 1
(’U(], ’U,l) (Uh ul) (U27 U’l) (USa Ul) (’U4, ul)

2 2

1 0 1 2 1
(vo, uz) (v1, ug) (v2, ug) (v3, u2) (04, u2)

1 0 1 2 1
(vo, u3) (v1, u3) (v2, u3) (v3, u3) (v4, u3)

Fonte: Autoria prépria
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4 RESULTADOS EM CRITICALIDADE ARCO-IRIS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos durante o mestrado quanto a
criticalidade arco-iris. Observe que, mesmo ciclos sendo grafos arco-iris criticos, os grafos C,, +
K, com n > 4 nao sdo arco-iris criticos, como mostra a Proposi¢ao 2.30. Da mesma forma,
mesmo os caminhos sendo grafos arco-iris criticos, os grafos P, + K; com n > 3 ndo sdo

arco-iris criticos, como € apresentado no Teorema 4.1.

Teorema 4.1. O grafo F,, é arco-iris critico se, e somente se, n = 2.

Demonstragdo. Sejam F,, = P, + K; o grafo leque tal que P, : vov; ...v,_1 e V(K;) = {z}.
Quando n = 2, F; € isomorfo ao grafo K3. Pelo Teorema 2.6(a) e pela Proposicdo 2.29 temos a

necessidade. A suficiéncia € apresentada a seguir.

Considere e = vix € E(F,). Quando n = 3, o grafo F3 — e é isomorfo ao grafo C}.
Pelos Teoremas 2.6(b) e 2.14, rc(F3) = re(Fy — e) = re(Cy) = 2. Portanto, F3 ndo € arco-iris
critico.

Quando 4 < n < 6, temos que rc¢(F,,) = 2 pelo Teorema 2.14. Logo, ¢ suficiente
mostrar que a remoc¢ao de uma aresta ndo aumenta o nimero de conexdo arco-iris do grafo.
Seja e = vjn/2)-1V|n/2 € E(F,). O grafo F,, — e é a unido de dois subgrafos leque, sendo
um isomorfo ao F, /7| € outro isomorfo ao F, /2], com apenas o vértice x em comum. Uma
coloragdo arco-iris utilizando 2 cores € apresentada na Figura 14. Portanto, quando 4 < n < 6,

re(F, —e) =rc(F,) = 2 e o grafo F,, ndao € arco-iris critico.
n n n

Figura 14 — Leques F, F;5 e Fg ndo arco-iris criticos

v3 1 V2 Vg 1 vy 2 V2 Vs 1 vy 9 U3

vy 2 V1 Vo 2 V1 vy 1 V1 2 U2

Fonte: Autoria propria

Sabemos pelo Teorema 2.14 que rc¢(F;) = 3. Seja e = vov; € E(F,). Observe que
F; — e tem como subgrafo induzido o grafo Fg e pelo Teorema 2.14, rc(Fy) = 2. Considere
uma coloracdo arco-iris 6tima para o subgrafo Fs. Como vy € um vértice pendente em F7 — e,
€ necessdrio atribuir uma nova cor para a aresta vox para obtermos uma colora¢io arco-iris no

grafo F; — e. Logo, rc¢(Fr — e) = re(F;) = 3. Portanto F7 ndo é arco-iris critico.
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Resta considerar os casos em que F;, tem n > 8. Pelo Teorema 2.14, sabemos que
re(F,) = 3 nestes casos. Seja e = vgvy € E(F,). Vamos mostrar que rc(F,, — e) = 3. Para
0 <7 < n, pinte a aresta v;v;41 com cor 1 quando ¢ € par e com cor 3 quando % é impar. Para
0 <7 < n, pinte a aresta v,z com cor 3 se ¢ € impar e com cor 2 se ¢ € par. Note que existe um
caminho de tamanho 1 entre x e qualquer outro vértice do grafo. Se 7 e 7 tém paridades distintas,
entdo o caminho arco-iris de v; a v; € v;xv;. Se 7 e j sao impares, entdo o caminho arco-iris de

v; avj € v;v;_12v;. Se i e j sdo pares, entdo o caminho arco-iris de v; a v; € V;V; 11 TV;. O

O resultado do Teorema 4.1 foi publicado nos Anais do 3° Workshop de Pesquisa em
Computagdo dos Campos Gerais (ROCHA; ALMEIDA, 2019).

Considere um grafo G tal que r¢(G) = diam(G) > 2. O Teorema 4.2 apresenta con-

di¢des necessdrias e suficientes para que o grafo G x P, seja arco-iris critico.

Teorema 4.2. Seja G um grafo conexo tal que rc(G) = diam(G) > 2. O grafo G x P, é

arco-iris critico se, e somente se, n = 1 e G é arco-iris critico.

Demonstragdo. Por hipétese, rc(G) = diam/(G). Entdo re(G x P,) = diam/(G)+diam(P,) =
diam(G) + (n — 1) pelos Teoremas 2.21 e 2.8.

Se n = 1, entdo o grafo G x P, é isomorfo ao grafo GG, temos entdo a necessidade.
Vamos mostrar a suficiéncia, considere entdo n > 2. Vamos provar que G x P, ndo € arco-iris

critico, independente de (& ser arco-iris critico ou ndo.

Sejam V(G) = {vo,...,vn_1} € ¢ uma coloragdo arco-iris de G' com cores do con-
junto {0, ..., diam(G) — 1}. Além disso, considere ¢;((z, u;)(y,u;)) = ¢(xy) para toda aresta
(x,u;)(y,uj) € G"(j), para todo j. Seja 1) uma coloragdo de arestas para G x P, tal que:

J, see=(v,u;)(vi,ujy1) € E(P)(4)),Vj <n—2,Vi
(e) =

n—1+ (¢;(e) + (j mod 2)) mod diam(G), see € E(G"(j)), Vj.

Observe que ¢ é uma coloragdo arco-iris com r¢(G x P,) = diam(G) + (n — 1) cores, pois
as cores utilizadas em P/ (7) sdo distintas das cores utilizadas em G”(j), para todo i e j. Seja
f = (vi,uo)(vi,uy) € E(PL(i)), i qualquer. Vamos mostrar que 1) é uma coloragdo arco-iris
para o grafo (G x P,) — f.

Primeiro vamos mostrar que existe um caminho arco-iris em (G x P,) — f entre os
vértices (v;, ug) e (v;,u1), para todo i. Sendo zv; € E(G) (note que dgi(v;) > 0), as arestas
(v, uo)(x, up) € (v, ur)(x, uy) certamente tém cores distintas, dado que diam(G) > 2. Logo,
um caminho arco-iris entre os vértices (v;, ug) € (vy,u1) é Q = (v, up)(x, ug)(x, ur) (v, uy).
Além disso, para todo j > 1, um caminho arco-iris entre (v;,uo) € (v;,u;) € o caminho )
concatenado com o tnico caminho entre (v;,u1) e (v;, u;) em P/ (7). Para os demais casos, um
caminho arco-iris entre (v,, u,) € (v, us) em (G x P,) — f € o tnico caminho entre (v,, u,)
e (vp, us) em P} (p) concatenado com qualquer caminho arco-iris entre (v, us) € (v,, us) em
G"(s). O



49

Pelo Teorema 4.2 pode-se inferir alguns resultados, que sdo apresentados nos Corola-
rios 4.3 e 4.4.

Corolario 4.3. Sejam m e n inteiros positivos. O grafo P, x P, é arco-iris critico se, e somente

se, é isomorfo ao grafo Cy ou a um caminho. '

Demonstragdo. Observe que P, x P, € isomorfo ao grafo Cy quando m = n = 2, e é isomorfo
a um caminho quando m = 1 oun = 1. Nos demais casos, pelo menos um entre F,,, ou P, tem

diametro pelo menos dois e estes casos estao cobertos pelo Teorema 4.2. [

Corolario 4.4. O grafo C,, x P, com m par e n > 2 ndo é arco-iris critico. *

Demonstragdo. Segue do Teorema 4.2, ji que r¢(C,,) = diam(C,,) > 2 quando m é par. [

O Teorema 4.5 apresenta condicdes necessdrias e suficientes para que o produto carte-

siano G' X K, seja arco-iris critico.

Teorema 4.5. Seja G um grafo conexo tal que rc(G) = diam(G) > 1. O grafo G x K,, é

arco-iris critico se, e somente se, n = 1 e G é arco-iris critico, ou G X K,, é isomorfo ao grafo
Cy.

Demonstragdo. Note que r¢(G x K,,) = diam(G) + 1 pelos Teoremas 2.6(a) e 2.21. Se n = 1,
entdo G x K é isomorfo ao grafo G. Observe também que G x K, € isomorfo ao grafo C se
n=1eG = Cy, ouse G e K, sdo isomorfos ao K5. Temos entdo a necessidade.

Vamos mostrar a suficiéncia. Considere n > 2 tal que G’ x K, ndo € isomorfo ao grafo
Cy. Considere também V' (G) = {v, ..., vpm-1} e V(K,) = {uog, ..., Up_1 }. Vamos provar que
o grafo G x K, ndo € arco-iris critico, independente de (& ser arco-iris critico ou néo.

No6s podemos assumir sem perda de generalidade que n > 3, pois:

e sen = 2ediam(G) > 2, entdo G x K, ndo é arco-iris critico pelo Teorema 4.2;

* sen = 2ediam(G) = 1, entdo G = K,, (portanto, G € conexo) e m > 3 (caso contrario,

K,, x K, seria isomorfo ao ciclo Cy). Neste caso, podemos trocar os papéis de K, e K.

Seja ¢ uma coloragdo arco-iris de G usando o conjunto de cores {0, ..., diam(G) — 1}. Além
disso, seja ¢, ((z, u;)(y,u;)) = ¢(xy) paratodo (z, u;)(y,u;) € G"(j), paratodo j. Seja 1) uma
coloragdo de arestas de G' x K, dada por:

0, seee€ E(K(0))\ {(vo,uo)(vo,u2)}oue € E(K,(i)), Vi > 0;
1+ ¢;(e), see= (vg, up)(vo,uz) oue € E(G"(5)), V5.

A criticalidade arco-iris desta classe de grafos jd havia sido considerada por K. S. Rao e R. Murali no trabalho
Rainbow Critical Graphs, em uma revista predatdria, em 2014. Porém os autores afirmaram que estes grafos
sdo arco-iris criticos.

b(e) =
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Observe que esta é uma coloragdo arco-iris para o grafo G x K, usando rc(G x K,) =
diam(G) + 1 cores. Agora vamos mostrar que dada a aresta f = (v, ug)(vo, u1) € E(K/(0)),
existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices (v,, u,) € (v, us) em (G x K,,) — f.

Assuma, sem perda de generalidade, que p < r. Ha trés casos:

1. se f = (vp, uy)(vr, us), entdo o caminho arco-iris entre (v,, u,) € (v, us) em (G x K,,) — f

é (vo, o) (vo, u2)(vo, u1);

2. se f % (vp,uy)(Vr,us), p= 10U g =8, entdo (v, uy), (vy,us) € V(K] (7)) ou (vp,uy),
(vr,us) € V(G"(j)), para 0 mesmo i ou j, e o caminho arco-iris entre (v,, u,) € (v, us)

permanece 0 mesmo;

3. nos demais casos, temos que r > p e portanto > 0, logo ¥ ((vy, uy)(vy,us)) = 0 e o
caminho arco-iris entre (v,, u,) € (v,,us) em (G x K,) — f é o caminho arco-iris entre

(vp, uq) € (v, uy) em G”(q) concatenado com o caminho (v,., u,) (v, us). O
O Teorema 4.5 tem como consequéncia direta os Coroldrios 4.6, 4.7 e 4.8.

Corolario 4.6. O grafo P,, x K,, m e n maiores que 1, é arco-iris critico se, e somente se, é

isomorfo ao P,,, K, ou ao Cj.

Corolario 4.7. O grafo C,, x K, tal que n > 1 e m é par, m > 4, é arco-iris critico se, e

somente se, n = 1.

Corolario 4.8. O grafo K,,, X K,, tal que m > 1 e n > 2 ¢é arco-iris critico se, e somente se, é

isomorfo ao Cy ou ao grafo completo.

A criticalidade arco-iris do produto cartesiano de ciclos pares com caminhos ou ci-
clos pares com grafos completos j4 foi considerada nos Coroldrios 4.4 € 4.7. No Teorema 4.9 é

considerada a criticalidade arco-iris do produto cartesiano de dois ciclos pares.
Teorema 4.9. Sejam m,n > 4 inteiros pares. O grafo C,, x C,, ndo é arco-iris critico.

Demonstragdo. Como m e n sdo pares, pelos Teoremas 2.21 e 2.6(b), que rc(C,, x C,) =
(m + n)/2. Vamos provar que, existe uma colora¢do ¢ usando (m + n)/2 cores para o grafo
C,, x C,,, tal que apds a remogao de uma aresta f ainda existe caminho arco-iris entre qualquer
par de vértices do grafo.

Sejam C),: vovy ... U109 € Cp: uguy . . . Uy _1ug tal que m > 4, e ¢ a coloragdo de

arestas para C',,, x (), definida por:

(jmod (). = (Ui, 43) (03, U1y mod ) €
se) = E(C! (1)), ViVy;
g+ ((z + j) mod (%)) , = (s, 4j) (V(i41) mod m, U;) €
E(C%(j)), Vivj.
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Observe que ¢ € uma coloracdo arco-iris para o grafo C,, x C,,, dado que as cores utiliza-
das em C/ (i) sdo distintas das cores utilizadas em C/ (j), para quaisquer i e j. Seja f =
(vo, uo)(vo,ur) € E(CJ(0)), vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre qualquer
par de vértices (v, u,) € (v, us) em (Cy, x Cy,) — f, supondo sem perda de generalidade que
p < r.SejaY um caminho arco-iris entre (v, u,) € (v, us) em (C,, x C,,) definido pela concate-
nac¢do de um caminho minimo entre (v,, u,) € (v, u,) em C,,(¢) com um caminho minimo entre
(vr, uq) € (v, us) em C(r). Sep =r = 0 ese Y contém a aresta f, entdo um caminho arco-iris
entre (v, u,) € (vo, us) em (Cy, x Cy,) — f pode ser obtido substituindo-se a aresta f em Y pelo
caminho (vg, ug)(v1, ug)(v1, uq)(vo, u1) ou por seu reverso (vg, u1)(vy, uy)(vy, ug)(vo, up). Para
os demais casos, o caminho Y ndo contém a aresta f e, portanto, € um caminho arco-iris entre

os vértices (vy, u,) € (v, Us). N

Teorema 4.10. Considere dois inteiros m > 3 en > 1 e seja G um grafo m-panela. Entdo, o

grafo G x P, é arco-iris critico se, e somente se, n = 1.2

Demonstragcdo. Se n > 2, entdo G x P, nao € arco-iris critico pela Proposi¢do 2.9 e pelo

Teorema 4.2, visto que r¢(G) = diam(G) > 2. Portanto, temos a suficiéncia.

Vamos mostrar a necessidade. Se n = 1, entdo G x P, é isomorfo ao grafo G e entdo
resta entdo mostrar que GG € arco-iris critico. Seja f uma aresta de GG. Se f é uma ponte em G,
entdo rc(G — f) = oo > rc(G). Agora, vamos mostrar que 7¢(G — f) > rc(G) quando f é
uma aresta do ciclo de G. Neste caso, G — f é isomorfo a uma arvore com m arestas. Entao,
re(G — f) =m > re(G) = [m/2] + 1, para todo m > 3. O

2 Acriticalidade arco-iris desta classe de grafos j4 havia sido considerada por K. S. Rao, R. Murali e S. R. Rajendra

no trabalho Rainbow and Strong Rainbow Criticalness of some Standard Graphs em uma revista predatdria, em
2015. Porém, os autores afirmaram que estes grafos nao sio arco-iris criticos.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, sdo determinados o nimero de conexdo arco-iris € o niimero de cone-
xdo arco-iris forte dos grafos sombras de caminhos (Teorema 3.1), cobras triangulares triplas
(Teorema 3.4), circulantes C;;f (Teorema 3.7) e jun¢do G + K,, quando G tem rc(G) < 2
(Teorema 3.8). Também foram determinados os ndmeros de conexao arco-iris dos grafos juncao
de sunlet (R,) com G quando |V (G)| > n — 1 (Teorema 3.12) e de cografos com trés vértices
pendentes (Teorema 3.14). Foram encontrados limitantes superiores para o nimero de conexao
arco-iris dos grafos cobras (Teorema 3.6), de juncdo de dois grafos com vértice universal (Teo-
rema 3.9) e de jun¢do R, + K, quando m < n — 2 (Coroldario 3.13). Também sao apresentadas
condi¢des necessdrias e suficientes para a criticalidade dos grafos leques (Teorema 4.1), dos
produtos cartesianos de G x P, (Teorema 4.2) quando r¢(G) = diam(G) > 2 ou quando G
¢ uma panela (Teorema 4.10), G x K, quando r¢(G) = diam(G) > 1 (Teorema 4.5) e de
Cp, x C,,, quando m e n sdo pares (Teorema 4.9). Ressalta-se que as provas dos resultados sobre
o nimero de conexao arco-iris sdo algoritmicas e delas pode-se extrair algoritmos polinomiais
para a coloracdo arco-iris (forte) 6tima ou com o nimero de cores igual ao limitante superior

estabelecido, de acordo com cada caso.

Em relacdo a classe dos grafos sombras, determinar o nimero de conexdo arco-iris
e o nimero de conexdo arco-iris forte ainda ¢ um problema em aberto. Neste trabalho, estes
parametros foram apresentados para os grafos da subclasse sombras de caminho. Como trabalho
futuro, € interessante investigar o nimero de conexao arco-iris € o nimero de conexao arco-iris

forte dos grafos sombras de ciclo e sombras de completo.

Embora os grafos cobras S(¢, k,n) sejam uma familia de grafos cujo nimero de co-
nexao arco-iris nao foi determinado, neste trabalho apresentamos um limitante superior para
o nimero de conexdo arco-iris destes grafos, como mostra o Teorema 3.6. Podemos observar
que quando ¢ € um inteiro par, o limitante superior apresentado restringe significativamente os
possiveis valores para o nimero de conexao arco-iris (diam(S(¢, k,n)) ou diam(S(¢, k,n)) +
1). Mesmo para os casos em que ¢ é um inteiro impar, o nimero de conexdo arco-iris ficou
restrito a apenas trés possibilidades (rc(S(¢, k,n)) € {diam(S(¢, k,n)),diam(S(¢, k,n)) +
1,diam(S(¢,k,n)) + 2}). Na subclasse dos grafos S(¢,3,n), onde ¢ = {1,2}, o nimero de
conexao arco-iris € igual ao didmetro do grafo. Quando ¢ = 3, o nimero de conexdo arco-iris é
maior que o didmetro do grafo somente quando n = 3. E interessante investigar se é verdade que,

quanto maior for ¢, haverd mais valores de n para os quais rc(S(¢, k,n)) > diam(S(¢, k,n))+1.

Quanto aos grafos circulantes, determinar o nimero de conexao arco-iris € o nimero de

conexao arco-iris forte ainda € um problema em aberto. Neste trabalho, estes parametros foram
Lk . . . .

apresentados para os grafos C,;". Como trabalho futuro, € interessante investigar o nimero de

conexao arco-iris € o nimero de conexdo arco-iris em poténcias de ciclo.

Existe uma relacdo direta entre o didmetro de um grafo GG e o seu niimero de conexao
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arco-iris, dada pela desigualdade diam(G) < rc(G). Considerando que os grafos de jungdo tém
diametro limitado a 2, é de se esperar que o nimero de conexdo arco-iris desses grafos seja pe-
queno quando ndo hé vértices pendentes. Indicios para isto foram apresentadas nos Teoremas 3.8,
3.9 e 3.10. Pode-se observar pelo Corolério 3.15 que o nimero de pontes € determinante para o
nimero de conexao arco-iris de alguns grafos de juncao, a exemplo dos cografos. Como trabalho
futuro € interessante determinar o nimero de conexao arco-iris dos grafos de jun¢do. Observe
que, quando ndo ha pontes e o grafo ndo € completo, existem apenas dois valores possiveis para
o nimero de conexdo arco-iris dos grafos de jun¢do: 2 ou 3. Esta restricdo foi imposta pelo

Teorema 3.10.

Seja C,, x G, tal que n > 5 impar e GG pertence a unido das classes de grafos: caminhos,
grafos completos e ciclos pares. Pelos Teoremas 2.26, 3.16 e 3.17, sabemos que r¢(C,, X G) =
diam(C,, x G). Portanto, podemos generalizar o Teorema 2.21 de forma que, se para cada grafo
G; do produto cartesiano G X G X ... x G, que for um ciclo impar, existir um grafo G;
pertencente a unido das classes de grafos: caminhos, grafos completos e ciclos pares; e para

cada GG, ndo pertencente a unido das classes citadas tenha r¢(G;) = diam(G}), entdo

n

re(G) = Z re(Gh).

i=1
Um caminho hamiltoniano em um grafo GG € um caminho que contém todos os vértices
de G. E interessante investigar condi¢des necessdrias e suficientes para que o grafo G + K,
seja arco-iris critico quando G tem um caminho hamiltoniano. Note que se GG tem um caminho
hamiltoniano, entdo G + K tem um leque Fjy(g) como subgrafo gerador e re(G+ Ky) <3
pelo Teorema 2.14. Pode-se concluir que se G tem um caminho hamiltoniano e r¢(G+ K;) = 3,
entdo pelo Teorema 2.14, |V (G)| > 7 e G + K, néo ¢é arco-iris critico pelo Teorema 4.1. Resta
considerar os casos em que 7¢(G + K7) € {1,2}. Se r¢(G + K;) = 1, pelo Teorema 2.6(a)
G + K; € um grafo completo, entdo G + K € arco-iris critico pela Proposi¢do 2.29. Entdo
resta considerar o caso em que r¢(G + K;) = 2. Quando G tem um caminho hamiltoniano e
re(G) = 2, conclui-se que r¢(G + K1) = 2, pois basta manter a mesma coloragao arco-iris nas
arestas do grafo G e reutilizar uma das duas cores para colorir as arestas da juncdo. Suponha que
G tem uma coloragao arco-iris com as cores 0 e 1 e que as arestas da jun¢ao foram coloridas com
cor 0. Sejam v, e v; dois vértices consecutivos em um caminho hamiltoniano em G e x o vértice
do grafo K;. Ao remover a aresta voz, G + K; ainda tem uma coloragdo arco-iris com duas
cores. Observe que € suficiente garantir um caminho arco-iris entre vy € x jd que os caminhos
arco-iris entre os demais pares de vértices estao preservados. Para tanto, se a aresta vyv; estiver
colorida com cor 1, pinte v;x com cor 1 e vice-versa. Portanto G + K ndo € arco-iris critico.
Como trabalhos futuros sugere-se o estudo da criticalidade arco-iris de grafos jun¢do G+ K nos
casos em que GG tem um caminho hamiltoniano (ou seja, G + K tem um leque como subgrafo),
re(G+ Ky) =2erc(G) > 3.
Quanto a criticalidade arco-iris em grafos resultantes de produto cartesiano, pode-se

observar que, nos casos estudados, os grafos sdo arco-iris criticos somente em casos muito es-
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pecificos. O Quadro 3 sumariza os resultados quanto a criticalidade arco-iris de grafos resul-
tantes de produto cartesiano de caminhos, ciclos e grafos completos. Entretanto, observe que o

problema permanece em aberto quando pelo menos um dos grafos é um ciclo impar.

Quadro 3 - Criticalidade arco-iris de grafos resultantes de produto cartesiano

Cn
x Kn Pa n impar | n par
m par Corolério 4.7 | Corolario 4.4 | Em aberto | Teorema 4.9
Cn -
m impar | Em aberto Em aberto Em aberto
P, Corolario 4.6 | Corolario 4.3
K, Corolario 4.8

Fonte: Autoria propria
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