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RESUMO

SILVA, Adilson Francisco da. RECORRENCIAS LINEARES, ISOMETRIA,
CRIPTOGRAFIA E OUTRAS APLICACOES ENVOLVENDO MATRIZES 2 POR 2.
96 f. Dissertacio — Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional Profmat,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parand Departamento Académico de Matemadtica.
Cornélio Procopio, 2017.

O presente trabalho tem como tema principal apresentar aplicagdes envolvendo matrizes de
ordem 2. Para tanto, inicialmente € apresentada a definicdo de matrizes, as operacdes e
suas propriedades, bem como, o estudo de matrizes transposta, invertiveis e o cdlculo do
determinante, nos restringindo a matrizes de ordem 2. Posteriormente, definimos isometria
no plano como uma transformacao geométrica que preserva distancia e angulos. Apresentamos
as representacdes matriciais de rotacdo, translacdo e reflexdo e mostramos que toda isometria
¢ da forma f(u) = T(u) +w, onde T é uma aplicacdo linear ortogonal. Definimos matrizes
semelhantes e suas propriedades e encontramos condi¢des necessarias e suficientes para que
uma matriz de ordem 2 seja diagonalizdvel, bem como a matriz diagonal correspondente e a
matriz conjugadora. Calculamos a n-ésima poténcia de uma matriz de ordem 2 diagonalizével e
com isso resolvemos relagdes de recorréncia lineares da forma x,, | = ax, + bx,_1, em particular
a sequéncia de Fibonacci. Estudamos as conicas representadas pela equacio ax? + 2bxy +cy* +
dx+ey+ f =0, onde através de isometrias identificamos como sendo, uma elipse, hipérbole,
parabola, ponto, reta, um par de retas paralelas ou concorrentes, € at€ mesmo o conjunto vazio.
Finalizamos com a criptografia utilizando multiplicacdo de matrizes e o cédlculo de matrizes
inversas.

Palavras-chave: Matrizes, Isometrias, Criptografia, Recorréncias Lineares, Identificacdo de
conicas.



ABSTRACT

SILVA, Adilson Francisco da. LINEAR RECURRENCES, ISOMETRY, CRYPTOGRAPHY
AND OTHER APPLICATIONS INVOLVING 2 BY 2 MATRICES. 96 f. Dissertacao —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Profmat, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana Departamento Académico de Matematica. Cornélio Procépio, 2017.

The present study has as its main theme to show the applications involving square matrices of
order 2. To achieve the objective it is showed the definition of matrices, the operations and its
properties as well as the study of transposed and invertible matrix and determinant calculation
being restrict to matrices of order 2. After, we define isometrics in plain as a geometric
transformation that preserves distance and angles. We introduce the rotation, translation and
reflection matrix presentation and insert that all isometry is f(u) = T'(u) +w, where T is an
orthogonal linear application. We define similar matrices and their properties finding enough
and necessary conditions so that a square matrix of order 2 can be diagonalizable, as well as
the corresponding diagonal matrix and the conjugate matrix. We’ve calculated the nth power
of a square matrix of order 2 and then we’ve solved linear relations of recurrence expressed
as x,4+1 = ax, + bx,_1, particularly Fibonacci sequence. We’ve studied the conics represented
by the equation ax? + 2bxy + cy? +dx + ey + f = 0, where through isometries we identified as
being, ellipse, hyperbola, parabola, point, line, a pair of parallel lines or concurrent and even
empty set. We’ve ended the study with a cryptography using matrices multiplication and the
calculation of invertible matrices.

Keywords: Matrices, Isometry, Cryptography, Linear Recurrences, Conics Identification.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo estudar a teoria de matrizes bem como suas aplicacoes
para a resolucdo de diversos problemas, como por exemplo a resolucdo de sistemas de equacdes
lineares, identificac@o de conicas, resolugao de relacdes de recorréncia e algumas nocdes basicas

de criptografia.

Muitos autores, tais como Boldrini (1980), Avila (1995), Lima (2006) e COELHO e
LOURENCO (2005) utilizam resultados vetoriais para tratarem do tema de diagonalizacdo de
matrizes o que faz com que muitas das aplicagdes envolvendo este tema seja possivel apenas
para aqueles com um certo conhecimento de Algebra Linear. Pretendemos, pelo menos no caso
de matrizes 2 por 2, desenvolver e aplicar a teoria associada a diagonalizacdo sem passar pela
teoria de espagos vetoriais, permitindo assim, um entendimento aos leitores que ndo tenham

tido contato com o ensino superior, como alunos do ensino basico por exemplo.

Parte do que vemos neste trabalho envolve o estudo de transformagdes lineares que por
sua vez demanda a no¢@o de espacos vetoriais para ser definida. Contudo, utilizaremos a bem
conhecida representagio das transformacdes lineares de R? em R? com as matrizes 2 por 2, de
forma que uma transformacdo linear T : R?> — R? definida por T'(x,y) = (ax + by,cx +dy) é

representada matricialmente pela relacao:

X a b X
[T] = : )
y c d y

onde [T] denota a matriz associada a transformag@o linear 7.

Como caso particular de transformacdes lineares no plano (de R?> em R? ) temos as

transformacoes ortogonais que sao aquelas cujas matrizes associadas satisfazem a relacao
[T[T) = 1d,

onde [T]" representa a matriz transposta da matriz [T| e Id a matriz identidade. Associada as

transformacdes ortogonais, temos as isometrias. Formalmente, dizemos que uma aplicacdo 7 :



R? — R? é uma isometria no plano se preserva distincias, ou seja, se para quaisquer v,w € R?,
d(v,w) =d(T(v),T(w)),

onde d : R? x R? — R, ¢é a funcfio distAncia utilizada. A importancia do estudo de isometrias
no plano estd no fato de que isometrias mantém o formato de figuras no plano de forma que esta
propriedade € bastante explorada nas artes, arquitetura, no desenvolvimento de protétipos e na
computacao grafica para o desenvolvimento de jogos e simuladores, entre outras aplicagdes em

diversas dreas da engenharia.

Veremos que as isometrias no plano podem ser caracterizadas por transformacoes
obtidas através da composi¢do de uma translacdo com uma transformacgdo ortogonal. Como
aplicagdo caracterizaremos geometricamente o conjunto de pontos (x,y) que sdo solucdes de

equacgdes quadraticas da forma

ax2—|—2bxy+cy2+dx+ey—|—f20, onde a,b,c,d,e, f € R.

Outra aplicacdo de matrizes 2 por 2 € a identificacdo das posi¢des relativas das retas
ajx—+appy = by e ax1x+axy = by que € feita através dos estudo de solugdes de sistemas de
equagoes lineares da forma

ajx+apy = b

ax1x +axy = b;.

Por fim, temos também aplicagdes envolvendo criptografia bésica, onde é possivel
enviar informag¢do de um ponto ao outro sem que o sigilo seja perdido no caminho, mesmo
em caso de interceptacdo da mesma. Embora existam técnicas avancadas de Criptografia, tais
como o0 RSA, veja Paar (2009) para mais detalhes. Neste trabalho, abordaremos uma técnica de
Criptografia mais acessivel que utiliza apenas multiplicagdo de matrizes e o calculo de matrizes

inversas para a obten¢ao da mensagem original.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este Capitulo tem como objetivo apresentar o conceito de matrizes, abordando as
defini¢cdes de matrizes, suas operacdes e propriedades bem como matriz transposta, invertivel,
determinante e suas respectivas propriedades. Neste trabalho restringiremos nossa andlise para

matrizes de ordens 1 x2,2x 1e 2 x 2.

2.1 DEFINICAO DE MATRIZES

Neste trabalho definiremos matrizes sobre o conjunto dos nimeros reais. Contudo, é
importante mencionar que matrizes também podem ser definidas sobre estruturas mais gerais,
como por exemplo, o conjunto C dos nimeros complexos, o conjunto (Q dos nimeros racionais

e até mesmo sobre um anel R (Veja definicdao de anel em Hefez (2014)).

Definicdo 2.1. Uma matriz A = (a;;) n por m (ou n x m, ou de ordem n x m) é uma tabela
com #n linhas e m colunas onde cada uma das nm entradas € um elemento de R. Neste caso,

representamos uma matriz A por

ayl a2 o dim
ay; azp - Aoy
A= ,
i anl anp2 Anm i

ondeg;; eR,1<i<nel <j<m.

Definicao 2.2. Seja A uma matriz n X m. Dizemos que A é uma matriz coluna se m =1 e
dizemos que A € uma matriz linha se n = 1. No caso em que n = m, dizemos que A é uma
matriz quadrada de ordem n. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n é denotado pelo
simbolo .#,(R).

Veremos agora alguns exemplos que ilustram os diversos tipos de matrizes que

acabamos de definir.
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Exemplo 2.3. Sejam A e B as matrizes dadas por

10
A=|_21 eB:[3 5].
3

Entdo A € uma matriz linha e B uma matriz coluna.
Exemplo 2.4. Seja A a matriz dada por

8 1 6
357
4 9 2

Entdo A € uma matriz quadrada.

Em particular podemos considerar um nimero real a, como uma matriz quadrada A de

A=la|.

Entre as matrizes quadradas de ordem 2 X 2, temos alguns subtipos de matrizes, como

ordem 1.

veremos a seguir.

Defini¢ao 2.5. Uma matriz D € .#,>(R) é uma matriz diagonal, se D pode ser escrita sob a
D— al 0 :
0 axn

Definicao 2.6. Uma matriz A € .#,(R) é uma matriz escalar, se A ¢ uma matriz diagonal e os

forma

onde aj,ax € R.

elementos da diagonal sdo iguais, ou seja,
A0
A=
0 A
para algum A € R.

Definicao 2.7. A matriz identidade de .#,(RR) é a matriz escalar, cujo elemento da diagonal

¢ a identidade do conjunto dos reais, ou seja,
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Defini¢ao 2.8. A matriz nula de .#,(R) é a matriz escalar cujo elemento da diagonal é nulo,

ou a matriz cujas entradas sdo todas nulas, isto €,

00
0=
00

A partir de agora utilizaremos os simbolos / e O para representar, respectivamente, a

matriz identidade e a matriz nula de ., (R).

Definiciio 2.9. Dizemos que duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;) de ordem m x n sdo iguais se

ajj=bjj,paratodoi=1,--- . me j=1,--- ,n.

Em particular, se tivermos m =n =2, entdo A = B se aj| = by1,a12 = b1p,a21 = bo1 e

ax = by.
2.2 OPERACOES ENVOLVENDO MATRIZES

Assim como nos nimeros reais temos a operacao de adi¢do, subtracdo e multiplicagao,
nas matrizes também € possivel, sob certas circunstincias, definir tais operacdes. Ja a operacao
de divisdo que hd nos reais, ndo € usual ser levada para as matrizes. Em contrapartida, no
contexto de matrizes, podemos multiplicar um ndmero real por uma matriz, € uma matriz de

ordem m X n por uma matriz de ordem n x d.

Outro ponto interessante é que as propriedades de soma de nimeros reais podem ser
estendidas a matrizes, como a associatividade, a existéncia de elemento neutro, a existéncia de
elemento simétrico e a comutatividade. Quando olhamos para o produto, a questao € um pouco
mais delicada. Nao vale por exemplo a comutatividade, € nem sempre uma matriz admite o

simétrico em relacdo a operagao de multiplicagao.

Comegaremos vendo que, dado um ndmero real A qualquer e uma matriz A, podemos

definir uma operagao de multiplicag¢@o por escalar de A por A como sendo:

Defini¢iio 2.10. Sejam A = (;;) uma matriz n x m e seja A € R. Definimos o produto de A por

A, denotado por AA, como sendo C = (c;;), a matriz n x m, onde
Cij = laij.
Neste caso, C = AA.

Se duas matrizes possuem a mesma ordem, podemos também definir uma operagao de

soma entre tais matrizes.
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Definicdo 2.11. Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes n x m. Definimos a soma da matriz A pela
matriz B, denotada por A + B, como sendo C = (¢;;), a matriz n x m, onde
Cij = ajj —|—bij.

Neste caso, dizemos que A+ B =C.

Quando o ndmero de colunas de uma matriz A € igual ao nimero de linhas de uma

matriz B, podemos definir o produto A - B.

Definicdo 2.12. Seja A = (g;;) uma matriz n x m e B = (b;;) uma matriz m x d. Podemos definir
o produto da matriz A pela matriz B, denotada por A - B, como sendo C = (¢;;), a matriz n X d,

onde

m
Cij = Z a,-kbkj.
k=1
Neste caso, dizemos que A-B =C.

Exemplo 2.13. Sejam A e B matrizes em .#,(R) dadas por
b1 b
4o |4 an B— by
ay; an b21 b22

ayn+by aip+bin

a1 +by ax+bxp

Assim,

A+B=

AR — anbii+anby  anbip+anbn
ax1by1 +anby  axbia+axnbn

e para qualquer A € R,
JA — [lan Mllz] .

Aayr Aax

Veremos agora as propriedades que possuem as operacoes de multiplicag@o por escalar,
adi¢do e multiplicagdo em .#,(R). Como nosso foco sdo as matrizes de ordem 2 x 2,
restringiremos as demonstragdes a este caso. Contudo, o mesmo argumento vale para matrizes

de ordem superior.

Proposicao 2.14. Sejam A e B matrizes de ordem 2 x2 e A,y € R, escalares. Temos as seguintes

propriedades da multiplica¢do de matrizes por escalares:

(i) Distributiva: A(A+B) = AA+ AB;
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(ii) Distributiva: (A +y)A = AA + YA;
(iii) Associativa: (Ay)A = A(yA);
(iv) Existéncia do elemento neutro 1A = A, onde A = 1 € o elemento neutro.

Demonstracao. De fato, denotando

a a by b
Ao |G @2 p|P1 b
a1 an b21 b22
e usando a defini¢do das operacdes de adi¢do e de multiplicacdo por um escalar em .7, (R) e a

distributividade da multiplicagao em relacao a adi¢ao em R, temos

b b
AA+B) — l([an a12]+[11 12])27L
a1 axn by by

Alan +b11) Aarz+bi2)
Alazi +b21) Alaz+b2)

ajl+by anp+bin

ax1 +by ax+bxp

Aayy +Abyy Aapy+Abys
Aay +Abyy Aax+Aby

_ day 1012]+[7Lb11 Mﬂz]:l[an 6112] L [bn bu]
|Aayy Aax Aby1 Aby ay axn by by

= AA+AB,

por outro lado

a a12] B (7L+’}’)(111 (7L—|—}/)a12
a ax (A+7)ax (A+7y)ax
Aaii+vyay Aay +vyar] llan 1012] N [?’an }’6112]

A+1A = (A+7)

Aayi +yaxy Aap+vyan| |Aaa Aax Yay Yaxn
a a a a

_ e | e @) o
a1 an ar; an|

utilizando a associatividade da multiplicacdo em R, temos

ApA = (A7) [au a12]:[(7LY)a11 (M’)au] _ [/l(yan) 1(76112)]
az ax (Ay)azr (Ay)ax A(yaz)) A(yax)

_ A[Yan Yai2

Yaz1 Yax

] = A(yA)
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e utilizando o fato do nimero 1 ser o elemento neutro da multiplicacdo em R, seque que
air an lajy lapp ap an
1A = 1 = = —A,
ax| axp laz;  lax ar| axp
0 que demonstra a proposicao. U

Proposicao 2.15. Sejam A, B e C matrizes em .#,(R), e O a matriz 2 X 2 nula. Temos as

seguintes propriedades da adi¢do de matrizes:

(i) Associativa: (A+B)+C=A+ (B+C);
(i1) Existéncia do elemento neutro: O +A = A+ O = A, a matriz nula O é o elemento neutro;

(iii) Existéncia do elemento simétrico: (—A)+A =A+ (—A) = O, a matriz —A = (—1)A é

chamado de simétrico de A;
(iv) Comutativa: A+ B =B+ A,;

Demonstracao. Denotemos A, B e C por

ail ap bi1 b1z
, B=
a1 ay by by

A= e C=

11 012]
€21 €22
Utilizando a definicdo de soma de matrizes e a associatividade em R, temos
bir bia €11 €12
+ +
by1 by 21 €22
air+bi an+bn L|em en
la21+D21 an+bxn 01
(a11+bn)+en (arz+bi2)+ci2
(a21 +b21) +ca1 (a2 +b2n)+can|

A+B)+C = ||
az; ay

a1+ (b1 +c11) an+ (bia+ci2)
\az1 + (b21 +c21) axn+ (b +c22)

_ +<[b11 1912]+
(a2 axn b1 b

— A+(B+C),

C11 €12
C21 €22

ar a2

o que demonstra o item (i).
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Usando a definicao de soma de matrizes e o elemento neutro de R, temos

0 0 a a a a
O+A — n 1noaz| _ |4 an 4 )
0 0 ar; an

azr a2
Por outro lado,

00
Atro — |Toez) _
a1 an 00

Por (1) e (2) temos demonstrado o item (if).

O+ay; O+ap
O+ax O+axn

aj;+0 ap+0
a1 +0 axn+0

_ [all alZ] —A (2)

az; an

Usando a defini¢do de soma de matrizes e a existéncia do elemento neutro em R,

observe que
ar ap air ap —apy —ap air ap
(-A)+A = -1 + = +
azp az azp az —azr —ax azp a2
0 0
=0.
0 0
I air diz| ) _ |41 a2 n —ap —ai
a1 axn az; ax —az; —axn

_a —a ap—a 0 0
_ 11 11 an 12]:[ _o.

—ajy+ayr —aptan

—ax|+ax —axp-+tax

Além disso,

a a
A—{—(—A) _ 11 12

[a21 ax

00

|a21 — a1 axpn —an
Logo (—A)+A =A+(—A) = 0, o que demonstra o item (iii).

Utilizando a definicdo de soma de matrizes e a comutatividade em R, temos que

(a1 ap|  [by b ail+byp apnp+b bi1+ai bip+a
Arp — || (bu bl antbo aptbio) \butan bitan
la21 axn| b b a1 +ba axn+bx by1 +az by +axn
b b2 lan an]
_ (b by janan)_p
|b21 b a2 axn|
0 que demonstra a proposicao. [

Proposicao 2.16. Sejam A € R um escalar e as matrizes A, B e C em .#,>(R) e I a matriz

identidade de ordem 2 x 2. Temos as seguintes propriedades da multiplicacdo de matrizes:
(i) Associativa: A(BC) = (AB)C;

(i) Distributiva: A(B+C) = AB+AC;
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(iii) Distributiva: (B+C)A = BA+CA;
(iv) Associativa: A(AB) = (AA)B = A(AB);
(v) Existéncia do elemento neutro A = IA = A, a matriz identidade I € o elemento neutro.

Demonstracao. Denotamos as matrizes A, B e C por
an anp bi bz ci1 €12
A= ,B= .
az axn by by 21

Utilizando a defini¢do de produto de matrizes e a associatividade do produto dos

e C=

ndmeros reais, temos

A(BC) = apl ap b1 b1 len e
ax axy b1 byp| |ca 2
B [6111 aip | [bncn +biaca b11012+b12C22]

a1 ax| |baicii+baca baicia+banexn

[ anGuen+bpen)+ap(buen+boen)  an (bicn+bpen)+ap(bycp+boen)
a1 (bricii+bpen) +an(bcn+bnen) @ (biicn+bpen)+an(bicp+bnen)

_|anbnen+anbpeytanbycntanbpen  anbicptanbpentapbicn —i—alzbzzsz]

(1D el +aibpey +apby e tapboey  aibncptanbpentapbicp+anbnen

c11(aa by +anby ) o (b +anby)  cp(anbi +anby ) +cn(abn+anby)

_|aubnt+anby anbiztanbn| |cin cn
|a21b11 +axnby  azibia+axnbx

1) (anbi+anby )+cxn(anbia+anby)  cp(anbn+anby)+cen(anbp+anbn) ]

1 €2
_ [ |enn az| (b biz| )\ |t c12 _ (AB)C
a1 axp| |bxy bxn 21 €2 ,

0 que demonstra o item (i).

Usando as defini¢des de produto e soma de matrizes, e também a distributividade da

multiplicacdo em relacdo a adicdo em R, temos

([bll b1z +[611 012]) _ [all an]
by b €21 €22 a1 axn
Lan (biy +en) +an(ba+e21)  aii(bia+ci2) +ai (b +cxn)
|a21(b11 +c11) +an(ba +c21) axi(biz2+c12) +axn(bn+cn)

ajl apn bii+ci1 bia+ci2

AB+C) =
bo1+c21 ban+cn

[a21 ax
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ainbiy +aiici +anby +ancar  anbip+ajicia +anbypn +ajcxn

|a21b11 +azic11 +anbay +ancy  axbiz+azicia +axnbxn +axncn |

anbi1 +ainby +ajici1 +ancar  anbip +abyn +ajicip +apcn

|a21b11 +anbyy +azici +axnca  axbiz +axnbn +azici2 +axncn

anbi +anby anbiz+anbn N aiicir +apcy apci2+apncy
axici1+axcy azicip+axncy

|a21b11 +anbr  azbin +anbx

ain aiz| |bn b2 N ailr ap| |cir ci2
by b2 az; ax| |ca ¢

= AB+AC,

|a21 ax

o que demonstra o item (ii).

Usando as definicdes de produto e soma de matrizes, e a distributividade da

multiplicacdo em relacdo a adicdo em R, temos

(B+C)A

C11 €12

C21 €22 azp az

b b a a
nobi| noan|
by by azy ax
11 (b1 +c11) +axi (b +c12) an(bii+cin)+an(bin+ci)]
(a11(ba1 +c21) +ax1 (b +c22) ain(ba1 +c21) +axn(ban+c2)]

bi1+ci1 bia+ciz [6111 6112]

by1+ca1 b+ can]

anbi +anci +anbia+axicra  anbiy +aipci +axnbip + azzﬂz]

La11ba1 +aricar +anbn +azicn  anbyr +aincan +anbxn +axncn

anbi +axnbiy apbi +axnbin N aiici +aziciy  appci +axnci
ajjca) +azicy  apcy+axncy

\a11ba1 +ax by apbr +anbxn
bir bip| |ain a2 ci1 ci2| |ann an
by D] |a21 ax €21 €| @21 ax

+ — BA+CA,

0 que demonstra o item (iii).

Seja A € R. Utilizando as defini¢des de multiplica¢do de matrizes e multiplicacdo de

matrizes por um escalar e considerando a associatividade em R, temos

A(AB)

[ |an @) bi1 b1z 1 anbi +aby apbiz+annbn
a1 axp| |bxy bxn ax b1y +axby  axibiz+axnbn
aybyy +anba) Aanbiz +012b22)]

axibi1 +anbyi) Aaxbiz+axnbxn

)
ayibiy) +A(ainba1) A(aiibin) +)~(6112b22)]
az1b11) +A(axnbr1) A(azibiz)+ A(axnbin)

n
A(
%(
|A(
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_ [Qabu +Aa)ba (an)bi+ (xambzz]
(Aag1)bi1 + (Aax)byr  (Aaz1)bia+ (Aaxn)bx

7La11 )ualz

' [bn b2

] _ (LA)B. 3)
by by

)«6121 )\,azz

Por outro lado,

b b A A b b
(AA)B — (/'L [an au]) _ [ 11 12] _ [ ar an] _ [ 11 12]
a axn by by Aayi Aaxp| |ba bxn
[(Aai)bii + (Aaz)ba  (Aar)bia + (Aap)bxn)
(Aax1)bi1 + (Aaxn)by  (Aaxi)biz + (Aax )b |

(a11(Ab11) +ain(Abar)  an(Ab1) +an(Ab)
(@21 (Ab11) +an(Ab21) axi(Ab12) +axn(Aba)

~fan an | Abi Abia
lay1 axn| |Abx Abx

_ A(AB). 4)

Por (3) e (4), demonstramos o item (iv).

Seja I a matriz identidade. Usando a defini¢do de multiplicagao de matrizes,

10
Al — ailr an ) _ _ air an —A (5)
ayl an 01

az; an
Por outro lado,

IA:10~a“a]2:
01 a1 da»

Por (5) e (6) temos que a matriz Identidade € o elemento neutro, o que conclui a demonstragao

aip.14+ap.0 a;1.04+ap.1

ar1.1+a».0 a>;.0+ax.l

l.aj; +0.a31 1.a12.04+0.a

0.a11+1l.ay; 0.a12.0+4+1.ax; al an

_ [all alZ] —A. (6)

da proposicao. 0
.~ . ap ap . L. A .
Definicao 2.17. Sejam A = e n € N, definimos a n-ésima poténcia da matriz A como
azp a
A" =AAA---A.
——
n fatores

2.3 MATRIZ TRANSPOSTA EM .75 (R)

Nesta secdo, apresentaremos o conceito de matriz transposta. Este conceito serd

utilizado posteriormente na defini¢io de matrizes ortogonais. Informalmente, obtemos a matriz



transposta com a troca de linhas por colunas de uma matriz dada.
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Defini¢dio 2.18. A transposta de uma matriz A = (a;;) de ordem m x n é a matriz AT = (aj;)

de ordem n x m. Isto é,

aip ap - Adim ayl dazr -t Ayl
azy axp - Ay aiy dap - ap2
| apl a2 - Apm ] L Aim A2m - Aum ]

Como exemplo, temos que a matriz transposta da matriz A, onde

I 2| T 1 3
é amatrizA" = .
3 4 2 4

Note que as colunas de A7 sdo iguais as linhas de A.

A=

A proposi¢do a seguir apresenta as propriedades de matriz transposta em .7, (R),

embora estas propriedades sejam vélidas para matrizes em geral.

Proposicao 2.19. Sejam matrizes A ¢ B em .#,>(R) e A € R um escalar. Assim, temos as

seguintes propriedades:

() (AT =4;

(i) (A+B)T =AT + BT,
(iii) (AA)T = AAT;

(iv) (AB)T =BTAT.

Demonstracao.

(i) Sejam

A=

a ap bir bz
eB= .
az an by bx
Usando a defini¢do de matriz transposta, temos
T
ap az ap ap
AN = - —A.
apy axp a1 a

(ii) Usando as defini¢des de soma de matrizes e de matriz transposta, temos

T
b b

A+B) — ([an 6112]+[11 12]) _
axl axn by by

T
ajl+by ann+bin

ax1 +by ax+bxp
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ajl+byr ax +by apl az n b1 by

laix+Db12 axn+bxn app an b1y by

_ T T
apr an bii bz
= + =AT +BT.
la21 ax b1 b

(iii) Seja A € R. Utilizando as defini¢des de multiplicacdo de matriz por escalar e de matriz

transposta, temos

T T
an’ = (2 ai an|\  |Aau Aain|  |Aann Aaz
az1 ax Aayy Aax Aaiy Aay
T
_ g @ aan| e an) oo r
aip ax a1 ax

(iv) Utilizando a definicdo de multiplicacdo de matrizes e a defini¢do de matriz transposta,

temos
T T
(AB) — ain anz| |bu b _|anbii +anby anbia+anbxn
a ax| |ba bxn aibiy +axba  azibia+axnbxn
_|anbiF+awby anbii+axnbu|  |bnan+bra bnax +braxn
lanbiptanby abin+anbx biaai +bxpain bipaz +bxnax
_ biy bar| |an axn _ gTAT
b1 b |an ax

2.4 DETERMINANTES

Nesta se¢do apresentaremos o conceito de determinante de uma matriz em .7, (R).
O determinante é uma aplicagdo que associa uma matriz quadrada a um escalar real, através
de operacdes envolvendo as entradas da matriz. Utilizando o determinante, conseguimos
extrair informagdes importantes de uma matriz. Por exemplo, veremos mais a frente, que se o
determinante de uma matriz A ndo € nulo, entdo existe uma matriz B, tal que AB = I. Tal matriz
B sera chamada de matriz inversa de A. Além disso, veremos que o determinante permite ainda
que obtenhamos uma expressio para determinar a matriz inversa, caso ela exista. Assim, com

base nas entradas de uma matriz em .#5(R), definimos o determinante.
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Definicao 2.20. Seja A uma matriz de ordem 2 x 2, digamos

app a2
azp a2

Definimos o determinante da matriz A como sendo

A=

del‘(A) =ajpy-ax —aip-as.

Exemplo 2.21. Sejam / e O a matriz identidade e matriz nula em .#,(R), respectivamente.

Entao

Lo
det (I) = det =1-1-0-0=1
01

00
det (0) = det =0-0-0-0=0.
00

Demostraremos agora algumas propriedades operatorias do determinante de uma
matriz em ., (R).

Proposicao 2.22. Sejam A e B matrizes em .#,(R). Temos que o determinante goza das

seguintes propriedades:

(i) Se uma linha ou coluna da matriz A for nula, entdo det(A) = 0;
(ii) det(A) = det(AT);

(i11)) Se B € a matriz obtida multiplicando uma linha ou uma coluna da matriz A por um escalar
A, entdo det(B) = A.det(A);

(iv) Se B= AA, onde A é um escalar, entio det(B) = A’det(A);
(v) Se B ¢ obtida pela pela permutac@o de linhas ou colunas de A, entdo det(B) = —det(A);
(vi) Se as linhas ou colunas de A forem muiltiplas entre si, entdo det(A) = 0.

Demonstracao.

(i) Se uma linha ou coluna da matriz A for nula, entdo det(A) = 0. De fato, se

ap an
A= ,
azp axn



(ii)

(iii)

23

entio ai - ayy é a multiplicacdo de um elemento da linha 1, por um elemento da linha 2 e
ao mesmo tempo a multiplicagdo de um elemento da coluna 1, por um elemento da coluna
2. Assim, se alguma linha ou coluna for nula, segue que a; - a;» = 0. Com o mesmo

argumento vemos que aj - a1y = 0. Portanto det(A) = ay1 -ax —ayz-az = 0.

det(A) = det(AT). Denotando A por
a a
Ao |G @2
az; ax

det(A) =aj1-axp—aipp-ax —=Aai]-ax —daz -ajy = det(AT).

temos

Se B é a matriz obtida multiplicando uma linha ou uma coluna da matriz A por um escalar

A, entdo det(B) = A -det(A). De fato, denotando A por

aip an
b
azr ax

temos que det(A) = ajjax —ajpan;. Além disso, multiplicando a primeira linha de A pelo

A=

escalar A obtemos a matriz B, ou seja,

B llan /1012] '

azy ans

Calculando o determinante de B neste caso, temos

det(B) = (Aajr)axn — (Aain)ax = A(ajan)—Aajaz)

= )L(anagz — a12a21) = ldet(A).
Multiplicando a segunda linha de A pelo escalar A temos
B_ ap  a 7
Aayr Aax
neste caso

det(B) = ay1(Aaxn)—an(Aax)=A(aian)—A(aaz)

= l(anazz — alzazl) = ldel‘(A),



(iv)

)
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multiplicando a primeira Coluna de A pelo escalar A vemos que
Aayy a
B_ 11 a2 ,
Aayr ax
e assim

det(B) = (Aaji)axn —ann(Aax)=A(aian)—Aaaz)

= l(anazz — alzazl) = ldel‘(A).

Finalmente, multiplicando a segunda coluna de A por A, obtemos

B [6111 lau] |

ax; Aaxp

det(B) = aj1(Aaxn)— (Aan)az = A(aaxn) — Alapaz)

= l(allazz — a12a21) = ),det(A).

Se B = AA, onde A é um escalar, entdo det(B) = A?det(A). Considerando

ari 012]

ary axn

temos que det(A) = ajjax —ajpaz;. Além disso, multiplicando a matriz A pelo escalar A

B Aayy Aap
Aayr Aax

det(B) = (lan)(lazz) — (lalz)(lam) = )»Z(allazz) — )Lz(alzazl)

= lz(anazz — a12a21) = lzdet(A).

A=

temos

€ assim

Se B ¢é obtida pela permuta¢do de linhas ou colunas de A, entdo det(B) = —det(A).

Definindo
A a an
az) dap



(Vi)
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e permutando suas linhas obtemos

ar axy
B= .
air an
Calculando o determinante de B, encontramos

det(B) = anjain—axay = (az1a12 —axain) = (apaz —aian)

= —(anazz — a12a21) = —det(A).
Agora, permutando as colunas da matriz A, obtemos que a matriz B € dada por
aiz aii
B= .
ax az|
Calculando o determinante de B, temos

det(B) = apax —aijaxn = (anax —anaxn) = —(ajiaxn —anaz ) = —det(A).

Se as linhas ou colunas de A forem miiltiplas entre si, entdo det(A) = 0. Se a matriz A

tiver uma linha maltipla da outra, podemos escrever
air  ap
A= .
Aaiy Aapp
Calculando o determinante de A, temos

det(A) = ay(Aan)—an(Aan)=A(anan)—Alazan) = A(anain —anan)

= l(allalz —analz) = )L(O) =0.

Agora, se A tiver uma coluna multipla da outra, podemos escrever

A=

ap Mln]

az; Aaz

e assim,

det(A) = aj1(Aaz) — (Aan)ax = A(araz) —Alanaz) = Alanaz —anaz)
~ A(0)=0.

Proposicao 2.23. Sejam A e B duas matrizes de ordem 2 x 2. Entdo

det(AB) =det(A) - det(B).
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Demonstracao. Denotanto

aip ap bll b12
A= eB=
ay ayp by by

as matrizes de ordem 2 x 2, e calculando o produto AB, obtemos

airbir +apb ailbp +apb
AB — 11911 12021 11912 12022

ax1b11 +axby  azibia+axnbn

Assim,

det(AB) = (a11b11+ai2ba1)(a21bi2 +axbyn) — (a11b12 +aizbyn)(az1bi1 +axnbsy)

= (anbriaa1bia +aybiianby +anbraxibiy +abraxnbn)
—(an1baazibiy +aybioaxnby +abypaz by +anbrnaxnbs)

= ayrbiiaxibix +abiianbyn +ainbriaz by +ainbriaxnrbn
—anbpan by —anbpanbr — apnbaazibiy — anbaaznbs

= aiaxbi1byy +airanbiiby +ana bixbry +anaxnbribxn
—apaxbiibia —araxnbiobr — apnazbi1by — anaznbribxn

= ayra1b11biy —arazxbi1biz +aranbiiby +anaz bizby
+aiaxnbr1by — apaznbrbyn —ayaxnbiabr —apazbiibx

= alanbiiby +ana biaby —ajranbizbr —anna biibxn

= apan(biiby —bi2by1) +arpazi (biabay — bi1b22)

= apaxn(bi1by —b1aby1) —apaz (b11bay — b12bay)

= (anaxn —aaz)(b11b —bi2bay)

= det(A)det(B).

2.5 MATRIZ INVERTIVEL

Nesta se¢do apresentaremos a matriz inversa, a forma de encontri-la e suas principais
propriedades. O conceito de matriz inversa, sera utilizada em algumas aplicagdes, como
por exemplo, na resolucdo de sistemas lineares e na criptografia. Podemos imaginar a
inversa de uma matriz de forma semelhante a propriedade de um nimero real possuir inverso

1

multiplicativo, ou seja, se a~ ' € o inverso de a € R, entao aa~! = 1. Além disso, da mesma

forma que existe o numero real O que ndo possui inverso, nem toda matriz € invertivel. Assim,
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inspirados nas propriedade dos nimeros reais, definimos matriz invertivel da seguinte forma:

Definicao 2.24. Uma matriz quadrada A de ordem 2 x 2 € invertivel (inversivel ou ndo singular),

se existe uma matriz B de ordem 2 x 2 tal que
AB=BA =1,

onde I € a matriz identidade, e a matriz B é chamada de inversa de A. Se ndo existe uma matriz
B tal que a igualdade acima ocorre, dizemos que A € ndo invertivel (ou singular). Denotamos a

matriz inversa da matriz A por A~ !,

Exemplo 2.25. Seja A a matriz de ordem 2 x 2 dada por

4 3
A= :

entdo A € invertivel e

De fato, basta verificarmos a igualdade AB = BA = I, onde

=177

Como
4 3 -5 -3 10
AB = : =
-7 =5 7 4 0 1
e
-5 -3 4 3 1 0
BA = . = )
7 4 -7 =5 0 1
entdo A € invertivel e B € de fato a inversa de A, ou seja,
Ao |7
7 4

Proposicao 2.26. Seja A uma matriz de ordem 2 x 2 invertivel. Entdo a sua inversa € tnica.

Demonstracao. Suponha que as matrizes B e C de ordem 2 X 2 sejam inversas de A. Assim
temos pela definicao de matriz invertivel que AB = BA =1 e AC = CA =, onde I € a matriz
identidade. Logo,

B=BI=B(AC) = (BA)C=IC=C.

Portanto, B = C e podemos concluir que a inversa € unica. 0
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Proposiciio 2.27. Sejam A uma matriz 2 x 2 invertivel e A~! a sua inversa. Entdo, a matriz A~!

também & invertivel e (A=)~ = A.

Demonstraciio. Por definicio de matriz invertivel, uma matriz B € inversa de A~!, se BA™! =
A7'B =1 Como A~! é a inversa de A, entio AA~! = A~'A =I. Portanto, pela defini¢io de
matriz inversa e pela Proposigio 2.26, temos que B = A é a inversa de A~!, ou seja, (A~1)~! =
A. [

Teorema 2.28. Seja A uma matriz de ordem 2 x 2 invertivel. Entdo, det(A) # 0 e det(A~!) =
(det(A))~!.

Demonstracio. Como A é uma matriz invertivel, temos que A-A~' = I, onde I é a matriz

identidade. Logo, usando a Proposi¢do 2.23, temos
det(A)-det(A™ 1) =det(A-A™ 1) =det(l) = 1.
Desta maneira det (A) # 0. Além disso, como (detA)(det(A~!)) = 1, entdo
~1 1 ~1
det(A7') = —— = (detA) .

detA

Teorema 2.29. Seja A uma matriz 2 x 2, tal que det(A) # 0. Se

entdo A é invertivel e

. d —b
CdetA | ¢ 4 |

Demonstracao. Defina a matriz B de ordem 2 x 2 como sendo
d —b
—¢ al|
Note que B esta bem definida, pois detA # 0. Além disso,
AR — a b 1 d —b
¢ d|det(A) |—¢ 4

B 1 ad —bc ab—ab B 1 0
det(A) |cd —cd ad —be 0 1

1
B=
detA
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o _ L [d —b|fa b
det(A) —c a||c d

1 [ad—bc bd—bd| [1 0
det(A) |ac—ac ad —bc 0 1|

ou seja, AB = BA = I. Logo pela Proposi¢ao 2.26 e pela Definicdo 2.24, temos que A € invertivel

e B é a matriz inversa da matriz A, isto €,

L [d b
det(4) ¢

]

Exemplo 2.30. Se considerarmos a matriz A de ordem 2 x 2, definida por
. [1 2] |
3 4
entdo, pelo Teorema 2.29, temos que
A—IZLF —2]:[—2 1].
S IR I E A

Corolario 2.31. A matriz A € .#,(R) é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.
Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas 2.28 e 2.29. O

Teorema 2.32. Sejam A uma matriz invertivel e A um escalar ndo nulo. Entdo AA é invertivel

e (AA)~ T =21"T1A"1
Demonstracao. De fato, como

AAA AT = arHaa ) =11=1

A lAThaa) = n@ala) =1 =1,

segue da definicdo de matriz invertivel, que AA é invertivel e A~'A~! é a matriz inversa de
AA. O]

Teorema 2.33. Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem 2 x 2. Entdo AB é invertivel e

(AB)~' =B~1A~1L.
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Demonstracao. De fato, como o produto de matrizes € associativo, temos

ABYB A =ABB HA ' =AIA ' =4A"1 =1

(B'A"HY(AB) =B '(A"'A)B=B"'IB=B"'B=1.
Logo, (AB)(B~'A~!) = (B~'A~1)(AB) =1e (AB)~' = B~'A~!. Portanto, AB é invertivel. []
Teorema 2.34. Seja A uma matriz 2 x 2 invertivel. Entdo AT é invertivel e (AT)~! = (A~1T.

Demonstracao. De fato, como a transposta do produto € igual ao produto da transposta na

multiplicacdo de matrizes, temos que

AT(Afl)T — (AflA)T :IT :I

(A—I)TAT — (AA—1>T :IT —I.
Assim, AT (A~1T = (A=1)TAT =1, de onde concluimos que A” é invertivel e (A7)~ ! = (A=1)T,

]

Teorema 2.35. Seja A uma matriz 2 X 2 invertivel. Entdo A" é invertivel para todo inteiro ndo
negativo n e (A")~! = (A=),

Demonstracio. Como A é uma matriz invertivel, temos que AA~! = I. Assim,

[=]"= (AA—l)n :An(A_]>n,
onde a ultima igualdade segue do fato de AA~! = A~!A. Logo A" ¢ invertivel e (A")~! =
(A=Hm, O

2.6 OPLANO R?

Nesta secao, introduziremos o conjunto formado de pares ordenados de niimeros reais,
os quais, usando suas representacdoes geométricas no plano cartesiano, definiremos alguns
conceitos como distancia e norma euclidiana. Veremos ainda, como € possivel relacionar um
par ordenado como matriz coluna, e a partir disso definir a soma e a multiplica¢ao por escalar

dos elementos de RZ.

Denotamos por R? o conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x e y

sdo niimeros reais. Os elementos de R? sio representados geometricamente no plano cartesiano
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da seguinte maneira: se (x,y) é um elemento de R?, entio os niimeros reais x e y, chamadas de
abscissa e ordenada respectivamente formam as coordenadas cartesianas do ponto P = (x,y) do
plano. Diante disso, podemos agora definir o conceito de distancia euclidiana entre elementos

de R?, como a distancia entre pontos do plano cartesiano.

Definiciio 2.36. Sejam P = (x1,y;) e Q = (x2,y2) elementos de R?. A distancia euclidiana
entre P e Q, denotada pelo simbolo d(P,Q), é dada por

d(P,Q) = \/(xl —x2)2+ (y1 —»2)%

Geometricamente, se P = (x1,y1), Q = (x2,y2) € R = (x1,y2) sdo elementos de R?, tais
que x| # xp € y| # y2, entdo estes pontos sdo vértices de um tridngulo retadngulo cuja hipotenusa
PQ mede d(P,Q) e cujos catetos PR ¢ QR medem, respectivamente d(P,R) = |x; — x| e
d(Q,R) = |y1 — y2|- O caso particular, onde x; < x; e y; < y, pode ser visto pela Figura 1.

Figura 1: Distancia entre dois pontos.

Calcularemos agora como exemplo a distdncia euclidiana entre os elementos P = (1,2)

e Q = (4,6) de R?. Pela definigio de distancia euclidiana, temos

d(P,Q)= /(147 + (26 = V25 =5,

Proposicdo 2.37. Sejam P = (x1,y;) e Q = (x2,y2) elementos de R?. O ponto médio do

segmento de extremidades P e Q, € o ponto

X1+x2 yi+y»
M = .

Demonstracao. Sejam M = (X, V), R = (xm,y2) € N = (xn,y1). Como os tridngulos PMR
e OMN sdo congruentes pelo caso (dngulo, angulo, lado), temos que d(P,R) = d(N,Q) e
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d(M,N) =d(M,R). Portanto

X1 +x
ﬂam:dmxyzimwﬂﬁ:urwmzﬁﬁﬁ:122. (7
c
1ty
d(M.N) = d(M.R) = 1 =yl = b — 32| =y = 222, ®)

Logo por (7) e (8), temos que

M— X1 +X2’Y1+y2 ‘
2 2

O caso particular, onde x; < x1 € y, < yj pode ser visto pela Figura 2.

Figura 2: Ponto médio entre P e Q.

Um elemento P = (x1,y;) de R? pode ser representado em notagdo matricial como

-t
Y

Assim como as matrizes possuem operacdoes de soma e multiplicagdo por escalar, ao

uma matriz coluna, isto €

representarmos elementos de R? como matrizes, poderemos somar e multiplicar por um escalar,
estes elementos da mesma forma em que fazemos com as matrizes. Sejam P = (x,y;) e Q =

(x2,y2) elementos de R? e A € R um escalar, desta forma

eﬂm:xklzkml
V1 Ay

Diante desta representacio, definiremos a soma e a multiplicacio de elementos de R?

X1 X2 X1 +x2

[Pl +[0] = +

Y1 2 Y1+

da seguinte forma:

Definicfio 2.38. Sejam P = (x1,y1) e Q = (x2,Y,) elementos de R?, e A € R. O produto de P
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pelo escalar A, denotado pelo simbolo AP é dado por
AP = )L(-xluyl) = (lxlal}’l)-
Além disso, a soma de P por Q, denotado pelo simbolo P+ Q é dado por

P+Q = (Xl,yl) + (x27y2) = (xl +x27)’1 +)’2)

Apresentaremos agora o conceito de norma euclidiana, que corresponde a distancia

euclidiana de um elemento de R? até a origem, ou seja, até o elemento (0,0).

Definicfio 2.39. Seja P = (x1,y;) um elemento de R?. A norma euclidiana ou a distancia do

elemento P até a origem, denotada por ||P|| é dada por

|P|| = d(P,0) = \/x}+)}.

Geometricamente, sejam O = (0,0) e P = (x1,y;) elementos de R?. Assim a norma

P|| =d(0,P). Observe na Figura 3 o caso

euclidiana de P € a medida do segmento OP que é

particular em que x1,x; > 0.

Figura 3: Norma euclidiana do elemento P.

Calcularemos agora a norma euclidiana do elemento P = (2,3) de R?. Pela definigio

de norma euclidiana, temos
|P|| =d(0,P)=+/2%+32=+13.
Proposi¢ao 2.40. Seja P € R%. Entio ||P|| = 0 se, e somente se, P = 0.

Demonstracio. De fato, considere P = (x,y). Assim ||P|| = 0 se, e somente se ||P||*> = x> +y* =

0 se, e somente se, x =0 e y =0, ou seja, P = (0,0). O
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Definiciio 2.41. Sejam P = (x1,y1) e Q = (x2,y2) elementos de R%. O produto escalar, ou

produto interno euclidiano, entre P e Q, denotado pelo simbolo (P,Q) ou P - Q é dado por

(P,Q) = x1x2 4+ y1)2.

Observe que a norma euclidiana estd relacionada com o produto escalar, uma vez que

1P| = /7 +¥i = V(P.P).

Além disso,

d(P,Q) = \/(x1 —02)2+ (1 —»)?=1P-0Q|.

Agora, apresentaremos um resultado que relaciona o produto interno euclidiano com o

conceito de angulo entre elementos de R?, que definimos da seguinte maneira:

Definicdo 2.42. Sejam P e Q elementos de R2. O angulo 6, satisfazendo 0 < 6 < 7, entre 0s
segmentos OP e OQ € definido como o angulo entre P e 0. Dizemos que P e Q sdo ortogonais

quando o angulo entre eles € reto, ou um deles € a origem.

Proposicio 2.43. Sejam P e Q elementos de R?. Entio,

(P,Q) = [IP[[[|Q]] cos 6,

onde 0 € o angulo entre P e Q.

Demonstracao. De fato, podemos denotar P = (x1,y;) e @ = (x2,y2). Considere o tridngulo de

vértices OPQ, onde O = (0,0), cujo angulo entre os lados OP ¢ OQ denominamos 6. Assim,

pela Lei dos Cossenos, temos
1P— 0l = [IPI* +|QI* - 2[|P|l[|Ql| cos 6.

Desenvolvendo, temos

1
|P|[|Q]lcos €& = 5(||P||2+||Q||2—||P—Q|I2)
1
= 3 (6 +yi+x5+y5— (1 —x)* = (1 —y2)°)
= X1xX2+Yy1y2.

Portanto, pela defini¢do de produto interno euclidiano, temos que

(P,Q) = [[P[[[|Q]] cos 6.



O caso particular em que x1,x3 > 0 e y1,y > 0, pode ser observado pela Figura 4.

Figura 4: Angulo entre dois elementos.

35
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3 ISOMETRIAS NO PLANO

Neste capitulo introduziremos o conceito de isometria no plano. A importancia do
estudo de isometrias no plano estd no fato de que isometrias mantém o formato de figuras
quando necessdrio o seu deslocamento no plano, de forma que esta propriedade é bastante
explorada nas artes, arquitetura, no desenvolvimento de protétipos e na computacio grafica.
Também utilizada para o desenvolvimento de jogos e simuladores, entre outras aplicacoes
em diversas dreas da engenharia. Definiremos as aplicacdes de translacdo, reflexdo e rotacdo
mostrando que estas aplicagdes sdo isometrias. Veremos que as isometrias no plano podem ser
caracterizadas por transformagdes obtidas através da composicao de uma translacio com uma

transformacao ortogonal.

Defini¢do 3.1. Uma aplicagiio T : R? — R? é uma transformagio linear se para quaisquer P,Q €

R? e qualquer A € R, valer as relagdes:

(i) T(P+Q)=T(P)+T(Q);

(i) T(AP) = AT(P).

Note que a defini¢do acima nos permite afirmar que toda aplicagio linear T : R* — R?

tal que 7(1,0) = (a,c¢) e T(0,1) = (b,d) pode ser escrita na forma
T(x,y) = (ax+Dby,cx+dy).
De fato
T(x,y)=T(x-(1,0)+y-(0,1)) =xT(1,0)+yT(0,1) =x(a,c) +y(b,d) = (ax+by,cx+dy).
Por outro lado, se considerarmos a aplicagio linear T : R?> — R?, definida por

T (x,y) = (ax+by,cx+dy),
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podemos representar tal transformacao matricialmente por

X a b X ax—+by
[T] = = ,
y c d y cx+dy
onde
a b
[T] =
c d

€ a matriz associada a transformacao linear T e

X

y

é a representacio do elemento (x,y) de R? como matriz coluna. Portanto a representacio
matricial nos permite, usando matrizes 2 X 2, estudar as transformacdes lineares de R2 em
R2. Desta maneira, abordaremos o conceito de isometria, bem como sua relacdo com
as transformagdes lineares e aplicacdes, utilizando o conceito de matrizes que estamos

desenvolvendo neste texto.

Definicao 3.2. Dizemos que uma matriz A de ordem 2 x 2 é ortogonal, se A € invertivel e

Al =AT,

O conceito de matriz ortogonal pode ser levado para as transformacdes lineares. Basta

utilizarmos a relagc@o entre matrizes e transformacdes lineares que mencionamos acima.

Definicao 3.3. Dizemos que uma transformacio linear T : R> — R? é uma transformacio

ortogonal, se sua matriz associada [T satisfaz a igualdade
)~ =117,
onde [T]” & a transposta da matriz [T).

Apresentaremos agora algumas propriedades das matrizes ortogonais em . (R) e
veremos como determinar uma forma padrdo para tais matrizes.

Proposicao 3.4. Seja A uma matriz de ordem 2 x 2 ortogonal, entdo o detA = +1.

Demonstracao. Sejam A, uma matriz ortogonal e / a matriz identidade, ambas de ordem
2. Como A é ortogonal, temos que AAT = I. Além disso, utilizando as propriedades de

determinantes, obtemos

1 =det (1) = det (AAT) = det (A) - det (AT) = det (A) - det (A) = (det (A))?,
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ou seja, det (A) = +1. O

Proposicdo 3.5. Se a,b € R satisfazem a” + b”> = 1, entdo existe 8 € [0,27) tal que a = senf

eb=cos0.

Demonstracao. Como a?+b*=1,entio -1 <a<le —1<b<1. Além disso, como a
fungdo seno restrita ao intervalo [0,27) tem imagem [—1, 1], entdo existe B € [0,27) tal que

a = senf. Logo, sen’f + b?> = 1. Isolando b nesta igualdade, obtemos

b=44/1— sen?f3 = +cosf.

Portanto, se a = senf3 e b = cosf3, basta tomarmos 6 = . Por outro lado, se a = senf3 e
b = —cosf3, basta tomarmos 6 =7 — 3, caso 0 < B <me O =3n—ff,caso n < <27 que

teremos a = senf} = senf e b = —cosfB = cos 6. O

Proposicao 3.6. A é uma matriz ortogonal 2 X 2, se e somente se

cos® —senf cosf senO
A= ou A= ,
sen® cosO sen® —cosO

para algum 6 € [0,27).
Demonstracao. Seja A uma matriz 2 x 2 ortogonal e suponha que A possa ser escrita na forma
a b
A= ,

como A é ortogonal, AT = A~!. Além disso, utilizando a Proposicio 3.4 ¢ o Teorema 2.33,

obtemos
a c 1 d —b
= ; )
b d| detA|_¢ g4
com det(A) = £1.
Analisaremos agora os casos, det (A) =1 e det(A) = —1.

(i) detA = 1: Neste caso, (9) implica que a =d,b = —c,c = —b e d = a. Ou seja,

—b
A= ¢ ,coma2+b2:1.
b a
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(ii) detA = —1: Neste caso (9) implica que a = —d,b = c¢,c = b e d = —a. Ou seja,

b
A= ¢ ,comaz—l-bz:l.
b —a

Finalmente, utilizando a Proposi¢ao 3.5, concluimos que a matriz ortogonal A de

ordem 2 x 2 possui uma das seguintes formas:

cos® —senf cosf senf
A= ou A= .
sen@ cosO sen® —cos0

Reciprocamente, se
cos® —senf
A= ,
sen@ cosB

AT — cos® —senf cosO senf B 1 0
sen® cosO —senB cosO 0 1|

ou seja AAT = I. Similarmente, se

temos que

sen®@ —cosO

cos® senf | |1 O

senf —cos6 0 1|
ou seja AAT = 1. Logo, nas duas formas de A concluimos que A7 = A~!, isto é, A é ortogonal.
]

[cos@ sen0 ]
A= ,

temos que
AT — [cos@ senf

sen® —cosO

Introduziremos agora a definicao de isometrias no plano.
Definicao 3.7. Dizemos que uma aplicacio T : R> — R? é uma Isometria no Plano, se
d(P,Q) =d(T(P),T(Q)),
para qualquer P,Q € R

Exemplo 3.8. A aplicagio T : R? — R? definida por T (x,y) = (x,y+ 1) é uma isometria.

De fato, suponha que P = (x1,y1) e Q = (x2,2) sejam elementos de R?. Ento,

d(T(P),T(0))* = (xi—x)*+ i +1—y2—1)*=(x1 —x2)*+ (1 —»)* =d(P,0)*
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Portanto, d(T'(P),T(Q)) = d(P,Q). Logo, T é uma isometria.

Exemplo 3.9. A aplicacio R : R> — R? definida por R(x,y) = (%x— \/7§y, \/7§x—l— %y) ¢ uma

isometria.

Denotando P = (x,y1) e Q = (x2,y2) elementos de R?, mostraremos que d(P,Q) =
d(R(P),R(Q)), ou equivalentemente d(P,Q)> = d(R(P),R(Q))>.

2 2
d<R<P>,R<Q>>2=(1 vi, 1 ﬁ)+<ﬁ L, V3 1)

PN TN TR ) H T TR

2 2
- (%(ﬂ—n)—?(m—yz)) +<%(y1—y2)+\/7§(x1—X2)>

= (- 3003+ 0032+ 0 )
= (v —x2)’+ (1 —x»)’
= d(PQ)*

Logo, R é uma isometria.
Proposicdo 3.10. Se 7 : R?> — R? é uma isometria, entdio T é uma aplicagio injetiva.

Demonstracio. Sejam P,Q € R? pontos tais que P # Q. Logo, d(P,Q) > 0. Por outro
lado, como T € uma isometria, temos que d(P,Q) = d(T(P),T(Q)). Assim d(T(P),T(Q)) =
d(P,Q) > 0, o que implica que T'(P) # T (Q). Portanto, T € injetiva. O

Proposicio 3.11. Se 7 : R — R? é uma isometria que possui inversa 7~ : R> — R?, entdo

T é uma isometria.

Demonstraciio. Sejam 7 : R? — R> e 7! : R? — R?, a inversa de 7. Assim, para quaisquer
P,Q € R?

d(P,Q) =d((ToT~")(P),(ToT~")(Q)) =d(T(T~'(P)), T(T~(Q))). (10)
Além disso, como 7 é uma isometria,
d(T(T~1(P)), T(T~1(Q))) =d(T~'(P), T~'(Q)). (11

Logo, por (10) e (11), segue que 7! é uma isometria. [
Proposicao 3.12. A composta de duas isometrias € uma isometria.

Demonstraciio. Sejam 7 : R? — R? ¢ S : R? — R? isometrias. Como T ¢ isometria, temos

d(T(S(P)),T(5(Q))) = d(S(P),S(Q)), (12)
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para quaisquer P,Q € R%. Além disso, como § também & isometria,

d(S(P),5(Q)) = d(P,Q). (13)

Por (12) e (13), obtemos
d(T(S(P)),T(S(Q))) =d(P,Q).

Logo T o S € isometria. [

Exemplo 3.13. Sejam 7 : R? — R?, e R : R? — R?, aplicagdes definidas por T'(x,y) =
(x,y+1)eR(x,y) = ( 5)5 — %y, ‘[x—i— 2)’) respectivamente. Entdo a composi¢io T (R(x,y)) =

(éx — \{y, “{x—k 5y + 1) € uma isometria.

De fato, se P = (x1,y1) e Q = (x2,y,) pertencem a R?, entio

2
AT(RP)). T(RO)))? = (§x1—§yl—;xz+*§yz> +<§x1+;y1+1—§x2—§ 2—1)

2 2
= (%(M—m)-?(m—n)) +(%(y1—y2)+\/7§(X1—X2)>

_ (] 2, 3 2 1 2, 3 2
= <4(X1 x2) +4(Y1 y2) +4(Y1 y2) +4(X1 x2)
= (x1—x2)*+ (1 —»)?

= d(P,Q)%

ou seja, d(T(R(P)),T(R(Q))) =d(P,Q).
3.1 TRANSLACAO

Nesta secdo apresentaremos a aplicacdo translacdo e mostraremos que as translacoes
sdo isometrias. A translacdo pode ser entendida como um deslocamento em linha reta, onde
podemos pensar por exemplo, no movimento de um elevador ou no deslocamento de uma pessoa

em uma escada rolante.

Definiciio 3.14. Uma aplicagio T : R?> — R? é dita ser uma translacdo, se existir Q € R? tal que
T(X) =X + Q para todo X € R?.

Exemplo 3.15. Sejam P = (x,y1) e Q = (x2,y>) elementos de R?. A translacio T : R? — R?

de P pelo elemento Q € o elemento P’ = (x3,y3), tal que

P =T(P)=P+Q = (x1,y1) + (x2,52) = (x1 +x2,y1 +2),
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observe a Figura 5.

Matricialmente temos a seguinte representacao:

X3 (M i X2 X1 + X2
)3 Y1 Y2 yi+y2
A)Y
Y S ::_{_’ /,,: T(P)
P |
Vip----- L d !

Figura 5: Translacao de P pelo elemento Q.

Proposicio 3.16. Seja T : R? — R? uma translagio. Entio T é uma isometria.

Demonstracio. Sejam 7 : R? — R?, uma translagio e Q € R?, de forma que T(X) =X +Q
para todo X € R2. Dados R, S € R? quaisquer, temos

d(T(R),T(S)) =d((R+Q),(S+0Q)) = [[(R+ Q) — (S+ Q)| = [[R—S[| = d(R,S).

Logo d(T(R),T(S)) =d(R,S), ou seja, T é uma isometria. O
3.2 REFLEXAO

Nesta secao apresentaremos o conceito de reflexdo, e mostraremos que uma reflexao
em torno de uma reta que passa pela origem € uma transformacgao ortogonal. Informalmente
dizemos que uma figura € a reflexdo de outra em relagdo a uma reta, quando uma € a imagem

espelhada da outra em relagdo a esta reta.

Definicao 3.17. Seja r uma reta em R2. A funcio reflexdo é a funcdo R, : R?> — R?, definida da
seguinte forma: R,(X) =X,se X €r,e R,(X) =X', se X & r, onde X’ é o ponto de R? tal que r

é a mediatriz do segmento XX'.

Exemplo 3.18. Reflexdo em torno do eixo x. Sejam P = (a,b) um ponto e r a reta que coincide

com o eixo x. Assim a reflexdo de P em torno do eixo x é dada por R,(a,b) = (a,—D), observe a
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Figura 6: Reflexao do ponto P pelo eixo x.

Figura 6. Veja que, neste caso, R,(a,b) é uma transformagio linear. Logo, usando a notagdo de

matrizes, podemos representar a reflexdo de um ponto P em torno do eixo x, da seguinte forma:

w5 JE-0)

Exemplo 3.19. Reflexdo em torno do eixo y. Sejam P = (a,b) um ponto e r a reta que coincide

com o eixo y. Assim a reflexdo de P em torno do eixo y é dada por R,(a,b) = (—a,b), observe a

Figura 7. Usando a notagc@o de matrizes, pode-se representar a reflexdo de um ponto P em torno

Figura 7: Reflexao do ponto P pelo eixo y.

do eixo y, da seguinte forma:

a —1 0f |a —a
[Rr] ) = = .
b 0 1||b b
Exemplo 3.20. Reflexdo em torno da reta y = x. Sejam P = (a,b) um ponto e r a reta dada pela

equagdo y = x. Assim a reflexdo de P em torno da reta r é dada por R,(a,b) = (b,a).

Usando a notac¢ao de matrizes, podemos representar a reflexdo de um ponto P em torno
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da reta y = x, da seguinte forma:

a 0 1} |a b
[Rr] ) = = .
b 1 0| |b a
Proposicao 3.21. Sejam P = (xp,yo) um ponto do plano e r a reta dada pela equagdo y = mx.

Entdo, a reflexdo de P em torno da reta r, R,(P) = Q, é dada por

1 —m? 2m

R]- || = [l mi 10
Y0 2m m-—1 Y0
m2+1 m?2+1
y
A _
y=mx
)
Yifp-rmmmmmmmm s L
D R : fP
v

Figura 8: Reflexao do P pela reta y = mx.

Demonstracao. Para encontrarmos o ponto Q, digamos Q = (xy,y;), primeiro encontraremos
areta s que contém o segmento PQ. Como a inclinagdo da reta r é m = tgf, com 6 € (-7, 75),
e r € a mediatriz de PQ, temos que a inclinagdo da reta que contém PQ é m; = tg6;, onde

91:9—§,see>0691:9+%,se6<0‘L0g0m1:—%.

De fato, se 6 > 0,

sen (6 — g) B send cos <g) — sen <g> cos 6

CcoS (6 — g) cos 0 cos (g) + sen0 sen (g)

cosf 1 1
send  tg6 m

m = g6 =1tg(6—>)=

Se 68 < 0, obtemos m; = —% de maneira similar.



45
Como a reta que contém PQ passa por (xp,yp) sua equagado ¢ dada por

1
y=——(x—x0)+Yo-
m

Para obtermos o ponto Q encontraremos duas relagdes para o ponto médio M do segmento PQ
e a compararemos. Note que por um lado, o ponto M € a interseccdo da reta r com a reta s. Isto

é, se denotarmos M por M = (X, ¥), entdo M € a solugdo do sistema

1
y=——(x—x0)+yo0
m

y = mx.
Logo,
_ 1 _
mx = ——(X—xp) + Yo-
m
Assim
__ Xo+myp
X=—5——.
m=+1
Como y = mx, encontramos
__ m(xo +myo)
Y m>+1

Concluimos assim que

_ (Xo+myo m(xp +myo) (14)
m>4+1" m24+1 '
Por outro lado, podemos usar a Proposicao 2.37 e obter M como sendo
Xo+X1 Yo+ )1
M= . 15
(0 wtn) "

Juntando (14) e (15) obtemos as relacdes

xo+x1:xo+my0 . Yo +y1 :m(xo—l—myo)
2 m2+1 2 mi4+1

Finalmente, isolando x; e y; nestas expressoes, encontramos

2(xo 4+ myo) —xo(m*+1)  2x0+2myo — m*xo —xo
m?+1 N m?+1
x0(2—m* —1)+myo (1 —m*)xo+2myo
m?+ 1 B m2+1

X1 =
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e
2m(xo+myo) —yo(m* +1)  2mxg +2m*yo —m*yo — yo
o= m?+1 N m?+1

o @mP—m?—1)yo+2mxy _ (m>—1)yo+2mxg

N m?+1 N m?+1 '
Portanto

(1 —m?)xg +2myo (m?* —1)yo -+ 2mxg
Q:(xla)’l):( 2+ 1 ) 2+ 1 )

Utilizando a representa¢do matricial podemos representar R,(P) = Q por
X()]
Yo
Proposicao 3.22. Uma reflexdo por uma reta y = mx € uma transformacao ortogonal, isto &,
X0 cos® senf X0
[R,»] . == 9
Yo sen@ —cosO| |yo

1 —m? 2m
m?2+1 m2+1

1 —m? 2m

Yl Im24+1 m2+1
2m m?—1
Yo

[Rr] .

m2+1 m?2+1

onde

cosO =

Demonstracao. De fato, como

2m \?, (1-m T
m? 41 m2+1)

pela Proposigdo 3.5 existe um 6 € [0,27), tal que

2 1 —m?
m e cosb = m

0= _
sefl m?2+1 m?+1

Portanto a matriz
1 —m? 2m

2 2
R = [t

m2+1 m?2+1

cosf® senO
senf —cosf|’

pode ser escrita como

que pela Proposi¢ao 3.6 € ortogonal.

Proposicao 3.23. Sejam P = (xg,yp) um ponto do plano e r a reta dada pela equagdo y =

mx+ p. Se, R,(P) = Q = (x1,y1) é areflexdo de P em torno da reta r, entdo Q tem a seguinte
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representacao matricial

1 —m? 2m —2mp
ol — [P | m24+1 omE241| |0 m2+1
[R:(P)] =[0Q] = LJ =" o1 Yo 1 2p
2
m2+1 m2+1 m=+1

y=mx+p
1

Yo

o

v

A

Figura 9: Reflexao do P pela reta y = mx+ p.

Demonstragao. Para encontrarmos o ponto Q, digamos Q = (x1,y;) primeiro encontraremos a

reta s que contém o segmento PQ. Como a inclinagdo da reta r é m = tgf, com 6 € (—%,7),

e r € a mediatriz de PQ, temos que a inclinagdo da reta que contém PQ é m; = tg6;, onde
1

m*

0 =60—-Z,5¢0>0e6, =0+7%,5¢0 <0.Logom =—
De fato, se 6 > 0,

T T T
sen (9 — 5) B senb cos <§) — sen (5) cos 6

m = tgf =tg(60—<)=

T\ T T
2 cos (6 — 5) cos 0 cos <§> + sen6 sen <§>
B cosf 1
~ sen®  tgh m’
Se 6 < 0, obtemos m; = —% de maneira similar.

Como a reta que contém PQ passa por (xg,yo) sua equacdo é dada por
1
y=——(x—x0) +o.
m

Para obtermos o ponto Q encontraremos duas relagdes para o ponto médio M do segmento PQ



48

e a compararemos. Note que por um lado, o ponto M € a interseccdo da reta r com a reta s. Isto

é, se denotarmos M por M = (x,y), entdo M ¢ a solugdo do sistema

1
y=——(x—x0)+yo
m

y=mx+p.
Logo,
1
mi+p=——(X—x0)+Yo.
m
Assim
__ Xo+myp—mp
= ———
m?+1
Como y = mx + p, encontramos
- m(xo + myg) + p
Y m? 41 '

Concluimos assim que

M- xo+my0—mp’m(xo+my0)+p ' (16)
m?+1 m?+1
Por outro lado, podemos usar a Proposicao 2.37 e obter M como sendo
M= XO+X17y0+Y1 _ 17
2 2

Juntando (16) e (17) obtemos as relacdes

X0 + X1 :x0+myo—mp . Yo+y1 :m(x0+WYO)+P
2 m2+1 2 m2+1

Finalmente, isolando x; e y; nestas expressdes, encontramos

2x0 4 2myo — 2mp —m*xg —xog _ x0(2—m? — 1) +m(2yo —2p)

m?+1 m2+1
_ xo(1 —m?) +2m(yo — p)
m? 41
e
- 2m(xo +myo) +2p —myo —yo _ 2mxo +2m>yo+2p —m>yo — yo

m?+1 m?+1
(2m? —m? — 1)yg +2(mxo + p) _ (m? —1)yo +2(mxy + p)

m?2+1 m?2+1
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Portanto

(1 —m?)xg+2m(yo — p) (m* —1)yo+2(mxg+ p)
Q=(x17y1)=( n22+1 =, n32+1 0 >

Utilizando a representa¢do matricial podemos representar R,(P) = Q por

1 —m? 2m —2mp

1ol — | | m2H1 mE241 | |0 m?+1
[R-(P)] =[Q] = LJ =", e Yo 1 2p

m>+1 m?+1 m*+1

]

Proposiciio 3.24. Seja R, : R2 — R? a aplicagio reflexdo em torno da reta r cuja equacio é

dada por y = mx + p. Entdo, R, € uma isometria.

Demonstracao. Sendo P = (x1,y;) e Q = (xp,y2) pontos do plano, mostraremos que

d(P7 Q) = d(Rr(P)7Rr(Q))7

onde d(P, Q) é a distancia entre dois pontos pela Defini¢éo 2.36.

Denotando R,(P) = (X1,71) ¢ R-(Q) = (%2,¥,) temos da Proposi¢ao 3.23 que

- 1—m? 2m —2mp
L (S r-an RN I R I e
= 2m % 2p
A3 m24+1  m2+1 1 m2+1
© 2
. 1—m 2m —2mp
*2 — | m+1 m2+ 12 4 | m+l
- 2m m2— 2p
y2 m2+l m2+1 y2 m2+1

Dessa maneira,

2
(1 —mz)xl +2m(y; —p) (1 —mz)xz +2m(y; —p)
m?+1 m?+1

(
- ((1 —m?)xy +2my’7112_+(11_m2)x2_2my2)>2
(

(1 —mz)(xl —XZ) +2m(y1 _y2))2
m?+ 1

(L= (vt =) 4P (1 — y2)* — dm(m” = 1) (x1 —x3) (31 —2)

= (m2+ 1)2
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e
2
(}—) s )2 _ m _1 y1+2(mx1+p) (mz_l)y2+2(mx2+p)
1 m?+1 m2+1
B (m? — 1)y; +2mx; — (m?> — 1)y, — 2mx, 2
N m?+1
_((m2=1)(y1 —y2) +2m(x; —x2) ?
n m2+1
(m? —1)2(y1 —y2)% +4m*(x; —x2)* +4m(m?> — 1) (x; — —
_ —y2)" +4m”(x1 —x2)" +4m(m” —1)(x; —x2) ()1 —y2)
(m?+1)? '
Logo,
1—2m%+m*+4m? m*—2m?+1+4m?
C SN2 (e _o\2 )2 N2
*1—%2) +G1—72) ( (2172 >+(y1 y2) ( CES)E >
_ 2 (m*+1)? 2 (m* +1)?
= (x1 —x2)? o 2+1) 5+ (1 —y2) 1)
= (x—x2)*+ (1 —»)?
ou seja,

(d(R:(P),R/(Q)))* = d(P,Q)*.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da igualdade acima obtemos

d(R,(P),R/(Q)) = d(P,Q).

3.3 ROTACAO

Nesta secdo apresentaremos a aplicacdo rotacdo no plano. Mostraremos que as
rotacdes sdo isometrias, que a rotagdo em torno da origem é uma transformagdo ortogonal e
que a rotacdo em torno de um ponto fora da origem é a composi¢do de uma translacdo por uma
rotacdo em torno da origem composta com outra translacdo. Podemos encontrar 0 movimento
de rotacdo em nosso cotidiano, como por exemplo, nas rodas dos veiculos, onde o pneu sofre
uma rotagdo em torno de seu eixo. Na computacdo grafica, poderemos pensar em edicoes de

imagens em que haja a necessidade de rotaciona-las.

Definicfio 3.25. Uma rotacio em torno de C € R? por um 4ngulo 6 € [0,27) é uma aplicagio
Rcp: R? — R?, que fixa o ponto C, e para todo X € R?\{C}, temos que Rcg(X) =Y, onde

os segmentos CX e CY tém o mesmo comprimento ¢ XCY, o 4ngulo orientado no sentido anti
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horario de CX para CY € 0.

Proposicao 3.26. Sejam P = (xp,yp) um ponto do plano e 6 € [0,27) um angulo. Entdo a

rotagdo de P em torno da origem pelo dngulo 6 é a transformacdo ortogonal Ry ¢(P) = Q

[x] _ [eos(6) —sen(8)] [xo
Fo [yo} Len(O) COS(Q)] L’O].

Demonstracao. Considere a € [0,27) o dngulo orientado de sentido anti-horario que o eixo x

representada por

faz com o segmento OP. Denotando Q = (x1,y;), (o caso particular em que @ + 0 < 7/2 pode

ser observado na Figura 10), podemos escrever

y

0

Yp--mmmmmm - ot
1 p
YO ----- i it e
S 1
AN |

h Oi X1 X0 >

Figura 10: Rotacao do ponto P.

(
xo = recos(a)

(

yo = rsen(a)
(
(

x; =rcos(a+0)

| y1 = rsen(o+ 0),

onde r € o comprimento do segmento OP. Usando as identidades trigonométricas
cos(a+0) = cos(a)cos(0) — sen(or) sen(6)
sen(a+0) =cos(@) sen(0) + sen()cos(6),

temos

x; =rcos(a)cos(6) —rsen(c) sen(0) (18)
y1 = rcos(a) sen(6) + rsen(ar)cos(0).
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Substituindo rcos(ot) = xp e rsen(@) = yo em (18), concluimos que
x1 = xpcos(0) —ypsen(0)
y1 = xpsen(0)+ypcos(0).
Escrevendo na forma matricial, vemos que
xi| |cos(8) —sen(0)| |xo
Vi sen(6) cos(0) yo|
Portanto, R ¢ (P) = Q pode ser representado como
X0 cos(0) —sen(0)| |xo
[RO,Q] : = : )
Y0 sen(0) cos(0) Yo
Além disso, podemos concluir da Proposicdo 3.6 que a rotacdo em torno da origem é uma

transformacdo ortogonal. [

Proposicao 3.27. SejaRp g : R? — R? a aplicagio rotacdo em torno da origem por um angulo

6 € [0,2x). Entdo, Rp ¢ ¢ uma isometria.

Demonstraciio. Sejam A = (x1,y1) € B = (x2,y2) pontos do plano, e Rp g : R — R? uma

rotagdo em torno da origem, queremos provar que

d(A,B) =d(Ro,g(A);R0,0(B)).

Para tal € suficiente mostrarmos que

(x1 —x2)2 4+ (y1 —¥2)> = (d(Ro,0(A),R0,0(B)))*.

Denotando Rp ¢(A) = (%1,1) € Rp,¢(B) = (X2,32) e utilizando a Proposi¢do 3.26, temos
1| |cos(8) —sen(6)| |xi
V1 sen(0) cos(0) Y1
X|  |cos(6) —sen(0)| |x2
2 sen(0) cos(0) vl

(d(Re(A),Rq(B)))* = (¥ —%2)* + (71 — 72)%,

Além disso,
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com

(%1 —Xz)z = (x1cos(0)—y;sen(0)—xpcos(0)+y2 sen(@))2
= ((x1 —x2)cos(8) — (y1 —y2) sen())
= (x;—x2)%cos?(8) —2(x; —x2)(y1 — y2) sen(0) cos(6) + (y; — y2) sen*()

(71 —52)* = (x1sen(6)+yjcos(8) —xzsen(6) —yzcos(8))?

= ((v1 —x2) sen(6) + (y1 —y2)cos(6))?
= (x;—x2)?sen®(0) +2(x; —x2)(y1 —y2) sen(6)cos(0) + (y; —y2) cos*(8).

Finalmente, concluimos que

(®—8)2+F1—-572)* = ((r1—x2)*+(y1—y2)?) sen?(8)+((x1 —x2)*+(y1—y2)*) cos*(6)
= ((x1—x2)*+(y1—y2)*)(sen*(6)+cos*(6))

= (x1—x)*+ (1 —x)%
ou seja, (x1 —x2)> + (y1 —y2)* = (d(Ro,0(A),R0,6(B)))*. O

Proposicao 3.28. Sejam C = (xo,yo), P = (x1,y1) pontos do plano e 6 € [0,27) um angulo.
Entdo a rotagao de P em torno de C pelo dngulo 6, Rc ¢(P) = Q, ¢ dada por

xp|  |cos(6) — sen(@)] [xl —x0] N [x()]
2 sen(0) cos(0) Y1 —Y0 y
Demonstracao. Considere a € [0,27) o angulo orientado de sentido anti-horario que o eixo x

faz com a reta que contém o segmento CP. Denotando Q = (xp,y;) podemos escrever

(

x; =rcos(a) +xo

(

y1 = rsen(®)+yo
(
(

xy =rcos(a+0)+xg

| Y2 =rsen o+ 60)+yo,
onde r € o comprimento do segmento CP. Usando as identidades trigonométricas

cos(a+0) =cos(a)cos(0) — sen(ox) sen(6)

sen(o+ 0) = cos(o) sen(0) + sen(a)cos(0),
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obtemos

xp = rcos(a)cos(0) — rsen(a) sen(0) + xo (19
y2 = rcos(a) sen(6) +rsen(a)cos(0) + yp.

Substituindo x; —xg = rcos(@) e y; —yp = rsen(a) em (19), encontramos

x2 = (x1 —xp)cos(0) — (y1 —yo) sen(0) + xo
y2 = (x1 —x0) sen(8) + (y1 — yo) cos(6) + yo.

Portanto, escrevendo na forma matricial, vemos que
xa|  |cos(B) —sen(0)| [x1—xo N X0
V2 sen(6) cos(0) Yi—Yo Yo

Proposicao 3.29. SejaRc g : R? — R? a aplicacio rotacio em torno do ponto C por um dngulo

O

6 € [0,2x). Entdo Rc ¢ é uma isometria.

Demonstracao. De fato, temos pela Proposi¢do 3.28, que arotacdo Rc g € a composic¢do de uma
translacdo com uma rotacdo em torno da origem pelo dngulo 6 seguida de outra composi¢ao
com translagdo. Em outras palavras Rc g € a composi¢do de isometrias. Portanto, como a
composta de isometrias € uma isometria, ver Proposic@o 3.12, temos que R g € uma isometria.

]

3.4 ISOMETRIA LINEAR

Nesta secdo, veremos que as isometrias no plano podem ser caracterizadas por
transformacodes obtidas através da composi¢cdo de uma translacio com uma transformagao
ortogonal. Como aplicagdo caracterizaremos geometricamente o conjunto de pontos (x,y) que

sdo solugdes de equacdes quadriticas da forma
Ax> +2Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, onde A,B,C,D,E,F € R.

Definicao 3.30. Seja f : R?> — R? uma isometria. Dizemos que f é uma isometria linear se f

for uma transformacao linear.

Apresentaremos a seguir as propriedades de isometrias no plano que fixam a origem,

0 que nos possibilitard relacionarmos isometrias com transformacoes lineares.
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Proposicao 3.31. Toda isometria que fixa a origem fixa a norma dos elementos.

Demonstracio. Seja P € R? e f : R — R? uma isometria que fixa a origem, ou seja £(0,0) =

(0,0). Assim, [[f(P)|| = [[f(P) = (0,0)[| = |[F(P) = f(0,0)| = |[P = (0,0)[| = ||P]]. 0

Proposiciio 3.32. Seja P,Q € R? e f : R> — R? uma isometria que fixa a origem. Entio f fixa

o angulo entre os elementos P e Q.

Demonstraciio. Sejam P,Q € R?, temos que a distdncia entre P,Q € R? é dada pelo
comprimento do elemento (P — Q) € R2. Desta forma, pela Lei dos Cossenos temos:
1P —Q|> = ||P||*> +|Q|I> — 2||P||||Q]| cos 8, onde 8 é o angulo entre os vetores P e Q.

Além disso, pela definicdo de isometria, temos:

1P —Q|* = ||P|1* +|Q|* — 2||P||||Q]| cos &
= d(P,0)*> =d(P,0)>*+d(0Q,0)*> —2d(P,0)d(Q,0)cos 0
= d(f(P), (Q)*=d(f(P), f(0))*+d(f(Q),f(0))*—2d(f(P), f(0))d(f(Q),f(0))cos®.

Como f fixa a origem temos

d(f(P), (Q)*=d(f(P), £(0))*+d(£(Q), £(0))*~2d(f(P), £(0))d(f(Q), f(0))cos O
= d(f(P),f(Q))* =d(f(P),0)>+d(f(Q),0)* —2d(f(P),0)d(f(Q),0)cos O
= [I£(P) = FOIP = IF P>+ £ =2l £ (Pl £(Q) | cos .

Em particular, como 6 é o dngulo entre u e v, entdo o dngulo entre f(u) e f(v) também é 6. [

Proposicio 3.33. Sejam P,Q € R? ¢ f : R> — R? uma isometria que fixa a origem. Entdo f

fixa o produto escalar dos elementos P e Q.

Demonstracio. Sejam P,Q € R2. Como f é uma isometria que fixa a origem, pela

Proposicdo 3.31, || f(P)|| = ||Q||- Assim, pela Proposi¢do 2.43 temos que

(P,0) =[[P[[[|Ql[cos & = [/ (P)[[[lf(Q)l[cos 6 = (f(P), f(Q))-

]

Sabendo que as isometrias que fixam a origem também fixam a norma, o angulo e
o produto escalar, apresentaremos a seguinte proposicao que relaciona transformacao linear a

estas isometrias.

Proposiciio 3.34. Sejam P,Q € R? e f : R> — R? uma isometria que fixa a origem. Entdo f é

uma isometria linear.
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Demonstracio. Sejam A € R, P,Q € R? e T : R?> — R? uma isometria que fixa a origem. Por

um lado, note que

IT(P+Q)-T(P)-T(Q)|* = |T(P+Q)|*+|T(P)|>+IIT(Q)I* +2(T(P),T(Q))
—2T(P),T(P+Q))—AT(Q),T(P+Q))
= [P+ QIP+|PIP+]QI* +2(P,Q) — 2(P,P+Q) — 2(Q, P+ Q)
= ||P+ QI +]|P+ QI —2({P,P+ Q) +2(Q,P+ Q))
= 2||P+ Q| —2(||PI+2(P,Q) + Q)
= 2||P+ Q| -2||P+ Q|
= 0,

ouseja, T(P+Q)—T(P)—T(Q) = 0. Por outro lado

IT(2Q) AT (Q)> = (T(2Q)-AT(Q),T(AQ)-AT(Q))

= (T(A0),T(AQ)) +(T(AQ),—AT(Q))
+(—AT(Q), T(AQ)) +(—AT(Q),—AT(Q))

= (T(AQ),T(AQ)) —A(T(AQ),T(Q))
—(T(Q),T(AQ))+A*(T(Q),T(Q))

= (T(AQ),T(AQ)) —2A(T(AQ),T(Q)) +A*(T(Q),T(Q))

= (AQ,A0) —2A(A0,0)+A*(Q,0)

= 2%(0,0)—-224%(0,0)+1*(0,0)

= 07

ouseja, T(AQ) —AT(Q) =0. Logo
T(P+Q)=T(P)+T(Q) e T(AQ)=AT(Q).
Portanto, toda isometria 7" que fixa a origem € uma isometria linear. [

Proposiciio 3.35. Seja f : R? — R? uma isometria, e w € R? tal que f(0) = w, entdo g : R? — R?

definida por g(v) = f(v) —w é uma isometria linear.

Demonstracio. Note que g(0) = f(0) —w=w—-w=0e g(v) = (hof)(v), onde 1 : R> — R? ¢
a translacdo h(u) = u —w. Além disso, segue da Proposicéo 3.16, que i é uma isometria. Como
a composta de isometrias € isometria, ver Proposicao 3.12 temos que g € isometria. Portanto

utilizando a Proposi¢do 3.34, concluimos que g € uma isometria linear. U
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Proposiciio 3.36. Se f é uma isometria de R?, entdo existe uma isometria linear 7 : R> — R?

ew € R?, tal que f(v) =T(v) +w.

Demonstracao. Seja w = f(0) e considere T (v) = f(v) —w. Pela Proposic¢do 3.35, T é uma

isometria linear. Logo f(v) = f(v) —w+w=T() +w. O
Para mostrarmos que toda isometria linear € uma transformacdo ortogonal

apresentaremos o seguinte resultado.

Proposi¢ao 3.37. Seja T : R> — R? a isometria linear definida por T (x,y) = (ax+ by, cx+dy)

e representada matricialmente por
X a b X
A- — . =
H [ c d ] H

b
d] ,a,b,c,d € R. Entdo,

ax+ by
cx+dy

Y

onde A =
c

cos® —senf cos® senO
A= ou A= ,
sen® cosO sen@ —cosO

para algum 6 € [0,27).

Demonstracio. Como d((0,0),(0,1)) =1 e T é isometria, temos 1 = d((0,0),(0,1))? =
d(T(0,0),7(0,1))> = d((0,0), (b,d))* = b* +d*, ou seja

P +d*=1. (20)

Similarmente, como d((0,0),(1,0)) = 1, temos 1 = d((0,0),(1,0))? = d(T(0,0),T(1,0))> =
d((0,0),(a,c))* = a*> +c?, ou seja

a?+c?=1. (21)

Por outro lado, se usarmos a Proposi¢do 3.33 e o fato de que ((1,0),(0,1)) = 0, obtemos 0 =
((1,0),(0,1)) =(T(1,0),7(0,1)) = {(a;¢), (b,d)) = ab+ cd, ou seja

ab+dc=0. (22)
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Pela proposicdo 3.5, e igualdades (20) e (21), existem 6, 8 € [0,27), tais que

(

b=cosf
d = sen
P (23)
a=cos0
¢ = senf.
\
Por (22) e (23), obtemos cos(fB — 0) = senf3 senB + cos f cos 6 = 0, ou seja
T
—0=—+knm.
B 5 Tk
Logo,
T
senfB, = sen(6+ ) + k)
T T
= senf COS(E + k) + sen(z +km)cosO
cos 0, se k € par
—cos 0, sekéimpar
e
T
cosfp = cos(0+ o) + k)
T T
= cosBcos (5 +km) — sen6 sen(g + k)
—senf, seképar
send, se k € impar.
O

Proposicao 3.38. Toda isometria linear € uma transformagao ortogonal.

Demonstracao. Segue das Proposicoes 3.37 e 3.6.

Finalmente caracterizaremos as isometria como a composicao de uma translacdo com

uma transformacao linear ortogonal.

Teorema 3.39. Seja f : R> — R? uma isometria. Entdo f é a composicdo de uma translacdo

com uma transformagdo ortogonal.

Demonstraciio. Pela Proposicdo 3.36, existe uma isometria linear 7 : R> — R? e w € R, tal

que f(v) = T (v) +w. Por outro lado, como T € uma isometria linear, segue da Proposi¢do 3.38,
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que T € uma transformacdo ortogonal. Portanto, denotando por S a translagdo S(u) = u + w,

vemos que
WM =TW)+w=S(T(v))=(SoT)(v).

3.5 IDENTIFICACAO DAS CONICAS

Nesta secdo identificaremos as conicas representadas pela equagio da forma Ax? +
2Bxy+Cy? 4+ Dx+Ey+F =0, utilizando para isso isometrias. Chamamos de conicas as curvas

obtidas na intersec¢ao de um plano com um cone.

Definicao 3.40. Sejam F| e F;, pontos distintos do plano, com d(Fy,F,) = 2c e a € R, tal que
a > c. A elipse & € o conjunto de pontos P do plano, tais que a soma das distancias de P a F} e

F3, que chamamos de focos, € constante igual a 2a, ou seja,
d(P,F\)+d(PF,) =2a. (24)

Proposicao 3.41. A forma candnica da elipse & de focos F e F> e eixo maior medindo 2a é

dada por
2 2
X y
S+m=1 (25)
caso F] = (—c,0) e F, = (¢,0), veja Figura 11 e
2 2
y X
CANNE 26
) + b ) (26)

caso F; = (0,—c) e F, = (0,¢), veja Figura 12. Em ambos os casos b> = a® — c?.

Demonstracao. Veja Muniz Neto (2013).

Definicao 3.42. Sejam F) e F,, pontos distintos do plano, com d(F},F,) = 2c e a € R, tal que
0 < a < c. A hipérbole 7 é o conjunto de pontos P do plano, tal que o médulo da diferencga

das distancias de P a F; e de P a F>, que chamamos de focos, € constante igual a 2a, ou seja
|d(P,F) —d(P,F)| =2a. 27)

Proposicao 3.43. A forma candnica da hipérbole .7#” com focos F| = (—c¢,0) e F> = (c,0), veja

Figura 13, é dada por
22
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A\

Figura 11: Elipse com focos nos pontos F; = Figura 12: Elipse com focos nos pontos F| =
(—c,0) e F, = (c,0). (0,—c) e F, = (0,c¢).

Caso F; = (0,—c) e F, = (0,c), veja Figura 14, entdo a forma canonica de .# é dada por

2 2
X y
——=+==1. 29
a? + b? 29
Em ambos os casos b* = ¢ — a°.
A7 A7
F
By| a.. Al
: e : : !
< ; j » X < : L Dy » X
F A Ar 1) Bl a B2
F
v v
Figura 13: Hipérbole com focos nos pontos Figura 14: Hipérbole com focos nos pontos
FIZ(—C,O)eFZZ(C,O). F1:(O,—c)eF2:(0,c).

Demonstracao. Veja Muniz Neto (2013).

Definicao 3.44. Sejam r uma reta e F um ponto no plano, tal que F ¢ r. A parabola & € o

conjunto de pontos P do plano equidistantes de r e F, ou seja,

d(P,d) = d(P,F). (30)
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2 e
r
-« > X
F
F
< » X
d
r
v \/
Figura 15: Parabola com foco no ponto F = Figura 16: Parabola com foco no ponto F =
(0,p) com p > 0. (0,p) com p < 0.

A reta r e o ponto F' sd@o chamados de diretriz e foco, respectivamente.

Proposicao 3.45. A forma candnica da pardbola &2, de foco F = (0, p), e reta diretrizy = —p,

com p # 0, veja Figura 15 e 16, é dada por
V2 = —4px. 31)
Demonstracao. Veja Muniz Neto (2013).
Proposicao 3.46. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagio quadratica
AX*+F =0, (32)

onde A # 0 é dado por:

(1) Um par de retas paralelas ao eixo OY, se AF < 0;
(i1)) Uma reta coincidente com o eixo OY, se F = 0;
(ii1)) O conjunto vazio, se AF > 0.

Demonstracao. Como A # 0, dividindo a equagao (32) por A, temos
xX=——. (33)

Se F = 0, temos que a equagao (33) representa a reta x = 0.

Se AF > 0, temos que a equagao (33) representa o conjunto vazio, pois —% < 0 enquanto que
2

x=>0.

Se AF < 0, temos que a equagdo (33) representa as retas

F
=44/
X A,
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que sdo paralelas ao eixo OY. [l

Proposicao 3.47. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagéo quadratica
Cy’+F =0, (34)

onde C # 0 € dado por:

(1) Um par de retas paralelas ao eixo OX, se CF < 0;
(i1)) Uma reta coincidente com o eixo OX, se AF = 0;
(iii) O conjunto vazio, se AF > 0.

Demonstracao. A demonstracao se faz de forma andloga a demonstracao da Proposicao 3.46.

[
Proposicao 3.48. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagiio quadratica
AxX*> +Dx+F =0, (35)
com A # 0 é dado por:
(i) Um par de retas paralelas ao eixo OY, se D*> — 4AF > 0;
(i1)) Uma reta paralela ao eixo OY, se D? —4AF = 0;
(iii) O conjunto vazio, se D> —4AF < 0.
Demonstracao. Resolvendo a equacgdo (35), obtemos
x:—D:I:\/DZ—4AF. (36)

2A
Portanto S representa os seguintes conjuntos:

—D++VD? —4AF —D —+/D?* —4AF
= e

24 2= 2A )

As retas

X1

se D> —4AF > 0.
A reta

se D? —4AF = 0.
O conjunto vazio, se D> —4AF < 0. ]



63

Proposicao 3.49. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagdo quadrética
Cy’+Ey+F =0, (37)

onde C # 0 € dado por:

(i) Um par de retas paralelas ao eixo OX, se EZ — CF > 0;
(ii) Uma reta paralela ao eixo OX, se E> —CF = 0;
(iii) O conjunto vazio, se EZ —CF < 0.

Demonstracao. Andloga a demonstracdo da Proposicao 3.48. [

Veremos agora coOnicas cujas equacdes dependem das duas varidveis, contudo sendo

apenas uma delas de ordem 2.
Proposicao 3.50. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagdo quadratica

Ax*> +Dx+Ey+F =0, (38)
com AE # 0 é dado por uma parabola.

Demonstracao. Como A # 0 podemos dividir a equagdo (38) por A, ou seja

RN
ATTAYT AT
Completando quadrados, obtemos
D > E F D
Toa) T AT AT

D > E LA(F D
"Toa) T TaAUVTE\A T aa?
D 2 J(E LA(F D?
X+ — = —4|— el
24 aa) T E\A " aa2) )
ou seja, (38) representa a equacdo de uma parabola. O
Proposicao 3.51. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagio quadratica
Cy>+Dx+Ey+F =0, (39)

onde CD = 0 é dado por uma parabola.

Demonstracao. Andloga a demonstracio da Proposicao 3.50. 0



Proposicao 3.52. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagdo quadratica
Ax? +Cy2 +Dx+Ey+F =0,

com AC # 0 € dado por:

(1) Uma elipse, se AC>0e M > 0;

(i1) Um ponto, se AC >0e M = 0;
(ii1) O conjunto vazio, se AC >0e M < 0;
(iv) Uma hipérbole, se AC < 0e M # 0;

(v) Um par de retas concorrentes, se AC < 0e M = 0.

Onde
_ —4ACF +CD* 4+ AE?

M=
4AC

Demonstracao. Como AC # 0, completando quadrados na equacio (40), temos

D \? E\? D? E?
Alx+=) +C(y+—) =-F+=—+=—

2A 2C 4A  4C’
ou seja,
D\? E\?
A — C — ) =M
(v43x) (o) =
—4ACF +CD? + AE?
onde M = i + . Aplicando a translacdo
4AC
X X %
= +|7
em (41), obtemos
AX?+CY? =M.

Analisaremos os dois casos possiveis para M:

Caso 1. M =0.
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(40)

(41)

(42)

(43)

D

Se AC >0e M =0, aequagdo (43) implica que X =Y = 0. Logo, de (42) temos que x = ——

E D E
ey= BT ou seja, a equacao (40) representa o ponto P = (_ﬂ’ —Z) .

Agora, se AC < 0e M =0, a equacdo (43) representa as retas concorrentes

2A
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Assim, de (42) a equacao (40) representa as retas concorrentes
_ 4 A n D E
YmEVTe\"T2a) T
Caso 2. M #0.

Neste caso podemos escrever a equacgao (43) da seguinte forma

=1. (44)

_|_

M /M
Se AC > 0 e MA > 0, podemos considerar a = 7 eb= rel na equacao (44) e obter assim
a elipse
X2 y?
2t p =t

e
M
Se AC > 0 e MA < 0, a equacdo (44) representa o conjunto vazio, pois 5 <0e Vel < 0. Logo

D E
Logo, a equacao (40) representa uma elipse centrada em P = < ) .

a equacao (40) também representa o conjunto vazio.

M M
Se AC <0 e MA > 0, podemos considerar a = 4/ X eb=—4/ el na equacdo (44), de onde
obtemos a hipérbole

X2 y?
2 rh
. D
Neste caso, (40) representa uma hipérbole de centro P = ( 5 —%) e abertura leste-oeste.

| M IM
Finalmente, se AC < 0 e MA < 0, podemos considerar a = — Yy eb= rel na equacgao
(44), de onde obtemos a hipérbole

X2 y?
T2 tETh
. o D
Aqui, (40) representa a hipérbole de centro P = (_ﬂ’ —%) e abertura norte-sul. [

Proposicao 3.53. O conjunto S dos pontos (x,y) que satisfazem a equagio quadratica
Ax> +2Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, (45)
com B # ( é dado por:

(1) Uma elipse;
(i1) Uma hipérbole;

(111) Uma pardbola;
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(iv) Um ponto;
(v) Uma reta;
(vi) Um par de retas paralelas;
(vii) Um par de retas concorrentes;

(viii) O conjunto vazio.

Demonstraciio. Aplicaremos uma rotagio Ry : R> — R? na curva representada pela equagio

(45) de modo a obtermos uma nova equagdo que nao contenha o termo misto.

Temos que
Ry ([x]) _ [cos(@) —sen(9)] [x] _ [xcos(@)—ysen(e)]
y sen(0) cos(B) | |y xsen(8) +ycos(8)|’

X =xcos(6) —ysen(0)

ou seja,

(46)
Y =xsen(6)+ycos(0).
Resolvendo o sistema (46) em x e y, obtemos
x=Xcos(0)+Y sen(0O
(6)+Y sen(6) w“

y=—Xsen(0)+Ycos(0).
Substituindo (47) em (45),
AX?cos?(0)+2AXY cos(0) sen(6)+AY? sen(0)
—2BX? sen(0) cos(6)+2BXY (cos*(0) — sen’(60))+2BY? sen(8)cos(0)
+CX? sen’(0)—2CXY sen(0)cos(6)+CY>cos?(6)

(
(6)+

+DX cos(0) + DY sen(0)—EX sen(0) + EY cos

e utilizando as identidades trigonométricas

cos(20) =cos’ 0 — sen’d e sen(20) =2senbcos6,
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X?(Acos?(6)—2Bsen(0)cos(8)+Csen’(0))
+XY((A—C)sen(260)+2Bcos(20))
+Y2(Asen?(8)+2B sen(0)cos(0)+Ccos?(0))
+X(Dcos(0)—E sen(0))

+Y(Dsen(0)+ Ecos(0))

+F.

Assim, obtemos
AX? +2BXY +CY*+ DX +EY +F =0, (48)
com
A =Acos?(6)—2Bsen(0)cos(0)+Csen’(0)

2B = (A—C)sen(20) +2Bcos(26)
C = Asen(0)+2Bsen(8)cos(8)+Ccos?(H)

D = Dcos(0)—E sen(0)
E =Dsen(6)+Ecos(0)
F=F.

Queremos encontrar um angulo O de forma que a rotacio efetuada torne B = 0, ou seja,
(A—C)sen(20)+2Bcos(20) =0. (49)

Assim, como B # 0, basta tomar um angulo 6, tal que

C—-A

tg(26)) = ———. 50
cotg(260) = — (50)
Portanto, para este angulo 6, teremos

AX?*+CY* +DX +EY +F =0. (51)

Pelas Proposi¢oes 3.46, 3.47, 3.48, 3.49, 3.50, 3.51 e 3.52, o conjunto S dos pontos
(X,Y) que satisfazem a equacgdio (51) representa um dos seguintes conjuntos: uma elipse,
uma hipérbole, uma pardbola, um ponto, uma reta, um par de retas paralelas, um par de retas
concorrentes, ou o conjunto vazio. Portanto, como Rg é uma isometria, o conjunto S dos pontos

(x,y) que satisfazem a equacéo

Ax* 4 2Bxy+Cy* + Dx+Ey+F =0



representa 0 mesmo conjunto a menos de isometria.

68
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4 SEMELHANCA DE MATRIZES E DIAGONALIZACAO

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de matrizes semelhantes de .Z>(R) e
como aplicacdo, classificaremos as matrizes de ordem 2 x 2 diagonalizdveis sem utilizarmos
o conceito de autovetores. Apresentaremos o cdlculo de poténcia de matrizes, e resolveremos

recorréncias lineares de segunda ordem.
4.1 MATRIZES SEMELHANTES
Nesta secdo apresentaremos o conceito de matrizes semelhantes e suas principais
propriedades. Veremos que matrizes semelhantes formam uma relacao de equivaléncia.
Definicao 4.1. Sejam A uma matriz de ordem 2 x 2. O polindmio
p(A) =det(A—Al),

onde / é a matriz identidade, é chamado de polinomio caracteristico de A. Além disso, as

raizes do polindmio caracteristico de A sdo chamadas de autovalores de A.

Definicao 4.2. Sejam A e B, matrizes de ordem 2 x 2. Dizemos que A é semelhante a B, e

denotaremos A ~ B, se existir M € .#>(R) invertivel, tal que
B=M'AM.

Proposicao 4.3. Sejam A, B e C matrizes em .#,(R). A relacdo de semelhanca de matrizes é

uma relagdo de equivaléncia, ou seja, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) A ~ A (propriedade reflexiva);
(i1)) Se A ~ B, entdo B ~ A (propriedade simétrica);

(iii) SeA~ Be B ~ C, entdo A ~ C (propriedade transitiva).

Demonstracao.
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(i) De fato, como A = I~ 1Al temos pela defini¢do de matriz semelhante que A ~ A.

(ii) Como A ~ B, temos pela definicdo que existe M invertivel tal que B = M~1AM. Assim,
denotando N = M~ temos que N é invertivel e multiplicando a igualdade B = M~'AM, por

N~ a esquerda e por N a direita, obtemos
N'BN=N"'"M"'AMN = MM~ 'AMM ™" = A,

ou seja, B ~ A.

(iii) Como A ~ B e B ~ C, temos que existem matrizes invertiveis M e N, tais que B=M~1AM
e C =N"'BN. Logo, considerando P = MN, temos por propriedades de multiplicacdo de

matrizes e matrizes inversas que P é invertivel e P '=N""M"". Assim
P'AP=N"'M"'AMN=N"'BN =,
ou seja A ~ C. 0
Proposicao 4.4. Sejam A e B matrizes em .#,(R). Assim
(1) se A ~ B, entdo detA = detB;
(i) se A ~ B, entdo A e B possuem 0s mesmos autovalores.

Demonstracao.

(i) Como A ~ B, existe uma matriz invertivel M tal que B = M ~1AM. Assim, utilizando as

propriedades de determinantes, ver Proposi¢ao 2.23, temos

detB = det (M 'AM) = (detM ') (detA)(detM) = ( ) (detA)(detM) = detA.

detM
O

(ii) Como A ~ B, existe M € .#>(R) invertivel tal que B= M~'AM. Assim para A € R, temos

B—Al = M 'AM—AI
= M 'AM—-AM"'M
= M Y(AM —AM)
= M Y(AM —AIM)
= MY A-A)M,

isto é, (A — AI) ~ (B— AI). De sorte que, por (i), temos det (A — AI) = det(B — AI). Portanto,

pela definicdo de autovalor, A e B possuem os mesmos autovalores. 0
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Definicdo 4.5. Seja A = (;;) uma matriz quadrada de ordem 2 x 2. O traco de A, denotado por
tr(A), € definido por

tr(A) =aj] +an.
Teorema 4.6. Sejam A e B, duas matrizes de ordem 2 X 2. Se A é semelhante a B, entdo

tr(A) = tr(B)

Demonstracao. Como A ~ B, existe uma matriz invertivel M, tal que B = M 1AM.

Considerando )
a b X
A= e M= Y ,
c d_ w Z
temos
1 [ z - _a b_ _x |
B — ‘ I y
XZ—yw —w x c d| |w z]
B 1 _az—cy bz—dy_ [ x y_
XZ—yw [cx—aw dx — bw_ W z]

1 [ axz — cxy+bzw —dyw  ayz—cy* +bz* —dyz

XZ=YW | ex? —axw+dxw —bw?  cxy —ayw + dxz — bzw

axz—cxy+bzw—dyw  ayz—cy? +bz? —dyz

_ XZ—yw XZ—yw
cx? —axw+dxw —bw?  cxy —ayw +dxz — bzw

XZ—yw XZ—yw
Logo, o traco de B é dado por

axz —cxy + bzw —dyw n cxy —ayw +dxz — bzw

tr(B) =
XZ—yw XZ—yw
_axz—cxy+bzw —dyw+ cexy — ayw +dxz — bzw
B XZ—yw
axz—dyw—ayw+dxz _ (a+d)xz—(a+d)yw
B Xz —yw B XZ—yw
d)(xz —
_ (at+d)(z—yw) (a+d) = t(A),
XZ—yw
ou seja, tr(B) = tr(A), como queriamos. O

4.2 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Nesta se¢do, encontraremos sem utilizarmos o conceito de autovetores, condicdes
necessdrias e suficientes para que uma matriz 2 por 2 seja diagonalizavel, bem como a matriz

diagonal correspondente e a matriz conjugadora.
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Definicao 4.7. Seja A € .#,(R) uma matriz. Dizemos que A é diagonalizdvel, se existir uma

matriz diagonal D € .#,(R) tal que A ~ D, ou seja, se existir uma matriz diagonal D tal que
D=M"'AM
para alguma matriz invertivel M € .#>(R).

Exemplo 4.8. Toda matriz diagonal é uma matriz diagonalizavel.

Seja A uma matriz diagonal, como A = I~'Al, temos que A é diagonalizivel.

Proposicao 4.9. Se A é uma matriz em .#,(R) diagonalizavel e D é uma matriz diagonal

semelhante a A, entdo os elementos da diagonal principal de D s@o os autovalores de A.

Demonstracao. Sejam D uma matriz diagonal semelhante a A, e dj; e dy; os elementos da
diagonal principal de D. Como D é uma matriz diagonal, entdo o polindmio caracteristico de D
é

p(A)=det(D—AI) = (d11 —A)(dn — 1).
Assim, p(dy1) =0e p(da) =0, ou seja, dy| e dy; sdo autovalores de D. Logo, como dy; e da
sdo autovalores de D, e D € semelhante a A, segue do item iv da Proposicao 4.3, que dj| e dx;

sao os autovalores de A. O]

Proposicao 4.10. A terna de matrizes de .#,(R), (A,D,M), com M sendo uma matriz invertivel
e D uma matriz diagonal, satisfaz a equa¢ao matricial MDM —1 — A se, e somente se, uma das

condic¢des abaixo ocorre.

0 A a 0 Iy x 0 D a 0 Ld x40 40
i) A= , M= eD= ,coma#£d, x ew#0;
0 d] 0 w 0 d
(a 0] [0 d 0
Gya=|" |, m=1]" Y|ep= comy#£0,z#£0ead:
0 d 1z 0 a
a 0] a 0
(iii)) A= , D= e M com det(M) # 0;
0 aj 0 a
(a 0] 0 d 0
(iv) A= . , M= o | eD= ,comc#0,z#0,y#0ea#d,
¢ d] 1z -2 a
(a 0] [ x 0 a 0
v) A= M= eD= ,come#0,x#0,w#0ea#d;
c d 5w 0 d
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oy a=|® P = |F Tl ep=|® © b#£0,x40,w#0eastd
vi) A= , M = eD= , com ,X#0,w ea#d,
0 d] 0w | 0 d]
o a b] E= 2l d 0]
(vii) A= , M= “ eD= ,comb#0,z#0,y#0ea##d,
0 d] |z 0] 10 a]
iy az | 8] | - Y Jepo|t O b#0,c#£0,x#0ey#0
(vil)) A = e dl Tl M—a)x —ay| €Y= A ,comb#0,c#0,x#0ey#0,
b b 2

desde que el se_jam solucdes reais da equagdo (A —a)(A —d) = bc com A; # A.

Demonstracao. Sejam

A=

X
S
W

satisfazendo D = M~ 1AM, Assim MD = AM, ou seja,
x yl (A 0 fa bl |x vy
zw 0 A c d z W .

o yla|
Z)Ll Wﬂ‘z

donde obtemos o seguinte sistema de equagdes:

c d

Logo
ax+bz ay-+bw
cx+dz cy+dw

;

0= (a—Ay)x+bz
0=(a—A)y+b
(a—A2)y+bw 52)
O=cx+(d—A)z
0=cy+(d—A)w.
Caso 1. Se b =0 e ¢ =0, entdo o sistema (52) torna-se
(0= (a—Ay)x (53)
) 0=(a—A)y (54)
0= (d—2)z (55)
L0=(d—A)w. (56)

Subcaso 1.1. Se a # d e x =0, entdo por M ser invertivel temos que detM # 0 e
detM = yz, ou seja, y # 0 e z# 0. Assim, de (54) e (55) temos que A, =a e A; =d. Além disso,



por (56) temos que w = 0. Reciprocamente, se

a 0 0 vy
» M =
0 d z 0

comy#0,z#0ed=#a,entao MD = AM.

A: eD:

d 0
Oa7
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Subcaso 1.2. Se a # d e x # 0, entdo por (53), A; = a. Com isso, por (55) temos z = 0.

Como M é invertivel temos que detM = xw — zy # 0, que neste caso w # 0 e por (56), A, =d.

Além disso, como A; # Ay, temos por (54) que y = 0. Reciprocamente, se

x 0 a 0
, M= eD= ,
ool

comx#0,w#0ea+#d,entdo MD =AM.

a 0
0 d

A=

Subcaso 1.3. Se a = d, entdo A é uma matriz diagonal. Logo A = a, A, = a e M pode

ser uma matriz invertivel qualquer de .#,(R). Reciprocamente, se

a 0 Xy a 0
A: 7M: eD: s
0 a z w 0 a
com xw # yz, entdo MD = AM.

Caso 2. Se b =0¢ ¢ # 0, entdo o sistema (52) torna-se

(0= (a—Ay)x
0=(a—A)y
O=cx+(d—N)z

L0=cy+(d—A)w.

(57)
(58)
(59)
(60)

Subcaso 2.1. Se x = 0, entdo por M ser invertivel, temos que detM = yz com y # 0

e z # 0. Assim por (58) e (59) temos que A, = a e A; = d. Com isso temos por (60) que

(d—A)w # 0, assimw # 0 e A # d, ou seja a # d, onde podemos escrever

cy cy
w= = )
M—d a—d

a 0 0 vy d 0
A: ,M: eD: s
c d 2 0 a

comc#0,z#0,y#0ea+#d,entdo MD = AM.

Reciprocamente, se
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Subcaso 2.2. Se x # 0, entdo por (57), A} = a. Como ¢ # 0, por (59), temos (d — A1)z #
0, ou seja, z # 0 e a # 0. Pelo Teorema 4.6 temos que trA = trD, ou sejaa+d = A; + A3, logo
Az =d. Assim por (60), y =0 e como M € invertivel temos que detM = xw —yz # 0, com w # 0.
Reescrevendo (59) temos
cx cx

T h—d a—d

Reciprocamente, se

A:[a O],M:[X 0 eD:aO],

c d =W 0 d

comc#0,x#0,w#0ea+#d,entao MD = AM.

Caso 3. Se b # 0 e ¢ = 0, entdo o sistema (52) torna-se
(0= (a—A)x+b ©1)
0=(a—A)y+bw (62)
0=(d—-N)z (63)
0= (d—A)w. (64)

Subcaso 3.1. Se z = 0, entdo por M ser invertivel o detM = xw, com x # 0 e w # 0.
Assim, por (61) e (64) temos A} =ae Ay =d. Como w # 0 e b # 0, por (62), temos que y 7 0

e a # d, onde podemos escrever
bw bw

y:/'Lz—a:d—a'

a b X deW
A= M= a
0 d 0 w

comb#0,x#0,w#0ea+#d,entdio MD = AM.

Reciprocamente, se

eD=

a 0
0 d|’

Subcaso 3.2. Se z £ 0, entdo por (63), A; =d, assim pelo Teorema 4.6 A; + A, =a+d,
ou seja Ay = a. Como b # 0, z# 0 e por (61) temos que x # 0 e a —d # 0, assim podemos

escrever
bz bz

- M—a “d—a
Por (64), w # 0 e como M ¢ invertivel temos que det M = yz # 0, ou seja, y # 0. Reciprocamente,

b
A a b M- Ty d 0
0 d z 0 0 a

comb#0,z#0,y#0ea+#d,entdo MD = AM.

X

S€

eD=
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Caso 4. Se b # 0 e ¢ # 0, entdo por (52) obtemos

(o -
y= M (66)
WCEY -
=2 @)

o que implica que 0 O —d)
1—a 1 —a)Xxzg
bc

XL =

(12 — a)(lz — d)wy
bc '

Como M ¢ invertivel, temos que xw — yz # 0, ou seja xw # 0 ou yz # 0. Se xw = 0, por (66)

wy =

e (68) teriamos yz = 0 e M ndo seria invertivel. Reciprocamente, se yz = 0, por (65) e (67)

terifamos xw = (0 e M ndo seria invertivel. Assim temos que xw # 0 e yz # 0, ou seja, x # 0,
y#0,z#0ew#0.
Logo
(M —a)(A —d) =bc
(A2 —a)(A2 —d) = be,

(69)

ou seja A e A, sdo raizes da equagio

(A —a)(A —d) = be.

Além disso, como M € invertivel e por (65), (66), (67) e (68), temos
(M —d)(Ma—a)yz (A—d)(A—a)xw

Wmyz= bc B bc

Se A1 = A, temos
(A —d)(Ay—a)

bc

AW —yz = (yz—xw).

Como xw —yz #0
(12 — d) (12 — a) = —bc,

o que contradiz (69). Logo A; # ;.
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Reciprocamente, se

A a b o X y b M0
= s = c = ,
c d (M ;a)x (lzza)y 0 )LZ

comb#0,c#0,x#0ey#0,desde que A; e A, sejam solugdes da equagido (A —a)(A —d) =
bc com A} # Ay, entdo MD = AM.

Finalmente concluimos que (i) segue do Subcaso 1.2; (ii) segue do Subcaso 1.1; (iii)
segue do Subcaso 1.3; (iv) segue do Subcaso 2.1; (v) segue do Subcaso 2.2; (vi) segue do

Subcaso 3.1; (vii) segue do Subcaso 3.2; (viii) segue do Caso 4. ]

Corolario 4.11. Uma matriz A de .#>(R) ndo é diagonalizdvel se, e somente se, A ndo possui

autovalores reais ou A possui apenas um autovalor € A ndo € uma matriz escalar.

Demonstracao. Pela Proposicdao 4.9 A € diagonalizavel se, e somente se A possuir autovalor
real. Se A € diagonalizdvel, entdo pela Proposicdo 4.10, A possui dois autovalores reais iguais
se, e somente se, A € a matriz escalar. Entdo se A possui dois autovalores iguais € A ndo € a
matriz escalar, entdo A nao € diagonalizdvel. Se A possui autovalores reais distintos, entao pelos

itens (1), (i), (iv), (v), (vi), (vii) e (viii) da Proposicao 4.10, temos que A € diagonalizavel. [
Corolario 4.12. Seja A uma matriz de ordem 2 x 2. Se A € simétrica, entdo A é diagonalizavel.

Demonstracio. Dizemos que uma matriz A é simétrica, se AT = A. Assim uma matriz de ordem

a b
b d|

Se b =0, temos pelos itens (i) e (ii) da Proposicdo 4.10 que A € diagonalizavel. Se b # 0, temos

2 x 2 simétrica pode ser escrita da forma

A=

que A possui os autovalores

(a+d)++/(a—d)?*+4b? (a+d)—+/(a—d)*+4b?
)L]Z 5 € A2: 2 )

ou seja, A possui dois autovalores distintos. Assim pelo item (viii) da Proposicao 4.10 temos

que A € diagonalizavel. O
4.3 POTENCIA DE MATRIZ

Conforme Defini¢do 2.17, se n € N, a n-ésima poténcia de uma matriz A é definida por

A"=A-A--A.
N——

n-fatores
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Se n for um ndmero consideravelmente grande, calcular A" envolve um esfor¢o computacional
elevado. Nesta secdo, apresentaremos um método para calcular a n-ésima poténcia de uma
matriz A diagonalizavel com um baixo custo computacional em comparagao com o cédlculo de

A" utilizando as n — 1 multiplicacdes de matrizes em A-A---A com a proposicao a seguir.
——

n-fatores

Proposicao 4.13. Sejam A,D e P matrizes em .#,(R), com P sendo invertivel ¢ D uma matriz

diagonal, tais que A = PDP~!. Entdo,
A" =pPD"P".
Demonstraciio. Mostraremos por indugdo em n. Seja P(n) : A" = PD"P~ !,

(i) Sen =1, como A é diagonalizdvel, existem D e P tais que A = PDP~!.
(ii) Vamos supor que p é verdadeira para n = k, ou seja AK = PDKP~1,
(111) vamos mostrar a validade para k + 1.

Ak—H — AkA

= (PD*P~YH(PDP)
= pPD*(P'P)DP—1
— pD'pP!

= ppFpl

Assim, de (1),(ii) e (iii), segue do Principio de Indu¢cdo Matemadtica, que P(n) € valida para todo
neN.
[

Exemplo 4.14. Determine a n-ésima poténcia da matriz A, onde

com a? > —4b.

De fato, como os autovalores de A satisfazem (a —A)(—A) = b, temos que

A = a—+a’+4b e M= a++va*+4b
B 2 B 2 ‘
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Uma vez que a®> > —4b, obtemos A; # A, e assim, do item (viii) da Proposicio 4.10 e da
Proposicao 4.13, obtemos

n

1 1 a—\/%z-‘rﬁ 0 b _(H_\Z/lm |
n _ e —
AT = o EEE abEE 0 ena| V@iap | e g
b [ 1 1 (a_V‘2¢2+4b>n 0 —at\Va’+4b -1
_ 2b
T Ja2+4b -—a—\2/z2+4b _a%jm 0 <a+\/@>n awﬁ 1
[ ((a=va®+4b\" a+va+ab \" w1
o b 2 2 2b _1
 Val14b (afx/a2+4b>n_l <a+\/a2+4b>n_l atVatdh
i 2 2
) [ <a+wz+4b>"+‘ 1 <aﬂrz+4b>"+l <a+\rz+4b)" N (aﬂrmb)"
b 2 b 2 2 2
Va1 4b ;<a+¢m>”_l<a7¢m>" (aﬂ/my—l_(a#my—l
b 2 b 2 2 2

_<@)n+l_<@>n+l b[(“*@)n—<“*‘/@>n} -
- Vari-db W n—1
(o) - () o) (o)

4.4 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

As recorréncias lineares de segunda ordem sobre R sdo equacgdes da forma x,;; =
ax, + bx,—1, com a,b € R que envolvem os termos de uma sequéncia (x,) cujos termos sdo
elementos de R. Se a relacdo x| = ax, + bx,—1 € satisfeita para todo x,, de uma sequéncia

(xn), dizemos que a sequéncia (x,) é uma solugdo para a recorréncia linear.

Nesta secdo, encontraremos solugdes para recorréncias lineares de segunda ordem para
o caso particular em que x,| = ax, + bx,_1, onde n > 2, a® > —4b e x; e x; sdo conhecidos.

Para isto utilizaremos a seguinte Proposicao:

Proposicao 4.15. A solucdo geral para a equagdo de recorréncia x| = ax, + bx,_1, onde

n>2,a% > —4b e os valores iniciais x] e x, sdo conhecidos é dados por

<a+¢m>"1 _ (m)l b {(a+\/7%2+4b>n2 _ (a—\/732+4b>n2]
2 2
+x
v +4b 1 Va+4b

Demonstracao. Como x; e x; sdo dados, temos x3 = axy + bx; e x4 = ax3 + bx,. Na forma

Xn = X2
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matricial podemos reescrever estas igualdades como
x3|  |a b| |x
X2 1 0] |x
2
x4_abX3_ab abxz_ab X2
X3 1 0 X2 1 0 1 0 X1 1 0 X1 .
Utilizando argumento de Indugdo, obtemos

e A T ) I

Pela Proposicao 4.13 e Exemplo 4.14, temos

(o) () o (=45) - ()]
= Va? +4b Ja < b x
Xn (ath)"—l _ (@)n_] b [(‘H_\/W)nZ_ (“‘W)nz} . .
- Ve +4b Va?+ b _
Portanto

2

<G+W>n_1_ <a_m>n_1 b [<a+¢32T4b>"—2_ <a_\/ng4b>”‘2]
N N i N

O préximo exemplo apresentard o termo geral para a conhecida Sequéncia de

Fibonacci, que € definida por meio de uma recorréncia linear de segunda ordem.

Definicao 4.16. A solucdo da relacdo de recorréncia F, . = F,+ F,_j,comFi=1eF, =1¢

conhecida como Sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 4.17. O termo geral F;, da Sequéncia de Fibonacci € dada por

()

De fato, pela Proposi¢do 4.15, a relacio de recorréncia definida por F,, 1 = F,, + F;_1,

1
F=—

V5

com F| = 1e F, = 1, possui como solucdo a sequéncia definida por

L () () ()

V5 V5




81

)l

1—

)

1++/5

N———

e~ -2 -2
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5 SISTEMAS DE DUAS EQUACOES LINEARES COM DUAS INCOGNITAS

Neste capitulo, discutiremos solugdes para sistemas de equagdes lineares com duas
incognitas, através da multiplicacdo de matrizes invertiveis. Apresentaremos o conceito de
sistemas de equacdes lineares e sua representacao matricial na forma AX = B, onde A é uma

matriz de ordem dois e X, B sdo matrizes colunas de ordem 2 X 1.

Uma equacao linear com duas incdgnitas x e y € uma equacao da forma
anx+any = b, (70)

onde ap1, ajp € by sdo numeros reais. A equacao 2x + 3y = 13 é um exemplo de equacao linear

com duas incdgnitas.

Dada uma equacao linear como em (70), estamos interessados em saber quais sao as
suas solugdes, ou seja, os pares ordenados de nimeros reais (o, 0p) que satisfazem (70). Em
outras palavras a0 +aj20p = by. O conjunto S formado por todos os pares ordenados que

s@o solugdes para (70) € chamado de conjunto solucdo da equagao.

Como exemplo, temos que o par ordenado (2,3) é uma soluc@o para a equagdo 2x +
3y =13, pois 2-2+3-3 = 13. Além disso, o par ordenado (5,1) também é uma solucao para

a equacgdo 2x + 3y = 13. Na verdade, o conjunto solugdo S desta equacdo € o conjunto de pares

13 —2x
S:{(xvy>€R2;y: ) }

ordenados dado por

Diante do que foi exposto até o momento, definiremos a seguir o que é um sistemas de

duas equacgdes lineares com duas incognitas e seu conjunto solucgao.

Definicao 5.1. Um sistema de duas equacdes lineares com duas incégnitas € um conjunto

formado pelas equacdes, aj1x+ a2y = by € ax1x+ axy = by, onde representamos da seguinte
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forma

anx—+apny = b a1

a1x+axy = b;.
O par ordenado de niimeros reais (@, &) é uma solugdo para o sistema (71) quando o e @

satisfazem simultaneamente a0 + a0 = by € ar; 0 +ax 0 = by. O conjunto formado por

todas as solucdes para (71) é chamado de conjunto solugdo do sistema.

Matricialmente, o sistema (71) pode ser representado por
AX =B,

onde

app an

A= X —

Y

azr a2

Como exemplo, considere o seguinte sitema de equagdes

3x+y=9
(72)
2x+3y=13.

Resolveremos este sistema utilizando sua representacdo matricial. Denotando

31 9
A - c B: R

2 3
temos que A € invertivel, pois det(A) =3-3—2-1 =7 # 0 e assim AX = B, implica que
X =A"!B, isto é,

X
X =

Y

B0 0 el

Logo, pela igualdade de matrizes, temos que x = 2 e y = 3, ou seja, o par ordenado (2,3) € a
solugdo para o sistema 72. Neste caso, como a inversa A~! é tinica, o conjunto solugio é dado
por S =(2,3).

Um sistema de equacdes lineares pode ser classificado quanto ao nimero de suas

solugdes da seguinte forma:

e se um sistema de equacdes lineares possuir apenas uma solucdo, dizemos que o sistema €

possivel e determinado;
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e se possuir infinitas solugdes, dizemos que o sistema € possivel e indeterminado;

e se o sistema de equacgdes lineares ndo possuir solucdo, dizemos que ele € um sistema

impossivel.

O sistema 72 é um exemplo de sistema possivel e determinado. Nao ¢ dificil ver que o

sistema
3x+y=9
6x+2y=1
¢ impossivel, e o sistema
3x+y=9
Ox+3y=27

€ possivel e indeterminado.

A seguinte proposicdo é uma forma particular da conhecida Regra de Cramer, e

generaliza esta forma de resolugdo de sistemas de duas equagdes lineares com duas incognitas.

Proposicao 5.2 (Regra de Cramer). Considere o sistema de duas equagdes lineares com duas

incognitas

ajnx—+apy=b; 73)

az1x +axny = by,
cuja representacao matricial é dada por AX = B, com

a a
A:[H 12,X=

azy an y

Se a matriz A for invertivel, entdo (x,y) € solugdo do sistema (73) se, e somente se,

. det(Ay) e y— det(Ay)7
det(A) det(A)
onde
b b
A= poan| A= apr by
by axn ax b

Demonstracao. Se A é uma matriz invertivel, entdo, como a inversa de A € tnica, temos que

AX = B se, e somente se, X = A~'B. Logo, pelo Teorema 2.29, temos que (x,y) é solugdo de
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(73) se, e somente se,

x| 1 ap —an| |bi
y det(A) | —ay;  ayy | b2’

ou seja,
a»by — a12b2 det(Ax)
X\ det(A) _ | det(A)
y| | @b tanby | T det(4)) |
det(A) det(A)
onde
b b
A — 1 an A = ayl o1
by ax» a1 b

]

Corolario 5.3. Todo sistema de duas equagdes lineares com duas incdgnitas escrito na forma

matricial AX = B com detA # 0 é possivel e determinado.
Mostraremos agora uma propriedade das matrizes quadradas de ordem 2, que nido é
encontrada em matrizes quadradas de ordens superiores.

Proposicao 5.4. Seja A € .#>(R). Entdo A possui uma linha miltipla da outra se, e somente

se, A possuir uma coluna multipla da outra.

Demonstracao. Suponha que a matriz A seja representada por

=)

Assim, para que A possua uma linha multipla da outra, devemos ter

a b Ac Ad
A= ou A= ,
Aa Ab c d
para algum A € R.No primeiro caso se b = 0, claramente a segunda coluna é mdltipla da

primeira. Se b # 0, entdo a segunda coluna ¢ multipla da primeira por um coeficiente o tal

que o = g. No segundo caso, o resultado segue com 0 mesmo argumento.

Reciprocamente, se A possuir uma coluna multipla da outra, temos

a Aa Ab b
A= ou A= ,
c Ac Ad d
para algum A € R. Utilizando o mesmo argumento anterior, mas na linha ao invés da coluna

temos que A possui uma linha maultipla da outra. 0
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Proposicdo 5.5. Seja A € .#,(R). Entdo o det(A) = 0, se e somente se, A possuir uma linha

multipla da outra.

Demonstracao. Suponha que A seja dada por

!

Como det(A) = ad — bc = 0, temos que ad = bc. Desta forma temos que ad = bc = 0 ou

ad = bc # 0. Se ad = bc = 0, entdo A assume uma das seguintes formas

a bl (a 0 |0 b [0 O 00
, , , ou .
0 0| |c O] |0 d| |[c d 00
Portanto, pela Proposicdo 5.4, temos que A possui uma linha multipla da outra.

Por outro lado, se ad = bc # 0, entdo

=1

d
a b

para algum A # 0. Portanto a matriz A assume a seguinte forma

a b
Aa Ab|

Em ambos os casos, se det(A) = 0, entdo A possui uma linha miltipla da outra.

Reciprocamente, se A possui uma linha mdltipla da outra, entdo A assume uma das

A_)Lc?Ld a b
e d Aa Ab|’

ou seja, det(A) = Acd — cAd =0 oudet(A) = alb — Aab = 0. O

seguintes formas

Proposicao 5.6. Todo sistema de duas equagdes lineares com duas incégnitas escrito na forma

matricial AX = B, com A # 0, detA = 0, detA, = 0 e detA, = 0 € possivel e indeterminado.

Demonstracao. Como A # 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que a;; # 0 ou
a # 0.

Mostraremos que existe A tal que

ay; = Aaz
app = Aax (74)
by = Ab,
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Como detA = 0, temos da Proposi¢do 5.5 que existe A tal que

{ aiy = Aaa (75)
arp = Aan. (76)
Por outro lado, como detA, = 0 e detA, = 0, segue da Proposicdo 5.5 que exitem A; e A, tais
que
ap = Maxn (77)
{ b1 = Abs (78)
e
an = haz) (79)
{ by = Aby. (80)

Se ap1 # 0, por (75) e (79), obtemos que A, = A. Portanto, por (75), (76), (79) e (80),
obtemos (74).

Se ayy # 0, por (76) e (77), obtemos que A; = A. Portanto, por (75), (76), (77) e (78),
obtemos (74).

De fato, um sistema de equacdes lineares com duas incognitas € possivel e
indeterminado quando as equagdes desse sistema forem equivalentes. Neste caso, para resolver
o sistema de equagdes basta resolver uma equacao linear de duas incdgnitas, que possui infinitas

solugdes. [

Proposicao 5.7. Todo sistema de duas equacdes lineares com duas incégnitas escrito na forma

matricial AX = B com detA = 0 e detA, # 0 ou detA, # 0 € impossivel.

Demonstracao. Suponha que o sistema tenha solucdo. Como detA = 0, as equacdes devem
possuir os coeficiente das respectivas incognitas proporcionais. Além disso, como detA, # 0
ou detA, # 0, entdo os termos independentes das equagdes ndo seguem a mesma proporgao.

Assim, o sistema de equagdes lineares pode ser escrito na forma

ax+by=c
Aax+ Aby =d,

onde d # Ac. Portanto, d = Aax+ Aby = A(ax+ by) = Ac, o que é uma contradic@o. N
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5.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS SOLUCOES

O conjunto solugdo de cada equacdo do sistema (71) representa uma reta no plano.
Desta forma, o conjunto solu¢do deste sistema pode ser interpretado utilizando posicdes
relativas de retas no plano. Sejam r| e r, as retas representadas pelos conjuntos solugdes das
equagodes ajjx+appy = by e ajx+ajpy = by, respectivamente. Assim, geometricamente, as
posicoes relativas das retas r| e rp sdo determinadas a partir da andlise do sistema (71) da
seguinte forma: Se as retas r| e rp sdo transversais, ou seja, se interceptam num Unico ponto

(Figura 17), entdo o sistema (71) tem solucao unica que € o ponto de intersecao.

y

(0, 00)

Figura 17: Retas transversais.
Se as retas r; e rp sdao paralelas e coincidentes como na Figura 18, entdo este sistema é

indeterminado, ou seja, possui infinitas solucdes que sdo os pontos sobre as retas ry € r;.

y

ry=nr

Figura 18: Retas coincidentes.
E se as retas r| e rp s@o paralelas e ndo se interceptam em nenhum ponto, como na Figura 19,
temos que este sistema € impossivel, ou seja ndo possui solugdes.

O préximo exemplo ilustra o caso de um sistema com duas equagdes lineares e duas

incognitas, o qual resolveremos utilizando a Proposi¢do 5.2, e apresentaremos o grafico das
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Figura 19: Retas paralelas.

posicoes relativas das retas no plano.

Exemplo 5.8. Em um determinado dia o pre¢o do etanol era de R$ 3,20 reais o litro e o da
gasolina R$ 4,00 reais. Um automével abasteceu com etanol e gasolina totalizando 40 litros de
combustivel. Sabendo que o total a pagar foi de R$ 140,00 reais, determine a quantidade de

etanol e gasolina com que o automével foi abastecido.

Resolucao. Considerando x e y a quantidade de etanol e gasolina respectivamente, temos o
seguinte sistema

x+y=40

3,2x+4y = 140.

Escrevendo na forma matricial AX = B, temos

SR

Como o detA # 0, pela Regra de Cramer obtemos x = 25 e y = 15. Concluimos assim que

o automovel foi abastecido com 25/ de etanol e 15/ de gasolina. Na Figura 20 ilustramos a

interpretacdo geométrica dessa solucao.



Figura 20: Interpretacao geométrica da solu¢ido do Exemplo 5.8.
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6 CRIPTOGRAFIA UTILIZANDO MULTIPLICACAO DE MATRIZES

A criptografia € a ciéncia que busca manter informagdes em seguranga, ou seja, através
dela € possivel guardar ou transmitir informacdes de forma sigilosa por meios inseguros, como

a internet, em que o risco de interceptacio € alto.

Embora existam técnicas avancadas de Criptografia, tais como o RSA, veja Paar (2009)
para mais detalhes, abordaremos neste capitulo uma técnica de Criptografia bastante simples
que utiliza apenas multiplicacdo de matrizes e o cdlculo de matrizes inversas para a obtencao da

mensagem original.

Para este estudo utilizaremos como referéncia Anton (2001) e seguiremos o seguinte

procedimento:

Passo 1 Associar a cada caractere do alfabeto um valor numérico distinto para criar uma tabela

de conversao.

Passo 2 Escolher uma matriz de ordem 2 por 2 invertivel, que sera utilizada para codificar a

mensagem.

Passo 3 Para cifrar uma mensagem, tomamos sequencialmente os caracteres da mensagem
original em pares na forma de matriz coluna, utilizando um caractere extra para representar

0S espacos.

Passo 4 Converter cada matriz coluna de simbolos obtidos no Passo 3 na ordem em que

aparecem na matriz coluna de valores numéricos utilizando a tabela de conversao feita no Passo
1.

Passo 5 Utilizamos a matriz invertivel encontrada no Passo 2, para multiplicar cada matriz
coluna obtida no Passo 4, obtendo outra sequéncia de matrizes colunas com outros valores

numéricos para formar a mensagem criptografada.

Para descriptografar a mensagem, o destinatdrio devera multiplicar cada matriz coluna
obtida no Passo 5, pela matriz inversa A~1 do Passo 2. Posteriormente utilizar a Tabela 1 para

encontrar a mensagem descriptografada.
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A seguir, apresentaremos um exemplo em que criptografaremos uma mensagem

utilizando os passos descritos.

2

Passo 1 Consideramos para este exemplo a Tabela 1, onde o simbolo ”—"representard os

espagos em branco.

- |/A B C D |E |F |G |H |T |J |[K|L |M
4 |5 (6 |7 |8 |9 [10 |11 [12 |13

(e)
—
[\
W

Q R[S [T JU [V [WI[X Y |[Z
14 [15 |16 |17 |18 |19 |20 | 21 |22 [23 |24 |25 | 26

Tabela 1: Tabela para conversao de letras em nimeros

Passo 2 Escolhemos a matriz invertivel

4 3
A= )
3 2
Passo 3 Reescrevemos a mensagem original, ’PROFMAT”, tomando sequencialmente as letras

2 2

de duas em duas, dispondo-as em matrizes colunas, e usamos o caractere

1

Passo 4 Convertemos cada matriz coluna de caracteres obtidos no Passo 3 na ordem em que

para representar

0 espago.
P
R

o
F

M
A

Y Y Y

aparecem na matriz coluna de valores numéricos utilizando a Tabela 1 de conversao feita no

M| |T 16| |15 [13] |20
Y ) :> ) ) Y '
A — 18 6 1 0
Passo 5 Multiplicamos cada uma dessas matrizes colunas pela matriz invertivel A escolhida no
4 3| |16
3 2| |18
4 31|15
3 2|16

Passo 1.

P
R Y

0
F

Passo 2.

4.16+3-18] [e64+54] [118
3-1642-18]  [48436] |84

4-15+3-6] [e0+18] [78
3-1542-6] |45+12] |57]
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4 3] [13] [4-13+3-1] [52+43] [s5
2l 1 3-1342-1]  [39+2] |41

4 3] [20] [4-20+3-0] [80+0] [80
2] |0 [3-2042:0] |60+0| [60]

Assim, temos a mensagem criptografada

el ] o]l

Para descriptografar a mensagem, seguiremos os seguintes passos:

Passo 1 Encontrar a matriz inversa de A
1 1 2 =3 2 -3 -2 3
A = — g —1 = .
4-2-3-3|1-3 4 -3 4 3 —4

Passo 2 Multiplicar cada uma das matrizes colunas da mensagem criptografada por A~ 1.

—2 3| [us] [-2-118+3-84] [-236+252] [16
3 4| |84] |[3-118-4-84 354 336 18]
(2 3| [718] [-2-78+3.57| [-156+171| [15]
|3 4| |57] |3-78-4.57| [234-228| |[6]
(2 3] [s5] [-2-55+3-41] [-110+123] [13]
(3 4| |41] | 355-4.41| [165-164 | |1]
(2 3] [80] [-2-80+3-60] [-160+180| [20]
|3 4] [60] [3-80-4-60 | |240-240] |O]

Assim temos a mensagem descriptografada:

i LR



Passo 3 Substituir cada niimero pela letra correspondente da Tabela 1:

R B R AR A

Reescrevendo temos a palavra "PROFMAT”.

P
R Y

o
F

T

] |

94
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, procuramos abordar aplicacdes restritas ao contexto de matrizes de
ordem 2 por 2. Procuramos também, expor todos os temas tratados sem utilizarmos os conceitos
de espacos vetoriais e vetores, permitindo assim, que leitores com menos conhecimento técnico

possam tirar proveito do texto.

Embora os resultados aqui apresentados possam ser generalizados, utilizando matrizes
de qualquer ordem, precisariamos de técnicas mais avangadas que sdo utilizadas em Algebra
Linear mas buscamos omitir neste trabalho. Para um aprofundamento nos assuntos tratados
neste trabalho sugere-se procurar referéncias mais especializadas, tais como COELHO e
LOURENCO (2005), Boldrini (1980), Anton (2001), Avila (1995), Lima (2007), Muniz Neto
(2013) e Paar (2009).

Com o objetivo de apresentar outras aplicacdes envolvendo o tema em trabalhos
futuros, sugerimos utilizar o fato de que qualquer funcao real f pode ser estendida para matrizes
diagonalizdveis da seguinte forma: f(A) =M f(D)M~" onde f(D) nada mais é do que aplicar f
a cada elemento da diagonal. Como por exemplo, a raiz n-ésima Q/@ =M (’/@M ~1. Temos
também, a fungiio exponencial envolvendo matrizes, que é definida por ¢! = M (Z}’;’:O DP—T)M “le
pode ser aplicado na solucao de sistemas lineares de Equacdes Diferencidveis Ordindrias, para

mais detalhes veja Santos (2011).
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