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1. APRESENTACAO

Prezado Professor, prezada Professora, esse material € um Produto Educacional do
Programa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica da Universidade Tecnologica
Federal do Parand, o qual esta vinculado a dissertagdo intitulada “Atividades para Estudo de
Integrais em um Ambiente de Ensino Hibrido”.

O que trazemos neste texto é produto da pesquisa desenvolvida durante o mestrado
profissional, parte do qual foi aplicado em condicdes reais de ensino. E prorrogativa dessa

modalidade de programa de pés-graduacao, pois

O mestrando deve desenvolver um processo ou produto educativo e utiliza-
lo em condicOes reais de sala de aula ou espagos ndo-formais ou informais
de ensino, em formato artesanal ou em prot6tipo. Esse produto pode ser por
exemplo, uma sequéncia didatica, um aplicativo computacional, um jogo,
um video, um conjunto de video-aulas, um equipamento, uma exposicao etc.
O trabalho final deve incluir necessariamente o relato fundamentado desta
experiéncia, no qual o produto educacional desenvolvido é parte integrante
(CAPES, 2013, p. 24).

A pesquisa de mestrado teve por finalidade investigar “como o uso da tecnologia pode
contribuir para o estudo da integral de funcdes de uma variavel real, a partir de tarefas
propostas em uma perspectiva de Ensino Hibrido?”. O acesso ao texto completo da
dissertacdo pode ser feito a partir do Repositorio Institucional da UTFPR — RIUT, disponivel
em http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/handle/1/2119.

No intuito de responder a questdo, investigamos as possiveis contribuicBes de tarefas
envolvendo conceitos de integral. Mais especificamente, referente a fun¢Ges de uma variavel
real para um curso do Ensino Superior, mediadas pelo uso de um ambiente virtual de
aprendizagem.

Entre as disciplinas do Ensino Superior, optamos pela disciplina de Calculo
Diferencial e Integral I, devido ao fato de ela estar inserida em diferentes cursos, como, por
exemplo, nas areas de exatas e de engenharias. A fim de contribuir com a pesquisa no ambito
da Educacdo Matematica, bem como para aprimorar a pratica na sala de aula, optamos pela
implementacdo da tecnologia para o estudo de integrais.

Notamos que ha estudos nessa linha, como, por exemplo, em relagdo ao baixo indice
de rendimento dos alunos, e aos altos indices de evaséo e reprovacdo, que tém sido observado

e apontado como uma preocupacdo por parte de pesquisadores (SILVA, 2017; BEZERRA,


http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/handle/1/2119

2015; REZENDE, 2003, entre outros), os quais salientam a necessidade de mudancas na
dindmica das aulas.

Em relacdo as aulas nas instituicdes de ensino, Morelatti (2001) menciona que

Nas salas de aula de Calculo Diferencial e Integral, a metodologia usada pela
maioria dos professores prioriza exclusivamente a aula expositiva, centrada
na fala do professor, com conteldos apresentados como prontos e
incontestaveis. Os alunos, apés a aula, resolvem mecanicamente uma série
de exercicios que enfatizam as técnicas de resolucdo em vez de conceitos e
estratégias de resolucdo. Estes alunos ndo sdo envolvidos afetivamente com
a disciplina e muitas vezes questionam a importancia desta dentro do curso
por ndo entenderem seus objetivos. (MORELATTI, 2001, p. 22)

Nesse viés, elaboramos e aplicamos trés tarefas em um contexto de ensino de topicos
do Calculo Diferencial e Integral para que, a partir da coleta de dados, pudéssemos refletir
sobre a questdo de investigacdo. Esse Produto Educacional é um material que foi organizado
a partir da revisdo e ajustes as trés tarefas aplicadas no contexto educacional. Houve
necessidade de rever as primeiras tarefas, entretanto, novas tarefas foram adicionadas como
sugestéo nas Folhas de Trabalho?.

O Produto Educacional estd organizado em quatro capitulos. O primeiro contempla a
apresentacdo, onde elencamos o entendimento quanto ao Produto Educacional, assim como, a
questdo de pesquisa e a escolha pelo topico de Integrais.

J& no segundo capitulo, trazemos referenciais teéricos sobre o Blended Learning - ou
Ensino Hibrido - como tem sido definido e, de acordo com sua abordagem, como tem sido
classificado no ambito da Educacao.

O terceiro capitulo trata sobre a organizacdo de um ambiente virtual de ensino e
aprendizagem, em que elencamos o entendimento sobre o0 Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA) e sobre o uso da plataforma do GeoGebra. Mostramos como criar um Grupo, uma
Folha de Trabalho, como adicionar os alunos ao Grupo, além de como dar feedback na Folha
de Trabalho.

No quarto capitulo, apresentamos as tarefas sobre topicos de integrais para compor
uma proposta hibrida de ensino. Os tdpicos contemplados nas Folhas de Trabalho séo:

Teorema Fundamental do Caélculo, Integral por substituicdo e Integral por partes. Em cada

1 No inicio da pesquisa, o recurso utilizado para disponibilizar as tarefas no ambiente virtual do GeoGebra era
denominado “Folha de Trabalho”, mas, recentemente esse recurso passou a ser denominado como “Atividade”.
Neste texto, optamos por manter a denominagéo Folha de Trabalho.



tarefa, sugerimos como a mesma pode ser implementada, seguindo os encaminhamentos do

Ensino Hibrido.
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2. ENSINO HIBRIDO

Bezerra (2015) menciona que o uso da tecnologia tem modificado a maneira de pensar
e de agir, e ainda ele destaca que “ndo hd mais espago para um ensino desconectado da
realidade, pois vivemos a era da informacdo, as geracdes mais novas desde muito cedo ja
estdo em contato com a tecnologia, realizando atividades complexas de maneira muito
simples” (p. 12).

Nessa perspectiva, Silva (2016) aponta que é possivel, na Educacdo, mesclar a sala de
aula com os ambientes virtuais de aprendizagem, por meio das tecnologias de informacéo e
comunicagédo. Porvir (2013), por exemplo, discute uma modalidade de ensino, o chamado de
Blended Learning, que seria a combinagdo de momentos que o aluno estuda sozinho,
virtualmente, com momentos que ha interacdo entre alunos e professor.

O Blended Learning tem sido estudado por pesquisadores (HORN, STAKER, 2015;
BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015) quanto as suas contribui¢cdes para o ensino.
Nesse sentido, Moran (2015) aponta o que entende por blended, ou seja,

Hibrido significa misturado, mesclado, blended. A educagdo sempre foi misturada,
hibrida, sempre combinou varios espagos, tempos, atividades, metodologias,
publicos. Esse processo, agora, com a conectividade, é muito mais perceptivel,
amplo e profundo: é um ecossistema mais aberto e criativo. Podemos ensinar e
aprender de inumeras formas, em todos os momentos, em mdltiplos espagos.
Hibrido é um conceito rico, apropriado e complicado. Tudo pode ser misturado,
combinado e podemos com os mesmos ingredientes, preparar diversos “pratos”, com
sabores muito diferentes. (MORAN, 2015, p. 27)

Porvir (2013) menciona que a combinagdo entre 0 momento em que o aluno estuda em
uma proposta virtual com outros instantes em que a aprendizagem € proporcionada
presencialmente, podem ser complementares, ndo sendo isolados. No entanto, o Ensino
Hibrido possui determinadas caracteristicas que descrevem e definem como deve ocorrer sua
implementacéo em sala de aula.

Bacich, Tanzi Neto e Trevisani (2015, p. 54) apontam quatro modelos de ensino,
considerados para a pesquisa, que sdo caracterizados como hibridos: rotagdo, flex, a la carte e
virtual enriquecido, os quais serdo detalhados a seguir.

O modelo de rotacdo pode ser organizado em estacdes, laboratorio rotacional, sala de
aula invertida e rotacdo individual. Na rotacdo por estacdes, por exemplo, os alunos,

organizados em grupos, recebem orientacdes e sdo colocados a participar de diferentes
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atividades, organizadas por estacdes. Cada grupo faz uma atividade, e alternam-se apos
concluirem, em rodizio, de modo de todos os grupos passem por todas estagdes, e que pelo
menos uma delas seja on-line.

No laboratdrio rotacional, embora tenha semelhancas com a rotacdo por estacdes, 0s
alunos trabalham individualmente, revezando atividades em sala de aula e laboratorio. Ja na
sala de aula invertida, o primeiro momento é feito antes da aula, estudando os conceitos em
um material disponibilizado no formato on-line, com antecedéncia. A aula torna-se o
momento reservado para perguntas, discussdes e atividades praticas (EDUCAUSE, 2012). Na
rotacdo individual, um cronograma de atividades é apresentado para cada estudante, que
deveré ser seguido.

O segundo modelo apresentado pelos autores, 0 Modelo flex, é elaborado de acordo
com o ritmo de cada estudante. Nesse caso, 0 aluno deve cumprir o que foi proposto, com
énfase no ensino on-line. O professor teria um papel passivo: diferente de tomar a frente das
atividades, ficaria a disposicao para identificar e sanar as ddvidas. Ou seja, o professor nao
ficaria a frente da turma para ensinar o conteldo, mas para orientar e auxiliar
individualmente, no intuito de dar subsidios aos estudantes, ao invés de mostrar o que deve
ser feito.

Outro modelo é o a la carte, que tem uma organizacdo diferente dos modelos
apresentados anteriormente. Consiste na oferta do curso totalmente on-line, em que as
atividades a serem realizadas sdo propostas sem distin¢cdo do ano escolar. Dessa forma, é
imprescindivel a disciplina do estudante para atingir os objetivos de ensino, ou seja, organizar
horéarios de estudos e seguir uma rotina. Embora o curso seja apenas on-line, pode ser
oferecido suporte por meio de um professor tutor para auxiliar e sanar as davidas.

E o ultimo modelo, virtual enriquecido, envolve uma organizacdo da escola, em todas
as disciplinas, para trabalhar em um formato on-line. Nesse modelo de ensino, os estudantes
dividem seu tempo entre 0 momento presencial e on-line.

A Figura 1 apresenta uma reorganizagdo da escola tradicional aliada com ensino on-
line, por meio de um esquema idealizado por Christensen, Horn e Staker (2013), que mostra a

zona hibrida, a qual mescla o ensino presencial e virtual.
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Figura 1 -Zona hibrida de ensino

ESCOLAS TRADICIONAIS ENSINOG ONLINE

ZONA HIBRIDA

1
O*

— Modelo

Laboratério A LacCarte
| Rotacional

Sala dz Aula

Invertida n: I
Modelo
Rotacio =

ndividual Enriquecida

Fonte: Christensen, Horn e Staker (2013, p. 28)

Em relacdo aos apontamentos apresentados na Figura 1, a regido da zona hibrida, por
exemplo, pode aliar o que é desenvolvido na sala de aula com a implementacao da tecnologia,
e avaliar qual dos modelos definidos anteriormente é o mais apropriado para a realidade do
professor e do contexto educacional em que atua.

Quanto a implementacdo do Ensino Hibrido, Lima e Moura (2015, p. 100) indicam
que “a mudanca ndo ocorre de um dia para o outro, nem existem receitas ou formulas
prontas”. Diante disso, os referidos autores complementam que o professor que escolhe inserir
o Ensino Hibrido em sua pratica docente precisa seguir alguns encaminhamentos, 0s quais
seriam: conhecer, testar, pesquisar, escolher e validar as ferramentas digitais. Esses
encaminhamentos devem ser pensados no intuito de atender as necessidades de cada turma,
avaliando o que é viavel, para, assim, definir quais os objetivos almejam-se alcangar com o
uso da tecnologia.

Para Moran (2015), o professor que pretende abordar o hibrido em sua préatica docente
poderd fazé-lo por dois caminhos. Um primeiro caminho - mais suave -, propondo alteraces
progressivas, que priorizem o envolvimento do aluno, como, por exemplo, sala de aula
invertida (EDUCAUSE, 2012; BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015), mas que
permaneca 0 modelo curricular; apds a implementacdo, verificar os resultados atingidos. O

segundo caminho seria mais amplo e complexo, com disciplinas em uma abordagem néo
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linear. Ou seja, sdo redesenhados 0s projetos e 0s espacos; ja a metodologia é proposta para
que cada aluno aprenda no seu proprio ritmo, sozinho ou com seus colegas, sob a supervisao

de professores orientadores.
O proximo capitulo contempla a organizacdo de um ambiente virtual de ensino e

aprendizagem; a plataforma do GeoGebra.
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3. A ORGANIZACAO DE UM AMBIENTE VIRTUAL DE ENSINO E
APRENDIZAGEM

A internet tem sido utilizada para os mais diferentes fins, como, por exemplo, para uso
pessoal ou ainda com intuito de aprendizagem. No ambito da Educacdo, o Ensino Superior
tem promovido seu uso de diferentes formas, seja por meio de disciplinas, ou entdo, por meio
da oferta de cursos na modalidade presencial, semipresencial ou a distancia. A implementacéo
da tecnologia no Ensino Superior tem sido percebida, por exemplo, por meio do ambiente
virtual de aprendizagem (AVA).

Em Brasil (2007), AVA é definido como

Programas que permitem armazenamento, a administragcdo e a disponibilizacdo de
conteidos no formato Web. Dentre esses, destacam-se: aulas virtuais, objetos de
aprendizagem, simuladores, féruns, salas de bate-papo, conexles a materiais
externos, atividades interativas, tarefas virtuais (webquest), modeladores,
animag0@es, textos colaborativos (wiki) (p. 11).

Nesse contexto, 0s AVAs permitem aproximar o uso da tecnologia para promover a
aprendizagem. Para o aluno, é uma alternativa para seus estudos; ja para o professor, € uma
forma de propor materiais, atividades, videos, e ainda, promover a interacdo professor/aluno
Ou mesmo entre o0s alunos.

O GeoGebra foi o ambiente virtual utilizado na pesquisa, devido a estrutura da
plataforma possibilitar o armazenamento de dados, bem como, permitir interacdo entre
usuarios e ainda possibilitar feedback. Essa interacdo pode ser entre professor e aluno ou entre
alunos. 1sso é possivel pois o professor pode criar e gerenciar um Grupo para a turma ou
disciplina.

A plataforma oferece diferentes opgdes, entre elas: inserir videos, materiais (formato
.pdf), imagem, applet do GeoGebra e, ainda, criar Folha de Trabalho. Essas opgdes seréo
apresentadas na secéo 3.1.

Folhas de Trabalho podem ser organizadas pelo professor, por meio de questdes e/ou
materiais e/ou applet. Podem ser feitas buscas, na plataforma, para encontrar Folha de
Trabalho ja elaborada por algum membro. Sendo assim, pode reutilizar a mesma folha, ou
modifica-la para atender as necessidades para determinada aula, ou ainda, pode utilizar apenas
o applet. O professor pode, inclusive, postar sua atividade, permitindo que ela seja

compartilhada.



15

3.1. Conhecendo a plataforma do GeoGebra para organizagdo do ambiente virtual

Primeiramente, é preciso acessar a pagina: <www.geogebra.org>, onde se visualiza a

tela inicial da plataforma, conforme mostra a Figura 2, acessando em seguida a aba “Entrar no

Sistema”.
Figura 2- Pagina inicial da plataforma do GeoGebra
& C & https//www.geogebra.org a ¥ e H
= GeoGebra Qoo materis ENTRAR NO SISTEMA

Inicio

Feed de Noticias

Materiais

Perfil

Pessoas

Grupos

Baixar Aplicativos

GeoGebra - Aplicativos Matematicos

ement s aplicativos mateméticos para

e muito mais!

INICIAR MATERIAIS DIDATICOS

Novos aplicativos matematicos Aplicativos classicos Aplicativos offline

App Store

cra Grafica

Materiais Didaticos EXIBIR TODOS

Fonte: o autor

Apbs ser escolhida a aba “Entrar no Sistema”, uma nova janela mostra as opg¢oes de

login na plataforma, como ilustra a Figura 3. O acesso pode ser feito, por exemplo, pela conta

Gmail, ou ainda, pela conta do Facebook.


http://www.geogebra.org/

Figura 3 - Pagina de login na plataforma do GeoGebra

Entrar no sistema

com uma conta ja existente do

n Facebook

G Google Qutras

Com a conta do GeoGebra

Esgueceu a Senha? Criar uma Conta

CANCEL

ENTRAR NO SISTEMA

Fonte: o autor
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Com o acesso realizado, as opcOes da janela inicial estdo ativas para o usuario fazer

uso, como mostra a Figura 4. Acessando a aba “Grupos”, tem-Se a opgao utilizada na pesquisa

para propor as tarefas.

Figura 4 - Aba para acesso aos Grupos

& C @ httpsy//www.geogebra.org

GeoGebra A
Inicio

Feed de Noticias

® o >

Materiais

Perfil
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4—'

Baixar Aplicativos

@ Grupos

|

GeoGebra - Aplicativos Matematicos

Acesse livremente diversos aplicativos matematicos para
gréficos, geometria, 3D e muito mais!

INICIAR

MATERIAIS DIDATICOS
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Aplicativos offline

EXIBIR TODOS

Fonte: o autor
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As opcdes para acessar 0 GeoGebra Grupos, como ilustra a Figura 5, podem ser feitas
de diferentes formas. Caso o grupo ja tenha sido criado, pode ser acessado inserindo o
“Codigo do Grupo” ou entdo, acessar a aba “Ir para meus Grupos”, que mostra todos os seus

grupos existentes. Mas, se for o primeiro acesso, a aba “Criar Grupo” permite iniciar um novo

grupo.

Figura 5 - Pagina de login para criar Grupos

GeaGebra Grupos

Entre com o Cédigo do Grupo para acessar o Grupo.

Cédigo do Grupo | Entar |

Criar Grupo ‘ ou ‘ Ir para meus Grupos ‘

) O gue sfio Grugos GeoGepra?

Fonte: o autor

Algumas informacoes iniciais sdo necessarias para configurar o acesso ao grupo. Entre
elas (Figura 6), é obrigatdrio inserir um “Nome do grupo” e, se preferir, pode-se acrescentar

informagdes que caracterizem-no.

Figura 6 - Configuracdes para criar um Grupo
GeQGebrO m Rodrigo Tavares dasiva | 4+ Q  §

< Criar Grupo

Coniﬂiﬂﬂéﬂ_

MNeme do grupe | Titulo

Descricgo (B || I || fix e L}

Descrigdo

Permissées Pode incluir Materiais ou Postagens:

Proprietdrios somente v

Configuragio Padrio  Configuragdo Padrio de Edigdo:

Autores apenas

Exibir botdo de Verificagdo como padrio

Notificagdes do Grupe @ Use as configuracdes padrie das configuragdes do meu perfil. Vocé pode modifica-las em seu Configuragdes de conta,

Gravar |Cancelar

Fonte: o autor
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Quanto a aba “Permissdes”, diz respeito a quem podera incluir materiais e postagens
no grupo. As opgdes que podem ser escolhidas s&o: “Proprietarios somente” ou entdo
“Proprietarios € membros”, como mostra a Figura 7. Nesse caso, deve-se avaliar qual das

opcdes é a mais apropriada.

Figura 7 - Configurando permissdes de edi¢do do Grupo

<« (] & https)//www.geogebra.org/group/settings a ﬁ H
GeaGebra RAreomesase + Q -
€ Criar Grupo

Configuracdes

Nome do grupo | Titulo

Descrigio B I | fix www T

Descrigio

Permiss@es Pode incluir Materiais ou Postagens:
‘ Proprietarios somente '| i
Proprietarios somente
Proprietarios e Membros
UTEGED FEUTa0 O

Configuragio Padréo  cormg CueTaTgEb:

Autores apenas

Exibir botdo de Verificagdo como padrdo

Notificagdes do Grupo g Use as configuragdes padrdo das configuragdes do meu perfil. Vocé pode modifica-las em seu Configuragdes de conta.

Gravar | Cancelar

Fonte: o autor

Ja a aba “Configura¢do Padrdo”, (Figura 8) mostra as opcOes disponiveis, na qual é
possivel que “autores apenas’ ou “autores e proprietarios do grupo” ou “autores, proprietarios
e membros” tenham permissao para realizar alteragdes no grupo, como por exemplo, incluir
ou excluir os membros, as atividades e os materiais. Assim, deve-se escolher a op¢do mais

conveniente a sua necessidade.
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Figura 8 - Configuracdes padréo do Grupo

< C @ https;//www.gecgebra.crg/group/settings a e
GeQG e brO m Rogrigo Tavares dasiva |+ O
€& Criar Grupo

Configuragdes

Nome do grupo | Titulo

Descrigio B T fi= | www [}

Descrigdo

Permissdes  Pode incluir Materiais ou Postagens:

Proprietérios somente ¥

Configuragio Padrio  Cenfiguragio Padrdo de Edigdo:

‘ Autores apenas " g

Autores apenas
Autores e Proprietarios do Grupo
Autores, Proprietérios de Grupo e Membros

Notificacbes do Grupo & Use as configuragdes padréo das configuragdes do meu perfil. Vocé pede modifica-las em seu Configuragbes de conta

Gravar |Cancelar

Fonte: o autor

Concluidas essas primeiras informacdes basta selecionar o botdo “Gravar”, como

mostra a Figura 9, que as configuracdes do grupo estardo definidas.

Figura 9 - Gravando as configuracdes do Grupo

& httpsy//www.geogebra.org/group/settings

GeOGe bTO m Rodrigo Tavares da Silva + O, E

€ Criar Grupo
Configuracdes

Mome do grupo | EXEMPLO

- fix) waw G
Descriggo B T | /9 S 1t

Grupo para estudos da aulas

Permissdes Pode incluir Materiais ou Postagens:

Proprietarios somente v

Configuragdo Padrio Configuragdo Padrio de Edigdo:

Autores e Proprietarios do Grupo T

Exibir botdo de Verificago como padrio

Notiffilacdes do Grupo @ Use as configuragdes padrio das configuragdes do meu perfil. Vocé pode modifics-las em seu Configuragdes de conta.

Gravar |Cancelar

Fonte: o autor
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A Figura 10 mostra como sera o layout do grupo, bem como todas as opcbes que
poderdo ser utilizadas, e ainda o codigo que pode ser utilizado por qualquer um que deseja ter

aCesso ao grupo.

Figura 10 - Pagina inicial ap6s criacédo do Grupo

@ https;//www.geogebra.org/group/stream/id/VgfkNWpF
Geﬁ?GebrO m Rodrigo Tavares da Silva + q E
¢ EXEMPLO ©
& Postagens Membros Materiais Feedback M
Entre com XSQNG em www.geogebra.org/groups para se associar. O que séo Grupos GeoGebra?
Criar Aviso Criar Tarefa
GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato n u E

Fonte: o autor

Acessando a aba “Membros”, ¢ permitido que sejam incluidos participantes utilizando
apenas um endereco de e-mail. Nesse caso, apds incluir o novo membro, este recebera uma
notificagdo em seu e-mail com o convite para primeiro acesso ao grupo. Concluida a etapa de
inserir membros, todos serdo classificados inicialmente como membro. Caso queira que
alguém tenha acesso para inserir materiais ou atividades, ou que possa inserir membros e

exclui-los, deverd ser alterada a opcdo de membro para proprietario, como mostra a Figura 11.
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Figura 11 - Visualizacdo da aba membros do Grupo

@ https://www.geogebra.crg/group/members/id/VgfkNWpFF

GeQGebrO m%:‘;c’a»a‘escasva + Q.

¢ EXEMPLO ©

f@ Postagens & Membros ) Matenais ~/ Feedback .
.

Entre com XSQNG em www.geogebra.org/groups para se associar. Convidar
Entre com o5 nomes dos usudrios ou seus e-mails...

Existem 1 membros neste grupo.

Proprietario *

GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato nun

Fonte: o autor

A Figura 12 mostra a pagina inicial do grupo, na qual é possivel acessar as
“configuragdes do grupo”, ‘“visualizar como membro” ou “apagar o grupo”, que estdo

disponiveis para o proprietario, ou para quem tenha tido permissdo (ver Figura 6).

Figura 12 - Opgdes disponiveis ao proprietario do Grupo
& https://www.geogebra.org/group/stream/id/VigfkNWpFF

GeaGebra [ oosonmmas | + Q i

< EXEMPLO o

f." Postagens & Membros ) Materiais +/ Feedback

Configurages de Grupo

entre com XSQNG em www geogebra.org/groups para se associar. Visualizar como Membro

- 0

Apagar Grupo

@ Criar Aviso of Criar Tarefa

GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato n u E

Fonte: o autor
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Caso queira deixar algum aviso aos membros do grupo, a aba “Criar aviso” pode ser
utilizada para que informacdes e recados fiquem visiveis a todos. E, para iniciar uma Folha de
Trabalho com as atividades, basta acessar a aba “Criar Tarefa”, que aparecerdo os campos
para colocar um nome para a Tarefa, como mostra a Figura 13. Se preferir, pode escrever

alguma observagéo sobre a tarefa.

Figura 13 -Configuracdes iniciais para criar uma Folha de Trabalho

@ https;//www.geogebra.org/group/stream/id/VgfkNWpFF

GeQGebrO BQ-::';c'a-'a'E: da Silva + Q E

< EXEMPLO @

Membros Materiais Feedback M

0O que sio Grupos GeoGebra?

Entre cor XSQNG em www.geogebra.org/groups para se associar.

TAREFA 1 X ®

A As atividades devem ser respondidas até a proxima aulalj

Jx

Entregue para| Entregue fora do prazo

Dica: inclua pelo menos uma atividade na sua tarefa para que ela fique visivel na lista de tarefas dos membros do grupo.

Acrescentar Material | Postar | Cancelar
GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato n u E

Fonte: o autor

Além das opc¢des citadas anteriormente, é possivel colocar um prazo para que 0s
membros respondam essa tarefa. Para isso, basta acessar a aba “Entregue para” e determinar
qual é data limite para finalizar a tarefa, como mostra a Figura 14. Embora possa deixar um
prazo, ndo impede que a resolucédo seja enviada pelos membros apos a data de entrega. Porém,

fica visivel ao proprietario do grupo que o0 membro fez a entrega com atraso.
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Figura 14 - Configurando prazo para entrega da Folha de Trabalho

& https;//www.geogebra.org/group/stream/id/VgfkNWpFF
GeQGebrO m Rodrigo Tavares da Silva + Q.
€ EXEMPLO o
ﬁ Postagens &+ Membros 2 Materiais / Feedback

February 2019

Entre com XSQI‘ Su Mo Tu We Th Fr sa |P8raseassociar ) O que sdio Grupos GeoGebra?
1 2

C

TAREFA 1 30 4 5| & 7 8 s ® ;

10| 11| 12 13| 14| 15| 16

A As atividal | 17 18| 19 20 21| 22 23 paula
f;( 24| 25| 26 27| 28

Today Done
: El‘treguepare‘2C19—DZ—D1 X

Dica: inclua pelo menos uma atividade na sua tarefa para que ela fique visivel na lista de tarefas dos membros do grupo.

Acrescentar Material | Postar Cancelar

GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato n u E

Fonte: o autor

Em seguida ¢ necessario acessar a aba “Acrescentar Material”, como mostra a Figura
15, na qual irdo aparecer opgdes, dentre as quais sdo: “Criar Atividade”, para iniciar uma
Folha de Tarefa; “Material Existente”, que ¢ possivel procurar alguma atividade, sem
modifica-la; é possivel inserir “Imagem” do desktop; ou ainda, “Video”, sendo necessario o

inserir o seu link de acesso na web; ou entdo, um “Arquivo PDF”, que esteja no desktop.



Figura 15 - Opcdes para acrescentar diferentes materiais
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8@ https://www.gecgebra.org/group/stream/id/VgfkNWpFF

GeﬂGe bf’O ﬂ Rodrigo Tavares da Silva + O\ 5
4 TAREFA 1

X ® ;

Jx

A As atividades devem ser respondidas até a proxima aula!

[ Entregue para 2019-02-01 X
Dica: inclua pelo menos uma atividade na sua tarefa para que ela fique visivel na lista de tarefas dos membros do grupo.
Acrescentar Material |

Paostar Cancelar
) Criar Atividade

Material Existente

) s

Imagem
Video
E Arquivo PDFE
GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato “ u E
Sobre Tutoriais Parceiros Feedback & Questdes
Equipe Férum nstitutos office@geogebra.org
Blog Manual

Participe +43 6776

72693

Termos de Servico  Privacidade  Licenca © 2019 International GeoGebra Institute

Pessoas i

Fonte: o autor

Para iniciar uma nova atividade, deve-se escolher a aba “Criar Atividade”. Em

seguida, sera redirecionado para uma Folha de Trabalho em branco. Nela, deve-se homear

com um “Titulo” da tarefa e escolher qual dos elementos que deseja utilizar inicialmente,
conforme mostra a Figura 16.

Figura 16 - Inicio de uma Folha de Trabalho

& hitps//www.gecgebra.crg/worksheet/new/v/S/pi/347432#m-ws

a #« @ :
<« GeaGebra -

Gravar
Titulo

< C

Incluir Elemento

= Texto E Video
) GeoGebra g Imagem

€3 web [A] Arquivo PDF

? Questdo

‘ Gravar & Fechar | Cancelar

Visibilidade  Compartilhada com o Link M

To set the visibility to “Public”: please save, press i and then choose "Publish”.

Please note that resources can't have higher visibility than the original. Also ‘private’ is not a valid option if the resource is used in public activities or books, or has been attached to a public post.
Palavras-

chaves

b Configuragdes da Construgio £

Fonte: o autor
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As opgdes disponiveis para a Folha de Trabalho, ilustradas na Figura 15, sdo definidas

no Quadro 1.

Quadro 1 - Opc¢des para inserir na Folha de Trabalho

Funcéo

Permite inserir texto na Folha de Tarefa, que pode trazer instrugdes,

apontamentos tedricos, observaces, entre outros.

Esse icone permite localizar um applet, o qual pode estar inserido na
conta do GeoGebra, pode buscar por uma construgdo ja pronta de

outros membros, ou ainda, procurar uma pasta do préprio desktop.

Com o icone Web € possivel inserir apenas o link de uma pagina, que

em seguida, seré carregada para a Folha de Tarefa.

Questdo

A Folha de Tarefa pode ser composta por questbes, que podem ser
aberta, para os casos que é necessario dissertar, ou entdo de multipla
escolha.

Video também podera ser inserido na Folha de Tarefa, basta inserir o
link.

Mager

Ainda, podem ser utilizadas imagens, carregadas do desktop ou por

meio do link, a partir de pesquisas na Web.

Arquivo PDF

Arquivos em formato PDF poderdo compor ou fazer parte da Folha

de Tarefa.

Fonte: o autor

Caso selecione a opcao “Texto”, um quadro para editar texto ou alguma expressao
matematica fica disponivel, e ainda, permite configurar e formatar o texto, como mostra a

Figura 17.
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Figura 17 - Janela para editar, configurar e adicionar texto na Folha de Trabalho

Texto [
Font size + B I g F x 4 i' — = = = = :E ea
w [CoDE] B & @ %W [BBCODE]
A Digite o seu texto
Jx
Cancelar

Fonte: o autor

Se for inserir uma expressao matematica, como ilustra a Figura 18, é possivel escolher,

por exemplo, alfabeto grego, simbolos, relacdes, setas ou entdo delimitadores.

Figura 18 - Janela para editar, configurar e adicionar expressdes matematicas

Edicdo Matematica X
+ Basico || = Grege || @ Operadores | < Relacdes || + Setas || { Delimitadores | oo Misc
2 vy Q) o + = £ F - = X + » Enu_]r P
Z QRCH

Fonte: o autor

Além da opcdo texto, como mostra a Figura 18, é possivel inserir, na Folha de
Trabalho, algum applet, que pode ser feito pelo proprietario. Nesse caso, € preciso “Enviar
applet” ou escolher algum applet compartilhado por outros membros da plataforma do

GeoGebra; ou ainda, “Criar Applet”, que pode ser feito na tarefa.
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Figura 19 - Janela para inclusdo de applet do GeoGebra

Incluir Applet GeoGebra

Procurar Applet
_ Digite o que procurar para encontrar applets
Enviar applet

Criar Applet . .
e Tetraedro - planificacéo

Rodrigo Tavares da Silva

# 1
| Incluir |

INTEGRAL POR SUBSTITUICAQ (u e du)

Rodrigo Tavares da Silva

Crdenar por: Relevancia

Cancelar

Fonte: o autor

Uma outra opc¢do para a Folha de Tarefa é inserir uma pagina da Web, conforme a
Figura
20, para que 0s membros possam acessar, visitar e explorar algum site.

Figura 20 - Janela para incluir pagina da Web na Folha de Trabalho

i_) Web &
Titulo (opcional)
URL URL
Cancelar

Fonte: o autor

Ao acessar a aba “Inserir questdo”, entre as opgdes disponiveis, a questdo proposta
pode ser aberta, caso queria que sua resposta seja dissertativa. Ou entdo, se for de maultipla

escolha, além de inserir alternativas, pode-se indicar a alternativa correta. Dessa forma,



28

quando for resolvida essa questdo pelo membro do grupo, ele ja tem um feedback assim que

finalizar a atividade.

Figura 21 - Janela para incluir questao aberta ou de multipla escolha

Questao B &
Titulo (opcional)
A Questio
Jx
Questdo aberta Multipla escolha
A Indicar a(s) resposta(s) correta(s) (opcional)
Jx
| Feito | Cancelar

Fonte: o autor

Ao inserir video na Folha de Tarefa, é possivel deixa-lo para que o0 membro possa
visualizar na propria tarefa. E necessario apenas que o endereco do video seja inserido no

campo “Video”, indicado na Figura 22.

Figura 22 - Janela para incluir video

[ ]

Video
Titulo (opcional)
Video | Copiar o link de seu wideo aqui

Cancelar

Fonte: o autor

A Folha de Trabalho pode ser composta por qualquer uma das opces citadas, e ainda
ser escolhida quaisquer outras que sejam necessarias, podendo combinar diferentes opcdes.

Para isso, € necessario apenas escolher a aba “Incluir tarefa”, conforme mostra a Figura 23.
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Figura 23 - Opgdes para incluir novos elementos na Folha de Trabalho

Texto Video

Geolebra Imagem

Web Arquivo PDF I
2
;

Cuestio

Fonte: o autor

Ao escolher a opcdo GeoGebra, pode ser utilizado um applet que ja esteja em uma
conta do GeoGebra publicada por outros membros, ou pode-se buscar no desktop. O applet
sera carregado na Folha de Tarefa, e ainda podera ser modificado ou ajustado seu tamanho,

conforme mostra a Figura 24.

Figura 24 - Configuracgdes para o applet inserido na Folha de Trabalho

Arraste um arquivo aqui para envid-lo, ou | Substituir Applet |
1200 x 600 Modificar applet
Configuraces Avancadas...
Largura 1200 Altura 600 Modificar escala

Preservar proporgio

Permitir o uso do bot3o direito do mouse, do zoom e da Exibir barra de menus
edi¢do pelo teclado

Permitir que os rétulos possam ser movidos Exibir barra de ferramentas
Exibir icone para reiniciar a construgio Exibir campo de entrada
Permitir o uso da tecla SHIFT para arrastar e ampliar Exibir Barra de Estilo

GeoGebra App GeoGebra Classic v

| Feito ‘ Cancelar

Gravar & Fechar Cancelar

Fonte: o autor

A qualguer momento, enquanto esta sendo editada a atividade podem ser gravadas ao

selecionar a opcdo <22 Caso deseje visualizar como os membros acessam, basta ir na aba

o

= A Folha de Trabalho pode ser compartilhada acessando a aba , suas opcdes estdo
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elencadas no Quadro 2. Ou entdo, acessando a op¢do * , que outras opgOes para a Folha de
Trabalho poderdo ser utilizadas, todas as op¢des estdo elencadas no Quadro.

Quadro 2 - Opc¢des disponiveis para o proprietario na Folha de Trabalho
Quem pode acessar? Opcodes visiveis

Gravar = :;: E

) ) Compartilhar

Opcdes para proprietarios o
Copiar Atividade
e membros do grupo que

tenham permissdo para Detalhes

editar a Folha de Trabalho. Baixar

Configuragdes de Acesso

Apagar

QO < i
Compartilhar

Editar Atividade

Opcdes disponiveis para o )
Abrir com GeoGebra App

proprietarios, membros do ) _
Acrescentar 3 um Livro

rupo, ou para usuarios do _ -
grup P Copiar Atividade

GeoGebra Tube acessam a

atividade. Detalhes
Baixar

Configuragdes de Acesso

Apagar

Fonte: o autor

Cada uma das opg¢des mostradas no Quadro 2, sdo discutidas no Quadro 3, quanto suas

possibilidades para cada icone, discutindo como podem ser exploradas e aproveitadas.
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Quadro 3 - Algumas opc¢0es disponiveis para proprietarios, membros e visitantes da Folha de Trabalho

Opcéo O que pode ser feito:
Essa opgdo permite compartilnar com outro
grupo, que pode ser algum ja existente ou criar
um novo grupo. Ou ainda, compartilhar o link
Compartilhar da atividade no Facebook, Twitter, Google+,

Google Classroom, entre outros. Ou entdo, pode
ser encaminhada via e-mail, sendo preciso

inserir o destinatario.

Acrescentar a um Livro

Se preferir organizar um livro com diferentes
atividades, pode acrescentar apenas a Folha de
Trabalho ao livro on-line, também criado na

plataforma do GeoGebra.

Abrir com GeoGebra App

Em uma versdo Web, é possivel utilizar apenas

0 applet em uma versao virtual do GeoGebra.

Editar Atividade

Essa opcdo € possivel para apenas proprietarios
e membros com permissdo para editar, podem
ser acrescentados, editados ou mesmo excluidos

quaisquer itens da Folha de Trabalho.

Vocé pode copiar o material caso deseje

modifica-lo ou traduzi-lo, mesmo utilizando

Copiar Atividade . o o .
essa opcgédo, a referéncia do autor original ir4
aparecer.

Os detalhes como, por exemplo, dia de criagéo,

Detalhes

nome do autor, tipo de material serdo exibidos.

aalxar

Caso prefira baixar para fazer uso em modo off-

line € possivel fazer o download para o desktop.

Configuragdes de Acesso

Nessa opg¢éo é possivel disponibilizar a Folha de
Trabalho: em modo publico, nesse caso, fica
visivel a qualquer pessoa que tenha conta no
GeoGebra Tube; ou compartilhar via link, que
apenas € possivel ver acessada com o enderego

eletrbnico; ou entdo, deixar modo particular,
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para que apenas O proprietario e os membros

tenham acesso.

Caso o proprietario ou outro membro que tenha
Apagar permissdo para fazer edigdo no grupo, pode

excluir a atividade

Fonte: o autor

Na préxima secdo sdo apresentadas tarefas elaboradas na perspectiva do Ensino
Hibrido, bem como, sdo apontados em cada Folha de Trabalho quais os objetivos e como

poderiam ser propostas.
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4. TAREFAS SOBRE TOPICOS DE INTEGRAIS PARA COMPOR
UMA PROPOSTA HIBRIDA DE ENSINO

As tarefas que compdem essa secdo foram repensadas e/ou reelaboradas a partir da
primeira versédo, a qual foi aplicada em condigdes reais de ensino (SILVA, 2019). A partir das
primeiras trés tarefas, foram pensadas e desencadeadas novas atividades, como, por exemplo,
utilizando um mesmo ou elaborando um novo applet.

O intuito dessa secdo é apresentar propostas de tarefas por meio de Folhas de
Trabalho, que estdo organizadas e apresentadas por conteudo, ou ainda, por applet. Caso o
professor, a professora, queira utilizar uma tarefa, pode vincula-la ao seu Grupo, conforme
explicamos na se¢do 3.1. Uma outra opg¢éo seria apenas fazer uso do applet, e, a partir dele,
propor um novo encaminhamento, visto que cada Folha de Trabalho permite
compartilhamento, ou entdo, fazer o download de toda tarefa, ou ainda, apenas do applet.

Cada Folha de Trabalho mostra um encaminhamento possivel. Porém, permite que o
professor, a professora, possa customizar e fazer as alteracOes e adaptacdes que julgar
necessarias para sua realidade, considerando os objetivos que deseja alcancar.

Para que o professor, a professora, compreenda como cada Folha de Trabalho foi
pensada pelo pesquisador é que sdo mencionados o0s objetivos em cada tarefa, bem como a
forma com que ela pode ser implementada em sala de aula, seguindo os encaminhamentos do
Ensino Hibrido.

Na sequéncia, sdo apresentadas as Folhas de Trabalhos conforme foram pensadas para
serem propostas em uma abordagem hibrida. Ao final de cada Folha de Trabalho é proposta
uma questdo para que o membro possa deixar comentarios, duvidas e sugestfes quanto a

manipulagdo do applet e resolucéo das questdes propostas.

4.1. NOCAO INTUITIVA DA SOMA DE RIEMANN: FUNCAO
DENSIDADE DA DISTRIBUICAO NORMAL

Professor (a), essa Folha de Trabalho permite explorar os conceitos da Soma de
Riemann, como o Método da Exaustdo para encontrar a soma superior ou a soma inferior da

regido limitada pela curva e pelo eixo Xx.
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Essa tarefa pode ser explorada em sala de aula, no entanto, é recomendavel que
apresente os conceitos iniciais, como na Figura 25 e Figura 26, e assim explore o applet em
aula com algumas funcdes, permitindo que os alunos observem o comportamento do resultado

da integral na soma superior e inferior.

Figura 25 - Conceitos do Método da Exaustao (a)
¥ O PROBLEMA DA AREA

Muitas civilizages primitivas conheciam as férmulas para a drea de poligonos como qua-
drados, retangulos, tridngulos e trapézios. Contudo, os matematicos primitivos se deparavam
com muitas dificuldades para encontrar férmulas para a drea de regides com contornos curvi-
lineos, das quais o circulo € o exemplo mais simples.

O primeiro progresso real no trato com o problema geral da drea foi obtido pelo matemati-
co grego Arquimedes, que obteve dreas de regides delimitadas por arcos de circulos, pardbolas,
espirais e virios outros tipos de curvas, usando um procedimento genial mais tarde denominado
método de exaustdo. Esse método, quando aplicado ao circulo, consiste na inscri¢iao de uma su-
cessio de poligonos regulares no circulo, permitindo que o niimero de lados dos poligonos cres-
ca indefinidamente (Figura 5.1.1). A medida que cresce o niimero de lados, os poligonos tendem
a “exaurir” a regido do circulo e suas dreas se aproximam cada vez mais da drea exata do circulo.

Para ver como isso funciona numericamente, denote por A(n) a drea de um poligono
regular de n lados inscrito em um circulo de raio 1. A Tabela 5.1.1 mostra os valores de A(n)

Fonte: Anton (2014, p. 316)

Figura 26 - Conceitos do Método da Exaustéo (b)

Tabela 5.1.1

n Aln)

100 3,13952597647
200 314107590781
00 3,14136298250
400 314146346236
500 314150997084
1LODD 314157198278
2000 314158748588
3000 314159035683
4000 314159136166
5.000 3, 14159182676

10.000 3, 14159244688
Figura 5.1.1

com virias escolhas de . Observe que, com valores grandes de nr, como € de esperar, a drea
A(n) parece estar proxima de o (unidades de drea). Isso sugere que, para um circulo de raio 1,
o método da exaustio ¢ equivalente a uma equagdo da forma
lim A(m) =n
Prpg
Como os matemdticos gregos suspeitavam muito do conceito de “infinito”, eles evi-
ay tavam seu uso em argumentos matemdticos. Desse modo, o cdlculo de dreas pelo méto-
v =y dode exaustdo ers um procedimento muito complicado. Acabou ficando para Newton e
Leibniz a descoberta de um método geral de obtengdo de dreas que utilizasse explicita-
mente a nogio de limite. Discutiremos o método desses matematicos no contexto do pro-
blema seguinte.

5.5L1 o rrosema pa ares  Dada uma fungdio f continua ¢ ndo negativa em um in-
tervalo [a, b). encontre a drea da regido entre o grifico de f e o intervalo |a, &) no e1xo x
(Figura 5.1.2).

Fonte: Anton (2014, p. 317)
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O applet disponivel nessa Folha de Trabalho foi elaborado pelo pesquisador e esta
disponivel para acesso e download. A tabela de probabilidade da Distribuicdo Normal (Z) esta
disponibilizada com a fonte.

A tarefa, disponivel em: <https://ggbm.at/egnbekts>, foi proposta na pesquisa

seguindo os encaminhamentos do laboratério rotacional (BACICH, TANZI NETO,
TREVISANI, 2015), em que, no primeiro momento, foram discutidos 0s conceitos e
resolvidos alguns exemplos. Em seguida, foi proposta essa Folha de Trabalho, no intuito de

dar continuidade ao estudo iniciado na aula, em uma abordagem virtual.

Quadro 4 - Folha de Trabalho para explorar o Método da Exaustéo

INTEGRACAO

Problema da éarea:

Dada uma funcéo f continua e ndo-negativa em um intervalo [xl,, xz], encontre a area da

regido entre o grafico de f e o intervalo [x;, x,].

O método dos retdngulos para encontrar areas:
Utilizando o método da exaustdo de Arquimedes da seguinte maneira:

e Dividir o intervalo [x;, x,| em n subintervalos iguais e em cada um deles construir
um retdngulo que se estende desde o eixo x até algum ponto da curva y = f(x)entre o
subintervalo.

e Para cada n, a area total dos retdngulos pode ser vista como uma aproximacdo a area
sob a curva acima do intervalo [xl,,xz]. Além disso, fica intuitivamente evidente que,
qguando n cresce, essas aproximacoes irdo se tornar cada vez melhores e tender a area
exata como um limite. Assim, se A denota a &rea exata sobre a curva entdo, A, denota

a aproximacao de A usando n retangulos.

InstrucOes para uso do recurso do GeoGebra:

e Inserir a funcdo, no campo de entrada f (x);

e Ajuste o valor inicial “a” e o final “b”, nos controles deslizantes, para o intervalo
[xl,: xz];

e No botao “exibir soma”, tem a op¢ao de exibir a soma superior ¢ a soma inferior para o

método da exaustio;



https://ggbm.at/egnbekts
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e E no campo de entrada “n”, ¢ possivel inserir a quantidade de retangulos para

aproximar com a rea abaixo da curva da funcdo f(x) e acima do eixo Xx.

Figura 1 — Recurso para a tarefa 1
METODO DA EXAUSTAQ

Os campos f(x) e n podem ser alterados

T f(x)= In(x / 2)
6 n= 200
— . a=-2
5 [ exibir soma,_ .- P,
b=5
4 ) *
_J exibir SDmaSUDeinf

| /'//

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 /f’2 3 4 5 3 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/g6zybt5a>

Fonte: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/gytuaajg>

Quadro 5 - Folha de Trabalho para a Funcéo Densidade da Distribuicdo Normal

Distribuicdo Normal - fungdo densidade

A funcdo densidade da distribuicdo Normal (Z), definida por

P Gk e . ) ,
f(x)=—=e 2\¢/ = —=-¢ 2\1/, é uma funcdo continua, a qual é representada por
o\2r (2m) /2

meio de uma curva simétrica em relacdo a media (x). O ponto méximo de f(x) € o ponto
X=u.

A probabilidade, nessa distribuicdo, é representada pela area abaixo da curva, com
ponto inicial X; =0 e o ponto final x; = b, sendo b maior que zero. A distribui¢do normal,
como é comumente denominada, é de grande importancia na area de Estatistica e,
normalmente, os livros trazem como anexo uma tabela de probabilidade. No entanto, os
valores da tabela podem ser obtidos com a aproximacdo desejada a partir da soma de
Riemann. Na distribuicdo Normal (Z) é considerado:

. A média (u);
. O desvio padrdo (o);

. Os parametros, x; e x, do intervalo que se deseja conhecer a probabilidade.



https://ggbm.at/g6zybt5a
https://www.geogebra.org/m/gytuaajg
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Figura 2: Tabela de probabilidade da distribuicdo Normal (Z)

Z | 000 o001 o002 003 004 005 006 007 008 0,09

0,0 0,0000 00040 00080 00120 001680 00199 002389 0027 00319 00359
0,1 0,0398 00438 00478 00517 00557 0,059 00838 00675 00714 00753
0,2 0,0793 00832 00871 0090 00948 00987 01026 01064 01103 01141
0,3 01179 01217 01255 01293 01331 01368 0,14068 01443 01480 01517
0.4 01554 01591 01628 01684 041700 ©OA736 01772 01808 01844 0,1879
0.5 01915 01950 01985 02019 02054 02088 02123 02157 02190 02224
0.6 02257 02291 02324 02357 02389 02422 02454 02486 02517 02549
0,7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 02852
0.8 02881 02910 0,2939 02967 02995 03023 023051 03078 023106 03133
0,9 03159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 03385 0,/3389
1,0 03413 03438 034681 03485 03508 03531 03854 03577 03828 03621
1.1 03643 03665 03686 03708 03729 03749 03770 0370 03810 03830
1,2 03849 03865 (03888 03907 03925 03944 03962 03980 038597 04015
1.3 04032 04045 04066 04082 04098 04115 04131 04147 0M62 04177
1.4 04192 04207 04222 04238 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 044068 04418 04429 04441
1.6 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 04545
1.7 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 04641 04649 04656 04664 04671 04678 046868 04693 04699 04706
1.9 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04756 04761 04767
2,0 04772 04778 04783 04788 04793 04798 04803 04808 04812 04817
2.1 04821 04826 04830 04834 04838 04842 04848 04850 04854 04857
22 04861 04864 04868 04871 04875 04878 04881 04884 04887 04890
23 04893 04886 04898 04901 04904 04906 042089 04911 04913 04916
2.4 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 04936
25 04938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04949 04951 04952
26 04953 04955 04956 04957 04959 049680 049681 04962 04963 04964
2.7 04965 04966 04967 04958 04969 04970 04971 04972 04973 04974
28 04974 04975 04976 04977 04977 04978 04579 04979 04980 04981
29 04981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 04985 04986 04986
3.0 0,4987 04987 04987 04988 04988 04989 04989 04989 04990 04990
| 04990 04991 04991 04991 04992 04992 04992 04992 04993 04993
3.2 04993 04993 (04994 04994 04994 04994 04994 04995 04995 04995
33 04995 04995 (04995 04996 04996 04996 04998 0499 04996 04997
34 0,4997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04998
35 04998 049898 (04998 04998 04998 04998 04998 04998 04998 04998
3.6 04998 04988 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999
3.7 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999
3.8 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999 04999
39 05000 05000 05000 O05000 OS5000 O5000 05000 O5000 O5000 O5000

Fonte: Estatistica Aplicada — Engenharia Alimentar. Disponivel em

<http://w3.ualg.pt/~eesteves/docs/TabelasEstatistica_08.pdf>

Acesso em 10 de maio de 2018.



http://w3.ualg.pt/~eesteves/docs/TabelasEstatistica_08.pdf
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Figura 3 — Applet para fungéo densidade de probabilidade

p=0 Fungéo Densidade de Probabilidade
1 Lpsgnd 1 2
o=1 ) = e 3 = e (1)
( oV (2m)
X;=0
X.=1 N:70

1
Soma, = 0.34022
Somay = 0.34246

Fonte: https://ggbm.at/xmkemkg9

ATIVIDADE 1:

Com média igual a zero e desvio padréo igual a 1, explore cada item no recurso digital
(GeoGebra) e compare o resultado obtido com a tabela da distribuicdo Normal (Z).

a) P(0<x<0,5)

b) P(0<x<0,6)

c) P(0<x<3)

d) P(O<x<4)

e) P(0<x<0,5)

Para cada item acima, escreva o resultado obtido no recurso e o numero de retangulos (N)

que ficou mais préximo do valor fornecido na tabela (aproximacéo até a 42 casa decimal)

ATIVIDADE 2:
Qual seria o valor de "a", em P(0< x < «), de modo que a probabilidade seja igual a 0,5

(meio). E indique o nimero “n” de retangulos necessarios para obter tal resultado.

ATIVIDADE 3:
Comente sobre sua experiéncia (positiva e/ou negativa) com a realizacdo dessa atividade.

Houve dificuldade?

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/egnbekts>



https://ggbm.at/xmkemkq9
https://ggbm.at/egnbekts
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4.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo permite explorar a integral definida e
compreender a relacdo entre o célculo diferencial e o calculo integral.

Utilizar um applet que represente essa integral possibilita propor guestionamentos e
reflexdes em relacdo a compreensdo do conceito. O applet que foi inserido nas Folhas de
Trabalho é um recurso elaborado por Lemke (2017) para sua pesquisa de mestrado. O recurso
disponibilizado pela autora foi adaptado para compor as Folhas de Trabalho dessa se¢éo.

A Folha de Trabalho: Teorema Fundamental do Calculo (ver p. 41) foi proposta na
pesquisa com as mesmas atividades e com o0 mesmo applet, disponivel em:

<https://www.geogebra.org/m/fkurttvy>. Essa permitiu que outras questdes fossem pensadas

para compor novas tarefas no ambiente virtual.

E interessante, em um primeiro momento, que sejam discutidos os conceitos, como
por exemplo, 0os que constam nas Figuras 27 e 28, que permitem enunciar o Teorema
Fundamental do Calculo (ANTON, 2007, 2014). Este processo pode anteceder a Folha de

Trabalho para auxiliar na compreensao dos alunos quanto aos conceitos.

Figura 27 - Conceitos sobre o Teorema Fundamental do Calculo (a)
as B OTEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

v=1n  Como nas seqOes anlerores, comegumos supondo f ndo negativa ¢ conlinua ¢m um mntervilo
|a. b} nesse caso, @ drea A sob o grifico de f acima do intervalo [a, b| € representada pela
integral defimda

A >
\—/ f(x)dx (1

(Figura 5.6.1)
Figura 5.6.1 A discussio do método da antidenvada na Segio 5.1 sugere que, s¢ A(x) for a drea sob

o grifico de fde a até x (Figura 5.6.2), entio
« A'(x) = f(x)
» Ala)=0( A &ree sob a curva de g mi€ @ ¢ 2 Arca acima de um Geeco ponto ¢, porumnto, ¢ 2ero
s A=A A hrea sob o curva de g alé e A

A formula A'(x) = f(x) afirma que A(x) € uma antiderivada de f(x), o que implica que qual-
quer antiderivada de f(x) em [a, b] pode ser obtida acrescentando-se uma constante a A(x)

Consequentemente, seja
Flx) = Alx) + (
uma antiderivada qualquer de f(x). Subtraindo Fla) de Fib), oblemos

Figura 5.6,2 Fiby-Fla)y=|Ab)+ Cl— JAla)+ Cl=Ab) - Ala)=A-0=A

Fonte: Anton (2014, p. 362)


https://www.geogebra.org/m/fkurttvy
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Figura 28 - Conceitos do Teorema Fundamental do Calculo (b)
Logo, (1) pode ser expressa como

b
f(x)dx = F(b) — F(a)

va

Em palavras, essa equagdo afirma:

A integral definida pode ser calculada encontrando-se uma antiderivada do integrando e,
entdo, subtraindo-se o valor dessa antiderivada no extremo inferior de integra¢do de seu
valor no extremo superior de integragao.

Embora esse resultado tenha sido obtido sujeito & hipdtese de que f¢€ ndo negativa em |[a, b],
essa hipétese nao ¢ essencial,

5.6.1 T1eEOREMA  (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 1) Se [ for continua em
la. b] e F for uma antiderivada de f em |a, b), entdo
b

f(x)dx = F(b) — F(a) (2)

Ja

Fonte: Anton (2014, p. 363)

Além dos conceitos que podem ser abordados em aula, o professor pode sugerir videos
para que os alunos assistam, ou pode solicitar que procurem por videos que permitam
complementar as tarefas e sanar as ddvidas que possam surgir. Ou ainda, para auxiliar com as
aulas.

A seguir, sugerimos videos da Khan Academy? - uma organizagio educacional que
tem por finalidade contribuir com educadores e estudantes por meio de materiais disponiveis
gratuitamente, tais como exercicios e videos de instrucdo para diferentes disciplinas. Os

videos estdo disponiveis em: <https://youtu.be/CSIS|Vg00TA>

2 https://pt.khanacademy.org



https://youtu.be/CSISjVq00TA
https://pt.khanacademy.org/

Figura 29 - Video para o Teorema Fundamental do Calculo

@ Teorema fundamental docal.. ° ~»

‘ a= F(t) k() :Aﬁs;iéj’imjstzrﬁd) rtilhar
A I o, by

1/ A o i o
—Teorema fundamentaldo

: o RaTed. ceren o

[ R O

f)
{ 'LW\ )
/

g ' P infia
o) = (s, GALCUILO T arter1)

( ( ( w X \A’L

)

Fonte: Disponivel em <https://youtu.be/CSISjVg00TA>
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Um outro video que pode ser deixado para estudo, como sugestdo, para compreender

um pouco sobre a primitiva da funcdo trigonomeétrica: a tangente.

Figura 30 - Video para estudo da tangente pelo Teorema Fundamental do Célculo

Fonte: Disponivel em <https://youtu.be/XTBdggOq7BM>



https://youtu.be/XTBdggOq7BM
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Teorema Fundamental do Calculo

Professor (a), essa tarefa explora alguns conceitos iniciais sobre o Teorema
Fundamental do Célculo, e pode ser proposta seguindo os encaminhamentos da sala de aula
invertida (EDUCAUSE, 2012; BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). Se optar por
essa abordagem, € necessario disponibilizar aos estudantes algum material que possa ajudar e
contribuir para estudo dos conceitos, ou que possa servir como auxilio para as tarefas.

Uma sugestdo de material, como sugestdo, é apresentada no site Khan Academy,
disponivel em: <https://youtu.be/JYZy4pmT _ml>

As primeiras trés questbes da Folha de Trabalho tém por intuito permitir que o
estudante explore o applet para assinalar a resposta correta em cada questdo. A quarta questao
tem por finalidade que o estudante escreva, de forma sucinta, 0 que compreendeu sobre 0s
conceitos. A partir dessa resposta, o professor pode dar um feedback, com indagacdes quanto
a resposta dada. E, para a aula presencial, utilizar essas respostas para planejar quais

encaminhamentos serdo dados para discutir o contetdo.

Quadro 6 - Folha de Trabalho para o Teorema Fundamental do Célculo

Por meio do applet, explore os itens a seguir:

» Janela de Visualizagdo 2 X[ » Janela de Visualizagio X
. ¥
Teorema Fundamental do Calculo °
Se f:a,b] — R for continua em [a,b), entdo
5
/ fla)dz = G — Cla)
'
onde G ¢é qualquer primitiva de f, +
isto ¢, uma fungae tal que G' = §
3
f(x)=x
a
2
a=0 —.—
b
b=0 e f
[a, b] = [0,0] x
-8 -7 -5 gl -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 8 7 B8 ]
Primitiva :
. 1 2 4
Gz)=, = +C
2
b § o L § -2
/ f@)dz = G(z)| = G(b) - Gla)
El
0
" 1
f/\.;m ==z =0
o "
K
Entrada

Caso precise estudar um pouco sobre o Teorema Fundamental do Calculo, acesse esse

material do Khan Academy, acessando o link: <https://pt.khanacademy.org/math/ap-

calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-7/a/proof-of-fundamental-theorem-of-calculus>



https://youtu.be/JYZy4pmT_mI
https://pt.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-7/a/proof-of-fundamental-theorem-of-calculus
https://pt.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-7/a/proof-of-fundamental-theorem-of-calculus
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1) Qual das alternativas abaixo € uma solucédo para I x2dx

X
( )3
( ) 2x2
( )RS
X3
( )3

2) Qual a opcdo correta para I 4dx

( ) 4x+cC
( ) 2x2+cC
( ) X+4
( )ﬁ

4

3) Marque a alternativa correta para a inzdx
X

1
C )3

1
( )5

3
( )2
( )1

4) Escreva, com suas palavras, sobre o Teorema Fundamental do Calculo.

5) Espaco para comentarios, dividas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/dbgh8ams>



https://www.geogebra.org/m/dbgh8ams
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Relacéo entre Integral Definida e Area: f(x) = x

Professor (a), essa tarefa tem por intuito explorar a simetria entre os intervalos, de
forma que o estudante, durante a manipulacéo, perceba que a integral definida nem sempre
representa a area, isso é possivel apenas quando a funcéo é positiva no intervalo dado.

O applet disponivel permite a visualizacdo geométrica da regido delimitada pela
funcdo, o intervalo fechado [a, b] e 0 eixo X.

Essa Folha de Trabalho pode ser explorada em formato de laboratorio rotacional
(BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015), em que o professor pode orientar os alunos a
explorar algumas funcdes, alterando o intervalo para que se familiarizem com o applet, em
seguida, pode propor essa tarefa, com intuito de interpretar algumas propriedades, tais como:

“Se f(x) for integravel em um intervalo fechado contendo os trés pontos a, b e c,
entdo fab f(x)dx = j: f(x)dx + fcb f(x)dx, ndo importando como 0s pontos estejam

ordenados”, conforme ilustra a Figura 31 e “Se f(x) for uma funcdo continua no intervalo

[a,b], definimos a area total entre a curva y =f(x) e o intervalo [a,b] como

areQprqr = f:’ |f(x)|dx”, como ilustra a Figura 32.

Figura 31 - Area da regifio abaixo da curva em um intervalo fechado
AV

- {
¥ “};

Y=

a C b
Fonte: Anton (2014, p. 357)




Figura 32 - Area da regido entre a curva e 0 eixo x em se¢des

y=f(x)
A A

a b

a

(b)

Areatotal = A, + A, + Ay,

Fonte: Anton (2014, p. 367)

Quadro 7 -Folha de Trabalho para a Funcgéo f (x) = X
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Segue o0 applet para auxiliar na resolucéo das questdes a seguir:

» Janela de Visualizagio 2 54 | » Janela de Visualizacio
. ¥
Teorema Fundamental do Calculo °
Se f:|a,b] — R for continua em [a,b], entdo
5
b
f f(2)dz = GB) — Gla)
'
onde G ¢ qualquer primitiva de f, 4
isto é, uma fungio tal que G'= f
3
flx)=x
2
2
a=0 —.—
b
b=0 . f
[a, b] = [0,0]
8 7 =] 5 4 -3 2 1 1 2 3 4

Primitiva :

G(I):% =? +C

/" F)de = G(z) o G(b) - Gla) 2
0 L, { N
ﬁ(.}]r[}:ij’“:ﬂ .
"
Entrada:
~
QUESTAO 1

Considere a funcdo f(x) = x , para responder cada item a seguir:

a) Qual o resultado da f; f(x)dx?
b) Qual o valor da f;f(x)dx?

c) Calculea f_ozf(x)dx
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d) Qual o valor da jif(x)dx?
e) Calcule jlf(x)dx

f) Encontre o valor da f_zzf(x)dx.

QUESTAO 2
Em relacdo aos itens (e) e (f) da Questdo 1, vocé percebeu que em ambos apareceu o valor

zero como resultado final? Interprete esse resultado.

QUESTAO 3
Em relacdo aos resultados obtidos nos itens (e) e (f), que propriedade poderia ser utilizada
para calcular a area nesse intervalo? Em que circunstancias podemos afirmar que a integral

definida representa a area de uma regido?

QUESTAO 4
Espaco para comentérios, dividas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/tucjzz9x>



https://ggbm.at/tucjzz9x
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Relacéo entre Integral Definida e Area: f(x) = x°

Assim como na Folha de Trabalho anterior, essa tarefa também tem por finalidade
explorar a ideia de que o resultado da integral definida nem sempre representa a area total em
dado intervalo.

Essa Folha de Trabalho pode ser explorada em formato de laboratério rotacional
(BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015), juntamente com as propriedades
mencionadas na Folha de Trabalho anterior, tais como:

“Se f(x) for integravel em um intervalo fechado contendo os trés pontos a, b e c,
entdo fab f(x)dx = jac f)dx + fcb f(x)dx, ndo importando como 0s pontos estejam

ordenados”, conforme ilustra a Figura 31 e “Se f(x) for uma funcdo continua no intervalo

[a,b], definimos a area total entre a curva y =f(x) e o intervalo [a,b] como

, b . . .
areeoeq = [ |f(x)|dx”, como ilustra a Figura 32.

Quanto a questdo 2, nessa tarefa, é interessante dar um feedback, perguntando se

durante a resolucédo os alunos perceberam que os itens (c) e o (f) se anulam, quando calculado.

Quadro 8 - Folha de Trabalho para a Fungéo f(x) = x3

Para explorar as questBes a seguir, utilize o applet para ajudar

» Janela de Visualizagéo 2 [ » Janela de Visualizacio X

Teorema Fundamental do Calculo

Se [ : |a.b] — R for continua em [a.], entio

/ f(z)dz = G(b) - G(a)
4
B
f(x)=
] 2
a=0 \
b
b=0 *® '
[a,b] = [0,0] X
5 13 5 % T 5 = 4 i 2 3 } 5 3 7 3 5
Primitiva:
iy 1
Glz)=1 = +C
2
/ fx)de = G(z)| =GB — Gla) =

Entrada:
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QUESTAO 1

Em relacéo a fungdo £ (x) = x>, responda cada item a seguir:

a) Encontre o valor da f_OL5 f(x)dx?
b) Qual o resultado da fol’sf(x)dx?
¢) Qual o valor da f_lf5f(x)dx?

d) Calculea [*, _ f(x)dx?

e) Qual o valor da j00’5f(x)dx?

f) Calcule a f_();fsf(x)dx?

QUESTAO 2
O resultado dos itens (c) e (f) representam a area da regido abaixo da curva? Interprete 0s
resultados e, usando integral definida, escreva uma expressdo que representa a area total em

um intervalo em que a funcdo dada é simétrica.

QUESTAO 3

Espaco para comentarios, duvidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/s8ghfgja>



https://ggbm.at/s8ghfgja
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Movimento de uma particula

As tarefas desta Folha de Trabalho foi adaptada do livro de Célculo do Anton (2014,
p. 376-377) para ser explorada geometricamente. As questfes propostas tem por finalidade
discutir e explorar no applet a familia de solucdes, dada a funcdo do movimento de uma
particula. Entretanto, podem ser propostas e exploradas outras funcgdes similares.

Uma ressalva é que no estudo do movimento de uma particula a variavel independente
é em funcéo do tempo, em geral indicada por t, entretanto, a janela grafica do GeoGebra tem
como padrdo o uso da variavel x. Entdo para essa Folha de Trabalho a variavel x serad adota
para representar o tempo.

Uma discussdo que pode ser feita para essa Folha de Trabalho, é que usamos a
derivada para definir as no¢Ges de velocidade e aceleracdo instantaneas para uma particula em
movimento retilineo. Da mesma forma se fazem necessarios conceitos sobre antiderivada, ou
integral, dependendo da funcdo que é conhecida. Assim, é importante o estudo dos conceitos
indicados na Figura 33, Figura 34 e Figura 35.

Figura 33 - Movimento retilineo revisto usando integracao (a)
B ENCONTRANDO POSICAO E VELOCIDADE POR INTEGRACAO

Lembre que, na Se¢do 4.6 (ver Férmulas (1) e (3)), vimos que, se uma particula em movimen-
to retilineo tem uma fun¢do posicdo s(¢), entdo sua velocidade e aceleracido instantaneas sdao
dadas pelas férmulas

v =s"(t) e alt)y=v'(1)

Segue dessas férmulas que s(r) € uma antiderivada de v(#) e que v(f) € uma antiderivada de
a(t), ou seja,

s(1) =/u(l)¢1r e v(r) =/u(!)d! (1-2)

Fonte: Anton (2014, p. 376)

Figura 34 - Movimento retilineo revisto usando integracéo (b)
B CALCULANDO DESLOCAMENTO E DISTANCIA PERCORRIDA POR INTEGRAGAO
Lembre que o deslocamento de uma particula em movimento retilineo ao longo de um in-
tervalo de tempo € sua coordenada final menos sua coordenada inicial. Assim, se a fun¢do

Fonte: Anton (2014, p. 376)
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Figura 35 - Movimento retilineo revisto usando integracgéo (c)
posicdo da particula for s(7), entdo seu deslocamento ao longo do intervalo de tempo [#, ;] €
s(t)) — s(1p). Isso pode ser escrito em forma integral como

deslocamento h Ul
a0 longo do :/ v(t)dt =/ s'()dt = s(ty)) — s(to) 3)

intervalo [1, 1] to o

No entanto, para encontrar a distdncia percorrida pela particula ao longo do intervalo de
tempo [7, 1;] (ou seja, o total da distancia percorrida no sentido positivo mais a distancia
percorrida no sentido negativo), precisamos integrar o valor absoluto da fun¢do velocida-
de, ou seja,

distancia total percorrida i

em um intervalo de — |U(I)| dt 4)
tempo [7. 1] fo

Como o valor absoluto da velocidade € a velocidade escalar, podemos, informalmente, resu-

mir as Férmulas (3) e (4) como segue.

Integrando a velocidade ao longo de um intervalo de tempo, obtemos o deslocamento;
integrando a velocidade escalar ao longo de um intervalo de tempo, obtemos a distancia
percorrida.

Fonte: Anton (2014, p. 377)

Essa tarefa pode ser proposta em uma abordagem de sala de aula invertida
(EDUCAUSE, 2012; BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015), e antes da aula o
professor poderd analisar as respostas enviadas pelos membros, dar um feedback para

investigar os conceitos compreendidos no comportamento da particula.

Quadro 9 - Folha de Trabalho do Movimento da Particula

As questdes a seguir foram adaptadas do livro de Célculo Diferencial e Integral do Anton
(2014, p. 376-377) para o estudo do movimento de uma particula. Uma ressalva é que a
variavel independente é em funcdo do tempo (t), entretanto, a janela grafica do GeoGebra
tem como padrdo o uso da variavel x. Entdo para responder as questdes a seguir a variavel x

sera adota para representar o tempo.
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» Janela de Visualizagdo 2 | » Janela de Visualizagio X
. ¥
Teorema Fundamental do Calculo °
Se f: a,b] — R for eont inua em [a,b], entio
[, ] 2.4 s
/ flz)dz = G(b)— G(a)
onde (G ¢ qualguer primitiva de f, 4
isto é, uma fungio tal que G’ = f
a
f(x)=x
a
2
a=0 —
b
b=0 B s .
[a,b] = [0,0] x
1) 7 1) s a4 ) 2 K 1 2 3 4 5 ] 7 6 )

Primitiva:

Gla) = ; 2 +C !
/"](.!'Jl[x =C(x) ’=(.':m7(.'m =
} 3
. 1,
[ @)z = 5 a2 = 0 .
5
Entrada:
~
QUESTAO 1

Uma particula move-se ao longo de um eixo coordenado de tal forma que sua velocidade no
instante t é v(t) = t2 — 2t m/s.
a) Encontre o deslocamento da particula no intervalo de tempo 0 <t < 3

b) Encontre a distancia total percorrida pela particula no intervalo 0 <t < 3.

QUESTAO 2
Resolva os itens a) e b) em seu caderno e insira uma imagem da sua resolugdo. Confirme o

resultado encontrado com os resultados obtidos na Questéo 1.

QUESTAO 3
Espaco para comentérios, davidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/mtm5z3bt>



https://ggbm.at/mtm5z3bt
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Outras Folhas de Trabalho para Integral Definida

As questdes propostas nessa proxima tarefa tém como intuito explorar a integral
definida da funcdo seno, possibilitando ainda discutir conceitos como dominio, imagem e
periodo da funcéo.

Alguns cuidados devem ser tomados para inserir valores nos campos de entrada, como
por exemplo, em nameros decimais: no GeoGebra deve-se utilizar o ponto, ao invés da
virgula (0,5 (meio) deve ser escrito “0.5”); o simbolo m deve ser escrito como “pi” ou “Pi”.

Na segunda questdo, espera-se que o aluno manipule o applet e encontre diferentes
possibilidades para os parametros “a” e “b” e que verifique se esses parametros sdo Unicos ou
ndo, justificando sua resposta. Embora o aluno possa manipular os controles deslizantes e
obter uma boa aproximacao do resultado 1,5, o professor, a professora, pode estimula-lo a
buscar resultados precisos, associando a representacdo algébrica a partir do resultado da
primitiva e uso do Teorema Fundamental do Célculo:
—cos(x) + C|2 = — cos(b) — C + cos(a) + € = 1,5 e escolhendo um valor para a, entdo
b = arccos(cos(a) — 1,5).

Essa tarefa pode ser explorada seguindo os encaminhamentos da sala de aula invertida
(EDUCAUSE, 2012; BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). O professor deve
verificar, antes da aula, as respostas dadas e, a partir delas, planejar os encaminhamentos para

a aula.



Quadro 10 - Folha de Trabalho para a Funcéo Seno
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Explore a funcdo seno, utlizando o applet para auxiliar nas soluctes

» Janela de Visualizagio 2 54 | » Janela de Visualizacio
. ¥
Teorema Fundamental do Calculo °
Se f:a,b] — R for continua em [a,b), entdo
5
/ fla)dz = G — Cla)
'
onde G ¢é qualquer primitiva de f, 4
isto é, uma fungio tal que G'= f
3
f(x)=x
] 2
a=0 +
b
b=0 . 5
[a, b] = [0,0]
8 7 =] 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 [ T B g
Primitiva :
. 1 2 B
Gz)=, = +C
2
b v -2
j flxydz = G(z)| = G(b) — Gla)
El
0
" 1
f/\.!m =- 22 =0
( 4
5
Entrada:
QUESTAO 1

Seja a funcdo f(x) = sen(x), utilize-a para responder cada item a seguir:
a) Calcule [ f(x)dx?

b) Determine o valor da [ f(x)dx

am

c) Calcule o valor de [;> f(x)dx

QUESTAO 2
Considerando a fj f(x)dx = 1,5, quais seriam os valores dos extremos do intervalo

“b”, para obter o resultado dé 1,5? Interprete o resultado

QUESTAO 3

Espaco para comentarios, duvidas e sugestdes sobre essa tarefa.

[YP2]

a €

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/dagyaeeu>



https://ggbm.at/dagyaeeu
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O mesmo applet pode ser usado para propor o estudo de outras fungdes, de acordo

com os objetivos de ensino do professor, da professora. Assim, na mesma linha das Folhas de

Trabalho da secéo 4.2 estdo relacionados os links para tarefas envolvendo outras funcgdes:

Funcéo Seno: <https://ggbm.at/dagyaeeu>

Funcédo Cosseno: <https://ggbm.at/eejpjnsp>

Funcédo Tangente: <https://ggbm.at/g2jkngpu>

Funcdo Exponencial: <https://ggbm.at/tkbskty7>

Funcdo Logaritmica: <https://ggbm.at/frmjruy9>



https://ggbm.at/dagyaeeu
https://ggbm.at/eejpjnsp
https://ggbm.at/q2jkngpu
https://ggbm.at/tkbskty7
https://ggbm.at/frmjruy9
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4.3. INTEGRAL POR SUBSTITUICAO (u e du)

Professor (a), em um primeiro momento, pode-se contemplar os conceitos sobre o uso
da substituicdo para o calculo de integrais, deixando explicito para quais funcdes podem ser
utilizados adequadamente “u” e “du”. As Figuras 34 e 35 mostram os conceitos para a integral
por substitui¢do, os quais foram discutidos durante a aula para a Folha de Trabalho proposta
na pesquisa.

Figura 36 — Conceitos da integral por substituicdo (a)

B SUBSTITUICAO u

O método da substitui¢dao pode ser motivado examinando-se a regra da cadeia do ponto de
vista da antidiferenciacdo. Com esse propdsito, suponhamos que F seja uma antiderivada de
feque g seja uma funcio diferencidvel. A derivada de F(g(x)) pode, pela regra da cadeia, ser
expressa como

i , ,
L F(g(x)] = F'(g(x))g'(x)
dx

Fonte: Anton (2014, p. 332)

Figura 37 — Conceitos da integral por substituicao (b)

e, em forma integral, ser escrita como

f F'(gx)g'(x)dx = F(g(x))+ C (1
ou, ainda, uma vez que £ ¢ uma antiderivada de f,

f flgx)g'(x)dx = F(g(x)+C (2)

Para nossos propésitos, serd titil tomar u = g(x) e escrever du/dx = g'(x) na forma diferencial
du = g'(x) dx. Com essa notacdo, (2) pode ser expressa como

/f(u)du = F(u)+C (3)

O processo de calcular uma integral da forma (2) convertida na forma (3) com a substituicao
u=gx) e du=g'(x)dx

¢ denominado métedo da substitui¢cao u. Aqui, nossa énfase ndo ¢ a interpretagio da expres-
sdo du = g'(x) dx. Em vez disso, a notacdo de diferencial tem a fungdo bésica de servir como
uma maneira conveniente de executar o método da substitui¢dao u. O exemplo a seguir ilustra
como funciona o método.

Fonte: Anton (2014, p. 332)
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Os conceitos da integral por substituicdo podem ser discutidos e explorados, enquanto
se manipula o applet. O Quadro 11 mostra, na integra, a tarefa como foi proposta aos alunos
em Silva (2019).

Quadro 11 — Folha de Trabalho proposta na pesquisa

INTEGRAL POR SUBSTITUICAO —-uedu

Teorema: Seja g uma funcéo diferenciavel e seja o intervalo | a imagem de g. Suponha que
f seja uma funcgéo definida em | e que F seja uma antiderivada de f em I. Entéo,

[ F(9(0)g' ()dx=F(g(x) +¢
Se u=g(x) e du=g'(x)dx entdo:

[ fuydu=F(u)+c

mS  Me Salva! INT09 - Integracao .

tllea[uvlfﬂ;,

INTEGRACAO ”
POR
SUBSTITUICAO
U.DU

Disponivel em: <https://youtu.be/Z-KvGPLA4W3k>



https://youtu.be/Z-KvGPL4W3k
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| =

F(x) =

x‘——3x3+22—? x4 3T x

3
ha
-
=

o) = (o +3)’ “

ixd (x + 3)°

Disponivel em: <https://ggbm.at/wcsyh7tv>

QUESTAO 1:

Em cada questdo a seguir, utilize a janela do GeoGebra acima, inserindo na primeira janela
(& esquerda) a funcéo e a partir dela identifique qual termo sera chamado de “u”. E obtenha
na segunda janela (a direita) a primitiva. E anote o resultado obtido para:

4
1- Calcule I(3X+5) ax

_ 3
2- Calcule I(ZX 5)dx

3- Calcule I( 3x+1)x
1
—dx
4- Determine = (X+9)



https://ggbm.at/wcsyh7tv

58

idx

5- Calcule * 4+Xx

QUESTAO 2:
Comente sua impressdo, quanto a manipulacdo do GeoGebra, as questdes propostas e, quais
observacdes para essa atividade.

Fonte: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/kj3hnedz>

A anélise desta tarefa proposta na pesquisa indicou a necessidade de realizar uma
adaptacdo, pois na primeira versao (Quadro 11) percebemos que a primitiva dada no applet é
expressa na forma expandida, o que ndo facilitou para comparar com a forma reduzida,
normalmente obtida quando se calcula “a mao”. Esta foi uma constatagdo feita pelos alunos
gue nos levou a revisar a construcdo do applet para compor este Produto Educacional. Uma
alternativa foi utilizar a janela de Calculo Simbdlico (CAS) para que, na resolucdo, fosse
possivel indicar quem seria 0 termo “u” e “du”, para que a janela do CAS pudesse mostrar a
primitiva e, no final, o aluno possa indicar a substituicdo para finalizar a resolucdo.

O intuito era a elaboracdo de um applet que resolvesse um abrangente conjunto de
funcbes pelo método da substituicdo. No entanto, encontramos limitacbes que néo
conseguimos resolver em tempo, assim, indicaremos uma relagdo de fungdes cujo applet foi
testado e se mostrou preciso.

Na sequéncia € apresentada a Folha de Trabalho, ja com o applet reformulado.


https://www.geogebra.org/m/kj3hnedz
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Algumas Funcdes Polinomiais

Nesse applet é importante que as funcGes inseridas sejam simples, para que o resultado
dado na janela CAS seja correto. Algumas sugestdes que podem ser utilizadas sao:

¢ f()=(x+5)’
o f)=0@B+x)7"
e f(x)=(R2x+6)°

O applet da Folha de Trabalho inserida no Quadro 12 pode ser usado para propor o
estudo de outras fungbes, como, por exemplo, as que foram citadas acima. Além dessas,
podem ser pensadas em outras e para elas serem elaboradas questbes de acordo com 0s
objetivos de ensino do professor, da professora.

As questdes propostas nessa tarefa (ver Quadro 12) tém como intuito explorar a
primitiva da funcdo polinomial, possibilitando discutir a substitui¢do, inserindo corretamente
“u”, “du”. Professor (), é possivel explorar a relacdo entre a integral e a derivada, solicitando
que o aluno verifique se derivando a primitiva obtém a funcédo f (x).

Uma sugestdo para a tarefa a seguir, € que pode ser explorada em uma abordagem de
laboratério rotacional (BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). Assim o professor
pode realizar essa tarefa no laboratério de informatica, de modo que sejam mesclados o0 uso

do computador e 0 uso de uma lousa.

Quadro 12 - Folha de Trabalho para Algumas Func6es Polinomiais

Esse applet visa ajudar a responder as questdes a seguir. Leve em conta algumas
dicas que ajudardo a fazer um bom uso dele:

Na janela de visualizagdo, é preciso primeiro inserir a fungdo f(x) no respectivo
campo de entrada, assim como, escolher quem serd chamado de "u". Em seguida, “du” sera
calculado e, a partir de “du”, vocé deve indicar quem ¢ “dx” no respectivo campo de
entrada. Observe que apds inserir cada expressdo € necessario “dar enter” para que o applet
execute a expressao inserida. Assim que forem preenchidos os campos de entrada, na janela
de visualizacéo serdo exibidos os graficos da funcdo f(x) e de sua primitiva F(x), ambos
os graficos podem ser escondidos desmarcando o botdo na parte inferior da janela.

Na janela Calculo Simbdlico (CAS) seré exibida a primitiva da funcdo f(x) a partir

de uma programacéo que precisa ser alterada.
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» .Janela de Visualizagdo | | » Cdlcule Simbdlico (CAS) = [X
o a(xr=Substituir(f, p, u*dx
1 1
- a(x) := 3 sen(u)
5
F(x)=Integral(a)
2 1
- F(x) := -3 cos(u) + c3
e Lo Do O D e e e e o e e a e/,
T \F P T NF N T \F T AT & I R
: .U,
2 1
- -3 cos(2 x+3)+c3
-5
4
10 N N
fla) = sen(2 & + 3)
T(¥) = sen2x+ 3)
u=2x+3
15
du=2 dir
dx=112 du
-0 || J | Fen

Considerando a funcéo f(x) = (x + 2)8, que aparece no applet, responda:
a) Qual foi a escolha para o termo “u”, na substituicao?
b) Por qual expressao “dx” foi substituido?

c) Qual é arelacdo entre o grafico de f(x) e o grafico de F(x)?

QUESTAO 2

Considerando a funcdo f(x) = (4 — 3x)° altere adequadamente os campos de entrada no
applet e responda:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substituigdo?

b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Se vocé derivar F(x) o que espera obter como resultado? Justifique.

QUESTAO 3
Resolva a integral [(3x + 2)7° dx “a mio” e insira aqui uma imagem de sua resolugo.
Em seguida use o applet fazendo as substituicdes adequadas, compare as respostas e diga se

sdo equivalentes.

QUESTAO 4

Espaco para comentarios, davidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/yw6ypjkb>



https://ggbm.at/yw6ypjkb

Algumas Funcdes Trigonométricas

Quadro 13 - Folha de Trabalho para algumas Funcdes Trigonométricas
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Esse applet visa ajudar a responder as questdes a seguir. Leve em conta algumas dicas que
ajudaréo a fazer um bom uso dele:
Na janela de visualizacdo, é preciso primeiro inserir a fun¢do f(x) no respectivo campo de
entrada, assim como, escolher quem serd chamado de "u". Em seguida, “du” sera calculado
e, a partir de “du”, vocé deve indicar quem ¢ “dX” no respectivo campo de entrada. Observe
que apo6s inserir cada expressdo é necessario “dar enter” para que o applet execute a
expressao inserida. Assim que forem preenchidos os campos de entrada, na janela de
visualizacdo serdo exibidos os graficos da funcdo f(x) e de sua primitiva F(x), ambos os
graficos podem ser escondidos desmarcando o botdo na parte inferior da janela.

Na janela Caélculo Simbdlico (CAS) sera exibida a primitiva da funcéo f(x) a partir

de uma programacdo que precisa ser alterada.

} .Janela de Visualizagdo | | » Calcule Simbdlico (CAS) = [X
10 a(xr=Substituir(f, p, u*dx

1
- a(x) :== ; sen(u)

F(x)=Integral(a)

1
+ F(x) := — - cos{u) 4 c3
/0O S O 20 0 20 20 00 0 O e 2/, 2
VEDVEAAV VLT Vg VA VAl VD Ve Vg Ve VO V. S

- —% cos(2 x+3)+c3

flz) =sen(2z+3)
T(¥) = sen(2x+ 3)
u=2x+3
du= 2 i

dx=1/2 du

-20 (V] (] Feo

QUESTAO 1
Considerando a funcgéo f(x) = sen(x + 3), altere adequadamente os campos de entrada no

applet e responda:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substitui¢do?
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b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?
¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Se voceé derivar F(x) 0 que espera obter como resultado? Justifique.

QUESTAO 2

Considerando a funcédo f(x) = sen(5x), altere adequadamente os campos de entrada no
applet e responda:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substituicdo?

b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Calcule f£(0) e explique o que essa resposta indica que esta ocorrendo no grafico de

F(x) quando x = 0.

QUESTAO 3

Antes de usar o applet, calcule [ 2cos(5x + 1)dx em um rascunho e, se possivel, insira
uma imagem de seus calculos aqui. Depois responda com auxilio do applet:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substituigdo?

b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Se possivel, insira uma imagem do applet com a resposta encontrada.

QUESTAO 4

Espaco para comentarios, davidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/uweegppr>



https://www.geogebra.org/m/uweegppr
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Algumas Funcdes Exponenciais

A Folha de Trabalho, apresentada no Quadro 14, tém como intuito explorar a integral
da funcdo exponencial, bem como, identificar quem sdo “u”, “du” e explorar a antiderivada
da funcéo.

Recomendamos que tome alguns cuidados: para inserir o “e” no campo de entrada
utilize a caixa de simbolos, que fica localizada no canto direito no campo de entrada; no caso
da fracdo, no GeoGebra pode ser escrita em nimero decimal, e deve utilizar o ponto, ao invés
da virgula (0,5 (meio) deve ser escrito “0.5).

Uma sugestdo para essa tarefa, € que que seja explorada seguindo os
encaminhamentos do laboratério rotacional (BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015).
Assim, podem ser propostas em aula atividades para determinar a primitiva da funcéo
exponencial e, em seguida, propor a Folha de Trabalho para verificar o desempenho dos

alunos.

Quadro 14 - Folha de Trabalho para Func@o Exponencial

Esse applet visa ajudar a responder as questdes a seguir. Leve em conta algumas
dicas que ajudardo a fazer um bom uso dele:

Na janela de visualizagdo, € preciso primeiro inserir a funcdo f(x) no respectivo
campo de entrada, assim como, escolher quem sera chamado de “u”. Em seguida, “du” sera
calculado e, a partir de “du”, vocé deve indicar quem ¢ “dx” no respectivo campo de
entrada. Observe que apds inserir cada expressdo ¢ necessario “dar enter” para que o applet
execute a expressao inserida. Assim que forem preenchidos os campos de entrada, na janela
de visualizacdo serdo exibidos os graficos da fungdo f(x) e de sua primitiva F(x), ambos
os graficos podem ser escondidos desmarcando o botdo na parte inferior da janela.

Na janela Calculo Simbdlico (CAS) sera exibida a primitiva da funcédo f(x) a partir

de uma programagéo que precisa ser alterada.
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} .Janela de Visualizagdo | | » Calcule Simbdlico (CAS) = [X
10 axy=Substituir(f, p, u*dx

1
- a(x) :== ; sen(u)

F(xk=Integral(a)

+ F(x) := —% cos(u) + c3

120 20 20 5 20 20 20 20 20 20 o 2o 2o 0,

CEO VAV VA VIR Vo Y VA VAR Vo Ve VIR V. conetr 0.p)

- —% cos(2 x+3)+c3

flz) =sen(2 2 + 3)
T(¥) = sen(2x+ 3)
u=2x+3
du= 2 da

=112 du

=0 J ) (] Feo

QUESTAO 1

Considerando a funcéo f(x) = e?**1, altere adequadamente os campos de entrada no
applet e responda:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substituigdo?

b) Por qual expressao “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Se voceé derivar F(x) o que espera obter como resultado? Justifique.

QUESTAO 2

Considerando a fungdo f(x) = e 3, altere adequadamente os campos de entrada no
applet e responda:

a) Quem deve ser o termo “u”, na substituigdo?

b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Calcule f£(0) e explique o que essa resposta indica que esta ocorrendo no grafico de

F(x) quando x = 0.

QUESTAO 3

1
Antes de usar o applet, calcule [4ez*dx em um rascunho e, se possivel, insira uma

imagem de seus calculos aqui. Depois responda com auxilio do applet:
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a) Quem deve ser o termo “u”, na substituicdo?
b) Por qual expressdo “dx” deve ser substituido?

¢) Qual a expresséo resultante para F(x)?

d) Se possivel, insira uma imagem do applet com a resposta encontrada.

QUESTAO 4

Espaco para comentarios, davidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/kzbmp3th>



https://ggbm.at/kzbmp3th
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4.4 INTEGRAL POR PARTES

Embora a integral por partes ndo tenha sido elaborada para a coleta e analise de dados
para a dissertacdo (SILVA, 2019), ela foi pensada apos reflexao das trés atividades que foram
implementadas no ambiente virtual.

Essa secdo, composta por diferentes Folhas de Trabalho, apresenta apenas uma
sugestdo para que vocé, professor, possa implementar em sala de aula. A Figura 36, mostra 0s
conceitos que podem ser discutidos inicialmente em aula, antes de propor a Folha de
Trabalho.

Figura 38 - Conceitos da integracéo por partes

12.3. INTEGRACAO POR PARTES
Suponhamos f e g definidas e derivdveis num mesma intervalo I, Temos:
[flixigx) ] " =Ff g+ filag' ix)
on

fRg"=[fgh]" = f" (x) g

Supondo, entio, que f° (x) g (x) admita primitiva em [ ¢ observando que f(x} g {x) € uma
primitiva de [ F(x) g {x) | ", entdo f{x) g ' {x) também admitird primitiva em [ e

0] _[f{:jg'fx}dr=ﬂ;ng{tj—jf'fﬂg(ﬂdr

que & a regra de imlegragdo por parles,
Fagendo u = fixhe v = g ix) eremos di = " (x) dvedv = g " (x) dr, 0 que nos permite
ESCTEVED 3 Tegra EI na seguinte forma usnal:

Jndv=m-—J v ik

Suponha, agora, que se tenha que caloular [ () @3 (0} de. Se vocé perceber que, mult-
plicando a derivada de uma das fungdes do integrando por uma primitiva da outra, chega-
52 @ urna fungio gue possul primitiva imediata, entdo apligue a regra de integragio por panes.

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 354)

As Folhas de Trabalho a seguir foram apenas elaboradas, ainda carecem ser aplicadas
em condigdes reais de ensino. Dessa forma, professor, vocé pode escolher entre as abordagens

hibridas (ver Capitulo 2, p. 10) que atendam sua realidade de ensino.
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Integral por partes (u, v, du e dv)

Professor (a), no inicio da se¢do deixamos elencados os conceitos da integral por
partes (ver Figura 36) como uma sugestdo para ser discutido em aula.

Na tarefa apresentada a seguir, sobre os conceitos da integral por partes, na primeira
questdo tem por finalidade verificar as habilidades em identificar em uma funcéo f(x), quem
sdo "u", "du", "v" e "dv" para a técnica de integracdo por partes.

Na segunda questdo o aluno precisa verificar se as escolhas para primeira questéo
foram adequadas, para isso, deve fazer a resolucdo de cada item em seu caderno e enviar a
imagem com as resolucBes. Caso tenha duvidas, foi recomendado um video para que possa
ajudar a sanar as dificuldades.

Para essa tarefa € que seja proposta em uma abordagem de laboratério rotacional
(BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). Em um primeiro momento podem ser
discutidos e explorados os conceitos sobre a integral por partes, em seguida, propor aos
estudantes que facam a resolugédo das questdes da Folha de Trabalho como uma verificacdo de
aprendizagem. Nesse encaminhamento, o professor verifica as resolugdes enviadas e na

préxima aula busca sanar as dividas.

Figura 39 - Folha de Trabalho para a integral por partes

Suponhamos que f e g definidas e derivaveis num mesmo intervalo I. Temos:

[f)g()] = f'(x).g() + f(x).g"(x)

ou

fG).g' ) =[f(x).g'CII — ' (x).g(x)
Supondo entdo, que f'(x)g(x) admita primitiva em | e observamos que f(x).g(x)

é uma primitiva de [f (x). g(x)]', entdo f (x).g'(x) também admitira primitivaem | e

1) f F).g'G)dx = F(x).g(x) — f (). g(x)dx

que € a regra de integracao por partes.

Fazendo u = f(x) e v = g(x) teremos du = f'(x)dx e dv = g'(x)dx, 0 que nos

permite escrever a regra (1) na seguinte forma usual:
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J.u dv = w.v — J.v du

DANDO CONTINUIDADE ...

Para explorar o applet a seguir é necessario inserir a fungdo no campo de entrada "f (x)", e
assim sera exibido seu gréfico. Em seguida € preciso escolher e inserir nos respectivos
campos de entrada quem s&o "u" e "dv". Assim 0s outros campos de entrada, "du" e "v"
serdo mostrados automaticamente.

Na janela de visualizagdo 2 serdo mostrados: o resultado da integral de f(x) e o grafico

para uma solucdo (constante de integracdo C = 0).

¥ Janela de Visualizagdo o

Dz

» Jangla de wsualuzagéa 2 .
f(T) — ('O‘}(T) / (w)ev = [u)]" —/ (v)du
ol x x ST ) : ; a
dv = cos(x) 2
/(u)d'{: =z~ (sen(x)) — (0= — cos(z))

124

(k) = cos(x)
u=x

du=2x v =sen(x) + [N

(]

//\

h

As questdes a seguir sdo para verificar habilidades a identificar em uma funcéo f(x), quem

"du",

sdo "u", "v" e "dv" para a técnica de integracdo por partes. Se as escolhas forem
adequadas o applet exibira a solucdo da integral e o grafico da funcgéo, por isso € necessaria

uma verifica¢do quanto a validade do resultado.

QUESTAO 1
Para as fungGes nas integrais [ f (x) dx dos itens a seguir, quais sdo as escolhas para “U” e
“dv” e qual o resultado obtido em cada item?

1) [x.e*dx
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2) [x?%.e ™ dx

3) [x.In(x)dx

4) [x.e**dx

5) [x3.e*dx

6) [x*.e*dx

QUESTAO 2
Usando 0 comando integral(<funcéo>) do GeoGebra Classic

(https://www.geogebra.org/classic), verifique se suas escolhas para cada funcdo da questéo

1 foram adequadas, ou seja se levaram a resultados corretos. Deixe um comentario

analisando seus resultados.

Este video pode contribuir para a compreensdo do método de integracdo por partes:

P »l o) 342/348

Fonte: Disponivel em <https://youtu.be/5fEV_gqIMKIiY>

QUESTAO 3

Espaco para comentarios, davidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/zvxktdxm>



https://www.geogebra.org/classic
https://ggbm.at/zvxktdxm
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Integral por partes (u, v, du e dv) para f(x) = x* cos(x)

Professor recomendamos que dé uma olhada nos conceitos (ver Figura 36) que
deixamos como sugestdo para ser discutido em aula.

Na tarefa apresentada a seguir, sobre 0s conceitos da integral por partes, na primeira
questdo serve para verificar as habilidades em identificar em uma fungdo f(x), sobre sua
continuidade, bem como, quem sdo "u", "du"”, "v" e "dv" para a técnica de integracdo por
partes.

Na segunda questdo o aluno precisa verificar se as escolhas para primeira questdo
foram adequadas, para isso, deve fazer a resolucdo de cada item em seu caderno e enviar a
Imagem com as resolugdes.

Essa tarefa pode ser proposta em uma abordagem de laboratério rotacional
(BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). Em um primeiro momento podem ser
discutidos e explorados os conceitos sobre a integral por partes, em seguida, propor aos
estudantes que fagam a resolucédo das questdes da Folha de Trabalho como uma verificagdo de
aprendizagem. Nesse encaminhamento, o professor pode analisar, individualmente, como foi
0 desempenho de cada estudante na compreensdo dos conceitos, e dar um feedback no intuito

de sanar as duvidas.

Figura 40 - Folha de Trabalho para f(x) = x%. cos(x)

Serdo explorados alguns conceitos de uma funcdo f(x) dada, a qual serd analisada de
acordo com o que se pede em cada item das questdes.

Para auxiliar nos estudos, esta disponivel o applet a seguir, o qual devera ser preenchido
inicialmente nos campos de entrada, primeiro com a funcdo f(x), e em seguida, escolher
quem serdo respectivamente “u” e "dv". Entdo, os outros campos de entrada serdo
automaticamente fornecidos de acordo com as escolhas feitas inicialmente (para “u” e
“dv”).
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¥ Janela de Visualizagdo o

Dz

» Janela de Visualizagio 2 x
T T

] U- v = [un] i“y :
k) = cos) 1 f(T) _ .I'Q ('OS(.T) [ (u)dv = [lﬁl]ﬂ—[ (v)du 1o
" 1 1
u=x dv = cos(x)

124 /(u)u‘n =2? (sen(x)) — (0 2 — cos(x))

du=2x v =sen(x) + [N

(]

2 //\

h -0

Entrada.

QUESTAO 1

Dada a fungdo f(x) = x*.cos(x) , responda os itens a sequir:
a) A funcdo f(x) é continua?

b) Para resolver a primitiva da funcéo, pela integracdo por partes, quem devem ser “u”

e “dv™?

¢) Qual a primitiva da funcéo f (x), a partir das escolhas do item b?

d) Calculando a derivada da primitiva obtida vocé afirmaria que suas escolhas estéo

adequadas? Comente.

QUESTAO 2
E importante que vocé tenha habilidades de calcular integrais por partes por si s, entdo,

procure resolver essa integral e, se possivel, anexe uma imagem com sua resolucgéo.

QUESTAO 3

Espaco para comentarios, duvidas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/sdkbty45>



https://ggbm.at/sdkbty45
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Integral por partes (u, v, du e dv) para f(x) = In(x)

Professor (a), recomendamos que dé uma olhada nos conceitos (ver Figura 36) que
deixamos como sugestao para ser discutido em aula.

Na tarefa apresentada a seguir, sobre 0s conceitos da integral por partes, na primeira
questdo serve para verificar as habilidade em identificar em uma funcéo f(x), quem sdo “u”,
"du", "v" e "dv" para a técnica de integracdo por partes, bem como, sua primitiva e o resultado
em um dado intervalo [a,b].

Essa tarefa pode ser explorada seguindo os encaminhamentos da sala de aula invertida
(EDUCAUSE, 2012; BACICH, TANZI NETO, TREVISANI, 2015). Para isso deve ser
disponibilizada essa Folha de Trabalho com antecedéncia, para que os alunos possam
responder e o professor consiga verificar, por meio das resolucGes, quais encaminhamentos
devem ser tomados para a proxima aula, como exemplo, verificar quais davidas precisam ser

retomadas.

Figura 41 - Folha de Trabalho para funcéo f(x) = In(x)

Nessa tarefa sera explorada a funcdo do logaritmo natural de x, e o applet podera ajudar a
responder as questoes.

Os campos de entrada que deverao ser preenchidos, é o da funcao f(x), "u" e "dv", os quais
deverdo ser escolhidos de acordo com a funcéo inicial.

O gréfico da esquerda representa f(x), e com "u" e "dv" escolhidos, "du" e "v" serdo

mostrados automaticamente. O grafico a direita representa a primitiva de f(x).




~ Janela de Visualizagio o
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Enfrada:

QUESTAO 1

Dada a fun¢do f(x) = In(x) , responda os itens a seguir:

a) Qual o dominio da fungéo?

b) Para calcular a primitiva, [ In(x) dx, pela integral por partes, quem vocé escolhe

como “u” e “dv”?
c) Qual a primitiva obtida paraf (x) a partir de suas escolhas?
d) Que recurso vocé pode usar para verificar se a resposta obtida em c) esta correta?

, ., 1
e) Comente se é possivel calcular jo f(x)dx?

SUGESTAO: Apbs a primeira tentativa de responder & questdo 1, assista a esse video para

complementar seus estudos:
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@ Integragdo por partes: fIn (x) ... Y ~»

Assusnr mgis tarde  Compartithar

Integracao -por

partes: /in (x) dx

Fonte: Disponivel em <_https://youtu.be/5fEV_gIMKIiY>

QUESTAO 2
Espaco para comentérios, dividas e sugestdes sobre essa tarefa.

Fonte: Disponivel em <https://ggbm.at/nz5xeqgez>



https://ggbm.at/nz5xeqez
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CONSIDERACOES FINAIS

O Produto Educacional intitulado “Folhas de Trabalho no GeoGebra em uma
Abordagem Hibrida para o Ensino de Integrais” busca apresentar Folhas de Trabalho, as quais
foram elaboradas, planejadas e, em parte, implementadas em condices reais de ensino. Além
disso procuramos, por meio deste material, orientar quanto ao uso do GeoGebra como um
ambiente virtual de ensino e aprendizagem e quanto a elaboracéo de Folhas de Trabalho nesse
ambiente.

Cada tarefa, além de ter como intuito oferecer uma alternativa para o estudo de topicos
de integral, também é o reflexo da vivéncia do pesquisador quanto a implementacdo de uma
abordagem hibrida de ensino.

Nesse viés, optamos em compartilhar essas Folhas de Trabalho na plataforma do
GeoGebra, para que outros educadores possam nédo apenas utilizar cada tarefa da forma como
foi proposta nesse material, mas que possam reutilizar, fazer adaptacGes de acordo com sua
realidade e objetivos a serem atingidos.

Esperamos que esse material possa servir a vocé, professor (a), como uma alternativa
para implementar o uso do ambiente virtual de aprendizagem em suas aulas. E que possa
propor sugestdes, a medida que faca uso das Folhas de Trabalho, dando até mesmo, um
feedback a nds sobre sua experiéncia. Nesse sentido disponibilizamos o endere¢o de e-mail:

rodrigo.tavares.matematica@gmail.com para qualquer comunicacdo. E uma grata satisfacéo

compartilharmos este Produto Educacional, resultado de nossa pesquisa.


mailto:rodrigo.tavares.matematica@gmail.com

76

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANTON, H; BIVENS, I; DAVIS, S. Célculo: volume 1. Traducdo Claus Ivo Doering. — 8. ed. - Porto
Alegre: Bookman, 2007.

. Célculo: volume 1. Traduc¢éo Claus Ivo Doering. — 10. ed. - Porto Alegre:

Bookman, 2014.

BACICH, L.; TANZI NETO, A.; TREVISANI, F. M. Ensino hibrido: personalizacdo e tecnologia na
educacdo. BACICH, TANZINETO e TREVISANI, L.; A.; F. M. (Org.). Ensino hibrido:
personalizacéo e tecnologia na educacao. Porto Alegre: Penso, 2015.

BEZERRA, W. L.O Uso de Ferramentas Pedag6gicas para o Ensino de Célculo de uma Variavel
em Cursos Semipresenciais: 0 caso do Instituto Federal do Ceara. Profissionalizante em ENSINO
DE CIENCIAS E MATEMATICA Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA,
FORTALEZA Biblioteca Depositaria: Matematica, 2015

BRASIL. Ministério da Educacdo. Referenciais para elaboracao de material didatico para EaD
no Ensino Profissional e Tecnoldgico. 2007. Disponivel em: http://www.etecbrasil.mec.gov.br/

CAPES — Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior; 2013.

Documento de area 2013. Disponivel em
https://www.capes.gov.br/images/stories/download/avaliacaotrienal/Docs_de area/Administra%C3%
A7%C3%A30 _doc area_e comiss%C3%A30 16out.pdf

Acessado em: 08/10/2018

CHRISTENSEN, C.; HORN, M. B.; STAKER, H. Ensino hibrido: uma inovacéo disruptiva. Uma
introducao a teoria dos hibridos, 2013.

EDUCAUSE: Things you should know about flipped classrooms. 2012. Disponivel em:
http://net.educause.edu/ir/library/pdf/eli7081.pdf

GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de Calculo-Volume 1. Rio de Janeiro. LTC-Livros
Técnicos e Cientificos. 52 edicéo, 2001.

HORN, M. B; STAKER, H. Blended: usando a inovacgéo disruptiva para aprimorar a educacao.
Porto Alegre: Penso, 2015.

LEMKE, R.; SIPLE, I. Z. Func®es reais de duas varidveis e GeoGebra: um livro dindmico para o
Ensino de Célculo. Dissertacdo (Mestrado): UNIVERSIDADE DO ESTADO DE SANTA
CATARINA. Centro de Ciéncias Tecnologicas, Programa de Pds-Graduacéao Profissional em Ensino
de Ciéncias, Matematica e Tecnologias, Joinville, 2017

LIMA, L. H. F.; MOURA, F. R. O professor no ensino hibrido. BACICH, TANZINETO e
TREVISANI, L.; A.; F. M. (Orgs.). Ensino hibrido: personalizagéo e tecnologia na educagéo. Porto
Alegre: Penso, 2015.

MORAN, J. M. Educacéo Hibrida: um conceito-chave para a educacao hoje. In: BACICH, L.; TANZI
NETO, A.; TREVISANI, F. M. (Org.). Ensino Hibrido: personalizacéo e tecnologia na educacéo.
Porto Alegre: Penso, 2015.


http://www.etecbrasil.mec.gov.br/
https://www.capes.gov.br/images/stories/download/avaliacaotrienal/Docs_de_area/Administra%C3%A7%C3%A3o_doc_area_e_comiss%C3%A3o_16out.pdf
https://www.capes.gov.br/images/stories/download/avaliacaotrienal/Docs_de_area/Administra%C3%A7%C3%A3o_doc_area_e_comiss%C3%A3o_16out.pdf
http://net.educause.edu/ir/library/pdf/eli7081.pdf

77

MORELATTI, M. R. M. Criando um ambiente construcionista de Aprendizagem em calculo
diferencial e integral | (Tese de Doutorado) Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo, SP,
Brasil, 2001.

PORVIR. Ensino Hibrido ou Blended Learning. 2013. Disponivel em: http://porvir.org/ensino-
hibrido-ou-blended-learning/

REZENDE, W. M. Ensino de Calculo: Dificuldades de Natureza Epistemoldgica. Tese (Programa
de P6s-Graduacdo em Educacdo) — Universidade de Séo Paulo, Sdo Paulo, 2003.

SILVA, A. P.A modalidade EaD semipresencial e a disciplina de Calculo Diferencial e Integral.
Tese (Doutorado em Educacéo para a Ciéncia) — Universidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita
Filho” - Faculdade de Ciéncias, Bauru/SP, 2017.

SILVA, R. T. Atividades para o estudo de integrais em um ambiente de ensino hibrido.
Dissertagdo (Programa de Pos-graduagdo em Ensino de Matematica) — Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana, Londrina, 2019.


http://porvir.org/ensino-hibrido-ou-blended-learning/
http://porvir.org/ensino-hibrido-ou-blended-learning/

	1. APRESENTAÇÃO
	2.  ENSINO HÍBRIDO
	4.  TAREFAS SOBRE TÓPICOS DE INTEGRAIS PARA COMPOR UMA PROPOSTA HÍBRIDA DE ENSINO
	4.1. NOÇÃO INTUITIVA DA SOMA DE RIEMANN: FUNÇÃO DENSIDADE DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL
	4.2.  TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO
	Teorema Fundamental do Cálculo
	Relação entre Integral Definida e Área:
	Relação entre Integral Definida e Área:
	Movimento de uma partícula
	Outras Folhas de Trabalho para Integral Definida

	1.
	2.
	3.
	4.3.   INTEGRAL POR SUBSTITUIÇÃO (u e du)
	Algumas Funções Polinomiais
	Algumas Funções Trigonométricas
	Algumas Funções Exponenciais

	4.4   INTEGRAL POR PARTES
	Fonte: Disponível em <https://ggbm.at/zvxktdxm>
	Integral por partes (u, v, du e dv) para
	Integral por partes (u, v, du e dv) para


	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS



