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RESUMO

SOKOLSKI, Wagner. IMO 43 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnol6gica Federal do Parand. Curitiba,
2019.

O objetivo deste trabalho € divulgar a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, sigla
em inglés para International Mathematical Olympiad). A IMO € a competi¢do de Matematica
mais importante que um aluno do Ensino Médio pode participar. O Brasil sediou a IMO em
2017, sendo este um dos fatores para a escolha do tema. O trabalho estd dividido em duas
partes. A primeira parte traz um histérico da IMO, formato da competicdo, desempenho dos
paises participantes, em especial do Brasil e seus medalhistas. A segunda parte traz alguns
problemas da IMO, que foram escolhidos por tratarem de conceitos abordados no PROFMAT,
ou serem considerados famosos, ou serem considerados dificeis, ou serem escolhidos para a
edicao realizada no Brasil em 2017. Além disso, traz uma solu¢@o proposta para cada problema

selecionado.

Palavras-chave: Olimpiada Internacional de Matematica. Olimpiadas de Matemadtica. Divulga-

¢ao de Matematica.



ABSTRACT

SOKOLSKI, Wagner. IMO. 43 f. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemética
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldégica Federal do Parand. Curitiba, 2019.

This study aims to explore the International Mathematical Olympiad (IMO), the most prestigious
mathematical competition a high-school student could aspire to participate. One of the main
reasons this topic was selected is that the 2017 IMO was held in Brazil. The first part of this
work addresses the IMO history, its format, the performance by country, in particular, by Brazil
and its medalists. The second part of this work shows some IMO problems that: share some
similarity with PROFMAT, or are considered famous, or considered hard, or were presented at

2017 IMO in Brazil. It also shows a proposed solution to each selected problem.

Keywords: International Mathematical Olympiad. Mathematical Olympiads. Mathematics Dis-

semination.
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INTRODUCAO

Muitas vezes a beleza da matematica se compara a beleza da musica: gostamos de uma
musica porque de repente ela muda sutilmente e essa pequena mudanga nos leva a caminhos
totalmente novos e inesperados. Isso faz com que musicas novas sejam compostas. Da mesma
forma, uma ideia matemadtica um pouquinho s6 diferente pode nos levar a lugares que nem
imaginamos. E € por isso que, assim como a musica, a matemdtica nunca cessa: sempre alguém

inventa algo novo que € belo e inesperado (SHINE, 2009).

E de grande importancia encontrar meios que auxiliem os alunos a criarem, além do
desenvolvimento de habilidades, o gosto pelo aprendizado da Matematica. Um 6timo instrumento
para a obtenc¢do de tais objetivos sdo as Olimpiadas de Matemaética. Segundo o regulamento
da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas), os objetivos dessa
olimpiada sao (OBMEP, 2018, Acesso em: 12 jun. 2018):

* Estimular e promover o estudo da Matemética no Brasil.

* Contribuir para a melhoria da qualidade da educacao bésica, possibilitando que o maior

numero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade.
* Promover a difusdo da cultura matematica.

* Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades nas dreas cientificas

e tecnoldgicas.

* Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para a

sua valorizacao profissional.

* Contribuir para a integrag¢ao das escolas brasileiras com as universidades publicas, com os

institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas.

* Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento.

Analisando os objetivos, pode-se afirmar que o professor deve tirar muito proveito de
uma Olimpiada de Matemdtica como essa. E possivel resolver questdes em sala de aula que
sejam condizentes com o conteido que estd sendo estudado, mostrar exercicios que possam
ser aplicados no cotidiano do aluno, auxilid-los a raciocinarem sobre determinados exercicios
expostos e a procurarem métodos de soluciond-los, além de mostrar aos estudantes a importancia

que tem a Matematica nos dias atuais.

Para (ALVES, 2010), a sala de aula ¢ um ambiente propicio para discussdes de conheci-

mentos e inovagdes dos saberes para o desenvolvimento de desafios matematicos. Ao propor



um desses desafios, o professor pode ficar surpreso ao se deparar com resposta inimaginavel

realizada pelo estudante.

Nesse sentido, as Olimpiadas de Matematica podem enriquecer o espago da sala de
aula, auxiliando os alunos a desenvolverem capacidades de raciocinio 16gico. Em muitas dessas
olimpiadas, sdo expostos problemas que os alunos precisam ter muita criatividade e imaginagao
para resolvé-los. (BAGATINI, 2010) afirma que:

Diante das diversas tentativas de incentivar o estudo da Matemdtica, alguns se
sobressaem, entre elas as Olimpiadas de Matematica realizadas em diversas
escalas (mundial, nacional, regional, etc.). Essa forma de competicio ocorre a
muito tempo e nasceu primeiramente com o objetivo de selecionar os melhores
alunos em Matemdtica para investir na sua carreira e possivelmente contribuir
para o avanco cientifico e tecnoldgico do pais.

Alunos com um bom desempenho nas Olimpiadas de Matematica recebem premiagdes,
como por exemplo, na OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica) e na OBMEP. O PICME
(Programa de Iniciagdo Cientifica e Mestrado) € um programa que oferece aos estudantes
universitarios que se destacaram nas Olimpiadas de Matematica (medalhistas da OBMEP ou da
OBM) a oportunidade de realizar estudos avangados em Matemadtica, simultaneamente com sua
graduacdo. Os participantes recebem as bolsas de Iniciagdo Cientifica através de uma parceria
com o CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico) e bolsas de
Mestrado e Doutorado com a CAPES (Coordenacgdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior) (OBMEP, Acesso em: 27 mai. 2018).

Muitos alunos medalhistas em Olimpiadas de Matemadtica possuem altas habilidades em
raciocinar matematicamente e criar estratégias de resolucao de problemas. Da mesma forma
que, estudantes com dificuldades de aprendizagem necessitam de atengdo especial, os alunos
“superdotados” precisam de algo voltado a eles (BAGATINI, 2010).

Seguindo essa ideia, a participacao efetiva nas Olimpiadas de Matematica oportuniza ao
educando o estimulo necessdrio para a valorizacao do raciocinio e de esquemas de pensamentos
mais elaborados, capazes de auxiliar, medir e desenvolver o conhecimento mais apurado daqueles
que se tornam medalhistas. As Olimpiadas de Matematica proporcionam aos estudantes uma
fantéstica oportunidade de conhecer uma Matematica diferente, com pequenas novas ideias que
levam a um grande e novo mundo de conhecimento. As vezes, uma ideia nova traz a sensacdo de
ter descoberto algum lugar novo: primeiro, tem-se a sensa¢do do desconhecido; em seguida, é
inevitdvel a vontade de explorar (SHINE, 2009).

A revista Eureka (SBM, 1998) afirma:

Entendemos que ndo € suficiente para a formacao do futuro cidaddo um apren-
dizado burocritico da Matemadtica e percebemos a importancia de estimular os
alunos desde tenra idade a resolver problemas novos e desafiantes, propiciando
o desenvolvimento da imaginacao e da criatividade.
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O programa de Olimpiadas de Matematica é reconhecido em todos os paises
do mundo desenvolvido como o mais eficiente instrumento para atingir esses
objetivos. Aproveitando o natural gosto dos jovens pelas competigdes, as Olim-
piadas de Matematica tem conseguido estimular alunos a estudar contetidos
além do curriculo escolar e, também, por outro lado, aumentar e desenvolver a
competéncia dos professores.

Portanto, as Olimpiadas de Matematica podem contribuir muito para a melhoria do
ensino de Matemadtica nas escolas, trazendo novas oportunidades de crescimento aos alunos
e a seus professores. A Olimpiada Internacional de Matemdtica (IMO, sigla em inglés para
International Mathematical Olympiad) é uma das mais importante dessas olimpiadas. Segundo
(DJUKIC et al., 2011):

A Olimpiada Internacional de Matematica existe a mais de 50 anos e ja criou
um legado muito rico e firmemente se estabeleceu como a mais prestigiada
competi¢do de Matematica em que um estudante do Ensino Médio pode aspi-
rar a participar. Além da oportunidade de lidar com problemas matematicos
interessantes e desafiadores, a IMO representa uma grande oportunidade para
estudantes do Ensino Médio de se comparar com estudantes do resto do mundo.
Talvez até mais importante, € a oportunidade de fazer amigos e socializar com
alunos que tem interesses semelhantes e, possivelmente, até para se familiarizar
com seus futuros colegas nesta primeira jornada da sua vida no mundo da
Matematica profissional e cientifica. Acima de tudo, por mais agradavel ou
decepcionante que a pontuacao final possa ser, preparar-se para uma IMO e
participar de uma € uma aventura que, sem divida, perdura na memdoria para o
resto da vida.

O objetivo deste trabalho é divulgar a Olimpiada Internacional de Matematica. O trabalho
estd dividido em duas partes. A primeira parte traz uma descricao da IMO: histdrico, regulamento,
formato da competi¢do, desempenho dos paises participantes, em especial do Brasil e seus
medalhistas e a relagdo entre IMO e pesquisa matemadtica. A segunda parte traz alguns problemas
dessa Olimpiada, que foram escolhidos por tratarem de conceitos abordados no PROFMAT, ou
serem considerados famosos, ou considerados dificeis, ou os escolhidos para a edi¢do realizada

no Brasil em 2017. Além disso, traz uma solug@o proposta para cada problema selecionado.

A motivagdo para a escolha deste tema foi o Bi€nio da Matematica no Brasil. O Brasil
sediou, em 2017 e 2018, dois grandes eventos de relevancia internacional: a Olimpiada Internaci-
onal de Matemdtica IMO 2017 e o Congresso Internacional de Mateméticos ICM 2018 (SBM,
Acesso em: 19 out. 2018).
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1 A OLIMPIiADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

Este capitulo mostra uma visao geral da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO,
sigla em inglés para International Mathematical Olympiad). Além do seu histérico, mostra o
formato da competi¢cdo e o desempenho de alguns paises, incluindo o Brasil. As informagdes
deste capitulo sdo baseadas principalmente na pagina da IMO (IMO, Acesso em: 02 set. 2018) e
na referéncia (DJ UKIC et al., 201 1).

1.1 HISTORICO

A Olimpiada Internacional de Matemadtica (IMO) é a competicdo matematica mais
importante e prestigiosa para estudantes de ensino médio. Ela desempenha um papel importante

na geracdo de interesse na Matemadtica, além de identificar talentos (DJUKIC et al., 2011).

Os objetivos da IMO sdo (IMO, Acesso em: 02 set. 2018):

Descobrir, encorajar e desafiar jovens matematicamente talentosos em todos os paises.
* Promover relagdes internacionais amigaveis entre matematicos de todos os paises.

* Criar uma oportunidade para a troca de informacdes sobre programas e praticas escolares

em todo o mundo.

* Promover a matematica em geral.

A Figura 1 mostra o logo da IMO, utilizado desde a IMO de 1995 no Canada.

Figura 1 — Logo da IMO

Fonte: (IMO, Acesso em: 02 set. 2018)

A IMO comecgou como uma competicdo muito menor do que nos dias atuais. Em
1959, contava com apenas 7 paises, todos do leste europeu. Desde entdo, vem sendo realizada

anualmente, com excecdo de 1980 - por razdes financeiras, nenhum pafs se ofereceu para sediar o
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evento (DJUKIC et al., 2011). Em 2017, alcancou o nimero recorde de 111 paises participantes.

A Tabela 1 mostra os paises sedes e o crescimento da competicao.

Ano Sede Paises | Participantes
1959 Roménia 7 52
1960 Roménia 5 39
1961 Hungria 6 48
1962 Checosloviquia 7 56
1963 Poldnia 8 64
1964 Unido Soviética 9 72
1965 | Republica Democratica Alema 10 80
1966 Bulgéria 9 72
1967 Iugoslédvia 16 99
1968 Unido Soviética 12 96
1969 Roménia 14 112
1970 Hungria 14 112
1971 Checosloviquia 15 115
1972 Poldnia 14 107
1973 Unido Soviética 16 125
1974 | Republica Democratica Alema 18 140
1975 Bulgéria 17 135
1976 Austria 18 139
1977 Tugosldvia 21 155
1978 Roménia 17 132
1979 Reino Unido 23 166
1981 | Estados Unidos da América 27 185
1982 Hungria 30 119
1983 Franca 32 186
1984 Checosloviquia 34 192
1985 Finlandia 38 209
1986 Poldnia 37 210
1987 Cuba 42 237
1988 Austrélia 49 268
1989 Alemanha 50 291
1990 China 54 308
1991 Suécia 56 318
1992 Russia 56 322
1993 Turquia 73 413
1994 Hong Kong 69 385
1995 Canada 73 412
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1996 India 75 424
1997 Argentina 82 460
1998 Taiwan 76 419
1999 Roménia 81 450
2000 Coreia do Sul 82 461
2001 | Estados Unidos da América 83 473
2002 Reino Unido 84 479
2003 Japao 82 457
2004 Grécia 85 486
2005 Meéxico 91 513
2006 Eslovénia 90 498
2007 Vietna 93 520
2008 Espanha 97 535
2009 Alemanha 104 565
2010 Cazaquistao 95 522
2011 Holanda 101 563
2012 Argentina 100 547
2013 Colombia 97 527
2014 Africa do Sul 101 560
2015 Tailandia 104 577
2016 Hong Kong 109 602
2017 Brasil 111 615
2018 Roménia 107 594

Tabela 1 — Paises sede e quantidade de participantes

O formato da competi¢ao variou nos primeiros anos, mas rapidamente se tornou estavel
e permanece sem modificacdes. Cada pais pode enviar até seis participantes e cada um compete
individualmente, sem qualquer ajuda ou colaboracdo. Cada pais envia também um lider de time,
que participa da selecdo dos problemas e fica isolado do resto do time até o final da competicao,

e um vice-lider, que cuida dos participantes (DJUKIC et al., 2011).

Para participar da IMO o estudante deve ter menos de 20 anos e nao pode estar cursando
qualquer universidade. No Brasil o processo de selecdo ¢ feito a partir da OBM (Olimpiada
Brasileira de Matematica) (OBM, 2017, Acesso em: 30 dez. 2017).

A competicdo dura dois dias e a prova consiste em resolver seis problemas. A cada dia
os estudantes tém quatro horas e meia para resolver trés problemas. O primeiro problema é
geralmente o mais facil do dia e o ultimo, o mais dificil, com raras excegdes. Cada problema
vale 7 pontos, ou seja, a pontuagdo maxima € 42 pontos. O nimero de pontos obtidos por um

participante em cada problema € resultado da negociacio entre os coordenadores do problema,
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indicados pelo pais sede, e pelos lideres e vice-lideres de time, que defendem os interesses dos

seus participantes.

Apesar dos paises compararem seus desempenhos por equipes, apenas prémios indivi-
duais sdo oferecidos pela organizagdo. O nimero de participantes premiados € 0 mais proximo
possivel, porém sem ultrapassar, de metade dos participantes. As medalhas de ouro, prata e
bronze sao distribuidas entre os premiados em uma propor¢do aproximada de 1:2:3, respectiva-
mente. Os participantes que ndo ganharam medalhas, mas marcaram 7 pontos em, pelo menos,

um problema, recebem uma meng¢do honrosa (IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Estatisticamente, 0 ano com os problemas mais dificeis da IMO ocorreu em 1971, seguido
de 1996 e 1993. A IMO com a menor pontuacdo para a equipe vencedora foi a de 1977, seguido
de 2017 € 1999 (IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Os problemas podem ser de qualquer drea da matematica do Ensino Médio sobre Geo-
metria, Teoria dos Ndmeros, Algebra e Andlise Combinatéria. Os pafses participantes podem
propor problemas (inéditos) para os organizadores da IMO, sendo que o pais sede ndo propde
problemas. O comité de problemas seleciona uma lista (chamada de lista curta de problemas)
entre a lista de todos os problemas propostos (chamada de lista longa de problemas). Os seis
problemas da IMO sdo selecionados pelo juri da IMO, formado pelos lideres de cada time, entre
os problemas da lista curta (IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Além da competi¢do matemdtica, a IMO é também um grande evento social. Depois da
competicao, os estudantes participam de eventos e excursdes organizados pelo pais sede, além

de interagir e socializar com estudantes de todas as partes do mundo (DJUKIC et al., 2011).

1.2 DESEMPENHO POR PAISES

Embora apenas prémio individuais sejam distribuidos, é natural que os paises comparem
seus desempenhos de forma extra-oficial. A Tabela 2 mostra os trés primeiros colocados no
quadro de medalhas em cada ano (IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Ano 1° Colocado 2° Colocado 3° Colocado
1959 Romeénia Hungria Checosloviquia
1960 | Checoslovaquia Hungria Romeénia
1961 Hungria Polonia Roménia
1962 Hungria Unido Soviética Roménia
1963 | Uniao Soviética Hungria Roménia
1964 | Unido Soviética Hungria Romeénia
1965 | Unido Soviética Hungria Roménia
1966 | Unido Soviética Hungria Alemanha Oriental
1967 | Unido Soviética | Alemanha Oriental Hungria
1968 | Alemanha Oriental | Unido Soviética Hungria



1969
1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008

Hungria
Hungria
Hungria
Unido Soviética
Unido Soviética
Unido Soviética
Hungria
Unido Soviética
Estados Unidos
Roménia
Unido Soviética
Estados Unidos
Alemanha
Alemanha
Unido Soviética
Roménia
Estados Unidos
Roménia
Unido Soviética
China
China
Unido Soviética
China
China
Estados Unidos
China
Roménia
China
Ira
China
China
China
China
Bulgéria
China
China
China
Russia
China

Alemanha Oriental
Alemanha Oriental
Unido Soviética
Hungria
Hungria
Estados Unidos
Alemanha Oriental
Reino Unido
Unido Soviética
Estados Unidos
Roménia
Alemanha
Unido Soviética
Estados Unidos
Bulgaéria
Estados Unidos
Unido Soviética
Alemanha
China
Roménia
Unido Soviética
China
Estados Unidos
Alemanha
China
Roménia
Estados Unidos
Hungria
Bulgéria
Russia
Russia
Russia
Rissia
China
Estados Unidos
Estados Unidos
Russia
China

Ruassia

Unido Soviética
Unido Soviética
Alemanha Oriental
Alemanha Oriental
Alemanha Oriental
Hungria
Estados Unidos
Estados Unidos
Hungria
Reino Unido
Alemanha
Reino Unido
Alemanha Oriental
Hungria
Roménia
Hungria
Alemanha
Unido Soviética
Roménia
Unido Soviética
Estados Unidos
Roménia
Roménia
Bulgéria
Russia
Russia
Hungria
Ira
Hungria
Vietna
Estados Unidos
Estados Unidos
Estados Unidos
Estados Unidos
Russia
Russia
Coreia do Sul
Coreia do Sul
Estados Unidos
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2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018

China
China
China
Coreia do Sul
China
China
Estados Unidos
Estados Unidos
Coreia do Sul
Estados Unidos

Japao
Russia
Estados Unidos
China
Coreia do Sul
Estados Unidos
China
Coreia do Sul
China

Russia

Russia
Estados Unidos
Singapura
Estados Unidos
Estados Unidos
Taiwan
Coreia do Sul
China
Vietna
China

Tabela 2 — Classifica¢do extra-oficial por paises
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O pais que mais venceu essa olimpiada foi a China, 19 vezes, que comecou a participar

em 1985, sendo que nesse mesmo ano obteve a 32° posi¢do no ranking e, desde 1988, apenas

ndo ficou entre as 3 primeiras colocag¢des no ano de 1996 e de 1998. Portanto, a China € um pais

que obteve excelentes colocagdes e apresentou significativa evolugdo na IMO. A Figura 2 mostra

0 desempenho da China.
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Figura 2 — Desempenho da China
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59

A antiga Unido Soviética (unido de varios paises que era liderada pela Russia) venceu 13

vezes essa Olimpiada e obteve, em muitos outros anos, resultados também excelentes. Em 1991,

que foi o ultimo ano de sua participag¢do, acabou vencendo essa competi¢do. A Figura 3 mostra o

desempenho da Unido Soviética.

A Hungria venceu 6 vezes a competi¢cdo, porém suas vitorias € melhores resultados

apareceram nos primeiros anos de participagdo. Desde 2006, o pais ndo consegue uma posicao

melhor que a 10® colocagdo. A Figura 4 mostra o desempenho da Hungria.

Os Estados Unidos venceram 7 vezes. E um dos paises que mais possui regularidade em

seus resultados. Iniciou sua participag@o na olimpiada em 1974, participando em todas as IMO,
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Figura 3 — Desempenho da Unido Soviética
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100 Team ranking - HUN

20
a0
70
G0
50
40
30

20
10 M
01 10 20 30 40 50 29

Fonte: IMO, Acesso em: 02 set. 2018)

Faricipating countries
- Inverted ranking

desde entdo. Sua pior colocagdo foi a 11%, obtida em 1995. A Figura 5 mostra o desempenho dos
Estados Unidos.

Figura 5 — Desempenho dos Estados Unidos
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A Roménia venceu quatro vezes a competi¢ao, porém nao vence desde 1996. A partir

de 1997, sua melhor colocagdo foi a 4* posi¢do, em 1999. A Figura 6 mostra o desempenho da
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Roménia.

Figura 6 — Desempenho da Roménia
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Importante ressaltar a Coreia do Sul, que comegou a participar dessa olimpiada em 1988
e vem atingindo atualmente posi¢des muito significativas. No ano de 1988 ficou com a 22*
posicao num total de 49 paises participantes. J4 em 2017, que foi sediada no Brasil, conseguiu o
primeiro lugar dentre os 111 paises participantes. A Figura 7 mostra o desempenho da Coreia do
Sul.

Figura 7 — Desempenho da Coreia do Sul
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Outro pais que ja foi campedo dessa olimpiada € o Ird. Venceu uma unica vez essa
competicdo, em 1998. Em apenas outro ano conseguiu ficar entre os trés primeiros colocados.

Em 2017 conseguiu a 5* colocagdo. A Figura 8 mostra o desempenho do Ira.

A Bulgéria também venceu, uma tnica vez, em 2003. Depois dessa vitdria, o pais ndo
tem conseguido resultados tdo expressivos. Teve um 5° lugar em 2004 e um 9° lugar em 2007.
Nos demais anos, a partir de 2004, teve colocacdes acima do 10° lugar. No Brasil em 2017,

conseguiu a 18" colocacdo, apenas. A Figura 9 mostra o desempenho da Bulgaria.

A Alemanha venceu trés vezes a competicao. Uma vez sendo a Alemanha Oriental e duas

vezes sendo a Alemanha Ocidental. Até o ano de 1993, a Alemanha vinha obtendo resultados
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Figura 8 — Desempenho do Ira
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Figura 9 — Desempenho da Bulgéria

100 Team ranking - BGR

20

Faricipating countries
- Inverted ranking

01 10 20 30 40 50 29

Fonte: IMO, Acesso em: 02 set. 2018)

muito bons. A partir de 1994, teve apenas trés resultados entre os 10 primeiros colocados, que
foi em 2006, com a 4° colocacdo e em 2009 e 2010, com a 9 colocagdo. A Figura 9 mostra o

desempenho da Alemanha.
Figura 10 — Desempenho da Alemanha
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1.3  DESEMPENHO DO BRASIL

O Brasil participa da IMO desde 1979 e ja conseguiu 10 medalhas de ouro, 43 medalhas
de prata, 77 medalhas de bronze e 33 men¢des honrosas. A melhor participacdo foi em 2016,
conseguindo a 15* colocagdo. A Tabela 3 mostra o desempenho do Brasil em cada edi¢ao (IMO,
Acesso em: 02 set. 2018).

Ano | Colocagdo | Ouro | Prata | Bronze | Mengdo
1979 22 0 0 0 0
1981 16 1 0 0 0
1982 20 0 0 1 0
1983 20 0 0 3 0
1984 18 0 0 3 0
1985 15 0 0 1 0
1986 24 1 0 0 0
1987 19 1 0 2 0
1988 38 0 0 0 2
1989 36 0 0 3 0
1990 24 1 0 2 0
1991 37 0 0 1 1
1992 39 0 0 1 0
1993 34 0 0 1 2
1994 39 0 2 0 3
1995 44 1 0 0 3
1996 52 0 0 0 1
1997 26 0 1 4 1
1998 30 1 0 1 2
1999 29 0 0 4 0
2000 48 0 0 3 1
2001 16 0 4 2 0
2002 21 0 1 5 0
2003 26 0 1 3 2
2004 21 0 2 4 0
2005 33 1 0 1 2
2006 29 0 0 6 0
2007 24 0 2 3 1
2008 16 0 5 1 0
2009 17 1 3 2 0
2010 35 0 2 1 3
2011 20 0 3 2 0
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2012 19 1 1 3 1
2013 28 0 3 1 2
2014 34 0 3 2 1
2015 22 0 3 3 0
2016 15 0 5 1 0
2017 37 0 2 1 2
2018 28 1 0 4 1

Tabela 3 — Desempenho do Brasil

A Figura 11 mostra a colocag@o do Brasil comparada com o total de participantes.
Figura 11 — Desempenho do Brasil
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O estudante brasileiro com melhor desempenho na IMO foi Ralph Costa Teixeira, com
duas medalhas de ouro (1986 e 1987), acertando todas as questdes em sua totalidade em 1987.
Fez Doutorado em Matematica (1998) na Universidade de Harvard e atualmente € professor
do Departamento de Matematica Aplicada da Universidade Federal Fluminense (TEIXEIRA,
Acesso em: 18 jun. 2018).

Entre outros, destacam-se:

* Rodrigo Sanches Angelo, com uma medalha de ouro (2012) e duas de pratas (2013 e
2014). Conseguiu sua medalha de ouro tendo apenas 16 anos de idade, em sua primeira

participacao na IMO.

* Henrique Pondé de Oliveira Pinto, com uma medalha de ouro (2009) e duas de prata (2007
e 2008).

* Rui Lopes Viana Filho, com uma medalha de ouro (1998) e uma de prata (1997).
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* Gabriel Tavares Bujokas, com uma medalha de ouro (2005) e uma de prata (2004). Fez
graduacdo em Matematica (2010) no MIT (Massachusetts Institute of Technology) e
Doutorado em Matematica (2015) na Universidade de Harvard (BUJOKAS, Acesso em:
18 jun. 2018).

* Carlos Gustavo Tamm de Aratjo Moreira, com uma medalha de ouro (1990) e uma de
prata (1989). Atualmente € pesquisador titular do IMPA e membro da comissao brasileira
de Olimpiadas de Matematica (IMPA, Acesso em: 21 mai. 2018).

* Nicolau Corc¢ao Saldanha, com uma medalha de ouro (1981) na sua tnica participacao,
acertando todas as questdes em sua totalidade. Fez Doutorado em Matematica (1989) na
Universidade de Princeton e atualmente € professor do Departamento de Matematica da
PUC-Rio (SALDANHA, Acesso em: 18 jun. 2018).

Artur Avila Cordeiro de Melo, o matematico brasileiro mais condecorado internacional-
mente, participou da IMO em 1995 e obteve a medalha de ouro. Fez Doutorado em Matematica
(2001) no IMPA e atualmente é pesquisador do IMPA e do CNRS (Centre National de la Re-
cherche Scientifique) (MELO, Acesso em: 18 jun. 2018). Em 2014, Artur Avila foi o primeiro

brasileiro a ganhar a medalha Fields, maior honraria que um matematico pode receber.

1.4 RELACAO ENTRE IMO E PESQUISA MATEMATICA

Analisando a carreira de alguns dos medalhistas, percebe-se que existe uma ligacao entre
a IMO e a pesquisa matematica. Muitos estudantes medalhistas da IMO tiveram carreiras de
pesquisa extremamente bem sucedidas, enquanto outros acabaram por abandonar a matematica
(muitas vezes passando a grande sucesso em outros campos) (SCHLEICHER; LACKMANN,
2011). Vale ressaltar as semelhanca e diferencas entre pesquisa em matemadtica e a participacao
da IMO. A semelhanca € que ambas estejam resolvendo problemas matemadticos, o que € bastante
6bvio. Das diferencas, destacam-se (SCHLEICHER; LACKMANN, 2011):

* Os problemas de pesquisa envolvem conceitos de nivel universitdrio, que nao se encontram
na IMO;

* Os problemas da IMO sdo feitos para serem resolvidos individualmente em um periodo
de, em média, 90 minutos cada um. J4 os problemas de pesquisa demoram muito mais que
isso para serem resolvidos (na grande maioria das vezes) e necessitam muitas vezes de

mais pessoas envolvidas na sua resolugdo;

* Um problema da IMO possui uma solu¢do ja encontrada. J4 nos problemas de pesquisa

nao ha certeza que haja uma solug@o em absoluto;
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* Devido sua complexidade, precisa-se ter muito mais determinagdo numa pesquisa mate-

matica do que num exercicio da IMO;

* Dos problemas da IMO, trés deles cabem facilmente em uma folha de papel, enquanto que

a maioria das questdes abertas de uma pesquisa matemadtica precisam muito mais do que

18S0.

A Tabela 4 mostra o desempenho de todos os vencedores da medalha Fields que compe-

tiram na IMO.
Matematico IMO Medalha Fields
Peter Scholze 2004 (P), 2005 (0O), 2006 (O) e 2007 (O) 2018
Akshay Venkatesh 1994 (B) 2018
Artur Avila 1995 (O) 2014
Maryam Mirzakhani 1994 (O) e 1995 (O) 2014
Elon Lindenstrauss 1988 (B) 2010
Ngb Bdo Chau 1988 (0) e 1989 (O) 2010
Stanislav Smirnov 1986 (O) e 1987 (O) 2010
Terence Tao 1986 (B), 1987 (P) e 1988 (O) 2006
Grigori Perelman 1982 (0O) 2006 (declinada)
Laurent Lafforgue 1984 (P) e 1985 (P) 2002
William Timothy Gowers 1981 (0O) 1998
Richard Borcherds 1977 (P) e 1978 (O) 1998
Jean-Christophe Yoccoz 1973 (P) e 1974 (O) 1994
Pierre-Louis Lions 1973 (sem medalha) 1994
Vladimir Drinfeld 1969 (O) 1990
Grigory Margulis 1962 (P) 1978

Tabela 4 — Desempenho de medalhistas Fields (O = Ouro, P = Prata e B = Bronze)

Ao longo da histéria, 16 vencedores da medalha Fields competiram na IMO, sendo

que 11 deles ganharam a medalha de ouro. Pelo menos um medalhista da IMO esteve entre os

vencedores da medalha Fields nas dltimas 8 cerimonias (IMO, 2017).
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2 PROBLEMAS RESOLVIDOS

Este capitulo mostra alguns problemas da IMO. Entre os motivos para a escolha dessa

colecdo, pode-se citar:

* Problemas que tratam de conceitos abordados nas avaliagdes nacionais do PROMAT

(conhecidas como AV);
¢ Problemas historicamente relevantes e/ou famosos;

* Problemas mais dificeis (questdes com menor média, menor quantidade de acertos ou

maior quantidade de pontuacdes zeradas, por exemplo) da histéria da IMO;

* Problemas da prova realizada no Brasil em 2017.

Em uma famosa citagdo, o matematico Paul Erdds afirma que “Vocé nao precisa acreditar
em Deus, mas vocé deveria acreditar n’O Livro”, onde O Livro seria o lugar onde Deus guarda

as melhores demonstragdes para todos os teoremas matematicos (AIGNER; ZIEGLER, 2017).

Embora os problemas apresentados nesse capitulo ndo tenham solugdo tnica, a solug¢io

apresentada busca sempre ser a mais simples e elegante possivel, ou seja, “a solucdo d’O Livro”.

A menos que seja indicado o contrario, as solugdes apresentadas encontram-se na
referéncia (DJUKIC et al., 2011).

2.1 PROBLEMA 1 DE 1959

Esta € primeira questdo da primeira edicdo da IMO. Além do seu valor histdrico, esse
problema foi selecionado por abordar conceitos vistos no curso de Aritmética (MA14), tanto
que esse problema apareceu como a questdo 2 da AV1 dessa disciplina em 2012 (PROFMAT,
Acesso em: 22 ago. 2018).

Problema. Prove que a fracao
2In 44

14n + 3

¢ irredutivel para todo nimero natural n.

Solucdo. Como
3-(14n+3)—2-(2ln+4) =1,

0 maximo divisor comum entre o numerador e o denominador € 1, ou seja, a fracdo ndo pode ser

reduzida.
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Este problema pode ser considerado facil demais para ser selecionado como uma questao

da IMO nos dias atuais.

2.2 PROBLEMA 2 DE 1964

Este problema foi selecionado por exibir conceitos vistos no curso de Matemdtica
Discreta (MA12), tanto que um problema semelhante foi abordado na questdao 5 da AV?2 dessa
disciplina em 2015 (PROFMAT, Acesso em: 22 ago. 2018).

Problema. Suponha que a, b e ¢ s@o os lados de um triangulo. Prove que

a’(b+c—a)+b*(a+c—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.

Solucdo. Fazendo as substituicdes a =z +y, b =z + z e ¢ = y + 2, a desigualdade

pode ser escrita como
o2y 4+ 222 + yie + i + 2o + 2y > 6ayz

ou ainda

22y + 222 + yir + yPz + 22w + 2%y
6

> ryz = \G/:L’zyxzzy%y%z?x%y,

que € verdadeira pela desigualdade das médias aritmética e geométrica.

2.3 PROBLEMA 6 DE 1988

Este problema € considerado histérico e foi submetido em 1988 pela Alemanha Ocidental.
Em seu famoso livro “Problem-Solving Strategies”, Arthur Engel descreveu a dificuldade do
problema (ENGEL, 1998):

Nenhum dos seis membros do comité australiano de problemas conseguiu resol-
ver o problema. Dois dos membros eram Georges Szekeres e sua esposa, ambos
famosos por propor e resolver problemas mateméticos. Como era um problema
da Teoria de Numeros, foi enviado para quatro australianos especialistas na
area. Pediram que eles trabalhassem no problema por seis horas. Nenhum deles
conseguiu resolvé-lo neste tempo. O comité de problemas mandou a submissao
para os jurados da 29* IMO marcado com dois asteriscos, o que significava um
problema super dificil, possivelmente dificil demais para concorrer. Apds longa
discussio, os jurados finalmente tiveram coragem de escolher o problema como
o ultimo da competicdo. Onze estudantes deram respostas perfeitas.

A média de pontuacgdo dessa questdo foi 0.634. Dos 268 estudantes, apenas 11 acertaram
totalmente e 189 ndo pontuaram. Entre os onze estudantes que receberam nota méxima estavam:
Ngo Bao Chau (medalha Fields de 2010), Ravi Vakil (professor de Stanford) e Zvezdelina
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Stankova (professor da Mills College). Outro participante notdvel dessa edi¢do foi Terence Tao,
que ganhou a medalha Fields de 2014 e ainda € o mais jovem medalhista de ouro, prata e bronze,
respectivamente, da historia da IMO. Embora tenha vencido uma medalha de ouro em 1988
com apenas 13 anos, Tao conseguiu apenas um ponto (do méximo de sete) no problema 6 (IMO,
Acesso em: 02 set. 2018).

Problema. Seja a e b niimeros inteiros positivos tais que ab + 1 divida a? + b%. Mostre

que
a® + b
ab+1
€ o quadrado de um inteiro.
Solucao. Seja
a’ +b?
k= . 2.1
ab+1 @D

Assuma que existam inteiros positivos a e b tais que k£ nao seja um quadrado perfeito. Para
qualquer valor k fixo, seja A e B a solucdo que minimiza A + B e, sem perda de generalidade,
considere A > B. Reescrevendo (2.1) para essa solugao e substituindo A pela variavel x, tem-se
a equacdo quadratica:

v* — (kB)x + (B* — k) = 0. (2.2)

Uma das raizes de (2.2) é x1 = A e a outra pode ser expressa pelas férmulas de Viete

(que no Brasil sdo conhecidas como relacdes de Girard) de duas formas:

B? —k

$2:]€B—Ae$2: A

A primeira expressao mostra que x, € inteiro, enquanto que a segunda implica que

xo # 0, pois k ndo € um quadrado perfeito. Além disso, de

x5+ B* "
ng + 1 N
tem-se que x, € positivo.
Finalmente, A > B implica que
B? —k
= <A
T2 A

e portanto o + B < A + B, o que contradiz A e B minimizarem A + B.

O

A técnica utilizada na solugdo € conhecida como Vieta jumping. Esta técnica € relativa-

mente nova e esse foi o primeiro problema proposto na IMO a usar essa técnica (GE, 2007).



27

2.4 PROBLEMA 6 DE 1995

A média de pontuacdo dessa questdo foi 1.058. Dos 412 participantes, apenas 34 acertam
totalmente e 291 ndo pontuaram. A solugdo a seguir foi proposta pelo britanico John Scholes
(SCHOLES, Acesso em: 9 ago. 2018), medalhista de prata na IMO em 1968 .

Problema. Seja p um nimero primo impar. Quantos subconjuntos A de {1,2,...,2p}

com p elementos existem tal que a soma dos elementos € divisivel por p?

Solucdo. Seja A um subconjunto préprio de {1,2,...,p} e {p+ 1,p + 2,...,2p}.
Considere os r elementos de A em {1,2,...,p}. O nimero r satisfaz 0 < r < p. Podemos
mudar esses elementos para outro conjunto de r elementos de {1,2,...,p} somando 1 a cada
elemento (e reduzindo mod p se necessario). Podemos repetir esse processo e obter p conjuntos.
A soma dos elementos de cada conjunto obtido é acrescido de r cada vez. Assim, como p é
primo, as somas formam um conjunto completo de residuos mod p. Em particular, eles devem

ser todos distintos e, portanto, todos os conjuntos sdo diferentes.

Agora considere os elementos de A em {p + 1,...,2p}. Suponha que a soma dos
elementos desse subconjunto seja £k mod p. Podemos obter p conjuntos pelo mesmo processo
descrito anteriormente e exatamente um deles somard —k mod p para os seus elementos em
{1,2,...,p}. Em outras palavras, exatamente um dos p grupos terd a soma de seus elementos

divisivel por p.

Existem C’gp subconjuntos de {1,2,...,2p} com p elementos. Excluindo {1,2,...,p} e
{p+1,...,2p} sobram C}* — 2. Acabamos de mostrar que (C>? — 2)/p desses subconjuntos
tem a soma divisivel por p. Os dois subconjuntos excluidos também tem a soma divisivel por p,
logo existem

c 2
p
subconjuntos no total tal que a soma é divisivel por p.

+2

O

Para exemplificar a solug@o dada, considere p = 7. Ou seja, quantos subconjuntos A de

{1,2,...,14} com 7 elementos existem, tal que a soma dos elementos € divisivel por 7?

Tem-se {1,2,...,14} ={1,2,..., 7} U{8,9,...,14}. Por exemplo, se
A=135,8,10,12,13,14},

entdo os elementos de A em {1,2,...,7} sdo {3,5} (ou seja, r = 2) e pelo processo descrito

obtém-se:

{3,5},{4,6},{5,7},{6,1},{7,2},{1,3},{2,4}.
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Note que todos os conjuntos sdo diferentes, pois a soma dos elementos de cada conjunto
obtido € acrescido de » = 2 cada vez e, como 7 € primo, as somas formam um conjunto completo

de residuos mod 7.

conjunto | soma (mod 7)
{3,5}
{4,6}
{5, 7}
{6,1}
{7.2}
{1,3}
{2,4}

[ N R . G

Os elementos de A em {8,9,...,14} sdo {8,10,12,13,14}. Repetindo o processo

descrito obtém-se:

conjunto soma (mod 7)
{8,10,12,13,14} 1=-6
{9,11,13,14,8} 6=-—1
{10,12, 14, 8,9} 4=-3
{11,13,8,9,10} 2=-5
{12,14,9,10,11} T=-7
{13,8,10, 11,12} b= -2
{14,9,11,12,13} 3=-4

Para {3, 5}, somente a soma com {9, 11,13, 14,8} € divisivel por 7.

Existem C3* = 3432 subconjuntos de {1,2,...,14} com 7 elementos. Excluindo
{1,2,...,7} e {8,...,14} sobram 3432 — 2 = 3430. Apenas 3430/7 = 490 desses subconjun-
tos tem a soma divisivel por 7. Os dois subconjuntos excluidos também tem a soma divisivel por

7. Logo, existem 490 + 2 = 492 subconjuntos tal que a soma de seus elementos € divisivel por 7.

2.5 PROBLEMA 5 DE 1996

Em cada dia de competi¢do, geralmente o primeiro problema é o mais fécil e o ultimo
€ o mais dificil. Uma das poucas excecoes € o problema 5 de 1996, considerado um dos mais
dificeis da historia, pois apenas 6 dos 424 participantes acertaram-no totalmente e a média da
mesma foi 0.493 (IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Problema. Seja ABC DEF um hexagono convexo tal que AB é paralelo a DFE, BC'

¢é paralelo a EF'F, e C'D é paralelo a AF. Sejam R4, Rc, Rp os raios das circunferéncias
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circunscritas aos tridangulos FF'AB, BC'D, DEF respectivamente, e seja P o perimetro do

hex4gono. Prove que
P

Solucdo. Sejam a, b, ¢, d, e e f 0os comprimentos dos lados AB, BC, CD, DE, EF
e F'A respectivamente. Note que LA = /D, /B = /E e ZC' = /F. Desenhe as linhas
PQ e RS passando por A e D perpendiculares a BC' e EF, respectivamente (P, R € BC'e
Q,S € EF), conforme a Figura 12.

Figura 12 — Problema 5 de 1996

Fonte: (DJUKIC et al., 2011)

Note que BF' > P() = RS e portanto 2BF > P(Q + RS, ou seja:

2BF > (asenB+ fsenC) + (csenC + dsen B) e similarmente
2BD > (csenA+bsenB)+ (esen B+ fsenA)e (2.3)
2DF > (esenC +dsenA) + (asen A+ bsenC).

Pela lei dos senos, tem-se:

 BF o _ BD o _ DF
- 2sen A’ ¢ 9senC’ B 9senE

A

Substituindo (2.3), segue que:

R+ Rc+ Rg >

1 (senB senA) 1 (SGHC senB)
761/ J—
4

senA senB sen B sen(C

1 P
> = b4...)=—
> 2(@ +b+...) 5
com igualdade ocorrendo se, e somente se, /A = /B = /C =120°e FFB 1 BC, ..., ou seja,

se o hexdgono for regular.
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A lei dos senos permite achar uma relacao entre os raios citados no problema e algumas

diagonais do hexagono, o que facilita a resolu¢do do problema (FONTELES, 2001).

2.6 PROBLEMA 3 DE 2007

Esta questdo € considerada uma das mais dificeis da histéria da IMO, pois apenas 2
estudantes acertaram totalmente, sendo essa a menor quantidade de acertos em uma questao
na histéria. A média de pontuacao foi 0.304, sendo que 437 dos 520 estudantes nao pontuaram
(IMO, Acesso em: 02 set. 2018).

Problema. Numa competicdo de matematica alguns competidores sdo amigos. Amizade
¢ sempre mutua. Chame um grupo de competidores de panelinha se cada dois deles sdo amigos.
(Em particular, qualquer grupo de menos de dois competidores é uma panelinha). O nimero de

membros de uma panelinha é chamado seu tamanho.

Dado que, nesta competicdao, o maior tamanho de uma panelinha € par, prove que os
competidores podem ser divididos em duas salas tais que o maior tamanho de panelinha em uma

sala € igual ao maior tamanho de panelinha na outra sala.

Solucao. Considere que a maior panelinha tenha tamanho 2n e coloque todos os seus
membros na sala X. Chame esses estudantes de [I-estudantes. Coloque os outros na sala Y.
Sejam d(X) e d(Y') os tamanhos das maiores panelinhas em X e Y em um dado momento. Se
um estudante move-se de X para Y, entdo d(X) — d(Y") decresce em 1 ou 2. Repetindo esse

procedimento, pode-se fazer essa diferenca ser 0 ou —1.

Assumaque é —1,comd(X) =1led(Y) =1+ 1. Se asalaY contem um [I-estudante
que ndo pertence a uma panelinha em Y de tamanho [ + 1, apés mover esse estudante para
X tem-se d(X) = d(Y'). Portanto, assuma que todos os 2n — [ II-estudantes em Y pertencam
a todas as panelinhas em Y de tamanho [ + 1. Cada uma dessas panelinhas precisa conter
2(I —n) + 1 > 1 ndo II-estudantes. Escolha uma panelinha arbitraria em Y de tamanho [ + 1 e
mova um ndo [I-estudante para X. Repita esse procedimento enquanto tiver [ + 1 panelinhas em
Y. Note que d(X) permanece [ depois de cada um desses movimentos. Caso contrario, considere
uma panelinha de tamanho [ + 1 em X. Todos os seus membros iriam conhecer todos os 2n — [
IT-estudantes em Y. Juntos eles formariam uma panelinha de tamanho 2n + 1, o que € impossivel.

Portanto, chega-se na configura¢do d(X) = d(Y) = L.
0

A i1deia € mover os estudantes um de cada vez de um quarto para o outro e vice-versa até

obter o resultado desejado. Note que quase nenhum conhecimento técnico € necessario.
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2.7 PROBLEMA 6 DE 2007

Esta questdo € considerada uma das mais dificeis da histéria da IMO, pois possui a menor
média de pontuacao (0.152) até esse ano. Dos 520 estudantes, apenas 5 acertaram totalmente
e 473 nao pontuaram (IMO, Acesso em: 02 set. 2018). A solugdo a seguir foi proposta por
Peter Scholze, vencedor da medalha Fields em 2018 e um dos cinco estudantes que acertaram a
questdao em 2007 (SCHLEICHER; LACKMANN, 2011).

Problema. Seja n um inteiro positivo. Considere
S=A{(x,y,2) :x,y,2 € {0,1,...,n},z+y+ 2z > 0}

como um conjunto de (n + 1)® — 1 pontos no espago tridimensional. Determine 0 menor nimero

possivel de planos cuja unido contém S, mas ndo inclui (0, 0,0).

Solucao. Note que para os problemas andlogos em dimensdo 1 e 2 as respostas parecem
ser n e 2n, respectivamente. Por analogia, espera-se que a resposta para o problema proposto seja
3n. De fato, uma colecao com 3n planos é suficiente: x = k,y =kez =k, parak=1,....n
atendem ao enunciado. Suponha que existam m < 3n planos que passam por .S, mas nao pela

origem. Esses planos podem ser escritos como m equagdes lineares nas varidveis x, y € z:

Multiplicando todas essas equacdes, obtemos o polindmio

m

P(z,y,2) = H(aix + by + ciz + d;)

i=1

de grau m, que é zero em S e diferente de zero na origem.

Defina agora o operador A,, que substitui um polindémio () pelo polinomio A, (), onde

AzQ(fB,y,Z) = Q((I) + 17?/, Z) - Q(ﬁ,y,2’>

e, analogamente, para os operadores A, e A, (essas sdo versdes discretas do operador derivada).
Note que cada um desses operadores diminuem o grau de um polindmio em pelo menos 1 (defina

0 polindmio nulo como tendo grau —oo).

Ao repetir a aplicacdo desses trés operadores no polinomio P, percebe-se por indugdo que

r s t 7 M n n n
ALA;ALP(0,0,0) nunca € zero para 7, s,t < n e, em particular, que A7APATP(0,0,0) # 0.
Mas, isso contradiz o fato de que o polindmio A7ATAT P tem grau no maximo m — 3n < 0,

logo precisa ser o polindmio nulo.

Logo, a quantidade minima de planos é 3n.
O

Note que, embora o problema pareca ser de combinatdria, a solugdo € obtida através de
um método algébrico (SCHLEICHER; LACKMANN, 2011).
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2.8 PROBLEMA 1 DE 2017

Esta questdo é considerada a mais facil da IMO 2017, por possuir maior média de
pontuacdo (5.943). Dos 615 participantes desse ano, 446 acertaram em sua totalidade e apenas
40 pessoas nao pontuaram nada nesta questao (IMO, Acesso em: 02 set. 2018). A solugao a
seguir foi proposta por Hadyn Tang, que apenas acertou esta questdo em sua totalidade, ficando
assim apenas com a meng¢do honrosa (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018).

Problema. Para cada inteiro ag > 1, define-se a sequéncia ayg, a1, as, ... tal que, para
cadan > 0:

/a,, se./a, € inteiro,

Up41 = L.
a, + 3, caso contrario.

Determine todos os valores de a para os quais existe um nimero A tal que a,, = A para

infinitos valores de n.
Solucao. Todos os inteiros positivos n que sao multiplos de 3.
Caso 1: ap = 0 mod 3

Claramente todos os termos da sequéncia sdo multiplos de 3. Seja a; o termo da sequéncia

com valor minimo.

Suponha por contradigdo que a; > 9. Seja z > 1 para o maior inteiro tal que 3%° < a;. A
sequéncia a;, a; i1, G;+2, . . . € formada acrescentando 3 a cada vez até que chegue num quadrado
perfeito a;. Observe que a; ndo pode exceder 32" porque 32" ¢ um quadrado perfeito que é
multiplo de 3. Segue que

aji1 = a; < V3T =3 < aq,
o que contradiz a minimalidade de a;.

Consequentemente, a; < 9. Segue que a sequéncia entra no ciclo
3—=+6—-9—=3—=-6—9—...

que contém o nimero 3 uma quantidade infinita de vezes.
Caso 2: ap = 2 mod 3

Como nenhum quadrado perfeito é congruente a 2 médulo 3, segue por inducdo que
an+1 = a, + 3 para todos os inteiros ndo negativos n. Como a sequéncia € estritamente crescente,

nao pode conter o mesmo valor uma quantidade infinita de vezes.
Caso 3: ap = 1 mod 3
Claramente, nenhum desses termos € mdltiplo de 3.

Se a; = 2 mod 3 para algum inteiro positivo ¢, entdo por um argumento similar ao caso

2, a sequéncia ndo pode conter o mesmo valor uma quantidade infinita de vezes.
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Resta discutir o caso que a,, = 1 mod 3 para todos os inteiros ndo negativos n. Seja a; o

termo da sequéncia de menor valor.

Suponha, por contradi¢do, que a; > 16. Seja x > 1 o maior inteiro tal que 22° < a;. A
sequéncia a;, a; 11, Gi+2, - . . € formada adicionando 3 a cada vez até que chegue num quadrado
perfeito a;. Note que a; ndo pode exceder 22" porque 2*”" também é um quadrado perfeito

que € congruente a 1 médulo 3. Segue que
aj41 = a; < V22 =27 < q,,
0 que contradiz a minimalidade de a;.

Consequentemente, a; < 16. E facil ver, indutivamente, que ao > 1 implica a,, > 1 para

todo inteiro positivo n. E como
7—10—13 =16 -4 — 2,

percebe-se que qualquer sequéncia desse tipo eventualmente acaba no nimero 2, que ndo é

congruente a 1 modulo 3. Essa contradi¢do final conclui a prova.
OJ

A contradicao final do caso 3 pode levar a pensar que se ap = 1 mod 3, entdo a sequéncia
resultante sempre contém o numero 2. Mas isso nao decorre da argumentagdo acima. Ao invés
disso, a contradicao final mostra apenas que € impossivel ter a; = 1 mod 3 para todos os inteiros

ndo negativos i. Por exemplo, se ay = 19, entdo a; = 22, a; = 25e a3 = 5 = 2 mod 3.

2.9 PROBLEMA 3 DE 2017

Esta questao € considerada a mais dificil da histéria da IMO, pois possui a menor média
de pontuagdo (0.042) da histéria, batendo o recorde anterior da questdao 6 de 2007 (0.304).
Apenas 2 estudantes acertaram totalmente, a menor quantidade de acertos em uma questao na
histéria. Além disso, 608 dos 615 estudantes ndo pontuaram, a maior quantidade de zeros em
uma questao na histéria (IMO, Acesso em: 02 set. 2018). A solucdo a seguir foi proposta por
Linus Cooper, medalhista de prata na IMO em 2017 e um dos dois estudantes que acertaram a
questdao em 2017 (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018).

Problema. Um coelho invisivel e um cagador jogam da seguinte forma no plano euclidi-
ano. O ponto de partida Ay do coelho e o ponto de partida B, do cagador sdo iguais. Depois de
n — 1 rodadas do jogo, o coelho encontra-se no ponto A,,_; e o cagador encontra-se no ponto

B,,_1. Na n-ésima rodada do jogo, ocorrem trés coisas na seguinte ordem:

(1) O coelho move-se de forma invisivel para um ponto A, tal que a distancia entre A,,_; e

A, € exatamente 1.
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(i1)) Um aparelho de localiza¢ao informa um ponto P, ao cagador. A dnica informagdo garantida

pelo aparelho ao cagador é que a distancia entre P, e A,, € menor ou igual a 1.

(i11) O cacador move-se de forma visivel para um ponto B, tal que a distincia entre B,,_; e B,

€ exatamente 1.

E sempre possivel que, qualquer que seja a maneira em que se mova o coelho e quaisquer
que sejam os pontos informados pelo aparelho de localizacao, o cagador possa escolher os seus
movimentos de modo que depois de 10° rodadas o cagador possa garantir que a distancia entre

ele e o coelho seja menor ou igual que 100?

Discussao. Chame o ponto fornecido pelo aparelho de localizacdo de ping. Parte da
dificuldade do problema € pensar que, sendo o coelho invisivel, a melhor estratégia para o
cacador € seguir o ping a cada movimento. Porém, isso estd errado, como mostra o exemplo

concreto a seguir.

Sem perda de generalidade, assuma inicialmente que tanto o coelho quanto o cagador

estdo na origem do plano cartesiano. Suponha que o primeiro ping seja em (1, 1). Ao seguir o

V2 V2

55 ) em seu primeiro movimento.

ping, o cacador chega a (

Suponha que o segundo ping seja em (3,0). Entdo, é obvio que o dnico lugar que o
coelho pode estar depois do seu segundo movimento é (2, 0) e o cagador é capaz de deduzir isso.
Portanto, a melhor estratégia para o cacador no seu segundo movimento nao € seguir o ping e se
mover em dire¢do a (3, 0), mas sim seguir o coelho movendo-se para (2, 0) porque ele sabe onde

o coelho estd, conforme Figura 13.

Figura 13 — Discussdo

14+

Fonte: (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018)

O cendrio descrito sé ocorre pois o segundo ping torna possivel determinar a localiza¢ao
exata do coelho. Mas, se o segundo ping estivesse em (2, 99; 0), o cagador ndo poderia determinar
a posi¢do exata do coelho. Entretanto, o cagador ainda poderia deduzir que o coelho estd muito

mais perto de (2,0) do que de (2, 99; 0). Portanto, mesmo no caso onde a localiza¢do exata do
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coelho ndo € conhecida, o cagador pode deduzir a localizagao do coelho e perceber que seguir o

ping nao é necessariamente a melhor estratégia.

A falha em assumir que seguir o ping é a melhor estratégia para o cagador € assumir que
o cacador tem algum tipo de amnésia e ndo lembra das informacdes anteriores do ping. Se o
cacador tivesse tal amnésia, entdo seguir o ping seria sua melhor estratégia. No entanto, ndo se
pode assumir isso. Consequentemente, qualquer tentativa de solu¢do que implicitamente assumiu

que o cacador tinha tal amnésia ndo foi considerada na correcao.

Solucao. Serd provado que ndo existe estratégia para o cacador que garanta que a

distancia entre ele € o coelho seja menor ou igual a 100 depois de 10 rodadas.

A chave do problema é considerar o cendrio ilustrado na Figura 14. Lembre-se que A,
e B, sdo as posic¢des do coelho e do cacador, respectivamente, depois de n rodadas. Sejam [ a
linha B, A, e x a distancia entre B, e A,,. Os pontos ), e (), distam 1 da linha [ e distam d do
ponto A,,, em que d > x é inteiro positivo que serd escolhido depois.

Figura 14 — Solucdo

Fonte: (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018)

Imagine que o coelho lance uma moeda em A,,. Se for cara, o coelho segue para (), nas
proximas d rodadas. Se for coroa, o coelho segue para (), nas préximas d rodadas. Suponha ainda
que, a cada rodada, o aparelho de localizacdo forneca o ping na linha /, no pé da perpendicular
baixada a partir da localiza¢do do coelho. Note que esses pontos sdo compativeis com caminho

do coelho, independentemente se o coelho esta indo para ()1 ou )s.

Desviando a atencdo para o cacador, uma possibilidade é se mover uma unidade para
a direita ao longo de [ por rodada. Isso o colocaria no ponto B, que dista d de B,,. Nesse caso,
depois de d rodadas a distancia entre o cagador e o coelho seria y = B(@); = B(Q,. Note que
se o cacador fizer qualquer outra coisa, ele vai acabar estritamente a esquerda de 5. Se ele
terminar acima de [, entdo a distancia entre ele e (), seria maior que y. Se ele acabar abaixo de [,
a distancia entre ele e (); seria maior do que y. Entdo, nenhuma escolha do cagador pode garantir

que a distancia entre ele e o coelho seja menor que y depois de d rodadas.

Sera calculado um limite inferior para y. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo
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A, PQy, tem-se que AP = +/d? — 1. Portanto, BP = v/d?> — 1 — (d — x). Aplicando o teorema

de Pitdgoras no tridngulo BP();, tem-se

P = P+ (x+Vd2—1-4d)?
= 2%+ 2d* —2d\/d?* — 1 —2x(d — Vd? - 1)
= 224+ 2(d—z)(d—Vd*—1)

— x2_’_ﬂ
B d+Vd2 =1
- 2(d — x)

_f_i
d+Vd?

T
= 224+1-—=.
x° + P

Escolhendo d = 2 [z], onde [z] é o menor inteiro maior ou igual a z, tem-se

1

2 .2
> —.
y $+2

Mas, para z > 1, tem-se
5> (e g)
r+=->|x .

2 T
Portanto, 1
> —.
yzat 5%

Para resumir, foi demonstrado o seguinte lema.

Lema: Se, em alguma etapa, a distancia entre o cagador e o coelho € z > 1, entdo, depois

de mais 2[x] rodadas, a distincia entre o cagador e o coelho potencialmente excede x + é

Para clarificar a terminologia, dizer que a distancia entre o cagador e o coelho potencial-
mente excede algo significa dizer que o cacador ndo pode garantir que a distancia entre ele e o

coelho € menor do que esse algo.

Chame um conjunto de movimentos do lema que o coelho pode fazer de swoop se a

distancia entre o cacador e o coelho potencialmente excede = + 5%3
Serd usado o lema e o conceito de swoop para terminar o problema.

Para comecar, note que, depois de uma rodada, a distincia entre o cagcador e o coelho
¢é potencialmente igual a 2. Isso ocorre porque o aparelho de localizacdo pode simplesmente
mostrar a posi¢ao inicial do coelho e do cacador, o que ndo d4 nova informagdo para o cagador.
Entdo, seja qual for a dire¢do que o cagador se move na rodada 1, o coelho pode ir para a dire¢cdo

oposta.
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Em seguida, suponha que, depois de algumas rodadas, a distancia entre o cacador e o
coelho € de pelo menos © > 2. Sejan = |[z], onde |z | é o maior inteiro menor ou igual a x.
Sera mostrado a afirmagio que, depois de mais 10(n + 1)? rodadas, a distancia potencial entre o

cacador e o coelho € pelo menos n + 1.

Assuma, por contradi¢do, que esse nao € o caso. Pelo lema, cada swoop potencialmente

aumenta a distancia entre o cagcador e o coelho em mais de m

5(n 4 1) swoops, a distincia entre o cagador e o coelho é potencialmente aumentada em mais de

. Assim, depois de, no maximo

1 e, portanto, € potencialmente, pelo menos, n + 1. Como cada swoop precisa de ndo mais do
que 2(n + 1) rodadas, um total de no maximo 2(n + 1) x 5(n + 1) = 10(n + 1)? rodadas foram

usadas no processo. Isso contradiz a afirmacdo.

Com essa afirmacao pode-se calcular um limite superior U para o nimero de rodadas
necessdrias para garantir que a distancia entre o cagcador e o coelho é potencialmente pelo menos

101. Isso é dado por

U < 14+10-324+10-4>+---4+10-1012
< 10-100-1012
< 10°.

Logo, a distancia entre o cagador e o coelho potencialmente excede 100 em bem menos
de 10 rodadas. Quando isso ocorrer, o coelho poderia simplesmente pular diretamente longe do
cacador até que as 10° rodadas tenham ocorrido. Desta forma, o cacador ndo pode garantir que a

distancia entre ele e o coelho seja menor que 100.
OJ

O ndmero 100 dado no problema estd longe de ser preciso. Tomando um pouco mais de
cuidado na conta final acima mostraria que depois de 10° rodadas a distancia entre o coelho e o

cacador € potencialmente de 668.

2.10 PROBLEMA 4 DE 2017

Esta questdo é considerada a segunda mais fécil da IMO de 2017, obtendo a média de
pontuacgdo de 5.029 (IMO, Acesso em: 02 set. 2018). A solucdo apresentada a seguir € baseada
nas solucdes de Matthew Cheah e de William Hu, medalhistas de prata e bronze respectivamente
(PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018).

Problema. Sejam R e S pontos distintos sobre a circunferéncia {2 tais que RS nao é
um didmetro de €. Seja [ a reta tangente a {2 em R. O ponto T é tal que S é o ponto médio do
segmento RT. Escolhe-se o ponto J no menor arco RS de 2 de maneira que I, a circunferéncia

circunscrita ao tridngulo JST, intercepta [ em dois pontos distintos. Seja A o ponto comum de I’
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e [ mais proximo de R. A reta AJ intercepta pela segunda vez {2 em K. Demonstre que a reta

KT étangente al'.

Solucdo. Dos quadrildteros inscritiveis numa circunferéncia RK SJ e ST AJ tem-se que

LIJKR =/ZJSR = ZJAT

Figura 15 — Solugdo

Fonte: (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018)

Como A, J e K sdo colineares, segue que RK//AT.
Uma vez que RX//AT e S é o ponto médio de RT, segue que RXT A é um paralelo-

gramo.

A partir do paralelogramo RX7T A e usando o teorema do segmento do circulo {2 e a

linha AR, tem-se que
LSKR=/SRA=/XTS

Consequentemente, o quadrildtero /X X'T'S € inscritivel na circunferéncia. Isso junto com

o paralelogramo RXT' A implica que

LSTK = ZLSXK = LSAT

Assim sendo, pelo teorema do segmento, 1" € tangente a ['em 7.
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2.11 PROBLEMA 5 DE 2017

Esta questdo possui média de 0.969 dentre os participantes, dentre os quais 451 erraram
esta questdo na totalidade e apenas 59 acertaram-na integralmente (IMO, Acesso em: 02 set.
2018). Esta resolucao foi desenvolvida por Matthew Cheah e, como citado na questdo anterior,
foi medalhista de prata na IMO de 2017 (PASQUALE; DO; MCAVANEY, 2018).

Problema. Seja N > 2 um inteiro dado. Um conjunto de N (N + 1) jogadores de futebol,
todos de diferentes alturas, sdo colocados em fila. O treinador deseja retirar N (/N — 1) jogadores
desta fila, de modo que a fila que sobra formada pelos 2N jogadores restantes satisfaca as NV

condig¢des seguintes:

(1) Nao resta ninguém entre os dois jogadores mais altos

(2) Nao resta ninguém entre o terceiro jogador mais alto e o quarto jogador mais alto.

(N) Nao resta ninguém entre os dois jogadores mais baixos.

Demonstre que isso € sempre possivel.

Solucdo. Considere camisetas de n cores diferentes distribuidas entre os jogadores da
seguinte forma: os (n + 1) menores jogadores vestem a cor 1, os (n + 1) segundos menores
jogadores vestem a cor 2, assim até os (n + 1) mais altos jogadores que usam a cor n. Basta
mostrar ser possivel remover n(n — 1) jogadores tal que cada cor das camisetas € representada
duas vezes entre os restantes dos 2n jogadores, e tal que nao tenha nenhum jogador entre dois

jogadores que usam a mesma cor de camisetas.

A prova € apresentada junto com um exemplo que ilustra o que estd acontecendo em
cada etapa. O exemplo é o caso n = 4, onde as cores das camisetas da esquerda para a direita
sdo a seguinte:

42123243114132344123

Comeca-se analisando da esquerda para a direita até identificar-se duas camisetas da
mesma cor pela primeira vez. Note que isso vai acontecer nos primeiros (n + 1) jogadores, pelo
principio da casa dos pombos. Suponha que a cor X seja a primeira a ocorrer duas vezes. No
exemplo, X = 2. Remova cada jogador a esquerda do segundo X que ndo estd vestindo a cor X

das camisetas. No exemplo, isso produz o seguinte:

A2123243114132344123

A seguir, remova todas as ocorréncias de X que estdo a direita do segundo X. No

exemplo, isso produz o seguinte:

223243114132344123
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Observe que a cor X agora ocorre exatamente duas vezes, e que os dois X se mantém
a esquerda de todos os jogadores restante na fila. Além disso, as demais cores ocorrem nesse

momento n ou (n + 1) vezes.

A seguir, para as cores diferente de X que ocorrem (n+ 1) vezes, remova uma ocorréncia
dessa aleatoriamente. No exemplo, somente um nimero 3 precisa ser removido. Escolhendo um

3 aleatoriamente produz-se o seguinte:

223441141334413

Nesse momento, tem-se X X seguido por um grupo G de n(n — 1) jogadores. Note que
em G, existem (n — 1) cores diferentes de camisetas, cada uma ocorrendo n vezes. Isso mostra
que o caso com n cores diferentes de camisetas onde cada cor ocorre n 4 1 vezes ser verdadeiro
implica, por inducio, que o caso com n — 1 cores diferentes de camisetas onde cada cor ocorre
n vezes também € verdadeiro. Para completar a prova por indugdo, basta provar a veracidade do

cason = 1, que € trivial.
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3 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho € a divulgagcdo da Olimpiada Internacional de Matemaética
(IMO). Alunos e professores podem adquirir mais conhecimentos dessa olimpiada e se aperfei-
coarem na Matemaética com os problemas expostos. A presente dissertacao atinge esse objetivo,
esclarecendo diversas questdes sobre essa Olimpiada e servindo como material de consulta sobre

diversos pontos da mesma.

O trabalho retrata a histéria da IMO, sua importancia frente a dissemina¢ao da Matema-
tica, o desempenho do Brasil e outros paises participantes, bem como o desempenho individual
de alguns brasileiros medalhistas. Além disso, mostra varios exemplos de resolucao de problemas
da IMO, mostrando a diversidade das solucdes. As resolucdes foram escolhidas de modo que fos-
sem as mais elegantes possiveis - as solu¢des d’O Livro, parafraseando Paul Erdds. Vale observar
que os problemas mais dificeis nem sempre sdo os mais interessantes ou com a matematica mais

dificil, mas muitas vezes com o enunciado mais confuso para modelar.

Para terminar, cabe destacar algumas dificuldades na elaboracdo dessa dissertacdo. Uma
delas € no que se refere ao IZTEX, primeira vez que o utilizei e muitas ddvidas me surgiram no
decorrer da escrita deste trabalho, sendo que muitas delas foram sanadas pelo meu orientador.
Outra dificuldade, na escrita dos textos, foi que precisei de auxilio para elaborar um material
com nivel requerido de Mestrado. Outra grande dificuldade foi na resolucdo de questdes da IMO,
pois muitas questdes sdo bem dificeis e precisei de muito tempo para entendé-las e para procurar

as melhores solugdes possiveis para cada questdo aqui exposta.

Por tudo isso, 0 PROFMAT foi muito importante para mim, fazendo com que eu me
tornasse alguém mais capacitado na funcio de Professor. Adquiri mais conhecimento, superei
meus limites e me tornei mais seguro em sala de aula, com um entendimento da Matematica

maior do que tinha anteriormente.
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