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RESUMO

Este trabalho tem o propoésito de apresentar parte da teoria das regressées multiplas como
mecanismo de utilizacéo na introducao dos conceitos da matematica superior aos estudantes do
Ensino Técnico Profissionalizante como um material para o professor destes cursos. O propésito
visa expandir o conhecimento da regressao linear simples para a regressao linear multipla no
primeiro plano. Em segundo, ampliar o alcance teérico e pratico, tanto para o professor que
ministrara a aula, quanto ao estudante que necessita da ferramenta com teor mais profundo
e formal sobre a teoria da regressao estatistica. O trabalho foi desenvolvido para atender aos
cursos técnicos e profissionalizantes que necessitam de uma base mais profunda e técnica, das
quais envolvem ajustes, leituras e interpretacoes de medidas e dados coletados em laboratério
de testes ou em campo.

Palavras-chave: estatistica; analise de regressdo mdltipla; avaliacées educacionais; ensino téc-
nico profissionalizante.



ABSTRACT

This paper aims to present part of the theory of multiple regressions as a mechanism to be
used in introducing higher mathematics concepts to technical education students, as reading
material for teachers of these courses. The purpose is to expand the knowledge of simple linear
regression to multiple linear regression in the foreground. Secondly, to broaden the theoretical
and practical scope, both for the teacher who will teach the class and for the student who needs
the tool with a deeper and more formal content on the theory of statistical regression. The work
was developed to meet the needs of technical and professional courses that refer to a deeper and
more technical basis, which involve adjustments, readings and interpretations of measurements
and data found in the test laboratory or in the field.

Keywords: statistics; multiple regression analysis; educational assessments; vocational technical
education.
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1 INTRODUCAO

Dos desafios ja enfrentados na educacédo, um dos mais recentes se trata das rapidas
mudancas de paradigmas tecnologicos . As exigéncias ndo estao mais vinculadas ao conheci-
mento de um segundo idioma e/ou conhecimentos basicos na simples operacdo de um sistema
operacional ou na utilizagao de um banco de dados especifico. Além desses requisistos, 0 novo
conceito de analfabetismo digital (Santana et al., 2023) esta agora vinculado a forma da utili-
zagao das tecnologias 10T (Internet Of Things) e 0 uso adequado das inteligéncias artificiais.
Cabe ressaltar ao leitor que, historicamente, a revolugao industrial na segunda metade do sé-
culo XVIII, ndo acabou com os empregos, mas o modificou com novas praticas e métodos de
producado. Que a popularizacao dos computadores pessoais, a internet e 0 acesso a informagao
na década de 90, do século XX, ndo acabou o trabalho do terceiro setor, mas o transformou na
forma de gerar, transferir e trabalhar com as informagdes. Outrora 0s jornais eram impressos
e hoje sao lidos digitalmente em plataformas, o dinheiro de papel ndo sumiu, mas estad me-
nos usual sendo gradativamente substituido por pagamentos on-line, servigos publicos estdo
dentro de plataformas digitais como SouGov ou equivalentes. A propria midia, antes dominada
por televisdo na sala ou o radio na cozinha da casa, atualmente perde espaco para a tec-
nologia streamming por empresas como Netflix, Amazon Prime e Google, sem mencionar os
assistentes virtuais alimentado por inteligéncia artificial, tais como Alexa que ajudam a admi-
nistrar a casa. Enquanto isso, os trabalhadores do setor secundario e de transformacao que
operam maquinas e equipamentos de forma manual, tais como tornos, empilhadeiras, esteiras
em linhas de producgéo, estdo sendo "empurrados"aos poucos por atividades atualizadas para
sistemas autbmatas em que a maquina toma a propria decisao, ficando a cargo do operador
o0 servigo de vigilanica e responsabilidade do controle. As atividades ndo desaparecerao, mas
serdo seriamente modificadas no seu modo operante. Por exemplo, técnicos em solda seguem
com a atividade manual sendo gradativamente adaptada para equipamentos controlados robo-
ticamente por humano ou |.A. quando necesarias atividades de larga escala, precisao, risco ou
complexidade (Remote Control Welding Machines). Nesse exemplo, o operador ndo deixara de
ser um soldador manual, pois além de obter o conhecimento da técnica de soldagem para a
devida operacao e objetivo final da robotizacdo, devera também estar preparado para ocasio-
nais manutengdes ou ajustes. Isto é, maior sera a carga de conhecimento sobre o profissional,
mais conhecimento necessitara, ampliacao do eixo de trabalho, mais informacao, mais respon-
sabilidade. O exemplo da programagéao robdtica ou da inspegao de maquinas autoprogramaveis
via linguagem de maquina é uma realidade sem volta. De qualquer forma, os novos postos de
trabalho que geram essas matrizes, com técnicas, processos e servi¢os, serao incorporados
por novos conceitos dentro e fora do mercado de trabalho, independente do ramo, com mais
ou menos incergao da inteligéncia artificial tanto em equipamentos profissionais que usam sis-
temas embarcados quanto a simples utilizagdo de um site ou servigo pessoal ou profissional
de comunicagao, como o WhatsApp da empresa Meta. Nao o bastante, a quantidade de novos
métodos, tecnologias, técnicas, leis e avancos tecnoldgicos disponivies nesse século é avassa-
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ladora. E nesse sentido, o que esse Trabalho de Conclusao de Curso apresenta € uma forma
mais enfatica e imersiva de abordagem no ensino da matematica dentro das escolas técnicas
e profissionalizantes, pois mais necessarios serao os conceitos do ensino superior incorpora-
dos dentro dos cursos técnicos de nivel médio, dado a necessidade do avango tecnolégico, por
intermédio do professor.
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2 OBJETIVO

O objetivo principal é usar técnicas estatisticas para introduzir conceitos do ensino supe-
rior nos cursos técnicos e profissionalizantes, apresentando elementos relevantes da regressao

multipla e aplicando conceitos da Matematica superior utilizando regressao mdltipla.

Obijetivos especificos

» Mostrar visualmente a minimizagéo de fun¢des de duas variaveis.
» Demostrar aplicacées de multiplicacdo de matrizes.

« Desenvolver o Método dos Minimos Quadrados.
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3 JUSTIFICATIVA

Com o rapido avango das tecnologias, muitos aspéctos da andlise de dados surgiram
quase que imperceptivelmente no cotidiano das pessoas, principalente nas exigéncias dos no-
vos profissionais, que passaram a exigir um novo idioma para além do idioma, isto €, conhe-
cimentos em estatistica, banco de dados, programacao e inteligéncia artificial. Esse trabalho
apresentamos uma proposta de ensino que viabilize o ensino e aprendizado de conceitos da
matematica superior no ensino profissinalizante e técnico, deixando as tecnologias utilizadas
pelos futuros profissionais mais acessiveis teoricamente e ndo apenas mecanizadas no cotidi-
ano do técnico.
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4 METODOLOGIA

O presente estudo contou com uma metodologia quantitativa, aplicada, descritiva. A
revisao feita aqui de carater narrativo buscou elucidar o contexto educacional em que o Ensino
Profissionalizante se encontra e o desenvolvimento teérico da Matematica envolvida.

Primeiramente desenvolvemos a teoria da regressao mudltipla incluindo conceitos ma-
tematicos em algumas etapas cruciais. Apds a incersao desses conceitos exploramos alguns
exemplos praticos podendo ser utilizado em sala de aula. O conceito de regressao néo precisa
ser utilizado apenas como uma técnica de ajustes de curvas, mas também como ferramenta
para apresentar conceitos do nivel superior aos estudantes dos cursos técnicos e profissio-
nalizantes. Dessa forma, além da praticidade visual, os resultados auxiliam na explicacdo dos

conceitos mais avangados.
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5 FUNDAMENTACAO TEORICA

5.1 Perspectivas do novo ensino médio

Alguns trabalhos discutem o motivo da exclusao do contetdo de Calculo Diferencial e
Integral (CDI) no ensino médio (Borgo, 2019). Apesar de nao presente tanto na Base Nacional
Comum Curricular (Brasil, 2018) e nao ser contemplado diretamente para o projeto do Novo
Ensino Médio até o momento, diversas discussdes sobre o assunto ja foram colocadas em
pauta sobre seu ensino no Ensino Médio (Rocha, 2018) e no Ensino Técnico e Profissionalizante
(Pagani, 2014). Ao longo desses estudos, percebeu-se que, principalmente no Ensino Técnico
e Profissionalizante, ndo apenas os professores e alunos compreendem a importancia do CDI
no seu processo de ensino-aprendizagem, como sdo capazes de identificar objetivamente os
aspectos do CDI que séo efetivamente utilizados nos cursos (Pagani, 2014).

No que diz respeito ao Ensino Médio, a utilizagdo e ensino do calculo encontram mais
percalgcos. Além de o curriculo da Matematica ser extenso, autores ja discutiram a maturidade
dos estudantes (Rocha, 2018) para abstrair conteldos complexos como limites, sem ter apli-
cacles diretas. Para lidar com essas dificuldades, sem abrir mado da compreenséo preliminar
do assunto, pesquisadores buscaram utilizar a prépria curiosidade dos estudantes para levan-
tar questdes que os motivem a buscar respostas no CDI (Dreyfus anatoli kouropatov, 2021).
E possivel que, mesmo sem aborda-los formalmente, sejam ensinados conceitos como limites,
derivadas e integrais, explorando ideias intuitivas dos alunos e levantando duvidas pertinentes
a maturidade matematica deles. Dessa forma, os alunos podem ser capazes de entenderem
conceitos como derivada por meio de questdes como pontos de maximo ou minimo de fungoes.

A Estatistica, por sua vez, esta prevista no ensino brasileiro (Brasil, 2018) dentro da uni-
dade tematica Probabilidade e Estatistica. Em comparagao ao CDI, a Estatistica ja apresenta
mais possibilidades de ser incorporada, ndo sé puramente na Matematica, mas na abordagem
dos temas contemporaneos transversais (Cazorla, 2021), ndo ficando restrita a apresentagao de
dados aos alunos, mas para que consigam elaborar seus proprios graficos, fazer suas proprias
predicdes e formular tomadas de decisao baseadas em dados. Entretanto, apenas saber obser-
var dados em gréficos e tabelas nao é o suficiente para uma educacéo estatistica de qualidade.
Existem diversas falacias e equivocos (Filho; Ledo, 2023) que podem levar a tomadas erradas
de decisdo em diversas esferas da sociedade. Apesar de a coleta e interpretacao equivocada
dos dados nao ser sempre intencional, o conhecimento mais completo possivel de probabilidade
e estatistica € a forma mais consistente de um cidadao contornar esses problemas. Portanto, a
formacao sélida do professor e dos estudantes é necessaria para que a analise de dados seja
uma ferramenta de auxilio em todas as areas do conhecimento.

Na proposta do Novo Ensino Médio (Silva; Pasqualli; Spessatto, Recuperado de
https://periodicos.ufjf.br/index.php/edufoco/article/view/39210, 2023), cujo ponto central é a fle-
xibilizagado do curriculo escolar, diversas disciplinas foram abertas na maioria das escolas do

Brasil. Ao observar o catalogo de disciplinas eletivas da SEEDF (Federal, 2025). pode-se per-
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ceber rapidamente uma boa quantidade de disciplinas que teriam seu plano de ensino enri-
quecido com educagao estatistica, tanto dentro da area da Matematica quanto das Ciéncias
da Natureza, como "Agroecologia”, "A Incrivel Maquina Humana", "Quimica Ambiental", entre
outras.

Outra interface de interacdo direta entre o estudante e a estatistica € a inteligéncia arti-
ficial. Apesar de inteligéncia artificial poder ser definida como “Um sistema computacional que
simula a capacidade do ser humano em resolver problemas” (Casagrande, 2019), comumente
chamamos de inteligéncia artificial apenas algoritmos de redes neurais. Os algoritmos de redes
neurais utilizam técnicas estatisticas em grandes volumes de dados (Haykin, 2001), o que torna
sua compreensao indissociavel da compreensao da estatistica. Com todas essas interacdes
entre estudantes e estatistica, é razoavel considerar que o sistema de educacio deva nao sé
contemplar a educagéo estatistica, como constantemente atualizar os tépicos mais pertinentes
as tecnologias atuais.

Segundo o relatério da OCDE, "PISA Vocational Education and Training (VET): Asses-
sment and analytical framework"(Ocde, 2024), além da avaliacdo tradicional internacional de
aprendizagem Programme for International Student Assessment - PISA, aplicada aos eixos da
matematica, leitura e ciéncias aos alunos de 15 anos, a nova modalidade esta proxima de
ser implementada: a modalidade da qualidade de aprendizagem em curos técnicos e profissi-
onalizantes. Nesse documento, inicia-se experimentalmente com trés categorias profisionais:
técnicos em eletricidade, técnicos automotivos e técnicos em hotelaria. Nos trés casos, a esta-
tistica esté presente, tanto no contexto teérico como pratico. Segundo o documento VET (Ocde,
2024), podemos citar os técnicos em eletricidade, os quais necessitam compreender o conhe-
cimento da teoria e dos fundamentos elétricos. No entanto, o aluno precisa ter um profundo
conhecimento de aritmética, algebra, geometria, célculo, estatistica e suas aplicacdes. No ser-
vico de hotéis, o técnico em hotelaria coletam e interpretam informagdes estatisticas sobre os
planos comerciais de produtos e servicos do estabelecimento hoteleiro, uso de planilhas e inter-
pretacao estatistica que envolve logisticas e administracao hoteleira. Os técnicos automotivos
necessitam em trabalhar com medidas mecéancias que envovlem variagdes e calibragbes. Em
todos os casos 0 documento enfatiza a necessidade do conhecimeno em estatistica para a de-
vida aplicacgao do trabalho ou servigo. O projeto VET é uma iniciativa do Programa Internacional
de Avaliacao de Estudantes (PISA) para Educacio e Formacao Profissional (EFP), desenvol-
vida pela OCDE, visa mensurar as competéncias dos alunos que estdo prestes a concluir os
seus programas de educagao e formagéo profissional em areas ocupacionais selecionadas.
Esse exemplo mostra-nos o quanto a analise estatistica impactra nas transicées das novas car-
reiras, das quais dependerdo mais profundamente do tratamento dos dados. Isso demonstra
que a educacao devera se adaptar o mais breve possivel as mudancas significativas na forma,
conceitos e paradigmas do mercado de trabalho global. Quando pensamos no estudante do
ensino técnico e profissional, o conceito do PISA/VET € importante como avaliagédo. De fato,
nao é a obrigatriedade da empresa em ensina-los, mas sim seleciona-los para as atividades
empresariais, sejam elas quais forem.
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5.2 Exigéncias do mercado de trabalho

Segundo o relatério The Future of Jobs Report ((Forum, 2020)), os trés trabalhos com
maior tendéncia de crescimento até 2025 seriam especialistas em Big Data, inteligéncia artificial
e cientistas de dados, todas sendo profissdes indissociaveis do aprendizado de métodos esta-
tisticos. O relatério de 2025 trouxe novamente tendéncias em inteligéncia artificial e Big Data,
prevendo o crescimento do uso dessas tecnologias no mundo entre 2025 e 2030, o que pode
se manter nas proximas décadas também. Grandes volumes de dados observacionais séo ge-
rados e armazenados todos os dias e devem ter seu volume diario aumentado nos proximos
anos (Statista, 2020). O gerenciamento desses dados por empresas, governos, instituicées e
pesquisadores é feito por métodos estatisticos. Os dados sido capazes de gerar, apés a ma-
nipulacdo, grandezas quantitativas que auxiliam os pesquisadores a tomar decisdes, além de
realizar descobertas que dependam de enxergar relagées minuciosas entre os dados. Revis-
tas cientificas como a Remote Sensing publicam constantemente estudos com manipulacao de
dados espaciais, normalmente gerados por satélites, que criam diversos modelos matematicos
para prever diversas caracteristicas de um sistema terrestre como impactos ambientais (Ozigis
et al., 2025), prever comportamento térmico do ar em cidades (Kubiniec; Moffett; Blount, 2025)
ou avaliar a emissao de carbono de vulcoes (Romaniello; Ganci, 2025).

Nao restrita a area de sensoriamento remoto, areas interdisciplinares como a medicina
se beneficiam diretamente da analise minuciosa de dados como em diagndéstico e tratamento
de cancer (Wu, 2024) com a analise de dados em grande escala, ou em menor escala para
geracao de modelos preditivos para auxiliar no tratamento de cada caso, por exemplo com re-
lagao a lesdes por pressao na pele (Voziniak et al., 2023). A mateméatica pode vir ndo sé em
pontos especificos como uma equacao, mas em conjunto com diversos conceitos, ampliando a
perspectiva pela qual observam-se os problemas, como por exemplo com o uso de equagdes di-
ferenciais junto de testes de hipdtese, dentro de redes neurais, etc. A demanda por matemética
como base para novas descobertas, visto que as relacdes observadas nas situagdes-problema
de pesquisa envolvem muitas grandezas ou interagdes complexas a ponto de leis determinis-
ticas ndo serem trivialmente notaveis. Além da pesquisa cientifica, os setores de servigos e
industria se beneficiam de pessoas que possuem formacéo e habilidades matematicas. Cada
vez mais oportunidades de trabalho requerem conhecimento em manipulacdo de dados como
SQL, e manipulacdo de computacdo em nuvem como Amazon Web Service, Google Cloud,
entre outras ferramentas que gerenciam grandes volumes de dados. Entre os trabalhos de ci-
entista de dados, analistas de dados, estatisticos, business inteligence, e outras, a tendéncia
€ que as empresas utilizem mao-de-obra qualificada para identificar, selecionar e limpar os da-
dos obtidos por diversos meios para prever comportamentos de maquinas, mercados, cadeias
logisticas, entre quaisquer outras aplicacdes relevantes para as operagoes das empresas.
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5.3 DISCIPLINAS DO ENSINO SUPERIOR NO ENSINO MEDIO

N&o somente a area das exatas que os alunos devem aprender. E inequestionavel que
as disciplinas de Lingua Portuguesa e Matematica norteiam o ensino das escolas basicas e
fundamentais. De fato, ambas as diciplinas permeiam e costuram as demais areas que neces-
sitam da leitura e raciocinio l6gico e abstrato. O problema esta na saida dos alunos, ou seja, 0
quao preparado estara para seguir com uma profissdo ou somente como um cidadao. Abaixo
algumas das diciplinas do ensino superior que poderiam ser melhor incorporadas no ensino

médio.

5.3.1 Calculo Diferencial e Integral

Alguns trabalhos ja preveem o ensino do Célculo Diferencial (CDI) e Integral no Ensino
Médio (Dias, 2019), inclusive com o auxilio de ferramentas de visualizag@o. Diversos autores
questionam a retirada do CDI dos curriculos (Spina, 2002). Como j& destacado, com o0 avango
de tecnologias computacionais, a Matematica se torna cada vez mais indissociavel da formacao
para o0 mercado de trabalho, e mais complexos os problemas a serem resolvidos se tornam.
Isso torna ponderavel o ensino de topicos matematicos mais avangados para os estudantes. O
CDI em especifico, mesmo que aprendido de maneira introdutéria, pode ajudar em problemas
de otimizacdo. Fungdes de varias variaveis com seus conceitos de curva de nivel, podem ser
exploradas com dados e a utilizagdo de regressao linear multipla, pois além do aluno ter o con-
tato visual, o professor pode trabalhar com os dados aprimorando os conceitos que envolvem o
Céclulo, tais como limite e derivadas.

5.3.2 Probabilidade e Estatistica

Apesar de a Estatistica ja estar prevista como parte integrante do componente curricular
da Matematica no Ensino Basico (Brasil, 2018), os tépicos abordados como a Estatistica Des-
critiva e Exploratéria dos Dados ja sao insuficientes, necessitando de analises mais profundas
das quais necessitam da Inferéncia Estatistica, tais como a regressao, pelo menos nos cursos
técnicos e profissionalizantes. Uma alternativa seria através do uso da regressao linear simples
ou multipla, explicitando o conceito da inferéncia estatistica dentro das técnicas de ajuste de
modelos.

5.3.3 Algebra Linear e Geometria Analitica

Machine Learning, Deep Learning, Redes Neurais, Sistemas Autdbnomos, Inteligéncia
Artificial, 10T, entre outras técnicas que atualmente estdo sendo incorporadas no dia a dia, tem
um nome: Algebra Linear. Todas essas técncias tem alta dependéncia desse conceito. No en-
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tanto, a duvida mais pertinente e corriqueira dos alunos do ensino médio é, sem davidas, o uso,
manipulacdo e interpretacao das matrizes, o significado e interpretacdo do determinante, das
inversas e demais operagdes. A regressao linear, no seu formato matricial pode ser um forte
aliado para o entendimento das operagdes matriciais, principalmente com relacao ao ajuste de

modelos regressivos multiplos.

5.3.4 Pensamento Légico Computacional e Programacao

Escolas do ensino fundamental ja estdo ensinando coneitos de programacao para crian-
¢as abaixo dos 12 anos, no ensino funamental. Sdo aprendidas conceitos e I6gica de programa-
¢ao com o uso do Python, com aplicagdes do robot LEGO (vide em: https://spike.legoeducation.
com/essential/lobby/). Esses novos rumos da educacéo prometem uma revolugéo significativa
no tratamento das informacdes pelos professores e alunos. Programacao e Python e o sofware
R séo grandes aliados para introduzir conceitos de programacao. Mais além, ao usar as linhas
de codigo para ler, organizar € interpretar dados, a regressao linear simples é um bom exemplar
para os alunos.

5.3.5 Educacao Financeira e Principios de Contabilidade Geral

O Projeto de Lei n° 5950, de 2023, propbs alterar a Lei n? 9.394, de 20 de dezembro
de 1996, que estabelece as diretrizes e bases da educacgéo nacional, para incluir educacéo e
administracao financeira nos curriculos da educagao basica. Acredita-se que essa lei é impor-
tante para a inclusao da educacao financeira nas escolas podendo contribuir para o aumento do
empreendedorismo, a diminuicao das dividas e inadimpléncia dos cidadaos e aumentar a ca-
pacidade econémica local e, por seguinte, atrair invetimentos nacionais e internacionais. Dessa
forma, o aluno se condicionara a sua relacdo com o dinheiro de forma respnosavel, com dimi-
nui¢do do stress financeiro para si e a sua familia. Na sociedade, essa troca de relagdo com o
dinheiro comegando no pessoal e expandindo para o grupo de moradoes e cidadaos, podera
melhorar a qualidade de vida de todos. Nao o bastante, muitos alunos ao terminar o ensino
médio nao sabem o basico, como preencher uma declara¢ao de imposto de renda que vincula o
seu proprio CPF, ou seja, a sua identidade. Atualmente, com a educacéo financeira muitas esco-
las incentivam o empreendedorismo como parte da fomracao. Previsibilidade, esse é o grande
"segredo”de um bom investidor. No mundo dos negdécios, saber investir € o principal passo para
0 bom empreendedorismo. A andlise de séries temporais, nada mais sao do que ajustes de mo-
delos que, de uma forma ou de outra, seguem o padrao do ajuste de regressao linear. De forma
mais simples, ajustar um modelo de custo vs despesas por regresséo linear auxilia o aluno na
compreensdo dos modelos basicos dos principios de financas e contabilidade.


https://spike.legoeducation.com/essential/lobby/
https://spike.legoeducation.com/essential/lobby/
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Embora o assunto seja do ramo da Estatistica, convém que os estudantes aprendam
sobre a estatistica basica conforme o regulamento da OCDE, caso desejam melhorar o indice
do PISA. O assunto da regressao multipla engloba muitos assuntos das ferramentas da mate-
matica superior, tais como: fungdes de varias variaveis, algebra linear (operacdo com matrizes),
curvas de nivel, vetores gradientes e etc. Nesse contexto, usamos a teoria da criacdo da regres-
sao multipla para que o professor compreenda a dindmica do ajuste dos dados, incorporando

conhecimentos da matematica superior no ensino médio.

6.1 Detalhamento matematico nas regressoes estatisticas

Para que o professor possa utilizar a técnica com seus alunos, é importante que ele
possua um entendimento integral da regressdao multipla e sua constituicdo matematica. Assim,
€ importante que fagcamos a caracterizagdo detalhada da Matematica envolvida na técnica a

sequir.

6.1.1 Regressao Linear vetorial

A regressao linear é uma forma de modelagem que busca modelar a relagao entre duas
variaveis, supondo que exista uma relacdo de correlacado entre as duas. Na natureza, pode-
mos observar diversos fendbmenos cujas variaveis interagem linearmente, ou seja, proporcional-
mente. Por exemplo, velocidade e a distancia percorrida por um corpo, volume de um corpo e o
empuxo de um liquido em que esse corpo se submerge, corrente elétrica em uma resisténcia e
o calor dissipado por ela, entre outros tantos outros exemplos.

Entretanto, ao se fazer medigdes em experimentos, percebe-se uma diferenga entre o
que se espera teoricamente e os dados medidos. Isso se da por diversos fatores aleatérios,
como o desconhecimento de todas as varidveis que interferem no sistema, imprecisdes nas
medicoes e até a propria incerteza obrigatoria ao se interagir com um sistema para medir suas
grandezas. Dessa forma, é de se esperar que um conjunto de dados observaveis podem estar
relacionados entre si por diversos modelos, sendo o0 mais simples deles, o linear.

Assim, para se determinar 0 modelo que mais se aproxime do comportamento real das
variaveis a partir apenas dos dados observados, busca-se um modelo cuja reta se aproxime ao
maximo dos pontos observados. Seja cada ponto um par ordenado (z,y) onde x é a variavel
independente e y a variavel dependente de x e seja a forma de um modelo linear qualquer como
y = Py + B1x onde a resposta y é resultado de uma entrada x multiplicada por uma inclinagao
(1, somada entdo a um intercepto [,. Para muitas covariaveis a forma vetorial € a mais indicada

e sera descrita por

Y =XB + ¢
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Supondo entdo que exista um modelo linear real que descreva a relagcéo entre x e y,
cada medicao possui entdo um erro associado de natureza aleatéria €, sendo ele a distancia
entre o y; observado e o real y. Ou seja, 0 modelo que prevé os valores de i deve contemplar
esse erro da forma y; = 5y + f1x; + €; para

e~ N(0,07)

A qual segue uma distribuicdo normal de probabilidade. Pois, caso contrario, 0 modelo
devera ser avaliado por modelos de regressao generalizados. Nesse trabalho de conclusao de
curso apresentaremos a matematica de base para 0 modo normal.

6.1.2 Método dos Minimos Quadrados Ordindrios (na forma de somatério)

Tendo em vista que toda observacao possui um erro associado a ela em relagao a pre-
digao, procura-se diminuir ao maximo os erros. Para isso, seja a soma dos quadrados dos erros
uma fungéo f da forma

n

> [y — (Bo + i) (1)

i=1

f

Para que a funcdo seja minimizada, entao, deve-se encontrar as derivadas parciais em relagéo
a By e f1, igualando-as a zero para localizar o ponto critico de f. Vale verificar a Figura 1 do
mecanismo para encontrar o ponto de minimo da funcao quadrética para a fungao 1

Figura 1 — Técnica para encontrar o ponto de minimo para os coeficientes da regressora

Suprrf}'n ie
s %

i z=flx, )

Plano tangente

reta suporte T ~.3 i Gradiente

"L ‘_/:..“___h\\\ ";
= ' £ T N /
v ' N o N
\ {7 'Q""\
\§ { / ’ \
Gradiente © . 4 T B = : ¢
- \ T ,” / X
; /
Sy

Curpa de nivel

Fonte: Autoria propria.
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Para isso, torna-se necessério que o gradiente da funcao seja nulo.

Vf(BoBi) =0

Desde que o determinante da matriz Hessiana seja verificado.

8 n
(9_50 Z[?Jz —(Bo+ Bixy))P =0

A Z (Bo + Bra))” =

Sejam [y e [3; os valores que minimizam a fungéo, temos, assim, o sistema de equagdes nor-

mais
—22 (Bo + )] =

—22 (Bo + Pr:)) s

Realizando a devida manipulagdo algébrica para isolar 3, na primeira equacgao, tem-se
R 1 n 1 n
Bo==Y uyi—H=> x
n 4 n “
=1 =1

Substituindo na segunda equacéo, tem-se

—2; [le - <%Z_1:yl —31%2_1:%1) +lei>] ;=0

Realizando também a manipulacdo algébrica para isolar 3, temos as solugdes para a minimi-
zagao como

. 1 n A n
50252;%'—51%;%

Do TiYi — % Do Yi Do T

B =
Z?:l x% - %(27:1 ;)

= Bo + lei
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onde os residuos e; da regressora sao dados por y; — ¥;
O detalhamento mateméatico aqui esta no conceito de que o denominador devera ser
diferente de zero, implicando em

n n

1
EISC%—E(E in)2>0 OUZRrys > X
1=

i=1

Esse resultado implica que o valor eficaz da média é superior a média aritmética.
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6.1.2.1 Utilizagdo no ensino médio: o efeito da otimizacgao.

O professor pode mostrar a regressao linear simples aplicando os parametros otimizados
ajustando uma reta a um conjunto de pontos gerados aleatoriamente ou obtidos por uma base
de dados ou até por experimentagdo. Depois 0s alunos podem propor quaisquer outros valores
nao otimizados 5, e 31, para o caso v f # 0incluindo as retas na curva observada. Como
observado na figura 2, utilizando-se o sofware Geogebra, pode-se observar o ajuste da curva
com base em valores arbitrarios para os coeficientes da reta, cujo comportamento pode ser
observado no grafico 3d a direita na figura. O resultado esperado ¢é a falta de um bom ajuste.

Figura 2 — Escolhendo um ponto com ﬁf = 0, caso nao 6timo.

= GeoGebra Grafico 3D < ISGEE INICIE A SESSAO.

Fungéo de varias variaveis - o
©  d(xy) = 2-13(x—13)+2-0.4 (y—0.4)+ 132 + 0.4
a O flxy)=x+y

Nimero

Ponto

@ A=(2608)

© B=(2608085)
C=(13,04)

© D=(1304185)

@ E=(0018)

© F=(140522)

G=(175,0,0)

H=(0,0,1.25)

O 1=(14050)
B oo

Fonte: Autoria propria.

6.1.2.2 Método dos Minimos Quadrados Ordindrios (Forma Vetorial)

Para compactar fungdes de muitas variaveis, torna-se pratico reduzir a notagcao na forma
vetorial. Por exemplo: quando tratamos de duas variaveis, a forma padrao (forma algébrica
linear) pode ser adequada. No entanto, para grandes quantidades de varidveis e incluindo a

interagcao entre as variaveis, a notagdo matricial é a melhor escolha.

p
y = Bo+ Pras + Bama+ - Bptty = o + > Bi
=1

Para a seguinte forma
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A partir deste momento, quando necessario, vamos utilizar esta notagao.

6.1.3 Encontrando o Ponto de Minimo da Funcdo y = By + f1x + €

A matematica que envolve o estudo dos pontos de maximo/minimo para varias variaveis
relaciona-se ao gradiente nulo da fungéao, como ponto(s) candidato(s):

ﬁf<60731> = 6

cuja existéncia ja foi verificada. Seja, em seguida, a matriz Hessiana formada pelas derivadas
de segunda ordem de f dada por

H— fﬁoﬁo fﬁoﬂl

Ioi60 fou

Pode-se utilizar seu determinante det(H) para determinar a concavidade da curva f.
Pelo Teorema da Hessiana temos

( A A A A
> 0e fa8,(Bo,01) > 0, entdo (Sy,51) € um ponto de minimo local.

>0e fgogo(ﬁo,ﬁl) < 0, entéo (BO,Bl) é um ponto de maximo local.
det(H) < L
< 0, entao,(fy,51) € um ponto de sela.

| = 0, nada se conclui sobre a concavidade da curva.

Assim, temos as derivadas de 22 ordem dispostas na matriz hessiana como

2n 2 Z?:l €T;
2> T 2 7

H =

Assim, o determinante de H é dado por

det(H) = 4n Y " af =43 w)”

i=1

det(H) = 4n’ (Zyl T (2?1 I)2>

n n
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que o termo

n 2 n N\ 2
> i1 Ti _ (Zzl x1> <0

n n

Ou seja, o0 ponto (50,51) € um ponto de minimo da fungdo f. De novo, podemos observar a
importancia do resultado Zry;s > Z. Entdo se a raiz do det(H)

det(H) = a+ bi

sendo b a parte complexa, para

det(H) = 2n(Zgpys — &) + 0i

é determinada apenas pela parte real. Se ocorrer do det(H) = 0, ndo podemos encontrar o
coeficiente by, pois sera inexistente. Isso ocorre quando na andlise exploratéria encontramos
Tryms = 2. Ou seja, no &mbito do Teorma da Hessiana, nada podemos concluir sobre a conca-
vidade da curva e, por sua vez, a regressora inexiste!

Para o caso com muitas covariaveis, temos

e=Y — XB

onde Y é a matriz de resultados observaveis y1, ,...,4,; 5 & 0 vetor dos coeficientes relevantes
Bo, B1, Ba,-.., Bn; X € a matriz de variaveis independentes observaveis, cujo nimero de linhas é
o tamanho da amostra, de 1 a n, e o nimero de colunas é o nimero de coeficientes referentes
as variaveis envolvidas na modelagem mais um termo independente, ou seja 0 tamanho do
vetor 3. € segue uma distribuicdo normal multivariada (/N M,,) com média 0 e desvio-padrdo

o?1.

6.1.3.1 Utilizacdo no ensino médio: o determinante da matriz

Para que serve o determinante na pratica? Essa pergunta é muito comum dos alunos do
ensino médio. Aqui podemos ver um caso. Se o determinante da matriz Hessiana resultar em
um valor nulo, entdo ndo podemos encontrar uma regressora. Isto ocorre se:
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det(H) = 0
det(H) = 4n2x?—4(2x1)220
i=1 i=1
n n 1

Ou seja, se a média quadratica for igual a média aritimética, o determinante da matriz Hessiana
resultara em zero e, por sua vez, ndo encontramos um par de valores que determine uma reta
efetiva. Isto é, se Z,.,, = Z, ndo ha reta! O professor pode comentar sobre a necessidade da
matriz Hessiana existir, expliando que é um caracteristico matematico que define a possibilidade

ou ndo em ajustar uma reta.

6.1.3.2 Soma dos Quadrados

Ao se observar conjuntos de dados, existem diversas maneiras de se explora-los mate-
maticamente para se obter informagdes. Podem, ser observadas médias, medidas de disperséo,
distancia dos dados até pontos de referéncia, etc. Dos métodos de analise de dados quantitati-
VOS, 0 passo mais comum a se tomar para comecar qualquer analise seria a determinacao da
média aritmética dos valores.

Seja y; 0 conjunto de quaisquer valores observados com ¢ € N, a média aritmética entre
os valores de y para n observagoes é calculada por ZH:T”’

A regressao dos dados pode ser feita para modelar sua tendéncia e predizer valores
futuros. Entretanto, caso a média y seja suficiente para modelar os dados, ndo haveria neces-
sidade de se modelar uma regressora. Para que a regressao seja valida, & necessario que haja
diferenca significativa, entédo, entre a regressora y e a média ¥.

Ja determinamos que a regressao linear prediz valores de y com base na variavel z,
Seja y = 80 + le. Assim, possuimos trés valores distintos no eixo das ordenadas: y que é
o valor observado para um determinado x, i o valor predito pela regressao de y, e i o valor
médio de y.

A diferenca entre 0 y observado e o ¢ predito pela regressora, denotamos por d. = y— 7Y
a diferenga entre o y observado e o0 da regressora. Essa diferenca pode ser observada por
conta de fatores aleatérios que interferem tanto na observagéo quanto na medicao de qualquer



28

fendbmeno. No mundo real, € pouco provavel que encontremos o valor de d. como 0, visto que
a maioria dos processos naturais estd sujeita a flutuagbes e incertezas sobre as quais nao
possuimos poder ou tempo habil a modelar.

A outra diferenca notavel é observada entre os valores de i e y, denotada aqui por
d,.q = 9 — Y, sendo a diferenca entre a a regressora e a média dos valores observados de y. O
que se busca na analise de regressao, é se existe uma diferenca relevante, ou seja, estatistica-
mente significativa, entre ¢ e y, de forma que a regressora modele melhor os dados com maior
precisao do que sua média.

Além disso, nota-se que podemos somar as duas diferengas

resultando na nova diferenga que chamaremos de desvio total d; = y — 9.

A cada uma das diferencas, podemos também observar seus respectivos quadrados.
Denominaremos entdo ST como a soma dos quadrados das diferencas totais, ou seja SQ1T =
> i, (yi—7y)* o que pode ser expandido adicionando-se (§ — §) ao interior do termo quadratico,
visto que o termo adicionado é nulo. Assim, temos

n

SQT = Z[(yi — 0+ =9+ 20 — )@ )]

SQT = (i =9+ > -9 —2> (i -G —1)

=1 =1 i=1

Agora vamos analisar otermo —2 > " (y;—¥)(y—1) e suas diferengas internas. Primeiramente
observa-se que

Voltando ao sistema de equacao normais, a partir da primeira equacao, vemos que

Sl =) =Y pi—nbo— Ay wi=0
=1 i=1 i=1

Zyi - Z(Bo + sz) =0
=1

i=1
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Como Bo + lei = yJ; temos entao

Zyi = Zgz
i=1 i=1
Z(yi — i) =0

i=1
i=1

Portanto, o termo cruzado é nulo,

ou de forma vetorial

O produto escalar acima sera zero, se e somente se, (y—y) e (y —y) forem vetores ortogonais,
tal que o angulo interno entre eles é de exatos 90°, caso contrario o produto sera maior do que

zero se o0 angulo for menor do que 90° e menor do que zero se o angulo for maior do que 90°

6.1.3.3 Independéncia Linear

Em matematica a independéncia linear existira entre dois vetores vq,va,- - -,V Nao nu-
los se forem ortogonais.

 Prova: Seja civ1 + covg + - - - ckv, = 0.

Vamos multiplicar ambos os lados por v ;
vl (crvy + covg + -+ - ckug) = 0
Observe que vl vy = 0 por serem ortogonais, entéo o resultado sera
cvlTUl =0

O Unico resultado para a nulidade é que ¢; = 0. Portanto, 0 mesmo resultado é valido

para quaisquer c;, levando aos casos em que ¢; = 0, Vz.
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6.1.3.4 Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras informa-nos que a soma dos quadrados dos catetos é igual ao
quadrado da hipotenusa:

n

SQT =S (i — 9>+ 31— 9)° = [lu+ v|P = [[u]]® + [|v]]?
=1

=1

para os vetores desvios do erro e da regressora

De forma mais compacta, temos;

SQT = |[u||* + |Iv][* + 0

A~ —

implicando na independéncia entre os vetores (y —y) e (y — ¥)-

SQT = 5Qc + 5Qreq

Isso leva-nos a um resultado importante matematicamente sob a ortogonalidade entre S(Q). e

SQv'eg-
Teorema de Pitagoras: Sejam dois vetores u e v, entdo

[u+vI* = [[al]* +[[v]]

Os vetores ||u|| e ||v|| deverdo ser ortogonais entre si, e essa € uma propriedade im-
portante para a existéncia da regressora, u’ v = 0.

Equanto a quantidade SQT' é a soma entre S(). e a regressora SQ),.4, Obtemos o
seguinte resultado:

SQT = S5Qc + SQreq
_ SQe +SQreg

]”‘SQT SQT

O interesse é a proporcéo explicada da varicdo usando o coeficiente de ajuste R:
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_ SQreg
SQT

R2

0 que significa 0 quanto a variacao é explicada pela regressora.

6.1.3.5 Utilizacdo no ensino médio: o impacto do teorema de Pitdgoras dentro do ajuste

Embora o teorema de Pitagoras é simples, do ponto de vista geométrico, ndo podemos
dizer o mesmo no aspecto algébrico. No exemplo da regressdo mdltipla, esta vinculado a per-
prendicularidade entre o desvio dos erros e o desvio da regresora. Em tese, queremos ajustar
mais pontos com melhor aproximagédo dos resultados. Isso se da quando o quadrado SQ),, é
superior ao S().. O professor pode mostrar o efeito do teorma de Pitagoras usando o resultado
do coeficiente 2. Pois, é a parcela explicativa da area do cateto calculado pelo quadrado da
regressora em razao da area total da hipotenusa calculada por SQT'.

6.1.4 Desenvolvimento MMQO

O modelo consiste em escrever os termos da regressora em uma forma matricial a fim de
encontrarmos os coeficientes 3 apenas com a informagédo das covariaveis e a variavel resposta
Y. Vamos verificar que o valor esperado para os termos da matriz de coeficientes ajustados (3

Y1
= - - . Y2
séo exatamente os termos dos coeficientes da regressora otimizada. Sejamy = | |,
_yn_
I 211 712 . . . Ty
1 @1 wao . . . Ty a
1 x31 232 . . . T3 by
X = eb= |b,
_bp_
_1 Tnl Tn2 - - - Tnp)

y1 — (@4 byzyy + boxia + ...+ byryy)

o Yo — (@ + bixgy + botoy + ... + bysp)
Temos que y - Xb € igual a

Yn — (@ 4+ b1z + boxpo + ... + bpzyp)
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Como o produto de um vetor V' pelo seu transposto V'’ é igual & soma dos quadrados
dos seus elementos, temos que

n

Z[yi — (a+ by + bozig + ...+ byriy)]? = (v — Xb) (y — Xb)
i=1

= — XV)(y— Xb) =9y —2¢y/ X0+ VX' Xb
Nota-se que cada termo da expresséo y'y — 2y’ Xb + b/ X' Xb é um escalar. Entao derivando a

expressao com relagéo a b. temos

oYy B 28y’Xb N X' Xb
b ob o

0—2(y'X) +2X'Xb
— —2(X"y) +2X'Xb

Da mesma forma que fizemos com o caso unidimensional, chamamos de b o vetor que torna
nula a derivada acima. Entdo temos

—2X'y+2X'Xb=0

X'Xb= Xy

(X'X)IX'Xb = (X' X)Xy
b= (X'X)"'X'y

Ou seja, dados y = (y1,Y2,---,Yn) UM vetor de dados-resposta a uma matriz X cujas linhas sdo
os valores fixos das variaveis regressoras, o0 estimador de minimos quadrados para um vetor de
coeficientes 3 é dado por 3 = (X'X)~" X'y desde que a inversa de X'X exista. Obviamente
o produto (X' X) = ||X||? refere-se ao mddulo em R" como sendo uma raiz quadrada positiva
de X'X.

6.1.4.1 Utilizacdo no ensino médio: a importancia da inversa de uma matriz

Dentro das regressdes multiplas, a inversa de uma matriz tém o papel fundamental de
dar sequéncia nos céclulos matematicos. Mais importante ainda é fornecer o resultado dos
coeficientes da regressora. O professor pode usar o resultado

b= (X'X)'X"y

mostrando claramente que a quantidade (X’X)~! devera existir para que sejam encontrados
os coeficientes.
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6.1.5 Projecoes e Minimos Quadrados

Uma outra forma de avaliarmos é através das projecdes. Podemos analisar o que ocorre
matematicamente usando critérios de projecao.

6.1.6 A Esperanca Matematica

Assim, a esperancga de ﬁ é dada por

A

E[f] = E[(X'X)"'X"y]
Como X é uma matriz de valores ja observados, X é constante, entdo

E[f] = (X'X) ' X'E[y]
= (X'X)'X'Xp

= Ip

=p

Da mesma forma, a variancia de 5 é dada por

Var[] = Var[(X'X)™ X'y

= (X'X)"' X'Varly][(X'X) "' X"

= o?(X'X) ' X'[(X'X)"1X'] .visto que Var(z) = o°
= (X' X)X X(X'X)!

=?(X'X)™!

Por questdes de notagéo, adotamos como padrdo (X’X)~* como C.
Entdo, para Bj um elemento de B temos

Bj ~ N(Bj;0*Cj11,441)
sendo j = 0,1,....,p e Cj41 j4+1 0 (j+1)-ésimo elemento da diagonal principal de C, visto que Bo

é o termo independente. A covariancia entre 3, e f3;, dois elementos de 3, entao, é dada por

2
g Ck+1.j+1-
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Entéo, seja «} a i-ésima linha de X, ou seja, um vetor [1, x;1, Z;a,...,%;p), 0 €stimador de
quadrados minimos da esperanga de Y, correspondente aos valores de x/, é

Ui = 95;5

Com distribuigdo normal univariada, visto que possui apenas uma dimensao. A esperanga e
variancia do estimador entdo sdo dadas por

Ou seja:

~

g = i3 ~ N(2}B; 2 ( X' X))

)

Dessa forma, agora que temos a esperanca € a média para os estimadores, podemos
definir os intervalos de confianga para cada esperancga de x; com nivel de confianga (1—«)100%

como:

x;B ttan p \/c;zxg(X’X)*lzci

Também, utilizando a notagdo de z para cada linha de X, temos a prépria matriz X escrita

como um vetor

O que torna o vetor de residuos € = y — XB igual a

hn 5/13
Y2 $’25

Un 3
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Para estimar o2, de forma similar & regressao linear, pode-se dividir a soma quadréatica

dos residuos por (n-p-1), ou seja

s (y—XB)(y—XP)

o =
n—p—1

6.2 Intervalos de confianca

Para cada coeficiente Bj, com j = 0,1,....p, existird um intervalo de confianca em que a
estimativa reflete satisfatoriamente a relagao entre z; e §; utilizando a distribuicao ¢-Student e
Qui-quadrado

~

B — B;
~ T tnfpfl
(020j+1,j+1)2
(n—p— 1)JA2 5
o2 ~ X(n—p-1)

Assim, o intervalo de confianga (1 — «)100% para cada parametro 3; é dado por

Bj + t%a,nfpfl) \/ 020j+1’j+1,00mj = 1,2,...,[)

enquanto o intervalo para o2 é dado por

2 ) 2
X(%ﬂz—p)

[z;;(yi — g2 (g~ y>]

X(1-2,n—p)

Para se julgar a validade de um modelo sobre o outro, é necessaria a avaliagao das
opcoes de modelo com variaveis auxiliares, ou seja 0 Modelo de Regressao Linear Multipla
(MRLM), ou sem variaveis auxiliares, o Modelo de Simples. A forma mais comum de se compa-
rar os modelos também é usada em outros cenarios estatisticos por meio da tabela de analise
de variancia, ou ANOVA (ANalysis Of VAriance) e por um teste de hipétese com base em uma
estatistica com distribuicdo F de Fisher. Para isso, na hipotese nula supomos que os modelos
simples e MRLM se sobrepdes, ou seja, que 31,52,...,3, sejam todos iguais a zero. A hipbtese
alternativa é de que pelo menos um dos coeficientes seja nao-nulo, indicando que pelo menos

uma das variaveis regressoras contém significancia para a modelagem do problema.



36

Entdo observamos as somas dos quadrados na forma matricial, semelhante a forma

linear simples.

SQT = SQR., + SQE

n n n

D=9 = Gi—9)’+ Z(yz' — :)°

i=1 i=1

Entao, usando a notagdo matricial, para cada soma de quadrados, temos

SQT =) (i — 1)’
=1

= Z(?Ji — )y — 9)

comozyz(%‘ —7)=> -9 (-7

=1

entdo SQT = i vi(yi — )
i=1
= Z v =7 Z Yi
i=1 1=1
=:§§:y?-ny2
=1

SQT =y'y — ny”

paraSQE = > (i — 1)’

i=1
= (y — XB)'(y — XB)
Vy —yXB— X'y + X' XP
vy —y'Xp
SQE =y'y — B Xy
e por ultimo, partindo da definicdo de SQT', SQR.;, = SQT — SQE
=yy—ny’ —yy—BXy
SQRey = 3 X'y — nip?

Dessa forma, a tabela ANOVA para o modelo de regressao linear multipla fica:

Tabela 1 — Analise de Variancia (ANOVA)

Fonte de variacado | GL (Graus de liberdade) | SQ (Soma de quadrados)
Regresséo P SQRcqy
Erro n—p-—1 SQFE
Total n—1 SQT

QM (quadrado médio)
M Seq
MS,

Msreg
MSe
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com
MSreg = SQReg/p

MS.,=SQE/(n—p—1)

Entéo, se F; for maior do que , F(,,—o—1)(a), rejeita-se a hipdtese H,.

Entdo, podemos analisar a contribuicdo que cada variavel regressora possui no mo-
delo, tornando-o mais ou menos complexo conforme a colocacao e retirada de variaveis da
regressora. Assim, se quisermos analisar a relevancia de uma variavel x, podemos formular
as seguintes hipoteses:

Hoiﬁk:()
Hy:Br#0

Essas hipbteses podem ser testadas com base na distribuicdo ¢ de Student em que

Bi
Tﬁk = —
\/ 02 Chi1 k11

Entdo, para um dado nivel de significancia «, a hipétese H,, ou seja, de que [ é irrelevante
para o modelo, € rejeitada se |Tp, | > t(2 np-1)-

Também podemos fazer o teste para o quadrado de 7T'. Sabendo que o quadrado de
uma variavel aleatéria que segue uma distribuicao t-student com n graus de liberdade segue
uma distribuicdo F de Fisher com 1 e n graus de liberdade, podemos rejeitar H, se Tgk >1
Fln—p-1)(a)- )

Podemos testar conjuntamente mais de um parametro ao mesmo tempo, utilizando 3%,
um subvetor de r componentes de B Por resultados de Estatistica e Algebra Linear, temos que

Z(F BTG - )~

g
De forma anéloga e por resultados de probabilidade

1, - , ~
—1
(8" = F)ET(B = B7) ~r Flap-y
0—2
Assim, para verificar a contribuigdo conjunta de 3* para o modelo, devemos testar as hip6teses
de forma similar ao caso de uma variavel regressora:

H()ZB*ZO
Hliﬁ*%o
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Rejeitando-se H, se a—t(ﬁ* — BYS B = BY) >y Fnp)-

Agora, além de comprarmos o modelo multiplo com o modelo simples, podemos com-
parar diversos modelos multiplos entre si. Para efeitos de nomenclatura, chamaremos o modelo
com todas as variaveis regressoras de modelo completo e 0 modelo com menos variaveis,
conforme a hipétese H,, de modelo reduzido. Por exemplo, em um caso com diversas obser-
vagoes, supondo um modelo com variaveis x; e x5 observaveis, podemos observar se 0 modelo
linear é o mais adequado para descrever a tendéncia dos dados

Y = By + fiw1 + Powa + €

ou podemos, de acordo com alguma hipétese advinda da fisica, ou de observacao da dispersao
dos dadps, ou simplesmente como uma hipétese aleatéria para tentar incrementar o ajuste, a
introdugéo de um elemento quadratico de x,. Entdo o modelo anterior seria a forma reduzida e
0 novo modelo

Y = By + a1 + Boty + Par?

Seria 0 modelo completo. Logo a hip6tese que seria testada é a da relevancia da contribuicao
de (3 para o modelo, ou seja

Holﬁgzo
Hy: P53 #0

Entéo, para formalizar a generalizagao dos testes de hipétese, sejam (5 a matriz de parametros,
com dimenséo p + 1, e X a matriz de modelo, os dois sédo particionados na forma

Bay
5 — e X = [X(1)|X(2)]

B2

onde (1) e X(1) s&o, respectivamente, os vetores de parametros e matriz do modelo reduzido;
enquanto o indice (2) indica as variaveis extras que completam o modelo. Ou seja, 3(2) possui
dimenséo r. Entdo agora, além de SQR.,(5(1)) € SQR.4(3), temos uma nova grandeza, de-
nominada soma de quadrados de regresséo extra com a adi¢ao de /32y no modelo com 3y,
com notagdo SQRey(B2|B(1)) = SQReg(8 — SQRey(B(1))-

Entao, as hipéteses a serem testadas para comparar os modelos sdo

H()Zﬁ(g) =0
H, 15(2) #0
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utilizando a estatistica %W com distribuigdo F, com r e (n—p—1) graus de liberdade.
g
Para calcular as devidas estatisticas para testar as hipoteses, podemos entao dispér das tabelas

ANOVA para 0 modelo completo e modelo reduzido.

Tabela 2 — ANOVA para o modelo completo

FV GL sQ QM Fo
Regressio | p | SQR() | SQRe(B)/p | sgpiilt;

Erro n—p-—1 SQF SQE/(n—p—1)

Total n—1 SQT

Tabela 3 — ANOVA para o modelo reduzido

FV GL SQ Qm Fy
. SQReq(B —r
Regressao p—r SQRey(b1) | SQRey(B1y)/(p—1) SQQE(li(/(Sl)ZZEI;+T))
Erro n—((p+1-r7) SQEq) SQE/(n—p—1+71)
Total n—1 SQT

Utilizando a tabela do modelo completo e adicionando-se duas linhas contendo as vari-
agdes de (f(1)) e (B2)|51)), obtemos uma tabela de ANOVA para comparar os dois modelos.

Tabela 4 — ANOVA para o modelo completo - SQ da regressao particionada

FV GL SQ QM Fy
Regresséo P SQR4(B)
(5(1)) (p—r) (SQREQ(B(I))
Balbw) | () | (SQRey(8) = SQReg(By) | et henlfn) | BB s Bl
Erro n—p-—1 SQF SQE/(n—p—1)
Total n—1 SQT

Para definirmos algumas grandezas futuramente, é importante definir a distribui¢do nor-
mal multivariada, a versao multidimensional da distribuicdo normal. Para isso, consideremos um

vetor W de variaveis aleatorias, particionado em dois subvetores da forma

W=
X
emque X é
_Xl_
o |




40

A funcao de densidade conjunta de W é dada por

1 1
W) =—  —¢xp| — =(W-p)SH(W — ]
J(W) PR p| = 5 (W) X7H(W = p1)
M1 o1 Oy : A ;
Onde: u = E[W] = e = a matriz de variancias e covari-
= (p+1) o1z X (p+1) X (p+1)
ancias de W particionada também em

o1 = VI]Y]
012, 0 vetor das covariancias entre Y e X; com ¢ = 1,2,...,p e Yoo a matriz de variancias e
covariancias do vetor X.

Dessa forma, W segue uma distribuigdo conjunta normal multivariada, com vetor de mé-
dias 1 e matriz de covariancias .. De forma analoga a distribuigdo normal, utiliza-se a notagéo
W ~ NMg1(p : X). Para qualquer vetor aleatério A com distribuigdo normal multivariada,
valem as seguintes propriedades:

* Qualquer subvetor B de A possui distribuicdo normal multivariada, com dimensao igual
a do subvetor e com os respectivos vetor de médias e matriz de variancias e covarian-

cias.

A distribuicdo condicional de um subvetor B dado um outro subvetor C também & nor-
mal multivariada de dimensao igual a de B.

* Qualquer combinacgéo linear dos elementos de A tera distribuicado normal multivariada.

Dessa forma, podemos concluir que X segue distribuicdo normal multivariada com ve-
tor de médias i, € matriz de variancias e covariancias 9. Isso implica que sua fungao de
densidade conjunta é dada por

1 1 IN—1 T —
fo(x) = mexp {—5(93 — f12) Y55 ( H2)}

Além disso, a distribuicao condicional de Y dado = é normal univariada com fungéo de densi-

dade dada por
L 1(y — i1 — (Sppons)/(x —
h(y|$) = ——exp|—= (y M1 ( 29 0'12) (,CL‘ u2))
V210112 2 pE—

/ -1
onde 0112 = 011 — 0'12222 012.

Assim, temos que a esperanca condicional de Y dado x é expressa por

E[Y]X] = 1 + (335 012) (X — p12)
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enquanto a variancia condicional é expressa por
V{Y‘X] = 011.2

constante em relagcao ao subvetor x.

Assim, podemos analisar o112 cOMo 017 menos a redugao da variancia de Y quando
condicionamos Y ao subvetor x. Dessa forma, observando essa reducao de variancia, temos

01283 010 = on = V[Y[X] = V[Y] - V[Y[x]
Dividindo os lados por V' [Y], temos:

0122521012 _ 0122521012 _ VY] - V[Y]|x]
o011 V[Y] V[Y]

Essa expressao pode ser interpretada como a redugao proporcional da variancia, podendo-se
analisa-la independente da escala observada. Portanto, podemos defini-la como Coeficiente de
determinagao populacional, denotado por

/ -1
,02 _ 0192295 012
12.p41 = — —

011

6.2.1 Anélise dos residuos

O objetivo da andlise dos residuos é de identificar a adequacédo do modelo as suposi¢des

iniciais e conferir a contribuicdo de cada variavel regressora para a capacidade preditiva do
modelo.

Ainda por questdes de notagédo, denotaremos por z, a i-ésima linha da matriz de modelo
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O vetor de valores estimados de esperancas de Y € dado pela multiplicagdo da matriz de modelo
por 3

z1
x’2 ; X
70,
e o vetor de residuos é dado por
_3/1 - xﬁB—
92—-95/23 :y—XB:e
Y3 — %B_

Cuja distribuicao é dada por
XB ~ N(XB;0*X (X' X)X

A esperancga e variancias dos residuos podem ser desenvolvidas, respectivamente, por

Ele] = Ely — Xp]
= Ely] — E[Xp]
=XB—-X3=0

Varle] = Varly — Xp

= Varly] + Var[XB] — 2Covly Xp3

= oI + XX’ X) " 'X* — 2Cov[y X(X’X) ' Xy
= o] + *X(X’X)IX* — 2X(X’X) X Cov[y,y
= %] + 2 X(X’X) I X* — 2X(X’X) "X 0% T

= %] — a2X(X’X)" X’

= o[ — X(X’X)"'X’]

]
]
]
]

Ou seja, podemos escrever que
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e ~ NM,(0;0°[I — X(X’X)"'X’])
Para efeitos de simplificagdo de notagao, podemos definir H como

H = X(X’X)"'X’
ou seja: y = X3 = Hy

Adicionalmente, definimos também os elementos da diagonal principal de H como "valores h",
ouseja,h = h;;, 2 =1,....n,onde 0 < h; < 1,7 = 1,...,n Além disso, alguns resultados Uteis
nao demonstrados podem ser conferidos a seguir. Primeiramente

h= 12
j=1

O que adiciona a interpretacdo de que o valor h, h;s é uma forma de avaliar a influéncia da
i-ésima observagao na composic¢ao de cada y;,7 = 1,2,...,n. Além disso:

i=1

Onde k é o nimero de colunas de X. Isso implica que k/n é a média dos valores h.
Podemos, entao, para auxiliar calculos mais a frente, definir duas novas formas de resi-
duos. Os residuos padronizados, denotados z; definidos como

Onde o(;) € a soma média dos quadrados dos residuos de MRLM, ajustado sem a i-ésima
observacdo. Dessa forma, z; tem distribuicdo t de Studente com (n — k — 1) graus de liberdade,
cuja hipétese supdes que o MRLM seja adequado.

Para auxiliar-nos a avaliar a influéncia de cada observacdo na estimativa dos coeficien-
tes, podemos definir a estatistica de Cook, ou distancia de Cook (Cook, 1982), que pode ser
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expressa de duas formas, ambas denotadas por D;. A primeira sendo

(B = Bw)XX(B = B)

7 ,i=1,....n

D; =
Onde B(i) é o estimador de quadrados minimos do vetor 5 omitindo-se a i-ésima observagao.
A segunda forma é dada por

P l
1—hyk

D; = (Zi)z

Das duas formas, quanto maior a Estatistica de Cook, maior a influéncia daquela observagao
na estimativa dos coeficientes da regressora.

Para auxiliar também na investigacéo do papel de cada variavel regressora no modelo,
definiremos também os residuos parciais, denotados por e;; dados por

e = Yi — X + x5
Onde z;; é o j-ésimo elemento da linha x’; da matriz X e 3; é o j-ésimo elemento do vetor /3.

6.2.2 Validagao dos modelos multiplos
O presuposto para avaliagéo dos residuos € = Y — Y é a forma de sua distribuicao,
normal, bem como a homocedasticidade e independéncia entre seus resisudos:
» Normalidade:
e ~ N(0,0%)
* Independéncia
fe&) =111

Tais exigéncias sao "muito fortes", mas necessarias para o ajuste adequado. Quando
a independéncia ¢ verificada, a correlagéo sera nula cor(e; ;) = 0; Vi # j.

 Homocedasticidade
Hy:o0; =05, parai#j

6.2.2.1 Teste de hipétese para a inclinagéo f3;:

Supondo a normalidade para a i-ésima inclinagéo f3;, a hipétese a ser testada é:

» Hipotese:
Hoiﬁi = 0

H,: B 7’é 0
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* Quantidade Pivotal: Seja a distribuicao t-Student

~

Bi—B
t = —123...
e o123

com n — 2 graus de liberdade. Quando a hipoétese nula nao for rejeitada, o coeficiente
angular é dito significativo e devera estar no modelo.

O intervalo de confianga é dado por:

Bi - ta/Q ' 5/\/ Sz < Bz < Bz + ta/Q ' 5/\/ Sz

O intervalo de confian¢a é um indicativo da variabilidade do coeficiente estimado.

6.2.2.2 Teste de hipétese para o intercepto fy:

Supondo a normalidade para o intercepto [y, a hipétese a ser testada é:

* Hipoétese:
Hoiﬁo = 0

Hi B # 0

* Quantidade Pivotal: Seja a distribuigao t-Student

_ Bo — B
5/\/2?:1 x?/(nsxx)

t

com n — 2 graus de liberdade.

Se a hipotese nula nao for rejeitada, o intercepto é significativo e diferente de zero. Pode-se

também avaliar através do intervalo de confiancga:

A

Bo — tas2 - s/ 21;12/(”5:51) < fo < 80 +laye- s/ fo/(nsm)
=1 =1
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6.3 Meétodo dos Minimos Quadrados Generalizado

Existe uma diferenca entre 0 métodos dos minimos quadrados generalizados (MMQG)
e dos ordinarios (MMQO). Quando as premissas para os residuos, homocedasticidade, por
exemplo, desse Ultimo ndo sao atendidas (violadas), a técnica generalizada MMQG minimiza
os quadrados dos residuos levando em consideragao a estrutura da correlacao e variancia dos
erros, o que o MMO nao o faz. Sejam as novas premissas:

« Esperanca do residuo: Assumimos que o erro médio depende da obseravcao X,
E(eX) =0

para quaisquer observacao.

« Variancia do residuo: Dado que a definicdo da variancia é o segundo momento cen-
trado:
o’ = B(X?) — E*(X)

podemos assumir que a média é o tdpico anterior F(e|X) = 0, entdo o segundo
momento nao centrado é a prorpia variancia

E("e|X) = 0%Q

sendo {2 a matriz positiva definida.

2
011 Q12 a13 . . . Qip
2
a21 039 X23 . . . Q2p
2
asy T32 0'33 .. . Q3pn
o’Q =
Gp1 Qp2 Gp3 . . . Qnpp

De tal forma que a distribuicdo dos residuos para M M Q)G sera dada por
e ~ N M, (0; [(X’X) "' o?2(XX’)])
Para o caso especial, em que 2 = 1, assume a matriz identidade, os residuos recaem

na forma ordinaria (MMQO). Nesse caso, a exigéncia da homocedasticidade para o
caso oridnario leva a matriz seguinte:



o2Q = o%1 =

Observe que a homocedasticidade é um caso especial para o%€Q.

o;; 0 0
o3 0

0 o3
0 O

nn

Para o caso geral minimizamos o erro por

sendo resolvido pelas mesmas técncias MMQO, resultado em

ehe=(y—Xp)' Q7' (y — XP)

g=X'Q'X)"'xX"Q 'y
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A matriz {2 pode assumir qualquer forma, inclusive uma matriz de variancias e covariancias,

com E(ee—i) = v(k):

2N =3 =

Y(t—1)

v(t —2)

y(t—1)

(it —1)

v(t —3)
on, =(0)
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6.4 Planejamento de Experimentos: fatorial 2*

O planejamento experimental é muito imporante no setor farmaceutico, produgao de ali-
mentos, agronomia e indUstria de transformagao. A técnica experimental fatorial 2% utiliza-se
das técnicas de regressao multipa para experimentos laboratoriais ou em campo. Aqui apresen-

tamos para o caso k = 2, sendo 0 mesmo mecanismo para k superioes.

6.4.1 Experimento 2"

Suponha dois fatores A, B, com dois niveis cada um + e —. Cada fator representa uma
medida distita da outra. Pode ser volume vs. pressao, carga vs. tensao, nivel de glicose vs.
presséo sistdlica, ou quaisquer outro pares de medida. Cada fator apresenta dois niveis, um
limite minimo (—) e um maximo (+4). Cada observagéo (1), a, b e ab, contemplam com um pool
de n observagoes, vide figura 3.

2k:p

Figura 3 — Planejamento 2

(-1,+1) (+1,+1)
b ab
(1) a
(-1,-1) (+1ly=~1)

Fonte: Autoria propria.

Tabela 5 — A forma experimental.
A Média
bTab
B b ab (ﬁib
(1) a o

acli (DH+b a+ab
Média o ST

Fonte: Autoria propria.

Suponha a resposta da diferenga entre as médias do nivel alto (H) com relagéo ao baixo

(L);
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efeito =y, — v,
Entao, podemos definir os efeitos principais:

atab (1)+b ab+a—-b—(1)

A=Tny =V, = 2n 2n 2n
= ab+a—0b— (1) Contraste A
B 2n N 2n
e para o efeito B;
_ _ b+ab (1)+a ab—a+b—(1)
B=Ym, =1, = on  2n 2n
B ab—a+0b— (1) Contraste B

2n 2n
Além dos efeitos principais A e B, temos a interagéo entre ambos os efeitos, que cha-
mamos de efeito de interagéo AB:

(1) —a—b+ab  Contraste AB

AB =
2n 2n

6.4.2 Relagcdo com modelos de regressao

O efeito é definido por:
contraste

feito = —————
efeito 21(n)

resultando nos coeficientes de regresséo linear

contraste efeito
2k(n) 2

Coeficiente de regressao =

Para um modelo
m<p P

y = Bo+ Bix1 + Boxo + - BpipeTpips =Y = Bo + Z Bix; + Z Bijxix;
i=1

i<j

Para a seguinte forma

<
I

Xp



temos

comy

Que compde a matriz:

XX=

Bo
A
B
iz

= (X'X)"X'y

(-1) = [L1,1,1]
o = [-11,—1,1
b= [1,-1,1,—1]
axb=ab = [1,—1,—1,1]

1 -1 -1 1]

11 -1 -1

1 -1 1 -1

1111
1 -1 1| [a00
1 -1 —1| |0 40
11 -1 o o 4
111 00 0

- O O O

— 92

o o o =

o o = O

S = O O

_ o O O




Observe que aparece o termo 2 para k = 2 fatores: A e B.

Ao encontrar a invesa temos:

(Xx)~

0.25
0
0
0

0 0
025 0

0 0.25

0 0

0

0 1

o | 22
0.25

o o o =

]
_ o O O
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Portanto, para 2* fator temos o resultado para apenas uma Unica réplica

Em

se k=2 termos (X'X)

Por fim, teremos o seguinte modelo de regressao experimental

Bo
A
B

Bra

-1

oy 1
(XX)™' = ?I
Bo
Gj} X
Ba | = ﬁl(x y)
_Bplpz_
_1
4
11 1
Ly -1 1 -1
- y: -
22 20121 -1 1
1 -1 -1
8 (1)+a;2rb+ab
/B]_ B —(1)+2a2—b+ab
5, —(1)—2(12+b+ab
_B12_ I (1)7(;;b+ab |
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y = Bo + Brx1 + Poxa + L1272

_ 22 22

—(1)—a+b+ab (I)—a—b+ab
+ 5T Zo + 5% x12

, <(1)+a+b+ab> . (—(1)+a—b+ab> .

Para o caso de n-réplica teremos

(X'X)™ =

2k (n)
Em

Bo
A )

_ﬂplm_
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6.5 Aplicacoes

As aplicagbes a seguir, demonstram alguns exemplos tedricos e praticos que utilizam
MLM nos usos de algumas ferramentas matematicas.

6.5.1 Exemplos de aplicacées dos MLMs

Apresentamos aqui exemplos aplicaveis de conceitos tedricos e praticos com o uso da
regressao multipla. Tal regressao auxilia o professor na apresentagao e explicagao dos concei-
tos de nivel superior aplicado em areas técnicas.

» Estimando coeficientes Em alguns casos nos cursos técnicos, o profissional devera
determinar os coeficientes por linearizagdo. Um caso classico na literatura € a equagao
dos gases ideais. Essa equagao depende de duas constantes v e C, os quais devem
ser estimados por regressao.

— a) Exemplo: Estimacao de parametros fisicos

A pressao P de um gés que corresponde a varios volumes de V é registrada.

V (cm?) 50 |60 |70 |90 | 100
P (kg/cm?) || 64,7 | 51,3 | 40,5 | 25,9 | 7,8

A equacao de estado dos gases ideais é dada pela forma funcional

PV =C

Encontre as constantes vy e C'.

R: Para encontrarmos uma funcgao linear, vamos aplicar o logaritimo em ambos os

lados da equacéo:

PV =(C-¢
InPV?=1InC ¢
InP+~yInV =InC+1Ine
InP=InC—-~InV +1Ine
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Observe que a equacao fica linearizada e podemos associar os elementos para y =
Bo + B1x + € por:

y=InP
r=InV
Bo=InC
br=—

Encontrando os ceficientes (3, e (3; temos:

31 ny ry—> r)y
nyat - <2 )’
Bo=79— Pz

Para resolver, podemos usar uma tabela pratica e calcular os coeficientes:

Tabela 6 — Tabela auxiliar para calculo.

\' P zr=InV |y=InP x? xy
64,7 | 50 4,170 3,912 15,304 | 16,312
51,3 | 60 3,938 4,094 16,764 | 16,122
40,5 | 70 3,701 4,248 18,050 | 15,725

25,9 | 90 3,254 4,500 20,248 | 14,643

7,8 | 100 2,054 4,605 21,208 | 9,460

soma | 17,117 21,360 91,573 | 72,262
Fonte: Autoria propria.

Econtrando os coeficientes:

B = nnzzxgg Z(?E Z)y 2,65347
Bo =7 — /1T = 14,7589

Ou seja,

~

B = =4 = —2,65347 — A = 2,65347
By =1nC = 14,7589 — ' = ™% 5 (' = 2.568.862,88

A equacdao estimada foi
PV%% =2 568.862

No entanto, para saber se a equacao é valida, preciamos avaliar os residuos de € e aqui
cabe uma observacao. Ao avaliar o modelo proposto, a resposta da homocedasticidade
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nao é atendida para o modelo logaritimo, necessitando de um modelo de segunda

ordem.

Conceitos de demografia e geografia

Outra aplicagao seria a interacdo com as outras disciplinas do ensino médio, como
por exemplo a demografia dos paises dentro da geografia. Um dos conceitos que mais
geram duvidas s&o os conceitos de fertilidade e natalidade. Enquanto a primeria € a ca-
pacidade da propulacdo gerar novos individuos a segunda a refere-se a quantidade de
nascidos vivos. Para uma populacao se manter estavel € necessario que a fertilidade
encontra-se na quantidade de 2,1 filhos por mulher. O exemplo a seguir mostra-nos o
ajuste linear com intervalos de confianga para a estimagao.

— b) Fertilidade
Suponha os paises da América do Sul. Verifique a taxa de fertilidade por
idade. Quais paises estdo com menor taxa de reposi¢do populacional?

Tabela 7 — Tabela taxa de fertilidade por paises da América do Sul.

Pais Idade | Taxa.Fertilidade pop
Brazil 34 1.6 211998573
Colombia 32 1.6 52886363
Argentina 33 1.5 45696159
Peru 30 2.0 34217848
Venezuela 29 2.1 28405543
Chile 36 1.1 19764771
Ecuador 29 1.8 18135478
Bolivia 25 2.5 12413315
Paraguay 27 2.4 6929153
Uruguay 36 14 3386588
Suriname 28 2.2 634431
French Guiana 25 3.3 308522
Seychelles 34 2.1 130418
Faeroe Islands 37 2.2 554
Falkland Islands 42 1.7 347

Fonte: Autoria propria.

R: Podemos usar a regressao linear simples, mas com intervalo de confianga. Esse
intervalo mede a variabilidade dos coeficientes linear e angular da regressao. A figura
seguinte mostra que a fertilidade decai com a idade. Paises com maior idade média
tendem a ter menor taxa de fertilidade, impactando na reposigao da populagao. A figura
mostra-nos um ajuste de R? = 44% para

Taxa de fertilidade = 4.33413 — 0.07445 Idade



Taxa.Fertilidade
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Figura 4 — Taxa de fertilidade por idade nos paises

Suriname
Venezuela
Peru

Faeroe Islands |

Seychelles }
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Golombia | { Brazil

25 30 35 40
|dade

Fonte: Autoria prépria.

Isso mostra que ha queda na América do Sul com relacéo a fertilidade entre os paises.
A figura mostra-nos uma linha horizontal em 2.1 filhos por mulher. Os paises Peru,
Equador, Colémbia, Brasil, Argentina, Uruguai, Chile e as ilhas inglesas Falkland es-
tao abaixo da linha de reposigdo. Somando essas populagdes representam 88,7% da
populacao do subcontinente que futuramente podem ter eventuais problemas de repo-
sicao de pessoal no mercado de trabalh e previdéncia.

Utilizando equacées EDO

Obviamente as equagbes EDO séao dificies de explicar para cursos que sao de ni-
vel técnico. Nesse caso, a regressao multipla pode ser um aliada na compreensao
do mecanismo das equagbes diferenciais. O exemplo a seguir, refere-se a area da
Engenharia Biomédica: Estimar a forma da abertura de les6es. Uma possibilidade é
usar regressdes de banco de dados reais e mostrar os conceitos de campo (gradiente,
divergente e rotacional) usando fungdes geradas por regressdes multiplas. A seguir,
mostramos um exemplo de cameras térmicas para avaliar lesdes cutaneas de decu-
bito em UTI’s. A proposta é apresentar os conceitos fisicos sobre aumento/ diminuigéao
térmica usando conceitos matematicos do campo vetorial. Dessa forma, o professor
pode demonstrar na pratica e com dados reais o funcionamento do campo vetorial na
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area de saude, por exemplo, para cursos de técnico em enfermagem, técnico em ra-
diologia ou afins. Outra forma de se utilizar a regressao € para avaliar casos com alto
volume de dados cuja interacao ocorre de maneira muito complexa, aproximando uma

funcédo suave e continua de uma situagao real.

— b) Exemplo na area biomédica
Como no caso visto em (Voziniak et al., 2023), lesdes por pressao sao um
tépico complexo nas areas da medicina, enfermagem e engenharia biomé-
dica. A equacdo que modela a perfusao sanguinea, ou seja, a quantidade de
sangue que irriga o tecido, € dada pela equacao de Pennes (Hh., 1948):

0T g1i
skinCs inﬂ = ks inV2Ts in
PskinCsk It k k
- wbeCb(Tskm - Ta)
+ Qmet + qs

R: Segundo Voziniak et al.(2023), apesar de a camera térmica capturar apenas a tem-
peratura, a equagédo de Pennes utiliza o Laplaciano da temperatura, o qual pode ser
obtido utilizando pacotes de métodos numéricos. Dessa forma, a imagem gerada pela
camera, uma matriz cujas células correspondem a pixels da imagem e a cada uma €
atribuida um valor de temperatura, pode ser convertida numa matriz em que a cada
pixel é atribuido um valor do Laplaciano da temperatura naquele ponto. Utilizando do

ajuste de curvas na camera térmica, encontramos o resultado:

T = Bo+ Bz + Boy + Bsx® + Bay® + Bswy + Bex® + Bra’y + Bswy® + Box’
+ Byt + Buir®y® + Bioa® + Bisy® + Buur’y? + Bisr’y® + Biswyt + PBiraty!

via
b=(X'X)"'X"y

O gradiente encontrado foi:



<u
~N
I

[B1 + 285 + sy + 3Bsx” + 287y + Bsy’
4Bgx® + 2B112y° + 5B12a” + 3B1ax’y?
28152y° + Bisy” + 4Byt

[B2 + 284y + Bz + Bra® + 2Bsxy + 4B10y”
20112%y + 5/1sy”" + 261’y + 3b152°y?
Aoy’ + Bira'])

0k

+ 4+ + + + o+

Figura 5 — O problema real por termografia
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O laplaciando encontrado foi
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VAT 23 + 6867 + 237y + 12807% + 2811y* + 20B122° + 65147y
2B15y° + 128172%y + 284 + 2Bsz + 12B10y° + 2B112°

20513 * 3> + 28142 + 681527y + 128167y

+
_l_

Dependendo da regiéo, podemos obter V27T > (0 mostrando perda de calore V2T < 0
aumento de temperatura local. Uma vez que o modelo é ajustavel para a temperatura
T, podemos encontrar o gradiente da fungao quanto o laplaciano. Se o laplaciano for
positivo, significa que a regido esta perdendo calor e, deve-se ao fechamento da ferida
ou, a depender do valor temperatura pode ser indicio de necrose local. Quando con-
trario, o laplaciano for negativo pode ser reperfusdo sanguinea ou sangramento local.
Essa técnica foi estudada na iniciagao cientifica.

Experimentacao

O professor pode usar de experimentos em sala de aula ou de resultados ja obser-
vados e publicados. Assim, técnicos em laboratério poderdo compreender como sédo
feitos experimentos controlados e como os resultados s&o encontrados e fornecidos.
O interessante aqui é a utilizagao frequente das opreacbes matriciais para ajuste do
modelo. Podemos citar como exemplos, curvas de opreracao de tiristores, diodos, cur-
vas de cargas de motores e, inclusive, efeitos de corrosdo, como no caso do exemplo

a sequir.

— ¢) Exemplo experimental

O diéxido de carbono na presenga da agua, pode causar a corrosao em me-
tais aco carbono devido a formacgdo de &cido carbénico H,C'O3 que é pro-
vocado por reacoes eletroquimicas que abrangem a dissolucado anddica do
metal e a evolugdo catodica do hidrogénio provocando a corrosdo. Suponha
um experimento fatorial 2* para avaliar a corrosdo do aco carbono sob condi-
coes da presenca de C'O, (421 ppm a 580 ppm) e temperatura da agua (50
9C a 100 °C). Mensura-se a quantidade de substrato oxidado no metal por
wg/mm?. Avalie se existe interagio ente a temperatura da agua e a presencga
de CO5 no efeito da corrosao.

Para isso define-se dois fatores: A) presenga de C'O, 2 niveis: valor minimo 421 ppm
(-) e maximo de 580 ppm (+) e B) temperatura da agua ambiente 7' com dois nivies:
valor minimo 50 °C' e méaximo de 100 °C (+).

Cada medida foi feita quatro réplicas conforme mostrado na figura seguinte:



Tabela 8 — Tabela experimentacdo 2*

Fator | interacao L Réplicas

AB ABg Combinagao \——r—; : v
-] - + baixo, baixo | 28 | 29 | 27 | 27
+ | - - alto, baixo 39| 38|40 | 39
-+ - baixo, alto 46 | 47 | 46 | 46
+ |+ + alto, alto 32 | 30| 33| 31

Fonte: Autoria propria.

Figura 7 — Planejamento 2* para o experimento de corrosio

[32,30, [46,47,
33,31] 46,46]
b ab
(-1.1) (1,1)

B
(-1.-1) ( )
(1) a
[28,29, A [39,38,
27,27] 40,39]

Fonte: Autoria propria.

1 -1 -1 1
11 -1 -1
1 -1 1 -1
11 1 1
1 -1 -1 1
11 -1 -1
1 -1 1 -1
X — 11 1 1
1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
11 1 1
1 -1 -1 1
11 -1 -1
1 -1 1 -1
11 1 1
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Fazendo X X, obtemos
16 0 0 O
, 0 16 0 O
XX =
0 0 16 0
0O 0 0 16
Encontrando a inversa:
0.0625 0 0 0 1 0 00
, 0 0.0625 0 0 01 00
(X'X) = == LI
0 0 00625 0 1619 01 0f 2214
0 0 0 0.0625 0O 0 01

Observe que temos 22 pontos com 4 réplicas cada uma. O préximo passo é encontrar

os coeficientes do modelo do experimetno:

Para Y temos

Bo
A
B

Br2




28
39
32
46
29
38
30
47
27
40
33
46
27
39
31
46

Calculando, temos o seguinte resultado

Bo 36,125,
b 6,500
g, 24 2,750
brz | 0.875 |

Resultado no modelo

y = 36,125 + 6,500x; + 2,750z + 0,875z 22

Sendo que o modelo pode ser visualisado pela superficie.



Figura 8 — Superficie para a corrosao
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Fonte: Autoria propria.

E, assim podemos encontrar a curva de nivel:

A analise de variancia verifica se a interacao entre os efeitos A:B é significativo. Nesse

caso, a interagdo entre a concentragdo de C'O, e a termperatura T é significativa com

p — valor = 0,002813. Outra observacdo importante é que o quadrado médio do

residuo é baixo o suficiente quando comaparado com os efeitos isoladamente e a inte-
racao.

Tabela 9 — Tabela ANOVA para 2*

Factor Df | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr(>F)
A 1 676.00 676.00 77257 | 2.907e-12 ***
B 1 121.00 121.00 | 138.29 | 6.058e-08 ***
A:B 1 12.25 12.25 14.00 0.002813 **
Residuals 12 | 10.50 0.87
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 **0.05° 0.1 *’ 1

Fonte: Autoria propria.

A tabela a serguir verifica se os coeficientes da regressora sao sifnificativos. Ou seja,

avalia se os coeficientes 3y, (1, P2 € P12 sdo importantes para o modelo. Em todos os
casos, a resposta é positiva, indicando que o0 modelo encontrado foi:

y = 36,125 4 6,521 + 22,7525 + 0,875712

63
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Figura 9 — Curva de nivel para a corrosao

Fonte: Autoria propria.

com ajuste de R? = 93,54%.

Tabela 10 — Tabela avaliacao dos coeficientes j3;
Estimate | Std. Error | t value Pr(>|t|)
Intercept) | 36.1250 | 0.2339 154.477 | <2e-16 ***

—_

A 6.5000 0.2339 27.795 | 2.91e-12***
B 2.7500 0.2339 11.759 | 6.06e-08 ***
AB 0.8750 0.2339 3.742 0.00281 **

Signif. codes: 0 ***’ 0.001 “** 0.01 * 0.05 ‘" 0.1 *’ 1
Residual standard error: 0.9354 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9872, Adjusted R-squared: 0.984
F-statistic: 308.3 on 3 and 12 DF,

Fonte: Autoria propria.

No entanto, o ajuste do modelo sera valido se, e somente se, os residuos forem in-
dependentes e apresentarem a homocedasticidade e normalidade dos dados para
e ~ N(0,0.). Para testar a normalidade usamos o teste de Shapiro-Wilk para os re-
siduos. A técnica consiste em verificar se a amostra converge para uma distribuicao
aproximadamente normal, sendo que a hipétese nula do teste € que a populagao é
normalmente distribuida. O teste avaliou W = 0,97756, com p — valor = 0,9413 in-
dicando a normalidade. Para a homocedasticidade podemos avaliar o grafico seguinte
composto por valores ajustados (fited values) e os residuos (residuals). Nesse caso,
os dados devem ser dispersos o suficiente.

Esses exemplos mostram que o uso das técnicas de regressao multipla pode ser Gtil na
construcao de conceitos avancados da matematica superior como fungdes em varias dimen-



Figura 10 — Validacao dos residuos
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Fonte: Autoria propria.

sbes, equacles diferenciais, gradientes, divergentes, algumas teorias que envolvem campos

através do uso de regressad mdltipla e, dessa forma, apresentar os conceitos aos alunos do

ensino técnico que podem melhor interpretar os conceitos em suas proprias areas.
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7 CONCLUSAO

E importante ressaltar que a Matematica envolvida, dentro das diversas areas interdisci-
plinares abordadas e no conteldo apresentado, € extensa, mas ndo necessita de conhecimento
a mais do que o fornecido durante a formacao do professor, compilando conceitos elementares
de Calculo de Varias Variaveis, Algebra Linear e Geometria.

A Regressédo Multipla se mostrou uma ferramenta abrangente de modelagem matema-
tica, a qual converte dados observaveis em equacdes com capacidade limitada, mas funcional,
de predicao. Essa ferramenta se mostra nao so util para o desenvolvimento da ciéncia como na
engenharia e na analise de dados em geral, visto que, desde que os passos de validacao sejam
respeitados, diversos contextos podem se beneficiar da analise de regressao.

As pontuagoes feitas neste estudo ressaltam que o avango da tecnologia tende a deman-
dar uma Matematica mais robusta dos estudantes em formacao, bem como dos profissionais
ja formados que buscam se atualizar. Para que os estudantes tenham pleno aprendizado das
técnicas requeridas pelo mercado, o professor também deve ter conhecimento profundo sobre
0 que esta sendo ensinado. Assim, nao restritamente a Regressao Multipla, a preparagao do
docente deve contemplar ndo sé o algoritmo ensinado em si, mas também a Matematica que
cria as técnicas a serem utilizadas. Dessa forma, o conhecimento solidifica o aprendizado da
técnica, também removendo a camada de misticismo dos métodos ensinados, de forma que
suas limitagdes figuem claras, incentivando os estudantes a buscarem alternativas ou méto-
dos complementares quando determinada técnica ndo é suficiente para resolver os problemas
encontrados.

O ferramental apresentado aqui altera a perspectiva da ordem pedagdgica dos con-
tetdos. Convencionalmente se espera que um estudante aprenda matrizes, polindmios, CDI,
Estatistica, vetores, etc. e seja capaz de aplicar esses conceitos na sua vida profissional e
académica. O proposto aqui é que a Regressao Multipla pode ser a situacdo desencadeadora
de aprendizagem. Dada a técnica e demonstradas as possibilidades de sua aplicacao, os con-
teldos a serem aprendidos para seu compreendimento descolam-se da obrigatoriedade e se
aproximam do desafio a ser superado para dominar uma tecnologia de resolucéo de problemas.
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Presidéncia da Republica
Casa Civil
Subchefia para Assuntos Juridicos

LEI N2 9.610, DE 19 DE FEVEREIRO DE 1998'.

Altera, atualiza e consolida a legislacao sobre direitos autorais

e da outras providéncias.

O PRESIDENTE DA REPUBLICA Faco saber que o Congresso Nacional decreta e eu

sanciono a seguinte Lei:

Titulo | - Disposi¢des Preliminares

Art. 12 Esta Lei regula os direitos autorais, entendendo-se sob esta denominagéo os direitos de autor e os que lhes
S80 conexos.

Art. 22 Os estrangeiros domiciliados no exterior gozardo da protegao assegurada nos acordos, convengoes e tratados
em vigor no Brasil.

Paragrafo Unico. Aplica-se o disposto nesta Lei aos nacionais ou pessoas domiciliadas em pais que assegure aos
brasileiros ou pessoas domiciliadas no Brasil a reciprocidade na protegao aos direitos autorais ou equivalentes.

Art. 32 Os direitos autorais reputam-se, para os efeitos legais, bens méveis.

Art. 4° Interpretam-se restritivamente os negécios juridicos sobre os direitos autorais.

Art. 5° Para os efeitos desta Lei, considera-se:

| - publicacéo - o oferecimento de obra literaria, artistica ou cientifica ao conhecimento do publico, com o consenti-
mento do autor, ou de qualquer outro titular de direito de autor, por qualquer forma ou processo;

Il - transmissé@o ou emisséo - a difusédo de sons ou de sons e imagens, por meio de ondas radioelétricas; sinais de
satélite; fio, cabo ou outro condutor; meios 6ticos ou qualquer outro processo eletromagnético;

Il - retransmissao - a emissdo simultanea da transmissdo de uma empresa por outra;

IV - distribui¢éo - a colocagao a disposi¢do do publico do original ou cépia de obras literarias, artisticas ou cientificas,
interpretagdes ou execugoes fixadas e fonogramas, mediante a venda, locagéo ou qualquer outra forma de transferéncia de
propriedade ou posse;

V - comunicagdo ao publico - ato mediante o qual a obra é colocada ao alcance do publico, por qualquer meio ou
procedimento e que ndo consista na distribuicdo de exemplares;

VI - reproducéo - a copia de um ou varios exemplares de uma obra literaria, artistica ou cientifica ou de um fonograma,
de qualquer forma tangivel, incluindo qualquer armazenamento permanente ou temporario por meios eletrénicos ou qualquer
outro meio de fixagdo que venha a ser desenvolvido;

VIl - contrafagéo - a reprodugéo nédo autorizada;

VIII - obra:

a) em co-autoria - quando é criada em comum, por dois ou mais autores;

b) anénima - quando néo se indica o nome do autor, por sua vontade ou por ser desconhecido;

¢) pseudbdnima - quando o autor se oculta sob nome suposto;

d) inédita - a que nao haja sido objeto de publicacao;

e) péstuma - a que se publique apés a morte do autor;

f) originaria - a criagéo primigena;

g) derivada - a que, constituindo criagao intelectual nova, resulta da transformagao de obra originaria;

' Disponivel em:http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/I9610.htm.
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h) coletiva - a criada por iniciativa, organizagao e responsabilidade de uma pessoa fisica ou juridica, que a publica sob
seu nome ou marca e que é constituida pela participagéo de diferentes autores, cujas contribuigdes se fundem numa criagao
autbnoma;

i) audiovisual - a que resulta da fixagdo de imagens com ou sem som, que tenha a finalidade de criar, por meio de
sua reprodugao, a impressdo de movimento, independentemente dos processos de sua captacédo, do suporte usado inicial ou
posteriormente para fixa-lo, bem como dos meios utilizados para sua veiculagéo;

IX - fonograma - toda fixagao de sons de uma execucéo ou interpretagao ou de outros sons, ou de uma representagao
de sons que néo seja uma fixagao incluida em uma obra audiovisual;

X - editor - a pessoa fisica ou juridica a qual se atribui o direito exclusivo de reprodugdo da obra e o dever de divulga-la,
nos limites previstos no contrato de edi¢ao;

XI - produtor - a pessoa fisica ou juridica que toma a iniciativa e tem a responsabilidade econémica da primeira fixagao
do fonograma ou da obra audiovisual, qualquer que seja a natureza do suporte utilizado;

XII - radiodifusdo - a transmissé@o sem fio, inclusive por satélites, de sons ou imagens e sons ou das representagoes
desses, para recepgao ao publico e a transmissao de sinais codificados, quando os meios de decodificagao sejam oferecidos
ao publico pelo organismo de radiodifusdo ou com seu consentimento;

XIII - artistas intérpretes ou executantes - todos os atores, cantores, musicos, bailarinos ou outras pessoas que
representem um papel, cantem, recitem, declamem, interpretem ou executem em qualquer forma obras literarias ou artisticas
ou expressoes do folclore.

Art. 62 Nao serdo de dominio da Unido, dos Estados, do Distrito Federal ou dos Municipios as obras por eles simples-

mente subvencionadas.
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