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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo dar fundamentacao para o estudo dos cddigos corretores de
erros, fazendo uso de ferramentas de algebra e de algebra linear. Para isso, estudou-se alguns
conceitos relacionados a corpos e algumas propriedades de espacos vetoriais. Assim, a pri-
meira etapa deste trabalho consistiu na revisao dos conceitos basicos para avangar na teoria
de cddigos. Em seguida, conceitos novos, como distancia minima, métrica de Hamming e os
parametros para definir codigos foram estudados. Essa preparacdo mostrou-se importante para
uma analise mais aprofundada de codigos lineares, os quais desempenham um papel funda-
mental em uma variedade de aplicacées em eletrbnica, comunicacées e armazenamento de
dados, destacando-se pela sua notavel habilidade em identificar e corrigir erros.

Palavras-chave: codigos corretores de erros; cédigos lineares; corpos finitos; espacgo vetorial.



ABSTRACT

This work aims to provide a basis for the study of error-correcting codes, making use of tools
of algebra and linear algebra. For this, some concepts related to fields and some properties of
vector spaces were studied. Thus, the first stage of this work consisted of the revision of the
basic concepts to advance in the theory of codes. In sequence, new concepts, like minimum
distance, Hamming metric, and the parameters to define codes, were studied. This preparation
proved to be important for a more in-depth analysis of linear codes, which play a fundamental
role in a variety of applications in electronics, communications, and data storage, highlighting
their notable ability in identifying and correcting errors.

Keywords: error-correcting codes; linear codes; finite fields; vector space.
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1 INTRODUCAO

Se pararmos para refletir por um momento sobre o cotidiano, podemos concluir que
com os adventos da modernidade, os sistemas de comunicagdo se tornaram cada vez mais
sofisticados, aumentando de forma significativa a praticidade do envio de informagdes. Tais
adventos foram possiveis gragas ao desenvolvimento de teorias matematicas que serviram de
suporte aos sistemas de comunicacéo.

Vale ressaltar que quando falamos em envio de informagdes nessa area de estudo, de-
vemos considerar qualquer meio de transmissao que recorra a recursos computacionais, como
por exemplo: transmissao de dados por satélite, transmissao por Wi-fi, telecomunicagdes e até
mesmo nossas simples mensagens de texto.

O que néo esta explicito é que por tras de toda essa troca de informacgdes, existe um
sistema complexo. Sempre que uma mensagem é enviada através de um canal, nesse canal
existem interferéncias e perturbagdes, chamadas de ruidos. Esses ruidos causam modificagdes
nas mensagens, possibilitando que a mesma seja interpretada erroneamente pelo receptor.
Com o uso da algebra linear para construcao dos Cédigos Corretores de Erros, conseguimos
fazer que a mensagem transmitida pelo canal chegue em seu destino da forma mais confiavel
possivel.

Segundo Sabadin (2019) descoberta dessa area de estudo se deu por volta dos anos
1950, com as publicacbes dos trabalhos de Shannon e Hamming, ambos matematicos e ambos
funcionarios da empresa Bell Labs (empresa de pesquisa industrial e cientifica, de proprie-
dade da empresa Nokia). Claude Elwood Shannon (1916-2001) publicou em 1948 o artigo “A
mathematical theory of communication", dando marco a area denominada Teoria de Informa-
cbes, onde a teoria de cddigos tem grande presenca. Logo depois, Richard Wesley Hamming
(1915-1998) publica o0 “Coédigo de Hamming", criando um algoritmo que estrutura um cédigo
corretor de erro. O trabalho foi finalizado poucos anos antes, mas por questdes burocraticas
relacionadas a patentes, Hamming s6 conseguiu realizar a publicacdo do mesmo em 1950.

Nessa época era alto o investimento para comprar um computador, sendo limitado prin-
cipalmente a universidades e centros de pesquisas. Era na Bell Labs que Hamming tinha acesso
a essas maquinas. Restritamente nos fins de semana, que era quando ele levava seus dados
para serem lidos. Os computadores tinham um sistema de deteccdo de erros desses dados,
mas nado de corre¢cdo. Quando o sistema encontrava um erro, encerrava a leitura dos dados
e passava a ler os dados do proximo usuario. Dessa forma Hamming perdeu duas semanas
de servico, tendo em vista que ele s6 poderia verificar se o computador fez a leitura completa
do seu material uma semana depois de ter dado inicio a leitura. A necessidade de criar um
instrumento que fosse além, um instrumento que fosse capaz nao s6 de detectar um erro mas
também corrigi-lo, foi 0 que deu motivagcao ao matematico.

Também com grande relevancia, Marcel Jules Edouard Golay (1902-1989), que tinha
acesso a computadores na empresa de tecnologia, onde trabalhava, estendeu os resultados
das publicagdes de Shannon e Hamming em seu artigo “Notes on Digital Coding". Nesse artigo



ele desenvolve o Cédigo de Golay, um cddigo corretor de erros que também é utilizado nos dias
de hoje.

Esses trés matematicos foram os que deram inicio ao desenvolvimento da area de Teoria
de Cdbdigos, por volta dos anos 50. No entanto, com a popularizacao dos computadores e com
a corrida espacial desencadeada pela Guerra Fria (1947-1991), apds a década de 60 a Teoria
de Codigos passou a ser estudada e desenvolvida também por engenheiros.

Por exemplo, em 1965, a NASA utilizou a nave espacial Mariner 4 para enviar 22 ima-
gens, cada uma com uma resolugédo de 200 x 200 pixels, onde seriam atribuidos uma das 64
tonalidades pré-estabelecidas para cada pixel. No entanto, como a capacidade de processa-
mento dos computadores eram menores, as imagens eram apenas codificadas, sem passarem
por algum cdodigo corretor de erro. Dessa forma ao serem transmitidas pelo canal, os ruidos
possibilitavam alteragées na tonalidade de cinza dos pixels, causando distorgdes na imagem
original introduzida no canal. Em resumo, as imagens recebidas nem sempre refletiam fielmente
a coloracao exata que havia sido enviada.

Sete anos depois, a Mariner 9 transmitiu novas imagens de Marte, com uma resolugao
bem melhor de 700 x 832 pixels. O desenvolvimento dos computadores tornou o processamento
mais rapido e também tornou viavel a codificacdo e a passagem por um codigo corretor de erros,
corrigindo informagdes da imagem que foram modificadas pelos ruidos. Neste caso, o cddigo
usado foi 0 de Reed-Muller, um caso particular dos cédigos lineares.

Ja em 1979 com um pouco mais de avango computacional, a nave Voyager fez trans-
missdes de imagens coloridas do Planeta Jupiter, na qual além da codificagao, foi utilizado o
Cédigo da Golay para uma codificagdo corretora de erro. A passagem pelo Cadigo de Golay
corrigiu os ruidos causados pelo canal de transmissao, fazendo também com que a imagem
chegasse ao destino da forma mais nitida.

A cada ano que passa, com o0s progressos da tecnologia, as imagens tém sido cada vez
mais nitidas.

O principal objetivo deste projeto consiste na investigacao dos codigos corretores de
erros, com um foco especial nos codigos lineares. Os cédigos lineares sdo amplamente em-
pregados em sistemas de comunicacdo € na preservacao de dados. Sao conhecidos pela sua
habilidade em identificar e corrigir erros, tornando-os fundamentais em diversas aplicacoes. Os
exemplos desses cédigos sao: codidos de Hamming; BCH; Reed-Muller e Reed-Solomon. A es-
colha do cédigo vai depender dos objetivos e das necessidades de sua aplicagdo. Estudaremos
a estrutura basica desse cddigo sem adentrar no estudo de cada codigo linear.

Além dos cddigos lineares, existem varias outras classes de codigos que sdo usados nos
dias de hoje. Nao sera o objeto deste trabalho, mas citamos alguns dos cédigos mais comuns:
os cédigos de Barra; cédigos QR; de Acesso e Autenticacdo; de Correcao de Erros Nao Linea-
res; de Correcdo de Erros para Armazenamento; de Criptografia e Codigos de Compressao de
Dados.

No Capitulo 1 damos a fundamentacgao teorica de alguns assuntos tratados durante as
disciplinas de algebra e algebra linear. Somente os tdpicos necessarios como corpos finitos,



espacos e subespacos vetoriais, base, dimensao e produto interno serdo abordados. As refe-
réncias bibliograficas para esse capitulo foram o livro de Um Curso de Algebra Linear (Coelho
e Lourencgo, 2013) e as notas de aula de Ventura (2013). No Capitulo 2 damos uma breve in-
troducéo aos codigos corretores de erros, apresentando os elementos que definem codigos. As
referéncias utilizadas foram: Cddigos Corretores de Erros (Hefez e Villela, 2008), Breve introdu-
cdo a teoria dos codigos corretores de erros (Millies, 2009) e, Notas de Combinatdria e Teoria
de Codigos (Ventura, 2013). No Capitulo 3 abordamos cddigos lineares, resultados e definicbes
que os estruturam e como se da o processo de deteccdo e correcao de erros através dos mes-
mos. A principal referéncia para esse capitulo foi Cddigos Corretores de Erros (Hefez e Villela,
2008). Para o desenvolvimento de certos resultados, utilizou-se como referéncia o artigo Um
primeiro curso sobre codigos corretores de erros (Bahia, 2010).



2 CONCEITOS PREVIOS

Antes de adentrarmos no estudo da Teoria de Codigos, é fundamental compreender
alguns conceitos preliminares. Como essa teoria se desenvolve sobre estruturas algébricas, es-
pecialmente corpos finitos, é necessario um entendimento prévio dessas estruturas. Além disso,
nocdes de Algebra Linear — como espacos vetoriais e transformacdes lineares, principalmente
— também desempenham um papel essencial na construg¢ao e na analise dos codigos. Os con-
ceitos apresentados neste capitulo servirao, portanto, como base para o estudo formal da Teoria
de Codigos.

Neste trabalho os conjuntos N, Z, Q, R e C denotardo o conjunto dos niimeros naturais,

inteiros, racionais, reais e complexos, respectivamente.

2.1 Anéis, anéis de integridade e corpos.

Definicao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operagcbes + e -, que chamare-
mos de adicdo e multiplicagao:

+ - AxXA — A o AXA = A
(zy) — x4y (ry) — x-y

(A, +,-) é dito anel se para quaisquer a,b,c € A, verifica-se as seis seguintes condi-
cbes.

1. (a+b) 4+ c=a+ (b+ c) (Associatividade da adig¢do).

2. Existe um elemento 0, € A tal que a + 0, = 05 + a = a (Existéncia do elemento
neutro para a adicéo).

3. Existex € A (x = —a), talque a + x = x + a = 0, (Existéncia do inverso aditivo).
4. a + b= b+ a (Comutatividade da adicdo).
5 (a-b)-c=a-(b-c) (Associatividade da multiplicac&o).

6. a-(b+c) =a-b+ a-c (Distributividade a esquerda da multiplicagdo em relagéo a
adicdo).
(a+b)-c=a-c+b-c (Distributividade a direita da multiplicagdo em relagdo a adig¢éo).

Vejamos alguns exemplos de conjuntos com estrutura de anel.

Exemplo 2.2. Z, Q, R e C sdo exemplos classicos de conjuntos, com as operagbes + e -
usuais, que tém estrutura de anel. Nesses casos, 0 nimero zero é o elemento neutro para a
adicao.

Note que o conjunto N ndo tem estrutura de anel ja que para qualquer a € N*, tem-se
que ndo existe v € N tal que a + x = x 4+ a = Oy. As outras condigbes s&o verificadas.
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Exemplo 2.3. O conjunto 27 = {2k |k € 7} dos inteiros pares, munido das operacées + e -
usuais tem estrutura de anel.

Nesse exemplo, primeiro verificaremos que o conjunto é fechado para adi¢ao e para a
multiplicagao, isto é, dados x,y € 2Z teremos x +y € 2Z e x - y € 27.

Tomemos x = 2a,y = 2b € 27, a,b € Z, entdo x +y = 2a + 2b = 2(a + b). Isso
implica que = + y € 2Z.

Da mesma forma com o produto, x - y = 2a - 2b = 2(a2b). Assim, a operagéo - também
¢é fechada em 27Z.

Portanto, as operagdes de soma e produto por escalar sao fechadas em 2Z.

Agora vamos verificar que (2Z, + ,-) tem estrutura de anel.

1. Associatividade da adig¢éo:
Sejam x = 2a,y = 2b, z = 2c € 27, a,b,c € Z.
Como z,y,z € Z e a operagao de adicao € a mesma em 2Z e 7, entao vale a associ-
atividade para z,y,z € 2Z C Z.Logo, (x +y) + 2 = . + (y + 2).

2. Existéncia do elemento neutro para a adigao:

Tome 0 = 2 -0 € 27Z. Assim, para todo x € 2Z tem-se x + 0 = 0 + x = x, uma vez
que 0 é o elemento neutro da adicdoem Z e x € 27 C 7.

Logo, existe o neutro para adicdo em 27Z.

3. Existéncia do inverso aditivo:
Sejam z = 2a,y = 2b € 27, com a,b € Z, e suponhamos que x + y = 0. Logo
2a 4 2b =0 e entdo, 2b = —(2a). Assimy = —z € 27Z.
Logo, para todo = € 27, existe y = —x € 27 de forma que x + y = 0.

As propriedades comutativa da adi¢do, associativa da multiplicacdo e a distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adicdo sao verificadas de imediato, ja que 2Z C Z.

Logo, z- (y+2) =z -y +x -z, paratodo z,y,z € 2Z.

E, portando, (27Z, + ,-) tem estrutura de anel.

Antes de citar os préximos exemplos de anéis, que serdo fundamentais para nosso es-
tudo, faz-se imprescindivel a apresentacao sobre um conceito aritmético. Brevemente tratare-
mos sobre congruéncia.

Definicao 2.4. Sejam a,b,m € Z, m > 0. Dizemos que a é congruente ab modulo m, se m
divide (a — b).

Denotaremos por m|(a — b) para sinalizar que m divide (a — b);

Usaremos a notagdo a = bmod m para sinalizar que a é congruente a b médulo m. Se
a e b nao forem congruentes médulo m, dizemos que a e b sdo incongruentes médulo m.
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Exemplo 2.5. Alguns casos de congruéncia:
a) 5= 17mod 3, pois 3|(5 — 17);
b) 25 = 41 mod 4, pois 4|(25 — 41);
¢) 33 =89mod 7, pois 7|(33 — 89).

A Definigao 2.4 estabelece uma relagao entre dois elementos de Z, denominada con-
gruéncia médulo m.

Para essa relagdo, valem as seguintes propriedades:

Propriedades 2.6. Sejam a,b, e c numeros inteiros. Temos:

1. a = amodm (Reflexiva);
2. a =bmodm = b= amodm (Simétrica);

3. a=bmodm eb=cmodm = a = cmodm (Transitiva).
Demonstracéo.

1. Se a = amodm, entdo da definicdo de congruéncia, m|(a — a). De fato, pois m|0.
Logo, é vélida a propriedade reflexiva.

2. Seja a = bmodm. Da definigdo de congruéncia, m|(a — b). Com isso e lembrando
que a e b séo numeros inteiros, temos entdo que m|(b — a), portanto, b = a modm.
Logo, vale a simetria.

3. Sejam a = bmodm e b = ¢ mod m. Da definicdo, m|(a —b) e m|(b— c). Isso significa
que (a — b) = mqy e (b — ¢) = mqs, para certos ¢;,q2 inteiros. Reescrevendo a
segunda equacao, obtemos b = mgq, + c. Agora basta substituir b = mgy + ¢ na
primeira igualde. Assim, temos (a — mgs — ¢) = mq; e entdo, (a — ¢) = mq; + mqgo.
Por fim, (a — ¢) = m(q; + ¢2). Com isso, m|(a — ¢) e portanto, a = c¢modm. Logo, é
vélida a propriedade transitiva.

O
Desta forma, a relagdo de congruéncia médulo m sobre Z é uma relagdo de equivalén-

cia.

Definicao 2.7. A classe de equivaléncia de um numero inteiro a € o conjunto
{z € Z|x = amodm}, e sera denotada por a. O conjunto de todas as classes de equiva-
léncia de uma congruencia médulo m é denotada por Z./mZ ou Z,.

Assim, dois numeros inteiros sdo congruentes modulo m se, e somente se, pertencem
a mesma classe de equivaléncia.
A proxima proposigao apresenta uma importante perspectiva no estudo de congruéncia.
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Proposicao 2.8. Para quaisquer a e b numeros inteiros, a = b modm se, e somente se, a € b

tem o mesmo resto na divisdo euclidiana por m.

Demonstrac&o.

(=) Levemos em consideracado que a divisdo euclidiana de b por m seja escrita por
b = mk + r para algum k inteiro, onde r é o resto dessa divisdo e 0 < r < m. Por hipotese,
m|(a — b) e, portanto, a = gm + b, para algum ¢ inteiro. Das duas igualdades, obtemos entéo
que a = gm + (mk + r) e consequentemente, a = m(q + k) + r. Mas isso significa que r é o
resto da divisdo euclidiana de a por m.

Logo, a e b tem 0 mesmo resto na diviséo euclidiana por m.

(«<=) Da hipoétese, a = mqg; +re b = mgys +r,com 0 < r < m. Sendo assim,
(a — b) = mqy +r — mq, — r e consequentemente, (a — b) = m(q; — ¢2). Isso implica que
m|(a —b). Logo, a = bmodm.

O

Definicao 2.9. Um conjunto de m inteiros, m > 0, forma um sistema completo de restos mo-
dulo m se, dados quaisquer dois elementos distintos desse conjunto, eles forem incongruentes

modulo m.
Exemplo 2.10. O conjunto {6,7,8,9,10,11} é um sistema completo de restos médulo 6.

Exemplo 2.11. O conjunto {0,1,2,3,...,m — 1} é um sistema completo de restos médulo m.

Note que esse conjunto tem m elementos.

Proposicédo 2.12. Se {ry,rs,r3,...,"n} € um sistema completo de restos médulo m, entdo
qualquer inteiro a é congruente a um e somente umdos r;,0 < 1 < m.

Demonstracéo.

Realizando a divisao euclidiana de a por m, obtemos a = mq +r, 0 < r < m, para
algum q inteiro. Com isso, temos que a = r mod m. Como consequéncia da Proposic¢ao 2.8, ao
dividirmos r;,0 < ¢ < m, obtemos restos diferentes dois a dois. Portanto, existe um r; tal que
r; = mq; + r, ou seja, r; = rmod m e por transitividade, r; = amod m. Se a = r mod m,
entdo r; = r, mod m e da definicdo de sistema completo de restos, concluimos que r; = 7.

O

Como consequéncia desta proposicao, temos que Z,, = {0,1,2,...,m — 1}. Vamos
definir as operagdes + e - para Z,, da seguinte forma:

(a,b) — a+b=a+b (a,b)

+: DLy X Loy, —> Lo, Ly X Loy, —
—

S
3

S]]
I
S
S

Mostraremos que estas operagdes estdo bem definidas, isto €, que independe do repre-
sentante da classe de equivaléncia.
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Sejam (@, b) = (¢,d) € Zpy X T
(@,b) = (¢,d)se,esomentese,a = ceb = d. Mas entdo isso significa que
a =cmodm eb=dmodm.

Assima =mq; +ceb=mqy + d, q1,q2 € Z. Entao:

1. a+b=mq +c+ mqg+d= (c+d)+m(q1+qz). Assim a+b = c+d mod m, ou seja,
a + b = ¢+ d, concluindo que a adigao esta bem definida.

2. ab = (mq1+c)(mga+d) = m(qgymga+qd—+cqe)+cd, portanto, ab = cd mod m. Logo
ab = c¢d, o que mostra que a operacgdo de multiplicagdo também esta bem definida.

Exemplo 2.13. Sejam2,3 € Zg. Aqui2 +3=2+3=5e2-3=06 = 0.

Exemplo 2.14. : O conjunto Z¢ = {0,1,2,3,4,5} com as operagdes de adi¢do e multiplicagdo
definidas anteriormente tem estrutura de anel.

As condigdes 1,4,5 e 6 da definicao de anel sao faceis de serem verificadas diretamente.
Sendo assim, vamos verificar as condi¢des 2 e 3.

Seja 0 € Zg. Note que T + 0 = T, para todo T € Zg. Além disso, 0 + 0 = 0, portanto,
0= —(0).

Ou seja, além da classe 0 ser o elemento neutro da soma, é também seu proprio inverso
aditivo. Vamos definir quem sao os inversos aditivos dos outros elementos de Zg.

14+ = 0 se, e somente se, 1 + = = 0. Isso implica que T = 5, logo, 5 é o inverso
aditivo de 1. Da mesma forma que 1 é o inverso aditivo de 5.

2+ 7 =0 se, e somente se, 2+ 2 = 0. Assim T = 4, logo, 4 é o inverso aditivo de 2.
Do mesmo modo que 2 é o inverso aditivo de 4.

3+ = 0se, e somente se, 3 + « = 0. Isso mostra que T = 3, portanto, 3 é o inverso
aditivo de 3.

Note que paratodo T € Zg, existe um Unico —(T) = 6 —x € Z6 tal que x+( (x) ))

De modo geral, temos que o conjunto Z,, = {0, 1 -m — -1}, ¢
m € N, e —x = m — x, paratodo x € Z,,, tem estrutura de anel.

Definicdo 2.15. Segja (A, + ,-) um anel que satisfaz a condigdo:
HlAGA, 1&750&2 1A'QZIJJ'1A:$, Vo € A.

Neste caso dizemos que (A, + ,-) é um anel com unidade.
Exemplo 2.16. (Z,+, -) com as operacées usuais € anel com unidade.

Buscando facilitar a leitura, utilizaremos a notacédo 0 para nos referirmos ao elemento
neutro e 1 quando se tratar da unidade de um anel, se ndo houver confusao.
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Definicdo 2.17. Se (A, + ,-) é um anel que satisfaz a seguinte condi¢&o:
r-y=y-x, Vo,y €A,

entdo (A, + ,-) é um anel comutativo.
Exemplo 2.18. Z e Z,, sdo anéis comutativo.

Definicdo 2.19. Se (A, + ,-) é um anel que satisfaz a condigéo:
r-y=0&2r=00uy=0,2,y € A,

entdo dizemos que (A, + ,-) é um anel sem divisores de zero. Caso contrario, dizemos que é
um anel com divisores de zero.
Sex-y=0,comz # 0 ey # 0, dizemos que x e y sdo divisores de zero.

contém divisores de zero. Basta notar que 2 - 3 = 6 = 0. Ou seja, existemT # 0 ey # 0 em

Zg tais que ™ -y = 0.
Finalmente, podemos apresentar a definicdo de anel de integridade.

Definicdo 2.20. Se (A, + ,-) é um anel com unidade e sem divisores de zero, dizemos que
(A, + ,-) é um anel de integridade ou dominio de integridade.

No caso do Exemplo 2.2, os conjuntos (Z, +,"), (Q,+,:), (R,+,) e (C,+,-) também
sao exemplos de conjuntos, munidos pelas operagdes + e - conhecidas usualmente, que tém
estrutura de anel de integridade.

No Exemplo 2.3, o conjunto dos inteiros pares 27 = {2k |k € Z}, munido das opera-
coes + e - usuais tem estrutura de anel, é anel comutativo e anel sem divisores de zero, mas
nao é um dominio de integridade, ja que nao existe 1,7, € 27 que satisfaz - 155, = x, para todo
x € 27.

Vamos supor por absurdo que 27 é anel com unidade, ou seja, existe 157 € 27 que
satisfaga x - 197, = x, paratodo x € 27, x # 0.

Como x, 157 € 27 podemos escrever 197, = 2a € x = 2b com a,b € Z. Entao:

x-log =2 =2b-2a=2b= (2b-2a) — (2b) =0 = 2b(2a — 1) = 0.

Sendo 27 um anel comutativo sem divisores de zero, segue que 2b(2a — 1) = 0, se, e
somente se, 2b = 0 ou (2a — 1) = 0.

Da hipétese temos 2b # 0, entdo resta que 2a — 1 = 0, e consequentemente 2a = 1.
Uma contradigéo, pois 1 ¢ 27 ja que n&o pode ser escrito como mdltiplo de 2.

Logo, 27 nao é anel com unidade. Consequentemente, ndo é anel de integridade.

n&o é dominio de integridade, pois como citado anteriormente, os elementos 2 e 3 sdo divisores
de zero.
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De modo geral ndo podemos dizer de modo geral que o conjunto
L = {0,12,...,m —2;m — 1}, é ou ndo dominio de integridade para qualquer que seja
o valor m.

Ao definirmos estrutura de corpos posteriormente, também iremos definir quais sdo os

valores de m que satisfarao Z,,, ser dominio de integridade.

Definigdo 2.21. Seja (K, + ,-) um anel de integridade ou dominio de integridade, que satisfaz
a seguinte condig&o:
Ve e K\{0}, Jy e K|z -y=1.

Ou seja, todo elemento de K\ {0} tém inverso multiplicativo. Dessa forma dizemos que (K, + ,-)
tem estrutura de Corpo algébrico.

Voltando mais uma vez ao Exemplo 2.2, os conjuntos (Q, + ,-), (R, + ,-) e (C, + ,),
com as operacoes + e - usuais, continuam sendo exemplos de conjuntos, que além de serem
dominios de integridade, também tém estrutura de corpo. Nesse caso (Z, + ,-) ndo se enqua-
dra. Basta verificar que, para qualquer = € Z\{0,1, — 1}, seu inverso multiplicativo dado por
y=az"1= 1 ¢ 7.

Ja n:g Exemplo 2.3, o conjunto 2Z = {2k |k € Z} dos inteiros pares, munido das
operacoes + e - usuais ndo é dominio de integridade, consequentemente nao tem estrutura de
Corpo.

No Exemplo 2.14 o conjunto Zg = {0,1,2,3,4,5} tem divisores de zero, consequente-
mente ndo tem estrutura de corpo.

Exemplo 2.22. Z; = {0,1,2} é corpopois1-1=1e2-2=1.

Vimos acima que o conjunto Zg néo € corpo algébrico e Z3 é. Dessa forma, fica muito
amplo dizer que o conjunto Z,, = {0,1,2,....m — 2,m — 1}, m € N, tem estrutura de corpo para
qualquer que seja o valor m. Para construirmos esse raciocinio, precisamos de alguns conceitos
de aritmética modular.

Buscando verificar quais os valores de m que satisfazem Z,,, ser corpo, vamos analisar
m subdividindo em dois casos: m nao é primo e m é primo.

No caso de m nao ser primo, podemos escrever m como produto de dois naturais r € s,
da seguinte forma: m =r - s, r < m, s < m. Sendo assim:

m=0=>7r-5=0=7-5=0.

Isso quer dizer que 7 e s sao divisores proprios de zero. Com isso verificamos que Z,, = Z,.;
nao pode ser anel de integridade e consequentemente nao é corpo.

Ja quando m é primo, a Unica forma de escrevé-lo como produto de dois naturais é 1-m.
Assim temos que 0 = m = 1 - m e, portanto, m - ¢ = m - ¢ = 0 para todo ¢ € N.

Concluimos que x pertence a classe do zero em Z,, se, e somente se x € multiplo de
m, OU seja, se existe ¢ € Ntalque x =m - q.
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Essa verificagao servira de base para enunciar a proposi¢cao seguinte.
Proposicao 2.23. O conjunto Z.,, é corpo, se, e somente se, m é primo.

Demonstrac&o.

Vamos supor que Z,, € um corpo e que m nao é primo. Entdo podemos escrever m
como sendo produto de dois niUmeros, r e s naturais: m = rs com r,s € N. Isso implica que
m =75 =75 = 0, ouseja, T e 5 sdo divisores proprios de 0. Uma contradi¢do. Logo, m é
primo.

Agora, suponha que m seja primo e sejam a,b € Z,, tais que ab = 0. Assim ab € 0,
que equivale a dizer que ab = mgq, para algum ¢ € Z. Como m é primo, entdo m divide a ou m
divide b, ou seja, a = max ou b = my, com x,y € Z. Portanto, @ = 0 ou b = 0.

Mostraremos agora que todo elemento ndo nulo possui inverso multiplicativo, ou seja,
para todo @ # 0, existe b tal que a - b=1.Comom é primo, para todo nimero a, 1 < a < m,
temos que a e m sdo primos entre si, ou seja, mdc(a,m) = 1. Pelo Teorema de Bézout,
existem inteiros = e y tais que ax + my = 1. Aplicando a congruéncia médulo m, temos que
1 =az+my = ax + 0 = az. Ou seja, a classe T é o inverso multiplicativo de @ em Z,,,
logo, todo elemento ndo nulo tem inverso. Além disso, temos que a adigdo e a multiplicagcao séo
comutativas e associativas em Z,,. Logo, Z,,, € corpo.

O

Esse resultado € muito importante para nossos estudos de Cédigos, pois quando ope-
ramos nessa area de conhecimento, trabalhamos justamente com espacos vetoriais sobre o
corpo dos Z,, p primo. A se¢do seguinte ird esclarecer a relacao desses dois elementos.

2.2 Espacos vetoriais e subespacos vetoriais

Um espago vetorial também é uma estrutura algébrica, constituida por dois elementos:
um corpo K, denominado corpo de escalares, e um conjunto ndo vazio de vetores que usual-

mente denotaremos por V.

Definicao 2.24. Seja VV um conjunto, K um corpo e duas operagbes, + sobre dois elementos
deV e - de um escalar de K sobre um elemento de V/, isto é

+  VxV = V - KxV o=V
(vw) — v4w (Av) = A-w

Diremos que V' # () é um Espago vetorial sobre o corpo K se para quaisquer
u,v,w € V e quaisquer \, i € K, verifica-se as seguintes condigoes:

1. (u+v)+w=u+ (v+w).

2. Existe um elemento() € V talqueu + 0 =0+ u = u, paratodou € V.
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3. Para cada v € V, existe um elemento em V', denotado por —v, tal que v + (—v)
=—-v+v=0.

4 u+v=v+u

5 X (u+v)=A-u+A-w.
6. A +p)-u=XA-u+ p-u.
7. (M) ru= A (- u).

8 1 -u=u.

Os elementos de um espacgo vetorial sdo chamados vetores. O vetor do ltem 2 é dito
vetor nulo e —v é dito oposto de v.

O espaco vetorial de nosso interesse € 0 seguinte: sendo p um numero primo, o con-
junto Z; (n € N) é um espago vetorial sobre o corpo Z,, onde dados © = (uy,...,u,)
e v = (vi,....,un) € Z, € X € Z,, as operagdes sdo definidas da forma usual:

+ 1 ZyxZy; — Iy - Ly XLy — Ly
(V) — U410 (ANT) — XY
T+ W0 = (v1,0,0,) + (W1,..c5wp) = (V1 + W1, 0, + W) €
AT =X (v1,00,00) = (N 01,00 - 0,);

Mostraremos que a Condicdo 1 vale para o espaco definido, ou seja, vamos verificar
que dados @ = (uy,...,up), T = (v1,...,0,) € W = (wy,...,w,) pertencentes a Z,, tem-se
(U+7)+w=1u+ (J+ ).

Para isso, basta notar que

(@+0)+ 0= (ug +v1,..., U, +0p) + (w1,...,w0,)
= ((ur + 1) +wi, ..o (Up +vn) + wy)
= (u; + (1 +wy), ..., up + (v +wy))
= (Ut ey tn) (V1 W1 O W) = T+ (T D).
Logo, (4 + ¥) + @ = i + (T + ©).

Facilmente podemos verficar as outras condigbes, concluindo assim que o conjunto ZZ

munido das operagdes que foram definidas, € um espaco vetorial.

Definicao 2.25. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares IK. Um subconjunto
ndo vazio W C V' é dito subespaco vetorial de V', se W também é um espacgo vetorial sobre
0 mesmo corpo de escalares K, munido das mesmas operacbes definidas em V.
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Dado um espaco vetorial V' sobre um corpo K e um subconjunto TV contido nesse
espago, para verificarmos se W é subespaco vetorial de V' precisamos verificar se todas as
condicdes que definem um espaco vetorial sdo satisfeitas em 1. No entanto, como W C V
temos de imediato que algumas condicbes sao verificadas. A condicdo 1 (associatividade) e
a condicao 4 (comutatividade), por exemplo, ndo precisamos demonstra-las, pois como sdo
validas em V, automaticamente sao validas para todos u,v,w € W. O que faltaria mostrar é
que IV é fechado para adicdo e para multiplicagdo por um escalar.

Em resumo, se W + () é fechado para a operagao de adigéo e para a multiplicagio pelo
escalar de K, que estao definidas sobre V', podemos dizer com certeza que IV € um subespago
vetorial de V. Isso sera melhor esclarecido na proposicédo seguinte.

Proposicao 2.26. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e sgjal() # W C V. W é
subespacgo vetorial de V' se, e somente se, as sequintes condicdes sao verificadas:

i) w+v e W, paratodo u,v € W;

i) ao-u €W, paratodoa € K e todou € W.

Demonstracéo.

Por definicdo TV é espaco vetorial. Logo séo verificadas as condigoes i) e ii).

Agora vamos provar que W satisfaz todas as condi¢gées de espacgo vetorial tomando as
condicdes i) e ii) como hipéteses.

Como W é subconjunto de V' e além disso i) e ii) nos dizem que as operagbes sdo
fechadas para adicao de vetores e para a multiplicacdo pelo escalar do corpo K por um vetor
de W, entao as condigbes 1, 4, 5, 6, 7 e 8 da definigdo de espaco vetorial sao verificadas de
imediato. Sendo assim, para provar que W é espaco vetorial basta apenas provar as condigoes
2e3.

Ja que W # 0, existe u € WW. Além disso, da condicdo ii) nés temos que
a-u € W, paratodo a € K. Em particular, para o = 0, teremosque o - u = 0 - u = 0eW.
Assim 6+u:u+5:u,paratodou e W.

Damesmaforma, paraa = (—1) € K, - u=(-1) - u=—(u) € W.

Assim, W/ é espaco vetorial. 0O

Um ponto que vale ser citado, é a diferenca entre o escalar 0 que pertence a K e o vetor
nulo, que pertence ao subespaco . Notemos que, ao multiplicar um vetor por um escalar,
o resultado é um vetor, sendo assim, na demonstracdo acima fez-se necessario sinalizar que
U = 6, para que fique claro ao leitor essa diferenca. Mas ndo havendo confuséo, denotaremos
o vetor nulo somente por 0.

Exemplo 2.27. Seja V' um espaco vetorial. Note que o conjunto {0} satisfaz as condigées de
subespaco de V. Da mesma forma, V também é um subespaco vetorial de V. Esses dois
subespacos sdo denominados os subespacos triviais do espago V.
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Definicao 2.28. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K e sejav € V um
vetor qualquer. Dizemos que v é combinacao linear dos vetores vy,vs,...,v, € V se existem
escalares o ,a,...,c,, € KK de modo que

V=Q1 V1 + Qg Vg + ...+ Qp - Uy

Em outros termos, dizemos que o vetor v € V é escrito em fungdo dos vetores
v1,V9,..., U, de V' multiplicados pelos escalares de K.

Exemplo 2.29. O elemento v = (3,2) € R* é combinagao linear dos vetores 3; = (1,0) e

62 - (Oal)
De fato, perceba que 3 - 31 +2 - 2 =3-(1,0) +2-(0,1) = (3,2).

Exemplo 2.30. O elemento v = (—54,0) € R3 é combinacdo linear dos vetores

51 = (17070)762 = (07170)7ﬂ3 = (anal)
De fato, —5- By +4- fa+0- fs = —5 - (1,0,0) +4- (0,1,0) + 0- (0,0,1) = (—5,4,0).

Exemplo 2.31. Considere [5; um vetor tal que a i-ésima entrada do vetor é 1 e as demais
sdo 0. De modo geral, todo vetor v = (vy,v,...,v,) € R™ é combinagéo linear dos n vetores

B = (1,0,...,0), Bo = (0,1,...,0), ..., B = (0,0,....1).

Definigdo 2.32. Seja V' um espago vetorial e seja S = {s1, S2,...,$,} C V. Dizemos que
o conjunto S é um conjunto gerador de V' se todo elemento de V pode ser escrito como
combinacgao linear dos elementos de S.

Defini¢do 2.33. Dado um conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} C V e ay,ag,...,a,, € K, dizemos
que esse conjunto de vetores é Linearmente Independente (LI) se a combinacéo linear o -

v1+ Qg v+ ...+ - v, =0 implicaremao; = oy = ... = a,, = 0.

Agora, se a equagao possui uma solucdo nao trivial, ou seja, existe o; # 0 para al-
gum o; € K1 < ¢ < n, significa que podemos escrever ao menos um dos vetores como
combinacao linear dos demais vetores.

De fato, suponha que o escalar «,,, # 0,m € {1,2,...,n}. Entdo

a1 V1 + Qg Ve F i F Q1 U1+ Q- U + Qa1 - Uppe1 + oo+ - v, =0

S QU F Qg Vet e F Q1 U1 F Qg1 - U1+ e+ Q- Uy = — (- V)

<=>(_—Oél)"l)1+(_—062)'1)2+...—|—( )'Um—1+---+(_

—Op—1 Qp

)+ Up = Upy.

Neste caso, como {vy,vs,...,v,} C V néo satisfazem a definigdo de serem linearmente
independentes, dizemos que eles sdo Linearmente Dependentes (LD).

Exemplo 2.34. Sejam os vetores u = (3,5) ev = (6,10) do espago vetorial R* sobre o corpo
R. Podemos escrever v = 2u, em outras palavras, um pode ser escrito em fungdo do outro.

Dizemos entéao que v € combinagé&o linear de .
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Outra forma de interpretar é verificar que a;u+asv = (0,0) tem solugdo com oy, ay # 0.

Basta assumir oy = —2 e as = 1 que assim temos —2 - (3,5) + 1 - (6,10) = (0,0).

Exemplo 2.35. O conjunto de vetores {(2,6,4), (—4,—4,2), (—6, —2,8)} do espago vetorial R®
sobreR 6 L.D. pois 1+ (2,6,4) + 2 (—4, — 4,2) — 1 (=6, — 2,8) = (0,0,0).

Definicao 2.36. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um subconjunto
B CV éuma base deV se:

1. Os vetores de 3 forem linearmente independentes.

2. Os vetores de 3 geram todo o espaco V. Em outras palavras, todo elemento de V
pode ser escrito como combinagéo linear dos vetores que compée o subconjunto 3.

Para um subconjunto [ ser uma base de um espaco V', ndo basta que esse subcon-
junto apenas gere todo o espaco 1/, mas ainda € preciso que os vetores que compde esse
subconjunto sejam linearmente independentes.

No Exemplo 2.29, o conjunto 5 = {f1, 82} = {(1,0),(0,1)} é linearmente indepen-
dente, uma vez que oy - (1,0) + a3 - (0,1) = (0,0) se, e somente se, «; = ay = 0. Note
também que todo vetor de R? pode ser escrito como combinacao linear do conjunto /3. Assim,
(3 é uma base de R

Da mesma forma no Exemplo 2.30. Todo vetor de R® pode ser escrito como combinacédo
linear do conjunto 5 = {51, 52, B3} = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}, linearmente independente.
Assim, 3 é uma base de R?.

Nestes dois exemplos, as bases sdo as denominadas bases candnicas de R? e R3.

Definicao 2.37. Dizemos que um espaco vetorial V' sobre um corpo K é finitamente gerado
se o conjunto de vetores que geram V' é finito.

Teorema 2.38. Seja V' um espago vetorial e S = {vy,vs, ..., v,} um conjunto finito de vetores
que geram V. Entéo, é possivel extrair um subconjunto de S que é uma base paraV’.

Demonstrag&o.

Sendo S um conjunto finito de vetores que gera V', qualquer elemento de V' pode ser
escrito como uma combinacéo linear de vetores de S.

Se os vetores de S forem linearmente independentes, entao o subconjunto é o préprio
S, ou seja, nada precisa ser feito.

Agora, vamos considerar que os vetores de S sdo linearmente dependentes. Isso sig-
nifica que existe algum elemento = de S que pode ser escrito como combinacdo linear dos
demais. Sendo assim, definimos S; = S\ {z} C S. Note que S; continua gerando V, pois
como x é combinacao linear dos demais vetores de .S, entdo qualguer combinacao linear que
envolva x, pode ser reescrita como combinagao linear apenas dos elementos de .S;. Se S for li-
nearmente independente, entdo S seria uma base de V. Caso contrario, repetimos o processo
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até eliminarmos todos os elementos que sao escritos como combinagéao linear dos demais ele-
mentos de S;. Isso é possivel, pois estamos assumindo que V é finitamente gerado. Assim,
determinamos B C S tal que B ainda gera V' e B é linearmente independente.

O

Teorema 2.39. Segja V' um espaco vetorial finitamente gerado por um conjunto com n elemen-
tos. Entdo, qualquer conjunto linearmente independente em V' possui no maximo n elementos.

Demonstrac&o.
Suponha que exista um conjunto W = {wy,ws, ..., w,} € V, com m > n. Vamos
mostrar que esse conjunto é linearmente dependente.

Sabemos que V' é gerado por n vetores. Pelo Teorema 2.39, é possivel extrair desses

vetores uma base de V. Seja entdo {vy, vs, ..., v,} umabase de V, com r < n.
Como {vy,...,v.} é uma base, cada elemento w; de W, 1 < j < m, pode ser escrito
como combinagao linear dos vetores da base. Ou seja, existem o, . . ., a,; tais que
w; = Q501 + QU2 + -+ Ay Up. (1)

Agora, consideramos uma combinagao linear dos vetores de W igualando ao vetor nulo:

Brwi + faws + -+ + Brwm, = 0. (2)
Substituindo a igualdade (1) na igualdade (2), temos a equacgao
Bi(anvy + -+ ) + -+ Br(@imvr + 00+ Q) = 0.
Agrupando os v; e os colocando em evidéncia, temos que
(Bragy + -+ + Bmoam)vr + -+ (Brar + -+ - + B ) v = 0.

Como {vy,...,v,} é uma base, ele é linearmente independente. Ou seja, a igualdade
acima sera igual a zero se, e somente se, os coeficientes forem iguais a zero, como mostra no
seguinte sistema de equacao:

510511 + - +5ma1m =0

51057“1 + - +ﬁmarm =0
\

Temos um sistema com mais variaveis do que equacgdes, ou seja, 0 sistema admite
solucdo ndo trivial. Portanto, existe uma combinacao linear ndo trivial de wy, . . . , w,, que resulta

no vetor nulo. Logo, esses vetores sdo linearmente dependentes.

O

Teorema 2.40. Seja VV um espaco vetorial finitamente gerado sobre o corpo K e seja 5 uma
base qualquer de V. Temos que:
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1. Cada elemento de V' é escrito de maneira Uinica como combinagéo linear da base [5.

2. Qualquer base de V' é formada pela mesma quantidade de vetores.

Demonstracéo.

1. Da hipétese, (5 € uma base de V/, vamos considerar 3 = {vy,...,v,}. Da Defini¢ao
2.36, temos que todo elemento de V' pode ser escrito como combinacéo linear dos elementos
de 5.

Agora provaremos a unicidade. Suponha que podemos escrever o vetor de dois modos,
digamosu =21 v1 + ... + Ty, - Uy = Y1 - V1 + ... + Yp - Uy. ISSO Vai implicar que z1 - vy + ... +
Ty Up — Y1 V1 — ... — Yy U, = 0e,portanto, (z1 — y1)v1 + ... + (€, — Yn)v, = 0. Sendo os
elementos de /3 linearmente independentes, (1 —y1)v1 + ... + (2, — Yn)v, = 0 Ocorre somente
sery =y, ...,Xn = Yn, l0g0, todo elemento de V' se escreve de forma Unica como combinagao
linear dos elementos de [3.

2. Sejam (3 e /3’ duas bases de V. Como V é finitamente gerado, da Definicdo 2.37,
temos que ambas as bases sdo formadas por uma quantidade finita de vetores, digamos m e
m’. Sendo /3 um gerador de V, linearmente independente, temos do Teorema 2.39 que m’ < m.
Da mesma forma, considerando 3’ um gerador, linearmente independente, temos que m < m/.
Portanto, m = m/.

O

Agora, traremos um corolario que decorre imediatamente do Teorema anterior. Mas an-

tes, tomando como partida o item 2, vamos definir a dimensao de um espaco vetorial.

Definicao 2.41. Seja [ uma base de um espaco vetorial V. A dimensado de V', denotada por
dim'V, é definida como a quantidade de vetores de 3, ou seja, a quantidade de elementos que
compbe qualquer base do espago vetorial. Se o espago vetorial for o trivial V' = {0} , entdo
dimV = 0.

Exemplo 2.42. Seja o espaco R? sobre o corpo R. Todo vetor desse espaco pode ser escrito
como combinagéo linear dos vetores {(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)} que s&o linearmente indepen-
dentes. O conjunto 3 = {(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)} com trés elementos, gera todo o espago R>.
Assim dim R?® = 3.

Corolario 2.43. SejaVV um espacgo de dimensdo n > 1 e seja [ um subconjunto de V. comn
elementos. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. 0 é uma base.
2. [ é linearmente independente.

3. 3 é um conjunto gerador de V.

Proposicao 2.44. Seja \W um subespaco vetorial de um espaco vetorial finitamente gerado V'
sobre um corpo K. Sedim W = dim V entaioW = V.
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Demonstracao.

Vamos supor que dim W = dim V = n. Seja f = {w;,ws,...,w,} uma base de
W. Vamos supor por absurdo que W # V. Como W ¢ V, entdo existe v € V tal que
v ¢ W. Desse modo, o conjunto {wy,ws, ..., w,,v} C V & linearmente independente. Como
este conjunto tem n + 1 vetores e dim V' = n, obtemos uma contradigao. Logo, W = V.

O

A préxima definicdo é a de forma bilinear simétrica, que € a mesma do produto in-
terno usual quando o espago vetorial é sobre o corpo dos reais ou complexo. Geralmente,
na literatura matematica, o produto interno é definido para espagos vetoriais sobre o corpo
dos nUumeros reais ou 0 corpo dos numeros complexos, que ndo é o nosso caso. Para o
caso de um corpo qualquer, & necessario um prévio estudo de modulos. Para o nosso es-
tudo, que envolve corpo finito, empregaremos unicamente a forma bilinear simétrica, a qual
€ convencionalmente designada como produto interno na maioria das referéncias bibliogra-
ficas sobre codigos. Além disso, no caso dos codigos trataremos de espacgos vetoriais do
tipo K" sobre K, entdo existirdA uma base candnica (andlogo a base candnica do R") e
assim cada elemento deste espago vetorial pode ser escrito como u = (ug,uz, - ,Uy)
= uie; + uses... + une,, onde e; & 0 vetor com todas as entradas nulas e a ¢-ésima entrada é
a unidade de K. Os préximos resultados envolvendo produto interno serao tratados para este
tipo de espaco vetorial.

Definicao 2.45. Seja VV um espaco vetorial sobre um corpo K, finitamente gerado. Uma forma
bilinear simétrica em V' ( ou produto interno), é uma aplicacdo que relaciona dois vetores
u = (uy, ug,...,u,) € v = (v1, vo,...,v,) de V aum elemento de K, (-,-) : V xV — K,
operados da seguinte maneira:

(u,0) = uvy + UgVe + ... + ULV

Uma conta simples mostra que:
1. (uw) = (v,u).
2. (u+ aw,v) = (uw) + a{w,v).

Definicao 2.46. Dois vetores u,v € V sdo ditos ortogonais, denotado por v | v, quando o
produto interno entre eles resulta no escalar 0 € K, ou seja, (u,v) = 0.

Definicao 2.47. Dado um subespaco vetorial W C V' munido de produto interno, o comple-
mento ortogonal de W é o conjunto W+ = {v € V | (v,w) =0, Yw € W}.

Teorema 2.48. Seja W um subespaco de V. Entdo o complemento ortogonal W+ também
sera um subespaco vetorial de V' .

Demonstracgé&o.
Sejam w e 0 pertencentes a IW. (w,0) = 0 para todo w. Portanto, 0 pertence a W,
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Tomemos u e v pertencentes a W+. Entéo (u + v,w) = (u,w) + (v,w) = 0+ 0 = 0.
Portanto, a soma é fechada em W=,

Sejau € W™ e seja a € K. Assim (au,w) = a{u,w) = a0 = 0. Portanto, a multiplica-
cdo por escalar é fechada em W+.

Logo, W é subespaco vetorial de V.

O

Os resultados apresentados a seguir sao imprescindiveis para o estudo de uma catego-
ria especifica de Codigos Corretores de Erros, os Codigos Lineares. Em resumo, essa categoria
de codigo é bem estruturada usando como suporte os resultados que se seguem. Antes de tudo,

comecaremos definindo o que é uma transformacao linear.

Definicao 2.49. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e seja
T :U — V uma fungdo. T’ sera dita uma Transformacao Linear se

T(uy 4+ ug) = T(uy) + T(uz) para todos uy,uy pertencentes a U,
T(au) = o1 (u), para todo « pertencente a KK e u pertencente a U.

Exemplo 2.50. A fungéo identidade T’ : U — U é uma transformacgéo linear.

Exemplo 2.51. Sgja a € R. A fungdo T,, : R — R dada por T,,(x) = az, x € R, é uma
transformacéo linear.

Tomemos dois elementos x1,xs pertencentes a R. Assim T,,(z1 + x2) = a(x; + z2).
Como estamos operando nimeros reais, temos que a(x1+xs) = ax+axy = To(x1)+To(22).
Logo, T, (x1 + x2) = To(x1) + Tw(x2). Seja agora f € R, entdo T,,(fx) = a(Px). Se tratando
de nuimeros reais, temos entdo que o(fz) = f(ax) = BT, (x).

Exemplo 2.52. A fungdo T : R* — R? dada por T'(x,y) = (y,x) é uma transformacdo linear.
Sejamu = (z1,41),v = (x2,y,) pertencentes a R*.

T(u+tv) =T(z1 422,91 +y2) = (Y1 +y2,251 +22) = (y1,21) + (Y2,22) = T(u) +T'(v).
Seja agora o« € R. Entao T'(au) = T'(a(z,y)) = T(ax,ay) = (ay, ax) = a(y,x) = o1 (u).

Exemplo 2.53. A fungdo T : R* — R? dada por T'(x,y) = (x,0) é uma transformacéo linear.
Sejamu = (z1,y1),v = (x2,y,) pertencentes a R*.
T(u+v) =T(x1 + x2,51 + y2) = (21 + 22,0) = (21,0) + (22,0) = T'(u) + T'(v).
Sea € R, entao T'(au) = T(axy,ay;) = (ax1,0) = a(x1,0) = oT'(u).

Exemplo 2.54. A funcdo T : 73 — 73 dada por T'(x,y) = (x + y,r,y) é uma transformagéo
linear. Sejamu = (z1,y1),v = (x2,y2) pertencentes a 7.
T(u+v)=T(z1 + 22,51 +y2) = (21 + T2+ Y1 + Yo, 1 + 2,41 + 42)

= (JU1 + Y1, CB1,Z/1) + (5132 + 92, 552792) = T(U) + T(U)'
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Seja agora o pertencente a Z,. Entao

T(au) =T(a(z,y)) = T(az,ay) = (ax + ay, az, ay) = (a(z +y), az, ay)

= a((z+y),z,y) = oT(u).

Lema 2.55. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre K e'T' : U — V uma transformacao linear.
Entao

1. T(0y) = Oy, Oy é vetor nulo de U e 0y € vetor nulo de V.
2 T(—u) = —T(u), paratodou € U.

Demonstracéo.

1. Basta vermos que Oy + T'(0y) = T(0y) = T(0y + 0y) = T(0y) + T(0y).
Logo, Oy = T'(0p).

2.T(—u) =T((-1) - u) = (=1)- T(u) = =T (u).

O

Em outras palavras, o Iltem 1. desse lema nos diz que uma transformagéo linear leva o
vetor nulo de U no vetor nulo de V.

O lema a seguir decorre diretamente da definigéo.

Lema 2.56. Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre K. A fungdoT' : U — V é transformagao
linear se, e somente se,
T(cuy + ug) = T (uy) + T(uz), para todos u,,us € U e para todo o € K.

Demonstracao.
= Sendo 7' uma transformagao linear, segue que

T(auy 4+ ug) = T(ouy) + T'(uz) = oI (uy) + T'(u2).

< Iniciaremos mostrando que T'(u; + uz) = T(uy) + T'(us). Consideremos o = 1,
unidade de K. Desse modo, T(1 - uy + ug) = 1 - T(uy) + T'(uz) e consequentemente,
T(uy + uz) = T(uy) + T(uz). Agora, basta provar que T'(au;) = a1 (uy). Para isso,
tome uy; = 0, vetor nulo de U, e entdo T'(au; + 0) = o7 (uy) + T(0). Isso implica que
T(auy) = a1 (uy) +T(0) = aT'(uy) + 0 = aT'(uy). Logo, T" é transformagao linear.

O

Lema 2.57. Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre K e'T' : U — V uma transformacao linear.

m m
Entdo T (Z(aiui) = ZO"'T(“Z')’ ondea; e Keu, € U,i=1,....,m.
=1 =1
A demonstracdo é imediata do lema anterior.
Embora o resultado seja imediato, nos dar4d embasamento necessario para o teorema

que se seguira.
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Consideremos ¢; o vetor de K" com todas as entradas iguais ao elemento neutro de K,
exceto na i-ésima, que € igual a 1, unidade de K. Dessa forma, definimos 5 = {e, ..., e,,} uma
base de K". Do Lema 2.57

T(x1,...,x,) = T(Z Tie;) = ZwiT(ei).

Em um ambito geral, isso nos diz que o resultado da aplicagdo de uma transformacgéo
linear T' depende da aplicacdo dessa transformacédo na base candnica de K". Se sabemos
como a transformacao linear age sobre a base /3, podemos estender para todo o espaco vetorial.

Definicao 2.58. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre um corpo K eT' : U — V uma
transformacao linear. Definimos:

Nucleo de T, denotado por NucT, o conjunto {u € U | T(u) = 0}.

Imagem de T, denotado por ImT', o conjunto {v € V' |Ju € U onde T'(u) = v}.

Proposicao 2.59. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V uma

transformacéo linear. Entao

1. Nuc'T' é um subespaco vetorial de U e Im T é um subespaco vetorial de V.

2. T éinjetora se, e somente se, NucT = {0}.

Demonstracéo.

1. Decorre diretamente da definicdo de nucleo que NucT' é subconjunto de U. Pelo
Lema 2.55, temos que T'(0;;) = Oy. Portanto, Oy € NucT e além disso, NucT # (). Sejam
agoraz,y € NucT.Entdo T'(x +y) = T'(x) + T(y) = 0+ 0 = 0. Portanto, x +y € NucT.
Consideremos agora x € NucT e o € K. T'(ax) = a1 (x) = a0 = 0. Portanto, au € NucT.
Logo, NucT' é subespago vetorial de U.

Decorre diretamente da definicdo que Im T é subconjunto de V. Pelo Lema 2.55, temos
que T'(0y) = Oy. Portanto, 0y € ImT e além disso, ImT # (). Sejam agora z,y € ImT.
Entdo existem uy,us € U taisque z = T'(uy) e y = T(ug). Assimz +y = T(uy) + T'(ug) =
T'(uy + ug). Portanto, x +y € ImT. Consideramos agora © = T'(u1) € ImT e a € K.
ar = oaT(uy) = T(au,). Portanto, ax € ImT. Logo, Im T' é subespago vetorial de V.

2. (=) Vamos considerar u pertencente ao nlcleo de 7', entdo 7'(u) = 0y. Mas como
T é uma transformagé&o linear, do ltem 1 do Lema 2.55 temos que 7'(0y/) = Oy, ou seja, Oy esta
no nicleo de T'. Como T’ é injetora, temos apenas um elemento em U que é levado em 0y, ou
seja, u = Oy. Logo, NucT = {0}.

(<) Sejam agora T'(x) = T'(y). Isso implicaque 0 = T'(x) — T'(y) = T'(z — y). Mas
entdo temos que x — y pertence ao nicleo de 7'. Da hipétese, NucT = {0}, ou seja, nos resta
que z — y = Oy e isso ocorre se, e somente se, x = y. Logo, 1" é injetora.

O

Os resultados e definicdes que se deram a partir da Definicao 2.49 foram apresentados,
sobretudo, para que pudéssemos enunciar a proposi¢cao acima. Essa proposicao nos mostra
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que existem duas maneiras de se descrever subespacos vetoriais C': por meio da imagem ou

do nucleo de uma transformacéao linear 7. De forma resumida, nos importa saber que dada

uma transformacéo linear 1', temos que Im T e Nuc'l’ sdo subespacos vetoriais bem definidos.

Futuramente, a estruturacao e definicdo dos cédigos lineares serdo derivados desses conceitos.
A seguir, apresentamos o Ultimo resultado deste capitulo.

Teorema 2.60. Sejam U e V' dois espacgos vetoriais sobre K onde a dimenséo de U é finita e
T : U — V uma transformagao linear. Entao

dimU = dim NucT +dim ImT.

Demonstracao.

Como a dimensao de U é finita, temos que a dimensdo do Nucl também é. Seja k a
dimens&o do NucT. Vamos considerar = {uy, ...,ux } uma base do NucT.

Agora, determinamos 3’ ao acrescentarmos elementos ao conjunto /3, buscando com-
pletar a base do NucT para uma base de U, com n elementos: 3 = {uy, ..., U, Ugt1, - U }-
Vamos provar que {7 (uj41), ..., T(u,)} gera ImT. Consideremos um elemento u qualquer
pertencente a U. Entdo u pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de 3, ou
seja, u = Uy + ... + o + QU + .. + Qpuy,, ; € Ko Ao aplicarmos T em u temos
que:

T(u) = T(a1u1 + ol + Q1 U1 e Oznun).

Isso implica que

T(u) =T(auy) + ... + T(agur) + T(ogsrupgsr) + .. + T(anuy)

=T (ur) + ... + apT(ug) + g1 T (ugy1) + oo + o T(uy,).

Como u;, 1 < i < k, sdo elementos do NucT', temos T'(u;) = 0, logo,
T(u) = a1 T (upyr) + - + @ T(uy).

Em outras palavras, qualquer elemento da ImT" pode ser escrito como combinag¢édo
linear dos elementos {7"(ug+1), ..., T () }-

Agora, mostraremos que eles sao linearmente independentes. Vamos supor que

g1 T (ugyr) + oo + @, T(uy,) = 0. Entédo T(agr1upsr + ..o + ayu,) = 0. Ou seja,
(Qpy1Ugs1 + ... + auuy,) pertence ao NucT'. Mas como {uy,...,u;} € uma base de NucT
e os vetores uy.1, ..., u, S0 linearmente independentes dos ug, ..., ux, entdo a unica forma
dessa combinagao estar no nicleo é se a; = 0 paratodoi, k +1 <1 < n.

Portanto, os vetores T'(uyy1), - - ., T(u,) séo linearmente independentes e, consequen-
temente eles formam uma base de I'm T, o que mostra que dim ImT =n — k.

Logo, dim NucT + dimImT =k + (n — k) =n = dimU.
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Mais adiante, verificaremos que os codigos lineares determinados a partir do nucleo
de uma transformacao possuem certa vantagem: esses cddigos demandam menor capacidade
computacional para serem utilizados. Esse teorema servird de apoio especialmente quando
formos entender como se d& a caracteristica desses cédigos.

Com todos esses conceitos prévios estabelecidos, estamos prontos para iniciar efetiva-
mente nosso estudo. No préximo capitulo, comegaremos a apresentar os conceitos fundamen-
tais para a compreensao dos cédigos corretores de erros.
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3 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Neste capitulo daremos uma breve introducao aos cédigos corretores de erros, exibindo
0s conceitos basicos de cddigos. As principais referéncias para este capitulo foram Coelho e
Lourencgo (2013), Hefez e Vilella (2008) e Ventura (2013).

3.1 Estrutura de um cédigo

Vamos iniciar analisando algumas situacdes cotidianas. Primeiramente, um idioma é a
forma mais usual de se explicar o que é necessario para estruturar um cédigo. Considere o
alfabeto da lingua portuguesa A, composto por 23 letras mais o0 espago, ¢ e as vogais acentu-
adas. Temos que levar em consideracdo que a maior palavra da lingua portuguesa é a palavra
pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético, composta por 46 letras. Dessa forma, a lingua

portuguesa é um codigo de A = AxAx ... x A mais ainda, a lingua portuguesa é um

46 vezes

subconjunto P C A%,

Agora vamos supor que a transmissao de uma informagao seja modificada por algum
tipo de ruido. Uma pessoa recebe uma mensagem dizendo “pinte a tarede". Fica facil identificar
que a palavra tarede nao pertence ao idioma, consequentemente nao pertence ao conjunto de
palavras da lingua portuguesa P. Dessa forma, realizamos a correcao verificando que a palavra
mais proéxima que pertence ao idioma é a palavra parede.

No entanto, partindo da abordagem do estudo de cddigos, ndo podemos considerar o
codigo P como sendo muito eficiente ja que existem muitas palavras préximas umas das outras.
Por exemplo, vamos supor que ao transmitir a mensagem “comprei um gato", a mensagem que
chega ao receptor é “comprei um lato". Nesse caso a corregao se torna mais dificil pelo fato de
existirem muitos elementos de P que sdo préximos da palavra que chegou errada. O método de
correcao dessa area poderia assumir qualquer um dos elementos como rato, pato, mato, bato,
etc, de P como sendo a palavra correta. Assim, o objetivo da teoria € desenvolver métodos que
permitam detectar e corrigir estes erros.

Com esse exemplo, podemos definir quais sdo os elementos necessarios para a estru-
turacdo de um codigo.

« Um conjunto finito .A que chamaremos de alfabeto. Usualmente trabalharemos com o
alfabeto sendo o corpo Z, = {0,1,...,p — 1}, p primo.

» Sequéncia finita de simbolos do alfabeto. Cada sequéncia Unica chamaremos de pa-
lavra onde todas essas palavras formam um conjunto V. O nimero de letras de uma
palavra chama-se o seu comprimento.

Em nosso estudo, como estamos lidando com codigos que séo efetivos, trabalharemos
com conjuntos de palavras que tém o mesmo comprimento. Também, o conjunto de todas as
palavras sera o espaco vetorial V' = A".
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Um exemplo de palavra é o elemento v = (0,1,0,1,1) pertencente ao espaco vetorial Zg
sobre o corpo Z,. Note que nesse caso o alfabeto é o corpo Zs,.

« Um codigo de comprimento n sobre um alfabeto A serd um subconjunto qualquer C'
de palavras, onde C C V = A". Quando a quantidade de elementos do alfabeto de
um cédigo é p, dizemos que o cddigo é p-ario.

Exemplo 3.1. Um exemplo de cédigo é o conjunto
C = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} € V = Z3, onde o alfabeto é o
corpo Zs. Neste caso, dizemos que C' é um cddigo bindrio, com quatro palavras e de compri-

mento 5.

Apresentaremos agora quais os elementos de um sistema de comunicagao.

» Fonte: local onde a mensagem original é produzida;

» Codificador da fonte: local onde a mensagem original é transformada em cédigo de
fonte, ou seja, onde é codificada.

» Codificador de canal: ocorre uma recodificagido, do cédigo fonte em cédigo de canal,
onde sao acrescentadas informagodes. Essa codificagao é que possibilita a corre¢ao de

possiveis erros.

» Canal: meio de transmissdo que o cédigo sera enviado. No canal ocorrem ruidos que

podem modificar a mensagem original.
+ Decodificador de canal: recodificagcdo do cédigo de canal em codigo fonte, novamente.
 Decodificador da fonte: transformagao do cédigo da fonte na mensagem original.

+ Destinatario: receptor da mensagem.

Para melhor ilustrar o papel de cada elemento, vamos analisar o exemplo do cédigo de
um robd. Vamos supor que temos um robd centrado em um tabuleiro de xadrez onde podemos
dar quatro comandos para esse robd: caminhar uma casa para o norte, caminhar uma casa para
o sul, caminhar uma casa para o leste e caminhar uma casa para o oeste. Esses comandos séo
as mensagens originais. Podemos codificar as mensagens originais como elementos de Z%.

Esses elementos sdo nossos cédigos da fonte, que registramos na Tabela 1 a seguir:

Tabela 1 — Codigos da fonte
Fonte Cadigo da fonte

Leste 00
Oeste 01
Norte 10

Sul 11

Fonte: Autor.
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Agora vamos recodificar o cédigo da fonte o transformando em cédigo de canal. Faze-
mos isso acrescentando informagdes a ele. Essas informagdes sdo chamadas de redundancias.
A forma como as redundancias sao introduzidas sera explicada no préximo capitulo. Por hora,
apenas faremos 0 acréscimo, que esta registrada na Tabela 2 abaixo.

Tabela 2 — Codigos de canal

Cédigo da fonte Cédigo da canal
00 00000
01 01011
10 10110

11 11101
Fonte: Autor.

Esses elementos formam o conjunto do Exemplo 3.1

C = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} C Zs5.

Apos tudo isso, o cédigo é transmitido por um canal de comunicagao. Ao ser transmitido
pelo canal, tem a possibilidade dos ruidos modificarem a mensagem original. Vamos supor que
uma mensagem v seja enviada, o decodificador de canal recebe a mensagem v' = (1,0,0,0,0).
Ao compararmos com os elementos do conjunto C', fica evidente que essa mensagem nao
pertence a esse conjunto, ou seja, n0s conseguimos constatar que a mensagem foi modificada
pelos ruidos.

No entanto, de grosso modo, podemos identificar que o elemento (0,0,0,0,0) de C' é o
“mais parecido"com v’. Dessa forma definimos que v = (0,0,0,0,0). Por fim, a mensagem seria
decodificada da fonte e a mensagem chegaria fielmente ao usuario. Posteriormente mostra-
remos matematicamente como isso ocorre, recorrendo aos conceitos definidos nessa area de
estudo.

A Figura 1 abaixo ilustra o processo de codificacdo e decodificacéao.

Figura 1 — Processo de codificacdo e decodificacao

] Codificador de fonte H Codificador de canal \

W\/\/\/\f Ruido

] Destinatario H Decodificador de fonte H Decodificador de canal \

Fonte: Autor.

Vamos supor agora que enviamos a mesma mensagem antes de codificar como cédigo
de canal, ou seja, ela foi enviada como cédigo da fonte. Quando enviada a mensagem v = (0,0)
e ela ser modificada por ruidos, vamos supor que o decodificador da fonte recebe a mensagem
v" = (1,0). Nesse caso o erro néo pode ser detectado, pois o elemento (1,0) também pertence
ao conjunto de mensagens. Ao realizar a decodificacdo da fonte, o usuario receberia a men-
sagem “Norte"ao invés de “Leste". Sendo assim, a impossibilidade de correcdo faz com que o
receptor adquira uma informacao diferente da que foi enviada.
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Na secdo seguinte, estudaremos o0s conceitos iniciais necessarios para o estudo de
codigos.

3.2 Meétrica de Hamming

Tratando-se de notagdes, utilizaremos A" para nos referirmos ao conjunto de palavras
de comprimento n sobre um alfabeto A e C' para nos referirmos a um subconjunto de palavras
de A", quando esse subconjunto for um cédigo. Referindo-se a quantidade de elementos de
um conjunto V, empregaremos a notagéo |V/|.

Definicdo 3.2. Dados dois elementos u = (uq,ug,...,uy), v = (v1,v9,...,v,) € A" e conside-
rando os pares ordenados (u;,v;); 1 < i < n, a Distdncia de Hamming de u e v é definida
por

d(u,w) = |D| onde D = {(u;,v;) |u; # v, 1 <1 < n}.

Essa definicao nos diz que a distancia de duas palavras é designada através da quanti-
dade de elementos de um conjunto, onde esse conjunto é formado por pares ordenados. Para
cada par ordenado, a abscissa € o elemento u; € a ordenada é o elemento v; de modo que
u; # v;, ¢ variando de 1 até n.

Exemplo 3.3. Seja C' = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} C Zg um cddigo. As
distdncias de Hamming dos elementos deste codigo séo:

d((0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1) ) = 3 = [{(u2,v2), (u4,v4), (us,v5)};
d((0,0,0,0,0),(1,0,1,1,0) ) = 3 = |[{(u1,v1), (us,v3), (ug,04) };
d((0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1) ) = 4 = [{(u1,v1), (u2,v2), (uz,v3), (us,vs) };
d((0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0) ) = 4 = |{(u1,v1), (u2,v2), (us,vs3), (us,vs)};
d((0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1) ) = 3 = |[{(u1,v1), (us,v3), (ug,04) };
d((1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) ) = 3 = |[{(ug,v2), (u4,v4), (us,v5) }.

Proposicao 3.4. Dados u,v e w € A", as seguintes propriedades sdo validas.

1. Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade quando u = v.
2. Simetria: d(u,v) = d(v,u).
3. Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Demonstrac&o.

1.Sejau = (uy, ..., u,) € v = (V1 ..., Up).

Vamos considerar u # v, ou seja, existe a0 menos um par de coordenadas pertecente
ao conjunto D onde D = {(u;, v;) | u; # v;, 1 < i < n}. Portanto, d(u,v) > 0.

Verifiguemos o caso em que © = v. O conjunto de entradas, coordenada a coordenada,
D = {(us,v;) | u; # v;, 1 <i < n} = (. Portanto, d(u,v) = 0.
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Logo, d(u,v) > 0.

Agora seja d(u,v) = 0, isso implica que D = {(u;,v;) |u; # v, 1 <i < n}=10e
portanto, | D| = 0. Mas isso significa que u; = v; para todo u;,v;, 1 < i < n. Logo, u = v.

2. Sejam u = (uy,..,u,) e v = (v1,...,0,). Temos d(u,w) = |D]|, onde
D = {(uj,v;) |u; # v, 1 <@ < n} = {(vi,w;) |v; # w;, 1 <@ < n},assim, d(v,u) = |D|.
Logo, d(u,v) = d(v,u).

3. Dados u = (u1,...,u,) € v = (v1,...,v,), temos dois casos: u; = v; para todo i e
u; # v;, paraalgum 1 < i < n.

No caso em que u; = v; para todo 7, esses pares ordenados ndo acrescentam nada na
soma em d(u,v), logo, é evidente que 0 = d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todo w € A".

Agora, no caso em que u; # v; paraalgum 1 < < n, esses pares ordenados somam 1
em d(u,v). Como néo podemos ter u; = w; e w; = v; ocorrendo ao mesmo tempo, temos que
os pares ordenados (u;,w;) e (w;,v;) somam 1 ou 2 em d(u,w) + d(w,v). Portanto, d(u,v) <
d(u,w) + d(w,v).

O

Notemos que, particularmente em nossos estudos, como os codigos pertencem a espa-
cos vetoriais constituidos sobre o corpo K = Z,, temos apenas duas possibilidades para u;,v;
e w;, que sdo 0 ou 1. Nao podendo assumir u; = w; € w; = v; ocorrendo ao mesmo tempo
significa que em d(u,w) + d(w,v) somam exatamente 1, para cada i nesta situagdo. Ou seja,
em nossos estudos, essa desigualdade é estabelecida estritamente no caso em que u; = v;,
pois, consequentemente w; = u; = v; vai somar 0 em d(u,w) + d(w,v) (caso da igualdade) ou
w; # u; = v; vai somar 1 na mesma. Assim teremos a desigualdade triangular.

Definicao 3.5. Dados um elementou € A" e um numero natural t > 0, definimos:

Disco de centro em u e raio t, o conjunto
D(uyt) ={v € A" |d(uw) < t}.
Esfera de centro em u e raio t, o conjunto
S(u,t) ={v € A" |d(u,v) =t}.
Lema 3.6. Para todou € A" e todo nimero natural t > 0 temos que
t
Dl =3 (1)@ -1
=0
onde n é o comprimento das palavras e q a quantidade de elementos do alfabeto A.

Demonstracdo. A quantidade de elementos do disco centrado em u e de raio ¢t é dado pela
soma de todas as esferas centradas em u e raio ¢, com ¢ variando de 0 até . Ou seja,

| D(ut)| = Z |5 (u,)]-
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Mostraremos quantos elementos tem em S(u,i).
Sejam S(u,i) e x pertencente a S(u,i). E vidente que d(u,r) = i. Melhor dizendo,
partindo da palavra u para chegar na palavra x, € necessaria a troca exata de i coordena-

, n . , ~
das. Existem ( . ) formas de determinar quais dessas coordenadas seréo trocadas. Agora, em
?

cada posicdo alterada, teremos a substituicdo da letra inicial por outra letra do alfabeto A. Para
isso, temos ¢ — 1 alternativas. Como s&o ¢ mudangas, temos (¢ — 1)i possibidades. Portanto,

1S (u,i)| = (T;) (g — 1)". Logo, | D(u,t)| = Zt: (TZZ) (g — 1)

=0

O

Defini¢ao 3.7. Seja C' um cddigo. Chamamos de distancia minima de C' o numero natural d,
onde

d = min{d(u,v)|u,w € C,u # v}.

No caso do Exemplo 3.3, a distancia minima de C' é igual a 3. A forma como fizemos
nesse exemplo, onde determinamos a distancia do cédigo C' partindo do célculo da distancia
de seus elementos, dois a dois, € um método utilizado para cédigos com uma cardinalidade
considerada pequena, pois ficaria inviavel realizar o mesmo procedimento para um codigo com

. . - , 30
30 elementos, por exemplo, ja que seriam necessarios o calculo de ( ) casos.

Definicao 3.8. Dado um cédigo C' com distdncia minima d, definimos

7
K=|—",]1,

2
onde [t| é a parte inteira de um nimero real t.

Lema 3.9. Seja C' um cédigo com distancia minima d. Se u e v sdo palavras distintas de C,
entao

D(u,k) N D(v,k) = 0.

Demonstracéo.
Vamos supor, por absurdo, que existe = pertencente a C, de modo que
x € D(u,rk) N D(v,k). Da desigualdade triangular temos que d(u,v) < d(u,z) + d(z,v). Além
disso, como z pertence ao D(u,x) e x pertente ao D(v,x), entdo d(u,x) < ke d(v,z) < ke
consequentemente d(u,v) < d(u,r)+d(z,v) < k+x. Da definicdo de x, temos que k < %
entao,
d—1 d—1

d(u,v)Sd(u,x)—i—(w,v)§R+RST+T:d—1<d.

Uma contradig&o, pois a distancia minima é d. Logo, D(u,x) N D(v,x) =
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Teorema 3.10. Seja C' um cdédigo com distdncia minima d. Entdo C' pode corrigir até

d—1
K= 5 erros e detectar d — 1 erros.

Demonstragao.

Vamos considerar a palavra c pertencente ao codigo C'. Se ao transmitirmos a palavra
c recebermos a palavra r com t erros, t < k, temos d(c,r) =t < k. Assim, r € D(c,k). Pelo
Lema 3.9 concluimos que ¢ = d(c,r) < d(c',r) qualquer que seja ¢, ou seja, a palavra mais
préxima de r que pertence ao cédigo C' é c. Sendo assim, estabelecemos ¢ a partir de . Por
outro lado, ao transmitirmos uma palavra ¢, podem ocorrer d — 1 erros nela sem que ela seja
transformada em outra palavra do cédigo. Dessa forma é possivel detectar a presenca de erros
na transmissao.

O

O cdbdigo do Exemplo 3.3, é possivel corrigir 1 erro, ja que 1 = {T] e detectar

3 —1=2erros.

L . - A . d—1
Definicdo 3.11. Sgja C C A" um cddigo com distancia minima d e seja k = — |
O cddigo C sera dito perfeito se

U D(v,k) = A"
vel

O Teorema 3.10 nos apresenta um modo para corrigir possiveis erros de uma palavra

d—1
transmitida. Seja C' um coédigo com distancia minima d e k = [T} a quantidade de erros

que podem ser corrigidos pelo cédigo. Ao enviarmos uma palavra u e recebermos a palavra r,
modificada, podem ocorrer dois casos:

1. Apalavra r estd em D(u,x). Nesse caso, a quantidade de erros € menor que k. Assim,
apenas substituimos r por wu.

2. A mensagem 7 ndo estd em D(u,k).

Para este Ultimo caso, restam duas opgdes: r estd em D(v,k), v # wou r ndo estd em nenhum
circulo de raio k, centrado em algum elemento de C'. No primeiro caso, a corregao seria feita de
maneira equivocada, ja que a quantidade de erros maior que ~ fez com que a palavra original se
aproximasse da palavra v # u. No segundo caso a corregao se torna inviavel, ja que a palavra
r ndo esta préxima de nenhuma palavra de C'.

Sao trés parametros que devemos considerar quando falamos de estudo de cddigos: a
quantidade de elementos M de um cédigo C', o comprimento n dos elementos desse cddigo e
a distancia d de C..

Tendo isso em mente, busca-se estruturar codigos com melhor eficacia. Para isso, essa
estruturacdo se consiste em criar codigos com d e M relativamente grandes quando compara-
dos a n, pois, quanto maior essa diferenga, maior a possibilidade de recairmos no caso 1.
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3.3 Cddigos Equivalentes

Definidos os cddigos corretores de erros, busca-se definir a nogao de equivaléncia des-
ses elementos, assim como também é feito em outras areas da matematica. Essa nogao pode
ser feita a partir de definicdo de isometria, apresentada a seguir.

Definicao 3.12. Seja A um alfabeto e n um ndmero natural. Diremos que uma fungdo
F . A" — A" é uma isometria de A" se essa aplicagdo preserva a distdncia de Hamming,
ou seja,

d(F(u),F(v)) = d(uw); Yu,v € A".

Proposicao 3.13. Toda isometria de A" é uma bijegéao.
Demonstragao.

Seja F : A" — A" uma isometria. Vamos supor que para u,v € A" temos que
F(u) = F(v). Sendo assim, d(F(u),F(v)) = d(u,v) = 0, implicando que u = v. Logo, F' é
injetora. Sendo uma aplicagao injetora de A" em A", temos que a imagem de F' é o conjunto
A". Consequentemente, F' é sobrejetora. Logo, F' é bijetora.

Proposicao 3.14. Valem as seguintes propriedades:

1. A fungdo identidade de A" é uma isometria.
2. Se F é uma isometria de A", entdo F~' é uma isometria de A".

3. Se I',(G sdo isometrias de A", entdo F' o G é uma isometria de A".

Por fim, vamos definir quando dois cédigos sdo equivalentes.

Definicdo 3.15. Dados C' e C' dois cédigos sobre A", diremos que C e C' sdo cédigos equi-
valentes se existir uma isometria F' de A" de modo que F(C) = C".

Tratando-se de equivaléncia e levando em consideracao essa definicao e os ultimos dois
resultados, ressaltamos algumas informacoes.

1. Do item 1 da Proposicao 3.14, temos que vale a propriedade reflexiva.
2. Do item 2 da Proposicao 3.14, temos que vale a propriedade simétrica.

3. Do item 3 da Proposicao 3.14, temos que vale a propriedade transitiva.

Ou seja, podemos dizer que a isometria é uma relagdo de equivaléncia.
Em seguida, traremos exemplos de duas isometrias bem conhecidas no estudo de c6-
digo.

Proposicao 3.16. Se f : A — A é uma bijecdo e i é um inteiro, 1 < i < n, entdo a aplicagdo
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(ah aan) — (CLl, ) f(az)a ,Cln)
é uma isometria.
Demonstrac&o.
Sejam (ay,...,a;,...,ap) € (b1,..,b4,...,0,) € A" 1 < i < n.

Como f é buetora fla;) = f(b ) se, e somente se a; = b; para todo a;,b; € A". Ao
aplicarmos Tf em (ay,...,a;,...,a,) € (by,...,b;,...,b,) recairemos em dois casos a seres analisa-
dos: f(a;) = f(b;), somam 0 na distancia de Hamming e f(a;) # f(b;) somam 1 na distancia
de Hamming.

No caso em que f(a;) = f(b;) implica que a; = b;. Isso significa que o valor na
contribuicdo da distacia de Hamming da :-ésima coordenada se mantém 0. No caso em que
f(a;) # f(b;) implica que a; # b;. Isso significa que o valor na contribuigdo da distancia de
Hamming da ¢-ésima coordenada se mantém 1. Ou seja, em ambos casos a distancia de Ham-
ming é preservada. Logo, T} € uma isometria.

O

Essa Proposigao nos diz que ao aplicarmos f na i-ésima coordenada de todos elemen-
tos de A", a distancia de Hamming sera preservada desde que f seja bijetora. Veremos isso
no caso especifico abaixo.

Avaliaremos C' = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} C Zs5.

Anteriormente, ao realizarmos as possiveis combinagdes para calculos da distéancia de
Hamming desse cddigo, obtivemos os seguintes resultados:

d((0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1) ) = 3 = [{(u2,v2), (u4,v4), (us,v5)};
d((0,0,0,0,0),(1,0,1,1,0) ) = 3 = |[{(u1,v1), (us,v3), (ug,04) };
d((0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1) ) = 4 = |{(u1,v1), (u2,v2), (us,v3), (us,vs)}|;
d((0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0) ) = 4 = |{(u1,v1), (u2,v2), (us,v3), (us,vs)};
d((0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1) ) = 3 = [{(uy,v1), (u3,v3), (ug,v4) };
d((1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1) ) = 3 = |[{(ug,v2), (u4,v4), (us,v5) }.

Consideremos agora a funcgéao bijetora

fIZQ — ZQ

a — a-+1

Ao aplicarmos f na segunda coordenada de todos elementos de C, isto é, aplicando Tf
teremos o seguinte cédigo:

¢’ ={(0,1,0,0,0),(0,0,0,1,1),(1,1,1,1,0),(1,0,1,0,1)} C Z3.
2

Agora vamos calcular a distancia de Hamming dois a dois, de cada um dos elementos
do cédigo C".
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d((0,1,0,0,0),(0,0,0,1,1) ) = 3 = [{(uz,v2), (u4,v4), (us,v5)};
d((0,1,0,0,0),(1,1,1,1,0) ) = 3 = |[{(u1,v1), (u3,v3), (ug,04) };
d((0,1,0,0,0),(1,0,1,0,1) ) = 4 = |{(u1,v1), (ug,v2), (us,vs3), (us,vs)};
d((0,0,0,1,1),(1,1,1,1,0) ) = 4 = |{(u1,v1), (u2,v2), (us,vs3), (us,vs)};
d((0,0,0,1,1),(1,0,1,0,1) ) = 3 = [{(u1,v1), (us,v3), (u4,04) }|;
d((1,1,1,1,0),(1,0,1,0,1) ) = 3 = [{(u2,v2), (u4,v4), (us,v5)}|.

Note que, no codigo C’ além da distancia de Hamming ser preservada, ela continua
sendo determinada pelas mesmas i-ésimas coordenadas dos elementos do cédigo C'.

Proposicéo 3.17. Se 7 € uma bijegao do conjunto {1, ..., n} nele préprio, também chamada de
permutacdo de {1, ...,n}, a aplicagdo permutagéo de coordenadas

— A"
(a17"'7an) — (aﬂ(l)v'“aaﬁr(n))

é uma isometria.

Demonstrac&o.

Sejam (ay,...,a;,-..ap), (b1, ,biyesby) € A" 1 <0 < .

Como 7 € bijetora, temos que 7 (i) = 7 (j) se, e somente se i = j para todo i,j €
{1,...,n}. Entdo, ao aplicarmos T}, em (ay,...,ai,...,an) € (bl, ,bi,...,b,) recairemos em dois
casos a serem analisados, para cada coordenada: a (i) = bx(;) € ar@i) 7 br(i).-

No caso em que ar(;) = bx(;) implica que a; = b;. Isso S|gn|f|ca que o valor na contribui-
o da distacia de Hamming da i-ésima coordenada se mantém (0. No caso em que (i) 7 br(;)
implica que a; # b;. Isso significa que o valor na contribuicdo da distancia de Hamming da
1-ésima coordenada se mantém 1. Ou seja, em ambos casos a distdncia de Hamming é preser-

vada. Logo, 7). € uma isometria.

O
Teorema 3.18. Sgja ' : A" — A" uma isometria, entdo existem uma permutagdo © de
{1,...,n} e bijecées f; de A,i =1, ...,n tais que

F=T,0Tjo..oT}.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (Hefez e Villela, 2008).
Decorrente da definicao de cédigos equivalentes e do teorema apresentado, enunciamos
0 préximo corolario.

Corolario 3.19. Sejam C e C' dois cédigos em A™. Temos que C e C' sdo equivalentes se, e
somente se, existem uma permutagdo m de {1, ...n} e bijegdes fi, ..., f,, de A tais que
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C" = {(fapy@ney )y oo Sy @) ) | (21, 00y 20) € C

De forma geral, dois cédigos de mesmo comprimento, sobre um alfabeto A serdo equi-
valentes se, e somente se, podemos obter um partindo do outro tomando como intermediagéo
as duas seguintes operacdes:

1. Através de uma bijecdo em A, trocar todas as i-ésimas coordenadas em todas palavras
do c6digo;

2. Através de uma permutagdo em {1, ..,n}, trocar todas coordenadas em todas as pa-
lavras do cédigo.
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4 CODIGOS LINEARES

Neste capitulo daremos inicio ao estudo de um tipo especifico de codigos corretores
de erros, os codigos lineares. Na pratica, essa modalidade de codigo é a mais utilizada. As
principais referéncias utilizadas sdo Hefez e Vilella (2008) e Ventura (2013).

4.1 Cddigos Lineares
Ao longo deste capitulo, K denotara um corpo finito com ¢ elementos. Assim temos K"
como sendo um K-espago vetorial de dimensao n, onde n € um nimero natural.

Defini¢ao 4.1. Um cddigo C' C K" sera chamado de cddigo linear se for um subespago
vetorial de K".

O cédigo C' = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} C Z5 é um subespaco
vetorial. Por definicao, temos que todo cédigo linear € um espacgo vetorial de dimenséo finita.

Seja n a dimensao de um cédigo C' qualgquer sobre um corpo K, K com ¢ elementos,
e seja § = {51, ..., Bn} uma base. Logo, todo elemento de C' pode ser escrito de forma Unica
como combinagéo linear dos elementos da base:

ar-Brtay-fot .o tay By, a e K1<i<n

Segue entdo que a quantidade de elementos em C serd M onde o mesmo sera dado
por

M =|C|=q",
e dai, temos a relagéao
dim C =n = log,M.
Definicédo 4.2. Dado x € K", chamamos de peso de x = (x4, ..., z,) como sendo o inteiro
w(z) = [{z; |z #0,1 <i<n,ieN}.

Em outras palavras, o peso de um elemento x é dado pela distancia de Hamming desse
elemento até o elemento neutro.

w(z) = d(zx,0).
Definicao 4.3. O peso de um cédigo linear C é o numero inteiro
w(C) = min{w(x) |z € C\{0}},se C # {0}, ew(C) =0seC = {0}.

Em resumo, a distdncia de Hamming do elemento mais pré6ximo ao elemento neutro, em
C, determinara o peso do cédigo C'.
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Proposicao 4.4. Seja C' C K" um cédigo linear com distancia minima d. Temos que
1. d(z,y) = w(x —y), Vo,y € K",
2. d=w(C).

Demonstrac&o.

1. Sejam z,y € C,x # y. Como C' é um cédigo linear, temos que x — y € C\{0} e
da defini¢do da distancia de Hamming temos d(x,y) = |{(x;,y:) |z: # yi, 1 < i < n}|. Da
definigdo de peso, w(x — y) = [{x; — y; # 0,1 < i < n,i € N}|. Mas note que

Hei —y #0,1 <i<n,i € N}| = {z; #vyi,1 <i<n,i e N} =d(z,y).

Logo, w(z —y) = d(z,y).

2. Assumindo C' # {0}, temos que C' contém pelo menos dois elementos. Da definigdo
de distancia minima temos d = min{d(z,y);z,y € C,z # y}. Sejam entdo x e y tais que
d = d(z,y). Do item 1temos que d = d(x,y) = w(x — y) .

Logo, d = d(z,y) = w(z — y) > w(C).

Seja agora x € C'tal que w(x) = w(C), isso significa que w(C) = w(x) = d(z,0).

Mas d < d(x,0) = w(C), logo, d = w(C).

O

Vale citar que, com a proposi¢cao acima passaremos a denominar distancia minima de
um codigo como também sendo o peso do mesmo. Outro ponto importante é o fato de nés
termos obtido uma otimizagdo quanto ao célculo da distancia minima d de um cédigo. Seja um

, : (MY ,
codigo C' com M elementos. Se antes se faziam necessarios ( 5 calculos para determinar

d, agora com M — 1 célculos nés a obtemos, que seria o0 peso de todos os elementos do cédigo,
exceto o nulo.

Por mais que esse método seja mais factivel do que o método apresentado inicialmente,
ainda seria inviavel seu uso no calculo de codigos com um M “grande" ja que demandaria
um custo computacional alto. Sendo assim, mais a frente em nosso trabalho, apresentaremos
métodos que exijam menor consumo computacional para determinar d.

Agora, falaremos sobre duas formas para determinar subespacos vetoriais por meio
de transformacdes lineares. A primeira € através da imagem de uma transformacao linear e a
segunda é através do nlcleo de uma transformacéo linear. Por exemplo, sejam U e V' espacos
vetoriais sob um mesmo corpo K e seja 1" uma transformagao linear de U em V. No Capitulo
1 provamos que a imagem de 1" é um subespaco vetorial de V' e também que o nucleo de T" é
um subespago vetorial de U.

Aqui em nosso estudo sobre codigos, utilizaremos essa mesma ferramenta para deter-
minar codigos lineares, pois pela definicao de transformacao linear, as operagées em U e V' séo
preservadas tanto no nucleo dessa transformagao quanto na imagem, satisfazendo a definicao
de coédigos lineares.
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Vejamos o cédigo C' = {(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} que ja foi visto
anteriormente. Assumindo A = Z, como alfabeto e o cdédigo como subespaco vetorial de 73,
note que o0 mesmo é determinado pela imagem da transformacao linear

T: 7 — z3
(x1,22) +—  (x1,22,21,21 + T2, x2)

Notemos que Z3 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} tem poucos elementos, portanto, conse-
guimos fazer essa verificagdo com facilidade, aplicando 7' cada um desses elementos. Assim,

temos

7(0,0) = (0,0,0,0+0,0) = (0,0,0,0,0);
7(0,1) =(0,1,0,0+1,1) = (0,1,0,1,1);
7(1,0)=(1,0,1,1+0,0) = (1,0,1,1,0);
T(1,1)=(1,1,1,1+1,1) = (1,1,1,0,1),

que é justamente o cédigo C'.

Aqui fica esclarecida a “regra" utilizada para acrescentar as redundancias mencionadas
no capitulo anterior.

Agora, em um ambito geral, vamos analisar como obter um c6digo como imagem de uma
tranformagao linear. Determinemos uma base {vy,...,u;} do cédigo C' em um espago vetorial
V = K" de dimensdo n e seja U = K* um espagco vetorial de dimens&o k. Vamos levar em
consideracao a transformacao

T: U — Vv
T = (Z1,.,T) >  T101 + T2U2 + ... + TV

Vejamos que, dados x,y € U com T'(x) = T'(y), temos que
T1U1 + ... + TV = Y101 + ... + YpUk-

Isso significa que (z1—y1)vi+...+ (2 —yi)vr, = 0. Sendo {vy,...,v,, } linearmente independente,
a igualdade sera satisfeita se, e somente se x; — y; = 0. Isso implica que z; = y;,1 <1 < k.
Com isso, temos a injetividade na transformacao 7'. Além disso, a imagem da transformacéao é
o cédigo C.
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Exemplo 4.5. Vamos considerar C' C K® sobre Z,, com base
{(1,0,0,0,1),(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,1),(0,0,0,1,1)}.

Queremos transmitir as palavras x; = (0,0,0,1),zo = (0,0,1,1),z3 = (1,1,0,0),
x4 = (0,1,1,0) pertencentes ao cédigo da fonte em Z;.
Entéo
7(0,0,0,1) = 0(1,0,0,0,1) + 0(0,1,0,0,0) + 0(0,0,1,0,1) + 1(0,0,0,1,1) = (0,0,0,1,1);
7(0,0,1,1) = 0(1,0,0,0,1) + 0(0,1,0,0,0) + 1(0,0,1,0,1) + 1(0,0,0,1,1) = (0,0,1,1,0);
T(1,1,0,0) = 1(1,0,0,0,1) + 1(0,1,0,0,0) + 0(0,0,1,0,1) + 0(0,0,0,1,1) = (1,1,0,0,1);
T(0,1,1,0) = 0(1,0,0,0,1) 4+ 1(0,1,0,0,0) + 1(0,0,1,0,1) + 0(0,0,0,1,1) = (0,1,1,0,1).

T(x1),T(xs),T(x3),T(z4) estdo na imagem da trasformagédo 7'. Se aplicarmos 7" em
todos elementos do cédigo-fonte, obtemos como imagem exatamente o cédigo C, ou seja,
C=ImT.

Portanto, um cédigo linear C' de dimensao k pode ser determinado por uma transforma-
cdo linear de K* em K", cuja imagem é C.

Temos certa facilidade em determinar todos os elementos de C' através desse método:
basta definir uma base em C' e uma transformagcao de K* em K". Mas digamos que o interesse
fosse o oposto: dado um elemento v em K" queremos verificar se esse elemento pertence ao
subespaco C. Para isso, teriamos que aplicar 7' em todos os ¢"* elementos do cédigo fonte, ou
resolvermos o sistema de n equagdes com k incognitas x1v; + ... + TpvE = v.

Usando o exemplo acima como referéncia, como fazemos para verificar se
v = (1,1,0,0,0) pertence ao cédigo C? Para pertencer, deve existir © = (z1,22,73,24) €m
K* de modo que

T(x) = 21(1,0,0,0,1) + 22(0,1,0,0,0) + 25(0,0,1,0,1) + 24(0,0,0,1,1) = (1,1,0,0,0).

Ou seja

1.1 4+ 29.0 + 3.0 + 24.0 = 1 se, e somente se 1 = 1;

1.0 + 29.1 + 3.0 + 4.0 = 1 se, e somente se x5, = 1;

1.0+ 29.0 + 23.1 + 4.0 = 0 se, e somente se x3 = 1;

1.0+ 29.0 + 3. + 24.1 = 0 se, e somente se 4 = 1;

1.1 +29.0 + 3.1 + 24.1 = 0.

Note que os valores obtidos para z;, 1 < ¢ < 4, ndo satisfazem a Ultima equacdo. Com
isso concluimos que v néo pertence a C.

Nesse exemplo especifico, com k = 4 e n = 5 conseguimos determinar com certa faci-
lidade que v ndo pertence a C. No entanto, como foi citado em capitulos anteriores, para que
um codigo tenha maior eficiéncia, busca-se estruturar cédigos com a quantidade de elementos
M e distancia minima d "grandes" comparados com o comprimento n de seus elementos. A
medida que n aumenta, o processo de verificagdo se torna maior. Nesses casos, determinar se
o elemento pertence ou nao ao cédigo, demanda muito mais trabalho e capacidade computaci-
onal.
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Agora vamos analisar a descricdo do codigo C através do nlcleo de uma transformacgao
linear. Para isso, consideremos um subespago C' tal que C' + C’ = K", em que a soma indica
que C’ é um complemento de C'. Vamos considerar a aplicacéo linear

H:CpO — KVF

udbv — v

onde o nucleo é justamente C. Recorrer a este método torna um pouco mais simples
verificar se v de K" pertence ou ndo a C.

Exemplo 4.6. Vamos considerar Zs; = {0,122} e C C 73 um cédigo gerado por
v; = (1,0,1,1) e vo = (0,1,1,2). Esse cédigo pode ser representado como nucleo da trans-
formacéao linear

H:75; — 73

(x1,m9,23,24) +—— (221 + 2mg + x3,221 + T3 + 14)

Vamos verificar que v; = (1,0,1,1) e vo = (0,1,1,2) geram todo o nlcleo de H, mos-
trando que esse conjunto é uma base do nucleo da transformacéo.
Aplicando H em v; e vq, obtemos:

Hv)=02-14+2-04+1,2-14+0+1)=24+0+1,2+0+1) = (3, 3) = (0, 0);
H(w)=(2-04+2-141,2-0+14+2)=(0+2+1,0+1+2)=(3,3)=(0,0

Com isso, concluimos que v; € v, estdo no nucleo.

Agora, dados oy, ay € Zs, verifiquemos que a;(1,0,1,1) + a2(0,1,1,2) = 0 se, e
somente se a; = ay = 0. Podemos concluir isso apenas analisando a combinacgao linear
das duas primeiras coordenadas de v; e de vs: a; - 1 + @ - 0 = 0 implica que a; = 0 e
ay - 04 as -1 = 0implica que a, = 0, logo esses vetores sdo linearmente independentes.

Do Teorema 2.60 temos que dim Z3 = dim Nuc + dim Z3. Entdo 4 = dim Nuc + 2,
o que implica que dim Nuc = 2.

Mostramos que v; e v, estdo no nucleo da transformacao e sdo linearmente independen-
tes. Além disso, mostramos que o nicleo tem dimensdo 2. Com isso, concluimos que {vy, v2}
€ uma base do nucleo de H.

Portanto, o cédigo C' gerado por v; e v, pode ser descrito como o nucleo da transforma-
cao linear H.

Nesse exemplo especifico, como temos uma base de (', podemos determinar todos seus
elementos através de sua representacdo paramétrica x,v1 + x2v2, apenas analisando todas as
combinagbes de x1,7o variando em Zs. Mas o que importa para nés é que, dado qualquer
elemento de Zg, fica facil verificar se esse elemento pertence ao codigo C.
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Exemplo 4.7. Vamos verificar se (1,0,0,1,1,1) e (0,1,0,1,0,1) pertencem ao cédigo C, onde C

é nucleo da transformacao linear

T:.78 — 73

(ZL’l,...,[L’6) — (1'1 + X4, 21 + T2+ T3+ T5,T1 + T+ 1’6)

7(1,0,0,1,1,1) = (1+1,1+0+0+1,14+0+1) = (0,0,0). Logo, (1,0,0,1,1,1) é um
elemento de C'.

7(0,1,0,1,01) = (0+1,0+14+040,04+1+1) = (1,1,0). Entdo, (1,0,0,1,1,1) ndo
€ um elemento de C'.

Definicao 4.8. Seja K" um espaco vetorial sob o corpo K e sgjaT : K" — K" uma isometria.
Dizemos que T' é uma isometria linear se 'I' também for uma transformacgé&o liner.

Definicdo 4.9. Seja K um corpo finito. Dois cédigos lineares C' e C' sdo linearmente equiva-
lentes se existir uma isometria linear T : K" — K" tal que T(C) = C".

Vamos considerar m uma permutagdo em {1,....,n} e a aplicagéo 7, apresentada na
Proposicao 3.17. Além de T, ser uma isometria, a aplicagdo também é uma isometria linear.

Agora, vamos considerar f : K — K uma bijecao.

Temos que a aplicacao T} apresentada na Proposi¢do 3.16 sera uma isometria linear
se, e somente se, existe um elemento ¢ € K tal que f(z) = cx paratodo z. Ou seja, T} € linear
se f for linear. Com isso, conseguimos descrever uma forma de obter cédigos linearmente
equivalentes.

De forma geral, dois cédigos lineares, contidos em um mesmo espaco vetorial, serdo
linearmente equivalentes se, e somente se, podemos obter um partindo do outro tomando como
intermediacado as duas seguintes operacoes:

1. Multiplicar a i-ésima coordenada de todas as palavras do cédigo por um escalar c
pertencente a K, com ¢ # 0;

2. Aplicar uma permutagao de {1,...,n}, reorganizando as coordenadas de todas as pa-
lavras do cédigo.

Sejam K um corpo com ¢ elementos e C' C K" um cédigo linear. O parametro de um
cédigo é determinado pela terna (n,k,d), onde n € a dimenséo do espago onde C' esté contido,
k é a dimenséo de C e d é a distancia minima e o peso w(C') de C.

Quando aplicamos uma isometria linear em C, obtendo o cédigo C’, linearmente equi-
valente, os parametros de C' s&o preservados em C’. Eles tém a mesma estrutura essencial,
ou seja, além dos pesos das palavras serem mantidos na imagem, a capacidade de detecgao e
de correcdo serdo as mesmas.
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4.2 Matriz geradora de um Codigo Linear

Dado um cdédigo linear C, vamos considerar 5 = {vy,...,ux} sua base ordenada, onde
v; = (i, Vig,-..,vs, ). Vamos dispor cada v;, 1 < ¢ < k nas linhas de uma matriz GG, da seguinte

forma

V1, Vi, - Uy,
(%1
. V2, U2y -0 U2,
G: : p—
Vg
Uiy Uky " Uk,

A matriz G é intitulada matriz geradora de C associada a base £.
Vamos considerar, agora, a seguinte transformacgao linear

T:Kf — K”

xr — zG
Escrevendo = = (z1,...,7;), ao aplicarmos 7' nesse elemento de K* teremos que
T(x) =2G = z1v1 + - - + TRV

Desse modo, podemos verificar que aplicando 7" em todo espago K*, temos o préprio
cédigo C. Em outras palavras, T(K"*) = C. Nesse caso, K* & nosso cédigo fonte, 7' é uma co-
dificacdo e C' é nosso cédigo de canal (aquele que é enviado por algum meio de comunicagao).

A construgdo da matriz G ndo depende exclusivamente de C, mas sim a partir da es-
colha de uma base [ do cdédigo. Dito isso, vale lembrar que, dada uma base [ de C', podemos
definir outra base 3’ aplicando as seguintes operagdes em [3:

» permutar dois elementos da base;
» multiplicar de um elemento da base por um escalar ndo nulo;

* trocar um elemento v da base por v + au, onde u também é um dos vetores que

constituem a base f.

Trazendo um raciocinio analogo para a matriz G apresentada anteriormente, concluimos
que, matrizes diferentes geradoras de um mesmo cédigo podem ser obtidas uma da outra por
uma sequéncia de operacoes do tipo:

Permutacdo de duas linhas;

Multiplicacdo de uma linha por um escalar diferente de zero;

Adicao de outra linha que foi multiplicada por um multiplo escalar diferente de zero.
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Dito isso, se pensarmos o caminho oposto, determinamos uma forma de construir c6-
digos lineares a partir de matrizes geradoras G. Para fazer isso basta apenas descrever uma
matriz associada a uma base de um espacgo vetorial, entdo, definimos C' como imagem da
transformacéo linear associada a matriz GG.

Exemplo 4.10. SgjaK = 7Z, e seja

10101
G=111010
11111

Vamos considerar a transformacéo linear

T: 73 — 7§
r — xG

Definimos a imagem de 7" sendo o cédigo C'. Tomemos o elemento (1,0,1) do cédigo de
fonte Zs.

10101
7(1,01)=(1,0,)- 11 1 0 1 0] =(0,1,0,1,0).
11111

A codificagao da palavra (1,0,1) do cédigo de fonte fica (0,1,0,1,0). Quando a ideia é
codificar uma palavra do codigo de fonte, conseguimos fazer com certa facilidade. Agora, ana-
lisaremos o oposto: dado o elemento (0,1,0,1,0) do cédigo C' (e da imagem da transformagao
T, qual a palavra do cédigo fonte que foi transmitida inicialmente, ou, em outras palavras, qual
o elemento x = (71, 23, x3) tal que T'(z) = (0,1,0,1,0).

Para tal, temos que resolver o seguinte sistema de equacgéo

10101
(.C(Zl, X9, .733) 11 1 01 0] = (07170717())
11111

1.1+ 29.1 +23.1=0
Tol+x3.1=1
1.1 +23.1=0

que tem como solugéo (x; x5 x3) = (1,0,1).
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Para esse sistema de equacdes, obtemos a solugdo de forma simples, mas de forma
geral, se assumirmos uma matriz geradora G com entradas mais complexas, a resolugao do
mesmo pode se mostrar mais trabalhosa.

Levando isso em consideragdo, buscaremos uma maneira melhor para resolver esse
tipo de problema. Note que, ao escalonarmos a matriz (G, aplicando as operagdes elementares
sobre as linhas, reescrevemos a mesma, obtendo a matriz

1 0000
G=]l01010
00101
Agora, ao operarmos =G’ temos
1 00 0O
($1,$2,$3)' 01010 =($1,I2,$3,$27$3)'
0 01 01

Isso significa que ao obtermos a palavra (0,1,0,1,0) na imagem, torna-se mais facil iden-
tificar que (1, xo, x3) = (0,1,0) € a palavra do cédigo fonte que foi enviada. Basta observarmos
que (0,1,0,1,0) = (z1, =2, x3, T2, T3).

O sistema de equagdes proveniente da matriz G’ é mais simples de se obter a solugéo.
Podemos concluir que o trabalho com a matriz G’ é simplificado se comparado com o trabalho
gue temos com a matriz G.

Definicao 4.11. Dizemos que uma matriz geradora GG de um cédigo C' esta na forma padréo se
tivermos
G = (Idy|A),

onde 1dy. é a matriz identidade de ordem k x k e A tem ordem k x (n — k).

No entanto, dado um cédigo C' gerado pela matriz (G, nem sempre conseguimos deixar

essa matriz na sua forma padrdo. Vejamos a matriz que se segue:

00110
00011
N&o conseguimos deixar G na forma padrdo usando apenas as operagdes de escalonamento

nas linhas. No entanto, se acrescentarmos ao conjunto de operacdes a permutacao entre duas
colunas, conseguimos determinar a matriz

1 0010
01010
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Essa matriz, agora na forma padréo, ndo ir4 gerar o cddigo C, mas sim o cédigo C’
equivalente a C'.

Ou seja, considerando a matriz (G, que ndo pode ser deixada na forma padrdo, pode-
mos afirmar que, ao acrescentarmos duas operacdes (a permutacdo entre duas colunas e a
multiplicacdo de uma coluna por um escalar ndo nulo), juntamente com as opera¢des de esca-
lonamento das linhas da matriz, obtemos o resultado que se segue:

Teorema 4.12. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora na
forma padréao.

Demonstracdo. Seja G uma matriz geradora de C'. Queremos mostar que podemos colocar GG
na forma padréo aplicando as seguintes operagoes:
(L1) Permutacé&o entre duas linhas;
(L2) Multiplicagdo de uma linha por um escalar ndo nulo;
(L3) Adicao de um multiplo escalar de uma linha a outra;
(C1) Permutacao entre duas colunas;
(

C2) Multiplicagéo de uma coluna por um escalar ndo nulo;

Seja
g1 gi2 " Gin
g21 G222 - Qon
G =
k1 Gk2 " Gkn

Como G é matriz geradora, temos que as linhas de (G sdo linearmente independentes, ou seja,
vai existir algum elemento na primeira linha ou na primeira coluna diferente de zero. Permutamos
a linha ou a coluna de modo que este elemento figue na primeida linha e primeira coluna.
Suponha sem perda de generalidade que g;; # 0. Agora, multiplicamos a primeira linha por
911", e denotando g;' - g1 = b1;, 2 < j < n, obtemos a matriz

1 b -+ by
go1 G22 - Gon
k1 9k2 " Gkn

Em seguida, iremos somar nas i-ésimas linhas, com 2 < ¢ < k, a primeira linha multiplicada
por —(gi1)-

Aplicar essa operagao nas i-ésimas linhas significa anular a primeira entrada de cada
uma delas. Sendo assim, aplicamos a operacdo em todas essas linhas, exceto na primeira,

obtendo assim a matriz
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1 big -+ by,
0 bag -+ by
0 brg -+ bpp

Permutando as colunas, conseguimos reorganizar determinando um elemento by, dife-
rente de zero na segunda linha e segunda coluna. Este elemento existe pois as linhas da matriz
inicial sdo linearmente independentes. Agora, multiplicamos a segunda linha por (b),) !, de
modo que b2_21 ~byj = c25, 1 < j < n. Note que c2; = 0 n&o se altera. Vamos denotar por
cij, 1 <1 <k, 2 <7 < n os outros elementos da matriz apés essas operagoes. Obtemos

entao, a matriz

1 c2 - cn
0 1 - cop
0 cr2 - Cin

Nesta dltima matriz, somamos nas i-ésimas linhas, 1 < ¢ < k, i # 2, a segunda
linha multiplicada por —(c2;), 1 < j < n, j # 2. Considere K; o elemento da i-ésima linha na
primeira coluna. Note que quando variamos i de 1 até k, fixando j = 1, temos —(co;1-bj1 )+ K; =
K;. Ou seja, a primeira coluna nao se altera com essa operagao.

Como a ideia é anular todas as entradas da segunda coluna, exceto o elemento que
esta na segunda linha e segunda coluna, vamos analisar o que ocorre nesta coluna. Fixando
J=2em —(cgj - bij) + bij = cij, isto &, (caa - bia) + bia = ¢io temos —(1 - bj2) + bia = ¢;2 poOis
coo = 1. Isso implica em ¢;5 = 0.

Ao aplicarmos essa operacdo em qualquer que seja a linha (exceto na segunda linha),
preserva-se a primeira entrada e anula-se a segunda desta linha. Sendo assim, determinamos

a seguinte matriz

]. O d13 AR dln
0 1 d23 c e d2n
0 0 dgz -+ din

Repetimos esse processo sucessivamente, até que G esteja na forma padrao.
O
Fechamos essa subsecao acrescentando que, além de nos auxiliar com a codificagao
de um cédigo fonte, o estudo de matrizes geradoras se faz necessario, principalmente, porque
a analisarmos, conseguimos analisar a “aparéncia" do cédigo que é gerado pela mesma. Basta
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uma curta analise da matriz geradora que podemos determinar a dimensao do cédigo, a dimen-
sao0 do subespago na qual o cédigo esta contido e também a quantidade de redundancias que
serdo acrescentadas ao codigo fonte, através da codificacao.

4.3 Cddigos Duais

Antes de definirmos cédigos duais, vamos relembrar alguns resultados ja apresentados,
que remetem a espacos vetoriais ortogonais.

Seja V um K espagco vetorial. Considerando u = (uy,...,u,) € v = (vy,...,v,) elemen-
tos de V, e o produto interno definido por (u,v) = wjv; + ... + u,v,, dizemos que u sera
ortogonal a v quando (u,v) = 0. Agora, considerando o subespago vetorial W de V', com
produto interno bem definido, o complemento ortogonal de 1/, denotado por W éo conjunto
W+ = {v € V|{w,v) = 0, YVw € W}. Provamos também que, nessas condigdes, 1V ~*
também sera subespaco vetorial de V.

Trazendo esse conceito para nosso contexto, apresentamos a préxima definicao.

Definicao 4.13. Seja C' C K" um cddigo linear, o subespaco vetorial definido por
Ct={veK"|{(uv)=0VucC}
é dito Cdédigo Dual do cddigo C'.

Lema 4.14. Se C' C K" é um cédigo linear, com matriz geradora G, entdo = € C* se, e
somente se, Gz = 0.

Demonstracéo.
Seja G a matriz geradora de C' dada por

din g12 - Gin
G- 9-21 9-22 Q?n
9k1 Gk2 - Gkn
Entao, temos que v; = (g1, gi2, " * * , gin), 1 < i < k, formam uma base para C.
Assim,
<Ul>x>
Vg, T
r€CH <= (1;,2) =0, 1 <i<k<+= Gz = <2_ ) = 0. 0
<Uk>x>

Proposicao 4.15. Seja C' C K" um cddigo de dimensao k com matriz geradora na forma
padrdo G = (Idy, | A). Entao



1. dimC*+=n—k;

2. H=(—-A"|Id,_}) é uma matriz geradora de C*.

Demonstracéo.
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1. De acordo com o Lema 4.14, x pertence a C* se, e somente se, Gz = 0. Ou seja,

0

0

0 A1k+1 Ark+2 - Qin T1
0 A2 k+1 A2k4+2 - A2n T2
1 appe1 Qrps2 - Qg T

Essa igualdade significa que

1+ 011 Thp1 + -+ A1 Ty
To+ Ao g1 T+ -+ a2 Ty
Tk + Qg1 Tht1 + -0+ Qg Ty

Separando em soma de matrizes de ordem k£ x 1, temos

e, consequentemente,

X

X2

Tk

T

X2

Tk

A1 41 Tht1 T 0+ A1 Ty

A2 k41 Tk1 T - -+ A2 0Ty

Ak k+1Tk+1 + 00 + Qg Ty

A1 k41 Tht1 T 0+ A1 pTy

a2k 11Tk41 + -+ G2.,T,

Ok k+1Tk+1 + 0o + Qp Ty



Assim

X1

X2

Lh+1

X
" nx1

= Tk+1

Logo

_(al,k+1a?k+1 + Q1 p+2Tky2 + 000+ al,n%)

—(A2,k41Tht1 + Q2 p42Thqr + - -+ + A2 Ty)

— (A k1 Ths1 + U 2Trya + -+ QpnTy)

Th+1
X
" nx1
—a1,(k+1) — Q1 (k+2)
— A2 (k+1) —a2 (k+2)
Ok, (k+1) — Ak, (k+2)
+ Tht2 T+ Ty
1 0
0 1
0 0
nx1 nx1
Uy = (_al,k—i-l) _CLQ,/C+17 RS _a/k‘,k‘-i-la ]-7 07 Ty O)
Uy = <_a1,k+27 _a2,k+27 Ty _a/k,k-i-l; 07 17 Ty 0)
Up—k = <_a1,n7 —Q2n, ©y —Akn, 07 07 ) 1)

—Aa1n

)

_a2,n

gera C. E facil ver que sao linearmente independentes. Logo dim C+ = n — k.

2. Vimos na demonstragdo do item anterior que o conjunto {uy, ug, - - -

base de C'*. Logo a matriz geradora de C* é

—a1,(k+1)

—a1,(k+2)

_afl,n

—a2 (k+1)

— a2, (k+2)

—Q2n

— 0k, (k+1)

10

—ap,e2) 0 1

—Qkn

0 0

nx1
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,Un_k} € uma

= (-A"|Id,_4).
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Lema 4.16. Seja C um cdédigo de dimensao k em K" e uma matriz geradora G. Uma matriz H
de ordem (n — k) x n, com coeficientes em K e com linhas linearmente independentes, é uma
matriz geradora de C* se, e somente se, G - HT = 0.

Demonstracéo.

= Se H é uma matriz geradora de CL, entdo as linhas de H sio elementos de C* e
também geram o espago. Isso significa que para qualquer linha h;,1 < i < (n — k), da matriz
H, tem-se (c, h;) = 0 para todo ¢ pertencente ao codigo C'. Em particular, vale para as linhas
de GG que séo elementos de C'. Assim,

Logo G- HT = 0.

< G- H' = 0 implica que o subespaco gerado pelas linhas de H esta contido em C*.
Como este subespaco tem dimensdo n — k que é a mesma de C’L, segue que H é uma matriz
geradora de C*. O

Corolario 4.17. Dado um cédigo linear C, temos que (C*)* = C.

Demonstrac&o.

Considere G e H matrizes geradoras de C' e cH, respectivamente. Do resultado ante-
rior temos que G - HT = (. Aplicando a transposta em ambos lados da equagcao, temos que
(G H")T = 07 e, consequentemente, H G = 0. Essa igualdade esta nos dizendo que G é
matriz geradora do cédigo (C+)*. Com isso, temos que G gera C' e (C*)*, logo, C = (C*)*.

O

Proposicdo 4.18. Seja C' um cédigo linear e H uma matriz geradora de C*. Temos que c¢
pertence ao cédigo C' se, e somente se, Hc! = 0.

Demonstracgéo.

= Vamos considerar ¢ pertencente ao cédigo C'. Do corolario anterior temos que
C = (C*)*, ou seja, c pertence a (C*)*. Logo, do Lema 4.14, Hc™ = 0.

< Hc' = 0 significa que ¢ pertence a (C+)*. Mas (C+)* = C, logo, ¢ pertence ao
codigo C. 0O

Dado um elemento ¢ pertencente a K", para verificarmos se ¢ pertence ao cédigo C'
faz-se necessario resolver o sistema de n equagdes com k incognitas, assim como fizemos no
Exemplo 4.10 da subsecao anterior. Tal calculo demanda capacidade computacional.

Perceba que agora, se temos a matriz H, conseguimos determinar de forma simplificada
se ¢ pertence ou no ao cédigo C. Basta verificar se Hc¢! = 0. No entanto, para isso, precisa-
mos de um modo de determinar a matriz H partindo do que temos do cédigo C' e de sua matriz
geradora (G. Mas verificamos que o ltem 2 da Proposicdo 4.15 nos apresenta justamente isso.
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Definicéo 4.19. Seja C' C K|/ um cadigo linear de dimenséo k. Uma matriz de verificagdo de
paridade (ou matriz teste de paridade) para C' é uma matriz H de dimens&o (n — k) x n, com
entradas em K tal que :

C={ceK}|Hc =0}.

Definicao 4.20. Dados um cddigo C' com matriz teste de paridade H e um elemento qualquer
v E K’; chamamos Hv" de sindrome de v.

Basicamente, dado um elemento de KZ para sabermos se v pertence ou nao ao cédigo
C, basta calcular sua sindrome. Se a sidrome for zero, ou seja, se Hv' = 0, entéo v pertence
ao codigo C.

Vamos refazer os calculos do Exemplo 4.10 utilizando os ultimos resultados e definigcbes
apresentados.

Seja C' gerado pela matriz

1 0101
G=1]11010
11111

A forma padréo do cédigo C' é dada pela matriz

100 00
G'=101 0 1 0| = (Id3]A), geradora do mesmo codigo.

001 01

Queremos verificar se v = (0,1,0,1,0) € K pertence ao cédigo determinado por G.
Para isso, precisamos calcular a matriz H = (—A” | Id,,_).
—(0) —(1) —(0) 1 0 01010
—(0) —(0) —(1) 0 1 00101

Determinada a matriz H, basta calcularmos a sindrome de v:

0
1
HoT 01010 0 0+1+0+140 0
v = . = =
00101 0+0+0+0+0 0
1
0

Com isso, concluimos que v pertence ao coédigo C'.
Note que, dado x € Z,, tem-se —(z) = x. Ou seja, se estamos trabalhando com cédi-
gos sob o corpo Z,, calcular a matriz teste de paridade (—A” | Id,,_;) é calcular (A” | Id,,_},).
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Por meio da matriz H também conseguimos extrair informacdes sobre 0 peso w de um
codigo C.

Proposicao 4.21. Segja H a matriz teste de paridade de um cédigo C'. Temos w(C') > s se, e
somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independetes.

Demonstracao.

= Vamos supor, por absurdo, que existe ao menos um conjunto com s — 1 colunas de
H que sao linearmente dependentes.

Seja w(C') = d determinado por z, ou seja, w(z) = d e além disso, = # 0. Temos or
hipétese que w(x) > s.

Como = € C, temos que Hz” = 0. Vamos escrever v = (11,72,23,...,2,,) €

hll h12 hlg hln
H— h21 h22 h23 hQn
h(n—k)l h(n—k:)n

Ao operarmos H 2T, obteremos a seguinte igualdade:

hufbl + hn[EQ + -+ hlnl’n 0
ho121 + hooxa + - - - + hopxy, - 0
hn—inT1 + hn—r)2T2 + -+ + Rp—pynTn 0

Escrevendo a matriz da esquerda como uma soma de matrizes, temos

hiixy hiawo hiny 0
ho1y haowo hony, 0
+ 4o _ 7
hn—ky171 h(n—ky22 hn—kynTn 0
0 que implica que
hi1 hia hin 0
ha1 haa hop, 0

Xy ] + 2 ] +o T, . =
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Como w(x) = d, essa combinagéo linear envolve exatamente d colunas de H, com
coeficientes nao nulos, ou seja, temos uma combinagao linear néo trivial de d colunas de H que
resulta no vetor nulo. Isso mostra que essas d colunas sao linearmente dependentes.

Mas da nossa suposi¢ao inicial, existe um conjunto de s—1 colunas que so linearmente
dependentes. Uma contradigao, pois d = w(C') > s.

< Vamos supor que exista um vetor x ndo nulo pertencente a C' de modo que
w(z) < s — 1. Ou seja, ¢ possui no maximo s — 1 coordenadas néo nulas. Como z pertence a
C, entdao Hz" = 0. Ao analisarmos

hi1 hi2 hin 0
ha1 hao hop 0

l’l i + :L‘Q . ‘I— e + l’n ) = ) ,
Pn—i)1 hn—r)2 hn—tyn 0

concluimos que H tem ao menos s — 1 colunas que sao linearmente dependentes, mas isso
contradiz a hip6tese que diz que quaisquer s — 1 colunas sao linearmente independentes. Por-
tanto, ndo pode existir x com w(z) < s — 1. Logo, w(x) = w(C) > s — 1.

O

Teorema 4.22. Seja H a matriz teste de paridade de um cédigo C. Temos que o peso de C'
é igual a s se, e somente se, quaiquer s — 1 colunas de H s&o linearmente independentes e
existem s colunas de H linermente dependentes.

Demonstracéo.

= De fato, ao assumirmos d = w(C') = s, da Proposigdo 4.21, entdo quaiquer s — 1
colunas de H sao linearmente independentes. Por outro lado, existem s colunas de H que séao
linearmente dependentes, pois caso contrario, w(C') > s + 1.

(<) Suponha que todo conjunto com s — 1 vetores coluna de H seja linearmente inde-
pendente e que existam s colunas de H linearmente dependentes. Pela Proposicdo 4.21 temos
w(C') > s. Nao podemos ter w(C') > s, pois pela Proposigéo 4.21 teriamos que todo conjunto
com s colunas de H é linearmente independente. O que é uma contradigdo com o fato de existir
um conjunto com s colunas linearmente dependente. Logo w(C') = s.

O

Definicdo 4.23. Seja H € K" M*" g matriz teste de paridade associada a um cédigo linear
C' C K". O posto da matriz H, denotado por posto(H ), € definido como a dimensao do subes-
paco vetorial gerado pelas linhas de H. Ou seja, é o numero maximo de colunas linearmente
independentes da matriz H.

Corolario 4.24. (Cota de Singleton) Os pardmetros (n,k,d) de um cédigo linear satisfazem a
desigualdade d < n — k + 1.
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Demonstracao.

Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n — k. Mas também, do Teo-
rema 4.22, d = s implica que quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.
Mas a quantidade de colunas linearmente independentes é igual ou menor ao posto, ou seja,
s—1 < n—k,oqueimplicaqued = s < n—k+1.Logo, segue a desigualdade d < n—k+1.

O

O estudo dos codigos duais nos fornece importantes ferramentas sobre a estrutura de
um cddigo linear, principalmente quando se trata da matriz teste de paridade. Na préxima sub-
secao trataremos do processo de decodificacdo de codigos lineares. Veremos também o papel
central, tanto da matriz teste de paridade quanto da sindrome, para o processo de detecgéo e
corregao de erros.

4.3.1 Decodificacao

Denominamos como decodificacido o processo de deteccao e correcao de erros em uma
determinada palavra recebida, com objetivo de recuperar a mensagem original transmitida.

Para comegarmos, vamos definir vetor erro. Considere que ao transmitir uma mensagem
¢, 0S ruidos distorcem a mesma, chegando ao destino a mensagem r. Chamaremos de erro e
justamente a diferenca de c para r, ou seja,

€E=7Tr—=~¢C.

Digamos que (1,1,0,1,0,1) sobre Z, foi transmitido e, ao passar pelo canal de transmis-
sdo, a mensagem recebida é (1,1,0,1,0,0). Entdo o vetor erro sera justamente

e =(1,1,0,1,0,0) — (1,1,0,1,0,1) = (0,0,0,0,0,1).

Note que o peso de e é justamente a quantidade de entradas que foram alteradas por
ruidos. Além disso, a coordenada ndo nula mostra justamente em qual entrada a palavra foi
alterada.

Agora, de forma geral, vamos considerar H a matriz teste de paridade de C. Temos que

He' = H(r —c)" = Hr' — HC.

Como Hec!' é nulo, resta que Hel = Hr”', ou seja, a sindrome de e é igual a sindrome
der.

Por fim, tomemos ¢ = (oy,...,au,), o € K, e h; = (hy;) a i-ésima coluna de H,
1 <j<n-—k. Entdo
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He” = aihy + ashs + -+ - + aphy,

hll hl? hln
h h ha,
=m .21 + Qo _22 + ot ay, 2 = HrT.
Pn—i) Pn—k)2 hn—ryn

Note, na equagdo acima, que se e = (0,...0), a sindrome é o vetor nulo, ou seja, ndo
foram cometidas alteragdes na transmiss&o. Vamos supor agora que e = («y,0,...,0), ay # 0.
Todas colunas de H, exceto a primeira, serdo anuladas, além disso, a sindrome de He™ tera
como resultado um multiplo da primeira coluna - em nosso caso, como estamos trabalhando
sobre Z,, a sindrome serd uma vez a primeira coluna, ou seja, a propria coluna em si. Em
outras palavras, para verificar se houve alteragcbes em uma palavra, acometido pelo canal de
transmissao, basta calcular a sindrome da palavra recebida: se a sindrome for o vetor nulo,
entdo a mensagem chegou corretamente; se a sindrome for diferente do vetor nulo, verificamos
através da combinacdo linear das colunas de H, quais estdo envolvidas na combinacao linear
que gerou a sindrome. Isso nos permite identificar qual coordenada da palavra recebida que foi
alterada.

Para finalizar, é importante perceber que a conclusédo obtida se deu sem necessaria-

mente conhecermos ¢, ou seja, apenas tendo e e r, que é justamente 0 que precisamos.

Lema 4.25. Seja C' um cédigo linear em K" com capacidade de correcdo k. Ser € K" ec € C
sdo tais que d(c,r) < k, entdo existe um unico vetor e com w(e) < k, cuja sindrome € igual a
sindrome der e talquec =r — e.

Demonstragdo. Como e = r — ¢, pelo ltem 1 da Proposigéo 4.4, w(e) = w(r — ¢) = d(r,c). Da
hipdtese, d(c,r) < k, logo, w(e) < k.

Nos basta provar a unicidade. Vamos considerar que existem e¢ = (aq,...,a,) €
/

e’ = (af,...,a)) tais que w(e) < k e w(e¢') < K, ambos com a mesma sindrome de r. En-
tdo, sendo H a matriz teste de paridade, He' = H(¢')” implica que

hll hl? hln
h h hon,
H(e—e)' = (a;—a)) _21 + (ap — o) _22 + At (a,— ) 2 =0,
Rn—k)1 Rn—r)2 hn—tyn

onde no maximo k + k = 2k colunas nao sao anuladas, o que nos da uma relacao de depen-
déncia linear entre 2k < d — 1 colunas de H. Como do Teorema 4.22 quaisquer d — 1 colunas
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de H sao linearmente independetes, temos que as 2~ colunas da combinacao linear acima séao
linearmente independetes, ou seja, a; = « para todo i, logo, e = ¢'.
O
A partir de tudo que foi apresentado, mostraremos na pratica o procedimento para iden-
tificar e corrigir erros, com base na estrutura algébrica dos cédigos lineares.

Exemplo 4.26. Vamos considerar o cdédigo do rob6 C' com matriz geradora

101 10
G =
01 011
e matriz teste de paridade
101 00
H=111010
01001

Suponha que numa transmisséo seja recebida a palavrar = (1,0,1,0,0), entdo

1
1 0100)\]o0 0
H'=111010[]1]=]1
01001//|o0 0

0

Note que a sindrome é exatamente 1 - hy, onde h; é ai-ésima coluna da matriz teste de
paridade. Isso significa que um erro foi introduzido exatamente na quarta coordenada do vetor
enviado. Da relagdo e = r — ¢ concluimos que ¢ = (1,0,1,0,0) — (0,0,0,1,0) = (1,0,1,1,0).

Note que o exemplo acima apresenta o processo de decodificacdo para o caso em que
w(e) = 1, ou seja, € o caso especifico em que exatamente uma coordenada é modificada pelo

canal de transmissao.
Com isso, a seguir estabelecemos o algoritmo de decodificagdo em codigos corretores

de um erro.
Seja H a matriz teste de paridade do cédigo C' e seja » um vetor recebido. Vamos

cosnsiderar d > 3.
1. Calcule Hr';
2. Se Hr™ = 0, aceitamos r como a palavra transmitida;

3. Se Hr™ + 0, compare Hr” com as colunas de H;
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4. Se existirem i e « tais que Hr! = ah;, para a € K, entdo e é a n-upla com « na

posi¢ao ¢ e zeros nas outras posi¢oes. Corrija » tomando ¢ =7 — ¢;

5. Se no passo anterior ndo for possivel determinar Hr? = «h; comparando a sindrome
com as colunas de H, significa que mais de um erro ocorreu;

O exemplo que se segue, € 0 caso em que nao se encontra Hr! = s = h;.

Exemplo 4.27. Seja o codigo de dimensao 4 pertencente a Zg gerado pela matriz

100 01 00
101 1100
01 00O0T1FO
G= com matriz teste de paridadade H = |0 1 1 0 0 1 O
0010110
00 01O0O0T1
0001101
Suponhamos que ao transmitir ¢ = (0,1,0,1,1,1,1), a palavra recebida é

r = (0,1,0,1,1,0,0). Calculando Hr" teremos

0

1
1011100 0 0+0+0+1+14+0+0 0
0110010 11=10+14+0+0+0+0+0] =11
0001001 1 0+0+0+14+0+4+0+0 1

0

0

A sindrome Hr" é diferente de qualquer coluna da matriz H. Note que
Hr" = 1hg + 1hs.
Logo, poderiamos concluir que as alteragées ocorreram na sexta e sétima coordenada, ou seja,
e = (0,0,0,0,0,1,1). Verificando e = r — ¢ concluimos que
c=(0,1,0,1,1,0,0) — (0,0,0,0,0,1,1) = (0,1,0,1,1,1,1).

Nesse exemplo apresentado, sabemos que as alteracbes ocorreram na sexta e
na sétima coordenada porque assumimos isso desde o principio, ou seja, sabiamos que
Hr? = hg + hs. Mas no contexto de decodificacdo, ndo sabemos previamente onde o erro
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ocorreu. Em vez disso, calculamos a sindrome e entdo tentamos encontrar uma combinagéo de
colunas (ou uma unica coluna) de H que corresponda a ela. A analise inicial demonstrou que
HrT = hg+ hy. A questdo é se essa é a Uinica ou a mais provavel combinacéo, especialmente
em codigos que corrigem multiplos erros. No entanto, observe que Hr! = hs + hy. Este é um
problema pois o decodificador ndo conseguiria distinguir qual par de erros de fato ocorreu. Isso
significa que o cédigo ndo é capaz de corrigir dois erros nesse cenario, pois ha ambiguidade.
Isso mostra que o cédigo apresentado nao é eficiente.

Isso ocorre por alguns motivos. O principal se da pelos parametros do cédigo. Outro
motivo € o0 modo como as redundancias foram introduzidas. Usaremos o Corolario 4.24 - Cota
de Singleton - para que fique esclarecido.

De acordo com a Cota de Singleton, d < n — k + 1. Vamos analisar essa inequacao
com os parametros do nosso cédigo.

d<n—-k+1=7—-4+1=4.

Isso significa que qualguer cédigo de dimensdo k = 4, contido em um espaco de di-
mensdo n = 7, pode ter, no maximo, distancia minima igual a 4 e capacidade de corre¢éao no
maximo

o
k< = 1.
2

Em nosso caso, o cédigo gerado pela matriz G tem distancia minima igual a 2, ou seja,

S

Com isso, concluimos que o codigo do exemplo acima € ineficiente por sua prépria
estrutura. Além disso, existem outras matrizes geradoras que acrescentam as redundacias de
forma mais eficiente, resultando na geragao de codigos mais eficazes.

Verificaremos agora como ocorre de forma geral para o caso que ocorrem exatamente
duas alteragbes na mensagem enviada.

Exemplo 4.28. Seja o cddigo C' de dimenséo k contido em Zz, com distancia minimad > 5 e

com capacidade de correcdo de > 2 erros. Escrevemos

hi1 hia has hin
H _ th h22 h23 h2n
-kt hn-ryz Pnms o fn-ion |

e denotamos por h; a i-ésima coluna da matriz teste de paridade H.
n 5—1
Montaremos uma tabela com todas as (2) combinagbes de somas de 5 = 2

colunas de H, pois estamos assumindo que essa sera a quantidade de alteracbes cometidas.
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Tabela 3 — Todas as somas de duas colunas da matriz H
Par de colunas
hi+ ho
hi + hs

hi + hy,
ha + h3
ho + hy

hn—l + hn
Fonte: Autor.

Vamos supor agora que ao transmitirmos a palavra c, recebemos a palavra r. Ao calcu-
larmos Hr' = He®', ndo poderemos comparar a sindrome com as colunas de H, pois estamos
considerando que foram cometidos dois erros. No entanto, podemos comparar com a Tabela 3
que montamos. Vamos supor que H T =h; + h;, logo, as modificagées ocorreram na i-ésima
e na j-ésima entrada. Assim, com o vetor de erro e determinado, a mensagem original pode ser

recuperada através da relacaoe = r — c.

Para andlise do caso em que sao cometidos até trés erros, é necessario definir um co-

digo com distancia minima d > 7, pois assim a capacidade de correcdo do mesmo sera dado
7T—1 . . .

por k > —— = 3. Depois, dada a matriz teste de paridade H, montar uma tabela com o

n

; n
calculo de todas as <3) + (2
ber r com até trés modificagbes, calculamos sua sindrome e comparamos com os resultados

n L
) + (1> combinacbes de soma das suas colunas. Ao rece-

dispostos na tabela.

De forma geral, dado um cédigo com distancia minima d, com capacidade de correcdo
d—1

K
n
K= e com matriz teste de paridade H, montamos uma tabela com E ( ) somas das
1

=1
colunas de H. Ao calcularmos a sindrome da mensagem recebida, comparamos a mesma com

as somas dispostas na tabela. Assim, conseguimos identificar quais entradas da mensagem
original foram modificadas.

No somatério acima podemos ver mais uma vez a importancia da construcao de cédigos
com n e d relativamente grandes, pois os mesmos também terdo uma capacidade de corregao
relativamente grande.

Por fim, uma consideracao a ser feita € que o procedimento apresentado acima se torna
exaustivo em cédigos mais sofisticados. Em outras palavras, seria necessario investimento com-
putacional para o uso do mesmo.

Existem outros mecanismos mais praticos que demandariam menos gastos. Esses pro-
cedimentos sdo derivados do método apresentado. No entanto, seria necessario um estudo
aprofundado de outros conceitos da algebra, como por exemplo as classes laterais de um grupo.
Com isso, encerramos nosso estudo de codigos lineares, expondo os principais aspectos do
tema e estabelecendo uma base sélida para investigacoes e estudos futuros.
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5 CONCLUSAO

Mesmo que o estudo de Cddigos Corretores de Erros nao faga parte da matriz do curso
de Licenciatura em Matematica, seu estudo enfatiza o conhecimento matematico, tendo em
vista que 0 mesmo exigiu a aplicagao de diversos conceitos fundamentais vistos na graduacéo,
como aritmética modular, estruturas algébricas, corpos finitos, espagos vetoriais, transforma-
coes lineares, etc. Este aprofundamento mostra um pouco das varias linhas que a Matematica
oferece. Ao nos referirmos a Claude Shannon e Richard Hamming, e levando em consideracao
seus estudos e pesquisas, concluimos que eles deram origem a um novo objeto de estudo -
os codigos corretores de erros - e revolucionaram toda a area da Teoria da Informagéao. Para
finalizar, destacamos a importancia da Matematica na solugdo de problemas e no desenvolvi-
mento das diversas areas de estudo, como a tecnologia, demonstrando seu papel fundamental
na evolugao cientifica e tecnoldgica.
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