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RESUMO

A teoria da estabilidade de Lyapunov é uma ferramenta fundamental na analise qualitativa de
sistemas dindmicos nao lineares, permitindo determinar o comportamento de solugdées em
torno de pontos de equilibrio sem a necessidade de resolugao explicita das equacoes. Este
trabalho tem como objetivo estudar e comparar dois métodos distintos para a construgao de
Funcionais de Lyapunov e analise de estabilidade: o Método dos Multiplicadores Invariantes e
o Teorema de Krasovskii. A eficacia de cada abordagem é avaliada através da aplicacao a trés
sistemas classicos de relevancia fisica e bioldgica: o Sistema Massa-Mola Amortecida com nao
linearidades, o Modelo de Predacao de Lotka-Volterra e a Equagao do Péndulo Amortecido.
Para os sistemas mecanicos, o Método dos Multiplicadores Invariantes demonstrou ser superior,
permitindo a construgao intuitiva de funcionais de energia que provam a estabilidade assintética
e, no caso do péndulo invertido, a instabilidade. Em contrapartida, o Teorema de Krasovskii
mostrou-se inconclusivo para estes sistemas devido a estrutura das suas matrizes Jacobianas,
que resultam em menores principais nulos. No sistema conservativo de Lotka-Volterra, ambos
os métodos falharam em demonstrar estabilidade assintética, corroborando a natureza de
centro do ponto de equilibrio. Desta maneira, para este trabalho conclui-se que o Método
dos Multiplicadores é mais robusto para sistemas fisicos, enquanto o critério de KrasovskKii
apresenta restrigdes significativas que dificulta sua aplicabilidade. Embora seja necessario o

teste em mais sistemas para uma conclusdo mais geral.

Palavras-chave: Lyapunov; Sistemas ndo-lineares; Teorema de Krasovskii; Equacdes diferen-

ciais ordinarias; Estabilidade.



ABSTRACT

Lyapunov stability theory is a fundamental tool in the qualitative analysis of nonlinear dynamical
systems, allowing for the determination of solution behavior near equilibrium points without
explicitly solving the equations. This work aims to study and compare two distinct methods for
constructing Lyapunov functionals and analyzing stability: the Method of Invariant Multipliers
and Krasovskii's Theorem. The effectiveness of each approach is evaluated by applying them to
three classic systems of physical and biological relevance: the Nonlinear Damped Mass-Spring
System, the Lotka-Volterra Predation Model, and the Damped Pendulum Equation. For the
mechanical systems, the Method of Invariant Multipliers proved to be superior, enabling the
intuitive construction of energy functionals that demonstrate asymptotic stability and, in the case
of the inverted pendulum, instability. Conversely, Krasovskii’'s Theorem proved inconclusive for
these systems due to the structure of their Jacobian matrices, which result in null principal mi-
nors. In the conservative Lotka-Volterra system, both methods failed to demonstrate asymptotic
stability, corroborating the center nature of the equilibrium point. In this academic work, it is
concluded that the Method of Multipliers is more robust for physical systems, while Krasovskii’s
criterion presents significant restrictions that limits their applicability. Although the studies of

more systems are necessary for a better conclusion.

Keywords: Lyapunov; Nonlinear systems; Krasovskii Theorem; Ordinary differential equations;

Estability.
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1 INTRODUCAO

Na procura de solucionar problemas do dia a dia, os cientistas procuram criar modelos
matematicos a partir de dados e/ou experimentos gerados em laboratérios. Estes modelos sédo
feitos através das leis da fisica e com conceitos, e teorias matematicas, os modelos podem ser
discretos e/ou continuos, nesta pesquisa estudaremos alguns modelos continuos. Tais mode-
los continuos podem ser sistemas algébricos e/ou equagdes diferencias. Na nossa proposta
estaremos mais concentrados nos modelos continuos governados pelas Equagdes Diferenciais
Ordinarias.

A teoria das Equagées Diferenciais Ordinarias (EDQO’s) € de grande importancia para
solucionar e modelar problemas reais das ciéncias aplicadas, como de engenharia, das ciéncias
fisicas, sociais entre outras. Podemos citar problemas de decaimento radioativo, dindmica de
populacdes, propagacao de doengas, a competicao de espécies como, por exemplo, no sistema
predador versus presa, o sistema massa mola amortecedida, entre outros.

O estudo das equacgdes diferenciais comegou com o desenvolvimento do Calculo por
Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz no final do século XVII, através de relatos histori-
COS que repassaram as origens e desenvolvimento dos principais conceitos do Calculo. Dada
a grande utilidade da teoria das equacdes diferenciais ordinarias ela foi objeto de muito es-
tudo dos matematicos gerando um grande avango nas teorias para resolver ou compreender 0
comportamento das solugcdes (MATOS, 2016).

No que diz respeito as EDO’s elas sao classificadas como lineares ou ndo-lineares, no
caso das lineares existe uma teoria bem estabelecida e capaz de obter a solugéo explicita dos
problemas. Quanto as nao-lineares, ou seja, quando a equacao envolve por exemplo: funcbes
trigonométricas, polinbmiais de ordem maior ou igual a dois, logaritmos e exponenciais, até
0 presente momento ndo existem teorias matematicas suficientes para encontrar a solugao
explicita das EDO, sendo que em geral, para abordar a solucao de tais equacoes sdo utilizados
métodos numéricos ou geométricos.

Além das EDO’s, nos modelos continuos temos as Equagdes Diferenciais Parciais
(EDP’s) inicialmente estudadas por Jean Le Rond D’Alembert (1717 - 1783) o estudo de tais
equacdes nasceu na fisica matematica. Seu trabalho sobre esse assunto apareceu, pela pri-
meira vez, em 1747 com o trabalho "Recherches sur la courbe que forme une corde tendué
mise en vibration"(Pesquisas sobre a curva que uma corda tensionada forma quando posta em
vibracdo). Quanto as EDP’s temos algumas que sédo consideradas classicas a saber a equacao
de Laplace, a equacéo do calor, eletromagnetismo e equacao das ondas.

Como determinar as solugdes explicitas tanto das EDO’s nao lineares quanto dos siste-
mas de EDO’s na maioria dos casos ndo é possivel, entdo surge as teorias de estabilidade, que
fornecem o comportamento das possiveis solugdes de um sistema, sem resolver-16 de maneira

analitica.



Dentre os métodos que possibilitam o estudo da estabilidade da solugdo de um sis-
tema de EDO podemos destacar a teoria desenvolvida por Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918), que esta centralizada em determinar um funcional popularmente conhecido como
funcional de Liapunov. Este funcional serd determinado usando o teorema de Krakovskii e o
método de multiplicadores invariantes, método esse que vem do estudo das EDP’s.

A justificativa para este trabalho esta na relevancia das equacgdes diferenciais ordinarias.
Estudar o comportamento das solugdes de problemas que permeiam diversas areas do conhe-
cimento. Apesar da ampla aplicabilidade das EDOs, a complexidade associada as solugdes de
sistemas nao lineares, justifica o continuo estudo de métodos que facilitem sua anélise.

Neste trabalho, nossa proposta é o método dos multiplicadores de Lagrange no contexto
de multiplicadores invariantes, amplamente utilizado em otimizagéo. Ele oferece uma aborda-
gem alternativa para o estudo de estabilidade de sistemas equagdes diferenciais. Desta forma,
fazemos a comparagao com o teorema de Krasovskii, outro método que gera um funcional de
Lyapunov, que ja é consolidado na andlise de estabilidade, assim buscando contribuir para uma
melhor compreensao das ferramentas disponiveis e sua aplicagdo em contextos matematicos
variados.

1.1 Objetivo Geral

Estudar estabilidade de sistemas de EDQO’s autbnomos, utilizando o método dos multi-
plicadores e o teorema de Krasovskii.

1.2 Objetivos Especificos

1. Contextualizar o desenvolvimento histérico das EDOs, destacando suas aplicacoes
praticas e relevancia.

2. Apresentar os fundamentos teéricos do método dos multiplicadores invariantes, do te-
orema de Lyapunov e o teorema de Krakovskii.

3. Aplicar o método dos multiplicadores invariantes e o teorema de Krasovskii a siste-
mas autébnomos de EDOs, explorando as regides de estabilidade obtida em torno nos
pontos criticos.

4. Comparar as regides de estabilidade fornecidas pelo método dos multiplicadores e
pelo teorema de Krakovskii, através funcionais de Lyapunov, analisando vantagens e
limitagbes de cada abordagem.



2 PRE-REQUISITOS

O presente capitulo possui como objetivo apresentar de maneira breve resultados sobre
os contetidos de Algebra Linear, Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) e Equagdes Diferen-
ciais Parciais (EDP) que serao utilizados no trabalho. Espera-se que o leitor esteja familiarizado
com tais contelidos. Todavia pode-se consultar os livros

Este capitulo sera dividido em duas sec¢des, sendo a primera referente aos resultados
de Algebra linear, j4 a segunda parte corresponde aos resultados relacionados as EDO.

Nenhum resultado apresentado sera demonstrado, porém as demonstra¢des podem ser
encontradas nas obras que foram referenciadas.

2.1 Revisdo Algebra Linear

Esta secdo sera dedicada a apresentar alguns resultados de algebra linear, utilizando
como referéncia as obras escritas por Coelho e Lourengo (2001) e Figueiredo (1982).

Um fato importante é que todos os resultados e o exposto no trabalho sera conside-
rando espacos vetoriais sobre um corpo K de dimensao finita. A partir disso, iniciamos com o
conceito de Espacos vetoriais.

Definicao 1. Espaco Vetorial
Um conjunto nao vazio V é um espago vetorial sobre (um corpo) K se em seus

elementos, denominados vetores, estiverem definidas as seguintes duas operagébes:

(A) A cada par u,v de vetores de V corresponde um vetor v + v € V chamado de
soma de u e v, de modo que:

(A1) u+ v = v +u, Yu,v € V (propriedade comutativa).
(A2) (u+v) +w=u+ (v+w), Yu,v,w € V (propriedade associativa).

(A3) Existe em V. um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0 +v = v,
Vv € V (elemento neutro da adicao).

(A4) A cada vetorv € V existe um vetor em V', denotado por —v, tal que v+ (—v) =0
(elemento inverso da adic&o).

(M) A cadapara € K ev €V, corresponde um vetor o - v € V, denominado produto
por escalar de o porv de modo que:
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(M1) (af) -v=a(f-v),Va,p € KeVv € V (propriedade associativa).
(M2)1-v=wv,Yv eV (onde 1é o elemento identidade de K).

Além disso, vamos impor que as operagdes dadas em (A) e (M) se distribuem, isto é€,
que valham as seguintes propriedades:

(D) a-(u+v)=a-u+a-v,Va € KeVuu €V (distributiva da multiplicagao por
escalar em relacdo a adicdo de vetores).

(D2) (a+p) - v=a-v+p-v,Va,p € K eVv € V (distributiva da multiplicagdo por
escalares em relagdo a soma de escalares).

Definicao 2. Transformacao Linear

Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre um corpo K. Uma fungdo T’ : U — V é uma
transformacao linear se:

(1) T'(uy + ug) = T'(uy) + T'(ug), para todos uy,us € U, e

(2) T(Au) = NT'(u), paratodo A e Keu € U.

No que diz respeito as transformagbes lineares, estamos interessados em estuda-las,
através da sua matriz associada. Assim fixadas bases para os espacos vetoriais V e W, toda
transformacéo linear T' : U — V estara associada a uma Unica matriz. Dai, considerando
B = {ui,ue,...,u,} uma base ordenada de U e ' = {vy,vs,...,vu,,} uma base ordenada
de V. Temos que T'(u1), T (uz), ..., T(u,) sdo elementos de V' logo podem ser escritos como
combinagao linear dos elementos de [3'. O que pode ser representado a partir do sistema:

p
T(Ul) = a11V1 + 921V + -+ A1 Um

T(UQ) = Q12V1 + A2V + -+ + @2V,

T(U3) = 13V + a23V2 —+ 4 Am3Um (1)

T(up) = @11 + G2nV2 + -+ + Qg U
A partir deste sistema podemos definir a matriz associada a transformagao.

Definicao 3. Matriz Associada a Transformacao

A transposta da matriz dos coeficientes do sistema acima, denotada por [T]gl, é cha-

mada de matriz da transformacdo em relagdo as bases 3 e 3'. Ou seja,
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ain a2 - Qi

8 ag1 Q22 -+ Q2p

[T]B R A : @)

Am1 Am2 * Gmnn

Dai segue um fato importante que sera utilizado para resolver sistemas de EDO. Quando
temos uma transformacao que leva vetores de um espago vetorial V' nele mesmo, chamamos
tal transformacéo de operador linear. Dessa maneira, um vetor v € V' pode ser transformado
em um mdltiplo dele mesmo ou nele mesmo. Segue que T'(v) = Av,ondev € Ve A € K. A

seguir veremos que A\ sera chamado de autovalor e v serd chamado autovetor.

Definicao 4. Autovalor e Autovetor

Sejal : U — U um operador linear, onde U é um K-espaco vetorial. Se existirem
ueU,u+#0e\ €K tais que T(u) = \u, diremos que )\ é autovalor de T' e u um autovetor
de T" associado ao autovalor \. Denotaremos por Autr(\) o subespago de U gerado por todos
0s autovetores associados a .

Exemplo 1. Considere a transformagdo linear T : R3> — R3, tal que T(z1,22,23)
(3x1,3x9,323). Obtenha os autovalores e autovetores.

Observe que a transformacdo T é de R®* — R? logo se trata de fato de um operador
linear. E fécil ver que de fato, T(x1,70,73) = (371,379,3x3) = 3(w1,20,73) portanto 3 é o
autovalor deT" e para todov € V, comv # 0 sera um autovetor associado ao autovalor A = 3.

Escrevendo autovalores e autovetores através da matriz associada a transformagéo linear:

Podemos escrever o conceito de autovalor e autovetor utilizando a matriz associada ao
sistema linear. De fato, seja A a matriz associada a transformagao linear 7" : V' — V/, considere
a matriz X a qual representa um vetor de V' e A um escalar que pertence ao corpo tal que
AX = )\X. Observe que

AX - XX =0 (3)

dai segue
(A- XX =0 (4)

Esta expressao representa um sistema linear homogéneo logo recorrendo a definicao de
autovalor e autovetor, desejamos que det(A — AI) = 0 pois do contrario teriamos um sistema
possivel e determinado cuja Unica possibilidade seria X = 0.

Calculando det(A—A\I), obteremos um polinémio p(\) que serd chamado de polinémio
caracteristico, tomando p(\) = 0, fazemos com que as raizes do polindmio caracteristico
correspondam aos autovalores de 7.
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Para obter os autovetores associados a 7', substituimos os valores de )\ e resolvemos
o sistema homogéneo (A — AI)X = 0. Uma observagéo é que dependendo de qual corpo os
escalares pertencem pode nao ser possivel ndo serd possivel obter as raizes de p(\), pois nem
sempre as raizes nao pertencem ao corpo.

Definicao 5. Produto interno

Seja V. um K-espaco vetorial, tal que K = R ou C. Um produto interno sobre V' é uma
fungdo (-,-) : V x V' — K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) (u+ v,w) = (u,w) + (v, w), Yu,v,w € V.

(P2) (Au,v) = ANu,v), Vu,o € V eV € K.

(P3) (u, > (v,u), Vu,w € V.

(P4) (u,u) > 0 seu # 0.

Observacao: No contexto das EDP’s, um conceito que utiliza do produto interno é o
espaco L? que é conhecido como espaco das fungdes de quadrado integravel. Cujo produto

(f.g) = /D F@)g(z) de ®)

Definicao 6. Matriz positiva definida

interno é definido por:

Uma matriz A é dita positiva definida (p.d) se a forma quadratica associada a A,
Qa(z) > 0 Vx # 0. Os seguintes testes sdo condi¢bes necessarias e suficientes equivalen-
tes para que uma matriz A = A seja positiva definida:

(1) x* Az > 0,Vx # 0

(2) Todos os autovalores de A sdo positivos.

(3) Todas as matrizes lideres possuem determinantes positivos.

(4) Todos os pivés sdo positivos.

(5) AR com colunas linearmente independentes (1.i.) tal que A = RR".

Observacéo: Se uma matriz A é definida positiva entdo (—A) é uma matriz definida
negativa.

2.2 Revisao Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

A presente se¢do possui como objetivo enunciar alguns resultados importantes sobre
equacdes diferenciais ordinarias, nenhum resultado sera demonstrado. Porém tais demonstra-
¢bes podem ser consultadas nos livros textos de Boyce e DiPrima (1997), Figueiredo (1982),
(I6rio Jr., 2001) e Zill (2016).

No estudo de célculo diferencial, temos em geral uma fungdo y = f(x) e buscamos
encontrar sua derivada % = f'(x) ou seja sua taxa de variagdo. Durante um curso de célculo

diferencial somos apresentados a como calcular a derivada de uma fungao através de regras.
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d
Exemplo 2. Considere y = cos(x?), obtenha d_y
Xz
Usando a regra da cadeia e a regra apropriada para calcular a derivada de cos(z), temos
dy
—Z = —2zsin(a?).
T (%)

Quanto ao objeto de estudo das EDO, temos a derivada da fungao e estamos interes-
sados em obter a fungao que se relaciona com a derivada da fungao através de uma equagao.
Ou seja considere a seguinte equacao % = 3x + y, 0 que espera-se encontrar € uma fungéo
y = f(x) que verifique a equagéo, caso y = f(x) verifique a equagéo dizemos entdo que y é
uma solucao da equacéo diferencial.

Observacao: No estudo das equacdes diferencias existem varias notacbes para repre-

sentar a mesma equagao, considere o seguinte exemplo 3’ = 2zy e % = 2xy representam
a mesma equacéo diferencial, no decorrer do trabalho adotaremos a primeira notacédo apre-
sentada como padrao para as definicdes e exemplos, porém no desenvolvimento do trabalho
usaremos a primeira notacao, alida a notacéo V(x) que siginifica primeira derivada em relagao
ao tempo (notagdo muito utilizada na fisica).

Quanto aos métodos para obter a solugao de uma equacéao diferencial, ja existem téc-
nicas e métodos que sdo bem definidos e capazes de explicitar a solugdo, como por exemplo,
o método do fator integrante, separacdo de variaveis, equagdes exatas entre outros. Porém,
quando se trata de uma equacao diferencial que nao é linear, em geral ndo existe um método

ou regra bem definida capaz de obter a solugéao.

Definicao 7. Variaveis independentes

Uma equacao diferencial pode ter n varidveis independentes, porém existe uma distin-
cdo quanto ao numero de variaveis independentes. Quando uma equacgdo diferencial possui
apenas uma variavel independente recebe o nome de equacdao diferencial ordinaria (EDO),
caso ocorra da equagao possuir mais que uma variavel independente estamos diante de uma
equacdo diferencial parcial (EDP).

Definicao 8. Equacao Diferencial Parcial

Uma equacao diferencial parcial (EDP) é uma equacdo envolvendo duas ou mais varia-
veis independentes t1,ts, . . . ,l,, e derivadas parciais de uma fungédo u = u(ty,ts, . .. t,). Mais
precisamente é uma equacao da forma:

(6)

0 ou  0° F
F (tl,tg,...,tn,u, Y Y “ 0 U) =0

oo, ooty otk

Exemplo 3. Considere as sequintes equacgdes diferenciais a seguir e classifique-as como EDO
ou EDP.

d ,
1, d—y +sin(z) = 0 (€ uma EDO)
a
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d ,
2 %Y _ 8zy (E uma EDO)

dx
0 ou
3. u—l—xy = 7z + 3xy + 1 (E uma EDP)
Jy ox
d? d
4. 2 %Y | — y (E uma EDO)
dx? dx

Observacao: Com o intuito de nao gerar confusao no decorrer do trabalho e assim como
em grande parte dos livros texto sobre EDO consideraremos a variavel t como independente,
salvo os casos onde sera explicito o contrario.

Classificando uma EDO quanto a sua ordem

A ordem da derivada de maior grau em uma equacao diferencial é, por definicao, a

d? d d
ordem da equacao. Considere os seguintes exemplos — 4 + Y —3t’e Y _ 5e¥ = cos(t),

At dt dt
temos que as ordens das EDQO’s sao respectivamente 2 e 1.
Classificando uma EDO quanto a linearidade
Uma equagéo diferencial é dita linear quando pode ser escrita na forma
d”y dnfly dy
. e = g(t 7
a()dthr 1()dtn—1+ +a1()dt+ao()y g9(1) (7)
Temos ainda que:

i) A varidvel dependente y e todas suas derivadas sdo de primeiro grau, ou seja, a
poténcia de cada termo envolvendo y é 1;

ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente t.

Exemplo 4. Classifique as EDO’s a seguir quanto a linearidade.

d
1. t% + 5y = 0 é uma EDO linear;

dt
2. @y 8t dy + 7 =0 éuma EDO linear;
dt? dt N
dSy d
3. t% - 7d_g +y = e' é uma EDO linear;
d2

4. W + 8d_ +sin(y) = cos(t) ndo é uma EDO linear pois o coeficiente sin(y) depende
da variavel dependente y.

Definicao 9. Sistemas de equacoées diferenciais e sua representacao matricial

Durante o estudo de sistemas de equacées lineares, ao nos depararmos com sistema
de grande ordem, a fim de sintetizar a notacdo usaremos maitrizes para representar o sistema
de EDO. Considere o seguinte sistema linear de primeira ordem:
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dzy

g all(t)xl + alg(t)ﬂfg + -+ aln(t)xn + fl(t)

dstZ = a21(t)$1 + a22(t)§€2 + ..o+ a2n(t)$n + fz(t)

(8)
|4 = an(O)zr + apa(H)az + -+ ann ()2 + fult)
O sistema pode ser reescrito na forma matricial da seguinte maneira:
0] o) an®) - a®] [a0]  [A0)]
i zo(t) _ agi(t) ag(t) -+ ag(t)| |z2(t) n fa(t) ©)
_an(t)_ _anl (t) an2(t) e ann(t)_ _xn<t)_ _fn(t)_
e pode ser reescrito de maneira mais sucinta:
X _ 40X + F() (10)
dt
assim temos
_$1(t)- -&11@) a12(t) T aln(t)- _fl (t)-
P 172.(75) . a21'(t) a22.(t) e a2n'(t) o Fo f2.(75) (1)
_xn(t>_ | Onl (t) ana(t) - ann(t>_ _fn(t)_

Observacao: Um vetor é dito solugdo do sistema em um intervalo I quando a matriz

[L’l(t)
Tol(t
coluna X = 2_( )

n(t)

verifica as equacdes do sistema no intervalo 1.

Exemplo 5. Reescreva na forma matricial o seguinte sistema de EDO's.

%:3$1+2]}2+6t—1

(12)

L2 — Ty — 632 + cos(t)
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O sistema pode ser reescrito na forma matricial como:

d |z 3 2 x et —1
ST = Yo (13)
dt |z, 7 —6| |z cos(t)

Que por sua vez pode ser reduzido a

dX 3 2 et —1
dt 7 —6 cos(t)

Definicao 10. Sistemas Auténomos
Um sistema de equacées diferenciais de primeira ordem é dito auténomo quando pode

ser posto na forma:

’dxl ( )

dt g1\X1,T2, 9

d.I'Q

— = g2<l'1,l'2, RN ,xn)

dt (15)
dz, ( )
\dt = gn\T1,22,...,Tn

Ou seja a variavel independente ¢ ndo aparece de maneira explicita no membro direito
das equacoes do sistema de EDO’s.

Observacao: Quando temos sistemas de EDO’s de grau 2 e 3, dizemos que estamos
diante respectivamente de um sistema autbnomo plano e um sistema autbnomo espacial. Os
quais serdo objetos de estudo ao decorrer deste trabalho pois suas solugdes possuem repre-
sentacao geométrica.

Exemplo 6. Considere o sistema de EDO’s a seguir:

dl’l . _ 2

dl’g
—— = xysin(t - xo(t
2= ysin(t - (1))
O sistema nédo é auténomo pois tem a presencga dos termos t* e sin(t - x5(t)) no lado
direito de ambas as equacbes diferenciais.

Definicao 11. Problema de valor inicial



Denotaremos por t, um ponto em um intervalo I e X (t;) =

onde ~y; sdo constantes dadas. Entdo o sistema a seguir:

L= A()X + F(t)

X(to) = Xo

representa um problema de valor inicial (PVI).

z1(to)
z2(to)

zn(to)

eXO

17

N
2

Tn

(17)
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3 METODOLOGIA

A classificagdo quanto a sua abordagem é qualitativa, pois ndo se espera coletar ou
analisar dados numéricos, mas sim verificar o tipo de estabilidade que ocorre nos pontos
criticos de sistemas de EDO e comparar regides de estabilidade obtidas por dois diferentes
métodos. Sendo eles, o teorema de Krasovskii e pelo método dos multiplicadores de Lagrange.
Por fim, de acordo com (GIL, 2002) do ponto de vista dos seus procedimentos técnicos, a
pesquisa é classificada como pesquisa bibliografica, pois o trabalho sera elaborado a partir
da analise de livros e artigos que tratam do método de multiplicadores de lagrange adapdato
das EDP’s e da estabilidade dos sistemas em estudo. Portanto, o trabalho consiste em uma
pesquisa basica, descritiva e qualitativa que utiliza procedimentos bibliograficos para analisar a
estabilidade dos pontos criticos de sistemas de EDO.
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4 DESENVOLVIMENTO

A seguir vamos definir estabilidade segundo Lyapunov, utilizando como base a bibliogra-
fia contida em Vincent e Grantham (1997) e Khalil (2013), sendo o resultado mais importante
para este trabalho pois somente através dele sera possivel falar sobre a estabilidade de siste-
mas de EDO, antes sera necessario definir o que € um ponto de estabilidade (critico) para um
sistema auténomo.

Definicao 12. Ponto de Equilibrio Considere um sistema auténomo descrito pela equagao
diferencial:
X =f{(X)

Um ponto x. é chamado de ponto de equilibrio (ou ponto critico) se a derivada for nula nesse
ponto.

d
Definicdo 13. Estabilidade x = 0 de um sistema d—j = f(z) onde f : D — R™ é classificado
como:

(1) Estavel se, para cada e > 0 existe 6 = d(€) > 0 talque || x(0)|| < 6 = ||z(t)]|| <
e, Vt > 0.

(2) Instavel se ndo é estavel.

(3) Assintoticamente estavel se é estavel e ) > 0 pode ser escolhido de maneira tal que
satisfaga || x(0)|| < § = limy_,o x(t) =0

Definicao 14. Estabilidade Segundo Lyapunov
Seja x = 0 um ponto de equilibrio para um sistema auténomo e D C R"™ um dominio contendo

x. Considere V' : D — R uma fungao continuamente diferenciavel tal que:
1. V(0) =0.

2. V(x) >0em D — {0}.

3. V(zr) <0em D.

Entdo, = = 0 é estavel. Além disso, se V(z) < 0 em D — {0}. entdox = 0 é
assintoticamente estavel

Definicao 15. Teorema de KrasovskKii

Considere um sistema dindmico auténomo descrito pela equagédo x = f(x), ondef : D — R"
é uma fungéo de classe C'' em um dominio D C R", e x = 0 é um ponto de equilibrio isolado
(ou seja, £(0) = 0 e f(x) # 0 parax # 0 em uma vizinhanga da origem).
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Nestas condigbes, temos 0s seguintes resultados de estabilidade:

1. Se a matriz simétrica F(x) = J(x) + J(x)T, onde J(x) é a matriz Jacobiana de f(x),
for negativa definida em uma vizinhanga da origem, entdo o ponto de equilibrio x = 0
é assintoticamente estavel.

2. Adicionalmente, se a matriz F(x) for negativa definida para todo x € R" e a fungdo
candidata de Lyapunov associada, V (x) = f(x)f(x), for radialmente ilimitada (isto
é, V(x) — oo quando ||x|| — o0), entdo o ponto de equilibrio x = 0 é globalmente
assintoticamente estavel.

Exemplo 7. Analise a estabilidade segundo Lyapunov para o sistema descrito abaixo:
Vamos fazer a analise utilizando primeiro o método dos multiplicadores adaptado das
EDP’s, e depois utilizando o teorema de krasovskii.

= -2z

y=z-y-—y’

1 °Vamos obter os pontos criticos do sistema, ou seja, igualar as derivadas a 0 obtendo
assim:

0=—-2x
O=z—-y—y°

Da primeira equagédo do sistema temos que —2x = (0 = x = 0, utilizando este fato
na segunda equacgao temos que resolvery + y> = 0 logo, y(y* + 1) = 0 dai temos quey = 0 e
mais duas raizes complexas conjugadas que serdo descartadas. Portanto o ponto critico para
o sistema é (0,0)

2°Vamos construir o funcional de Lyapunov utilizando o método dos multiplicadores:

Ao multiplicarmos a primeira linha do sistema por x e a segunda linha pory obtemos:

e = =222

y'y=oy—y* -y
Somando as equacbes obtemos:
dr+yy =—22%+ 2y —y? —yt.

Observe que: )
1 d(xQ ) ) / /
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Assim um candidato a funcional de Lyapunov é:

E f4cil verificar que tal funcdo cumpre as condigées para funcional de Lyapunov pois.

0% + 02
(1) V(0) = ; —0
2, .2
(2)V(x) > 0comox®y* >0Vey e R— {0} = i ;—y > 0

(3) V() < 0 de fato basta analisar quando V (z) = —2x% + zy — > — y* < 0
Para analisar (3) observe que:

2P 4 ay — P —yt <0 = zy <y +y? + 222
Como (z —y)* >0 Va,y € R entdo

22 +y? — 2xy >0

x2+y2
2

2 4y > 2y = > Ty

x2+y2

Soay < <2t + P <22+ + 9yt VeyeR

Logo o sistema é estavel no ponto critico (0,0) além disso como ¥ (z,y) # (0,0) V(z) <
0 entao o sistema é assintoticamente estavel. Assim como a fun¢do verifica as 3 condigcbes de
estabilidade segundo Lyapunov entao ela é um funcional de Lyapunov.

Utilizando o Teorema de KrasovskKii:
Segue que:

1(x1,29 —2x
FX) = flora) = |00 2

fa(21,22) r—y—y°

Como vimos antes o ponto (0,0) é um ponto critico(equilibrio) e de fato f(0) = 0 assim
a primeira condicdo do teorema é satisfeita.
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Além disso segue que as componentes de f(x,y) sdo fungbes polinomiais que de fato
sdo continuamente diferencidveis, ou seja, de classe C*. O sistema cumpre as hipéteses do
teorema assim devemos analisar se F(x,y) = J(x,y) + J* (z,y) é negativa definida.

Calculando o jacobiano obtemos que

-2 0
J(xy) =
1 —1— 32
além disso temos que
—2 1
I (xy) =
0 —1-—3y°
Portanto
—4 1
F(zy) =
1 —2—6y?

A partir disso vamos analisar se tal matriz é negativa definida para isso utilizando o
critério de Sylvester temos que verificar:

1°0 primeiro menor principal lider, ou seja, a1, < 0: De fato —4 < 0 assim a condigao
€ satisfeita.

2°0 segundo menor principal lider, ou seja, o determinante de F'(x,y) deve ser maior
que 0.

De fato

Dauwﬁw):'?’ 2162:4—@@2—6fy—axn:8+2@F—1=2Qﬁ+7
—2 — 6y

Comoy* >0, Vy e R = Det(F(x,y)) >7
Portanto a matriz F'(z,y) € definida negativa assim temos que o ponto (0,0) € assintoti-
camente estavel.

Assim temos que a fungdo candidata a funcional de Lyapunov é dada por:

—2x
V@)Zf%@f@ﬂZ(—m:x—y—yﬁ L =ty =)
T—y—y

Por fim vamos verificar que a canditata a funcional de Lyapunov de fato cumpre as 3
condigbes estabilidade segundo Lyapunov:
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(1) V(0) = 4.0 + (0 — 0 — 0%)%2 = 0 logo a primeira condigdo & satisfeita.

2)V(z) >0 Ve R—{0},defatocomoz? > 0e(x—y—y3)? >0, VayecR—-{0}
entdo V(z) > 0.

(3) A terceira condigdo € verificada pelo teorema de Krasovskii logo V () < 0.

Portanto a fungéo de fato é um funcional de Lyapunov para o sistema.

4.1 O Sistema Massa Mola Amortecida

Uma das equagdes que iremos analisar € conhecido como oscilador harménico, em
geral descrito pela equagdo mz” + bx’ + kx = 0. Porém a equagao que iremos estudar a
estabilidade é dada por:

ma"” + b’ |2'| + kox + kya® = 0

Tal que b,kg,k1, m sé@o constantes fisicas reais positivas e x(t), X'(t) e x”(t) representam
respectivamente deslocamento, velocidade e acelaracao de uma massa m. O fato de a equacgao
que iremos estudar possuir um termo z* é devido a uma mola que ndo segue a Lei de Hooke,
Ou seja, Nnao possui comportamento linear, além disso o amortecedor segue padrdo nao linear
também sendo resposavel pelos termos bz’ |2/|.

Fazendo z(t) = x1(t) e xo(t) = x,(t) podemos escrever a equagdo como um sistema

de segunda ordem:

) (t) = 22(t)
—b k kr

() = ol laat)] — s (6) — “Lait)

Calculando os pontos criticos obtemos que x5 = 0 e x1 (kg + k123) = 0 Como ky e k;
sao diferentes de zero entdo x; = 0 portanto o ponto critico que iremos analisar é (0,0). A partir
do sistema iremos construir o funcional de Lyapunov utilizando os multiplicadores invariantes
adaptado das EDP’S

Portanto vamos multiplicar o sistema da seguinte maneira:

(k‘oxl + k’lx‘z’)x’l = (ko.ﬁlfl + k’lﬂf‘;’)ﬂfg

(mas)wy = (mxg)(E@ |zo| — Elafzf — onl)
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Que é equivalente ao sistema:

(k‘[)l'l + ]ﬁl’?)l’ll = (kol'l + lﬁfﬂ?)l’Q

(maxo)ah = (—kowy — k123) w9 — b3 |2

Somando as duas equagdes do sistema obtemos:
(koxy + ka3, + (may)al, = —b |z,)?

Além disso, temos que:

Ld(koz?) 1d(kyz}) = 1d(mz3)
Roma o+ Raafa + maarh = 5 =0 4 T e

Portanto um candidato a funcional de Lyapunov é:

kox? + mx2  kyxj
2 4

V(Xl ,X2) =

Vamos mostrar que a funcdo candidata a funcional verifica as trés condi¢cbes de
estabilidade segundo Lyapunov:

_ ko0% + m0? n k,0* _

0
2 4

(1) V(0)

@ V(z)>0comoz?ouzl >0 Va2 eR-—{0} =

(3) V(z) < 0 de fato basta analisar quando V(z) = —blz;|> < 0 como
b>0 = —b< 0logo —blzi> < 0 Va1,25 € R — {0} sendo que V(0) = 0 pois
—b.0 = 0 portanto o ponto (0,0) é assintoticamente estavel.

Utilizando o Teorema de Krasovskii:

Como visto antes (0,0) é um ponto critico do sistema. Além disso

X2

f(X) = f($1>x2) =) ko k1 3

— x|y — —x1 — —a}
m m m

Essa fungéo ¢ de classe C, satisfaz f(0) = 0 e f(z) # 0 para x # 0. Assim devemos
analisar se F'(X) = J(X) + J(X)T é negativa definida. Segue que:
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0 1
JXO=1 k 3k, 2
T T w1 Tt
Além disso:
o ko 3k,
I |
JT(X) = m,,
1 ——|IE2|
Portanto:
0 1_@_3_k1 %
F(X) = koo 3k, b
e

Como o menor principal F; = 0, entao pelo critério de Silvester a matriz nao é negativa
definida assim ndo podemos utlizar o Teorema de Krasovskii para estudar a estabilidade do
sistema massa mola amortecida.

4.2 O modelo Presa-Predator (Lotko Volterra)

O Modelo de Lotka-Volterra € um sistema de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
nao lineares, fundamental na ecologia € na biologia matematica, utilizado para descrever as
interacbes e as oscilagdes nas populacdes de uma espécie de presa (r1) € uma espécie de
predador (zs).

Hipoteses de Modelagem

Para a representagdo matematica do Modelo de Lotka-Volterra, considerando z;(t) e
xo(t) as densidades de presas e predadores, respetivamente, fazem-se inicialmente as seguin-
tes hipobteses:

1. Crescimento da Presa (Termo ax;): Na auséncia de predadores, a populacao de pre-
sas aumenta a uma taxa proporcional a populacdo atual (x;), multiplicado pela cons-

tante de crescimento a tal que a > 0. (Consequéncia: 2, = ax; quando x5 = 0).

2. Mortalidade do Predador (Termo —cx53): Na auséncia de presas, a populacdo de
predadores ird a extincao, pois estas sdo a sua Unica fonte de alimento. A populag¢ao de
predadores declina a uma taxa proporcional a sua populacao (c > 0). (Consequéncia:
xly = —cxy quando x; = 0).

3. Interacao e Encontros (Termo x;x3): O numero de encontros entre predadores e
presas é proporcional ao produto das duas populacoes, ou seja, ao produto x;x-. Estes
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encontros tendem a ser benéficos para a populacao de predadores (aumentando ) €
inibem o crescimento da populacao de presas (diminuindo z1).

4. Taxas de Interacao (o e f): A taxa de crescimento da populacdo de predadores é
aumentada por um termo da forma [x;x-, € a taxa de crescimento da populagédo de
presas € diminuida por um termo da forma —ax;22, em que « e [ sdo constantes
positivas.

O Modelo Matematico

Em consequéncia das hip6teses acima, o Modelo de Lotka-Volterra tem a forma:

) = r1(a — axy)

(18)
xh = xo(—c + Px1)

Onde a, ¢, a, 5 sdo constantes positivas que governam as taxas de crescimento e interagao.

Hipoteses Simplificadoras Chave (Limitagdes do Modelo)

O Modelo de Lotka-Volterra é considerado um sistema idealizado e suas previsées de-
pendem de simplificagdes rigorosas:

» Crescimento llimitado para Presa: Nao ha restricbes de ambiente ou capacidade de
carga.

« Ambiente Fechado e Homogéneo: Nao ha migracao, e as populacoes estao perfei-
tamente misturadas.

» Respostas Imediatas e Lineares: A predacédo e o crescimento dos predadores res-
pondem instantaneamente ao produto das populagdes.

Vamos estudar estabilidade utilizando o método dos multiplicadores invariantes.
) = z1(a — axy)

xh = xo(—c+ Pay)

1° Vamos obter os pontos criticos(equilibrio) igualando as derivadas do sistema a 0.
Assim obtemos:

0=2z1(a — azy)

0 = zo(—c+ fxy)
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Por inspegéo o ponto (0,0) é um ponto critico, além disso temos que se x1,r2 # 0 entdo:

x1(a — axg) = 10 — w122
Logo:

a
r1a4 = xr1Ty .. g = —

Por outro lado temos que:

g(—c—l—ﬁxl) —0

Assim:
—ac axr
——l—ﬁ L0 «— Baxr, = ac
«Q
Portanto:
c
1 = —
B

Assim temos que analisar os pontos P; = (0,0) e P = (E, 3).
o

Agora vamos construir um candidato a funcional de Lyapunov utilizando os mutiplicado-

res invariantes, multiplicando o sistema por z; e x5 da seguinte maneira:

xiry = x1(a — axg)
hry = xo(—c + f11)

Somando as duas equagdes do sistema obtemos:

T\ xy + whre = 13 (a — axs) + 3 (—c + fry)

Como: ) )
T x _|_le — ld(xl +$2)
D R N7
Entdo a fungcéo candidata a funcional que iremos analisar se verifica as trés condicbes
. , r? + 23
de estabilidade segundo Lyapunov serd: V (z) = —5
0% + 02
(1) De fato V' (0) = ; =0

2 2
i
2

(2) Como 22 ou z3 > 0 Vzy,m9 € R—{0} = V(z) =
R —{0}

>0 Vxl,xg €
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(3) V(z) < 0 de fato basta analisar quando V () = 22(a — ax) + 23(—c + fz1) < 0

Assim temos que a funcao de fato € um funcional de Lyapunov, agora vamos estudar se
temos estabilidade assintética.
Tomando x5, = 0 temos que:

71(a — axg) + 25(—c+ Br1) <0

se reduz a

azr? <0

Como a > 0 e x? > 0, logo o ponto (0,0) ndo é assintoticamente estavel em sua

vizinhanga.

Utilizando o Teorema de Krasovskii para o ponto (0,0):
Como visto antes (0,0) € um ponto critico do sistema. Além disso

z1(a — axg)

To(—c + 1)

J(X) = flaraa) =

Essa fungéo ¢ de classe C, satisfaz f(0) = 0e f(x) # Oparaz # 0 e x # P,. Assim
devemos analisar se F'(X) = J(X) = J(X)7 é negativa definida. Segue que:

a — T2 — QT
J(X) =
—Bry  —c— f1
Além disso
a— ox —Bx
. , P
—axr; —c— Py
Portanto
2a — 2ax — 2 —ax — [r
F(X) =
—axry — Pry  —2c¢— 2P
Analisando
2 0
F(0,0) =
0 —2c

precisamos que 0s menores principais tenham sinais alternados, comegando com Fj; < 0
implica 2a < 0, o que é um absurdo pois a > 0 por hipétese. Além disso precisamos det F' > 0
implica que (2a)(—2c¢) = —4ac > 0 novamente chegamos a um absurdo pois a,c > 0 logo
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—4ac < 0. Portanto ndo podemos utilizar o teorema de Krasovskii pois falha em verificar que
F(X) é negativa definida na vizinhanga do ponto (0,0), assim nada podemos concluir sobre

este ponto.
. . c a . ~
Para a andlise da estabilidade do ponto P, = (B, —) , realizamos uma translagéo de
«

coordenadas para mover o ponto de equilibrio X, para a origem. Definimos as variaveis:

h1=21— 3
g (19)

S
Y2 = T2 — 4

As derivadas séo y; = x| e y, = z,. Substituindo no sistema original :

Primeira Equagéo (y/})

Y = (yl + %) [a —a <yz + g)] = (yl + %) (—ay2)

ac

Yy = —ayiys — 5l

Segunda Equagéo (15)

Y = (y2 + g) {—c+ B <y1 + %)] = (yz + g) (By1)

af
Yy = By + o

O sistema transladado para a origem em P, é:

, ac
U = _Em — QY1Y2

af
Yy = Ut BYy1y2

(20)

Andlise do sistema transladado
Vamos analisar a estabilidade deste ponto utilizando o método dos multiplicadores inva-
riantes (adaptado das EDP’s) para construir um candidato a Funcional de Lyapunov.
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Construcao do Candidato a Funcional

Multiplicamos a primeira equagéo por y; € a segunda por ys:

/ _ . _ % — 20, %
Y191 =0 ay1ya 3 Y2 | = —QYi1Y2 3 Y1Y2

af af
Yoy = Yo (51/13/2 + Eyl) = Byyz + e
Esta escolha de multiplicadores sugere um candidato a funcional da forma quadratica

simples:

2 2
Yi Ty
V(yl7y2) =4 =2 5 2

Procedendo como no caso anterior verificamos as condicdes para este candidato:
1. V(0,0) = 0.
2. V(y1,y2) > 0 paratodo (y1,y2) # (0,0). Portanto, V' é definida positiva.

Agora, analisamos o sinal da derivada de V.
Partindo da expressao da derivada do funcional:

) ac af
V(y1,y2) = —ayiys + Byiys + hye <—— + E)

5
V(yh y2) = Y1Y2 <—ay1 + /By2 _ %C + %)
V(1. 2) = By (_% b g)

Considere y; = x € Yy = y, assim temos:

V(z,y) = Bry <—%+y—a—c+g)

Assim, temos 4 casos.
1°Sex>0ey > 0e:

O que equivale a:
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Esta expressao representa a regido do 1°quadrante no plano zy. Para x = 0, temos o
ponto de intercepto:

Assim, ndo é possivel construir um disco para qualquer e > 0 em torno da origem onde
o sinal de V' seja definido. Portanto, a condigao de estabilidade de Lyapunov nao é satisfeita
universalmente na vizinhancga. Os outros 3 casos sao feitos de maneira analoga e representam

0s outros quadrantes do plano xy e chegam na mesma conclusao.

Conclusao sobre a Estabilidade

Para garantir a estabilidade assintética, a derivada V deveria ser negativa definida (V <
0) numa vizinhanga da origem.

No entanto, como mostramos ao estudar o sinal da derivada do funcional vimos que néo
€ possivel construir um disco para qualquer que seja o raio numa vizinhanga da origem.

Portanto, a condicdo V' < 0 ndo é satisfeita universalmente numa vizinhanga da origem
assim o ponto P, ndo possui estabilidade.

Analise via Teorema de Krasovskii
O sistema transladado € dado por:

ac
—QYy1Yy2 — Eyz
f(y) = f(y1.y2) = af (22)
Byrys + —u
«
1. Construgao da Matriz Jacobiana
. . . . ofi
A Matriz Jacobiana J(Y') do sistema é definida por J;; = 8_:
Yj
ofi Ofi ac
o A —QY: oYy —
0 0
W=\ah 0| =, a8 ’ 23)
—_— —_— _|_ R
ayl ayQ 692 o 51/1

2. A Matriz Simétrica de Krasovskii

O Teorema de Krasovskii utiliza a matriz simétrica F(y) = J(y) + J(y)*. Calculamos

esta matriz:
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ac

Ty oy —ay, P+
F(y) = af + ac
Bya + — B g O
- «
ac a
—201s <—043/1 - —) + (592 + —ﬁ)
_ p a
a ac
(ﬁyz + —ﬁ) + (—ay1 - —) 20y
i o B
e . - af  «ac
Simplificando o termo fora da diagonal, definindo K (y) = Sys — oy + (— — E)
«
—2ay, K(y)
F(y) = (24)
K(y) 28y

3. Verificagao das Hipoéteses na Origem

Para aplicar o teorema e garantir a estabilidade assintética, a matriz F(y) deve ser
negativa definida numa vizinhanga da origem. Avaliamos a matrizemy = (0,0)

a  «ac
F(0,0) = ! o B 0 c (25)
’ i _ac C o
a p
af  ac
onde C' = — — — é uma constante.
a p

4. Conclusao da Analise

Aplicamos o Critério de Sylvester para verificar se F(0,0) é negativa definida:

« O primeiro menor principal é det(F3;) = 0. Para ser negativa definida, este valor
deveria ser estritamente negativo (< 0).

+ O determinante da matriz & det(F) = 0-0—C? = —(C"?. Como C?* > 0, o determinante
€ sempre menor ou igual a zero. Para ser definida negativa (em dimensao par), o
determinante deveria ser estritamente positivo (> 0).

Resultado: A matriz F(Y) nao satisfaz a condi¢ao de ser negativa definida na origem.
Portanto, o Teorema de Krasovskii falha em demonstrar a estabilidade assintética do ponto de
equilibrio P.
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4.3 A Equacao do Péndulo Amortecido
A equacao do péndulo amortecido é dada por:

O + a0 + bsen(©) =0

Onde O representa a aceleragao angular, © a velocidade angular e © a posi¢édo angular.
Fazendo z; = © e x5 = © Temos que 2} = zo e 2, = © = —bsinx; — axs € a,b € R com

a,b > 0. Formando assim o seguinte sistema:

x| = Ty

xh = —bsen(x1) — azy

Encontrando os pontos criticos temos entéo:

O:ZIZ'Q

0 = —bsen(z1) — axy

Como z; = 0 entdo —bsen(z;) = 0 = sen(z;) = 0 .. 2y = krcomk € Z
Portanto devido a periodicidade da solugdo analisaremos apenas os pontos P, = (0,0) este
ponto corresponde ao péndulo em repouso e € um ponto assintoticamente estavel o que sera
mostrado. E P, = (7,0) que correponde ao péndulo na posigéo vertical diatralmente oposto ao
ponto P, este é um ponto instavel pois qualquer vizinhanga fara com que sua energia aumente.
A partir disto vamos construir o Funcional de Lyapunov utilizando o método dos multiplicadores
invariantes adaptado das EDP’s, segue que:

zibsen(z,) = brysen(xy)
Thre = —brgsen(x;) — axl

Somando as equagdes do sistema obtemos: x| bxgsen(xy) + xhare = braysen(zy) —
by sen(zy) — axi.
Note que:
(b —bcos(x1)) = bsen(x;)x}

Assim podemos reescrever
o\ bsen(x1) + xhry = brysen(wy) — brysen(x;) — axs

Como: g a2
T
E[?Q + b(1 — cos(z1))] = —ax3
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2
Vamos considerar a fungdo V(x1,x2) = +% + b(1 — cos(x1)) como candidata a Fun-

cional de Lyapunov e vamos mostrar que de fato satisfaz as condicées para ser considerada um

Funcional de Lyapunov.
2

0
(1) De fato V'(0,0) = 5 +b(1 —cos(0))=0+0=0

(2) Comoz3 >0e —1<cos(z;) <1 = 0<1—cos(r) <2, Vry,m9 € R—{0}
2

c oV (xy,a) = % +b(1 —cos(xy)) >0, Vaze € R—{0}

(3) V() < 0 de fato basta analisar quando V' (z) = —az3 < 0. Como a > 0 implica
—a < 0logo —az?® < 0, Vay,20 € R — {0}, sendo que V(0) = —a0? = 0 portanto o ponto
(0,0) é assintoticamente estavel.

Além disso fica evidenciado que fun¢ao que escolhemos como canditada a funcional de
Lyapunov de fato € um funcional de Lyapunov.

Andlise no ponto (,0)

Como para analisar estabilidade segundo Lyapunov precisamos que o ponto critico es-
teja na origem ou seja f(0) = 0 se z = 0, ndo podemos estudar o ponto P, = (7,0) sem antes
aplicar uma translagao para que P, se torne a origem do sistema.

Segue que:

Y=o — T
(26)

Yo =29 — 0

As derivadas das novas varidveis sdo iguais as originais: y; = x| e y, = . Substitui-
mos

1. Substituicdo na Primeira EDO (z)

2. Substituicdo na Segunda EDO (x%)

Yo = w5 = —bsen(xy) — ary
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Yy = —bsen(y, + 1) — ays

Utilizamos a identidade trigonométrica sen(a + ) = — sen(w):
sen(y; + m) = —sen(yy)
Substituindo esta simplificagdo na equagéo v:
Yo = —b(—sen(y1)) — aya
Yo = bsen(y1) — ays
3. O Novo Sistema Transladado
O sistema de EDOs transladado, onde P, = (,0) agora é a origem (0, 0), é:

?/1 =Y
(27)

Yy = asen(yi) — bys

Utilizando o Teorema de Krasovskii:
Como visto antes (0,0) é um ponto critico do sistema. Além disso

FX) = flanms) = "

asen(xy) — bxy

Essa fungéo ¢ de classe C, satisfaz f(0) = 0 e f(z) # 0 para x # 0. Assim devemos
analisar se F/(X) = J(X) + J(X)T é negativa definida. Segue que:

0 1
J(X) =
acos(xry) —b
Além disso:
0 acos(xz
JT(X) = (@)
1 —b
Portanto:
0 1 4 acos(zy)

1+ acos(xy) —2b
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Como o menor principal F; = 0, entao pelo critério de Silvester a matriz ndo é negativa
definida assim ndo podemos utlizar o Teorema de Krasovskii para estudar o sistema que
descreve a equacao do péndulo amortecido.

Analise do sistema translado para o ponto P, = (7,0)
Consideremos o sistema transladado para a origem, representando a dinamica em torno
do ponto de equilibrio P, = (7, 0):

=Y
(28)

Yy = asen(y;) — bys

Para analisar a estabilidade, construimos um funcional candidato utilizando o método
dos multiplicadores. Multiplicamos a primeira equagao por by, e a segunda por ys:

by yi = b1y
(29)

yayy = ya(asen(yr) — bys) = ayssen(yr) — bys

byi +y3
. 2 . .
punov e vamos mostrar que de fato satisfaz as condigbes para ser considerada um Funcional

Vamos considerar a fungéo V(y1,y2) = como candidata a Funcional de Lya-

de Lyapunov.

b0? + 02
(1) De fato V(0,0) = T+ =0
2.9 by% + ?J%
(2) ComO b>y17y2 > O - V(y17y2) = 9 > 07 vylayZ S ]R - {0}

(3) Vamos mostrar que V(x) nao verifica a terceira condicao de instabilidade segundo
Lyapunov.
Somando as duas equagdes, obtemos a derivada V(y) do funcional

V = by1y2 + ays sen(y,) — byg (30)

Fatorando ys:

V = ya[by; + asen(y1) — bys] (31)
Verificacao da Instabilidade

Para que o ponto de equilibrio seja assintoticamente estavel segundo Lyapunov, seria
necessario que V' < 0 numa vizinhanca da origem (para V' definida positiva).
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No entanto, vamos analisar o comportamento de V ao longo da dire¢do y; = 2 (no
primeiro quadrante, onde 1, y» > 0 € pequenos):
Substituindo y, = y; na expressao da derivada:

V = y1[byr + asen(y:) — byi]

V= yilasen(y)]

Como estamos no primeiro quadrante (y; > 0), temos que sen(y;) > 0 (para y; pe-

queno). Sendo a > 0, concluimos que:
V>0

Encontramos uma trajetéria arbitrariamente préxima da origem onde a derivada do fun-
cional é estritamente positiva. Isto significa que a “energia” ou distancia ao equilibrio cresce ao
longo desta direcao.

Portanto, a condicao de estabilidade (V(y) < 0) é violada. O ponto de equilibrio ndo é
assintoticamente estavel ele é instavel.

Utilizando o Teorema de Krasovskii para o sistema transladado:
Do sistema

Y1 = Y2
(32)

Yy = asen(y;) — bys

Associamos a seguinte funcao:

FOY) = Flyiam) = .
asen(yl) — by

Essa fungéo é de classe C!, satisfaz f(0) = 0 e f(y) # 0 paray # 0. Assim devemos
analisar se F(Y) = J(Y) = J7(Y) é negativa definida. Segue que:

0 1
J(Y) =
acos(y;) —b
Além disso:
0 acos
1 —b
Portanto:
0 1+ acos(yy)

1+ acos(yr) —2b
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Novamente como o menor principal Fj; = 0, entao pelo critério de Silvester a matriz
ndo é negativa definida assim nao podemos utlizar o Teorema de Krasovskii para estudar o
sistema que descreve a equagédo do péndulo amortecido no ponto P, = (7,0).
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho dedicou-se ao estudo e comparacao de técnicas fundamentais para
a analise de estabilidade em sistemas de Equacgdes Diferenciais Ordinarias nao lineares auté-
nomos, comparando o Método dos Multiplicadores Invariantes com o Teorema de Krasovskii. A
aplicagao destes métodos a sistemas de relevancia fisica e biolégica, como o Sistema Massa-
Mola Amortecida, o Modelo de Predacgao de Lotka-Volterra e a Equacao do Péndulo Amortecido,
permitiu evidenciar as vantagens e limitagbes de cada abordagem tedrica.

A analise comparativa revelou que o Método dos Multiplicadores Invariantes se destaca
como uma ferramenta extremamente robusta e versatil, especialmente quando aplicado a siste-
mas de natureza mecéanica. Observou-se que a escolha adequada dos multiplicadores permitiu
a construcao direta e intuitiva de Funcionais de Lyapunov associados a energia total do sis-
tema. Esta caracteristica foi determinante para confirmar a estabilidade assintética da origem
no sistema massa-mola e no péndulo na posicao vertical inferior. Mais notavelmente, este mé-
todo mostrou-se eficaz na andlise de instabilidade do péndulo invertido, permitindo a construgéo
de um funcional que evidenciou o crescimento da “energia” ao longo de trajetérias especificas,
confirmando a natureza instavel do ponto de equilibrio sem recorrer a linearizacoes.

Em contraste, a aplicagao do Teorema de Krasovskii encontrou obstaculos significati-
VoS nos sistemas mecanicos estudados. A estrutura intrinseca das equagdes de movimento de
segunda ordem resulta frequentemente em matrizes Jacobianas com elementos nulos na dia-
gonal principal, o que leva o primeiro menor principal da matriz de Krasovskii a ser nulo. Esta
caracteristica violou sistematicamente o Critério de Sylvester para matrizes negativas defini-
das, tornando o teorema inconclusivo tanto para o sistema massa-mola quanto para o péndulo.
Conclui-se, portanto, que a formulagao classica de Krasovskii impoe condi¢des algébricas ex-
cessivamente restritivas dificultando sua aplicabilidade.

No que concerne ao modelo bioldgico de Lotka-Volterra, a analise corroborou a natureza
conservativa do sistema. Ambos os métodos falharam em demonstrar estabilidade assintética: o
funcional quadratico gerou uma derivada com sinal indefinido e a matriz de Krasovskii apresen-
tou determinante nao positivo. Este resultado negativo foi, contudo, consistente com a dinamica
do sistema, que possui um centro caracterizado por estabilidade neutra e 6rbitas periédicas fe-
chadas, confirmando que a auséncia de convergéncia assintética foi corretamente identificada
pelas limitacdes de ambos os critérios.

Em suma, esta investigagcao permite concluir que, para os sistemas dinamicos analisa-
dos, o Método dos Multiplicadores Invariantes apresentou uma superioridade pratica na cons-
trucao de fungdes de Lyapunov, oferecendo resultados conclusivos onde o critério algébrico de
Krasovskii se mostrou insuficiente. O trabalho refor¢ca a importancia de dominar multiplas fer-
ramentas analiticas na teoria da estabilidade, uma vez que a falha de um teorema especifico
ndo implica a auséncia de estabilidade, exigindo muitas vezes abordagens mais construtivas e
adaptadas a fisica do problema.
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