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RESUMO

LAGO, Rodrigo Cesar. Quadrilateros inscritiveis e os teoremas de Simson-Wallace e de
Steiner-Lehmus. 143 f. Dissertacdo — Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand - UTFPR. Curitiba, 2018.

Apresentamos neste trabalho diferentes estratégias para demonstrar os teoremas de Simson-
Wallace e de Steiner-Lehmus, este tltimo nao abordado nas referéncias de geometria utilizadas
no PROFMAT e com raras abordagens nos livros de geometria em Portugués. Enfatizamos
nas demonstracdes as propriedades dos quadrildteros inscritiveis e discorremos sobre provas
diretas e provas por contradicao do teorema de Steiner-Lehmus. Sugerimos também atividades
investigativas para os professores de matematica do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.
Nessas atividades, exploramos a demonstracdo dos teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-
Lehmus empregando o GeoGebra, um software gratuito de geometria dindmica.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana, quadriléteros, triangulos isdsceles, teoremas geométri-
cos, GeoGebra.



ABSTRACT

LAGO, Rodrigo Cesar. Inscribed quadrilaterals and Simson-Wallace and Steiner-Lehmus
theorems. 143 f. Dissertacio — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand - UTFPR. Curitiba, 2018.

We present in this work different strategies to demonstrate Simson-Wallace and Steiner-Lehmus
theorems, the latter not approached in references of geometry used in PROFMAT and with rare
approaches in geometry books in Portuguese. We emphasize in the demonstrations the proper-
ties of inscribed quadrilaterals and we discuss about direct proofs and proofs by contradiction
of Steiner-Lehmus theorem. We also suggest investigative activities for mathematics teachers
in Elementary and High School. In these activities, we explore the demonstration of Simson-
Wallace and Steiner-Lehmus theorems using GeoGebra, a free software of dynamic geometry.

Keywords: Euclidean geometry, quadrilaterals, isosceles triangles, geometric theorems, Geo-
Gebra.
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1 INTRODUCAO

1.1 JUSTIFICATIVA

O ensino de geometria na Educacio Bdsica e nos cursos de nivel superior apresenta
atualmente um cendrio preocupante no Brasil. Ao longo dos anos, diversas pesquisas foram
realizadas com o intuito de identificar e alertar para as reais causas desse abandono geométrico

nos curriculos de matematica, nos livros didaticos e nas salas de aula.

Em um artigo publicado no final da década de oitenta, intitulado “O abandono da

geometria: uma visdo histérica”, Pavanello (1989) alertava:

Embora a matematica seja, cada vez mais, imprescindivel as atividades humanas, seu
ensino, no entanto apresenta-se hoje como um dos principais problemas da escola, ja
que, muitas pessoas, mesmo aquelas bem dotadas intelectualmente, depois de estuda-
rem essa disciplina por muitos anos, ainda encontram dificuldades nas questdes que
envolvem nogdes elementares. Quanto ao ensino de geometria, o problema se torna
ainda mais grave: constata-se que ele vem gradualmente desaparecendo do curriculo
real das escolas (PAVANELLO, 1989).

De acordo com (PASSOS, 2000), apesar da grande importancia da geometria na for-
macao do cidaddo, pesquisas realizadas no Brasil e no exterior ttm mostrado que o ensino de
geometria estd sendo colocado em segundo plano. Ainda segundo (PASSOS, 2000), a geome-
tria € um campo do conhecimento indispensdvel para a descri¢do e a interrelacio do homem
com o meio em que vive, faz parte da matemadtica intuitiva, concreta e ligada com a realidade,

sendo fundamental na formacdo do estudante.

Lorenzato (1995) ainda destaca:

Sem estudar geometria as pessoas ndo desenvolvem o pensar geométrico ou o racioci-
nio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo resolver as situa¢des
de vida que forem geometrizadas; também nao poderdo se utilizar da geometria como
fator altamente facilitador para a compreensao e resolucdo de questdes de outras dreas
do conhecimento humano. Sem conhecer geometria, a leitura interpretativa do mundo
torna-se incompleta, a comunicacio das idéias fica reduzida e a visdo da matematica
torna-se distorcida (LORENZATO, 1995).
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Diversas pesquisas e discussoes justificam a importincia e apontam as principais cau-
sas do enfraquecimento da geometria, tanto no ambito bibliogrifico como em sala de aula.
Entre os pesquisadores, existe um certo consenso de que o estudo geométrico deve comecar nas
séries iniciais da Educacgao Infantil, isto é, quando a crianga ingressa na escola, porém ocorrem
divergéncias em relacdo aos contetidos e aos métodos de ensino aplicados. Dentre as inimeras
razdes para essas discordancias estaria a variedade de topicos relativos ao seu contéudo e sua pe-
culiar complexidade, sendo, portanto, dificil definir um caminho linear, desde os fundamentos

elementares até as abstracoes e axiomas (PASSOS, 2000).

De acordo com (VIEIRA, 2013), o ensino tradicional de geometria promove lacunas no
conhecimento, pois se manifesta basicamente apenas em aulas expositivas, férmulas e concei-
tos prontos e determinados. Além disso, recentes pesquisas, como as realizadas por (GRILLO,
2014), demonstram que existe uma tendéncia na Educa¢@o Basica de omitir determinados con-
teidos de geometria ou deixd-los para o final do periodo letivo. Outros pesquisadores, tais
como (LORENZATO, 1995), (PAVANELLO, 1989) e (PEREZ, 1991), apontam que essa reali-

dade do ensino de geometria € um problema antigo no Brasil e que ainda nao foi superado.

Entre os inumeros contetdos de geometria presentes no curriculo de matematica da
Educagdo Basica, destacamos a inscricdo de um quadrildtero convexo em uma circunferéncia,
ilustrada na Figura 1.1. A condig¢do de inscri¢@o na circunferéncia apresentada por determinados
quadrilateros convexos, denominados ciclicos ou inscritiveis, possui uma enorme quantidade
de aplicacdes, que vao desde a solucdo de exercicios simples até a demonstracdo de teoremas

engenhosos.

B
Figura 1.1: Quadrilatero ABCD inscrito em uma circunferéncia (UNICAMP, 2017)

Além do tratamento inexpressivo dado aos quadrildteros inscritiveis, principalmente na

Educagao Bdsica, uma outra realidade educacional presente no ensino de geometria € a exclusao
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de determinados teoremas nos livros didaticos de matemadtica e nos livros de geometria. Mesmo
quando presentes, teoremas geométricos sao meramente apresentados aos estudantes, sem uma

motivacao adequada que permita explorar a parte axiomatica e as aplicagdes.

Dentre os teoremas excluidos da maioria dos livros de geometria, optamos por resgatar
dois resultados interessantissimos, com demonstracao pautada na condicao de inscri¢ao de qua-
drilateros convexos na circunferéncia. Sao eles: o teorema de Simson-Wallace, habitualmente
conhecido como a reta de Simson, e o teorema de Steiner-Lehmus, este com pouquissimas re-
feréncias em livros, revistas ou sites em Portugués, omitido inclusive na referéncia bésica da

disciplina Geometria I do PROFMAT. A Figura 1.2 ilustra as premissas desses dois teoremas.

(a) (b)

Figura 1.2: (a) A reta de Simson-Wallace; (b) as bissetrizes congruentes de um tridngulo isds-
celes

Desta forma, demonstramos neste trabalho teoremas, lemas e propriedades, de forma
direta e indireta, possibilitando assim, segundo (RODRIGUES, 2008), a compreensdo da natu-
reza da matemadtica, ciéncia cujas teorias sao comprovadas nao pela experimentagdo, mas sim

pela demonstracao.

Diante dos questionamentos anteriormente expostos sobre o ensino de geometria, a
escolha do tema “quadrilateros inscritiveis e os teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-
Lehmus” contribui de maneira significativa a producdo em geometria, preenchendo algumas

das lacunas existentes no cendrio nacional carente de producdes geométricas.
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1.2 OBJETIVO
1.2.1 OBIJETIVO GERAL

Estudar as condic¢des de inscricdo de um quadrildtero convexo em uma circunferéncia

e aplica-las na demonstragdo dos teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-Lehmus.

1.2.2  OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Demonstrar as condicdes de inscricao de um quadrildtero convexo em uma circunferéncia.

2. Demonstrar os teoremas de Ptolomeu e de Brahmagupta, evidenciando as propriedades

dos quadriléteros inscritiveis.

3. Exemplificar o estudo de quadrildteros inscritiveis com questdes da disciplina Geometria

I (MA13) do PROFMAT (MATEMATICA, 2010).

4. Demonstrar de diferentes maneiras o teorema de Simson-Wallace, destacando as proprie-

dades da reta de Simson-Wallace e suas aplicagdes.
5. Demonstrar de diferentes maneiras o teorema de Steiner-Lehmus.

6. Estabelecer para o teorema de Steiner-Lehmus um comparativo entre provas diretas e

provas indiretas por contradi¢do.

7. Propor uma sequéncia didatica de constru¢do e investigacdo da condi¢ao de inscri¢do de
quadrildteros convexos na circunferéncia e dos teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-

Lehmus, empregando nas atividades o GeoGebra.

1.3 METODOLOGIA E ESTRUTURA DO TRABALHO

Inicialmente, realizamos uma pesquisa bibliografica em livros de geometria, disserta-
coes de mestrado e teses de doutorado, artigos académicos, sites especializados em geometria
e revistas. Na pesquisa, constatamos que hd pouquissimas referéncias em Portugués que abor-
dam quadrilateros inscritiveis e os teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-Lehmus, o que nos

motivou a estudar o tema.

Uma vez definido o tema, tinhamos que definir também o aplicativo grafico a ser em-

pregado na construcio das figuras. Optamos pelo GeoGebra, por este ser um aplicativo/software
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gratuito. Assim, todas as figuras que ilustram as demonstragdes de lemas e teoremas, bem como

defini¢des e postulados, foram construidas com o software de geometria dindmica GeoGebra.

O presente trabalho estd dividido em seis capitulos, estruturados e desenvolvidos de
maneira sequencial para que o leitor compreenda gradualmente os objetivos propostos. Neste
primeiro capitulo, apresentamos a justificativa para a escolha do tema, os objetivos, a metodo-

logia e a estrutura do trabalho.

No segundo capitulo, abordamos os quadrilateros inscritiveis e uma série de definicoes
e teoremas fundamentais para o perfeito entendimento do principal teorema do capitulo, que
estabelece a condi¢do de inscricdo de um quadrildtero convexo em uma circunferéncia. Em
seguida, demonstramos dois teoremas cldssicos da geometria creditados a Ptlomeu e a Brah-
magupta. Na parte final do capitulo, resolvemos cinco questdes sobre quadrildteros inscritiveis.
Essas questdes foram selecionadas do banco nacional de questdes da disciplina Geometria |
(MA13) do PROFMAT (MATEMATICA, 2010).

Iniciamos o terceiro capitulo com um breve contexto histérico de Robert Simson e Wil-
liam Wallace, protagonistas do teorema que leva os seus nomes. Na sequéncia, definimos um
triangulo pedal, conceito este fundamental para o entendimento da primeira demonstracdo do
teorema de Simson-Wallace. Posteriormente, apresentamos o reciproco do teorema de Simson-
Wallace e mais duas demonstragdes que utilizam o teorema de Menelaus e o paralelismo entre
duas retas. Em seguida, demonstramos o teorema que estabelece o angulo entre duas retas de
Simson-Wallace, o teorema que mostra a relacdo existente entre o ortocentro de um triangulo
e a reta de Simson-Wallace e o teorema que estabelece a existéncia da reta paralela a reta de
Simson-Wallace, denominada reta de Steiner. Finalizamos o capitulo mencionando trés apli-
cacoes do teorema de Simson-Wallace: a desigualdade de Ptolomeu, a circunferéncia de nove

pontos e o deltdide de Steiner.

O quarto capitulo € inteiramente dedicado ao teorema de Steiner-Lehmus. Iniciamos
expondo um breve histérico de Jacob Steiner e de Daniel Christian Ludolph Lehmus. Em se-
guida, demonstramos o reciproco do teorema de Steiner-Lehmus e comentamos uma anotagao
histérica do acontecimento. Continuando, apresentando cinco demonstracdes do teorema de
Steiner-Lehmus: via quadrildteros inscritiveis; via recursos trigonométricos; via teorema da
dobradiga; via semelhanca de tridngulos; via caso especial de congruéncia de tridngulos. En-

cerramos o capitulo discorrendo sobre demonstragcdes diretas e indiretas.

No quinto capitulo, propomos uma sequéncia didatica de construg¢do e investigacao
com o software GeoGebra. Comegamos com uma explanacao sobre o que € investigacao em

matemadtica e, em seguida, apresentamos o software Geogebra. Finalizamos descrevendo trés
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atividades investigativas com o Geogebra: a primeira abordando quadrildteros inscritiveis; a se-

gunda, o teorema de Simson-Wallace; a terceira, o teorema de Steiner-Lehmus e seu reciproco.

No sexto capitulo, apresentamos as consideracdes finais sobre a realizacao deste traba-
lho. No apéndice, demonstramos teoremas e propriedades relevantes as demonstracdes presen-

tes nos capitulos trés e quatro.
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2 QUADRILATEROS INSCRITIVEIS

Neste capitulo, abordamos os quadrildteros inscritiveis, também conhecidos como ci-
clicos. De maneira geral, apenas tridngulos e poligonos regulares possuem a propriedade de
serem inscritiveis em uma circunferéncia. A inscri¢ao de um quadrildtero em uma circunferén-
cia, segundo (GARBI, 2010), acarreta grandes restri¢coes sobre as medidas métricas e angulares

do poligono.

Iniciamos o capitulo discutindo algumas definicdes e teoremas sobre angulos na cir-
cunferéncia e tridngulos. Em seguida, apresentamos dois importantes teoremas sobre quadri-
lateros inscritiveis € um teorema proposto como exercicio em (NETO, 2013). Ainda, apresen-
tamos dois teoremas cldssicos sobre propriedades de um quadrildtero inscritivel: o teorema de
Ptolomeu e o teorema de Brahmagupta, este tltimo pouco explorado nos livros de geometria.
Finalizamos o capitulo analisando cinco questdes sobre quadrilateros inscritiveis, retiradas do
banco de provas nacionais da disciplina Geometria I (MA13) do PROFMAT (MATEMATICA,
2010).

2.1 ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Quando definimos um angulo em uma circunferéncia, temos quatro possiveis situacoes
a considerar: o vértice do angulo estd no centro da circunferéncia; o vértice estd no interior ou no
exterior da circunferéncia; o vértice estd na propria circunferéncia. Nesta secdo, demonstramos

apenas os resultados pertinentes as demais sec¢des e capitulos.

2.1.1 ANGULO CENTRAL

Definicao 2.1. Denomina-se dngulo central todo dngulo cujo vértice é o centro de uma circun-

feréncia e cujos lados intersectam a circunferéncia.

Segundo (DOLCE; POMPEO, 2005), considerando como unidade de arco (arco uni-

tario) o arco definido na circunferéncia por um angulo central unitdrio, temos que a medida de
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um arco AB da circunferéncia de centro C € igual a medida do angulo central BCA correspon-
dente, ou seja, BCA = AB. A Figura 2.1 ilustra um angulo central e o arco da circunferéncia

correspondente.

Figura 2.1: Angulo central BCA e o arco correspondente AAB

2.1.2  ANGULO INSCRITO

Definicao 2.2. Denomina-se dngulo inscrito todo dngulo cujo vértice estd sobre uma circunfe-

réncia e cujos lados intersectam a circunferéncia.

A Figura 2.2 mostra um angulo inscrito e o angulo central correspondente.

Figura 2.2: Angulo inscrito BDA e o angulo central correspondente BCA

Teorema 2.1. Se um dangulo estd inscrito em uma circunferéncia, entdo sua medida é congru-
ente a metade da medida do dngulo central correspondente ao arco determinado pelos pontos

da circunferéncia pelos quais passam os lados do angulo inscrito.
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Demonstragdo.

Sejam: a circunferéncia de centro C, raio R, angulo inscrito BDA e angulo central

correspondente BCA; a semirreta DC e 0 ponto E, intersecgdo de D? com a circunferéncia,
BCA
7

conforme mostra a Figura 2.3. Queremos mostrar que BDA =

Figura 2.3: Semirreta DC e o ponto de intersec¢do E com a circunferéncia

No triangulo ACD, ACE éum angulo externo e, pelo Teorema 2.5, ACE = CDA +CA\D.
Como o triangulo ACD € isésceles, visto que CD = AC = R, entio CDA = CAD e, portanto:

ACE = 2.CDA. 2.1)

Ainda, temos que BCE é um angulo externo do tridangulo BCD. Novamente, pelo
Teorema 2.5, BCE = BDC + CBD. Como o triingulo BCD & is6sceles, uma vez que DC =
BC = R, entdo BDC = CBD e, consequentemente:

BCE =2.BDC. (2.2)

Somando as igualdades (2.1) e (2.2), concluimos que:

ACE + BCE = 2.CDA +2.BDC;
BCA = 2.(CDA + BDC);

]

BCA = 2.BDA:
. BCA
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2.1.3 ANGULO DE SEGMENTO

Definicao 2.3. Denomina-se dngulo de segmento, ou dngulo semi-inscrito, todo angulo cujo
vértice estd sobre uma circunferéncia e cujas retas suportes dos lados sdo, uma tangente a

circunferéncia, e a outra secante a circunferéncia.

A Figura 2.4 ilustra um angulo semi-inscrito e o angulo central correspondente.

Figura 2.4: Angulo de segmento BVAeo angulo central correspondente VCA

Teorema 2.2. Se um dngulo é semi-inscrito em uma circunferéncia, entdo sua medida equivale

a metade da medida do angulo central correspondente.

Demonstracdo.

Sejam BVA um angulo semi-inscrito em uma circunferéncia de centro C e raio R e

VCA o angulo central correspondente, ambos representados na Figura 2.4. Temos que provar

=~ VCA
que BVA = —

Como CV = CA = R, temos que o tridngulo ACV é is6sceles de base AV. Assim:

CVA = CAV. (2.3)

Em torno do ponto V, determinamos as seguintes relacdes angulares:

BVA+CVA+90° = 180°;
CVA =90° — BVA. (2.4)
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Por outro lado, a soma dos angulos internos do tridngulo ACV € 180°. Logo:

VCA +CVA +CAV = 180°. 2.5)

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.5), concluimos que:

VCA +90° — BVA +CVA = 180°;
VCA +90° — BVA +90° — BVA = 180°;

- CA
BVA = %

2.1.4 ANGULO EXCENTRICO INTERIOR

Definicao 2.4. Denomina-se dngulo excéntrico interior, ou dngulo ex-inscrito interno, todo
dangulo cujo vértice estd no interior de uma circunferéncia e cujas retas suportes dos lados

intersectam a circunferéncia, cada uma em dois pontos distintos.

Na Figura 2.5, indicamos um angulo excéntrico interior e destacamos os arcos da cir-

cunferéncia subentendidos por ele.

Figura 2.5: Angulo excéntrico interior DVE e os arcos AB e DE

Teorema 2.3. A medida do dngulo excéntrico interior é igual a média aritmética dos arcos da

circunferéncia subentendidos por ele.
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DE + AB

De acordo com o Teorema 2.3 !, temos na Figura 2.5 que DVE = >

2.1.5 ANGULO EXCENTRICO EXTERIOR

Definicao 2.5. Denomina-se dngulo excéntrico exterior, ou dngulo ex-inscrito externo, todo
angulo cujo vértice estd no exterior de uma circunferéncia e cujos lados intersectam a circun-

feréncia, cada um em dois pontos distintos.

A Figura 2.6 ilustra um angulo excéntrico exterior e os arcos da circunferéncia suben-

tendidos por ele.

Figura 2.6: Angulo excéntrico exterior BVA e os arcos AB e DAE

Teorema 2.4. A medida do angulo excéntrico exterior é igual a metade do modulo da diferenca

entre os arcos da circunferéncia subentendidos por ele.

| AB — DE |

Segundo o Teorema 2.42, temos na Figura 2.6 que BVA = 3

2.2 TRIANGULOS

Nesta secdo, apresentamos trés teoremas relacionados a triangulos: o teorema do an-

gulo externo, a inscricdo de tridngulos na circunferéncia e a lei dos senos.

'A demonstragio do teorema pode ser encontrada em (DOLCE; POMPEO, 2005).
ZA demonstrag¢do do teorema pode ser encontrada em (DOLCE; POMPEO, 2005).
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Teorema 2.5 (Angulo externo). Em todo tridngulo, a medida de um dngulo externo é igual a

soma das medidas dos dois angulos internos ndo adjacentes a ele.

A

B C

Figura 2.7: Angulo externo 6 do tridngulo ABC

Demonstragao.

Seja o tridngulo ABC, onde 6 é um angulo externo e BAC = o e ABC = B sdo os

angulos internos de ABC nao adjacentes a 6, como mostra a Figura 2.7.

O angulo BCA é o suplemento de 0, isto €,

BCA = 180° — 6. (2.6)

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180°, temos no tridngulo
ABC que:
o+ B+ BCA = 180°. 2.7)

Substituindo (2.6) em (2.7), concluimos que:

o+ B +180° — 6 = 180°;
0 =o+p.

Teorema 2.6. Todo tridngulo é inscritivel em uma circunferéncia.

Demonstragdo.

Sejam um tridngulo ABC qualquer, a reta r perpendicular ao lado BC de ABC no ponto
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Figura 2.8: Triangulo ABC inscrito em uma circunferéncia

médio M de BC, areta s perpendicular ao lado AC de ABC no ponto médio N de AC, e P o ponto

de intersec¢do de r e s, conforme ilustrado na Figura 2.8.

Como r e s s@o respectivamente as mediatrizes dos segmentos BC e AC, entdo todo
ponto que pertence a essas retas € equidistante, respectivamente, de B e C ou de A e C. Sendo
o ponto P comum a ambas as retas, entdo P equidista de A, B e C, ou seja, PA = PB = PC.

Portanto, P € o centro da circunferéncia que passa por A, Be C.

O Teorema 2.6 pode ser enunciado, de maneira equivalente, como o Teorema 2.7.
Teorema 2.7. Trés pontos ndo colineares determinam uma vnica circunferéncia.
Teorema 2.8 (Lei dos senos). Se R € o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC

de lados BC = a, AC =b,AB=ce angulos internos X, Be a entdo:

b
a —= p— —= p— C —= p— 2R.
senA  senB  senC

Demonstracdo.

Sejam AD e BD duas cordas da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC, sendo
que a corda AD passa pelo centro da circunferéncia, isto é, AD é um diametro da circunferéncia,

conforme ilustra a Figura 2.9. Assim, segundo o Teorema 2.1, ABD = 90°.
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D

Figura 2.9: Tridngulo ABC inscrito em uma circunferéncia de didmetro AD

Consideremos AH = h, como sendo a altura de ABC relativa ao lado BC. Dessa forma,
os triangulos AHC e ABD s@o retangulos e, como pelo Teorema 2.1 os angulos inscritos ADB e

ACB sdo congruentes, os tridngulo AHC e ABD sao semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo).
Disto decorre que:

AH AB

AC AD’

hq c

—=—. 2.8
R (2.8)

No triangulo retangulo AHC temos que:

~ h
senC = —=. 2.9)
b
Substituindo (2.9) em (2.8), obtemos:
6 m C
senC = — = —;
A 2R’
¢ 2R (2.10)
senC

Analogamente, considerando as alturas A, e h. relativas, respectivamente, aos lados
AC e AB de ABC, demonstramos que:



b
—~ =2R;
senB
?__2r
senA

Comparando (2.10), (2.11) e (2.12), concluimos que:

a b c
— = — = — = 2R-
senA  senB  senC

A(ABC) = j—’;f,

onde A(AABC) representa a drea do tridngulo ABC.

Demonstragao.

31

(2.11)

(2.12)

O

Corolario 2.1. Se R é o raio da circunferéncia circunscrita a um tridngulo ABC de lados BC =

a, AC =b e AB = ¢, entdo:

Na Figura 2.9, os tridngulos retingulos AHC e ABD s@o semelhantes pelo caso AA

(angulo-angulo). Disto resulta que:

iH AC.
AB AD’
ha b
¢ 2R’

bc
h, = —.

2R

A drea A(AABC) do tridngulo ABC é dada por:

A(AABC) =

1 bc
abc
A(AABC) = —.
( C) 4R

(2.13)

(2.14)



32

2.3 QUADRILATEROS

Nesta se¢do, apresentamos as condi¢des que permitem inscrever um quadrildtero con-
vexo em uma circunferéncia. Essas propriedades, inerentes a somente alguns quadriléteros,
tém uma grande quantidade de aplicacdes, seja na solucdo de problemas ou na demonstragdo
de teoremas. Empregaremos essas propriedades nos capitulos trés e quatro para demonstrar os

teoremas de Simson-Wallace e de Steiner-Lehmus.

Segundo (DOLCE; POMPEQ, 2005), um quadrildtero € a reunido de quatro segmentos
de reta determinados por quatro pontos distintos, coplanares e ndo colineares trés a trés, de
tal maneira que os segmentos se intersectam somente nas extremidades. Se a reta suporte de
qualquer um dos lados de um quadrildtero deixa os demais lados em um mesmo semiplano, o

quadrilatero é denominado convexo; caso contrario, ¢ denominado ndo convexo.

A Figura 2.10 ilustra quadrilateros convexos € nao convexos.

(a) (b)

Figura 2.10: Quadriléateros: (a) convexo; (b) nao convexo

Definicao 2.6. Um quadrildtero é inscritivel quando todos os seus vértices pertencem a uma

tinica circunferéncia.

A Figura 2.11 ilustra um quadrilétero inscrito em uma circunferéncia.

Teorema 2.9. Um quadrildtero é inscritivel em uma circunferéncia se, e somente se, possui um

par de angulos opostos suplementares.
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Figura 2.11: Quadrildtero inscrito em uma circunferéncia

Demonstracdo.

Seja ABCD um quadrildtero. Suponhamos inicialmente que ABCD ¢ inscritivel na
circunferéncia de centro O e, consequentemente, BAD e BCD estdo inscritos na mesma circun-
feréncia, como ilustra a Flgura 2. 12 Sejam ainda BOD; e BOD, os angulos correspondentes,

repectivamente, aos arcos BAD e BCD determinados pelos pontos B e D.

B

D

Figura 2.12: Quadrilatero ABCD inscrito em uma circunferéncia de centro O

Por defini¢do, temos que a medida angular de um arco da circunferéncia é congruente

ao angulo central correspondente. Logo,
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BAD= BOD, (2.15)
e, pelo Teorema 2.1,
BOD, = 2.BCD. (2.16)
Analogamente, temos que:
BCD = BOD;: 2.17)
BOD, = 2.BAD. (2.18)

Ainda, como a uniao dos arcos BXD e BED € a circunferéncia de centro O, ou seja,
BAD + BCD= 360°, (2.19)
constatamos, substituindo (2.15) e (2.17) em (2.19), que:

BOD; +BOD, = 360°. (2.20)

Finalmente, substituindo (2.16) e (2.18) em (2.20), concluimos que:

2.BCD +2.BAD = 360°;
BAD + BCD = 180°.

A reciproca também € verdadeira. Sejam: ABCD um quadrilatero; BAD e BCD angulos
opostos suplementares, isto &, BAD + BCD = 180°; « a circunferéncia circunscrita ao tridangulo

BAD. Se C ¢ a, temos duas condigdes a considerar.

1. C pertence ao interior de o

H
Seja DC N a = {E}. Assim, ABED estd inscrito em ¢, conforme mostra a Figura 2.13,
e isto implica que BAD + BED = 180°. Por hipétese, temos que BAD + BCD = 180°.
Logo, concluimos que BAD +B€D — BAD +BED e, portanto, BCD = BED, o que é um

absurdo pois E e C sdo distintos. L.ogo, o ponto C ndo ¢ interior a circunferéncia «.

2. C pertence ao exterior de o

O quadrilatero ABCD tem um par de angulos opostos BAD e BCD suplementares, isto
é, BAD + BCD = 180°. Consequentemente, CBA +CDA = 180°. Seja AC uma diagonal
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D

Figura 2.13: Ponto C interior a circunferéncia o

Figura 2.14: Ponto C exterior a circunferéncia o

de ABCD tal que ACNa = {E}, conforme mostra a Figura 2.14. Como o quadrilétero
ABED est4 inscrito na circunferéncia o, seus angulos opostos sdo suplementares. Assim,
BAD —i—BED = 180°. Por hipétese, sabemos que BAD +BED — 180°. Dessa forma,
BED = BCD. Pelo Teorema 2.5, temos que BEA > BCE = BCA ¢ AED > ECD = ACD.
Concluimos entdo que BEA+AED > BCA+ACD e isto implica em BED > BCD, o que

€ um absurdo visto que BED = BCD. Logo, o ponto C ndo ¢é exterior a circunferéncia «.

Concluimos a partir de (1) e (2) que o ponto C pertence a circunferéncia o, ou seja, o

quadrilidtero ABCD ¢€ inscritivel.
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Teorema 2.10. Um quadrildtero é inscritivel se, e somente se, o dngulo formado entre um lado

e uma diagonal é congruente ao angulo entre o lado oposto e a outra diagonal.
Demonstragao.
Seja o quadrildtero ABCD, inscrito em uma circunferéncia, como indicado na Figura

. CB
2.15(a). Assim, pelo Teorema 2.1, BAC = BDC = -

(b)

Figura 2.15: Quadrilatero ABCD: (a) inscrito em uma circunferéncia; (b) nao inscrito em uma
circunferéncia

A reciproca também € verdadeira. Consideremos um quadrildtero ABCD nio inscriti-



37

vel, tal que o ponto D ndo pertence a circunferéncia e BAC = BDC. Seja E o ponto de inter-
seccdo do prolongamento do segmento CD com a circunferéncia circunscrita ao tridangulo ABC,
conforme ilustrado na Figura 2.15(b). Desta forma, o quadrildtero ABCE esta inscrito e, como
provado anteriormente, temos BAC = BEC , 0 que implica em BDC = BEC , 0 que é um absurdo,
porque contraria o Teorema 2.5, pelo qual BDC = BEC + DBE. Logo, o ponto D pertence a

circunferéncia e consequentemente o quadrilatero ABCD est4 inscrito.

O

Teorema 2.11. Um quadrildtero ¢ inscritivel se, e somente se, as mediatrizes de seus lados se

intersectam no circuncentro® do quadrildtero.

Demonstracdo.

Sejam: o quadrildtero ABCD, inscrito em uma circunferéncia de raio R; r, s, t € u
as mediatrizes dos lados AB, BC, CD ¢ AD respectivamente; O o ponto de intersec¢do das

mediatrizes r e s, como ilustra a Figura 2.16.

Figura 2.16: Mediatrizes dos lados do quadrilétero inscrito ABCD

Como a mediatriz de um segmento € o lugar geométrico dos pontos do plano que
equidistam dos extremos do segmento, temos em relacdo a r que OA = OB, e em relagdo a
s que OB = OC. Por transitividade, OA = OC, ou seja, O é o centro da circunferéncia que

passa por A, B e C. O Teorema 2.7 garante que a circunferéncia que passa por A, B, C é

3Ponto que equidista dos vértices de um poligono convexo inscritivel em uma circunferéncia.
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unica, portanto o ponto D pertence a circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC, pelo
fato do quadrilatero ABCD ser inscritivel. Disto decorre que OC = OD, isto é, O é um ponto da
mediatriz ¢ do segmento CD. Por outro lado, OA = OD e isto implica que O pertence 4 mediatriz
u do segmento AD. Temos entio que OD=0C=0A=0B=Re, consequentemente, que O
¢ um ponto comum as quatro mediatrizes r, s, t € u. Logo, O € o circuncentro do quadrildtero
ABCD.

A reciproca também € verdadeira. Sejam ABCD um quadrilatero qualquer e r, s, t €
u as mediatrizes dos lados AB, BC, CD e AD, respectivamente, de ABCD. Suponhamos que
as mediatrizes se intersectam em um unico ponto O. Segue entdo pela defini¢do de mediatriz
como lugar geométrico que OA = OB = OC = OD, ou seja, o ponto O equidista dos pontos A,
B, C e D ou, equivalentemente, O € o centro da circunferéncia que passa por A, B, C e D. Logo,

o quadrildtero ABCD ¢€ inscritivel.

24 O TEOREMA DE PTOLOMEU

Klaudios Ptolemaios, conhecido na nossa literatura como Claudio Ptolomeu ou sim-
plesmente Ptolomeu, viveu no antigo Egito por volta do ano 150 da era cristd. E considerado
por muitos historiadores como o dltimo dos grandes sdbios posteriores a Euclides e um dos

maiores gedmetras que atuaram na famosa Universidade de Alexandria.

Ptolomeu € conhecido por seus trabalhos em as-
tronomia, em especial pela Teoria Geocéntrica, segunda
a qual equivocadamente se considerava a Terra como o
centro do Universo. Essa teoria foi aceita pela Igreja Ca-
télica e permaneceu como um dogma por cerca de 1.400
anos, sendo a responsavel pelo julgamento de Galileu

Galilei (1564-1642), outro grande astrénomo, no Tribu-

nal da Santa Inquisicao.

Figura 2.17:  Cldudio Ptolo- No campo da geometria Euclidiana, Ptolomeu
meu (WIKIPEDIA, 2017b) desenvolveu notdveis traballhos que estdo presentes em
sua obra denominada Almagesto, também conhecida como Sintese matemdtica. Em particular,
um dos grandes trabalhos relacionados a Ptolomeu € a relagdo estabelecida entre os lados e as
diagonais de um quadrilétero inscritivel, conhecido na literatura como o teorema de Ptolomeu.

Contudo, segundo (GARBI, 2010), esse teorema recebeu o nome de Ptolomeu porque ele o
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empregou em vdrios trabalhos; € muito provavel que o verdadeiro descobridor tenha sido o
gedmetra e astronomo Hiparco (190 a.C.-120 a.C.), nascido em Nicéia e que também trabalhou

na Universidade de Alexandria.

Teorema 2.12 (Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel, o produto das medidas das diago-

nais é igual a soma dos produtos das medidas dos lados opostos.

Demonstracdo.

Sejam o quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia e o ponto E da diagonal

BD tal que BAE = CAD, conforme ilustrado na Figura 2.18.

B

Figura 2.18: Quadrilitero ABCD inscrito em uma circunferéncia e as diagonais AC e BD

De acordo com o Teorema 2.1, ACD = ABD e, portanto, os triangulos ACD e ABE sao

semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo). Decorre disto que:

CD AC.
BE AB’
AC.BE = AB.CD. (2.21)

Por outro lado, os tridngulos DAE e CAB também sdo semelhantes, porque ADE =
ACB pelo Teorema 2.1, e DAE = CAB por construgdo. Logo:
AD DE.
AC BC’
AC.DE = AD.BC. (2.22)
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Como BE + DE = BD, somando (2.21) e (2.22) concluimos que:

AC.BE +AC.DE = AB.CD+AD.BC;
AC.(BE +DE) = AB.CD +AD.BC;
AC.BD = AB.CD +AD.BC.

2.5 O TEOREMA DE BRAHMAGUPTA

Brahmagupta nasceu na India no ano 598 da
era crista e viveu na cidade de Ujain, onde desenvolveu
varios trabalhos relacionados a astronomia, aritmética e
geometria. Segundo (GARBI, 2010), Brahmagupta foi
um matemadtico notavel e um dos precursores da dlgebra
ao solucionar equacdes do segundo grau por um método
andlogo ao utilizado cinco séculos depois por Bhaskara
(1114-1185).

Brahmagupta escreveu quatro livros sobre as-

tronomia e matematica ao longo da vida, sendo Brah-
Figura 2.19: Brahmagupta (WIKI- masphutasiddhanta (A abertura do universo) o principal
PEDIA, 2017a) e pelo qual € reconhecido atualmente. Nessa obra, des-
creveu uma relacdo geométrica considerada até os dias de hoje a principal descoberta da geo-
metria hindu: o cédlculo da drea de um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia em fungao
da medida dos lados, uma generalizag¢do para quadrilateros do teorema de Heron para o célculo

da 4rea de um triangulo em funcdo das medidas dos lados.

Existem diversas demonstragdes para o teorema de Brahmagupta. Apresentamos a

seguir uma demonstragdo puramente algébrica, porém antes € necessario demonstrar trés lemas.

Lema 2.1. Em todo quadrildtero inscritivel em uma circunferéncia, a razdo entre as medidas
das diagonais é igual a razdo entre as somas dos produtos das medidas dos pares de lados que

partem de cada um dos vértices opostos.

Demonstracdo.

Sejam: o quadrilatero ABCD, inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio R; m

e n as medidas das diagonais BD e AC, respectivamente, de ABCD; os tridAngulos ABD e BCD
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inscritos na circunferéncia de centro O e raio R, como na Figura 2.20.

Figura 2.20: Diagonais m e n de um quadriladtero ABCD inscritivel em uma circunferéncia de
centro O e raio R

Nos tridangulos ABD e BCD, temos, de acordo com o Coroldrio 2.1, respectivamente

que:
adm = 4R.A(AABD); (2.23)

bem = 4R.A(ABCD). (2.24)

Os triangulos ABC e ACD também estao inscritos na circunferéncia de centro O e raio

R. Assim, pelo Coroldrio 2.1, temos respectivamente que:
abn = 4R.A(AABC); (2.25)
cdn =4R.A(AACD,). (2.26)
Somando (2.23) e (2.24), obtemos:
adm+ bem = 4R.A(AABD) +4R.A(ABCD);
m(ad + bc) = 4R (A(AABD) + A(ABCD)). (2.27)
Agora, somando (2.25) e (2.26), temos que:

abn+ cdn = 4R.A(AABC) +4R.A(AACD);
n(ab+cd) = 4R (A(AABC) + A(AACD)) . (2.28)
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Como A(AABD)+A(ABCD) = A(AABC)+ A(AACD), igualando (2.27) e (2.28) con-

cluimos que:

m(ad +bc) = n(ab+ cd);
m ab+cd

n  ad+bc’

(2.29)

O

Lema 2.2. Se ABCD ¢ um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia, de lados de medidas a,

b, c e d e diagonais m e n, entdo a medida de cada diagonal, em funcdo dos lados, é dada por

\/(ab+cd)(ac+bd) \/(ac+bd)(ad+bc)
m = eén— .
ad + bc ab+cd

A Figura 2.21 ilustra as hipéteses do Lema 2.2.

Figura 2.21: Diagonais m e n de um quadrildtero ABCD inscritivel em uma circunferéncia

Demonstracdo.

O Teorema 2.12 garante que:

mn =ac—+bd. (2.30)

Porém, pelo Lema 2.1, temos que:

m ab—+cd

n  ad+bc’

(2.31)
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Multiplicando membro a membro as igualdades (2.30) e (2.31), obtemos:

m ab+cd
—.m.n= bd
n ad-l-bc(ac+ )
2 (ab+cd)(ac+bd)
B ad + bc ’
(ab+ cd)(ac + bd)
= . 2.32
" \/ ad + bc ( )
Substituindo (2.32) em (2.29), concluimos que:
(ab+ cd)(ac + bd) B _
\/ wd + be (ad +bc) = n(ab+cd);
= +§§ )ﬁcf P (ad -+ be)? = n(ab + cd)
2 (ac+bd)(ad +bc)
B ab+cd ’
(ac+bd)(ad + bc)
= ) 2.33
" \/ ab+cd ( )
|

Lema 2.3. Se ABCD ¢é um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia de raio R, cujos lados
tém medidas a, b ,c e d e cuja diagonal BD tem medida m, entdo a medida do raio R, em fungdo

dos lados, é dada por

R— (ab+cd)(ac + bd)(ad + bc)
“\(@a+b+c—d)(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(at+b—c+d)

Demonstracdo.

Sejam ABCD um quadrilétero, inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio de
medida R, e BE o segmento perpendicular ao prolongamento do lado AD de ABCD, conforme

mostra a Figura 2.22.

Denotando BE = h e AE = k, aplicando o teorema de Pitdgoras nos tridngulos retin-

gulos AEB e BED, obtemos, respectivamente:

k=+a?—h (2.34)
m?> = h? + (d +k)*. (2.35)

Substituindo (2.34) em (2.35), temos que:
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Figura 2.22: Raio R do quadrilatero ABCD inscrito na circunferéncia de centro O

m = I+ [d+ (Va? )]
m* = h*+d*+2d\/ a* — 2 +a* — %,
m? = d*+2d~/ a®> — h? +da*;

m? —d® —a® = 2dv/ a® — 2

(m? —d? —a®)? = 4d*a® — 4d* . (2.36)

Ainda, no tridangulo ABD temos, de acordo com o Coroldrio 2.1, que:

adm
A(AABD) = —;

( ) 4R
dh B aa’m'
2 4R’

am

h=—;

2R

2Rh = am;
AR* K2 = azmz;
a*m?

(2.37)
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Substituindo (2.37) em (2.36), obtemos:

(m? —d* —a®)? = 4d*a® — 4d*h;

)
2 2 22 2 2 pa™m
—d°— =4d°a” —4d
(m* —d* —a)? = 4d’a i
4R%d%*a* — d*d?

2 2 2\2 .
(m*—d*—a”)" = 72 ;

R2(m2 4 az)z _ 4R2d2a2 — d2dPm?

R* [(m* — d* — a*)* — 4d*a*] = —d*a*

B a2d2m2

T 4d?a? — (m2 —d? —a?)?

2

(2.38)

(ab+cd)(ac+bd)

ad + bc
tituirmos m? em (2.38), vamos manipular algebricamente o denominador w de (2.38) a fim de

Como ja demonstrado no Lema 2.2, m? = . Porém, antes de subs-

simplificar os cdlculos. Primeiramente, observamos que o denominador de (2.38) € uma dife-

renga de dois quadrados. Assim:

w=4d*a® — (m* —d* —a*)?* = [2da— ( —d* - az)} [2da+ ( m?—d*—a )}
=[-m —l—d2+a +2da) . [2da+m® — d* — a*]
= [-m*+(a+d)*]. [m* — (a—d)*]. (2.39)
Substituindo m? = (ab + cd)(ac + bd) no fator —m? + (a+d)? de (2.39), obtemos:
ad + bc
it ()t = Lactbd)abred)
ad + bc
_ —a*bc—ac*d — ab*d — bed* + (ad + be) (a® + 2ad + d?)
B ad + bc
—a’bc — ac’d — ab*d — bed® + a*d
= +
ad +bc
2a’d? + ad® + a’be + 2abed + bed?
+
ad + bc
_ —ac*d —ab*d +a’d +2a*d* + ad® + 2abcd
B ad + bc
_ad(—c* —b*+a*+2ad + d* + 2bc)
N ad +bc
_ad[—(c—b)*+ (a+d)?
B ad + bc

_ad[(a+d+c—b)(a+d—c+b)]
N ad + bc ' (2:40)
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(ab+ cd)(ac+bd)

wd +be no fator m?> — (a —d)? de (2.39), obtemos:

Substituindo m? =

) » (ac+bd)(ab+cd) )
—(a—d)* = —(a—d
m”—(a—d) wd + be (a—d)
a’be +ac*d + ab*d + bed? + (ad + be) (—a® + 2ad — d?)
ad + bc
a’bc + ac*d + ab’*d + bed* — a’d
_|_
ad +bc
2a’d?> — ad® — a’bc +2abed — bed?
_|_
ad +bc
_ac*d+ab’d — a*d +2a*d* — ad® + 2abcd
B ad + bc
_ad(c?+b* —a® +2ad — d* + 2bc)
B ad+bc
_adl(e b~ (a—d)?]
B ad +bc
_ad[(c+b+a—d)(c+b—a+d)]

= . 2.41
ad + bc ( )

Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.39), temos que:

_ad[(c+b+a—d)(c+b—a+d)ad[(a+d+c—Db)(a+d—c+Db)]

B (ad + bc)(ad + be)

_ dd’[(c+b+a—d)(c+b—a+d)(a+d+c—b)(a+d—c+b)]
(ad + bc)? '

(2.42)

(ab+cd)(ac+bd)
ad + bc

2 (ab+cd)(ac +bd)
R ad + bc .
Ad[(c+b+a—d)(c+b—a+d)(a+d+c—b)(a+d—c+Db)]’
(ad + bc)?
5 (ab+ cd)(ac + bd)(ad + bc)

" [(c+b+a—d)(c+b—a+d)(a+d+c—b)(a+d—c+Db)]
. \/ (ab + cd)(ac + bd)(ad + bc)

Por fim, substituindo m? =

e (2.42) em (2.38), concluimos que:

9

[(a+b+c—d)(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)]| (2.43)

Com base nos lemas demonstrados, vamos provar o resultado principal desta secao.
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Teorema 2.13. (Brahmagupta) Se ABCD é um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia, de

lados de medidas a, b, c e d, entdo a drea de ABCD ¢é dada por

A(ABCD) =+/(p—a)(p—b)(p—c)(p—4d),

onde p é o semiperimetro de ABCD.

Demonstracdo.

Sejam ABCD um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio R,

cujos lados medem a, b, ¢ e d e cuja diagonal BD mede m, como ilustra a Figura 2.28.

Conforme demonstrado no Lema 2.1, especificamente em (2.27), temos que:

m(ad +bc) = 4R (A(AABD) + A(ABCD));

m(ad +bc) = 4R.A(ABCD); (2.44)
A(ABCD) = %w. (2.45)

Figura 2.23: Quadrildtero ABCD, de diagonal BD = m e lados a, b, ¢ e d, inscrito em uma
circunferéncia de centro O e raio R

Substituindo (2.32) e (2.43) em (2.45), obtemos:
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(ab+ cd)(ac+bd)
\/ wd +be (ad + bc)

(ab+ cd)(ac + bd)(ad + bc)
[(a+b+c—d)(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)]

A(ABCD) =

B
Q

(ab+ cd)(ac + bd)(ad + bc)?

1 ad + bc
=1 (ab + cd)(ac + bd)(ad + be) (2:46)

[(a+b+c—d)(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)]

= }1\/(a—i—b+c—d)(—a—|—b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d). (2.47)

Denotando o perimetro de ABCD por 2p = a+ b+ c+d, concluimos, a partir de (2.47),

que:

A(ABCD) = i\/ (2p —2d)(2p —2a)(2p —2b)(2p — 2c)

A(ABCD) = /24 (p—d) (p—a)(p—b)(p—c) 49)
= V- BP0 2.49)
=V(p—a)p-b)(p—c)(p—d). (2.50)

|

2.6 APLICACOES

Selecionamos cinco questdes que abordam as propriedades dos quadrildteros inscriti-
veis. Essas questdes foram extraidas do banco de questdes das provas nacionais da disciplina
Geometria I (MA13) do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROF-
MAT (MATEMATICA, 2010).

1. Questao 1

(MA13- AV1 - 2013 - Q4) O quadrildtero ABCD est4 inscrito em uma circunferéncia.
Seja M o ponto médio do arco CD, como mostra a Figura 2.24. Os segmentos MA e MB

cortam o lado CD em P e 0, respectivamente.

(a) Mostre que o quadrildtero ABQP € inscritivel.
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B

Figura 2.24: Quadrildtero ABCD inscrito na circunferéncia e o ponto médio M do arco CD

(b) Mostre que os angulos DA\Q e PBC sio iguais.

Solucao

(a) Como M ¢ ponto médio do arco CD, temos que os arcos MD e MC sao congruentes.
Assim, de acordo com o Teorema 2.1, MAD = MBC = o, conforme mostra a Figura

2.25.

Os angulos M QP e CQB sdo opostos pelo vértice e, portanto, sdo congruentes. Con-
siderando M QP = CQB =PBe BaQ = v, temos no tridngulo BCQ que:

o+ pB+y=180°
Y=180°—a—p. (2.51)

Ainda, o quadrildtero ABCD esta inscrito na circunferéncia. Dessa forma, seus an-
gulos opostos sdo, segundo o Teorema 2.9, suplementares. Assim, considerando

MXQ =0e BA\Q = o, temos em ABCD que:

Y+ a+60+w=180°. (2.52)
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Figura 2.25: Diagonais AQ e BP do quadrilitero ABQP

Substituindo (2.51) em (2.52), obtemos:

1830°—a—B+a+06+w=180°
B=0+aw. (2.53)

Por fim, como PQB € o suplemento de C QB = 3, temos que:
POB = 180° — . (2.54)

Somando os angulos opostos PABe PQB do quadrildtero ABQP, concluimos, usando
(2.53) e (2.54), que:

PAB+POB = 6 + 0+ 180° — 8;
PAB+ POB = 3 + 180° — 3;
PAB+ PQB = 180°.

Logo, pelo Teorema 2.9, o quadrilatero ABQP € inscritivel.

(b) Sejam DXQ = o+ 0 e PBC = a+ A. Conforme demonstrado em (a), o quadrila-
tero ABQP € inscritivel e, segundo o Teorema 2.10, 6 = A. Concluimos assim que

DA\Q — 0+ 60 e PBC=aqa+Asio angulos congruentes.
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2. Questao 2

(MA13-AV1-Q3-2013) Seja ABC um tridngulo qualquer. Desenhe exteriormente a ABC
os tridngulos equilateros ABD e ACE.

(a) Mostre que DC = BE.

(b) Sendo F o ponto de intersec¢do de DC e BE, mostre que o quadrilitero ADBF é

inscritivel.

(c) Mostre que AFB=BFC = CFA = 120°.

Solucao

A Figura 2.26 ilustra a construcao dos tridngulos equildteros ABD e ACE.

Figura 2.26: Triangulos equilateros ABD e ACE

(a) Seja BAC = o. Dessa forma, como os triangulo ACE e ABD sdo equildteros e seus
angulos internos sdo todos iguais a 60°, os tridngulos CDA e EBA sido congruentes
pelo caso LAL (lado-angulo-lado), uma vez que AB = AD, EAB = CAD = 60° + «
e AC = AE. Da congruéncia decorre que DC = BE.

(b) Do item (a), temos que os tridngulos CDA e EBA sdo congruentes, o que implica

em EBA = ADC. Assim, como AB e DF sio as diagonais do quadrildtero ADBF,

pelo Teorema 2.10 o quadrildtero ADBF € inscritivel em uma circunferéncia.
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(c) Como o quadriladtero ADBF € inscritivel, segundo o Teorema 2.9 seus angulos opos-

tos sdo suplementares. Assim:

ADB+ AFB = 180°;
60° +AFB = 180°;
AFB = 180° — 60°;
AFB = 120°. (2.55)

Os angulos AEB e ACF sio congruentes, pois os tridngulos CDA e EBA sdo congru-
entes. Como os segmentos AC e EF sdo as diagonais do quadrildero AECF, temos

pelo Teorema 2.10 que AECF € inscritivel. Logo, pelo Teorema 2.9 temos que:

AEC+CFA = 180°;
60° +CFA = 180°;
CFA = 180° — 60°;
CFA = 120°. (2.56)

Em torno do ponto F temos
AFB+CFA+BFC = 360°. (2.57)
Substituindo (2.55) e (2.56) em (2.57), obtemos:
BFC = 120°. (2.58)
De (2.55), (2.56) e (2.58), concluimos que AFB = BFC = CFA = 120°.

3. Questao 3

(MA13-AV1-Q4-2011) No tridngulo ABC, B = 68° e C = 40°, AD e BE sio alturas, M é
médio de BC e N é médio de AC. Calcule os angulos DNM e EDN.

Solucio

Como M e N sido os pontos médios de BC e AC, respectivamente, MN & a base média
do tridngulo ABC, ou seja, MN I AB e consequentemente os tridangulos CMN e CBA
sdo semelhantes. Logo, NMC = 68°, portanto, MNC = BAE = 180° — 68° — 40° = 72°.
O segmento DN é a mediana relativa a hipotenusa AC do tridngulo ADC e, portanto,
DN = AN = CN e o tridngulo DNC é is6sceles de base DC. Disto resulta que NDC =
NCD = 40°. Ainda, como NMC = 68° é um angulo externo do tridngulo DNM, temos
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C

Figura 2.27: Triangulo ABC e os angulos DNM = a.e EDN = f3

pelo Teorema 2.5 que:
DNM +NDC = NMC;
DNM +40° = 68°;
DNM = 68° —40°;
DNM = 28°.
Por outro lado, o quadrildtero AEDB € inscritivel pelo Teorema 2.10 e isto implica em
ABE = ADE. Temos ento no triangulo BAE que:

ABE = ADE = 180° — 90° — 72°;
ADE = 18°. (2.59)

Por fim, temos que:
ADE + EDN + 40° = 90°. (2.60)

Substituindo (2.59) em (2.60), obtemos:

18° + EDN +40° = 90°;
EDN = 90° — 40° — 18°;
EDN = 32°.

Concluimos entao que DNM = 28° ¢ EDN = 32°.
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4. Questao 4

(MA13-AV1-Q5-2012) A Figura 2.28 mostra o triangulo acutangulo ABC inscrito na cir-
cunferéncia de centro O. A reta BD é perpendicular em D 2 AC e encontra a circunferéncia
em M. A reta CE é perpendicular em E 2 AB e encontra a circunferéncia em N. As alturas

BD e CE intersectam-se em H, ortocentro do triangulo.

M

Figura 2.28: Triangulo acutangulo ABC inscrito na circunferéncia de centro O

(a) Mostre que HD = DM.

(b) Mostre que MN é perpendicular a OA.
Solucio

(a) Primeiramente, o quadrildtero ABCM est4 inscrito na circunferéncia. Logo, ABM =
ACM e os triangulos BEH e M DC sao semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo),
0 que implica em EHB = DMC. Como os angulos EHB e DHC sio opostos pelo
vértice, temos que EHB = DHC. Disto concluimos que os tridngulos retangulos
HCD e CDM sao congruentes pelo caso ALA, (angulo-lado-angulo oposto) e, con-

sequentemente, HD = DM.

(b) Como os arcos AN e AM subentendem angulos inscritos congruentes, segue que

AN = AM. Logo, o ponto A equidista de M e N assim como o ponto O, centro da
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circunferéncia. Portanto, A e O pertencem a mediatriz do segmento MN, isto &, OA

é perpendicular a MN.

5. Questao 5

(MA13-AV1-Q5-2011) O triangulo equilatero ABC esta inscrito em uma circunferéncia
e P é um ponto qualquer do menor arco BC. Prove que PA = PB + PC (isto é, que a

distancia de P ao ponto A € igual a soma das distancias de P aos pontos B e C).
Sugestdo: Considere um ponto D sobre PA tal que PD = PB.
Solucao

Como o quadrilatero PBAC estd inscrito na circunferéncia, conforme ilustrado na Figura

2.29, aplicando o Teorema 2.12 (Ptolomeu) obtemos:

PB.AC+ PC.AB = PA.BC. (2.61)
Porém o tridngulo ABC é equilatero, ou seja, AC = AB = BC. Desse modo, podemos

reescrever (2.61) como:

Figura 2.29: Triangulo equildtero ABC inscrito em uma circunferéncia
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Solucdo Alternativa
Seja o ponto D pertencente a PA tal que PD = PB, como na Figura 2.29.

Temos assim que PA = PD +AD. O triangulo ABC é equildtero e estd inscrito na circun-
feréncia. Isto implica que ACB = 60° e, consequentemente, BPA = 60° de acordo com o
Teorema 2.1. No tridngulo BPD, PB = PD e BPA = 60°, tem-se que o tridngulo PBD é
equilatero. Como BDA é 0 suplemento de BDP, segue entao que BDA = 120°. Por outro
lado, pelo Teorema 2.1, temos que APC = ABC = 60° e PCB = PAB. Assim, ABD = PBC
e os triangulos CPB e ADB sao congruentes pelo caso ALA (dngulo-lado-angulo). Disto
resulta que AD = PC e que PA = PD+AD = PB+PC.
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3 O TEOREMA DE SIMSON-WALLACE

Neste capitulo, exploramos o teorema de Simson-Wallace, também conhecido na lite-
ratura como a reta de Simson. Para tanto, descrevemos inicialmente um pouco da histéria de
Robert Simson (1687-1768) e de William Wallace (1768-1843) e, em seguida, demonstramos o
teorema de trés maneiras diferentes: utilizando quadrilateros inscritiveis, o teorema de Mene-
laus e o paralelismo entre retas. Para finalizar, apresentamos algumas propriedades interessantes
da reta de Simson-Wallace e trés aplicacdes: a desigualdade de Ptolomeu, a circunferéncia de

Feuerbach e o deltéide de Steiner.

3.1 ROBERT SIMSON

Nascido em West Kilbride, Escocia, em 14 de outu-
bro de 1687 e falecido em 1 de outubro de 1768 em Glasgow,
Escécia. Simson ingressou na Universidade de Glasgow como
estudante aos quatorze anos, desenvolvendo seus estudos em
teologia, linguas orientais e botanica. Contudo, para o jovem
Simson, esses eram ramos do conhecimento inconcludentes e

especulativos.

Simson supostamente frequentou a universidade como

Figura 3.1: Robert Sim- estudante por aproximadamente oito anos, de 1702 a 1710, e
son (UK, 2018a) foi nesse periodo que conheceu uma das obras primas da ma-

tematica: o livro “Os elementos” de Euclides. Em 1710, foi
convidado a assumir o cargo de professor na Universidade de Glasgow, porém, antes disso, via-
jou para Londres na Inglaterra, onde manteve contato com importantes matematicos da época,
dentre eles Edmond Halley (1656-1742), o qual sugeriu a Simson que dedicasse seus talentos a

restaurar trabalhos antigos de geométras gregos, tais como Euclides e Apolonio de Perga.

Segundo (COXETER, 1969), Robert Simson contribuiu significativamente para a geo-

metria, mas ndo ha nenhum registro em seus escritos sobre a reta que leva o seu nome. Ainda
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de acordo com (COXETER, 1969), a reta conhecida como reta de Simson foi descoberta por

William Wallace em 1797.

3.2 WILLIAM WALLACE

Nascido em 1768 na cidade escocesa de Dysart, Wal-
lace trabalhou como encadernador, e até completar onze anos,
ndo possuia uma escolaridade formal, apenas conseguia realizar

operacdes aritméticas basicas ensinadas por seu pai.

Em 1789, mudou-se, juntamente com sua familia, para
a capital Edimburgo e 14, apesar de ndo ser aluno, participava
de aulas de matematica na Universidade de Edimburgo, onde se

observou que Wallace tinha um grande talento para a matema-

Figura 3.2: William Wal- tica. Somente em 1819 foi nomeado professor de matematica
lace (UK, 2018b) na Universidade de Edimburgo, sendo que entre sua chegada a
cidade e a ocupagdo de uma cadeira na universidade, Wallace

trabalhou como professor de matemadtica em diversos locais.
3.3 DEMONSTRACOES

Definicao 3.1 (Triangulo pedal). Sejam ABC um tridngulo qualquer, P um ponto ndo perten-
cente as retas suportes dos lados de ABC, e D, E e F os pés das perpendiculares baixadas de P
sobre as retas suportes dos lados BC, AC e AB, respectivamente. O tridngulo de vértices D, E

e F é o triangulo pedal de P em relacdo a ABC.

A Figura 3.3 ilustra o tridngulo pedal construido segundo a Defini¢do 3.1.

Segundo (NETO, 2013), um triangulo é degenerado quando seus vértices sao colinea-
res. Particularmente, o tridngulo pedal DEF é degenerado quando os pontos D, E e F sdo

colineares.

Proposicao 3.1. Sejam um tridngulo ABC e um ponto P ndo situado sobre as retas suportes dos

lados de ABC. Se DEF é o triangulo pedal de P em relacdo ao triangulo ABC, entdo:
DE = PC.sen(BCA);

EF = PA.sen(BAC);
FD = PB.sen(CBA).
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B C D

Figura 3.3: Tridngulo pedal DEF do ponto P em relagd@o ao tridngulo ABC

Demonstracdo.

Temos duas situagdes distintas a considerar: P pertence ao exterior do tridngulo ABC
ou P se encontra no interior do tridngulo ABC. Sem perda de generalidade, vamos analisar o
caso em que P ¢ exterior ao tridngulo ABC e estd na regido angular £ ABC, conforme a Figura

3.3, sendo a demonstra¢do dos demais casos inteiramente andloga.

No quadrildtero PECD, temos que PEC = PDC = 90°. Logo, PC é um didmetro da
circunferéncia que circunscreve o triangulo ECD e, conforme o Teorema 2.9, PECD é inscritivel

nessa mesma circunferéncia. Aplicando o Teorema 2.8 no tridngulo DEC, obtemos:

———=PC. (3.1

Como ECD = 180° —BéA, temos que:

sen(ECD) = sen(BCA). (3.2)

Substituindo (3.2) em (3.1), concluimos que DE = ﬁ.sen(BCA’A).

A demonstragio dos casos EF = PA.sen(BAC) e FD = PB.sen(CBA) é andloga.

O

Teorema 3.1 (Simson-Wallace). Sejam um tridngulo ABC e um ponto P ndo situado sobre
as retas suportes de seus lados. Se o ponto P pertence a circunferéncia que circunscreve o

triangulo ABC, entdo o tridngulo pedal de P em relagdo a ABC é degenerado.
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A Figura 3.4 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 3.1. Nessa figura, a reta s que
passa pelos vértices D, E e F do tridngulo pedal degenerado é denominada reta de Simson-

Wallace de polo P em relacdo ao triangulo ABC.

Figura 3.4: Hipoteses e tese do Teorema 3.1

3.3.1 VIA QUADRILATERO INSCRITIVEL

A primeira demonstra¢do do teorema de Simson-Wallace que apresentamos € a de-
monstracdo classica baseada nas condi¢des de inscricdo de um quadrildtero em uma circunfe-

réncia - Teoremas 2.9 e 2.10.
Demonstragao.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o ponto P estd situado na regiao angular
Z ABC, conforme ilustrado na Figura 3.4. Sejam D, E e F os pés das perpendiculares baixadas
de P aos lados BC, AC e AB, respectivamente. Como PFA + PEA = 180°, entdo, segundo o
Teorema 2.9, o quadrildtero PFAE € inscritivel em uma circunferéncia. Por outro lado, como
PEC = PDC = 90°, 0 Teorema 2.10 garante que o quadrildtero PEDC também € inscritivel.
Ainda, como P pertence a circunferéncia que circunscreve o tridngulo ABC, temos em torno do

ponto P, as seguintes relacdes angulares:

APC = APD + DPC; (3.3)
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DPF = APD + APF. (3.4)
Subtraindo (3.4) de (3.3), obtemos:
APC — DPF = APD + DPC — APD — APF;

APC — DPF = DPC — APF. (3.5)

De acordo com o Teorema 2.10, temos nos quadrilateros inscritiveis PEDC e PFAE
que
DPC = DEC (3.6)

APF = AEF. (3.7)
Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5), temos que:

APC — DPF = DEC — AEF. (3.8)

Como o quadrilatero ABCP esta inscrito na circunferéncia que circunscreve o tridngulo

ABC, temos pelo Teorema 2.9 que:

APC +ABC = 180°. (3.9)

Analogamente, o quadrilatero BF PD € inscritivel e

DPF +ABC = 180°. (3.10)

De (3.9) e (3.10) concluimos que APC ¢ DPF possuem o mesmo suplemento ABC,
sendo, portanto, congruentes. Em (3.8), APC = DPF implica em DEC = AEF. Assim, DEC e

AEF sio angulos opostos pelo vértice e, portanto, D, E e F sdo colineares.

O

Teorema 3.2 (Reciproco do teorema de Simson-Wallace). Em um tridngulo ABC, se os pés das
perpendiculares baixadas de um ponto P, ndo pertencente as retas suportes dos lados de ABC,
aos trés lados de ABC sdo colineares, entdo o ponto P pertence a circunferéncia circunscrita a

ABC.

Demonstragdo.

Sejam D, E e F os pés das perpendiculares tracadas a partir do ponto P respectiva-
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mente aos lados AC, BC, AB do triangulo ABC e CG || EP, conforme mostra a Figura 3.5. O

quadrilatero PFAD €, de acordo com o Teorema 2.9, inscritivel em uma circunferéncia. Logo,

APF = ADF = . (3.11)

®

Figura 3.5: Hipoéteses e tese do Teorema 3.2
Ainda, o quadrilatero PDEC €, conforme o Teorema 2.10, inscritivel e, portanto,

EDC = EPC. (3.12)

Como, por hipétese, os pontos D, E e F sdo colineares, temos entdo que ADF e EDC

sdo angulos opostos pelo vértice D e

ADF = EDC = 3. (3.13)

De (3.11), (3.12) e (3.13) decorre que APF = EDC = EPC = B. Assim,

BAP =180° — (90° — B) = 90° + 8

BCP = 180° — (90° + B) = 90° — B.
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Logo, BAP ¢ BCP sio angulos suplementares e, portanto, pelo Teorema 2.9, o quadri-
latero BAPC ¢ inscritivel, isto é, o ponto P pertence a circunferéncia circunscrita ao tridngulo
ABC.

3.3.2 VIA TEOREMA DE MENELAUS

De acordo com (KAY, 2011), muitos teoremas da geometria ndo podem ser desenvol-
vidos adequadamente sem o conhecimento de um resultado creditado a Menelaus de Alexandria
por volta de 100 d.C. Esse resultado diz respeito a colinearidade de pontos e atualmente € conhe-
cido como teorema de Menelaus. Nesta segunda demonstracao do teorema de Simson-Wallace,
apesar do uso fortemente presente da condi¢do de inscri¢do de um quadrildtero, o teorema de
Menelaus desempenha um papel fundamental na abordagem final da prova. Apresentamos o

teorema de Menelaus - Teorema A.1 - no Apéndice deste trabalho.
Demonstracdo.

Seja o ponto P pertencente a circunferéncia que circunscreve o tridngulo ABC. A
partir de P, baixamos as perpendiculares PD = a, PE = b e PF = c, relativas respectivamente

aos lados BC, AB e AC do tridngulo ABC, conforme ilustra a Figura 3.6.

F
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Figura 3.6: Ponto P pertencente a circunferéncia que circunscreve o tridngulo ABC
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Como o quadrilatero PACB esta inscrito na circunferéncia, o Teorema 2.9 garante que

os angulos opostos desse quadrildtero sao suplementares. Em particular,

PBC + PAC = 180°. (3.14)

Contudo,
PAC = 180° — PAF. (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.14), concluimos que PBC = PAF.

Ainda, pelo Teorema 2.10 temos que PBA = PCF e PCB = PAB. Assim, pelo caso
de semelhanca de tridngulos AA (angulo-angulo) e adotando como direcdo positiva aquela que

percorre o perimetro do tridngulo ABC de A para B, B para C e de C para A, constatamos que:

PD DC

APDC ~ APEA — —— — — - 2. (3.16)
PE AE b
PF FA

APFA ~ APDB —> — — -2 _ €. (3.17)
PD DB a
PE EB
PFFC ¢

Empregando (3.16), (3.17) e (3.18), concluimos que:

ou seja, o teorema de Menelaus - Teorema A.1 - € satisfeito e, portanto, os pontos D, E, e F' sdo

colineares.

3.3.3 VIA PARALELISMO ENTRE RETAS

Nesta terceira e ultima demonstracdo do teorema de Simson-Wallace, faremos uso de
varios resultados do segundo capitulo deste trabalho e, como nas provas anteriores, a utilizagdo
do quadrildtero inscritivel se encontra presente. Apresentamos a seguir duas formas para a

demonstracao via paralelismo.
Forma 1
Demonstragao.

Seja o ponto P pertencente a circunferéncia que circunscreve o tridangulo ABC. A partir
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do ponto P, baixamos as perpendiculares PD, PE e PF, relativas respectivamente aos lados BC,

AC e AB do triangulo ABC, conforme mostra a Figura 3.7.
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Figura 3.7: Retas paralelas DE e GA

Como os angulos PEC e PDC sio retos, temos, pelo Teorema 2.10, que PCDE ¢é
inscritivel e PC é um didmetro da circunferéncia que passa pelos pontos D e E. Os angulos
inscritos PCE e PDE subentendem o mesmo arco PE da circunferéncia que circunscreve o
triangulo PCE. Logo,

PCE = PDE. (3.19)

Por outro lado, os angulos PCE e PGA, onde G é o ponto de intersec¢do do prolonga-
mento do segmento PD com a circunferéncia que circunscreve o tridngulo ABC, subentendem
o mesmo arco PA da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, como mostra a Figura 3.7.
Assim,

PCE = PGA. (3.20)

De (3.19) e (3.20), temos que PDE = PGA. Dessa forma, as retas DE e GA sdo

paralelas, pois intersectadas pela reta PG formam angulos correspondentes congruentes.

Ainda, o quadrilatero PABG estd inscrito na circunferéncia que circunscreve o tridngulo
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ABC. Entao, conforme o Teorema 2.10,

PGA = PBA = PBF. (3.21)

Porém, temos segundo o Teorema 2.9 que o quadrildtero PDBF também € inscritivel,
0 que implica em

PBF = PDF. (3.22)

De (3.21) e (3.22), temos que PDF = PGA. Logo, as retas DF e GA sdo paralelas

porque formam angulos correspondentes congruentes quando intersectadas pela reta PG.

Sy
Como DE | GA e DF || GA, concluimos entdo que os pontos D, E e F sdo colineares.

O

Forma 2
Demonstracdo.

Suponhamos que o ponto P pertenga a circunferéncia & que circunscreve o triangulo
ABC e que a reta PD seja tangente a @ em P e perpendicular em D ao prolongamento do lado
BC, conforme ilustra a Figura 3.8. Sejam D, G e H os pés das perpendiculares baixadas do ponto
P, respectivamente aos lados BC, AC e AB do triangulo ABC. Como os angulos PDC e PGC sio
retos, entdo, de acordo com o Teorema 2.10, os pontos D e G estdo na mesma circunferéncia A

de didmetro PC.

Figura 3.8: Angulo de segmento F PA relativo a circunferéncia o
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Agora, consideremos na reta PD um ponto F distinto de P e de D. Conforme ilustrado
na Figura 3.8, o angulo F PA éum angulo de segmento relativo a circunferéncia o e, de acordo
com o Teorema 2.2, sua medida € igual a metade da medida do angulo central definido pelo arco
menor AP. Por outro lado, o angulo PCA é um angulo inscrito na circunferéncia o e também

tem abertura igual ao arco menor AP. Assim,

FPA = PCA. (3.23)

Na circunferéncia A, os angulos inscritos PCA e PDG subentendem o mesmo arco PG.
Logo,
PCA = PDG. (3.24)

Comparando (3.23) e (3.24), concluimos que F PA = PDG e, portanto, as retas PA e
DG sdo paralelas porque determinan angulos correspondentes congruentes com a reta PD.
Por fim, como o quadrildtero PHBD esta, segundo o Teorema 2.9, inscrito na circun-

feréncia B3, segue pelo Teorema 2.1 que:

PDH = PBH = PBA. (3.25)

Por outro lado, temos na circunferéncia o que PBA é um angulo inscrito que suben-
tende 0 arco menor AP ¢ FPA é um angulo de segmento que também subentende o menor arco
AP. Assim,

PBA = FPA. (3.26)

Comparando (3.25) e (3.26), concluimos que PDH=F ﬁA, ou seja, as retas PA e DH

sdo paralelas porque determinam angulos correspondentes congruentes com a reta F'D.

Como PA | DéePA I DH , concluimos entdo que os pontos D, G e H sdo colineares.

O

3.4 PROPRIEDADES DA RETA DE SIMSON-WALLACE

Nesta secdo apresentamos trés importantes teoremas relacionados a reta de Simson-
Wallace: o primeiro trata do angulo formado entre duas retas de Simson-Wallace; o segundo
mostra a relacio existente entre o ortocentro de um triangulo inscrito em uma circunferéncia e

a reta de Simson-Wallace; o terceiro define a reta de Steiner, paralela a reta de Simson-Wallace.
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3.4.1 ANGULO ENTRE DUAS RETAS DE SIMSON-WALLACE

Lema 3.1. Sejam P um ponto pertencente a circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC e
r a reta de Simson-Wallace que possui P como polo e intersecta o lado BC de ABC no ponto X.

Se o prolongamento do segmento PX intersecta a circunferéncia no ponto Q, entio AQ || r.

A Figura 3.9 ilustra as hipoteses e a tese do Lema 3.1.

Figura 3.9: Segmento AQ paralelo a reta r de Simson-Wallace

Demonstracdo.

Sejam os pontos X, Y e Z os pés das perpendiculares baixadas do ponto P respectiva-

mente aos lados BC, AC e AB do tridangulo ABC, como na Figura 3.10.

No quadrilatero PXBZ, PZB —|—P)? B = 180°. Assim, de acordo com o Teorema 2.9,
PXBZ ¢ inscritivel. Como os pontos P, X, B e Z pertencem a mesma circunferéncia, segue do
Teorema 2.1 que

PBZ = PXZ. (3.27)

Observando agora a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, temos, de acordo
com o Teorema 2.1, que
PBA = PQA. (3.28)
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Figura 3.10: Reta AQ paralela a reta de Simson-Wallace

Como PBA e PBZ sio angulos congruentes, ou seja,
PBA = PBZ, (3.29)

concluimos de (3.27), (3.28) e (3.29) que PQA = P)/(\Z, e, portanto, a reta r de Simson-Wallace

¢ paralela ao AQ, pois estes determinam com a reta PQ angulos correspondentes congruentes.

O

Teorema 3.3. Se P e Q sdo dois pontos pertencentes a circunferéncia circunscrita a um tridn-
gulo ABC, entdo o angulo formado entre as retas de Simson-Wallace que possuem os pontos P

e Q como polos é congruente ao dangulo inscrito PAQ do menor arco PQ.

A Figura 3.11(a) ilustra as hipoteses e a tese do Teorema 3.3.
Demonstragao.

Sejam D e E os pés das perpendiculares baixadas respectivamente de P e de 0 em

relagdo ao lado BC do tridngulo ABC, conforme ilustrado na Figura 3.11(b).

Prolongando as perpendiculares PD e QF, estas intersectam a circunferéncia circuns-
crita ao tridangulo ABC nos pontos R e S, respectivamente. De acordo com o Lema 3.1, a reta

r de Simson-Wallace com polo em P ¢é paralela ao segmento AR, enquanto que a reta s de
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Simson-Wallace com polo em Q € paralela ao segmento AS.

Temos entdo, pelas propriedades de retas paralelas intersectadas por uma reta transver-
sal, que E UD = RAS. Como PR e OS sio cordas da circunferéncia, com PR | OS, concluimos

que os arcos PQ e RS sdo congruentes e, portanto, RAS = PXQ =EUD.

(b)

Figura 3.11: (a) Angulo formado entre as retas e s de Simson-Wallace; (b) segmentos PD e
QE perpendiculares ao lado BC do triAngulo ABC

O

Corolario 3.1 (Teorema 3.3). Duas retas de Simson-Wallace para um determinado tridngulo
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sdo perpendiculares se, e somente se, os seus polos estdo em extremidades opostas de um

diametro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

3.4.2 ORTOCENTRO DO TRIANGULO INSCRITO

Teorema 3.4. Se H é o ortocentro de um triangulo ABC e P é um ponto da circunferéncia
circunscrita a ABC, entdo o ponto médio do segmento PH pertence a reta de Simson-Wallace

do triangulo ABC com polo em P.

A Figura 3.12 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 3.4.

B

Figura 3.12: Relagdo entre o ortocentro H do tridngulo ABC e a reta r de Simson-Wallace

Demonstracdo.

Sejam AF e BT as alturas do tridngulo ABC relativas, respectivamente, aos lados BC
e AC, e X o pé da perpendicular baixada do ponto P ao lado BC de ABC. A reta r de Simson-
Wallace com polo em P intersecta PH em M. Prolongando AF e PX, estes intersectam a cir-

cunferéncia em E e Q, respectivamente, conforme mostra a Figura 3.13.

Além disso, tracamos a corda PE que intersecta o lado BC do tridAngulo em D e prolon-
gamos HD até a intersec¢iio com a reta PQ em R. Como F é o pé da perpendicular da altura AF,
segue que F pertence a circunferéncia de nove pontos - Teorema 3.7. Assim, pelo Teorema A .4,

F € o ponto médio do segmento HE, pois a circunferéncia de nove pontos é o lugar geométrico
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Figura 3.13: Segmento PH e a reta r de Simson-Wallace

formado por todos os pontos médios dos segmentos de extremos no ortocentro do tridngulo
ABC e na circunferéncia que circunscreve ABC. Desta forma, o tridngulo HDE € isOsceles de
base HE. Como PQOA e PEA subentendem o mesmo arco PA, POA = PEA, e RHE = PRH,

pois s@o angulos alternos internos em relacao a reta HR.

A reta de Simson-Wallace com polo em P &, segundo o Lema 3.1, paralela a AQ.
Segue entdo que RHE = PQA = PXM, isto é, HR | AQ e, assim, temos que HR || XM. Ainda,
observamos que os tridngulos X PD e X RD sdo congruentes pelo caso ALA,, (dngulo-lado-angulo
oposto) e, portanto, XP = XR, ou seja, X é ponto médio de PR. Por fim, os tridngulos PXM e

PHR s@o semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo) na razdo 1 : 2 e disso segue imediatamente

que PM = — > ou equivalentemente, M é ponto médio de PH.

3.4.3 A RETA DE STEINER

Teorema 3.5 (A reta de Steiner). Os pontos simétricos de um ponto P, pertencente a circunfe-
réncia circunscrita a um triangulo ABC, em relacdo aos lados desse triangulo, sdo colineares

e pertencem a reta de Steiner, paralela a reta de Simson-Wallace com polo em P.

Demonstragdo.

Sejam P um ponto da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC e D, E, F os pés
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Figura 3.14: Reta r de Simson-Wallace e a reta s de Steiner

das perpendiculares baixadas de P respectivamente aos lados BC, AC e AB de ABC. Como ji
demonstrado no Teorema 3.1, os pontos D, E e F sao colineares. A reta r que passa por esses

pontos € a reta de Simson-Wallace.

Consideremos os pontos K, L e M, simétricos do ponto P em relacdo aos lados AB,AC
e BC do triangulo ABC, conforme ilustra a Figura 3.14. Como os pontos F, E e D sio pontos
médios dos segmentos PK, PL e PM, respectivamente, entio ED é a base média do triAngulo
PLM e, portanto, ED || LM. Analogamente, FE € a base média do tridngulo PKL e disso resulta
FE || KL. Concluimos entdo que os pontos K, L e M sdo colineares e a reta s que passa pelos

mesmos € paralela a reta r de Simson-Wallace.

3.5 APLICACOES

Para finalizar o capitulo, elencamos trés importantes aplicacdes do teorema de Simson-

Wallace.
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3.5.1 A DESIGUALDADE DE PTOLOMEU

No segundo capitulo deste trabalho, demonstramos o Teorema 2.12, uma consequéncia
imediata dos quadrildteros inscritiveis, conhecido como o teorema de Ptolomeu. Demonstramos

agora a generalizacdo do teorema de Ptolomeu fazendo uso do teorema de Simson-Wallace.

Teorema 3.6 (A desigualdade de Ptolomeu). Se ABCD ¢é um quadrildtero de diagonais AC e
BD, entdo

AC.BD < AB.CD+AD.BC,
ocorrendo a igualdade somente se o quadrildtero ABCD estiver inscrito em uma circunferéncia.

Demonstracdo.

Sejam os pontos E, F e G os pés das perpendiculares baixadas do vértice D respecti-
vamente 2 diagonal AC, ao prolongamento do lado AB e ao lado BC, conforme mostra a Figura
3.15.

Figura 3.15: A desigualdade de Ptolomeu

Temos da Proposicao 3.1 que

GE

———— =CD, (3.30)
sen(BCA)

e, aplicando o Teorema 2.8 ao tridngulo ABC, obtemos

—~__ —D2R, (3.31)
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sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Assim, como sen(BCA) é um

termo comum as igualdades (3.30) e (3.31), temos que:

—— CD.AB
GE = 3.32
R (3.32)
Analogamente, concluimos que
— AD.BC
EF = 3.33
R (3.33)
e — —
—— BD.AC
GF = 3.34
R (3.34)

Supondo que o quadrildtero ABCD ¢ inscritivel, de acordo com o Teorema 3.1 os pon-

tos E, F, e G sado colineares. Logo:

GF =EF +GE. (3.35)

Substituindo (3.32), (3.33) e (3.34) em (3.35), concluimos que:
BDAC AD.BC N CD.AB
2R 2R 2R
AC.BD = AB.CD +AD.BC.

Caso contrdrio, isto €, se o quadrildtero ABCD nao for inscritivel, os pontos E, F e G

ndo sdo colineares e entdo, pela desigualdade triangular, temos que:

GF < EF +GE;
BD.AC _ AD.BC N CD.AB
2R 2R 2R °
AC.BD < AB.CD+AD.BC.

3.5.2 A CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

Uma importante relagdo existente entre duas retas de Simson-Wallace é que o ponto
de interseccdo dessas retas, quando existe, se encontra exatamente na circunferéncia de nove
pontos, também conhecida como circunferéncia de Feuerbach em homenagem a Karl Wilhelm
von Feuerbach (1800-1834).
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Teorema 3.7 (Circunferéncia de nove pontos). Em um tridngulo ABC, os pés das alturas, os
pontos médios dos lados e os pontos médios dos segmentos que tém por extremidades os vértices
e o ortocentro de ABC, pertencem a uma mesma circunferéncia, denominada circunferéncia de

nove pontos.

Demonstragdo.

Sejam: M, M e M, os pontos médios dos lados BC, AB e AC, respectivamente, do
triangulo ABC; D, E, F os pés das alturas relativas aos lados BC, AB e AC, respectivamente;
P, Q e R os pontos médios dos segmentos AH, BH e CH, respectivamente; H o ortocentro do
triangulo ABC, conforme ilustra a Figura 3.16. Temos entdo os nove pontos P, E, M, Q, D, M,

R, M; e F e precisamos provar que todos pertencem a uma mesma circunferéncia.

Figura 3.16: Circunferéncia de nove pontos

Primeiramente, conforme ja demonstrado no Teorema 2.7, existe uma unica circunfe-
réncia que passa pelos pontos M, M; e M. Como M e M, sio pontos médios dos lados BC e
AC, respectivamente, segue que os tridngulos CMM, e CBA sio semelhantes narazdo 1:2 e o
segmento MM, é paralelo ao lado AB. Assim, MM, = BM,. No tridngulo retingulo ADB, DM
¢ a mediana relativa a hipotenusa. Logo, DM| = BM; e, consequentemente, DM = MM,. As-
sim, o quadrildtero DMM,M, é um trapézio isésceles de bases DM e M{M,, conforme mostra

a Figura 3.17.

Como os angulos opostos sdo suplementares, o trapézio DMM,M; é, conforme o Teo-
rema 2.9, inscritivel e, portanto, o ponto D pertence a circunferéncia que passa pelos pontos M,
M, e M;. Podemos provar de forma andloga que os pontos E e F, pés das outras duas alturas

do tridngulo ABC, também pertencem a essa circunferéncia.
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Figura 3.17: Trapézio is6sceles de bases DM e MM,

Resta-nos demonstrar que os pontos P, Q e R também pertencem a essa circunferéncia.
No tridngulo ABH, o ponto P é o ponto médio do lado AH e o ponto M; é o ponto médio do

lado AB, como ilustra a Figura 3.18.

Figura 3.18: Triangulo AHB, ponto médio P e o triangulo APM,

Dessa forma, como PM; é a base média do triangulo ABH, os triangulos AM|P e
ABH sio semelhantes e PM, || BH. Analogamente, MM, || AC no triangulo ABC. Temos entio
que M]Td\lP = AF B, isto €, led\lP =90°. Pelo Teorema 2.10, concluimos que o quadrilatero
MDM, P ¢ inscritivel, pois o Angulo formado entre o lado PM; e a diagonal MM, é congruente
a0 angulo formado pela diagonal PD e o lado DM, ambos angulos retos. Assim, os pontos
M, D, M; e P pertencem a mesma circunferéncia. Empregando o mesmo raciocinio, podemos

demonstrar que os pontos Q e R também pertecem a essa circunferéncia. L.ogo, os nove pontos
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P, E, My, Q,D, M, R, M, e F pertencem a uma mesma circunferéncia, a circunferéncia de nove

pontos ou circunferéncia de Feuerbach.

O

Teorema 3.8. Se ABC ¢é um tridngulo e os pontos P e Q sdo as extremidades de um didmetro
da circunferéncia circunscrita a ABC, entdo as retas r e s de Simson-Wallace do triangulo
ABC com polos em P e Q, respectivamente, intersectam-se na circunferéncia de nove pontos do

triangulo ABC.

A Figura 3.19 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 3.8.

Q

Figura 3.19: Retas r e s de Simson-Wallace e a circunferéncia de nove pontos 4

Demonstragao.

Sejam E o ponto de interseccdo das retas r e s de Simson-Wallace com polos nos
pontos P e Q, respectivamente, e H o ortocentro do triangulo ABC. Conforme ja demonstrado
no Teorema 3.4, a reta r de Simson-Wallace com polo em P intersecta PH no ponto médio M,
enquanto que a reta s de Simson-Wallace com polo em Q intersecta QH no ponto médio N,

conforme ilustrado na Figura 3.20.

Como @ € um diametro da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC e, além disso,
P e Q sdo polos das retas r e s de Simson-Wallace, entdo temos pelo Corolario 3.1 que MEN =
90°. No tridngulo PQH, M e N sdo os pontos médios dos lados PH e QH, respectivamente.

Assim, os tridngulos HNM e HPQ sdo semelhantes na razio 1 : 2, pois MN € a base média do
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Q

Figura 3.20: Circunferéncia de nove pontos e a intersec¢ao das retas r e s de Simson-Wallace

triangulo PHQ. Temos entdo que MN = % e, como em qualquer tridngulo a circunferéncia de
nove pontos possui didmetro igual ao raio da circunferéncia circunscrita - Teorema A.S, segue
que MN é um diAmetro da circunferéncia de nove pontos A. Por fim, como MEN = 90° e MN
¢ um didmetro da circunferéncia A, concluimos que o ponto E pertence a A (arco capaz) e,

portanto, as retas r e s de Simson-Wallace se intersectam na circunferéncia de nove pontos.

3.5.3 ENVELOPE DAS RETAS DE SIMSON-WALLACE

Em 1856, Jacob Steiner (1796-1863) demonstrou que, ao tracarmos todas as retas de
Simson-Wallace com polos nos pontos da circunferéncia circunscrita a um triangulo, essa fa-
milia de retas, ou envelope de retas de Simson-Wallace, descreve uma curva ciclica denomi-
nada hipocicldide de trés cuspides ou, como € originalmente conhecida, deltéide de Steiner.
Segundo (COXETER, 1969), a reta de Simson-Wallace se transforma em uma outra correspon-
dente, sobre um centro de rotagdo em constante mudanca; as retas de Simson-Wallace envolvem

a curva deltdide e sdo tangentes a mesma.

Atualmente, é possivel visualizar o envelope das retas de Simson-Wallace e, conse-
quentemente, o deltéide de Steiner, com o emprego de diversos softwares de geometria dina-

mica. Na Figura 3.21, ilustramos a construcdo do deltéide de Steiner com o GeoGebra.

Definicao 3.2 (Curvas ciclicas). Ao considerarmos um plano com duas curvas tangentes, uma
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Figura 3.21: Curva hipocicléide de trés cuspides gerada pelo envelope das retas de Simson-
Wallace

delas fixa (diretriz) e a outra (geratriz) girando sem escorregar sobre a primeira, e um ponto
P do plano que acompanha o movimento da curva movel (P pode pertencer ou ndo a curva

movel), o lugar geométrico descrito pelas posi¢coes do ponto P é uma curva cicloidal ou ci-

clica (RANGEL, 1974).

Descrevemos nesta sec@o apenas as curvas ciclicas para as quais a diretriz e a geratriz
sdo circunferéncias, visto que o deltdide de Steiner € uma curva hipocicléide gerada a partir de

uma circunferéncia fixa (diretriz) e de outra mével (geratriz).

As curvas ciclicas, ainda de acordo com (RANGEL, 1974), podem ser divididas em

cicldides, epicicldides e hipocicldides.

Definicao 3.3 (Cicl6ide). A curva gerada por um ponto da circunferéncia (geratriz) que executa

um movimento de rolamento sobre uma reta (diretriz) é denominada cicldide.

A Figura 3.22(a) ilustra uma curva cicléide.

Definicao 3.4 (Epicicléide). A curva gerada por um ponto da circunferéncia (geratriz) que
executa um movimento de rolamento sobre uma outra circunferéncia (diretriz) é denominada

epicicloide.
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A Figura 3.22(b) ilustra uma curva epicicléide.

(a) (b)
Figura 3.22: Curvas: (a) cicléide (TEMPO, 2018); (b) epicicléide (YOUTUBE, 2018)

Definicao 3.5 (Hipocicléide). A curva gerada por um ponto da circunferéncia (geratriz) que

rola sem deslizar dentro de uma outra circunferéncia (diretriz) é denominada hipocicloide.

A Figura 3.23 ilustra curvas hipocicléides.

(a) (b)

Figura 3.23: Curvas hipocicléides: (a) deltéide de Steiner; (b) hipotrocéide (PLANTAO, s.d.)

3.54 DEMONSTRACAO DO ENVELOPE DAS RETAS DE SIMSON-WALLACE.

A identificacdo do envelope das retas de Simson-Wallace com o deltéide de Steiner
¢ uma demonstracdo elaborada e engenhosa. No decorrer dos anos, muitas demonstragdes a
respeito foram publicadas, porém grande parte dessas provas possui um cardter analitico (tri-

gonométrico, por exemplo). Uma dessas demonstracdes pode ser encontrada em (DORRIE,

1965).
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Fundamentados em (GUZMAN, 2001), fazemos nesta se¢do a idenfica¢do do enve-
lope das retas de Simson-Wallace com a curva hipocicléide tricispide. Para tanto, enunciamos
e demonstramos trés lemas: o Lema 3.2 estabelece que, para todo tridngulo inscrito em uma
circunferéncia, o envelope das retas de Simson-Wallace pode ser obtido através de uma tranfor-
macao simples sobre o tridngulo original; o Lema 3.3 estabelece a tranformagdo de um triangulo
qualquer em um tridngulo equilatero, visto que a identificagao do envelope das retas de Simson-
Wallace com um tridngulo equildtero € mais simples; o Lema 3.4 estabelece a identificacdo do
envelope das retas de Simson-Wallace para um tridngulo equildtero com a curva hipocicléide

tricuspide (deltdide).

Lema 3.2. Sejam: um tridngulo qualquer ABC inscrito em uma circunferéncia; o tridngulo
A'B'C’ inscrito na mesma circunferéncia com A = A' e B'C' || BC; SS' a distancia de B'C' a
BC; v um vetor perpendicular ao lado BC de tal modo que uma tranformacdo paralela deter-
minada por v leve BC em B'C'. Assim, se P é um ponto da circunferéncia, entdo a reta de
Simson-Wallace com polo P em relagdo ao tridngulo A'B'C' é determinada por meio de uma
tranformagdo obtida pelo vetor v da reta de Simson-Wallace com polo P em relagdo ao tridn-
gulo ABC, ou seja, o envelope das retas de Simson-Wallace com polo P em relacdo ao triangulo
A'B'C' é obtido pela tranformacdo paralela determinada pelo vetor v a partir do envelope das

retas de Simson-Wallace com polo P em relagdo ao tridngulo ABC.

Figura 3.24: Envelope das retas de Simson-Wallace
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Demonstragdo.

Sejam Q e Q' os pés das perpendiculares baixadas do ponto P respectivamente aos
lados AB e A’B’, r a reta de Simon-Wallace com polo P referente ao triAngulo ABC e s a reta de

Simon-Wallace com polo P em relagio ao tridngulo A’B'C’, conforme mostra a Figura 3.24.

Como PQB = PSB=90°, 0 quadrilitero PQSB € inscritivel segundo o Teorema 2.10.
Logo, PBO = P§Q. De forma analoga, o quadrilatero PQ'S'B’ € inscritivel e, portanto, PS 0 =
PB Q'. Porém, PEQ e PB Q' sdo angulos inscritos que subentendem o mesmo arco PA na
circunferéncia que circunscreve os tridngulos ABC e A’B'C'. Assim, PBQ = PB'(Q. Conclufmos
entdo que PEQ = p§ 0 e % 0 = P§Q. Desta forma, a reta s é obtida por meio de uma

transformacao paralela do vetor v.

|
Lema 3.3. Se ABC ¢é um tridngulo qualquer e t(A,v) transforma ABC em um tridngulo A’B'C’,
entdo t(B',w) transforma A'B'C' em um tridngulo equildtero A”B"C".
Demonstracdo.

Sejam os arcos BB’ = 2m, AA” = 2n e C"C’' = 2n, obtidos através das transformagdes
t(A,v) et(B',w), indicadas na Figura 3.25.

Figura 3.25: TriAngulo qualquer ABC e o tridngulo equildtero A”B"C”
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De acordo com o Teorema 2.1, podemos estabelecer as seguintes relacdes para os

angulos internos do tridngulo ABC:

—~
Fall

BAC _ 2m+ B'C' +2m

A= -2
2 2 m+
5_AC _AC - _AC BB
= — = = —m = —m = m:
2 2 2 :
. AB A'B'—2m A'B . S
C=F =" m_ o -m=C-m=C=Ctm,

No tridngulo A”B"C", temos que:

— B'C" BC'+2n 24" +2n

AT = —Al+n
2 2 2 T

Substituindo (3.36) em (3.39), obtemos:

ZXW:A\—2m—|—n.

Raciocinando de maneira anéloga, estabelecemos que:

—~
~

— A'C”" B A'C' —4n _ 2B —4n

B - _Fom
2 2 2 "
Substituindo (3.37) em (3.41), obtemos:
éﬁ = E—I— m—2n.
Por fim, no vértice C”, temos que:
G A"B" _ A'B' +2n _ 2C"'+2n _ 5’+n.

2 2 2

Substituindo (3.38) em (3.43), obtemos:

a:6+m+n.

:2m—|—;1\’ :@:X—Zm;

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Queremos demonstrar que € possivel determinar um tridngulo equildtero A”B"”C" atra-

3

vés de duas transformagdes sucessivas em um tridngulo qualquer ABC. Para tanto, temos que
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Igualando (3.40) e (3.44), temos que:

m=——. (3.45)

Igualando (3.42) e (3.44), obtemos:

B =
§+m—2n:6+m+n;
B¢

Finalmente, substituindo (3.45) e (3.46) em (3.40), concluimos que:

~ T

A-2 ==

m-+n 3

~ — — T

A—ot =42 = _ 2.

N 3

34A-2A+2C+B-C =m

3 37
A+B+C=r. (3.47)

Como a expressao (3.47) é verdadeira (soma dos angulos internos de um tridngulo), ha

— —~ =~ T
m e n reais, dados respectivamente por (3.45) e (3.46), taisque A" =B" =C" = 3

O

Lema 3.4. O envelope das retas de Simson-Wallace para um tridngulo equildtero ABC é uma
curva hipocicloide tricuispide, cujos vértices sdo os vértices de um tridngulo equildtero concén-
trico com o triangulo ABC, com lados paralelos a ABC e cujo perimetro é > do perimetro de

ABC.

Demonstracdo.

Consideremos um retingulo EPF O de diagonal OP = 2m. Ampliamos este retangulo,
conforme ilustrado na Figura 3.26, definindo o retangulo QGJH. Seja JHG = a. Como o

triangulo HOL ¢€ isosceles, temos pelo Teorema 2.5 que F OP =2a.
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Q

m
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0 F

Figura 3.26: Retangulo EPF O ampliado

Construimos agora a circunferéncia 7, de centro O e raio 2m, e a circunferéncia A

também com centro em O, porém com raio 3m, como na Figura 3.27.

B { o 4
s
= m E P
Q a
m
a
A
m R
a 2a
H z =
c

Figura 3.27: Circunferéncia geratriz ®, circunferéncia diretriz A e o tridngulo equilatero ABC
inscrito na circunferéncia y

Além disso, sejam o tridngulo equildtero ABC, inscrito na circunferéncia 7, e 0s pontos
de intersec¢do 7' e L da circunferéncia @, com centro em P e raio igual a m, com a diagonal
0J. Como PLT é um angulo inscrito na circunferéncia , PLT = 3a. Pelo Teorema 2.1,
temos que SPT =60, isto é, T é 0 ponto da hipocicléide gerada por @ quando rola dentro da

circunferéncia fixa A.



87

Ainda, como STQ = 90° e o segmento ST € o raio de rotacdo instantaneo da circunfe-
réncia @ quando esta realiza 0 movimento de rolamento dentro da circunferéncia A, concluimos
que o segmento Q7 ¢ tangente a hipocicléide em 7. Além disso, temos que a reta Q7 é uma
reta de Simson-Wallace com polo P relativa ao tridngulo equildtero ABC. De fato, PQ & per-
pendicular ao lado BC e PR é perpendicular ao lado AB do tridngulo ABC, devido ao fato do
quadrilatero BPRQ ser inscritivel. Temos entdao que a reta QT de Simson-Wallace tangencia a

curva hipocicléide em 7.

Finalizando, as circunferéncias y e A sdo concéntricas de centro O. Logo, o tridngulo
equilatero ABC inscrito em Y possui lados paralelos ao tridngulo equildtero DEF inscrito em A,
como mostra a Figura 3.28. Além disso, temos que o ponto O coincide com os baricentros Gy

e G, respectivamente dos triangulos ABC e DEF'. Entretanto, tridngulos equildteros sdo seme-

lhantes pelo caso AA (angulo-angulo). Dessa forma, os tridngulos ABC e DEF sdo semelhantes

DG 3 3
com razdo de semelhanga k = ! ou, equivalentemente, k = oM —.
AGl 2m 2

Figura 3.28: Triangulo equilatero ABC, tridangulo equildtero DEF, reta r de Simson-Wallace e
a curva deltéide ¢

O

Ap6s a demonstracdo dos Lemas 3.2, 3.3 e 3.4, enunciamos o resultado principal sem

demonstra-lo, visto que a declaragdo do teorema € apenas uma recapitulacdo dos trés lemas.



88

Teorema 3.9. Se ABC é um tridngulo qualquer inscrito em uma circunferéncia de raio R, entdo

o envelope das retas de Simson-Wallace de ABC é uma curva hipocicloide de trés ciispides.

A Figura 3.28 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 3.9.
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4 O TEOREMA DE STEINER-LEHMUS

Na geometria Euclidiana hd uma variedade de teoremas fascinantes. Segundo (GREIT-
ZER; COXETER, 1967), essa caracteristica peculiar da geometria promoveu o desenvolvimento
de diversos ramos da matemadtica, pois na tentativa de demonstrar esses teoremas, constru¢oes

geométricas, definicdes e novos teoremas foram concebidos.

Neste capitulo, abordamos um desses teoremas, conhecido como o teorema de Steiner-
Lehmus. A declaragdo simples, porém desafiadora desse teorema, atraiu a atencao de muitos
matematicos desde a sua formulacdo em 1840. De acordo com (GARDNER, 2013), aproxi-
madamente oitenta demonstragdes por contradi¢do ja foram publicadas e, além disso, hd uma

grande discussdo sobre a existéncia de uma prova direta do teorema.

Iniciamos o estudo relatando brevemente a biografia dos personagens centrais do teo-
rema: Jacob Steiner (1796-1863) e Daniel Christian Ludolph Lehmus (1780-1863). Posterior-
mente, abordamos o reciproco do teorema de Steiner-Lehmus e apresentamos uma coletanea de
cinco demonstragdes: usando o teorema do quadrilatero inscritivel, foco principal deste traba-
lho; utilizando recursos trigonométricos; empregando o teorema da dobradiga, pouco explorado
nos curriculos de matemaética; usando uma constru¢do geométrica e, finalmente, empregando
um caso particular de congruéncia em tridangulos obtusangulos. No encerramento do capitulo,
discutimos sobre provas diretas e por contradi¢@o, estabelecendo um paralelo com o teorema de

Steiner-Lehmus.

4.1 JACOB STEINER

Nascido em 18 de mar¢o de 1796 na cidade de Utzenstorf, na Suica, e falecido em 1 de
abril de 1863 na capital Berna. Passou seus primeiros anos de vida ajudando seus pais em uma
pequena fazenda localizada ao norte de Berna e, com aproximadamente dezoito anos, saiu de
casa para comegar a estudar na escola de Johann Heinrich Pestalozzi (1746-1827) em Y verdon.
Com métodos de ensino inovadores para os padrdes da época, o ensino da escola de Pestalozzi

teve uma grande influéncia nas atitudes do jovem Steiner, pois tratava as verdades matemaéticas
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como objetos de reflexdo independente e isto possibilitou a Steiner desenvolver uma base solida

em matematica.

Figura 4.1: Jacob Stei-
ner (WIKIPEDIA, 2017¢)

publicou inimeros artigos.

No ano de 1818, Steiner deixou Yverdon e viajou para
a Alemanha, onde trabalhou como professor particular de mate-
matica na cidade de Heidelberg e posteriormente na capital Ber-
lim. Na Alemanha, Steiner lecionou em duas escolas: Werder
Gymnasium e na Escola Técnica de Berlim. Em ambas, enfren-
tou dificuldades devido ao fato de ndo conseguir se adaptar aos
métodos de ensino empregados. Steiner acreditava fielmente na
pedagogia de Pestalozzi. Ainda em Berlim, Steiner fez gran-
des amigos, entre eles Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851),
Niels Abel (1802-1829) e August Crelle (1780-1855), este ul-
timo fundador do famoso Jornal fiir die reine und angewandte

Mathematik, conhecido como Crelle’s Jornal, no qual Steiner

De acordo com (CAJORI, 1909), em 1832 Steiner publicou seu primeiro livro inti-

tulado Systematische Entwickelung der Abhdngigkeit geometrischer Gestalten von einander,

dando uma abordagem significativa para a geometria. No decorrer de sua vida, Steiner recebeu

varias homenagens por suas notaveis conquistas no campo da matemadtica, particularmente em

geometria.

4.2 DANIEL CHRISTIAN LUDOLPH LEHMUS

Figura 4.2: Daniel C. L. Leh-
mus (ABEBOOKS, 2017)

Nascido em Soest, na Alemanha, em 1780, neto do
grande poeta alemao Johann Adam Lehmus (1707-1788), fale-
ceu em 1863 na capital Berlim. Seu pai sempre apoiou seus es-
tudos, incentivando e acompanhando o jovem Lehmus, que em
1811 conclui o seu doutorado. Em Berlim, Lehmus trabalhou
como professor de matemética em diversas escolas e institui-

coes de ensino, além de realizar palestras em universidades.

Lehmus foi muito ativo e escreveu inimeros artigos
para revistas de matemadtica e jornais cientificos, inclusive para

a primeira edi¢ao do Jornal fiir die reine und angewandte

Mathematik, o Crelle’s Jornal, considerado um importante meio de divulgac¢do de trabalhos
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cientificos aquela época.

No ano de 1840, Lehmus escreveu uma carta ao matematico suico Charles Francois
Sturm (1803-1855), solicitando uma prova da seguinte declaracdo matematica: “Qualquer tri-
angulo com duas bissetrizes de comprimentos iguais é isosceles”. Essa declaragdo € conhecida
como o teorema de Steiner-Lehmus, pois Sturm enviou o teorema a diversos matematicos da
época, dentre eles o grande gedmetra Jacob Steiner (1796-1863), o qual forneceu a primeira
prova do teorema. Em 1850, o préprio Lehmus provou e publicou sua prova e a partir dai uma

série de demonstragdes do teorema foram propostas.

4.3 EUCLIDES E O TRIANGULO ISOSCELES

A geometria estudada nos curriculos de matemdtica foi sistematizada axiomaticamente
a partir de Euclides de Alexandria, por volta de 300 a.C. Em seu livro “Os elementos”, ilustrado
na Figura 4.3, Euclides colecionou, em treze volumes, definicdes, postulados e teoremas, esta-

belecendo as diretrizes da geometria. Segundo (ROQUE, 2012):

Os elementos de Euclides representam o resultado dos esforcos de formalizacdo da
matematica para apresentar uma geometria consistente e unificada que se aplique a
grandezas quaisquer, comensuraveis ou incomensuraveis.

> e
i3 '..mm;_w.un
ouhichisadded,a Trajf oF R EGUL AR
By CAMPANE and FLUS A5,
LIERR T

' Fuclids DAT

Figura 4.3: Euclides de Alexandria e seu livro “Os elementos” (GENIAIS, 2018)

Para (GARDNER, 2013), o tratamento axiomdtico dado a geometria por Euclides ge-
rou criticas, sugestoes e desconfiangas. Contudo, teoremas foram provados, defini¢des e postu-
lados aceitos e, assim, a obra “Os elementos” se consolidou como o principal referencial teérico

para a geometria.
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A obra de Euclides traz inimeros teoremas rigorosamente provados. Em particular,
destacamos o teorema que estabelece a congruéncia das bissetrizes internas de um tridngulo
isésceles, demonstrado no primeiro volume de (BICUDO, 2009). A Figura 4.4 ilustra alguns

tridngulos isosceles.

D

45°

45°

(a) (b) (©)
Figura 4.4: Triangulos isosceles: (a) retangulo; (b) acutangulo; (c) obtusangulo

Teorema 4.1. Se ABC ¢ um tridngulo isésceles de base BC com bissetrizes internas BE e CD,
entdo BE = CD.

Demonstracdo.

Seja o triangulo isésceles ABC, de base BC e bissetrizes internas BE e CD, ilustrado
na Figura 4.5. Em ABC, ABC=ACB =2« e, como BE e CD sio bissetrizes, BCD = CBE = q.
Sendo BC um lado comum aos tridngulos CBD e BCE, temos, pelo caso de congruéncia ALA
(Angulo-lado-angulo), que os tridngulos CBD e BCE sio congruentes. Logo, BE = CD, ou seja,

as bissetrizes internas BE e CD sdo congruentes.

Figura 4.5: Triangulo is6sceles ABC e as bissetrizes internas BE e CD

O

De acordo com (GARDNER, 2013), Euclides detalhou todos os elementos de um tri-
angulo, seja ele escaleno, isdsceles ou equildtero, sendo assim inconcebivel alguma proprie-

dade referente a tridngulos ndo estar presente em seu livro. Um fato bastante intrigante é que,
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ao pensarmos no reciproco do Teorema 4.1, continuamos a ter ainda um teorema de decla-
racdo simples, mas que curiosamente ndo foi mencionado por Euclides em “Os elementos”.
Essa propriedade inerente a tridangulos isdsceles é conhecida na literatura como o teorema de

Steiner-Lehmus.

Teorema 4.2 (Steiner-Lehmus). Seja ABC um tridngulo qualquer, de base BC e bissetrizes

internas BE e CD. Se BE = CD, entdo o tridngulo ABC é isésceles.

A Figura 4.6 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 4.2.

Figura 4.6: Triangulo isésceles ABC

44 DEMONSTRACOES
44.1 VIA QUADRILATERO INSCRITIVEL

Conforme (GREITZER; COXETER, 1967), a demonstra¢do do teorema de Steiner-
Lehmus através da condi¢do de inscri¢do de um quadrilatero apresenta forte semelhanga com
a prova original proposta por Lehmus em 1850. Nessa demonstra¢do, o uso da propriedade
de quadrildteros inscritiveis, além de essencial, transforma a prova em uma das mais belas e

elegantes do referido teorema.
Demonstracdo.

Seja um tridngulo ABC, de base BC e bissetrizes internas BE e CD, tal que ABC = 20,

e BCD = B, como mostra a Figura 4.7.

Suponhamos que as bissetrizes BE e CD sdo congruentes e que o triangulo ABC nio é
isésceles. Sem perda de generalidade, consideremos AC < AB. Assim, pelo Teorema 4.3, temos
que CBA = 2a < BCA.
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Figura 4.7: Triangulo ABC nio isésceles e as bissetrizes CD = BE

Construimos agora o segmento CF de tal forma que F CD = a.. Como FCD = FBD,
o Teorema 2.10 garante que o quadrildtero BDFC é inscritivel. Ainda, o < 8 e, portanto,
o+ o < B+ a, o que implicaem DC < BF. Por outro lado, BF < BE por construcdo. Logo,
por transitividade, DC < BE, o que contradiz a hipétese BE = DC. Concluimos assim que a

tese é verdadeira, ou seja, o tridngulo ABC é is6sceles. O caso AC > AB é inteiramente andlogo.

O

4.4.2 VIA RECURSOS TRIGONOMETRICOS

O teorema de Steiner-Lehmus apresenta uma variedade de demonstracdes baseadas
na trigonometria. Nesta secao, escolhemos uma demonstragdo trigonométrica um pouco mais
suscinta em relacdo as demais, mas nao menos rigorosa nas relagdes trigonométricas aplicadas.
A demonstragdo selecionada €, segundo (GARDNER, 2013), devida a Mowaffaq Hajja (1946-
...) e foi publicada em um artigo intitulado Short Trigonometric Proof of the Steiner-Lehmus
Theorem. Basicamente, essa prova utiliza dois teoremas muito conhecidos da geometria: a lei

dos senos e o teorema da bissetriz interna de um triangulo.
Demonstragdo.

Suponhamos que o tridngulo ABC, de base BC, nio é is6sceles e que as bissetrizes BE

e CD sio congruentes. Conforme definido na Figura 4.8, temos que: AD = x, AE =y, BD = w,
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CE =7, BC=a, AB=c e AC = b. Sem perda de generalidade, consideremos AC > AB, ou

equivalentemente, b > c.

Figura 4.8: Tridngulo ndo isésceles ABC e suas medidas

Aplicando o teorema da bissetriz interna - Teorema A.3, no tridngulo ABC em rela¢ao

as bissetrizes BE e CD, obtemos, respectivamente:

£ @.1)
a z

b

e (4.2)
a w

Como assumimos AC = b > AB = c, segue imediatamente que:

b

25 < (4.3)
a a

Substituindo (4.1) e (4.2) em (4.3), e observando as medidas do tridngulo ABC na

Figura 4.8, temos que:

x wox _z c_ b c b
—>X<:>—+—>—+X<:>—>—<:>———>O. (4.4)

4 wow z z wooz wo oz
Por outro lado, ABC = 20 > ACB = 2, isto é, a > B. Como os angulos «, P e
BAC =6 pertencem ao intervalo |0, 7|, a fungdo cosseno é decrescente e a fung@o seno assume
valores positivos. Assim, cos &t.sen8 < cos f3.sen@. Por hipétese, as bissetrizes internas BE e

CD sdo congruentes. Logo:
cos &.senb - cos fB.sen6

BE CD

4.5)
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No triangulo ABE, aplicando o Teorema 2.8, obtemos:

sen@  seno

— = . 4.6
ZE Y (4.6)
Do mesmo modo, temos no tridngulo ADC que:
send _ senp 4.7)
CD X
Substituindo (4.6) e (4.7) em (4.5), obtemos:
o.seno . 2.coso.senct 2. .
COS Q.sentt cos f3.senf3 ey 2-costsenq cos f3.senf3
y X Yy X
2o 2 2o
sen(2a) - sen(2P) — sen(2a) <Y 4.8)
y X sen(2B) x
Por fim, aplicando o Teorema 2.8 no triangulo ABC, temos que:
sen(2a) _ sen(2f3) — sen(2a) _ é 4.9)
b c sen(2B) ¢
De (4.8) e (4.9), e usando as medidas da Figura 4.8, concluimos que:
20 b b b— b
Sen( ):—<X<:>—< Z<:> < ¢ <= bc—bw < bc— 7+
sen(2B) ¢ x c c—w b—z c—w
b b
= bw<—e= S <2 e -2 <0 (4.10)
wo oz woZ

Comparando (4.4) e (4.10), temos uma contradi¢do. Logo, AC nio é maior do que AB.

Se considerarmos AC menor do que AB, constataremos, de forma andloga ao caso AC maior do

que AB, uma contradicdo. Dessa forma, AC = AB e a tese é verdadeira, isto é, o trisngulo ABC

€ isosceles.

443 VIA TEOREMA DA DOBRADICA

Um teorema pouco explorado nos curriculos de matematica € o teorema da dobradica,

também conhecido como o teorema da boca aberta. Esse teorema é equivalente a proposi¢ao

vinte e quatro do livro de Euclides, possui uma declara¢do simples, sendo de fundamental im-

portancia a préxima demonstracdo que faremos do teorema de Steiner-Lehmus. Intuitivamente,

o teorema da dobradicga é de facil compreensao.

Na Figura 4.9, observamos a mesma porta com diferentes aberturas. Quanto menor for
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l,: |
e i

=k Wi

Figura 4.9: Tridngulos formados pela abertura de uma porta (GOOGLE, 2018)

o angulo de abertura, menor serd a distancia entre a porta e a parede. Contrariamente, se au-
mentarmos o angulo de abertura, o distanciamento entre a porta e a parede também aumentara.

A relacdo existente entre os triangulos formados pela abertura da porta € definida pelo Teorema
4.3.

Teorema 4.3 (Dobradica). Sejam ABC e DEF dois tridngulos quaisquer, com AB = DE e BC
=EF. Se o angulo ABC > DEF, entdo AC > DF.

A Figura 4.3 ilustra as hipéteses e a tese do Teorema 4.3.

A

B ” cC E ” F
Figura 4.10: TriAngulos ABC e DEF e os lados AB = DE ¢ BC = EF

Demonstragao.

Seja a semirreta BS que intersecta em P o lado AC do tridngulo ABC, tal que PBC =
DEF, conforme mostra a Figura4.11. Consideremos o ponto Q € BT% de tal modo que OB = DE.
Dessa forma, os tridngulos OQBC e DEF sao congruentes pelo caso LAL (lado-angulo-lado) e,
assim,

OC = DF. .11)

Se Q € AC, entdo Q = P e uma vez que QC < AC, temos que DF < AC.
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Figura 4.11: Triangulos congruentes QBC e DEF

Analisemos agora o caso em que Q ¢ AC. Consideremos um ponto R € AC, tal que a
semirreta BR seja a bissetriz de PBA. Assim, os triangulos ABR e OBR sao congruentes pelo
caso LAL (lado-angulo-lado) e

AR = OR. (4.12)

No tridngulo ABC temos que

AC =AR+CR, (4.13)

OC < OR+CR. (4.14)

Substituindo (4.11), (4.12) e (4.13) em (4.14), concluimos que DF < AC.

O

Teorema 4.4 (Reciproco do teorema da dobradi¢a). Sejam ABC e DEF dois tridngulos quais-
quer com AB = DE ¢ BC = EF. Se AC > DF, entdo ABC > DEF.

Demonstracdo.

Suponhamos que ABC < DEF. Assim, conforme o Teorema 4.3, AC < DF. Isto é
um absurdo porque contradiz a hipétese AC > DF. Agora, se ABC = DEF, temos pelo caso
LAL (lado-angulo-lado) que os tridngulos ABC e DEF sio congruentes e, portanto, AC = DF.
Novamente, temos uma contradicdo com a hipétese AC > DF. Concluimos entio que ABC >
DEF.
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Apds a demonstracdo do teorema da dobradica, estamos prontos para demonstrar o
teorema de Steiner-Lehmus. De acordo com (GARDNER, 2013), a demonstragdo que apre-
sentamos a seguir, além de fazer uso do teorema da dobradiga, estd pautada em construcdes

geométricas e na andlise de angulos internos de tridngulos.
Demonstracdo.

Suponhamos, por contradi¢iio, que o tridngulo ABC de base BC nio & isésceles e AB >
AC, isto é, BCA = 23 > CBA = 2a, ou equivalentemente, § > . Analisando os tridngulos
BCD e BCE, ilustrados na Figura 4.12, observamos que BC é um lado comum, BE = CD por

hipdtese e B > a. Logo, pelo Teorema 4.3, podemos afirmar que:

BD > CE. (4.15)

Figura 4.12: Triangulos BCD e BCE e o lado comum BC

Ainda, seja o ponto F tal que DF = BE e DF || BE. Como temos um par de segmentos

congruentes e paralelos, o quadrilatero BDF E € um paralelogramo e
BD =EF. (4.16)

De (4.15) e (4.16), concluimos que EF > CE. Logo, temos que, no triangulo CEF,
ECF =0 >EFC = o, ou equivalentemente, 0 > ©.

Por fim, como DF = BE por construgdo e CD = BE por hipétese, entdo DCF = ff + 6
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¢ DFC = o+ G sdo angulos congruentes. Portanto,
B+6=a+o (4.17)

e o tridngulo CDF ¢ isé6sceles. Contudo, como 3 > o por hipétese e 6 > ¢ por construgio,
temos uma contradicio em (4.17) e, consequentemente, AB ¥ AC. O caso AB < AC possui
demonstragdo inteiramente analoga. Dessa forma, concluimos que, no tridingulo ABC, AB = AC,

isto é, ABC € um triangulo isOsceles de base BC.

4.4.4 VIA SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Nesta secdo, abordamos uma demonstragdo elaborada por (BERELE; GOLDMAN,
2000). O desenvolvimento da prova € caracterizado por conceitos elementares de geometria
Euclidiana, dentre os quais destacamos a semelhanca de tridngulos. E uma demonstragdo sus-

cinta se comparada com as intimeras provas existentes do teorema.
Demonstragao.

Sejam BE e CD respectivamente as bissetrizes dos angulos CBA =20 e BCA = 2B de
um tridngulo ABC, como ilustrado na Figura 4.13. Suponhamos que BE = CD e que o tridngulo
ABC nio é isésceles. Sem perda de generalidade, assumimos que AC > AB, o que implica em

CBA =2a > BCA = 23, ou equivalentemente, em @ > f3.

Figura 4.13: Ponto G de intersecgio da bissetriz CD com a ceviana BF

~

— ~ BCA
Consideramos agora um ponto F € AC de tal maneira que FBE = — = B. Seja G o
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ponto de interseccio da bissetriz CD com a ceviani BF. Como os tridngulos FBE e FCG sdo
CG CF —
semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo), entdo BE - BF Contudo, BE = CD por hipbtese
. CcG CF .
e CD =CG+ DG. Logo, ———— = — < 1. Portanto, CF < BF e, consequentemente,
) CG+DG  BF ‘ ‘
temos que, no tridngulo FBC,  + a < 2f3, ou equivalentemente, & < . Temos assim uma
contradi¢do, pois assumimos como hipétese que o > . Logo, AC ndo é maior do que AB. A
demonstra¢do assumindo que BE = CD e que AB > AC ¢ inteiramente andloga. Concluimos

entdio que AB = AC, isto é, o triangulo ABC & isésceles.

4.4.5 VIA CASO ESPECIAL LLA DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Na geometria Euclidiana, dois tridngulos sdo congruentes quando os lados e os angulos
internos de um estido em correspondéncia com os lados e com os angulos internos do outro, de tal
maneira que os lados e os angulos internos correspondentes sejam congruentes. Nesse sentido,
de acordo com (DOLCE; POMPEO, 2005), ao analisarmos a congruéncia entre dois triangulos,

observamos seis elementos (trés lados e trés angulos internos) e comparamos as suas medidas.

Existem condicdes minimas para se estabelecer a congruéncia de triangulos, deno-
minadas critérios de congruéncia. Estes critérios sdo, segundo (DOLCE; POMPEOQ, 2005):
LAL (lado-angulo-lado), ALA (angulo-lado-angulo), LLL (lado-lado-lado), LAA, (lado-angulo-

angulo oposto). A Figura 4.14 exemplifica cada um dos quatro critérios.

B E B E
(a) (b)

B E B E
() (d)

Figura 4.14: Casos de congruéncia: (a) LAL; (b) ALA; (c¢) LLL; (d) LAA,

C

Porém, ha um quinto critério de congruéncia pouco discutido nas aulas de matematica

'Segmento de reta que tem por extremos um vértice do tridngulo e um ponto do lado oposto, ou seu prolonga-
mento, a esse angulo.
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no Ensino Fundamental, no Ensino Médio e nos cursos de geometria plana do Ensino Supe-
rior: o caso LLA (lado-lado-angulo) ou ALL (angulo-lado-lado). Na verdade, apenas tridangulos

retangulos ou obtusangulos satisfazem esse critério.

Iniciemos a discussdo do critério de congruéncia de tridangulos LLA com o tridngulo

acutangulo representado na Figura 4.15(a).

(b)

Figura 4.15: Critério LLA: (a) tridngulo acutingulo ABC; (b) tridngulo acutingulo A’B'C’
congruente a ABC e o tridngulo A” B'C’ ndo congruente a ABC

Para construir geometricamente um tridngulo congruente a ABC empregando o critério
LLA, consideremos B'C’' = BC = a na reta suporte r e A’B' = AB = ¢ na reta suporte s, de tal
forma que C’ BA' =CBA=q , conforme ilustra a Figura 4.15(b). Considerando o ponto C’ como
sendo o centro da circunferéncia de raio AC = b, temos que esta intersecta A’B’ nos pontos A’ e
A”. Determinamos assim dois tridngulos: A’B'C’, congruente a ABC, e A”B'C’, ndo congruente

a ABC. Logo, o critério LLA ndo determina apenas tridngulos congruentes ao triangulo ABC se
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este for acutangulo.

Consideremos agora o triangulo obtusangulo DEF ilustrado na Figura 4.16.

E

D e

Figura 4.16: Triangulo obtusangulo DEF

Para construir geometricamente um tridngulo congruente a DEF empregando o critério
LLA, consideremos D’'F’ = DF na reta suporte r e D'E’ = DE na semirreta D'E’. Sejam ainda
E'D'F' = EDF = B e F’ o centro da circunferéncia com raio EF = d, conforme mostra a
Figura 4.17. Como a circunferéncia intersecta a semirreta D'E’ apenas no ponto E’, temos

que o tridngulo D'E’F’ é tinico e congruente a DEF. A andlise para um tridngulo retingulo é

andloga a esta.

I
I
|
|
|

D' e F r

Figura 4.17: Tridngulo obtusingulo D'E’F’ congruente a DEF

Ap6s essa andlise do critério de congruéncia de triangulos LLA (lado-lado-angulo),
estamos aptos a emprega-lo para demonstrar o teorema de Steiner-Lehmus. A demonstragcdo

que faremos a seguir, de acordo com (GARDNER, 2013), pode ser encontrada em (BERAN,
1992).



104

Demonstragdo.

Sejam: um tridngulo ABC qualquer, onde BE e CD sio as bissetrizes internas de CBA =
200¢ BCA = 23, respectivamente; F' um ponto exterior a ABC tal que EF =CBe BEF =BCD =
B; BAC = 0; DBF = A; BEC = 8, conforme ilustra a Figura 4.18.

Figura 4.18: Ponto F exterior ao triangulo ABC

Dessa forma, como EF = CB por construcdo e BE = CD por hipétese, segue pelo caso
LAL (lado-angulo-lado) que os tridangulos BEF e DCB sdo congruentes e, consequentemente,

BF =BD, EBF =BDC = a+ A e BFD = CBD = 2q.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°, podemos estabelecer

as seguintes igualdades em relagdo aos triangulos ABC e BDC e ABC e CEB, respectivamente:

0+200+2B =0+ A+20+f;

0+B=a+A,; (4.18)
0+20+2B=a+2B+6;
0=0—a. (4.19)

Substituindo (4.19) em (4.18), temos que:

o—a+p=0a+A;
§=20+A—P. (4.20)

Na Figura 4.18, observamos que:



105

CEF =B +6; (4.21)
CBF =20+ \. (4.22)

Assim, substituindo (4.20) em (4.21), obtemos:

CEF =B +204 A — ;
CEF =20+ 1. (4.23)

De (4.22) e (4.23), concluimos que CBF = CEF e, como CF é lado comum - Figura
4.19, os triangulos CBF e FEC sao congruentes pelo caso LLA (lado-lado-angulo). Segue
entdo que BF = CE. Contudo, BF = BD. Logo, por transitividade, temos que BD = CE. Disto
decorre que os tridngulos CDB e BEC sao congruentes pelo caso LLL (lado-lado-lado), pois
BE = CD por hipétese, BD = CE por construcdo e BC é um lado comum. Assim, CBA = BCA

ou, equivalentemente, 20c = 2f3 e, portanto, o tridngulo ABC € isdsceles.

A

Figura 4.19: Triangulos congruentes CBF ¢ FEC

4.5 PROVAS DIRETAS E PROVAS POR CONTRADICAO

Neste capitulo, abordamos cinco provas do teorema de Steiner-Lehmus de um universo
estimado em aproximadamente oitenta demonstragdes (GARDNER, 2013). Nao é comum um

teorema despertar tanto o interesse do publico académico, gerando assim uma enorme variedade
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de artigos e publicagdes a respeito, mas o teorema de Steiner-Lehmus possui essa caracteris-
tica peculiar. Segundo (GREITZER; COXETER, 1967), a maior parte das demonstragdes do
teorema de Steiner-Lehmus € indireta e as provas consideradas diretas apresentam teoremas em

sua composicdo que sdo demonstrados apenas indiretamente.

Das cinco demonstra¢des do teorema de Steiner-Lehmus apresentadas: via quadri-
latero inscritivel, via recursos trigonométricos, via teorema da dobradicga, via semelhanca de
triangulos e pelo caso especial LLA de congruéncia de tridngulos, as quatro primeiras sdo cla-
ramente demonstracdes indiretas (provas por contradi¢do), enquanto que a quinta e dltima tem

um carater construtivo e direto.

Nosso objetivo neste capitulo ndo € discutir a existéncia de uma demonstragdo direta
para o teorema de Steiner-Lehmus, mas sim evidenciar a discussao existente no meio académico

acerca do uso de provas diretas ou indiretas na demonstragdo do referido teorema.

4.5.1 DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO

A demonstracdo por contradi¢io, também conhecida como redugdo ao absurdo, é uma
técnica indireta e ndo construtiva, caracterizada por manter as hipéteses e negar a tese (o que se
quer provar), recaindo assim em uma contradi¢do. Segundo (GREITZER; COXETER, 1967):

Nas palavras do grande matemdtico inglés Godfrey Harold Hardy (1877-1947): “A
reducdo ao absurdo que Euclides tanto amava, ¢ uma das melhores armas do ma-
temético. E uma técnica muito mais fina do que qualquer jogada do xadrez, pois um
jogador de xadrez pode oferecer o sacrificio de uma pe¢a, mas um matematico oferece
0 jogo todo”.

Em notacdo l6gica, uma proposi¢do condicional se p entdo ¢q, representada simboli-
camente por p = ¢, apresenta p como hipdtese (ou hipéteses), sendo g a tese. Logo, para
demonstrar por contradicdo a veracidade de uma proposi¢do condicional, devemos manter a

hipétese p e negar a tese ¢, recaindo entdo em uma contradicao.

Exemplificando com o teorema de Steiner-Lehmus: “Se um tridngulo possui duas bis-
setrizes de igual comprimento, entdo € isOsceles”, temos como hipétese p o fato das duas bis-
setrizes terem igual comprimento e, como tese ¢, o fato do triangulo ser isdsceles. Neste caso,
para provar o teorema por contradi¢do, afirmamos que o tridngulo ndo € isésceles (negacao da
tese), porém apresenta as bissetrizes internas congruentes (conservagao da hipétese). A negacao

da tese deve conduzir a um absurdo ou contradi¢ao.

Analisamos a seguir cada uma das demonstracdes indiretas do teorema de Steiner-

Lehmus apresentadas anteriormente.
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1. Via quadrilétero inscritivel
Nessa demonstragdo, negamos a tese, isto €, supomos que um tridngulo ABC nao € isés-
celes e constatamos que DC < BE, o que contradiz a hipétese DC = BE. Concluimos

entdo que o tridngulo ABC € isdsceles.

2. Via recursos trigonométricos
Novamente, negamos a tese, ou seja, supomos que o tridngulo ABC nao € isOsceles e,
sem perda de generalidade, assumimos que AC > AB. Aplicando o teorema da bissetriz
interna de um tridngulo obtivemos, através de manipulagdes algébricas, que €2 > 0.
Por outro lado, usando a lei dos senos e algumas manipulagdes algébricas, cg}nstaztamos
que % — ZZ < 0, o que contradiz a desigualdade anterior. Logo, AC ndo é maior do que
AB. Analégamente, também podemos mostrar que AC ndo é menor do que AB. Assim,

concluimos que AC = AB, ou seja, o tridAngulo ABC é is6sceles.

3. Via teorema da dobradica
Negamos a tese mais uma vez, isto €, supomos o tridngulo ABC nao isdsceles, assumindo
que AB > AC. A partir de uma construgiio geométrica conveniente e usando o teorema da
dobradica - Teorema 4.3, constatamos que AB nio é maior do que AC . Analogamente,
também podemos mostrar que AB nio é menor do que AC. Concluimos entio que o

triangulo ABC deve ser issceles.

4. Via semelhancga de triangulos
Negamos a tese admitindo que o tridngulo ABC nio € isOsceles e, sem perda de genera-
lidade, assumimos que AC > AB. Através de uma construcio geométrica e analisando
triangulos semelhantes, mostramos que AC nio é maior do que AB. Analogamente, tam-
bém podemos mostrar que AC ndo é menor do que AB. Dessa forma, concluimos que o

triangulo ABC € isOsceles.

Essas quatro demonstragdes exemplificam claramente o método da contradi¢do, sendo

similares no desenvolvimento e na conclusdo final.

4.5.2 DEMONSTRACAO DIRETA

A demonstracao de uma proposicdo de forma direta parte do principio de que devemos
assumir as hipdteses como verdadeiras e a partir delas provar a tese. Em notacdo légica propo-
sicional, p representa as hipéteses e g a tese. Assim, a condicional p = ¢ e a bicondicional

p <= g sdo proposicdes que podem ser demonstradas de forma direta.
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Em particular, ao assumirmos uma demonstragdo direta do teorema de Steiner-Lehmus,
partimos do pressuposto de que duas bissetrizes internas do tridngulo sdo congruentes e, de ma-
neira construtiva, com o auxilio de teoremas ja demonstrados, provamos que o triangulo deve
ser isosceles. Segundo (FOSSA, 2009), o emprego de teoremas ja demonstrados como verda-
deiros € perfeitamente aceitdvel em uma demonstracdo matematica, criando assim uma relagdo

de dependéncia, ou seja, cada teorema € uma consequéncia légica de vérios outros teoremas.

Nas demonstra¢des do teorema de Steiner-Lehmus apresentadas neste capitulo, foi ne-
cessdrio utilizar diversos teoremas auxiliares. Para uma grande parcela da comunidade acadé-
mica, se os teoremas auxiliares t€m demonstracao indireta, entdao a prova do teorema principal,

mesmo que construtiva, ndo pode ser considerada direta.

Analisemos, entdo, a demonstra¢do do teorema de Steiner-Lehmus via caso especial
LLA (lado-lado-angulo) de congruéncia de tridngulos. Para (GARDNER, 2013), nessa demons-
tracdo a tese ndo € negada. Pelo contrério, as hipdteses sdo assumidas como verdadeiras e em-
pregadas, de maneira construtiva, para demonstrar o teorema. Temos assim, para uma parte da
comunidade académica, uma demonstracao essencialmente direta. Porém, outra parcela dessa
comunidade rejeita essa prova como sendo direta, devido ao fato de que teoremas auxiliares

empregados sdo demonstrados por contradi¢do.

O carater direto da quinta demonstragdo (via caso especial LLA de congruéncia de tri-
angulos) deve-se ao fato de considerarmos BE = CD e um ponto F de modo que EF = BC para
mostrar que os tridangulos BEF e BCD sao congruentes. Contudo, a partir do momento que
utilizamos o teorema da soma dos angulos internos de um triangulo, a demonstra¢do assume
um caréter indireto, pois a demonstracdo desse teorema estd baseada no Lema 4.1 que € de-
monstrado por contradi¢ao, como mostramos na proxima se¢do. De acordo com (GREITZER;
COXETER, 1967):

Uma demonstracdo ndo pode apropriadamente ser direta se qualquer um dos teore-
mas auxiliares tem uma prova indireta. Como alguns dos mais simples teoremas t€m
provas indiretas, consequentemente, se insistirmos em completa objetividade, nosso
universo de teoremas seria reduzido a meras trivialidades.

4.53 A PROVA INDIRETA DA SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM TRIAN-
GULO

Postulado 4.1. Por um ponto passa uma vnica reta paralela a uma reta dada.

Lema 4.1. Se duas retas paralelas distintas sdo intersectadas por uma reta transversal, entdo

os dangulos alternos internos sdo congruentes.
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A Figura 4.20 ilustra as hipoteses e a tese do Lema 4.1.

s P

/ s

Figura 4.20: Angulos alternos internos determinados por r || s e ¢

Demonstragao.

Suponhamos que 77 = o e st = B ndo sejam congruentes. Assim, existe uma reta u

distinta de r que passa por A, tal que uf = 3, como ilustra a Figura 4.21.

B/ s

Figura 4.21: Reta u, distinta da reta r, que passa pelo ponto A

Como a reta transversal ¢ determina com u e s angulos correspondentes congruentes
de medida f3, entdo u || s. Dessa forma, ha duas retas distintas u e r que passam por A, ambas

paralelas a reta s. Isto contradiz o Postulado 4.1 da unicidade da paralela. Concluimos entio

que B = .

Teorema 4.5. A soma dos dngulos internos de um tridngulo é igual a 180°.
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Demonstragdo.

Sejam ABC um tridngulo qualquer e &, 8 ¢ 6 as medidas dos dngulos internos de ABC,

conforme mostra a Figura 4.22.

B C

Figura 4.22: Tridngulo ABC e os angulos internos a, 3 e 6

Consideremos a reta r, paralela ao lado BC do tridngulo ABC, passando pelo ponto A.
De acordo com o Lema 4.1, temos que os dngulos B’ e 8’ sdo congruentes, respectivamente,

aos angulos B e 6. Como B’, 6’ e a sdo suplementares, concluimos que:

B +6 +a=pB+6+o=180°.
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5 INVESTIGACAO COM RECURSOS COMPUTACIONAIS

No decorrer deste trabalho, apresentamos teoremas que geralmente ndo sdao objeto de
estudo na Educagdo Bésica e no Ensino Superior. Contudo, os recursos geométricos emprega-
dos, assim como as definicdes e teoremas auxiliares, fazem parte dos curriculos de matematica.
Neste capitulo, abordamos dinamicamente, usando o software gratuito GeoGebra, trés desses
teoremas: quadrilateros inscritiveis, Simson-Wallace e Steiner-Lehmus. Nas abordagens, pro-
pomos para os professores de matemadtica atividades de investigagdo geométrica. Antes disso,
discorremos sobre investigacdo em matemadtica e investigacdo com recursos tecnolégicos e de-

talhamos o software utilizado no processo investigativo.

5.1 INVESTIGACAO EM MATEMATICA

Progressivamente, os curriculos de matemdtica estdo incluindo atividades de caréter
investigativo. Essa concepc¢ado de curriculo propicia aos estudantes o aprimoramento do racio-
cinio 16gico e a capacidade de trabalhar de maneira autonoma. De acordo com (PONTE et al.,
2000):

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar ndo significa necessariamente lidar
com problemas muito sofisticados na fronteira do conhecimento. Significa, tdo s6, que
formulamos questdes que nos interessam, para as quais ndo temos resposta pronta, e
procuramos essa resposta de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso.

Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais (Ministério da Educacdo, 1998), ativi-
dades investigativas no ensino de matematica contribuem a formacao do cidadao, desenvolvem
metodologias que enfatizam a construcio de estratégias, a comprovagdo e justificativa de re-
sultados, a criatividade, a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia, advinda da

confianga na propria capacidade para enfrentar desafios.

Para (PONTE et al., 2006), na investigacdo de um determinado assunto em matematica
o estudante assume uma postura cientifica, de pesquisador, formulando conjecturas acerca do

que estd investigando. Desse modo, o ato de investigar envolve naturalmente conceitos, proce-
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dimentos e representacdes, mas o que realmente caracteriza uma investigagdo matematica € o
estilo de conjecturar, testar os resultados obtidos e finalmente demonstra-los. Considerando a
investigagdo como um problema em aberto, o desenvolvimento e a busca por resultados ocorre
de forma diferente do que na resolucdo de um simples exercicio. Em um contexto investiga-
tivo, o objeto ndo é explicitamente exposto pelo professor, somente o método de investigacio €

explicado.

5.2 O SOFTWARE GEOGEBRA

Desenvolvido por Markus Hohenwarter, um professor de matematica austriaco, o Geo-
Gebra € um software de licenga livre para o desenvolvimento tanto profissional quanto didatico

da geometria, apresentando uma interface simples de facil manipulagdo por parte do usudrio.

%7 GeoGebra Classic 5 l ==y X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
' [ -
k] LA OlO] £l N] =[] -
» Janela de Algebra X [» Janela de Visualizagdo X

5

Entrada:

Figura 5.1: Interface do software GeoGebra 2D

Escrito na linguagem de programacao Java, o GeoGebra pode ser operado em diversas
plataformas e no decorrer dos anos foi aperfeicoado por inimeras versdes. A interface de
trabalho do GeoGebra, conforme ilustra a Figura 5.1, € composta por campos bem definidos:

do lado esquerdo temos a janela de dlgebra e do lado direito os eixos coordenados na janela
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de visualizacdo 2D. Além disso, encontramos na parte superior o menu principal e a barra de
ferramentas de desenho, enquanto que no rodapé da janela temos o campo denominado entrada.

O menu principal, 1lustrado na Figura 5.2, tem uma aparéncia muito similar aos softwa-
res que funcionam no ambiente Windows: hé sete icones que possibilitam o acesso a uma série

de novos comandos.

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Figura 5.2: Menu principal do software GeoGebra

Ja a barra de ferramentas, representada na Figura 5.3, é composta por onze icones que
permitem acessar uma grande variedade de comandos. Ao clicarmos em um desses icones, uma
paleta de comandos € aberta e, ao posicionarmos o cursor do mouse sobre o icone desejado,
o GeoGebra exibe o nome do objeto e como devemos proceder para desenhd-lo na janela de

visualiza¢do 2D.

DREENcEFEN

Figura 5.3: Barra de ferramentas do GeoGebra

a=2
=1

&

Na parte inferior da tela do GeoGebra, no campo denominado "Entrada", ilustrado na

Figura 5.4, podemos digitar os comandos ao invés de seleciond-los através dos icones.

Entrada:

Figura 5.4: Entrada de comandos do GeoGebra

As janelas de dlgebra e de visualizacdo 2D, ilustradas na Figura 5.1, permitem que um
mesmo objeto seja mostrado em diferentes representagdes. Exemplificando, quando represen-
tamos graficamente pontos, retas, circunferéncias etc, na janela de visualizac¢do 2D, a janela de
algebra automaticamente mostra as coordenadas cartesianas dos pontos, as equacdes associadas
as retas, as circunferéncias etc. O GeoGebra € uma notavel ferramenta para o desenho geomé-
trico justamente devido a interacdo entre essas duas janelas, ou seja, um objeto criado via janela
de visualizacdo 2D automaticamente ja estd relacionado na janela de dlgebra e vice-versa. Na

Figura 5.5, mostramos a interacdo entre as janelas de visualizacdo 2D e de élgebra.
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» Janela de Algebra = X [» Janela de Visualizagdo X
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—® A=(3,09) H

- ® B=(12,11)

L@ C= (5! 2,

Reta H

@ Ox-Ty=31
10
9 .H
8
7

4
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5
4
3
2
1
0 1 2 / 4 5 [ 7 3 9 10 11 12 13 14 15

Entrada:

Figura 5.5: Interacdo entre as janelas do GeoGebra

5.3 INVESTIGACAO COM O SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra pode substituir satisfatoriamente um caderno de desenho geométrico,
sendo uma das suas inimeras vantagens a possibilidade de manipula¢do da constru¢do sem

a perda do vinculo geométrico (GERONIMO et al., 2010).

De acordo com (VAZ, 2011), o GeoGebra permite uma boa interatividade, possibili-
tando a releitura de teoremas, o teste de hipdteses e a constru¢do de conjecturas; a interagao
entre as janelas de dlgebra e de visualizagdo 2D permite ao usudrio relacionar as vdrias faces de

um mesmo objeto matematico.

Nas atividades de investigacdo que propomos a seguir, utilizamos a versao GeoGebra
Classic 5.0.423.0-d. O atalho para o download do software bem como informagdes sobre o

mesmo podem ser obtidos em (INSTITUTE, 2018).
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5.4 PRIMEIRA ATIVIDADE INVESTIGATIVA

Uma condi¢do necessdria e suficiente para um quadrildtero ser inscritivel é possuir
angulos opostos suplementares (DOLCE; POMPEO, 2005). Nesta primeira atividade, repre-
sentamos um quadrilatero graficamente e investigamos a inscri¢do do mesmo em uma circun-
feréncia, condi¢do esta demonstrada no segundo capitulo deste trabalho, mais especificamente

no Teorema 2.9.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra, selecione a op¢ao “GRAVAR” no menu principal e

nomeie como Atividade 1.

2. Na barra de ferramentas, selecione o botao “PONTO” e marque na janela de visualiza¢ao
A=(4,3),B=(6,7),C=(12,7) e D= (11,2).

3. Selecione a ferramenta “POLIGONO” e desenhe o quadrilitero ABCD. Com o botdo
direito do mouse, clique sobre cada um dos lados, selecione a op¢do “EXIBIR ROTULO”

e desmarque a, b, ¢, d.

4. Com a ferramenta “ANGULO”, determine a medida de cada 4ngulo interno do quadrila-

tero ABCD, como na Figura 5.6. Importante: selecione os pontos no sentido horario.

5. Agora selecione “CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS” e marque os pontos A,

B e D, defindo assim a circunferéncia A, conforme ilustrado na Figura 5.7.

6. Usando o botio “RELACAO ENTRE OBJETOS”, indicado na Figura 5.8, verifique que

o ponto C nio pertence a circunferéncia A.

7. No menu principal, selecione em “EXIBIR” o item PLANILHA e clique com o botdo
direito do mouse no dngulo ff = ABC e escolha a opcdo “GRAVAR PARA A PLANILHA
DE CALCULO”. Repita o procedimento para o dngulo § = ADC. Observe que os valores

de B aparecem na coluna A e os de 6 na coluna B.
8. Movimente os pontos A e C aleatoriamente e observe, na planilha, os valores de 3 € 8.

9. Na coluna C da planilha, digite na célula C2 o comando, = SOMA(A2 : B2) e arraste
verticalmente para baixo. Na Figura 5.9, temos um exemplo do rol de valores dos angulos

Bed.
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Figura 5.6: Angulos internos do quadrilitero ABCD

7 Atividade 1.ggb
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Figura 5.7: Quadrilatero ABCD e a circunferéncia A
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Figura 5.8: Comando “RELACAO ENTRE OBJETOS” na barra de ferramentas

€2 Atividade 1.ggb ==y X
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
[N =
» Janela de Algebra = [ |+ Janela de Visualizagdo ~ Planilha =]
- Conica SN TEEE =~ |H
@ A (x-7.67P+(y-3.672=13.89 |, @ e A e B | ¢ |
Ponto Pt
® A=(4,3) L, s A8 | 2
® B=(657) o 2 116.57° 93.18° 209.74° i‘
® C=(12.13,7.36) 117.94° 91.69° 209.63°
“® D=(11,2) 11827 91.63° 209.9°
Quadrilatero 8 . . "
e q1=3122 118.43 916 210.03
Segmento 119.25° 91.44° 210.7°
: :“é-ﬁ 7 119.58° 91.38° 210.96°
@ c=548 119.74° 91.35° 211.1°
-® d=7.07 § 120.24° 91.09° 211.34°
Texto 120.92° 90.63° 211.56°
A1="g 5 121.43° 90.38° 211.81°
E1 = “6. o o o
Angulo 121.96 89.96 211.92
C2=209.74° " 12252° 89.21° 211.74°
: : ; = :::;4 123.06° 8881° 211.87°
o y=7476° ) 12363 88.25 211.87
® 5=9374° 124.01° 87.87° 211.89°
124 62° 87.16° 211.77°
? 125.06° 86.47° 211.53°
12551° 85.78° 211.3°
! 125.75° 85.44° 211.19°
126.33° 85.09° 211.42°
: 126.99° 8441° 211.4°
127.41° 84.08° 211.49°
i 127.87° 83.59° 211.46°
25 | 12821° 83.42° 211.69°
5 26 | 12787° 81.87° 209.74°
27 | 12787° 81.87° 209.74° | ~
4 n
Enfrada

Figura 5.9: Valores aleatérios dos angulos 8 e 6 no quadrildtero ABCD

Nessa condicéo, os dngulos internos e 0 do quadrildtero ABCD séo suplementares?
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Escolha agora a ferramenta “VINCULAR/DESVINCULAR PONTQO”, selecione o ponto
C e a circunferéncia A. Com o botéo direito do mouse clique no ponto C, escolha a op¢do
“PROPRIEDADES” e marque a op¢do “DEFINIR COMO OBJETO AUXILIAR”.

Na planilha, apague os dados das colunas A e B clicando com o botdo direito do mouse
sobre a coluna e escolhendo a op¢cao “APAGAR OBJETOS”.

Por fim, movimente o ponto C e observe as medidas dos Angulos 3 e § sendo compiladas

na planilha, como mostra a Figura 5.10.

Nesse caso, quanto vale a soma dos dngulos opostos 8 e & do quadrilatero ABCD?
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& Atividade 1.ggb =hEy X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
S p (B
I>-clo]4
» Janela de Algebra | » Janelade Visualizagao |~ Pianiha ®
Cénica A nEEEERERS
~® A (x-T6T+(y-367F=1388 | B |en A |ou B \ c |
Ponto N
e A=(4,3) e e Fx8 |2
® B=(57) ; 2 | 10424 7576 180° | |=
-® D=(11,2) 104.75° 75.25° 180°
Quadrilatero 105.34° 74.66° 180°
® q1=2384 s . o .
Segmento 105.92 74.08 180
® a=447 106.26° 7374 180°
: b= g-g; A 106.75° 73257 180°
@ ¢=3. - N o
@ d—107 107 49 7251 180
Texto 107 74° 72.26° 180°
A1 =p” d 107.82° 72.18° 180°
 B1=% 107 98° 7202° 180°
Angulo . N "
C2=180° s 108.39 71.61 180 |
~@ a=7157° 108.47° 7153" 180°
: B =11382-:§“ 108 55° 71.45° 180°
y=108.43° 3 o o o
® 5=77.08° 108.8 7.2 180
109.12° 70.88° 180°
2 109.37° 70.63" 180°
109.71° 70.29° 180°
" 110.29° 69.71° 180°
110.47° 69.53° 180°
110.89° 69.11° 180°
3 111.24° 68.76" 180°
1116° 68.4° 180°
4 112.12° 67.88° 180°
25 112.67° 67.33° 180°
26 112.97° 67.03" 180°
T 27 113.44° 66.56° 180° &
< mn 3
Entrada:

Figura 5.10: Angulos suplementares 8 e § do quadrildtero ABCD

5.5 SEGUNDA ATIVIDADE INVESTIGATIVA

O objetivo principal desta atividade € construir e explorar dindmicamente a reta de

Simson-Wallace e suas propriedades, demonstradas no terceiro capitulo deste trabalho.

5.5.1 A RETA DE SIMSON-WALLACE

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra e o nomeie como Atividade 2.

2. Na barra de ferramentas, selecione o botao “PONTO” e marque na janela de visualiza¢ao
trés pontos nao colineares A, B e C. Em seguida, escolha a ferramenta “RETA” e trace

nessa ordem as retas AB = f, AC=ge BC =h.

3. Selecione o botio “CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS” e marque os vérti-
ces A, B e C do tridngulo, determinando entdo a circunferéncia A circunscrita a ABC.

Oculte os eixos coordenados e a malha na janela de visualizagcdo selecionando os botdes
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“EXIBIR OU ESCONDER OS EIXOS COORDENADOS” e “EXIBIR OU ESCONDER
MALHA”. Na Figura 5.11, exemplificamos uma possivel construcdo do triangulo ABC.

€7 Atividade 2.9gb = | [E] S

Arquivo Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra = X |~ Janela de Visualizagéo =

Conica ~
® A:(x-8.5p +(y-3.572=305
Ponto
~® A=(8,9)
~® B=(3,3)
® C=(14,3)
Reta
~® f:6x-5y=3
® g:x+y=17
@ hiy=3

Entrada:

Figura 5.11: Exemplo de um tridngulo ABC inscrito na circunferéncia A

. Selecione a ferramenta “PONTO EM OBJETO” e marque na circunferéncia A o ponto D
diferente de A, Be C.

. Agora selecione o botdo “PERPENDICULAR? e trace, por D, perpendiculares relativas

as retas f, g e h nessa ordem.

. Com o botio “INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS”, marque a intersec¢io das
perpendiculares i, j e k com as retas f, g e h respectivamente nessa ordem, definindo

assim os pontos E, F e G.
. Com o botdo “RETA”, selecione os pontos E, F' e G e trace a reta [ que passa por eles.

. Para uma melhor visualizacdo da constru¢do geométrica, selecione com o botdo direito

do mouse cada uma das retas f, g, h, i, j e k e desmarque a op¢ao “EXIBIR OBJETO”.

. Com a ferramenta “POLIGONOQ”, desenhe o triangulo ABC e, com o botdo direito do
mouse, selecione os segmentos AB, BC e AC e desmarque a op¢do “EXIBIR ROTULO”.

Temos na Figura 5.12 um exemplo de toda a constru¢do geométrica até entio realizada.
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& Atividade 2.9gb =hEy X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Elal-ddbjelo]4 =
» Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagao ®

Conica M
@ A (x-8.5P+(y-3.57=305
Ponto
® A=(89)
® B=(3,3)
~® C=(14,3)
~® D=(12.07,7.72)
® E=(9.04,10.24)
® F=(10.68,6.32)
® G=(12.07,3)
Reta
- f.6x-5y=3
ogixty=17
h:y=3
i 6x + 6y = 106.63
j: -6x + 6y =-26.12
k:x=12.07
~® 1:3.92x + 1.64y = 52.22
Segmento
@ a=11
® b=849
@ c=7.81
Tridngulo
@ t1=33

Entrada:

Figura 5.12: Tridngulo ABC inscrito na circunferéncia A e a reta [

Selecione o botao “SEGMENTO” e determine os segmentos DG, DF, DE e AE. Com o
botao direito do mouse, clique em cada um dos segmentos DG, DF, DE e AE e desmar-
que a op¢io “EXIBIR ROTULO”. Novamente com o botdo direito do mouse, selecione
“PROPRIEDADES” e, em seguida, “ESTILO” e modifique para tracejado cada um des-

ses segmentos.

Com o botio “ANGULO”, selecione no sentido hordrio e na sequéncia os pontos A, E e
D, em seguida C, F e D e por fim C, G e D. Com o botdo direito do mouse, selecione os

angulos AED,CFD e CGD e desmarque a op¢io “EXIBIR ROTULO”.

Renomeie a reta [ para sw clicando com o botdo direito do mouse e selecionando a op¢ao
“RENOMEAR”. A reta sw € a reta de Simson-Wallace e a construcao assim definida esté

ilustrada na Figura 5.13.

Movimente o ponto D sobre a circunferéncia A e observe o comportamento dos dngulos
retos AED, CFD e CGD. Ocorre alguma modificacdo na medida desses angulos ao mo-
vimentarmos o ponto D? Movimentando os vértices A, B e C do tridngulo, a reta sw de

Simsom-Wallace se mantém?
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& Atividade 2.9gb =hEy X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Elal-ddbjelo]4 =
» Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagao ®

Conica M
@ A (x-8.5P+(y-3.57=305
Ponto
® A=(89)
® B=(3,3)
~® C=(14,3)
~® D=(12.07,7.72)
® E=(9.04,10.24)
® F=(10.68,6.32)
® G=(12.07,3)
Reta
- f.6x-5y=3
ogixty=17
h:y=3
i 6x + 6y = 106.63
j: -6x + 6y =-26.12
k:x=12.07
~® sw: 3.92x + 1.64y = 52.22
Segmento
® a=11
® b=849
® c=781
® m=472
~® n=197
® p=395
® g=162
Triangulo
@ t1=33
Angulo
@ g=90°
® g=90"
® y=00°

Entrada:

Figura 5.13: A reta sw de Simson-Wallace

Agora com a ferramenta “POLIGONO”, selecione sequencialmente os pontos E, F, G e
E. Com o botao direito do mouse, clique sobre e, f1 e g (rétulos que aparecem na janela
de 4lgebra quando usamos a ferramenta “POLIGONO”) e desmarque a op¢io “EXIBIR
ROTULO”.

Clique com o botdo direito do mouse sobre o tridngulo #; na janela de dlgebra ou sobre
EFG na janela de visualizagdo, e selecione em “PROPRIEDADES” a opcdo “COR” e

modifique.

Com a opc¢ado “VINCULAR / DESVINCULAR PONTO”, desvincule o ponto D da cir-
cunferéncia A e observe o tridngulo pedal EF G, conforme mostra a Figura 5.14. Movi-

mente o ponto D e observe outros tridngulos pedais.

Vinculando novamente o ponto D a circunferéncia A, obtemos o tridngulo pedal EF G
degenerado. A Figura 5.15 mostra o tridngulo pedal EF G degenerado na janela de visua-

lizagdo e t, = EF G na janela de algebra.

Aproveitando a caracteristica dinamica do GeoGebra, desmarque na janela de dlgebra o
triangulo EF G = t,, selecione com o botdo direito do mouse o ponto D e escolha a opcao

“ANIMAR?”. Na janela de visualizacdo ha um botdo de play - pause no canto inferior es-
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r
& Atividade 2.9gb

Arquivo Editar Exibir Opcbes F

Janela Ajuda

» Janela de Algebra ®

~ Janela de Visualizacdo

Conica
@ A (x-8.5P+(y-3.57=305
Ponto
® A=(89)
® B=(3,3)
~® C=(14,3)
@ D=(12.5,9.67)
® E=(10.17,11.61)
® F=(9.91,7.09)
® G=(125,3)
Reta
f:6x-5y=3
g:x+y=17
h:y=3
i bx + 6y =120.52
j: -6x + 6y =-16.98
k:x=125
~® sw: 4.52x -0.26y = 43.01
Segmento
® a=11
® b=849
7.81

P 00000 000

@ y=90°

W — | L

Entrada:

Figura 5.14: Triangulo pedal EFG

€ Atividade 2.9gb

Arquivo Editar Exibir Opcées Fi

Janela Ajuda

» Janela de Algebra

Conica
® A:(x-8.5p +(y-3.572=305
Ponto
~® A=(8,9)
- @ (3,3)
(14, 3)
(12.02, 7.76)
(9.04, 10.24)
=(10.63, 6.37)
~@ G=(12.02, 3)
Reta
f:6x-5y=3
grx+y=17
h:y=3
i: 6x + 6y = 106.63
j =-26.57

Segmento
® a=11

EF RN N N NN

Entrada:

Figura 5.15: Tridngulo pedal degenerado EF G
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querdo. Clique nesse botdo e manipule o movimento da reta sw de acordo com a maneira

que desejar.

19. Pause a animagdo e marque a op¢do “HABILITAR RASTRO”, clicando com o botdo

direito do mouse sobre sw.

20. Em seguida, clique no botdo play e deixe o ponto D se movimentar na circunferéncia A,
pause novamente a animagao e observe o envelope das retas de Simson-Wallace formando
a curva denominada deltéide de Steiner. Na Figura 5.16, optamos por modificar a cor e
a espessura da reta sw para uma melhor visualizacio. Para fazer o mesmo, marque a reta
sw com o botdo direito do mouse, selecione “PROPRIEDADES” e em seguida “COR” e
“ESTILO”. Salve e feche o arquivo.

%7 Atividade 2.ggb E‘M

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

e

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizacdo ]
Conica fC~
® A(x-85P+(y-3.5P=305
Ponto
® A=(8,9)
® B=(3,3)
~® C=(14,3)
~® D=(11.34,8.23)
~® E=(8.99,10.19)
® F=(10.05, 6.95)
® G=(1134,3)
Reta
f:6x-5y=3
g:x+y=17
o hiy=3
-~ i 5x + 6y =106.12
= j -6x + 6y =-18.66
k:x=11.34
® sw: 3.25x +1.06y = 40.02
Segmento
® a=11
® b=849
~® ¢=7.81
~ e=415
- f,=7587
g, =342

® m=523
® n=1.82
~® p=3.06
-® g=155
Tridngulo
® t1=33
©2=0
Angulo
- ® a=90°
® p=90°
~® y=90°

Entrada:

Figura 5.16: Envelope das retas de Simson-Wallace e o deltéide de Steiner

5.5.2 A RETA DE SIMSON-WALLACE E O ORTOCENTRO DO TRIANGULO

Exploramos agora o Teorema 3.4, que relaciona o ortocentro do triangulo inscrito ABC

e a reta de Simson-Wallace.
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Desenvolvimento da atividade

1. Abra o arquivo Atividade 2.ggb e grave como Atividade 2a.ggb.

2. Com o botao “RETA PERPENDICULAR?, trace a perpendicular ao segmento BC pas-
sando por A e a perpendicular passando por C relativa ao lado AB. Em “INTERSECCAO
ENTRE DOIS OBJETOS”, determine o ponto H, ortocentro do tridngulo ABC.

3. Com o botao “SEGMENTO”, trace o segmento HD e, com o botdo “INTERSECCAO
ENTRE DOIS OBJETOS”, defina o ponto / de intersecc¢ao entre a reta sw € o segmento
HD.

4. Para finalizar, selecione “DISTANCIA” e determine o comprimento dos segmentos HI e

ID, confirmando assim que / € o ponto médio do segmento HD.

5. Selecione com o botdo direito do mouse as perpendiculares r e [ e oculte essas retas com
a op¢ao “EXIBIR OBJETO”. Ainda com o botao direito do mouse, marque o segmento
HD e retire o rétulo s com “EXIBIR ROTULO”.

6. Movimentando o ponto D, observe que o ponto / se mantém como ponto médio. A Figura

5.17 ilustra um exemplo de configuragdo da reta sw, do ponto médio / e do segmento HD.

7 Atividade 2a.ggb =hEy X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

B SRS )3l ) PANEED -]

» Janela de Algebra |+ Janela de Visualizagio [
Conica m ~
® A (x-85) +(y-3.47) = 30.47
Nimero
distanciaHl = 2.19
- distancialD = 2.19
Ponto
® A=(7.8,895)
® B=(3,3)
® C=(14,3)
® D =(12.16,7.6)
-® E=(8.87,10.26)
® F=(10.74,6.12)
® G=(12.16,3)
® H=(78,8)
® |=(9.98,7.8)
R

i

el
- f.5.95x-4.8y=3.43
© g:5.95x +6.2y =101.85
h:y=3

|

i: 4.8x + 5.95y = 103.62
J: -6.2x + 5.95y = -30.17
k:x=12.16

o Lx=78
r: 4.8x + 5.95y = 85.08

® sw:4.14x+1.88y =5599
sw,:-3.12x - 1.42y =-42.25

Segmento

® a=11

® b=859

®c =764

- e=455
f,=7.98

- g,=343

® m=424

® n=205

® p=46
~® =169 -
Entrada:

Figura 5.17: Reta de Simson-Wallace sw e o ponto médio /
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Salve e feche o arquivo.

5.5.3 O ANGULO FORMADO POR DUAS RETAS DE SIMSON-WALLACE

Investigamos nesta atividade o Teorema 3.3, que relaciona o dngulo formado por duas

retas de Simson-Wallace e o angulo inscrito na circunferéncia que circunscreve um triangulo

ABC.

Desenvolvimento da atividade

1.

2.

Abra o arquivo Atividade 2a.ggb e grave como Atividade 2b.ggb.

Escolha o botdo “PONTO SOBRE UM OBJETO” e defina o ponto J pertencente a cir-

cunferéncia A.

. Com o botao “RETA PERPENDICULAR?”, trace por J as perpendiculares relativas aos

lados AB e BC nessa ordem.

. Marque a interseccdo das perpendiculares que passam por J com os lados do trian-

gulo ABC, comecando pelo segmento AB e em seguida o segmento BC. Ultilize o bo-
tdo “INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS”. Em seguida, oculte essas perpendiculares
desmarcando-as na janela de dlgebra ou clicando com o botao direito do mouse sobre

cada perpendicular e escolhendo a opcao “EXIBIR OBJETO”.

. Selecione a ferramenta “SEGMENTO” e defina os segmentos JK e JL. Logo em se-

guida, clique com o botdo direito do mouse e desmarque a op¢io “EXIBIR ROTULO” e

modifique o “ESTILO” de cada um desses segmentos para tracejado.

Com o botio “ANGULO”, no sentido hordrio, determine os angulos retos AKJ e JLB.

Em cada angulo, selecione a op¢io “EXIBIR ROTULO?” e retire o rétulo.

. Por fim, selecione “RETA” e trace a reta de Simson-Wallace que passa por L e K. Reno-

meie essa reta como ws e com o botdo “INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS” selecione

sw e ws definindo assim o ponto de intersec¢do M, conforme ilustrado na Figura 5.18.

. Com o botio “ANGULO”, defina o angulo entre as retas sw e ws, selecionando nesta

ordem os pontos K, M e E.

. A partir do vértice B, trace os segmentos BJ e BD. Com o botdo “ANGULO”, defina o

angulo DBJ.
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7 Atividade 2b.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcbes F

Janela Ajuda

] L

» Janela de Algebra

~ Janela de Visualizacao

Conica
@ A (x-8.5P+(y-3.47)7=3047
Nimero
distanciaHl =2.19
distancialD = 2.19

o
=
5]

A=(7.8,8.95)
B=(3,3)
C=(14,3)
=(12.16,7.6)
E =(8.87,10.26)
F=(10.74,6.12)
=(12.16,3)
H=(78,8)
1=(9.98,7.8)

L =(4.54,3)
M = (7.86, 12.48)
N =(5.72,3)
Reta
c:x=4.54
f: 5.95x - 4.8y =3.43
g: 5.95x +6.2y = 101.85
h:y=3
i 4.8x + 5.95y = 103.62

[E X EEEEEXEXKEXXE

r: 4.8x + 5.95
® sw:d14x+1
sw,i-3.12x - 1.42y = -42.26
t: 4.8x +5.95y = 65.35
® ws:-3.37x +1.18y =-11.77
Segmento
~® a=11

[ r &)

1

fCv

Entrada:

Figura 5.18: As retas sw e ws de Simson-Wallace

€7 Atividade 2b.ggb

Janela Ajuda

Arquivo Editar Exibir Opcoes F

» Janela de Algebra

~ Janela de Visualizagao

Conica
® A (x-8.5F +(y-3.47) = 3047
Nimero
distanciaHl = 2.19
distancialD = 2.19
Ponto
~® A=(7.8,8.95)
=(3,3)
= (14, 3)
D =(12.16, 7.6)
E = (8.87,10.26)
F =(10.74, 6.12)
G =(12.16,3)
H=(78,8)
1=(9.98,7.8)
J=(4.92,7.67)
K =(6.04, 6.77)

. 5.95x - 4.8y =3.43
g: 5.95x +6.2y = 101.85
h:y=3

=6.04
6.2x + 5.95y = -30.17
=12.16
.8
r +5.95y = 85.08
~® sw:4.14x + 1.88y = 55.99
sw,i-3.12x - 1.42y = -42.26
t: 4.8x + 5.95y = 69.26
® ws:-3.77x +1.12y = 1517
Segmento
~® a=11

1

fCv

Entrada:

Figura 5.19: Angulo inscrito DBJeo angulo formado pelas retas sw e ws
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10. Para melhorar a visualizagdo, mantenha apenas o tridngulo ABC, a circunferéncia A, os
segmentos BJ e BD e as retas sw e ws. Oculte os demais objetos, clicando com o botdo
direito do mouse e escolhendo a op¢ao “EXIBIR OBJETO”.

11. Se julgar necessdrio, clique com o botdo direito do mouse sobre o angulo inscrito DBJ,
selecione “PROPRIEDADES” e edite o angulo. O mesmo procedimento pode ser rea-
lizado para o angulo entre as retas sw e ws, obtendo assim uma constru¢cdo similar a

ilustrada na Figura 5.19.

5.6 TERCEIRA ATIVIDADE INVESTIGATIVA

Nesta terceira atividade, abordamos o teorema de Steiner-Lehmus e o seu reciproco,
estudados no quarto capitulo. A declaracdo simples porém desafiadora do teorema pode ser

comprovada com certa facilidade no GeoGebra.

Desenvolvimento da atividade

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra e o nomeie como Atividade 3.
2. Selecione o botdo “POLIGONO” e desenhe um tridngulo ABC de base BC = 12.

3. Clique com o botdo direito do mouse e desmarque “EXIBIR ROTULO” para cada um
dos segmentos AB, AC e BC.

4. Agora, com o botdo “BISSETRIZ”, construa as duas bissetrizes internas f e g relativas

aos angulos da base BC, conforme ilustrado na Figura 5.20.

5. Selecione o botio “INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS” e determine o ponto D
de interseccdo entre o lado AB e a bissetriz do angulo ACB, assim como o ponto E de

interseccdo entre o lado AC e a bissetriz do Angulo ABC.
6. Na janela de algebra, oculte a retas f e g.

7. Com a ferramenta “SEGMENTO”, construa os segmentos BE ¢ CD, clique com o botao
direito em BE e em “PROPRIEDADES”, selecione “EXIBIR ROTULO” e modifique o

estilo do segmento para tracejado. Repita o mesmo procedimento para o segmento CD.

8. Usando a ferramenta “DISTANCIA”, determine o comprimento das bissetrizes BE e CD.
Uma possivel configuracdo da construcdo geométrica até entdo realizada € ilustrada na
Figura 5.21.
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Figura 5.20: Retas suportes f e g das bissetrizes internas relativas aos angulos da base do

triangulo ABC
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Figura 5.21: Bissetrizes internas BE e CD do tridngulo ABC
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. Movimente o vértice A do tridngulo ABC de tal maneira que as bissetrizes BE e CD se

mantenham congruentes.

Novamente com a ferramenta “DISTANCIA”, defina o comprimento dos lados AB e AC

do tridngulo ABC.

Movimente o vértice A mantendo as bissetrizes BE e CD congruentes € comprove a vera-

cidade do teorema de Steiner-Lehmus e do seu reciproco.

Na Figura 5.22, ilustramos um exemplo de movimento para o vértice A. Observe a for-

macdo de um tridngulo ABC isésceles.

17 Aitividade_3.ggb S e

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

=

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagao X
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® A=(8,10)
~® B=(2,2)
-® C=(14,2)
- ® D=(5.27,6.36)
® E=(10.73,6.36)
Reta lo
. -0.45x + 0.89y = 0.89
g: -0.45x - 0.89y = -8.05
egmento B
a=12

~® TextoAB="“AB=10"

~® TextoAC =“AC =10"

-~ ® TextoBE =“BE =9.76"
® TextoCD =“CD =9.76”
Tridngulo ls
® t1=48
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Figura 5.22: Triangulo is6sceles ABC e as bissetrizes internas BE e CD
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos neste trabalho diferentes estratégias para demonstrar os teoremas de
Simson-Wallace e de Steiner-Lehmus, enfatizando nas demonstracdes as propriedades dos qua-
drilateros convexos inscritiveis na circunferéncia. Propomos ainda trés atividades investigativas
com o software gratuito Geogebra, direcionadas aos professores de matematica que atuam na
Educacgdo Basica e no Ensino Superior. Nas atividades, exploramos a construcdo/investigacao
dos trés teoremas que sao os objetos de estudo deste trabalho: a condi¢@o de inscri¢ao de quadri-
lateros convexos na circunferéncia, a reta de Simson-Wallace e suas propriedades e o teorema

de Steiner-Lehmus.

Na pesquisa bibliogréifica que efetuamos, constatamos que o tema quadrildteros ins-
critiveis é pouco explorado nos livros didaticos de matemética da Educagdo Basica e, mesmo
quando abordado, as demonstracdes e as aplicacdes sdo omitidas. Quanto aos teoremas de
Simson-Wallace e de Steiner-Lehmus, apesar das declaragdes simples de ambos, com demons-
tracoes fundamentadas em conteudos de geometria elementar, hd pouquissimas referéncias em
Portugués. Particularmente, ndo empregamos nenhuma bibliografia em Portugués para discor-
rer sobre o teorema de Steiner-Lehmus. As principais referéncias empregadas neste trabalho
sdo: (COXETER, 1969), (GREITZER; COXETER, 1967), ISAACS, 2001) e (GARDNER,
2013).

Finalizando, acreditamos que este trabalho acrescenta as referéncias em Portugués,
principalmente aquelas utilizadas na disciplina Geometria I do PROFMAT, uma fonte de pes-
quisa de teoremas geométricos, além de servir de estimulo para futuras pesquisas na drea. Es-
peramos que o trabalho seja til aos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica e do
PROFMAT, especificamente na disciplina de geometria plana, e também aos professores de ma-
tematica da Educacao Bésica no sentido de valorizar/resgatar a geometria enquanto componente

do curriculo de matematica.
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APENDICE A - TEOREMAS AUXILIARES

No terceiro capitulo deste trabalho, demonstramos o Teorema 3.1 fazendo uso de um
importante resultado de colinearidade conhecido como teorema de Menelaus, em homenagem

a Menelaus de Alexandria, nascido por volta do ano 70 d.C. no antigo Egito.

A.1 O TEOREMA DE MENELAUS
Para compreendermos amplamente o teorema de Menelaus, sdo necessdrias algumas
defini¢des.

Definicao A.1. Uma reta é dita orientada quando fixamos um sentido de percurso. Por conven-

cdo, o sentido fixado apresenta sinal positivo e o sentido contrdrio sinal negativo.

-y

S

Figura A.1: Reta s e reta orientada r

Definicao A.2. Dados dois pontos distintos A e B pertencentes a uma reta orientada r, de-
notamos o comprimento do segmento com origem em A e extremidade B com um niimero real
positivo se a orientacdo do segmento AB concorda com o sentido positivo da reta. Caso contrd-
rio, denotamos o comprimento com um numero real negativo. Em particular, seja u a unidade
de comprimento. Assim, para o segmento AB ilustrado na Figura A.2, temos que AB = 3u e

BA = —3u ou, equivalentemente, AB = —BA.

Figura A.2: Comprimento algébrico do segmento orientado AB
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Definicao A.3. Consideremos uma reta r orientada e os pontos A e B, distintos, pertencentes a

r. Seja P € r um ponto distinto de A e de B.

AP
1.Se P pertence ao exterior do segmento AB, como mostra a Figura A.3, entdo 2P > 0.

@ @ O =
A B P

-

Figura A.3: Razao orientada positiva

AP
2.8e P pertence ao interior do segmento AB, como ilustra a Figura A.4, entdo 2P <0.

—O O O =
A P B '

Figura A.4: Razdo orientada negativa

Teorema A.1 (Menelaus - versdo completa). Se ABC é um triangulo qualquer e D, E e F sdo
pontos distintos dos vértices, situados respectivamente sobre os lados AB, BC e AC de ABC,

entdo _
AD BE CF

DB EC FA

se,e somente se, D, E e F sdo colineares.

A Figura A.5 ilustra as hipéteses do Teorema A.1.

Figura A.S: Triangulo ABC e os pontos colineares D, E e F
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Demonstragdo.

Sejam: ABC um tridngulo qualquer; D, E e F pontos colineares situados sobre os lados
AB, BC e AC (ou seus prolongamentos), respectivamente, de ABC; r a reta que passa por D, E e
F. Pelos vértices A, B e C de ABC, tracamos retas paralelas 2 reta r, e prolongamos o lado BC

até este intersectar em G a reta que passa por A, como na Figura A.6.

Figura A.6: Feixe de retas paralelas a reta r

Temos assim um feixe de quatro retas paralelas cortadas pelas transversais 1@, % e

;@ . Usando o teorema de Tales', estabelecemos as seguintes igualdades:

iD DB
GE EB’
—— AD.EB
GE = —; (A.1)
DB
FC TFA
EC EG
— ECFA
EG = C_ . (A.2)
FC
De (A.1) e (A.2), considerando a orientacao dos segmentos, temos que:
. . _ADEB ECFA AD EBFC
GE = -EG = = — =.—= =1 (A.3)

— p— —_— — _ =
DB FC DB EC FA

A demonstragdo do teorema pode ser encontrada em (NETO, 2013) e (SILVA, 2015).
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Observando que EB = —BE e FC = —CF, concluimos a partir de (A.3) que:

AD —(BE) —(CF) AD BE CF

DB EC FA DB EC FA

Reciprocamente, suponhamos que a reta DE intersecta o prolongamento do segmento

AC em F’, conforme ilustra a Figura A.7, e que:

Figura A.7: Tridngulo ABC e os pontos colineares D, E e F’

Como D, E e F' sdo colineares, temos, como provado anteriormente, que:

AD BE CF'

——.——=—1. (A.5)
DB EC F'A
Comparando (A.4) e (A.5), obtemos:
CF CF’
C: = C_ (A.6)
FA F'A

De (A.6), decorre que os pontos F e F' sdo coincidentes. Portanto, os pontos D, E e F

sdo colineares.

O

Observacao A.1. Considerando as razoes orientadas entre os segmentos, isto é, as medidas dos
comprimentos algébricos, dizemos que o teorema de Menelaus estd na sua versdo completa -

Teorema A.1. Caso contrdrio, usando somente as medidas geométricas (razoes positivas), ou
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seja, sem orientacdo definida para os segmentos, temos a versdo bdsica do referido teorema.

Teorema A.2 (Menelaus - versao basica). Se ABC ¢ um triangulo qualquer e D, E e F sdo
pontos colineares, situados respectivamente sobre os lados AB, BC ¢ AC de ABC, entdo

AD BE CF

DB'EC' FA
Observacao A.2. A demonstracdo do Teorema A.2 é inteiramente andloga a demonstracdo do

Teorema A. 1.

Observacao A.3. Na versdo bdsica, a reciproca do teorema de Menelaus nem sempre é ver-
dadeira. Basta considerar como contra-exemplo os pontos médios dos lados de um triangulo

ABC. Neste caso, o produto das razoes é igual a 1, porém os pontos ndo sdo colineares.

A2 O TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA DE UM TRIANGULO

Definicao A.4. A bissetriz interna de um tridngulo é um segmento que possui uma extremidade
em um dos vértices e a outra no lado oposto, e que divide o dngulo interno desse vértice em

dois angulos adjacentes e congruentes.

A Figura A.8 ilustra a bissetriz interna AD do triAngulo ABC.

Figura A.8: Triangulo ABC e a bissetriz interna AD

Teorema A.3. Em um tridngulo, a bissetriz de um dngulo interno divide o lado oposto em

segmentos proporcionais aos lados adjacentes.
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Demonstragdo.

Sejam um tridngulo ABC qualquer e a bissetriz interna AD relativa ao angulo BAC.

Pelo vértice C, tragamos uma reta r paralela a reta suporte de AD, e prolongamos o lado BA até
: . : AB DB
que este intersecte r em E, como ilustra a Figura A.9. Queremos provar que ac = e

Figura A.9: Tridngulo ABC, a bissetriz interna AD e a reta CE

Como as retas AD e CE sdo paralelas, consequentemente BAD = AEC = a (angulos
correspondentes congruentes) e DAC = ACE = a (angulos alternos internos). Assim, AEC =

ACE=o0co tridngulo AEC ¢ is6sceles. Portanto,
AC = AE, (A7)

como ilustra a Figura A.10.

B D /c

Figura A.10: Triangulo is6sceles AEC
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Dessa forma, pelo teorema de Tales temos que:

AB DB
AE DC
AB DB
Substituindo (A.7) em (A.8), concluimos que — = —.
AC DC
1

A.3 PROPRIEDADES DA CIRCUNFERENCIA DE NOVE PONTOS

Demonstramos agora duas propriedades da circunferéncia de nove pontos empregadas

no capitulo trés.

Lema A.1. Se o é uma circunferéncia de raio 2R e centro em O, X é um ponto em o e P
é um ponto interior a Q, entdo o lugar geométrico dos pontos M que sdo pontos médios dos
segmentos PX, quando X percorre o, é uma circunferéncia B de raio R e centro em N, ponto
médio de OP.

A Figura A.11 ilustra as hipdteses e a tese do Lema A.1.

Figura A.11: Circunferéncias o e 3

Demonstragao.

Se N é o ponto médio de OP e M é o ponto médio de PX, entdo NM é a base média do
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trisngulo OPX, como ilustra a Figura A.11. Logo, NM || OX, NM = R VX € a. Desse modo,

M descreve a circunferéncia B com raio NM = R e centro N.

O

Teorema A.4. A circunferéncia de nove pontos de um triangulo ABC é o lugar geométrico dos
pontos médios dos segmentos HX, onde H é o ortocentro de ABC e X é um ponto qualquer da

circunferéncia circunscrita a ABC.

A Figura A.12 ilustra as hip6teses e a tese do Teorema A.4.

X

Figura A.12: Circunferéncia de nove pontos centrada em O’ e a circunferéncia circunscrita ao
triangulo ABC centrada em O

Demonstracdo.

Seja HX, onde H € o ortocentro de um tridngulo ABC e X € um ponto arbitrario da

circunferéncia  circunscrita a ABC, como ilustra a Figura A.13.

Sejam ainda O o centro da circunferéncia & e U o ponto médio de HX. Assim, de
acordo com o Lema A.1, existe uma circunferéncia 8 centrada no ponto médio O’ de OH que

passa por U, como mostra a Figura A.14.

Resta-nos demonstrar que a circunferéncia 8 € a circunferéncia de nove pontos.
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X

Figura A.13: Segmento HX

a

Figura A.14: Circunferéncia a, segmento HX e a circunferéncia 8

Sejam Y, Q e Z os pontos médios de AH,BH e HC, respectivamente, como na Figura
A.12. Ainda segundo o Lema A.1, Y, Q e Z sdo pontos pertencentes a circunferéncia f e,
conforme o Teorema 3.7, também sdo pontos da circunferéncia de nove pontos do tridngulo
ABC. Como por trés pontos passa uma tnica circunferéncia - Teorema 2.7, concluimos que f3 é

a circunferéncia de nove pontos.
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Teorema A.S5. A medida do raio da circunferéncia de nove pontos de um triangulo ABC é igual

a metade da medida do raio da circunferéncia que circunscreve ABC.

Demonstracdo.

Sejam a circunferéncia circunscrita a um tridngulo ABC, de centro O e raio OA=R,ea
circunferéncia de nove pontos de ABC, de centro O’ e raio O'Y =R',onde Y éo ponto médio de
AH e H é o ortocentro de ABC. Conforme J4 demonstrado no Teorema A.4, a circunferéncia de
nove pontos de ABC esté centrada no ponto médio O’ de HO e passa pelos pontos médios dos
segmentos com extremidades em H e na circunferéncia circunscrita a ABC, conforme indica a

Figura A.15.

Figura A.15: Circunferéncia de nove pontos do tridngulo ABC de raio R’ e a circunferéncia
circunscrita a ABC de raio OA = R

Em particular, consideremos o ponto Y, ponto médio de AH e pertencente a circun-
feréncia de nove pontos de ABC. Como O'Y intersecta AH e OH em seus respectivos pontos

médios, segue que O'Y é a base média do tridngulo AHO e, portanto, os tridngulos YHO' e AHO

— OA
sdo semelhantes pelo caso LAL (lado-angulo-lado) na razdo 1 : 2. Disto decorre que O'Y = -

. R
ou, equivalentemente, R = 5



