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CAMPOS, Lucas Piuco de. Um olhar para o Tridngulo de Sierpinski a luz da modelagem
matematica. 2025. 79 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Licenciatura em Matematica) -
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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de curso (TCC) tem como objetivo investigar como a modelagem
matematica pode auxiliar no ensino do fractal Triangulo de Sierpinski. A exploragdo desse
fractal possibilita, por exemplo, a abordagem de perimetro e area. Nosso intuito foi
desenvolver algumas investigagdes associadas a ele, amparados em procedimentos
caracteristicos de atividades de modelagem. Para participar da pesquisa, foram convidados
alunos de duas turmas de 9° ano do Ensino Fundamental, de uma escola publica, situada no
municipio de Toledo, Oeste do Parand, nas quais o pesquisador atuava como professor regente
da disciplina de Matematica. Os participantes da pesquisa foram organizados em grupo para o
desenvolvimento das investigacdes, que foram propostas pelo professor. Trata-se de uma
pesquisa qualitativa, voltada para questdes educacionais concernentes ao ensino da geometria
ndo-euclidiana e o uso de procedimentos relativos a modelagem matematica. Os dados foram
produzidos por meio de gravagdes em audio e video e de registros escritos referentes as
resolugdes. Os instrumentos incluem smartphone, para captura de voz, video e imagens,
computador, lapis, caneta e papel. Uma analise de carater qualitativo foi empreendida a fim de
identificar nas agdes e resolugdes dos alunos aspectos que caracterizam a modelagem
matematica, os quais forneceram elementos para concluir que a modelagem oferece uma
abordagem estruturada do fractal, capaz de subsidiar a compreensdo e¢ a andlise de
caracteristicas através da construcao e interpretagao de modelos matematicos.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Modelagem Matematica; Geometria Fractal; Ensino
Fundamental.



CAMPOS, Lucas Piuco de. A look at Sierpinski fractals in the light of mathematical modelling.
2025. 79 p. Course Completion Work (Degree in Mathematics) - Federal University of Technology -
Parana, Toledo, 2025.

ABSTRACT

This Course Completion Work aims to investigate how mathematical modelling can aid in
teaching the Sierpinski Triangle fractal. Exploring this fractal allows, for example, the
approach of perimeter and area. Our intent was to develop some investigations associated
with it, supported by procedures characteristic of modelling activities. To participate in the
research, students from two 9th grade classes of Elementary School were invited, from a
public school located in the municipality of Toledo, Western Parana, in which the researcher
worked as a teacher of the Mathematics discipline. The research participants were organized
in groups for the development of the investigations, which were proposed by the teacher. This
is a qualitative research, focused on educational issues concerning the teaching of
non-Euclidean geometry and the use of procedures related to mathematical modelling. The
data were produced by means of audio and video recordings and written records referring to
the resolutions. The instruments include smartphone, for voice capture, video and images,
computer, pencil, pen and paper. An analysis of a qualitative nature was undertaken in order
to identify in the actions and resolutions of the students aspects that characterize mathematical
modelling, which provided elements to conclude that modelling offers a structured approach
of the fractal, capable of supporting the understanding and analysis of characteristics through
the construction and interpretation of mathematical models.

Keywords: Mathematics Education; Mathematical Modelling; Fractal Geometry; Elementary
Education.
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INTRODUCAO

A relevancia dos conceitos e definicdes da geometria euclidiana ¢ reconhecida de
longa data. Seu ensino, entretanto, passou por modismos fortemente radicalizantes, os quais
consistem desde o formalismo impregnado de demonstragdes apoiadas no raciocinio
logico-dedutivo e algebrizacao até o empirismo inoperante (Lorenzato, 1995).

Além disso, nas tltimas décadas, testemunhamos o florescimento de novas abordagens
da geometria, capazes de capturar as complexidades e “irregularidades” das formas que
observamos na natureza. Nesse contexto, a geometria fractal, cunhada por Benoit Mandelbrot
na década de 1970, revolucionou a forma como entendemos conceitos como area, perimetro e
dimensao, ao destacar a autossimilaridade presente nessas formas, como montanhas e costas
maritimas. Figuras antes incompreendidas ou ndo contempladas pela geometria euclidiana,
devido as suas “irregularidades”, agora sdo entendidas como oportunidades para o ensino.

A geometria fractal ¢ entendida como uma geometria nao-euclidiana ao desafiar a
ideia de continuidade decorrente da natureza das constru¢des geométricas descritas por
Euclides. Essa ideia advém do pressuposto de que objetos podem ser desenhados de maneira
continua, sem interrupg¢des ou descontinuidade, como sugerem os postulados de Euclides. A
geometria fractal introduz objetos que, embora possam ser definidos em espacos euclidianos,
apresentam estruturas que se repetem em escalas cada vez menores, criando uma
complexidade infinita.

Do ponto de vista educacional, entendemos a relevancia do estudo dessa geometria
nao-euclidiana, ampliando o modo de ver como a Matematica pode ser aplicada para
descrever ou explicar aspectos do mundo. Aborda-la na sala de aula contempla além de
questdes tedrico-epistemologicas, questdes estéticas, importantes para tornar a aprendizagem
da Matematica atraente, incentivando a promog¢ao do pensamento criativo. Além disso, coloca
a certeza matematica sob lentes criticas, compreendendo que ela s6 existe em contextos bem
especificos e determinados pelas definigdes.

Trata-se, portanto, de uma forma de estabelecer relacdes e fornecer descricdes ou
previsdes a respeito de figuras antes associadas ao caos, mas ordenadas segundo “leis da
natureza” (Barbosa,1999). A geometria fractal ¢ uma oportunidade para descrever
matematicamente tais figuras. Diante de tais caracteristicas, acreditamos que a modelagem
matematica, na perspectiva da Educacdo Matematica, seja uma abordagem pertinente para

trata-la em sala de aula.
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A modelagem matematica, descrita por Almeida, Silva e Vertuan (2012), em uma
interpretagdo sobre a expressao em si mesma, associa-se a ideia de moldar algo, associado a
realidade, por meio de um modelo matematico, uma estrutura produzida a partir de relagdes
matematicas estabelecidas a partir da analise de caracteristicas do fendmeno sob investigagao.

Nesse contexto, ¢ vista como ferramenta de problematizacdo e interpretagdo da
realidade, desempenhando um papel fundamental nas mais diversas areas do conhecimento
humano, desde a fisica até a economia, passando pela biologia e a engenharia (Bassanezi,
2002). Ao oferecer uma abordagem sistematica para compreender e solucionar problemas
complexos, a modelagem emerge como uma aliada poderosa na busca por respostas e insights
significativos, mas, sobretudo, no contexto educacional, como uma alternativa pedagogica
para se ensinar e aprender Matematica.

Ao discutir o espaco para atividades de modelagem matematica no curriculo, Almeida
e Vertuan (2011), com base em Blum e Niss (1991), apresentam algumas possibilidades,
dentre as quais eles citam a alternativa da combinagdo, a qual presume que, no decorrer das
aulas de Matematica, uma introdu¢ao de conceitos ocorre por meio da invocacao frequente de
aspectos de aplicacdo e modelagem matematica. Essa abordagem permite que os estudantes
desenvolvam uma compreensdao dos conteudos ao relaciond-los com situagdes concretas e
contextualizadas. Além disso, essa dinamica pode ocorrer de forma inversa, utilizando novos
conceitos, métodos e resultados matematicos para a realiza¢ao de atividades aplicadas. Dessa
maneira, a modelagem matematica ndo apenas auxilia na assimilacdo dos contetdos, mas
também fomenta o desenvolvimento de competéncias analiticas e criticas, essenciais para a
formacgao académica e profissional dos alunos.

Diante dessa perspectiva, nosso objetivo ¢ investigar como a modelagem matematica
pode auxiliar no ensino do fractal Triangulo de Sierpinski, fazendo algumas investigacoes a
respeito de perimetro e area. Essa escolha se justifica por diversos fatores, principalmente por
ser um fractal de simples construcdo e com regularidades visualmente intuitivas, sendo de
facil abordagem em contextos educacionais.

A construcdo iterativa do Triangulo de Sierpinski, baseada em passos simples e
repetitivos, facilita a compreensdo de propriedades fundamentais dos fractais, como a
autossimilaridade e a recursividade. Além disso, a sua vasta presenca na literatura cientifica
atesta a sua potencialidade na exploracdo de conceitos matematicos, promovendo conexdes
interdisciplinares com areas como algebra, combinatoria e ciéncia da computagdo.
Adicionalmente, sua inclusdo em materiais didaticos e documentos curriculares corrobora a

sua relevancia pedagogica. No caso especifico do Parand, os documentos curriculares do
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Ensino Fundamental (2018) explicitam a necessidade de “identificar formas fractais e as
caracteristicas de autossimilaridade e complexidade infinita” (Parana, 2018), refor¢cando a
importancia do estudo de fractais.

Trata-se de uma pesquisa qualitativa, cujo problema para investigagado, segundo Ludke
e André (2014), ¢ definido no contexto da sala de aula, no qual o pesquisador est4 envolvido.
E, desse modo, resultado de interesses dos pesquisadores, porém, combinados a experiéncias
em sala de aula associadas ao assunto. Além disso, a autonomia atribuida aos alunos no
desenvolvimento das atividades pode levar a uma imprevisibilidade nos procedimentos de
resolucdo, os quais investigamos com esta pesquisa.

Participaram 66 alunos do 9° ano do Ensino Fundamental do Colégio Estadual
Senador Attilio Fontana, localizado no municipio de Toledo, os quais foram convidados e
aceitaram participar, assim como seus responsaveis legais, conforme assinaturas do Termo de
Assentimento Livre e Esclarecido (TALE), bem como do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE) e do Termo de Consentimento para Utilizagdo de Imagem, Som e Voz
(TCUISV), definidos a partir da aprovagdo do projeto de pesquisa no Comité de Etica em
Pesquisa envolvendo Seres Humanos (CEP) da Universidade Tecnologica Federal do Parana -
Campus Medianeira, parecer subcircustanciado n°® 7.086.899.

Esses estudantes foram organizados em grupos para o desenvolvimento das
investigacdes propostas, buscando promover momentos de colaboragdo, a partir das
discussoes e reflexdes propostas. A escolha desses participantes fundamenta-se na experiéncia
do pesquisador como professor regente da disciplina de Matematica dessas turmas,
possibilitando um acompanhamento mais aprofundado das interagdes dos alunos com a
tematica abordada.

Além disso, a coleta de dados foi realizada durante a execucao da atividade em sala de
aula, empregando diversos instrumentos para garantir um registro abrangente do processo
investigativo. Entre os recursos utilizados, destacam-se as gravacdes em audio e video, os
registros escritos pelos alunos e as anotagdes do pesquisador, que possibilitaram um
acompanhamento detalhado das interagdes e reflexdes dos participantes.

A analise desses dados seguiu uma abordagem qualitativa, com o objetivo de
identificar e compreender aspectos que evidenciam a utilizagdo da modelagem matematica no
ensino dos conceitos de perimetro e area, associados ao Tridngulo de Sierpinski.

Por fim, além desta introducao, este trabalho estd estruturado em quatro capitulos que

contemplam a fundamentagdo teodrica sobre modelagem matematica e a geometria fractal,
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uma descricdo da metodologia utilizada, a andlise dos dados e, por fim, as consideracdes

finais, nas quais sao discutidos os principais resultados da pesquisa.
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CAPITULO 1
MODELAGEM NA PERSPECTIVA DA EDUCACAO MATEMATICA

Este capitulo versa sobre o que ¢ modelagem matematica na perspectiva da Educagdo
Matematica e os motivos de utiliza-la em sala de aula para abordar a Matematica. Debruga-se

também sobre como trabalhé-la em sala de aula e o seu espaco no curriculo atual.

1.1 O QUE E E POR QUE MODELAGEM MATEMATICA?

Quando comegam a dar aula, algumas duvidas a respeito das praticas associadas ao
ensino e a aprendizagem da Matematica sd3o comuns entre os recém formados, em parte
devido a recorréncia de situacdes que requerem a aplicacdo de conceitos matematicos: qual
Matematica os estudantes precisam aprender? Como vou ensinar Matematica? Qual o
propésito da Matematica que ensinamos?”. Contudo, a Matemadtica que ensinamos esta
distante do que os estudantes vivenciam no seu cotidiano (Almeida; Silva, 2015).

De acordo com Schmidt, Ribas e Carvalho (1998), o processo educativo nao pode se
limitar exclusivamente a disseminagdo de um conteudo sistematico, pré-elaborado e
finalizado, mas deve promover o desenvolvimento de competéncias e estratégias as quais o
estudante possa recorrer, quando necessario, diante das situagdes que enfrentard dentro ou
fora do ambiente educacional. Adicionalmente, o ensino da Matematica deve encorajar o
aluno a ponderar sobre os temas circundantes, contribuindo para a sua formagdo como
individuo critico e participativo na comunidade em que estd inserido, além de capacita-lo a
tomar decisdes embasadas em dados (Maas et al., 2022).

Trata-se, portanto, de adotar uma abordagem critica no ensino de Matematica, no
sentido de inserir os estudantes em discussdes que vao além dos aspectos técnicos da
disciplina, promovendo reflexdes sobre questdes sociais, ambientais e tecnologicas. Além
disso, segundo D’ Amore (2007, p. 287), as praticas realizadas durante as aulas de Matematica
devem focar “em uma circunstancia desafiadora e ndo em um dilema especifico: o estudante
se depara com uma questao no contexto de uma tarefa mais abrangente”.

Diante dessas argumentacdes, a favor da introdug@o de tarefas mais desafiadoras e da

promocao de reflexdes que vao além da Matematica curricular, entendemos a modelagem no
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ambito da Educacdo Matematica como uma alternativa pedagodgica apropriada a esses
objetivos, que propde a abordagem da Matematica a partir da exploragdo de
situagdes-problema ndo necessariamente relacionadas a Matematica.

Para Almeida, Silva e Vertuan (2012, p. 9), a modelagem pode ser compreendida
como ‘“uma alternativa pedagogica na qual fazemos uma abordagem, por meio da
Matematica, de uma situagdo-problema ndo essencialmente matematica”. Sob essa
perspectiva, contribui para o desenvolvimento de investigagdes em sala de aula, que comegam
com um problema proveniente de um dominio extramatemadtico, envolvendo uma busca
intencional e hipdteses como guias, além da aplicacdo de diversas estratégias matematicas
para a constru¢do de modelos matematicos e a obtencdo de uma solugdo viavel.

Nesse ponto vista, as relagdes entre a vida real — origem do problema — e o
conhecimento matematico — campo cujos conceitos estdo instalados — servem como base para
o desenvolvimento de habilidades importantes, que incluem a resolucdo de problemas, o
pensamento critico na avaliagdo de solucdes, a criatividade na formulagdo de estratégias, a
fluéncia no uso da linguagem matematica, a argumentagao € a comunicacao matematica ¢ a
andlise e interpretacdo de situagdes reais por meio de modelos matematicos (Blomhoej;
Heojgaard, 2003; Maal}, 2006; Blomhgj, 2011). Dessa forma, a modelagem ndo apenas
contribui para a compreensdo de conceitos matematicos, mas também amplia a capacidade
dos estudantes de aplicar esse conhecimento em diferentes contextos, principalmente aqueles

que costumam ser deixados de lado em aulas de Matematica estritamente tedricas.

1.2 AMODELAGEM NA SALA DE AULA E O SEU ESPACO NO CURRICULO

A conceituacdo e a descricdo da modelagem matematica, de acordo com Almeida e
Vertuan (2011), tém se dado na literatura de maneiras variadas, se refletindo em diferentes
concepgoes e pressupostos voltados as visdes pedagdgicas que orientam as praticas de ensino
e as bases tedricas das pesquisas académicas. Essa diversidade se reflete na estruturacdo de
ciclos e esquemas que descrevem o fazer modelagem, que podem enfatizar etapas como a
problematizacdo, a matematizacdo e a obtencdo e interpretagdo dos resultados. De modo
geral, essas concepgoes defendem uma abordagem investigativa mais flexivel, ndao linear, na
qual os estudantes assumem maior autonomia e evidenciam as potencialidades da modelagem,

permitindo a sua adaptagdo a diferentes contextos educacionais.
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Na concepg¢ao de Almeida, Silva e Vertuan (2012, p. 12), por exemplo, a modelagem
matematica ¢ entendida como uma atividade, a qual

[...] pode ser descrita em termos de uma situagdo inicial (problematica), de uma

situacdo final desejada (que representa uma solucdo para a situacdo inicial) e de um

conjunto de procedimentos e conceitos necessarios para passar da situagdo inicial

para a situagdo final. [...] O termo “problema” é entendido aqui como uma situagdo

na qual o individuo no possui esquemas a priori para sua solu¢do. Assim, para a

resolucdo de situagdes problema, de modo geral, ndo ha procedimentos previamente
conhecidos ou solugdes ja indicadas.

Para os autores, uma atividade de modelagem pode ser organizada em fases:

Inteiracdo: Cujo conceito sugere a ideia de adquirir conhecimento sobre algo; na
modelagem matematica, essa fase representa o primeiro contato com a situagdo-problema que
se deseja investigar, visando compreender suas caracteristicas essenciais. Nesse momento, o
pesquisador coleta dados tanto quantitativos quanto qualitativos, auxiliando na formulacao do
problema e na defini¢do de seus objetivos. Assim, a escolha do tema e a pesquisa por
informagdes sdo elementos cruciais nessa fase.

Matematizacdo: O problema definido na fase inicial, de modo geral, ¢ descrito em
linguagem comum e ndo estd diretamente ligado a linguagem matematica, o que requer a
conversao de uma representagdo (linguagem comum) para outra (linguagem matematica).
Essa transi¢ao para a linguagem matematica esclarece o problema a ser resolvido. A busca e o
desenvolvimento dessa representacdo matematica sdo orientados pelas relagdes entre as
caracteristicas do problema e os conceitos, técnicas ¢ métodos matematicos adequados para
expressa-los de forma matematica. Por conseguinte, a segunda fase da modelagem ¢
conhecida como “matematizacdo”, que abrange esses processos de transi¢ao entre linguagens,
visualizagdo e uso de simbolos matematicos para descrever caracteristicas da
situagdo-problema. Essas descri¢des derivam da formulagdo de hipdteses e pressupostos,
selecdo de varidveis e simplificagdo das informag¢des em relacdo ao problema originalmente
definido na fase de inteiragao.

Resolugao: Durante essa fase, € desenvolvido um modelo matematico para representar
a situagdo, permitindo a exploracdo dos elementos pertinentes ¢ a abordagem das questoes
relacionadas ao problema em estudo. E a fase em que os procedimentos e conceitos
matematicos sao empreendidos para se apresentar uma solucdo ao problema.

Interpretacdo de resultados e validagdo: A compreensdo dos resultados indicados pelo
modelo requer a analise de uma solug¢do para o problema. Assim, a analise da solugdo ¢ um
processo de avaliacdo feito pelos participantes envolvidos na tarefa e envolve a confirmagao

do modelo matematico ligado ao problema, levando em conta tanto os métodos matematicos
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quanto a adequacgdo da representacdo e da solucdo a situacdo. Nessa fase, ndo se busca apenas
desenvolver a capacidade de criar e aplicar modelos, mas também promover nos alunos a
habilidade de avaliar e comunicar esse processo de modelagem e os diferentes contextos nos
quais podem ser utilizados.

A figura 1 apresenta um esquema que ilustra a atividade de modelagem matematica

descrita por Almeida, Silva e Vertuan (2012).

Figura 1 - Fases da modelagem matematica

Situacgao final
(Solugédo para a situagao
inicial)

Situacao inicial
(problematica)

Inteiracdo  Matematizagdo  Resolucdo Interpretagdo de
resultados e

validagcéo

Fonte: Almeida, Silva e Vertuan (2012)

Vale ressaltar que embora os ciclos e esquemas apresentados na literatura apresentam
elementos considerados caracteristicos de uma atividade de modelagem pelos seus autores,
eles ndo sdo capazes de retratar a dinamicidade com a qual os procedimentos sao
empreendidos pelos alunos. E importante ratificar a ndo linearidade das fases e procedimentos
apresentados e discutidos. Isso causa certa estranheza nos professores, ao gerar certa
imprevisibilidade quanto aos encaminhamentos da atividade.

Dessa forma, preocupados com a implementagao de atividades de modelagem em sala
de aula, diversos autores tém debatido alternativas para viabiliza-la. Almeida e Vertuan (2011,

p. 24-25), com base em Blum e Niss (1991), sugerem algumas possibilidades:

a) A alternativa da separagdo: em vez de incluir as atividades de modelagem nas
aulas regulares de matematica, tais atividades sdo desenvolvidas em cursos
extracurriculares, especialmente realizados para este fim; nesta abordagem, as aulas
regulares permanecem inalteradas pela introducdo da Modelagem Matematica ao
curriculo do curso ou da disciplina;

b) a alternativa da combinag@o: esta alternativa presume que no decurso das aulas de
Matematica sejam frequentemente invocados aspectos de aplicagdo e Modelagem
Matematica como forma de auxiliar a introducdo de conceitos matematicos. O
mesmo pode ser feito no sentido inverso, quando novos conceitos, métodos e
resultados matematicos podem ser ativados para a realizagdo de atividades de
aplicagdo ¢ modelagem, sempre que possivel;

c) a alternativa da integracdo curricular: segundo esta alternativa, os problemas
seriam o ponto de partida e a matematica necessaria para resolvé-los seria
introduzida a partir da necessidade. Para os autores, nesse caso, a restri¢ao é que os
problemas abordados deveriam conduzir a conceitos matematicos “relevantes” e
“trataveis” no curriculo escolar daquela série ou daquela disciplina;
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d) a alternativa interdisciplinar integrada: para caracterizar este encaminhamento, os
autores defendem que haveria uma completa integragdo entre as atividades
extramatematicas ¢ matematicas em uma estrutura curricular interdisciplinar em que
a “matematica” ndo seria organizada como disciplina isolada, mas os conteudos das
diferentes disciplinas curriculares, previamente identificados, seriam desenvolvidos
nas aulas de forma integrada.

Nao ha maneira tnica ou ideal, a incorporacdo de atividades de modelagem
matematica nas aulas vai depender das condi¢des e objetivos pedagogicos que o professor
tem, quais experiéncias deseja proporcionar a seus alunos, se estd interessado em apresentar
aplicacdes da Matematica, com o uso de métodos e conceitos bem definidos, se quer propor
situagoes desafiadoras, nas quais os alunos sdo convidados a buscar meios de interpreta-las e
resolvé-las, ou se quer propor a investigagao de situagdes cuja problematizacao e investigacao
partem do interesse dos alunos. Isso implica em considerar praticas que podem se estender
por semanas, situacdes que podem ser exploradas em algumas aulas ou desafios que podem
ser resolvidos em apenas uma aula.

Barbosa (2004), por exemplo, discute trés casos, que na verdade se configuram mais
como trés regides de possibilidades, para o desenvolvimento de atividades em sala de aula.
Esses casos consistem na atribuicdo de diferentes “responsabilidades” ao professor e alunos,

conforme ilustra o Quadro 1.

Quadro 1 - Responsabilidades do professor/aluno em uma atividade de modelagem

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Elaboragdo da situagdo Professor Professor Professor/aluno
problema
Simplificagdo Professor Professor/aluno Professor/aluno
Dados qualitativos e Professor Professor/aluno Professor/aluno
quantitativos
Resolugao Professor/aluno Professor/aluno Professor/aluno

Fonte: Barbosa (2004)

A caracterizacdo desses trés “casos”, estabelecidos pelo autor, reside no qudo o
professor se sente a vontade a compartilhar com seus alunos a responsabilidade do
desenvolvimento da atividade, levando em consideragao as condigdes pedagdgicas que tem
disponivel, como tempo, curriculo, caracteristicas da turma etc. Nao tem, portanto, ligacao
direta com a introdugdo da modelagem aos alunos; mesmo a sua primeira incursdo na
modelagem poderia ocorrer de acordo com o Caso 3, por exemplo.

Outrossim, a transi¢cao de um cendrio cujas aulas centram-se na pratica de resolugdo de

exercicios a respeito de conteudos recém explicados para o desenvolvimento de atividades
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investigativas, como sdo as atividades de modelagem, pode se configurar um desafio tanto
para os professores quanto para os alunos. Diante disso, Almeida e Dias (2004) sugerem que a
incorporagdo de atividades de modelagem em sala de aula seja feita a partir de momentos
gradativos, conduzindo os alunos, e também professores, a se familiarizar com os
procedimentos relativos ao desenvolvimento de uma atividade de modelagem matematica.

Dessa forma, num primeiro momento, o professor pode apresentar aos alunos uma
situagdo desafiadora, fornecendo as informacgdes necessarias, guia, acompanha e avalia a
exploragdo do desafio, o raciocinio, a interpretacdo e a aplicacdo de um modelo matematico,
auxiliando nas a¢gdes como definir varidveis e formular hipdteses, simplificar, traduzir para a
linguagem matematica, construir e validar o modelo matematico, bem como aplica-lo para
analisar a situacao e obter uma solucao.

Em seguida, num momento posterior, o professor pode propor outra situagdo
desafiadora aos alunos, para a qual eles precisam ampliar a coleta de informagdes para
explorar o cendrio, apresentar as varidveis e hipoteses simplificadoras e validar o modelo
matematico para a analise da situacdo. A mudanga fundamental do primeiro momento para o
segundo ¢ a autonomia dos alunos na escolha dos métodos matematicos, ou ndo, adequados
para conduzir a investigacao.

Por fim, num terceiro momento fornece aos estudantes autonomia para identificar um
desafio especifico, reunir e analisar os dados disponiveis, realizando as transi¢des de
linguagem necessarias, identificar conceitos matemadticos relevantes para desenvolver e
validar um modelo adequado & analise da situacdo especifica e comunicar suas descobertas a
comunidade escolar.

Essa estratégia de familiarizacdo com os procedimentos da modelagem a partir de
diferentes momentos tem como objetivo desenvolver nos alunos a “competéncia de
modelagem”. Por isso, nos momentos iniciais a orientacdo e o auxilio do professor sdo
realizados no sentido de oferecer aos alunos confianga, autonomia e habilidade para

identificar um problema e buscar uma soluc¢ao através da Matematica.
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CAPITULO 2
GEOMETRIA FRACTAL

Este capitulo trata da geometria fractal, abordando aspectos relativos a sua origem e
principais caracteristicas. Discute a relevancia dos fractais no contexto do ensino da
Matematica, destacando atributos fundamentais como autossimilaridade, complexidade
infinita e dimensdo fractal. Além disso, sdo apresentados alguns fractais conhecidos como
exemplo, inclusive o Tridngulo de Sierpinski, destacando as suas propriedades matematicas e

as possibilidades de exploragdo no ensino de Matematica.

2.1 FRACTAL: ORIGENS E NOCOES INICIAIS

Originada na segunda metade do século XX, tendo Benoit Mandelbrot como seu
precursor, a Geometria Fractal comecou a ser entendida como um ramo da Matematica.
Mandelbrot (1983, p. 1) descreve como desenvolveu essa nova geometria a partir de suas
pesquisas, as quais se dedicaram a uma perspectiva do que seria o irregular fragmentado a
nossa volta. Com a intencdo de dar um nome a essas formas incomuns, ¢ até estranhas a
Matematica, porém naturais, Mandelbrot (1983) explica que encontrou em um dicionario de
Latim a palavra fractus, do verbo quebrar ou partir, dai o0 nome Geometria Fractal. Desse
modo, foram nomeadas fractais todas as estruturas que possuem conjuntos de curvas e figuras
desconexas, as quais nao sao foco de estudo da Geometria Euclidiana.

Dessa forma, os fractais manifestam-se de forma exuberante tanto na natureza quanto
no dominio da Matematica. No mundo natural, observamos a beleza fractal nos intrincados
flocos de neve, nas ramificagdes das arvores, nos padroes de drenagem dos rios, nas formas

das nuvens, na topografia das montanhas etc. A Figura 2 ilustra com alguns exemplos.
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Figura 2 - Exemplos de fractais na natureza

Fonte: Fractal Science (2025)

Mandelbrot se deparou com seus primeiros problemas referentes & Geometria Fractal
através de um estudo sobre Economia. Em Barbosa (2005, p. 11), encontramos nog¢des dos
problemas enfrentados por Mandelbrot no IBL Norte-Americano'.

Na IBM [Mandelbrot] deparou-se com questdes de ruidos nas linhas telefonicas
utilizadas em rede entre os computadores. Mandelbrot soube dos engenheiros que
algum ruido ndo podia ser eliminado e interferia nos sinais; a aleatoriedade e a

irregularidade dos ruidos afastaram os engenheiros da busca de solugdes. Resolveu o
problema (...) pensando nos erros de transmissdo como um conjunto de Cantor’.

Com o surgimento da Geometria Fractal, a preocupagdao de Mandelbrot passou a ser de
caracterizar objetos, os quais ndo se encaixavam na natureza da Geometria Euclidiana, tais
como figuras com curvas, como ¢ o caso de montanhas, encostas, nuvens, troncos de arvores,
ondas do mar e diversas outras formas e figuras encontradas na natureza.

Para ilustrar essa preocupagdo, Mandelbrot utilizou como exemplo um cendrio
hipotético onde um individuo (homem) se encontra caminhando num litoral, sempre o mais
perto possivel da dgua. Assim, cada passo vai deixando uma pegada. Quando reencontrar seu
ponto de origem, a linha que une suas pegadas formara o comprimento da costa. Se pegarmos

0 mesmo cenario e substituirmos cada vez por animais menores, sera levado cada vez mais

" IBL Norte-Americano refere-se a IBM Research (International Business Machines Corporation), onde Benoit
Mandelbrot trabalhou como pesquisador.

2 0 Conjunto de Cantor, introduzido por Georg Cantor, ¢ formado removendo-se repetidamente o tergo central de
um segmento de reta. Comega-se com um segmento, remove-se o ter¢o central, restando dois segmentos; em
seguida, remove-se o terco central de cada um desses segmentos restantes, e assim sucessivamente.
Caracteriza-se por ser infinito, ter medida nula e ser um exemplo classico de conjunto fractal devido a sua
autossimilaridade em todas as escalas.
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em consideragdo acidentes antes ignorados, tais como linhas mais irregulares e mais longas
que do primeiro individuo com maiores passos.

De acordo com Mandelbrot, a costa de um pais como a Gra-Bretanha ndo tem seu
valor real de comprimento. Ao pensar na medida do homem, ela ¢ antropocéntrica, entre
tantas outras. Contudo, o comprimento da sua costa vai depender de seu agrimensor ou no
caso do exemplo hipotético, do tamanho do passo do animal. Dessa forma, ele explica que
uma costa € sempre ingreme e sinuosa e, por consequéncia, podemos considerar a sua
grandeza infinita. Assim, observa que as formas irregulares do litoral tém uma caracteristica
em comum: a sua complica¢do ndo altera a mudanca de escala. Nesse sentido, percebeu que

independentemente da escala utilizada, a forma percebida se mantém a mesma.

2.2 CARACTERIZACAO DE UM FRACTAL

Embora muitas descrigdes sobre o que ¢ um fractal possam ser encontradas na
literatura, a sua conceituacdo ¢ uma questdo que ainda permanece em aberto. Mandelbrot
(1989, p. 14), apo6s observar e vivenciar numerosas tentativas infrutiferas de estabelecer uma
definicdo, apresenta uma reflexdo:

Sera necessario definir uma figura fractal de modo rigoroso, para em seguida dizer
que um objecto real ¢ fractal por se assemelhar a figura geométrica que constitui o
modelo? Considerando que um tal formalismo seria prematuro [...], um método

baseado numa caracteristica aberta e intuitiva, onde os avancos se efetuam por
retoques sucessivos.

O que temos, portanto, sdo caracterizagdes com indicacdes de aspectos relevantes a
serem considerados ao tratar um fractal. Falconer (1985), por exemplo, sem se apegar a um
formalismo, alega que um fractal ¢ algo cuja parte qualquer de si se assemelha ao todo em
algum aspecto. Nesse sentido, indica que um fractal apresenta:

e autossimilaridade ou autossemelhanga, sendo exata ou aproximada;

e complexidade infinita ou iteracdo, ou seja uma determinada operagdo se repete um
numero infinito de vezes;

e dimensdo fractal, uma nova dimensdo associada a densidade, aspereza, espessura,
textura etc.

A fim de tornar mais claros esses atributos, discorremos a seguir sobre cada um deles.
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2.2.1 Autossimilaridade

A autossimilaridade ou autossemelhanca, de acordo com Carvalho (2005), ¢ uma das
principais caracteristicas de um fractal, a qual implica que toda parte observada em escala
menor ¢ igual exata ou estatisticamente falando a parte inicial, de origem. Assim, padrdes e
caracteristicas sao encontrados em escalas menores de um todo, pois cada parte ampliada da
imagem serd igual ou semelhante a inicial.

Ao analisar o atributo de autossemelhanga, Capra (1996) explica que ela pode ser
exata, gerada por um processo matematico cujo conjunto final é idéntico ao inicial, ndo
importando as condi¢des implicadas, ou aproximada ou estatistica, encontrada em objetos da
natureza, nos quais suas estruturas, ampliadas vdarias vezes, ndo serdo iguais a inicial, como
copias idénticas, mas muito semelhantes.

Nesse sentido, Nascimento, Silva e Maciel (2012) exemplificam os fractais com
caracteristicas de autossemelhanca aproximada ou estatistica com elementos encontrados na
natureza, tais como nuvens, montanhas, couve-flor, gengibre, ondas e muitos outros que
apresentam suas partes, menores em escala, muito parecidas com a original. Em contrapartida,
exemplifica os fractais com caracteristicas de autossemelhanca exata com os chamados
fractais geométricos, como: Conjunto de Cantor, Tridngulo Sierpinski, Curva de Koch e

muitos outros.

2.2.2 Complexidade Infinita

A complexidade infinita ou iteragdo, segundo Capra (1996, p.119), “ é caracterizada
em um fractal com a existéncia de um processo que dispde de um numero infinito de
procedimentos, que se repetem iterativamente, os quais resultam em uma estrutura
complexa”. Ela implica que qualquer que seja o nimero de amplificagdes de um objeto
fractal, nunca obteremos a “imagem final”, uma vez que ela poderd continuar a ser
infinitamente ampliada.

Desse modo, a repeti¢do constante de certas operagdes geométricas constroem um
fractal. Com o avango de novas tecnologias e a criagdo de computadores, as iteracdes podem

ser aplicadas milhares de vezes para, assim, produzir fractais modernos, gerados por sistemas
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computacionais de plantas, arvores, linhas litordneas, montanhas e tudo aquilo que representa

uma forma real encontrada na natureza.

2.2.3 Dimensio fractal

A dimensdo de um determinado objeto estd relacionada ao espago que ele ocupa.
Durante varias geragdes apds Euclides, comprimento, largura e altura determinaram o
conceito de dimensao, cujo valor ¢ dado por um numero inteiro positivo (Nunes, 2006). Nesse
contexto, da Geometria Euclidiana, sabemos que um ponto ndo possui dimensao, uma reta
possui dimensdo um, uma figura plana dimensao dois, e o espago ou figuras espaciais, como
os so6lidos geométricos, dimensao trés.

A dimensao fractal, por sua vez, ¢ expressa por um numero fracionario, de 0 a 3, que
reflete a ocupacao da estrutura do fractal dentro do espaco que a abrange. Esta relacionada
com a irregularidade, rugosidade ou comportamento exercido (Tratch, 2008). Nesse sentido,
quanto mais dobras, fissuras ou dentados forem os contornos dos objetos maior serd a sua
dimensao. Janos (2008, p. 74) traz um exemplo para ilustrar o que significa tal dimensao:

Pegue uma folha de papel 5x10cm e amasse-a até formar uma bola de papel. Esta
bola de papel tem dimensdo entre 2 e 3. A tentativa de construir objetos de 3

dimensdes a partir de objetos de 2 dimensdes produz estruturas fractais quebradigas
com espacos vazios irregulares como a bola de papel.

Para Capra (1996), a ideia de dimensao fractal era abstrata inicialmente, no entanto, se
tornou um Otimo artificio para analises mais complexas, com a finalidade de determinar
parametros que tornassem possivel a localizagdao ou defini¢ao de determinado objeto.

Barbosa (2005), utilizando teoremas e defini¢des oriundos da topologia, espagos
métricos e teoria da medida, apresentou uma equacdo para calcular a dimensdo fractal,
originalmente desenvolvida por Felix Hausdorff’. Ele a obteve a partir da comparagdo entre

objetos de 1, 2 e 3 dimensdes, os repartindo em elementos autossimilares.

logM
logN

Nessa formula, “M” corresponde ao nimero de elementos semelhantes e “N”

representa o fator de escala, isto ¢, a razao de semelhanga.

3 Felix Hausdorff (1868-1942) foi um matematico alemio reconhecido por suas contribuigdes a teoria dos
conjuntos e a topologia, sendo responsavel pela formulacdo do conceito de dimensdo de Hausdorff, amplamente
utilizado na analise de fractais.
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A titulo de exemplo, podemos mencionar a dimensdo fractal da bacia fluvial do rio
Amazonas, que ¢ de 1.85, dos relampagos no espago tridimensional, 1.51 e dos angiogramas

dos rins, 1.61.

2.3 ALGUNS EXEMPLOS DE FRACTAIS

No estudo da geometria fractal, algumas formas se destacam devido as suas
propriedades matemadticas e a sua relevancia para aplicagdes tedricas e didaticas. Além do
Triangulo de Sierpinski, hd na literatura varios exemplos de fractais, inclusive alguns que
levam também o nome Sierpinski?, como o Tapete de Sierpinski e a Pirdmide de Sierpinski.
Cada um desses fractais ¢ construido por meio de regras especificas de reproducgdo
geométrica, resultando em configuracdes que permitem uma investigagdo de conceitos como
perimetro, area e volume. Nos itens a seguir, serdo apresentadas as caracteristicas e 0s

procedimentos de construgao desses trés fractais.

2.3.1 Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski é um fractal composto inteiramente por tridngulos
equilateros resultantes de um processo de decomposicao e exclusdo. Para a sua construcao,
considera-se um triangulo equilatero inicial e ligando-se o ponto médio de cada um de seus
lados, formam-se quatro tridngulos congruentes. Apos a remoc¢do da por¢do central, restam
trés tridngulos, com lados que medem metade do comprimento do tridngulo inicial. Ao repetir
essas etapas iterativamente a cada um dos tridngulos resultantes, obtém-se o Triangulo de
Sierpinski.

A cada itera¢do ou nivel sdo gerados trés vezes mais tridngulos, com lados medindo

metade do lado do tridngulo que lhe deu origem. Cada parte € uma copia em menor escala do

* Waclaw Sierpinski (1882-1969) foi um renomado matematico polonés, conhecido por suas contribuigdes a
teoria dos conjuntos, topologia e teoria dos nimeros. Seu trabalho mais popular ¢ o Triangulo de Sierpinski, um
fractal que exemplifica a autossemelhanca. Sierpinski publicou mais de 700 trabalhos matematicos e
desempenhou um papel fundamental no desenvolvimento da matemdatica moderna, contribuindo
significativamente para o estudo de conjuntos e nimeros primos.
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triangulo ou estrutura inicial e sdo verdadeiros exemplos do atributo “autossimilaridade”. A

Figura 3 apresenta as quatro primeiras iteragdes referentes ao Triangulo de Sierpinski.

Figura 3 - Quatro primeiras iteracdes do Tridngulo de Sierpinski

A L

Iteracdo 0 Iteragdo 1
Iteracao 2 Iteragao 3

Fonte: Adaptado de Assis et al. (2008)

Uma propriedade interessante do Tridngulo de Sierpinski é que a sua area diminui a
medida que o niimero de iteragdes aumenta, aproximando-se gradualmente de zero quando as
iteracdes tendem ao infinito. Vejamos:

1. Area inicial:

e Considere um triangulo equilatero com lados medindo s.
, . s . 3.2
® A area A0 do triangulo equilatero ¢ dada por: A0 =, 5.

2. Primeira iteragao:

e Unindo-se os pontos médios dos lados do tridangulo inicial, ele € decomposto
[N . S ‘A r
em 4 tridngulos, cada um com lados medindo =, e o tridngulo central ¢

removido.

iz_ 352_ 352
2 - - .

. A e
e A area de cada novo tridngulo é: L( T T e

4
e Apoés aremogdo do tridngulo central, a area A1 do fractal é:
A = S.Jﬁsz = ﬁEsz.
1 16 16
3. n-ésima iteracao:
e A cada iteragdo n o processo descrito € repetido, ou seja, cada tridngulo ¢

S
n o

decomposto em 4 tridngulos com lados medindo e os triangulos centrais

sdo removidos.
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4

2
s) _ ﬁ s _ 3 i: 3 52
2" '

. A .. 3
® A area de cada novo triangulo é: A3 . .
4 2 n 4 4n 4‘n+1

. n PN , r
e Considerando os 3 novos triangulos, a area An do fractal é:

A = 3“.?%52.

n

Que também pode ser escrita em funcdo da area inicial A o
(3 g = (B) B
4= (5) 4,=(5) 5"

e (Quandon — oo

3

lim An= lim (%)n. ” s2 = 0.

n— o n—> o
A Tabela 1 apresenta um detalhamento da area do fractal Tridngulo de Sierpinski nas
quatro primeiras iteragdes. Para cada iteragdo, apresenta a quantidade de tridngulos,
independentemente de suas dimensdes, a area de cada tridngulo, a area do fractal na

determinada iteragdo e um exemplo, considerando unitéria a 4rea do tridngulo inicial.

Tabela 1 - Area do Tridngulo de Sierpinski apds n iteracdes

N Quantidade de Area de cada . Exemplo de An
Iteracao o o Area do fractal
tridngulos tridngulo A4 =1)
0

B 2 B2

0 1 4? s 4? s 1
V3 2 V3 2 3

1 3 ?S 3.75 vy
3 2 3 2 9

2 9 S 9. S -
3.2 3 2 27

3 27 \s 27-5s =
V3 2 n 3 2 3\

n S > 3o (+)

Fonte: Autor (2024)

, ‘A . . . ~ 3
Como se pode observar, a area do Triangulo de Sierpinski reduz a uma razdo —-a cada

iteragdo, formando uma progressdo geomeétrica infinita (finita se considerarmos até a iteragao
n), cujos termos cada vez mais se aproximam de zero.

Outra propriedade interessante do Tridngulo de Sierpinski refere-se a seu perimetro,
que, diferentemente da area, aumenta a medida que o nimero de itera¢cdes aumenta, tendendo

ao infinito quando as iteragcdes tendem ao infinito. Vejamos:
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1. Perimetro inicial:
e Considere um triangulo equilatero com lados medindo s.
e O perimetro P 0 do triangulo equilétero inicial ¢ dado por: P 0= 3s.
2. Primeira iteragao:
e Unindo-se os pontos médios dos lados do tridangulo inicial, ele ¢ decomposto

A . S
em 4 tridngulos, cada um com lados medindo —-.

’ LN J S
® O perimetro de cada novo triangulo € 3—=-.

e Desconsiderando as medidas dos trés segmentos de reta coincidentes,
referentes aos lados do tridngulo central que foi removido, ou seja, o perimetro

de um dos tridngulos, o perimetro P1 ¢ dado por:

S S
P =335 =93

3. n-ésima iteragao:

e A cada iteracdo n o processo descrito ¢ repetido, ou seja, cada tridngulo ¢é

‘A . S .
decomposto em 4 tridngulos com lados medindo —-, e as medidas dos
2

segmentos de reta coincidentes, referentes aos lados dos tridngulos centrais

removidos sdo desconsideradas.

r A r S
e O perimetro de cada novo tridngulo ¢ 3—-.
2

e O perimetro Pn do fractal é:

® Quandon — o
3 n
lim P = lim (7) .3s = oo.
n— o n n—> o
A Tabela 2 apresenta um detalhamento do perimetro do fractal Tridngulo de Sierpinski
nas quatro primeiras iteragdoes. Para cada iteracdo, apresenta a quantidade de triangulos,
independentemente de suas dimensdes, o perimetro de cada tridngulo, o perimetro do fractal

na determinada iteracdo e um exemplo, considerando unitario o perimetro do tridngulo inicial.
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Tabela 2 - Perimetro do Tridngulo de Sierpinski apos n iteracdes

. Quantidade de Perimetro de Perimetro do Exemplo de P n
Iteracdo i o
triangulos cada triangulo fractal (Po =1)
0 1 3s 3s 1
1 3 3+ 9 <
N N
= = 27
3 27 3 81 >
s n+l s n
n 3" 35 5o (%)

Fonte: Autor (2024)

Como se pode observar, o perimetro do Tridngulo de Sierpinski aumenta a uma razao

3 . ~ ~ e e . . ,
- a cada itera¢do, formando uma progressdo geométrica infinita (finita se considerarmos até

a iteragdo n), cujos termos cada vez mais tendem ao infinito.

Apos analisarmos essas propriedades, fica evidente nesse fractal o segundo atributo,
complexidade infinita, uma vez que existe um processo que se repete iterativamente,
resultando em uma estrutura complexa.

Além disso, podemos determinar a dimensdo fractal do Tridngulo de Sierpinski,
utilizando a equacao apresentada por Barbosa (2005). Como a cada iteracao sdo gerados 3
vezes mais tridngulos (M = 3) com lados medindo metade do lado do tridngulo que lhe deu
origem (N = 2), a dimensao fractal do Triangulo de Sierpinski pode ser determinada por:

_ logM __ log3 __
~ logN ~ log2 ~1, 585.

Esse valor nos sugere que o grau de ocupagdo do fractal Tridngulo de Sierpinski no

espago esta entre as dimensdes 1 e 2, como se estivesse entre uma linha e um plano.

2.3.2 Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski ¢ um fractal gerado pela remocdo gradual de quadrados

centrais. A sua constru¢do ¢ descrita por Barbosa (2005, p. 44):

Pode-se aplicar a mesma técnica de eliminagdo (remog¢do) usada no Triangulo de
Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em 9 pequenos quadrados
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congruentes, ¢ eliminando o central. Em seguida, aplicar esse mesmo procedimento
em cada um dos 8 quadrados restantes, e assim sucessivamente e iterativamente.

A Figura 4 apresenta as quatro primeiras iteracdes referentes ao Tapete de Sierpinski.

Figura 4 - Quatro primeiras iteragcdes do Tapete de Sierpinski

Iteracdo 0 Iteracgdo 1

Iteracgdo 2 Iteracdo 3

Fonte: Adaptado de Barbosa (2005)

r

Assim como no Tridngulo de Sierpinski, a drea do Tapete ¢ uma propriedade que
chama atengao, tendendo a zero a medida que aumentamos o niamero de iteragcdes. Vejamos:
1. Area inicial:
e (Considere um quadrado com lados medindo s.
e Adarcad 0 do quadrado ¢ dada por: A0 =5
2. Primeira iteragao:

e Decompde-se o quadrado em 9 quadrados congruentes, cada um com lado

. S
medindo —-. Remove-se o quadrado central.

2
® A area de cada novo quadrado ¢ dada por: (%) .

e Apos aremocdo do quadrado central, a rea A L do fractal é:
2
—g () =387
a,=8(3) =5~
3. n-ésima iteragdo:
e A cada iteragdo n o processo descrito ¢ repetido, ou seja, cada quadrado ¢

. S .
decomposto em 9 quadrados com lados medindo —-, € os quadrados centrais
3

sdo removidos.
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2
r r S

e A area de cada novo quadrado é: (—n) :
3

. n ’ r
e C(Considerando os 8 novos quadrados, a area An do fractal é:

A =g ( = )2 = (%)nsz.

e Quandon — o
lim An = lim (%)nsz = 0.
n— oo n— o
A Tabela 3 apresenta um detalhamento da area do Tapete de Sierpinski nas quatro
primeiras iteracdes. Para cada iteracdo, apresenta a quantidade de quadrados,
independentemente de suas dimensdes, a area de cada quadrado, a area do fractal na

determinada iteragdo e um exemplo, considerando unitéria a 4rea do quadrado inicial.

Tabela 3 - Area do Tapete de Sierpinski apds n iteracdes

. Quantidade de Area de cada . Exemplo de An
Iteragdo Area do fractal
quadrados quadrado (A0 =1)
0 1 §2 §2 1
N 2 8 2 8
! 8 (%) oS g
2 64 = ’ 8 22 o4
32 ( 9 ) S 81
3 512 s\ (1 32 512
? 9 ) S 729

Fonte: Autor (2024)

Como se pode observar, a area do Tapete de Sierpinski reduz a uma razao % a cada

iteragdo, formando uma progressdo geomeétrica infinita (finita se considerarmos até a iteragao

n), cujos termos cada vez mais se aproximam de zero. Alias, ¢ possivel determinar a area An

desse fractal a partir das subtragdes sucessivas das areas dos quadrados removidos:

2 2
2 2 -1 .
An =5 — (%) — 8. (;—2) —.— 8", (;n) , ou ainda,
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Como podemos observar, a somatoria entre colchetes pode ser interpretada como a
soma de uma progressao geométrica finita (n termos), de tal modo que pode ser reescrita

como:

g - LIGT _ BRET _ BIGD g (s - (&) = - (2))

n 21 _

©
©|r
©

Desse modo,
A = 55— 52[1 - (%)n] = (%)nsz.

Além disso, a somatdria entre colchetes pode ser interpretada como uma série

[ee]

. . n ~ 8 .
geometrica, do tipo Z = a.r , convergente, uma vez que a razao o5 pertence ao intervalo
n=0

(0,1), o que assegura que seus termos se tornam progressivamente menores, tendendo a zero,
e a soma, mesmo que infinita, aproxima-se de um determinado valor. Desse modo, podemos

reescrever An da seguinte forma:

An =5 — n§=:0 8" (3ns+1 ) , ou ainda,
a,=5 -3 ()8

T ~ 8 .
No contexto do Tapete de Sierpinski, a razdo - garante que a soma das areas

) . L. N . 2
removidas ao longo de infinitas iteragdes se aproxime de um valor, s, como mostra a soma

da série geométrica:

Szlir
Szﬁ:ﬁzg(i)zz 52
T TG

2
2
Portanto, An =s —s =0.

Isso significa que a soma das areas dos quadrados removidos nas n iteragdes do Tapete
de Sierpinski se aproxima cada vez mais da area do quadrado inicial, o que implica que a area
do Tapete de Sierpinski, que € obtida apds a remocao iterativa de todos os quadrados centrais,
como ja discutimos, tende a zero.

Assim como no Tridngulo de Sierpinski, podemos observar que o perimetro do Tapete

de Sierpinski aumenta a medida que aumenta a quantidade de iteragdes, tendendo ao infinito.
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1. Perimetro inicial:

Considere um quadrado com lados medindo s.

O perimetro PO do quadrado inicial é dado por: PO = 4s.

2. Primeira iteragao:

Decompde-se o quadrado em 9 quadrados congruentes, cada um com lado

medindo % Remove-se o quadrado central.

O perimetro do quadrado central ¢ dado por: 4%.

Ap6s a remogao do quadrado central, o perimetro P1 do fractal é:

_ s _ 16
P1—4s+43— 3 S

3. n-ésima iteragao:

A cada iteracdo n o processo descrito ¢ repetido, ou seja, cada quadrado ¢

S
n

decomposto em 9 quadrados com lados medindo —-, e os quadrados centrais

sdo removidos.

O perimetro de cada quadrado central é: 4?.

. n—1 . . . . .
Considerando os 8 quadrados centrais removidos a partir da primeira

itera¢do, o perimetro Pn do fractal é:

S
n

P =45+ 45+ 84> +.+8 "4
n 3 3

Observe que podemos interpretar a soma a partir do segundo termo

n

n—1
, ou ainda, 4s.li+iz+...+ 8 ],

-1 s
42 4+ 84> +..+ 8" .4
3 3* 3 3 3"

como a soma de uma progressdo geométrica finita (n termos), com razao

8 ~ :
=~ de tal modo que a expressdo entre colchetes pode ser reescrita como:

s, -l A6 ey oy - o]

Desse modo, Pn pode ser reescrito como:
n
P =4s + 45.%[(%) — 1], ou:
n
_ 4 8)"
Pn— 55[4 +(3) ]

w‘m
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e (Quandon — oo

im P = lim %5[4 +(%)n]= 0.

n— o n n— o
1, 8 8"’
Essa analise também pode ser feita interpretando a soma == + — +.. + —
3 3
(0] [ee]
L oy . n . 1 (8\"
como uma série geométrica do tipo Y = a.r, ou seja, ), = =5 -
n=0 n=0

~ 8 . fi 4
Contudo, como a razdo —- ndo pertence ao intervalo (0,1), essa série ¢

divergente, cuja soma aumenta iterativamente. Por consequéncia, o perimetro
do fractal também tende ao infinito.

A Tabela 4 apresenta um detalhamento do perimetro do fractal Tapete de Sierpinski
nas quatro primeiras iteragdes. Para cada iteragdo, apresenta a quantidade de quadrados
removidos, independentemente de suas dimensdes, o perimetro de cada quadrado central
removido, o perimetro do fractal na determinada itera¢do ¢ um exemplo, considerando

unitario o perimetro do quadrado inicial.

Tabela 4 - Perimetro do Tapete de Sierpinski apds n iteracoes

Tteragdio Quantidade dej Perimetro de cada Perimetro do Exemplo de Pn
quadrados removidos quadrado central fractal (P0 =1
0 0 4s 4s 1
| | o+ = s
2 8 4= s =
: 64 4% % 12274

n
n—1* = T ) (&) 1 8\"
n 8 4 3" 5 [ + 3 5 4 + 3
Observe que n > 0, uma vez que os quadrados sé sdo removidos apds a primeira iteragao.

Fonte: Autor (2024)

Como se pode observar, o perimetro do Tapete de Sierpinski aumenta iterativamente,
formando uma sequéncia infinita, cujos termos tendem ao infinito, uma vez que a cada
iteracdo sdo removidos mais quadrados, mesmo que menores, aumentando o perimetro.

Ao analisarmos as propriedades desse fractal, ficam evidentes os atributos

autossimilaridade e complexidade infinita, uma vez que existe um processo que se repete
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iterativamente, resultando em uma estrutura complexa, cuja parte qualquer se assemelha com
a estrutura inicial. Além disso, considerando que a cada iteracdo 8 novos quadrados sdo
gerados (M = 8) com lados medindo um ter¢o do quadrado que lhe deu origem (N = 3), a
dimensao fractal do Tapete de Sierpinski pode ser determinada por:

_ logM __ log8 __
= TooN = Tog3 ~1,8928.

Assim como em relacao ao Triangulo de Sierpinski, esse valor nos sugere que o grau
de ocupacgdo do Tapete de Sierpinski no espaco estd entre as dimensdes 1 e 2, ocupando um
espaco maior que o Tridngulo de Sierpinski, mas sem preencher completamente uma

superficie bidimensional.

2.3.3 Piramide de Sierpinski

A piramide de Sierpinski, também conhecida como tetraedro de Sierpinski, ¢ uma
estrutura fractal tridimensional derivada do tridngulo de Sierpinski. Ela é composta por uma
disposi¢do recursiva de tetraedros, na qual cada tetraedro € subdividido em menores, de forma
que suas faces apresentam o padrdo caracteristico do tridngulo de Sierpinski. Essa construcao
resulta em uma estrutura autossimilar, na qual cada parte replicada mantém as propriedades
geométricas da figura inicial, evidenciando a complexidade e a organizac¢do especifica das

formas fractais como mostra a Figura 5.

Figura 5 - Quatro primeiras iteracdes da Piramide de Sierpinski

Iteragdo 0 Iteragao 1

Iteracdo 2 Iteracdo 3

Fonte: Adaptado de Barbosa (2005)
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E mais um fractal obtido por decomposigdo e exclusio. Comega com um tetraedro de
iteracdo 0, que ¢ decomposto em tetracdros menores com arestas medindo metade do
comprimento da aresta do inicial. Apos a remocao dos tetraedros centrais, na iteragao 1
restam quatro tetraedros; na iteragdo 2, dezesseis tetraedros; na iteragdo 3, sessenta e quatro, €
assim por diante.

Assim como o Triangulo e o Tapete de Sierpinski, podemos estudar varios atributos da
Piramide de Sierpinski, como a quantidade de tetraedros, o comprimento das arestas, a area e
o volume. Vamos apresentar algumas caracteristicas em relacao a sua area e ao seu volume.
Vejamos:

1. Area e Volume iniciais:

e Considere um tetraedro regular com arestas medindo s.

3
23

2
o A area A0 e o volume V0 do tetraedro sdo dados por: AO = \/§ s e V0 =1

2. Primeira iteragao:

e Divide-se o tetraedro em 8 tetraedros congruentes, cada um com aresta

. S .
medindo EX Remove-se os 4 tetraedros centrais.

2 2

e A area da superficie de cada novo tetraedro ¢ dada por: \/§ (%) = %S .
3 3
e O volume de cada novo tetraedro ¢ dado por: %(%) = %s .

e Apoés aremogdo dos tetraedros centrais, a area A L do fractal é:

A1=4.#52=\/§52.

Ou seja, A1 = Ao'

e Apoés a remogao dos tetraedros centrais, o volume v, do fractal é:

PR TR
V1—4. %S = 525 -

3. n-ésima iteragao:

e A cada iteracdo n o processo descrito ¢ repetido, ou seja, cada tetraedro ¢é

. S .
decomposto em 8 tetraedros com arestas medindo —-, e os 4 tetraedros centrais
2
~ . n
sdo removidos, restando 4 tetraedros.

2
e (Como a area de cada tetraedro restante ¢ dada por \/§ (?) ,a area An é:
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S
2n

An=4".\5( )zzﬁsz.

Ou seja, A 0= A [T An. Logo, a area da Pirdmide de Sierpinski se mantém

constante. Isso se justifica, pois cada face removida junto aos tetraedros

centrais revela uma face que ndo era visivel.

3
Como o volume de cada tetraedro restante ¢ dado por 2 ( J ) , 0 volume Vn

12 | 5"

3
v a2 s\ _ (1\" A2 3 . _(1\"
é: Vn— 4, 12(2n) = (2) TE ,ouamda,Vn— (2) 'Vo'
Isso quer dizer que o volume reduz-se a metade a cada iteragao.
Quandon — oo

lim V =0.
n

n— oo

A Tabela 5 apresenta um detalhamento da area e do volume do fractal Pirdmide de

Sierpinski nas

quatro primeiras iteracdes. Para cada iteracdo, apresenta a quantidade de

tetraedros, independentemente de suas dimensdes, a area de cada tetraedro, a area do fractal

na determinada iteracdo - mostrando que ela se mantém constante, o volume de cada

tetraedro, o volume do fractal na determinada iteragdo e um exemplo, considerando unitario o

volume do tetraedro inicial.

Tabela 5 - Area e volume da pirdmide de Sierpinski apos n iteragdes

Quantidade Area de cada Areado Volumede  Volume do Exemplo de Vn

lteragao de tetraedros  tetraedro fractal cada tetraedro fractal (V0 =1)
2 2 V2 3 V2 3

0 L Bs" 4Bs v S 1

s\2 2 ﬁ s\ 2 3 L

! 4 \3 (7) Bs 12 (7) 253 2
2 3

2 2 2 3 1

2 T I L v B & T

’ e o=\ g :

3 64 \/§ (?) \/§ S 12 (%) 96 S ?

n

&+ &

¢ al) e s

Fonte: Autor (2024)
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Ao analisarmos as propriedades desse fractal, ficam evidentes os atributos marcantes
de autossemelhanca e complexidade infinita, visto que seu processo de construgdo ocorre de
forma iterativa. A cada nova etapa, surge uma estrutura tridimensional mais complexa,
mantendo a semelhanc¢a com a pirdmide inicial em todas as suas partes. No caso da Pirdmide
de Sierpinski, a cada iteracdo, 4 novos tetraedros sdo gerados (M = 4), cada um com arestas
medindo metade da aresta do tetraedro que lhe deu origem (N = 2). Logo, a dimensao fractal

da Piramide de Sierpinski pode ser determinada por:

logM __ log4 __ 2.log2
logN ~— log2 ~—  log2

= 2.

Esse valor revela que, embora a piramide exista em um espaco tridimensional, seu
comportamento se assemelha a uma estrutura bidimensional, pois a ocupagao de seu volume
diminui progressivamente até tender a zero, enquanto a sua superficie mantém uma

complexidade auto-similar constante.
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CAPITULO 3
ASPECTOS METODOLOGICOS E CONTEXTO DA PESQUISA

Para investigar como a modelagem matematica pode auxiliar no ensino do fractal
Triangulo de Sierpinski, optamos por uma abordagem qualitativa. Tal abordagem ¢
geralmente utilizada no contexto de pesquisas educacionais para compreender problemas
relativos ao cotidiano escolar, problemas que levam em consideracdo a complexidade
envolvida no ensino, na aprendizagem, na relagdo entre professor e alunos, ou entre alunos,
entre outras questdes (Ludke; André, 2014).

A exploracao desse fractal possibilita a apresentacdo aos alunos de um novo ponto de
vista da Geometria Euclidiana, fomentando discussdes sobre perimetro e area. Nosso intuito
foi, portanto, desenvolver algumas investigagdes associadas a esse fractal, amparados em
procedimentos caracteristicos de atividades de modelagem matematica.

Para participar da pesquisa, foram convidados alunos de duas turmas de 9° ano do
Ensino Fundamental, A e D, de uma escola publica, situada no municipio de Toledo, Oeste do
Parand, nas quais o pesquisador atuava como professor regente da disciplina de Matematica,
em regime de processo seletivo simplificado (PSS), no ano de 2024. A turma 9° ano A
possuia 36 alunos matriculados, enquanto a turma 9° ano D possuia 30 alunos matriculados,
totalizando 66 alunos, com idades entre 13 e 14 anos.

Trata-se do Colégio Estadual Senador Attilio Fontana, uma escola de tempo integral
que oferece uma experiéncia educacional abrangente, combinando curriculo académico com
atividades extracurriculares, esportes, arte e eventos culturais em um hordrio estendido,
normalmente das 7h30 as 16h30. Esse modelo de ensino objetiva além do aprendizado
académico, o desenvolvimento pessoal dos alunos, promovendo habilidades sociais e
emocionais como empatia e colaboracdo. O tempo extra na escola permite um suporte
personalizado, auxiliando os alunos em duvidas, dificuldades e atividades extras.

Conforme descrito no Projeto Politico Pedagogico da institui¢do, “a escola prima por
uma educag¢do integral, que contribua para a formacdo de pessoas em carater geral, aptas a
assimilar mudancas, cidaddos participativos na era do conhecimento, desenvolver a
autonomia em suas escolhas e acolhendo e respeitando as diferengas de forma solidéria e
cooperadora numa perspectiva de superar estratificacdo social” (Colégio Estadual Senador

Attilio Fontana, 2023, p. 111).
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O projeto desta pesquisa foi submetido e aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa
envolvendo Seres Humanos (CEP) da Universidade Tecnologica Federal do Parana (UTFPR),
conforme Parecer subcircunstanciado n°® 7.086.899, condicionado ao Certificado de
Apresentacio para Apreciacio FEtica (CAAE) 82565824.9.0000.0165. Atendendo as
normativas das Resolucdes CNS n°® 466/12 e n° 510/16, sendo considerado ético e seguro. A
aprovacgdo reflete a conformidade com os direitos e garantias estabelecidas no Estatuto da
Crianga e do Adolescente, assegurando protecdo e dignidade aos participantes. Vale ressaltar
que dos 66 alunos inicialmente convidados para participar da pesquisa, apenas 53
desenvolveram as atividades propostas, compondo nosso grupo de participantes.

Trés atividades foram desenvolvidas em um total de 18 horas-aula, organizadas de
modo a incentivar o engajamento dos participantes. A atividade que analisamos neste
Trabalho de Conclusdo de Curso tem como tematica o Tridngulo de Sierpinski, primeira
atividade desenvolvida pelos alunos, com duracdo de 5 horas-aula. A coleta de dados se deu
em meados de novembro de 2024.

Para o desenvolvimento das atividades, apresentamos primeiramente nog¢des iniciais a
respeito do que ¢ um fractal, suas origens e quem foi Sierpinski. Em seguida, os alunos foram
organizados em grupos e convidados a realizar as atividades, as quais envolvem a construgdo
e analise dos fractais de Sierpinski, a saber: o tridngulo, o tapete e o cartdo fractal triangulo de
Sierpinski. Durante as atividades, questdes como: “Como seu grupo resolveu a atividade
proposta?”, “O que acontece na primeira iteracao?”’, “Quais procedimentos sao repetidos?”,
“Isso acontece sempre?” e “Como se escreve isso matematicamente?” foram apresentadas aos
alunos, incentivando-os a solucionar as questdes propostas € a registrar as suas solugoes.

Ao final de cada atividade, foi proposto um questiondrio com questoes a respeito da
construgdo feita e das percepgdes das propriedades matematicas dos fractais investigados.
Além disso, os alunos responderam individualmente as questdes: 1) Quais foram os conceitos
matematicos utilizados na resolu¢do? e 2) Houve resolugdes diferentes no seu grupo, se sim
quais? Por fim, foi realizada uma discussdo, na qual eles puderam expor seus resultados e
sanar as suas duvidas.

Para a construgdo e analise do triangulo de Sierpinski, foi disponibilizado a cada aluno
um triangulo equilatero, recortado em papel sulfite. Em grupos com quatro alunos, eles
realizaram a construgdo das trés primeiras iteragdes através de dobraduras e na sequéncia
fizeram uma analise sobre o comportamento do perimetro e da area a cada iteracao feita. Para
auxiliar nessa andlise, os alunos preencheram duas tabelas (Apéndices A e D), registrando

informagdes como quantidade de tridngulos ndo-coloridos, area de cada triangulo ndo
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colorido, area total dos tridngulos nao-coloridos, o comprimento do lado de cada triangulo
nao-colorido, o perimetro de cada triangulo nao colorido e o perimetro total dos triangulos
nao-coloridos. Na sequéncia, os alunos responderam a um questionario (Apéndice I), com 8
questdes a respeito do fractal Tridngulo de Sierpinski.

Em seguida, os alunos realizaram a construcgdo das trés primeiras iteracdes do Tapete
de Sierpinski, com o auxilio de régua e um quadrado recortado em folha sulfite,
disponibilizado pelo professor. Apds a constru¢ao do fractal, eles preencheram uma tabela
(Apéndice G) com informagdes referentes a area e ao perimetro do fractal. Depois das
discussdes, eles responderam um questionario (Apéndice k), com 7 questdes a respeito do
fractal Tapete de Sierpinski.

Por fim, os alunos realizaram a construcao das trés primeiras iteragdes do Cartdo
Fractal Tridngulo de Sierpinski, com o auxilio de régua, tesoura e uma folha sulfite,
disponibilizada pelo professor. A constru¢do foi fixada em um papel cartdo dobrado, para
auxiliar na visualizacdo do fractal. Apds a construc¢do, os alunos preencheram uma tabela
(Apéndice E) com informacdes a respeito do volume do fractal e, finalmente, responderam
um questionario (Apéndice M), com 7 questdes a seu respeito.

Ap0s a discussdo sobre os trés fractais de Sierpinski, foi realizada uma plenaria, para
socializacdo das respostas e discussdo das abordagens empreendidas nas resolugdes.

A coleta de dados foi realizada a partir dos registros escritos dos alunos, produzidos
em cada atividade, por meio de gravacdes em dudio e video dos didlogos durante as aulas,
além de fotos e diario de campo do pesquisador.

A andlise de dados foi realizada sobre as produgdes escritas dos alunos, bem como dos
audios e imagens registrados na construgdo e analise do fractal Tridngulo de Sierpinski. Para a
realizagdo da anadlise, nos orientamos por questionamentos como: o que revelam as falas e
registros dos alunos? Como eles disseram e registraram? Como os procedimentos da
modelagem matematica podem ser identificados nas constru¢des a andlise dos fractais?

Para este trabalho de conclusdo de curso, optamos por analisar apenas o fractal
Triangulo de Sierpinski, em virtude do tempo. A escolha por esse fractal em especifico se deu
devido ao Tapete de Sierpinski apresentar caracteristicas e abordagem semelhantes a dele,
especialmente no que tange aos aspectos de recorréncia, progressao e remog¢ao, continuamente
explorados nas atividades. Além disso, o Cartdo Fractal Triangulo de Sierpinski € inspirado
neste fractal, sendo que muitas caracteristicas sao dele derivadas.

Dessa forma, os dados analisados se concentram em interpretagdes qualitativas das

resolugdes e percepcdes dos 53 alunos participantes em relagdo a abordagem matematica
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realizada, permitindo uma compreensdo sobre como a modelagem matematica pode auxiliar

no ensino do Tridngulo de Sierpinski.
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CAPITULO 4
ANALISE E DISCUSSAO

Este capitulo apresenta a andlise e discussdo das resolucdes dos alunos para a
atividade referente ao fractal Tridngulo de Sierpinski. Faz uma descri¢do, chamando atengao
para o desempenho dos alunos e principalmente apresentando indicios de como os
procedimentos da modelagem matematica podem ser identificados e, nesse contexto,

contribuiram para a abordagem e discussdo dos conceitos de perimetro e area.

4.1 ANALISE DA ATIVIDADE SOBRE O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Nas primeiras aulas foi feita uma apresentacao aos alunos sobre quem foi Sierpinski,
qual foi a sua histdria, trajetéria e algumas de suas contribui¢des para a geometria fractal.
Essa introdu¢do foi inspirada na fase de inteiragdo, descrita por Almeida, Silva e Vertuan
(2012), que destacam a importancia de os alunos conhecerem e se interessarem a respeito do
tema que vao debater. De acordo com os autores, o conceito de “inteiragdo” sugere a ideia de
adquirir conhecimento sobre algo; na modelagem matematica, essa etapa representa o
primeiro contato com a situagdo problemadtica que se deseja investigar, visando compreender
suas caracteristicas essenciais.

A partir dai, explicamos como seria a dinamica das atividades e come¢camos com a
construgdo do primeiro fractal, o triangulo de Sierpinski. O Quadro 2 ilustra a construgao feita

pelos alunos.
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Quadro 2 - Construcdo do Triangulo de Sierpinski

Passo 1: Encontrar o ponto médio
de cada lado, dobrar e vincar o
papel de modo que o vértice
oposto coincida com esse ponto.

Passo 2: Ao desdobrar o papel, os
trés segmentos de reta, indicados
pelas dobras, devem ser tragados
para demarcar os tridangulos.

Passo 3: Pinte o tridngulo central,
cujos vértices ndo coincidem com
os vértices do tridngulo inicial,
representando a sua remogao.

Dime

Passo 4: Em cada triangulo ndo

Passo 5: Repetir o passo anterior

pintado, repetir os trés primeiros
passos.

quantas vezes quanto possivel.

Fonte: Autor (2024)

Durante a constru¢do do tridngulo de Sierpinski, na etapa inicial, alguns alunos
encontraram dificuldades em associar as dobraduras com a criagdo de pontos médios. Por
isso, foi realizada uma revisdo de modo a sinalizar como eles poderiam usar a simetria para
determina-los.

Os alunos mostraram facilidade em dar sequéncia na construgdo e repetir os
procedimentos indicados, o que chama atencdo para o atributo complexidade infinita dos
fractais. Eles observaram com facilidade que a cada iteragdo cada triangulo era decomposto
em quatro tridngulos, dos quais um era removido. Ou seja, a cada iteracdo a quantidade de
triangulos triplicava.

Essa compreensdo das informagdes relativas a construgdo do fractal e o sanar davidas
referentes a ela também pode ser associada a fase de inteiragdo, uma vez que ¢ nela, segundo

\

Almeida, Silva e Vertuan (2012), que os aspectos relevantes a caracterizagdo da
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situacdo-problema sdo levados em conta, a partir dos quais as informagdes que podem ajudar
na resolugdo sao selecionadas.

Apesar de essa construcdo ndo se referir a uma representagao direta da realidade
tangivel, mas sim a modelagem de um fractal, cuja estrutura segue um conjunto de regras
rigorosamente definidas e aplicadas iterativamente, podemos pensar no fractal como sendo a
realidade que deu origem a investigacdo. O fractal, apesar de ser uma nog¢do definida no
ambito da Matematica, foi por muito tempo um mistério, sendo inclusive associado ao caos.
Entendemos, nessa perspectiva, que o fractal ¢ a situagdo ndo essencialmente matematica,
como descrita por Almeida, Silva e Vertuan (2012), que desejamos investigar por meio da
Matematica.

Ao chamarem atengdo para aspectos e padrdes observados no comportamento de
alguma caracteristica @ medida que a quantidade de iteragcdes aumenta, como por exemplo, a
quantidade de triangulos, os alunos realizam agdes concernentes a fase de matematizagdo, na
qual a situagdo-problema passa a ser descrita em termos matematicos (Almeida; Silva;
Vertuan, 2012). E a fase em que processos de transicdo entre linguagens, visualizagio e uso de
simbolos sao utilizados para descrever aspectos da situacao por meio da Matematica.

Para auxiliar na matematizacdo e conduzir os alunos a fase de resolucdo, algumas
questdes foram realizadas, algumas relacionadas a area (Qual é a quantidade de triangulos
ndo coloridos? Qual é a drea de cada triangulo ndo colorido? Qual é a drea total dos
triangulos ndo coloridos?) e outras ao perimetro do Tridngulo de Sierpinski (Qual é o
comprimento do lado de cada triangulo ndo colorido? Qual é o perimetro de cada triangulo
ndo colorido? Qual é o perimetro total dos triangulos ndo coloridos?). Essas questdes
buscaram explorar as propriedades geométricas do fractal, aprofundando a compreensao de
sua estrutura.

Ao estabelecer que o objetivo ¢ estudar esses aspectos, area e perimetro, o problema
passa a ser tratado sob uma abordagem matematica, para a qual é necessario o dominio de
conhecimentos relativos ao céalculo da area e do perimetro de tridngulos equilateros. Como
destaca Scheffer (1995), a modelagem matematica serve para ajudar a interpretar as
especificagdes reais por meio de representacdes matematicas, o que no caso do triangulo de
Sierpinski, envolve aplicar tais conceitos, para entender a estrutura do fractal em termos
quantitativos.

Nesse contexto, busca-se aprofundar a analise desses aspectos, iteragdo por iteragao,
com o objetivo de levar os alunos a desenvolver uma férmula geral, um modelo matematico,

que permita calcular a area e o perimetro do fractal em uma iteracdo qualquer. Um modelo
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matematico, segundo Almeida, Silva e Vertuan (2012), ¢ justamente uma representacao
estruturada a partir de relagdes matematicas estabelecidas a partir da analise de caracteristicas
do fendmeno sob investiga¢do. A busca e o desenvolvimento dessa representacdo matematica
sdo orientados pelas relagdes entre as caracteristicas do problema e os conceitos, técnicas e
métodos matematicos adequados para expressa-los de forma matematica. Essas descrigdes
derivam da formulacdo de pressupostos, selecdo de variaveis e simplificagdao das informagdes
em relacdo ao problema originalmente definido na fase de inteiragao.

A Figura 6 exemplifica o processo de constru¢ao de modelos matematicos, referente a
fase de resolu¢do, para alguns aspectos que foram levantados na forma de problemas, como a

quantidade de tridngulos, a area de cada tridngulo e a area do fractal.

Figura 6 - Estudo da area do triangulo de Sierpinski feito por um aluno
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Fonte: Autor (2024)

A principio foram preenchidas as quatro primeiras linhas da segunda coluna. Esses
desenhos sdo registros visuais do que aconteceu no papel. As hachuras indicam os tridngulos
que foram removidos. O objetivo de propor esses desenhos foi viabilizar a partir da analise do
visual a interagdo com os elementos de forma intuitiva, formal e algoritmica, inferindo
padrdes (geométricos e numéricos) e escrevendo generalizagdes, como afirmam Almeida,
Silva e Vertuan (2012). Esse tipo de pratica facilita a constru¢cdo de modelos matematicos por

parte dos alunos, permitindo uma melhor compreensdo do seu papel.
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Esse auxilio ficou em evidéncia quando os alunos, na sequéncia, preencheram a
terceira coluna. A quantidade de triangulos ndo-coloridos refere-se a quantidade de tridngulos
formados a cada iteracdo. Como os alunos ja tinham as imagens desenhadas na segunda
coluna, esse preenchimento se resumiu a contagem dos tridngulos ndo hachurados. Aqui
observamos os primeiros movimentos do professor em busca de direcionar os alunos & uma
generalizacdo, com questionamentos do tipo: Quantos triangulos tera a décima iteragdo?
Questionamentos como esse sao comuns em atividades de modelagem, uma vez que cabe ao
professor o papel de orientador, fazendo perguntas, indicando caminhos, como explicam
Almeida, Silva e Vertuan (2012).

Um dos alunos, (A), respondeu apos algum momento 59.049 triangulos, explicando:
L . L ~ 0.,1.2.3 .
“Professor temos uma sequéncia a partir da primeira iteragdo, temos 3,3 ,3,3", entdo na

minha décima iteragdo vamos ter 3" Essas ideias vio em direcdo as consideragdes de
Bassanezi (2002), que concebe a modelagem como um processo que envolve descobrir e
aplicar relagdes numeéricas. Nesse caso, o aluno intuitivamente organizou uma sequéncia, que
mais tarde conhecerd como progressdo geométrica, subjacente ao processo de iteracdo do
fractal, a cada iterag¢do a quantidade de tridngulos ¢ triplicada.

Além disso, o professor perguntou aos alunos como eles poderiam determinar a
quantidade de tridngulos na n-ésima iteragdo. Essa questdo j& requereu um pouco mais de

organizagdo e deducdo. Apos alguns minutos um aluno, (B), explicou: “Como temos uma

L - 0.,1.,2.,3 . )
sequéncia de razdo 3, dada por 3,3 ,3 ", 3", o meu expoente vai aumentando uma unidade a
cada nova iteragdo, entdo vamos ter 3 elevado a algo”. Dessa forma, foi discutido que esse
algo deveria ser um numero inteiro positivo, assim como as iteragdes. Chamando de n esse

nimero, a quantidade de tridngulos desejada, ou seja, na n-ésima iteragdo, pode ser

n
representada por 3 .
Na quarta coluna, por sua vez, os alunos calcularam a area de cada triangulo gerado na

iteragdo n, ou seja, de cada tridngulo ndo-colorido. Como os alunos sabiam que se tratava de

"3

A s o . ! , . .
tridngulos equilateros, eles utilizaram a formula — = para o célculo da area, sendo [ a medida

do lado do tridngulo equilatero. Como [ ¢ uma medida genérica, os alunos tiveram que
realizar algumas manipulagdes algébricas para obter as areas desejadas. Embora com algumas
dificuldades, como eles ja tinham observado que a medida do lado do tridngulo reduz-se a
metade a cada iteracdo (“Ndo professor visto que que eu tirei um triangulo bem no meu ponto

médio entdo o meu lado estd dividido em dois” - Aluno (C)), eles realizaram esses calculos
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substituindo [ por %, %, % e assim por diante. A Figura 7 apresenta o registro no quadro

desses calculos.

Figura 7 - Quadro com as explicagdes a respeito da area ndo-colorida

Fonte: Autor (2024)

Scheffer (1995) observa que a modelagem envolve explorar as propriedades dos
objetos e as caracteristicas matematicas por meio de regras e relagdes formais. Esse tipo de
exercicio € importante porque permite que os alunos compreendam como as mudangas em um
objeto iterativo afetam as suas propriedades geométricas e, a0 mesmo tempo, ajuda a
internalizar técnicas de calculo como a area de triangulos, integrando-as em um contexto mais
amplo de estudo matematico.

Quando questionados sobre a area nao-colorida na n-ésima iteragdo, os alunos

perceberam que, nesse caso, a area de cada tridngulo equilatero estava sendo reduzida a uma

~ 1 . . T , A .
razdo de -~ Dessa forma, indicaram que bastava multiplicar a area de um tridngulo equilatero
1" BB 1M
por () , ou seja, ﬁL -

Em relacdo a ltima coluna, sobre a area total dos triangulos ndo-coloridos, os alunos
realizaram os calculos sem dificuldades relevantes, uma vez que ja tinham na tabela a
quantidade de tridngulos ndo coloridos gerados a cada iteragdo, na terceira coluna, e a area de
cada um deles, na quarta coluna. “Professor, minha darea total na itera¢do 0 é dada por

2
I'y3 L0 . . . .
T\f'3 , porque eu tenho [ tridngulo e, da mesma forma, eu vou ter a drea da minha

2
iteracao 1 dada por IJZE 3" - Aluno (4). Quando questionados sobre a area total dos
4

tridngulos ndo-coloridos na n-ésima iteragdo, os alunos demoraram para responder, até que o
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aluno (D) afirmou: “Eu tenho a minha quantidade de triangulos ndo coloridos representados

2
n . L, I3 ,1.n -
por 3" e aminha drea é dada por —= (=) , como tenho o produto, eu ndo posso representar

2
+/3 3\,,, , . e~ . .
JLLL vezes (77) ?". Através de propriedades de potenciagdo o aluno conseguiu deduzir a

formula genérica para calcular a n-ésima iteragao.

O preenchimento dessa tabela (Figura 8), pode ser associado a fase de resolucdo da
modelagem, descrita por Almeida, Silva e Vertuan (2012), uma vez que ¢ nela que conceitos e
procedimentos matematicos sdo utilizados para a construgdo do modelo, permitindo a
representacdo da situagdo e a exploragdo de elementos e questdes pertinentes.

Para a validacdo e interpretacdo dos resultados, os modelos encontrados foram
colocados a prova, a fim de verificar a quantidade e a area (individual ou total) de tridngulos
ndo coloridos para as iteracdes ja calculadas.

Procedimentos e discussdes semelhantes podem ser observados e realizados a partir da
analise do perimetro do Tridangulo de Sierpinski. A Figura 8 exemplifica as analises do
comprimento e perimetro de cada triangulo e o perimetro total do fractal para as quatro

primeiras iteragdes e a n-ésima iteragao.

Figura 8 - Estudo do Perimetro do tridngulo de Sierpinski feito por um aluno

o -}--Q.al 3‘&‘
A0 - he
: % l—%;?’d‘}
2 i’i:i,
2. 3 4.
- (4)3

Fonte: Autor (2024)
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Da mesma forma como na analise da area, os alunos fizeram os desenhos das
primeiras iteragdes do Triangulo de Sierpinski. Nao houve problemas quanto a esse
preenchimento, uma vez que os desenhos eram os mesmos feitos na analise anterior.

Na sequéncia, discutiram sobre o comprimento do lado de cada triangulo
ndo-colorido, ou seja, dos tridngulos que compunham o fractal, retomando a fase de
matematizagdo, da modelagem matematica, uma vez que os alunos estavam retratando em
termos matematicos caracteristicas do fractal, especificamente, o comportamento do lado a
cada itera¢do. O aluno (A) observou: “Professor, [...] estamos tirando o triangulo central em

cada nova iteragdo, de forma a ficar metade do comprimento em cada nova itera¢do”, ou

. 1 . ~ . .y, . ~
seja, s = 7ln_ p 1> 0. Essa informagéo funciona como hipétese, que guiou a construgao

do modelo matematico para o comprimento dos triangulos ndo-coloridos na n-ésima iteracao,
. 1.\n
que ¢ dado por () [, n=0.

Com essas informagdes, ficou facil calcular o perimetro de cada um desses triangulos.
O aluno (A) explicou que o perimetro “E a soma dos lados”. Além disso, os alunos
perceberam que, para o seu calculo, bastava multiplicar o comprimento de cada lado (ja
calculado na terceira coluna) pela quantidade de lados de um tridngulo, ou seja, por 3 (como
sugere a Figura 8). Quando questionados se era possivel calcular o perimetro para uma

iteragdo n qualquer, o aluno (A) respondeu “Sim professor, ja definimos que para calcular o

lado em qualquer iteragcdo temos l(%)n, desta forma, [como] sabemos que o triangulo tem 3

lados, basta-nos multiplicar: 3. l(%)n”.

Ao analisarem o perimetro total dos tridngulos ndo-coloridos, ou seja, o perimetro do
fractal, os alunos foram motivados pela pergunta do aluno (A): “Professor, tenho que pensar
no numero de triangulos em cada itera¢do?”. A partir dela, eles perceberam que o perimetro
do fractal era o produto da quantidade de tridngulos ndo-coloridos, que triplica a cada

iteragdo, pelo perimetro de cada tridngulo ndo-colorido naquela iteracdo (ja calculado na
. n 1.\n . 3\
quarta coluna), ou seja, 3". 3l(=) , ou ainda, como escreveram os alunos: 3/(=) .

A obtencgdo desses modelos matematicos, para o comprimento do lado, perimetro de
cada triangulo e perimetro do fractal, representa a fase de resolucao (Almeida; Silva; Vertuan,
2012). Sob essa perspectiva, para auxiliar os alunos na validagdo e interpretacdo dos
resultados, solicitamos que eles preenchessem um questionario com 8 questdes a respeito da

area e perimetro do fractal Triangulo de Sierpinski (Apéndice I).
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Ao analisarmos as respostas a esse questionario, observamos que a maioria dos alunos
conseguiram identificar e registrar quais foram os contetidos matematicos abordados na
constru¢do do Tridngulo de Sierpinski, como sugere a Figura 9, com respostas dos alunos a

questao 1.

Figura 9 - Algumas respostas acerca da questdo 1 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

A questdo 2, por sua vez, indica que os alunos compreenderam que ¢ possivel
continuar a construcdo do triangulo de Sierpinski infinitamente, pois, por mais pequeno que
seja o tridangulo gerado em cada iteracdo, sempre serd possivel encontrar novos pontos

médios, tragar e remover um tridngulo central, como mostra a Figura 10.

Figura 10 - Algumas resposta acerca da questdo 2 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

Essa resposta levou os alunos a perceberem que a quantidade de novos tridngulos
gerados, progressivamente menores, também serd infinita, triplicando a cada iteragdo. Na
verdade, essa caracteristica ¢ uma manifestacdo da complexidade infinita, que € um atributo
tipico dos fractais. Conforme Mandelbrot (1982), os fractais associam-se a no¢ao de fraturas,
que possuem um detalhamento infinito, ou seja, propriedades que se repetem em escalas

infinitamente pequenas, produzindo estruturas autossimilares.
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As respostas para a questdo 3 revelam que a maioria dos alunos percebeu que a razao

entre a quantidade de tridngulos ndo-coloridos a cada iteragdo ¢ 3, conforme Figura 11.

Figura 11 - Algumas resposta acerca da questdo 3 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

Os alunos comecgaram a visualizar o que mais tarde reconhecerdo como uma
progressdao geométrica. De acordo com Almeida, Silva e Vertuan (2012), quando se trabalha
com modelagem matematica, ¢ importante que os alunos facam essas conexdes iniciais de
forma intuitiva, pois isso facilita a transi¢do para um entendimento mais formal e estruturado.

Vale ressaltar que nesse momento, alguns alunos apresentaram uma ideia equivocada
ao associar a tabuada do trés ao nimero de iteragdes, o que demonstra a falta de compreensao
do conceito e propriedades de potenciagdo. Almeida, Silva e Vertuan (2012) explicam que ¢
comum que os alunos cometam erros quando comegam a se familiarizar com conceitos e a
estabelecer conexdes com o problema, devido ao carater intuitivo que tem tais interpretacdes.

J4 as respostas a questdo 4, Figura 12, mostram que os alunos entenderam que o

, in . . . e ~ 1
perimetro dos tridngulos ndo-coloridos a cada itera¢do diminui a uma razio .

Figura 12 - Algumas resposta acerca da questdo 4 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)
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Foi interessante que alguns alunos associaram essa relagdo aos desenhos. De acordo
com Almeida, Silva e Vertuan (2012), esse processo de visualizagdo e construcao de relagdes
numéricas € lineares ¢ uma etapa fundamental no desenvolvimento da modelagem
matematica, pois permite aos alunos compreenderem padrdes e regularidades, essenciais para
a generalizagdo de formulas.

Cabe pontuar que alguns alunos confundiram o motivo de tal reducdo. O aluno (E),
por exemplo, explicou “Esta diminuindo porque esta tirando os triangulos”, o que nao esta
incorreto, porém, isso justifica a reducdo da area e nao do perimetro, que se deve a redugdo a
metade do comprimento do lado a cada iteracdo. Essa confusdo reflete uma incompreensao ou
pelo menos uma falta de clareza quanto aos aspectos sob andlise no momento da
matematizagdo. Almeida, Silva e Vertuan (2012), explicam que essa etapa exige que os alunos
facam distingdes entre as diferentes propriedades matematicas de maneira gradual, para evitar
interpretagdes equivocadas.

As respostas a questdo 5, Figura 13, mostram que a maioria dos alunos compreendeu

que a razdo entre as areas dos tridngulos ndo-coloridos a cada iteracdo € —, ou seja, sdo

1
4_ 2
reduzidas a quarta parte a cada iteragdo, uma vez que cada tridngulo ¢ dividido em 4.

Figura 13 - Algumas resposta acerca da questdo 5 do questionario 1
5) Qual é c a razao entre as areas de cada triangulo nau-culundu a cada iteragio?
TR -} Qo Jiﬁ}ﬂb Qe Ez&d\
SIQunIéarmumu'easéreasde
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5) QuaI ¢ a razdo entre as dreas de cada triangulo ndo-colorido a cada iteragio?

%f? J MM ?@igﬁ?m/fﬁ &) fm?}ﬂﬁﬂﬂrﬂ

Fonte: Autor (2024)

Alguns alunos confundiram a razio entre as dreas com a razao entre os comprimentos,
indicando incorretamente —- como resposta, o que foi corrigido na plenaria. E comum, nessa

fase de interpretagdo de resultados e validagao, que os alunos identifiquem erros, esclarecam

davidas, pois ao revisitar o que fizeram, lancam um novo olhar, reflexivo e avaliativo, que

pode contribuir com a compreensdo das propriedades analisadas e das relagdes estabelecidas.
Para a questdo 6, as respostas dos alunos indicam que a maioria compreendeu a

impossibilidade de indicar uma “quantidade final” de tridngulos nao coloridos, uma vez que ¢
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possivel continuar as iteragdes indefinidamente. A Figura 14 apresenta algumas respostas dos

alunos.

Figura 14 - Algumas resposta acerca da questio 6 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

Alguns alunos, entretanto, responderam que ¢ possivel determinar a quantidade de
triangulos, o que sinaliza uma ideia confusa de infinito. Segundo Almeida, Silva e Vertuan
(2012), uma atividade de modelagem matematica pode envolver a investigagdo de
propriedades que nem sempre sdo imediatas, como no caso das iteracdes infinitas do
Triangulo de Sierpinski. Embora seja possivel calcular a quantidade de tridngulos para uma
iteracdo especifica e determinar uma equacgdo para uma iteracdo n qualquer, é impossivel
determinarmos numericamente qual ¢ a ultima iteragcdo e, consequentemente, a quantidade de
triangulos, que aumenta iterativamente.

Em relacdo a questdo 7, os alunos compreenderam que ndo € possivel determinar um
perimetro final, pois o processo de subdivisdo do Triangulo de Sierpinski ¢ infinito. A cada
iteracdo o perimetro aumenta, ¢ como o numero de iteracdes ndo tem fim, o perimetro total

tende ao infinito, como mostram as respostas da Figura 15.
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Figura 15 - Algumas resposta acerca da questdo 7 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

Segundo Almeida, Silva e Vertuan (2012), esse tipo de analise, que envolve uma
progressao infinita, exige uma compreensdo de como modelos matematicos podem seguir em
dire¢do ao infinito sem atingir um valor finito. O comportamento do pardmetro nesse contexto
se alinha ao conceito de divergéncia, no qual as grandezas comecam a aumentar
indefinidamente conforme o processo se repete. Assim, o entendimento dos alunos sobre o
aumento continuo do perimetro ilustra a aplicacdo da modelagem matematica ao lidar com
caracteristicas que nao t€ém um limite definido, mas que seguem um padrao de crescimento ou
expansao sem fim.

Finalmente, para a questdo 8, as respostas dos alunos indicam uma nova interpretagao
em relacdo ao infinito. Diferentemente da quantidade de triangulos e do perimetro, que
aumentam iterativamente, como mostram as respostas dos alunos as duas questdes anteriores,
a area do Tridngulo de Sierpinski se torna cada vez menor, & medida que aumenta a
quantidade de iteragdes, aproximando-se cada vez mais a zero. Porém, aqui observamos uma
reflexdo parecida com a realizada em relagdo ao Paradoxo de Zendo, embora a area continue
reduzindo a cada iteragdo, se aproximando de zero, ela sempre serd reduzida a quarta parte,

nunca chegando a zero. A Figura 16 apresenta algumas respostas dadas pelos alunos.
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Figura 16 - Algumas resposta acerca da questdo 8 do questionario 1

Fonte: Autor (2024)

A maioria dos alunos indicou a impossibilidade de determinar um valor para essa area,

embora reconheceram que a area tende a zero. Alguns alunos afirmaram ser possivel
. ~ 3 . ~ .
determina-la, uma vez que ela reduz a uma razio --. Embora essa informag@o esteja correta,

sO € possivel utiliza-la sabendo da area na iteracdo anterior. Embora com alguns equivocos, os
alunos conseguiram interpretar o comportamento da area do Tridngulo de Sierpinski.

Em uma andlise geral sobre as respostas dos questionarios, pode-se dizer que ele
funcionou bem como instrumento avaliativo e interpretativo das resolugdes empreendidas.
Através dele, os alunos tiveram a oportunidade de expor seus procedimentos € comunicar
resultados, validando seus modelos e respostas. Além disso, contribuiu com uma

sistematizagao das caracteristicas do Tridngulo de Sierpinski.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com o objetivo de investigar como a modelagem matematica pode auxiliar no ensino
do fractal Triangulo de Sierpinski, algumas investigacdes a respeito de perimetro e area foram
propostas a 66 alunos de dois 9° anos do Ensino Fundamental.

Embora nao se trate de uma situagao cotidiana, como geralmente se investiga em uma
atividade de modelagem matematica, o fractal Tridngulo de Sierpinski viabiliza a andlise de
comportamentos iterativos, que podem ser descritos por meio de modelos matematicos.

Nesse contexto, assim como em atividades de modelagem, foi preciso que os alunos se
inteirassem com as situagdes, no caso, que compreendessem as caracteristicas relativas aos
processos de construgdo dos fractais, para que (re)conhecessem informagdes necessarias para
a matematizacdo, ou seja, a interpretacdo matematica da situagao.

Nessa fase, de matematizacdo, algumas informacgdes relevantes foram tomadas como

hipoteses, que guiaram as resolucdes, como por exemplo, a quantidade de tridngulos Tn €

3

triplicada a cada iteracdo n, ou ainda, a cada iteracdo n a area An reduz-se a uma razéo -,

etc. Essas hipoteses determinaram como escrever e abordar a situagdo matematicamente -

n . 3\" .
Tn =3 'To‘ n = 0 no primeiro caso, € An = (T) Ao‘ n = 0 no segundo caso -, seja por

meio de métodos de recorréncia, soma de progressdes ou séries geométricas.

Outrossim, durante as atividades foram exploradas as caracteristicas fundamentais dos
fractais de forma interativa e investigativa. A autossemelhanca foi abordada a partir da
constru¢do do Tridngulo de Sierpinski, permitindo que os alunos observassem como cada
parte menor reproduzia a estrutura do todo, independentemente da escala. A complexidade
infinita foi trabalhada ao longo das iteragdes, destacando como o processo de subdivisdo se
repete continuamente, gerando padrdes cada vez mais detalhados sem nunca alcancar um
ponto final. Por fim, a no¢do de dimensao fractal foi introduzida a partir da comparagao com
figuras da geometria euclidiana, levando os alunos a refletirem sobre como o Tridngulo de
Sierpinski ocupa um espaco intermedidrio entre uma linha e um plano. Essa abordagem
possibilitou uma compreensao mais intuitiva dos fractais, tornando um conceito abstrato mais
acessivel por meio da experimentagao e da observacao direta.

Vale ressaltar que os conteudos abordados estdo de acordo com as indicagdes

curriculares para aquela série, porém, fornecem subsidios para a constru¢cdo de uma nogao
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intuitiva que mais tarde pode ser formalizada, corroborando com a ideia de curriculo em
espiral, vigente na Educagdo Bésica, cujos conceitos sdo apresentados, retomados e
aprofundados ao longo das séries escolares.

Assim, essas abordagens viabilizaram a constru¢do de modelos matematicos, que além
de descrever o comportamento dos atributos analisados, permitiram reflexdes quanto ao
significado de infinito, apresentando interpretacdes diferentes daquelas que geralmente sdo
apresentadas em sala de aula com o estudo da Geometria Euclidiana. Isto ¢, mostrou que
mesmo reduzindo o comprimento do lado dos tridngulos, o perimetro pode se tornar cada vez
maior, tendendo ao infinito, ou, por outro lado, que mesmo com infinitas iteracdes a area pode
se tornar cada vez menor, tendendo a zero.

A inspiragdo, ou at¢ mesmo fundamentacdo, em procedimentos da modelagem
matematica, portanto, pode subsidiar uma abordagem estruturada que pode auxiliar na
compreensdo e analise de caracteristicas dos fractais.

No que se refere aos alunos, nossa andlise revelou que muitos participantes nao
estavam habituados a realizar atividades que envolvessem a modelagem matematica para a
generalizacdo de padrdes, como proposto nas atividades praticas com os fractais de
Sierpinski. Para eles, construir e interpretar modelos que representassem padrdes matematicos
parecia algo fora do comum, o que inicialmente gerou dificuldades em conectar aspectos
visuais com conceitos mais abstratos, como iteracdo, ou complexidade infinita, e
autossemelhanca.

Dessa forma, ao propor atividades investigativas e colaborativas, centradas na
construcdo e andlise de fractais, foi possivel incentivar o desenvolvimento de habilidades
cognitivas complexas, como a visualizagdo espacial, o raciocinio logico, a resolugdo de
problemas e a capacidade de abstragao. A analise dos dados revelou que os alunos foram
capazes de construir modelos matematicos para representar, descrever, explicar e até mesmo
fazer “previsdes” associadas ao Triangulo de Sierpinski, utilizando conceitos de geometria,
algebra e aritmética. Além disso, os estudantes apresentaram interesse € engajamento nas
atividades propostas, o que sugere que a modelagem matematica pode ser uma estratégia
pertinente para abordar os fractais, como sugere a abordagem do Tridngulo de Sierpinski.

Outrossim, a utilizagdo de fractais, como o Triangulo de Sierpinski, como objeto de
estudo, proporcionou um contexto rico para a exploracdo de conceitos matematicos
importantes, como perimetro, area ¢ volume (no caso do Cartdo Fractal Triangulo de

Sierpinski, que ndo foi analisado neste TCC) , atribuindo a eles uma interpretacdo diferente da
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que se costuma dar em sala de aula ou de acordo com orientacdes curriculares e abordagens
presentes em livros e materiais didaticos.

A construcao dos fractais, de forma manipulativa, aliada a resolugcdo de problemas
desafiadores, favoreceu uma compreensado intuitiva desses conceitos, a partir da identificac¢do
de padrdes e regularidades. Os resultados obtidos indicam que a modelagem matematica
subsidiou o desenvolvimento de agdes que contribuiram para as analises desejadas.

A modelagem matematica se mostrou, portanto, como alternativa pedagogica que alia
rigor académico a criatividade e a explora¢do de conceitos de forma inovadora. O sucesso
dessa integracdo, contudo, estd condicionado a uma mudanga de paradigma na pratica
docente, que deve priorizar o engajamento dos alunos e a contextualizacdo dos contetidos.
Assim, com este trabalho, esperamos contribuir para a reflexdo sobre como a modelagem
matematica pode ser inserida no ensino de fractais e incorporada como estratégia para a

abordagem de conteudos na Educagdo Basica.
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APENDICE A - TABELA NAO PREENCHIDA COM O ESTUDO DA AREA DO
TRIANGULO DE SIERPINSKI

Tabela 01 nio preenchida - Estudo da area do Tridngulo de Sierpinski

Quantidade de Area de cada | Area total dos
Iteracao Desenho triangulos triangulo triangulos
nao-coloridos nao-colorido nao-coloridos
0
1
2
3
n

Fonte: Préoprio autor (2024)
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APENDICE B - TABELA PREENCHIDA COM O ESTUDO DA AREA DO TRIANGULO

DE SIERPINSKI

Tabela 01 preenchida - Estudo da area do Triangulo de Sierpinski

Quantidade de | Area de cada | Area total dos
Iteracao Desenho triangulos triangulo triangulos
nao-coloridos | nao-colorido | nao-coloridos
3" =1 Lk 1 L2
0
31 =3 i;z 31.iz42
1 I
32 =9 _12\35 32 —lzf
4
2 " i "
3° = 27 i’lf 3% L2
3
n Triangulo de 2 P2 1.2 P2 3.2
Sierpinski 3 ey o)

Fonte: Proprio autor (2024)
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APENDICE C - TABELA NAO PREENCHIDA COM O ESTUDO DO PERIMETRO DO
TRIANGULO DE SIERPINSKI

Tabela 02 niao preenchida - Perimetro do Triangulo de Sierpinski

Comprimento Perimetro
Perimetro de
do lado de . total dos
Iteracgio Desenho i cada triangulo .
cada triangulo triangulos
nao-colorido
nao-colorido nao-coloridos
0
1
2
3
n

Fonte: Préprio autor (2024)



APENDICE D - TABELA PREENCHIDA COM O ESTUDO DO PERIMETRO DO
TRIANGULO DE SIERPINSKI

Tabela 02 preenchida - Perimetro do Tridngulo de Sierpinski

68

Comprimento Perimetro
Perimetro de
do lado de . total dos
Iteragio Desenho in cada triangulo o
cada triangulo triangulos
nao-colorido
nao-colorido nao-coloridos
0 l 3.1 3.1
€L € 3%
12 1.2 ’]
: V‘V ) 3.(4) =
1.3 1.3 341
3 ) 3.(3) >
Triangulo de I n I n 3.n
n ) 3.(3) 3L (%)

Sierpinski

Fonte: Préoprio autor (2024)



APENDICE E - TABELA NAO PREENCHIDA COM O ESTUDO DA PIRAMIDE DE

SIERPINSKI

Tabela 03 nio preenchida - Pirimide de Sierpinski

69

Numero de Volume do novo
Iteragoes paralelepipedos novos paralelepipedo
0
1
2
3
n

Fonte: Préprio autor (2024)



APENDICE F - TABELA PREENCHIDA COM O ESTUDO DA PIRAMIDE DE
SIERPINSKI

Tabela 03 preenchida - Pirimide de Sierpinski

70

Numero de Volume do novo
It 0
SRS paralelepipedos novos paralelepipedo
a3
7
0 1
a3
2
1 3
3
a
2
2 9
a3
211
3 27
a3
W
n
n 3

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE G - TABELA PREENCHIDA COM O ESTUDO DO TAPETE DE
SIERPINSKI

Tabela 04 nio preenchida - Area e Perimetro do Tapete de Sierpinski

Numer Perimetro de
Iteraca Desenho o de ] cada
0 quadra Lado do Area d(:, cada . (~1uadrad.o
dos quadrado nao-colorido | nao-colorido
. quadrado
retirad
0s
0
1
2
3
n

Fonte: Proprio autor (2024
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APENDICE H - TABELA PREENCHIDA COM O ESTUDO DO TAPETE DE

SIERPINSKI

Tabela 04 preenchida - Area e Perimetro do Tapete de Sierpinski

Numer Perimetro de
Iteraca Desenho o de cada
0 quadra Lado do Area dfe cada . 9uadrad.0
dos quadrado nao-colorido | nao-colorido
. quadrado
retirad
0s
0 0 L L’ 4L
L 4L
! 1 L 12 (L) 2 s b = 3
3 (3) 9
L L 4L
2 8 Cl 8 (L _ewt | A= g
9 (9) 81
3 64 L 64L” LY _ osien’ |, Lo AL
27 81 (7) ~ 729 27— 27
Tapete de
n Sierpinski 4L
ierpinski - L n
B I (5)+ )

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE I - QUESTIONARIO SOBRE O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Questionario 01 : Perguntas sobre Tridngulo de Sierpinski

1) Quais contetidos matematicos vocé conseguiu identificar na construgdo do Triangulo de

Sierpinski?

2) E possivel continuar a construgio do triangulo de Sierpinski? Se sim, mais quantas

iteragdes voce acredita ser possivel? Se ndo, explique o porqué.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de tridngulos ndo-coloridos a cada iteragao?

4) Qual ¢ a razdo entre os perimetros de cada tridngulo nao-colorido a cada iteracao?

5) Qual ¢ a razdo entre as areas de cada triangulo ndo-colorido a cada itera¢ao?

6) O que acontece com a quantidade total de tridngulos nao-coloridos do Tridngulo de
Sierpinski & medida que aumentamos a quantidade de iteragdes? E possivel determinar essa

quantidade?

7) O que acontece com o perimetro do Tridngulo de Sierpinski 4 medida que aumentamos a

quantidade de iteragdes? E possivel determinar esse perimetro?

8) O que acontece com a area do Triangulo de Sierpinski a medida que aumentamos a

quantidade de iteragdes? E possivel determinar essa area?

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE J - QUESTIONARIO SOBRE O TRIANGULO DE SIERPINSKI
PREENCHIDO

Questionario 01: Perguntas sobre Tridngulo de Sierpinski respondidas

1) Quais conteudos matematicos vocé conseguiu identificar na constru¢dao do Triangulo de
Sierpinski?
Os contetidos matematicos presentes sdo geometria fractal, area, perimetro, semelhanga de

tridngulos, razdo e propor¢ao.

2) E possivel continuar a construgdo do tridngulo de Sierpinski? Se sim, mais quantas
iteragdes voce acredita ser possivel? Se ndo, explique o porqué.
Sim, ¢ possivel continuar a constru¢do indefinidamente, pois cada nova itera¢do se baseia

em uma subdivisdo do tridngulo anterior.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de tridngulos ndo-coloridos a cada iteragao?

Cresce em uma progressao geométrica de razao 3.

4) Qual ¢ a razdo entre os perimetros de cada tridngulo ndo-colorido a cada iteracao?

Cada novo tridngulo ndo colorido que surge a cada iteracdo ¢ semelhante aos tridngulos das

. ~ . 1 C A . -~ .
iteragdes anteriores, mas tem lados com —- dos tridngulos anteriores ndo coloridos .Logo

. 1 . ~
reduzindo —-a cada iteragdo.

5) Qual ¢ a razdo entre as areas de cada tridngulo ndo-colorido a cada iteragao?

, n ~ . . x 1 , A
A drea de cada tridngulo ndo colorido em cada nova itera¢do ¢ de —- da area do tridngulo
ndo colorido na iteragdo anterior.Isso ocorre por que ao reduzir o lado do triangulo pela

. 1.2 _ 1
metade, a area reduz a um fator de () =~

6) O que acontece com a quantidade total de tridngulos nao-coloridos do Tridngulo de
Sierpinski 4 medida que aumentamos a quantidade de iteragdes? E possivel determinar essa

quantidade?

o 0 1 2 n-1
Temos um aumento exponencial vistoque: 3 + 3 + 3 ...3 , comn — o

7) O que acontece com o perimetro do Triangulo de Sierpinski a medida que aumentamos a

quantidade de iteragdes? E possivel determinar esse perimetro?
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lim 3L(%)n =0comn =0
n— oo

8) O que acontece com a area do Triangulo de Sierpinski @ medida que aumentamos a
quantidade de iteragdes? E possivel determinar essa area?

A area do triangulo de Sierpinski diminui a cada iteracdo, pois a cada nova iteracao

A ~ ~ 3 . ,
remove-se o tridngulo central ndo. Gerando uma ragdo de -, logo ¢ possivel.

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE K - QUESTIONARIO SOBRE O TAPETE DE SIERPINSKI

Questionario 02 - Perguntas sobre Tapete de Sierpinski

1) Quais conteudos matematicos vocé conseguiu identificar na constru¢do do Tapete de

Sierpinski?

2) E possivel continuar a construgio do Tapete de Sierpinski? Se sim, mais quantas

iteracdes vocé acredita ser possivel? Se ndo, explique o porqué.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de quadrados nao-coloridos a cada iteragao?

4) Qual ¢ a razdo entre os perimetros de cada quadrado nao-colorido a cada iteragao?

5) Qual ¢ a razdo entre as areas de cada quadrado ndo-colorido a cada iteragao?

6) O que acontece com o perimetro do Tapete de Sierpinski a medida que aumentamos a

quantidade de iteracdes? E possivel determinar esse perimetro?

7) O que acontece com a area do Tapete de Sierpinski a medida que aumentamos a

quantidade de iteragdes? E possivel determinar essa area?

Fonte: Proprio autor (2024)
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APENDICE L - QUESTIONARIO SOBRE O TAPETE DE SIERPINSKI PREENCHIDO

Questionario 02 - Perguntas respondidas sobre Tapete de Sierpinski

1) Quais contetidos matematicos vocé€ conseguiu identificar na constru¢do do Tapete de
Sierpinski?
Os conteidos matemadticos presentes sdo geometria fractal,area, perimetro, semelhanga,

razao e propor¢ao, potenciagdo € minimo multiplo comum.

2) E possivel continuar a constru¢do do Tapete de Sierpinski? Se sim, mais quantas
iteracdes voceé acredita ser possivel? Se ndo, explique o porqué.

Sim, ¢ possivel continuar a constru¢do do tapete de Sierpinski infinitamente.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de quadrados nao-coloridos a cada iteracao?

A cada iteracdo o numero de quadrados nao coloridos aumenta a uma razao de 8.

4) Qual ¢ a razao entre os perimetros de cada quadrado nao-colorido a cada iteragao?

N T . . N
A razdo € —-, visto que em cada itera¢do temos a divisdo do quadrado em 9 quadrados e

se retira o central.

5) Qual ¢ a razdo entre as areas de cada quadrado nao-colorido a cada iteragao?

: . . e ~ 1
Como em cada iteragdo o lado do meu quadrado ¢ dividido em uma razio de —- do

. . . ~ 1.2 1
anterior , a area de cada novo quadrado ¢ dada pela ragdo (5) = = do quadrado

anterior.

6) O que acontece com o perimetro do Tapete de Sierpinski a medida que aumentamos a
quantidade de iteragdes? E possivel determinar esse perimetro?
Tende ao infinito, ndo sendo possivel calcular o perimetro em virtude que estamos cada vez

adicionando mais lados a cada iteracao.

7) O que acontece com a area do Tapete de Sierpinski a medida que aumentamos a
quantidade de iteracdes? E possivel determinar essa area?
Em um ntimero infinito de iteragdes a area tende a 0, mesmo que a estrutura como fractal

exista.

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE M - QUESTIONARIO SOBRE A PIRAMIDE DE SIERPINSKI

Questionario 03 - Perguntas sobre a Pirimide de Sierpinski

1) Quais contetidos matematicos vocé€ conseguiu identificar na construgao do Cartao Fractal

Piramide de Sierpinski?

2) E possivel continuar a construgdo do Cartdo Fractal Piramide de Sierpinski? Se sim, mais

quantas iteragdes vocé acredita ser possivel? Se ndo, explique o porque.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de paralelepipedos a cada iteracao?

4) Qual ¢ a razdo entre os volumes dos novos paralelepipedos a cada iteragao?

5) O que acontece com a quantidade de paralelepipedos a medida que aumenta o nimero de

iteragdes? E possivel definir a quantidade de paralelepipedos para a iteragdo n?

6) Vocé consegue observar alguma relagao de simetria na disposi¢ao dos paralelepipedos
em cada iteracdo? De qual tipo?

7) O que acontece com a aparéncia geral da Piramide de Sierpinski 8 medida que
aumentamos as iteragoes?

Fonte: Préprio autor (2024)
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APENDICE N - QUESTIONARIO SOBRE A PIRAMIDE DE SIERPINSKI PREENCHIDO

Questionario 03 - Perguntas com respostas sobre a Pirimide de Sierpinski

1) Quais conteudos matematicos vocé conseguiu identificar na constru¢do do Cartdo Fractal
Piramide de Sierpinski?
Os conteudos matematicos presentes sdo geometria fractal, volume, semelhanca, razao e

propor¢ao.

2) E possivel continuar a construgdo do Cartdo Fractal Piramide de Sierpinski? Se sim, mais
quantas iteragdes vocé acredita ser possivel? Se ndo, explique o porque.

Sim, sdo possiveis infinitas iteragdes.

3) Qual ¢ a razdo entre as quantidades de paralelepipedos a cada iteracao?

A quantidade de paralelepipedos aumenta em uma progressao geométrica de razao 4.

4) Qual ¢ a razdo entre os volumes dos novos paralelepipedos a cada iteracao?

Como temos uma divisdo de cada novo paralelepipedo em quatro partes menores, logo a

~ 1
razao € I

5) O que acontece com a quantidade de paralelepipedos a medida que aumenta o nimero de

iteracdes? E possivel definir a quantidade de paralelepipedos para a iteragio n?

Temos um aumento do niumero de paralellepipedos a cada nova iteragdo dado por 3n, logo

conseguimos definir a quantidade para n-ésima iteragao.

6) Vocé consegue observar alguma relagcdo de simetria na disposi¢dao dos paralelepipedos
em cada iteragao? De qual tipo?

Sim, ¢ possivel observar uma simetria de reflexdo e rotacdo dos paralelepipedos, pois a
cada iteracao ¢ dividido em partes iguais que se repetem em torno do eixo central.

7) O que acontece com a aparéncia geral da Pirdmide de Sierpinski a medida que
aumentamos as iteragoes?

Torna-se mais complexo a medida que vamos tendo mais iteragdes. Sendo um fractal com
autossimilaridade, onde cada parte menor do fractal se parece com o todo.

Fonte: Préprio autor (2024)
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