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RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso abordou conceitos importantes da teoria da medida e seu
uso na teoria da integracdo. Foram explorados tépicos como medida, medida de Lebesgue,
teoria de integragdo de Lebesgue, conjunto de medida zero, descontinuidade, critério de
Lebesgue para Riemann integrabilidade e teorema da convergéncia monotona. A pesquisa
enfatizou a relevancia desses conceitos para a compreensao da integracdo de funcbes e a
relacdo entre os métodos de Lebesgue e Riemann. Em particular, o critério de Lebesgue
para Riemann integrabilidade foi investigado como uma condi¢do necesséria e suficiente para
a existéncia da integral de Riemann em determinadas fungdes. O estudo contribuiu para o
aprofundamento do conhecimento teérico nessa area e ampliou a compreensao das diferentes

abordagens de integracao em analise matematica.

Palavras-chave: integral; lebesgue; riemann; medida.



ABSTRACT

The thesis addressed important concepts in measure theory and their application in the theory
of integration. Topics such as measure, Lebesgue measure, Lebesgue integration theory, set
of measure zero, discontinuity, Lebesgue criterion for Riemann integrability, and the monotone
convergence theorem were explored. The research emphasized the relevance of these con-
cepts for understanding the integration of functions and the relationship between Lebesgue
and Riemann methods. In particular, the Lebesgue criterion for Riemann integrability was
investigated as a necessary and sufficient condition for the existence of the Riemann integral
in certain functions. The study contributed to deepening theoretical knowledge in this field

and expanded the understanding of different approaches to integration in mathematical analysis.

Keywords: integrate; lebesgue; riemann; measure.
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1 INTRODUCAO

O estudo de integracao é uma das principais ferramentas da analise matematica, permi-
tindo o calculo de areas, volumes, bem como outras quantidades em diversas aplicacdes. Duas
das principais teorias de integragdo sao as integrais de Riemann e as integrais de Lebesgue.
Ambas sao utilizadas para calcular a area sob uma curva mas diferem em seus conceitos fun-
damentais e condi¢des de aplicacdo. Neste trabalho iremos estudar a integral de Lebesgue
para uma funcao real, ou seja na reta.

Para esse estudo foi escolhido como principais referéncias o livro "The Elements of In-
tegration and Lebesgue Measure” de (BARTLE, 1995) e o trabalho "Uma condi¢do necessaria
e suficiente para integrabilidade de uma funcgéo real” de (GOMES; CARDONA, 2008), o qual
abarca todos os temas das integracdes necessarios para o desenvolvimento desse trabalho.
Além disso, como referéncias auxiliares foram utilizadas as referéncias (CABRAL, 2016), (SAN-
TOS, 2013) e (WANG, 2017).

No primeiro capitulo deste trabalho, sera apresentado um embasamento teérico pre-
liminar necessario para o entendimento dos conceitos abordados ao longo do estudo. Serao
discutidos os fundamentos dos reais estendidos, que incluem a introducao do elemento infinito
e do elemento menos infinito, ampliando o conjunto dos numeros reais.

Em seguida, sera abordada a teoria de algebra e sigma-algebra, que sao estruturas ma-
tematicas fundamentais para o tratamento adequado das medidas. Sera explicado o conceito
de algebra, que consiste em um conjunto de subconjuntos de um espaco, fechado sob as ope-
ragcoes de uniao finita, intersegao finita e complemento, e a importancia da sigma-algebra, que
€ uma estrutura mais refinada, fechada sob operacdes de unido e intersegao infinitas.

Posteriormente, serdao apresentadas as fungdes mensuraveis, que desempenham um
papel crucial no contexto da teoria da medida. Seréo discutidos os critérios para definir uma
funcdo como mensuravel em relacdo a uma sigma-algebra, bem como suas propriedades.

Em seguida, sera introduzido o conceito de medida, que é uma funcao que associa um
namero real ndo negativo aos subconjuntos de um espago, de modo a capturar a nog¢ao de
"tamanho”ou "extensdo"desses conjuntos.

Por fim, sera abordada a medida de Lebesgue, que é uma medida fundamental para
o estudo da teoria da integracdo de Lebesgue. Serdo discutidas suas propriedades, como a
invariancia por translagéo, bem como sua relagdo com a integral de Lebesgue.

No segundo capitulo deste trabalho, sera abordada a teoria de integragao de Lebesgue,
que permite uma abordagem mais ampla e flexivel para o célculo de integrais de funcoes.

Em seguida, sera introduzido o conceito de conjunto de medida zero. Um conjunto de
medida zero é um conjunto cuja medida é igual a zero, ou seja, possui extensdo nula. Serao
discutidas as propriedades e exemplos de conjuntos de medida zero, e como esses conjuntos
sao relevantes para a teoria de integragao de Lebesgue.
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Por fim, sera abordada a descontinuidade das fungdes. Serdo apresentados os diferen-
tes tipos de descontinuidade, como descontinuidades de salto, descontinuidades removiveis e
descontinuidades essenciais. Serdo discutidas as caracteristicas e propriedades desses dife-
rentes tipos de descontinuidade, e como eles podem afetar a integrabilidade de uma funcéo.
Também falaremos sobre uma outra definicado de descontinuidade, onde introduziremos o con-
ceito de oscilacao de uma fungcao que mede a variagao entre os valores préximos de uma funcao
em um determinado ponto.

Ao explorar esses conceitos no segundo capitulo, sera possivel compreender de forma
mais aprofundada a teoria de integragao de Lebesgue, a importancia dos conjuntos de medida
zero e como a descontinuidade e a oscilacdo de uma funcao estdo relacionadas com a teoria
da medida e a teoria de integracgao.

No terceiro e ultimo capitulo deste trabalho, serdo apresentadas aplica¢cdes dos concei-
tos discutidos anteriormente. Serdo abordados trés tépicos principais: o critério de Lebesgue
para a integrabilidade de Riemann, a integral de Lebesgue da fungéo caracteristica dos nime-
ros racionais e a teoria da convergéncia monétona de Lebesgue.

Em primeiro lugar, sera explorado o critério de Lebesgue para a integrabilidade de Ri-
emann. Esse critério estabelece uma condicao suficiente para que uma fungao seja integravel
segundo a definicdo de Riemann, utilizando o conceito de medida de Lebesgue.

Em seguida, sera discutida a integral de Lebesgue da fungao caracteristica dos niimeros
racionais. A funcao caracteristica dos nimeros racionais € um exemplo importante de fungao
que nao é integravel segundo a definicdo de Riemann, mas é integravel segundo a definicdo de
Lebesgue.

Por fim, sera abordada a teoria da convergéncia monétona de Lebesgue. Esse teorema
€ uma ferramenta poderosa na teoria de integracéo de Lebesgue e estabelece condi¢des para
que a convergéncia de uma sequéncia crescente de fungdes seja preservada pela integral de
Lebesgue. Serao apresentadas as hipbteses e o enunciado do teorema, bem como exemplos
de sua aplicacao na prética.
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2 EMBASAMENTO TEORICO PRELIMINAR

Emile Borel foi um dos pioneiros no estudo da teoria da medida. Uma classe de conjun-
tos foi batizada em sua homenagem, sendo denominados borelianos. Esta classe é composta
conjuntos abertos, unides e intersegbes enumeraveis de conjuntos abertos, e complementa-
res. Entretanto, o nogdo de mensurabilidade s6 foi realmente generalizada por Lebesgue, que
introduziu uma classe mais geral denominada classe dos conjuntos mensuraveis.

Este capitulo tem como objetivo trazer alguns conceitos necessarios no estudo das In-
tegrais de Riemann e Lebesgue. Este capitulo ndo tem a pretenséao de ser um estudo completo
do tema. Supomos que o leitor possua ao menos um estudo prévio de Célculo e Andlise Real.

2.1 Reais Estendidos

Para este trabalho introduzimos uma compactificagdo do conjunto dos numeros reais
que é dada pela definicio de reais estendidos, o qual sera denotado por R = RU {—00, 400}
Vamos utilizar as seguintes operacdes algébricas utilizando os simbolos 0o € um elemento
r € R.

(£00) + (d00) = o0, (1)

2+ (£00) = (£00) + z = £00, 2)
(£00)(+00) = +00, (3)
(£00)(Fo0) = —o0. (4)

Além disso,
.

+oo sezx >0,

z(+00) = (+oo)z = { ser =0, (5)

Foo sezx < 0.
\
2.2 Algebra e o-Algebra

Emile Borel foi o primeiro matematico a trabalhar com a teoria da medida, tendo apresen-
tado a algebra de Borel e a menor medida de um conjunto como a medida de Borel. Entretanto,
a teoria da medida somente foi mais aprofundada pelo seu orientado, Henri Lebesgue, que
generalizou o conceito de integral, e assim introduziu o conceito de medida.

Conforme VIANA; OLIVEIRA (2013) os espagos de medida constituem o “ambiente na-
tural” pra a definicao da integral de Lebesgue. Sera utilizada a teoria da medida para definir o
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que é um espago mensuravel para entdo abordar a questao das medidas invariantes, que serao
0 préximo assunto.

Definicdao 2.1 (Algebra). Dado um conjunto X, uma familia E de subconjuntos de X é uma
algebra de X se:

- ) eFE,
« A€ Fimplica A= X\A€FE
e Ac FeBe€ FimplicaAUB € E.

O terceiro item da Definicao 2.1 implica que se uma quantidade finita de conjuntos per-
tence a familia £ a unido destes conjuntos também pertence a esta familia. E interessante es-
tender esta definicdo para uma quantidade infinita de conjuntos. Se for possivel enumerar estes
conjuntos (isto €, associar a cada conjunto um numero natural) podemos utilizar a definicdo a
sequir.

Definicao 2.2 (o-algebra). Uma algebra é dita uma o -algebra de subconjuntos de X se também
for fechada para unibes enumeraveis.

Neste caso, se (A,,) é uma sequéncia de subconjuntos de X,

GAneE.
n=1

Note que pelas leis de de Morgan temos que as intersegbes enumeraveis

[e.e] oo C
ﬂAn:< A§> .
n=1 n=1

De posse do conceito de o-algebra sera possivel definir o que € um espag¢o mensuravel,

também pertencem a F.

conforme a seguinte definigéo.

Definigdo 2.3. Um espago mensuravel é uma dupla (X, E) onde X é um conjunto e E é uma
o-algebra de subconjuntos de X. Os elementos de F sdo chamado conjuntos mensuraveis do
espago.

Exemplo 2.1. Seja R o conjunto dos nimeros reais. Denotamos 2% como sendo a familia de
subconjuntos de R, é f4cil ver que 3 = 2% é uma o-4lgebra. Portanto temos um espago mensu-
ravel (R,3).
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2.3 Fungodes mensuraveis

Nesta secao apresentaremos as funcées mensuraveis e algumas propriedades que se-
rao de extrema importancia para o decorrer da Teoria da Integracdo. A ideia é tentar expandir a
classe de fungbes integraveis por Riemann e para isso precisamos definir o que é uma funcao
que pode ser medida, ou seja, uma fungdo mensuravel.

Para o estudo de fungdes mensuraveis vamos precisar olhar diretamente para a imagem
inversa do conjunto, que em geral pode trazer informagdes muito mais relevantes do que o con-
junto imagem. Conforme SANTOS (2013): "Uma fungao é continua se e somente se a imagem
inversa de um conjunto aberto é aberta. Uma variacdo dessa propriedade leva ao conceito de
funcdo mensuravel."

Defini¢ao 2.4. A pré-imagem de um conjunto B sob uma fungdo f : X — Y é definida como o
conjunto de todos os elementos do dominio de f que sdo mapeados em elementos de B pela
fungdo f. Em outras palavras, a pré-imagem de um conjunto B C Y é definida como:

fH(B)={zeX: f(z) € B}. (6)

Isso significa que a pré-imagem de um conjunto B é o conjunto de todos os pontos do
dominio de f que sédo mapeados para um ponto em B por f. A pré-imagem é uma ferramenta
importante em analise matematica e é frequentemente utilizada para definir propriedades como
continuidade e mensurabilidade de funcgoes.

Definicédo 2.5. Dado um espago mensurdvel (X,E), uma fungdo f : X — R é mensurével se
0 conjunto

{f<ri={zeX: [flx)<r} (7)
é mensuravel para todor € R.

Agora que temos a definicdo de uma fungdo mensuravel, vamos enunciar um lema que
nos permite realizar modificacées na definicdo de mensurabilidade.

Lema 2.1. Dado um espago mensuravel (X,E), seja f : X — R uma fungdo. As seguintes
condicbes sdo equivalentes:

(i) Para todo ndmero real r, o conjunto {z € X : f(x) > r} é mensurdvel.
(ii) Para todo nimero real r, o conjunto {z € X : f(z) > r} é mensuravel.
(iii) Para todo nimero real r, o conjunto {x € X : f(x) < r} é mensuravel.
(iv) Para todo nimero real r, o conjunto {x € X : f(x) < r} é mensuravel.

Demonstragao:
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o (i) = (ii):
Temos que o conjunto {z € X : f(z) > r} é o resultado da intersegdo enumeravel
dos conjuntos A,, = {x € X : f(x) > r—1/n}, que por hipétese (i) sGo mensuraveis.
Logo, concluimos que (ii) é verdadeira.

o (i) = (iii):
De fato, podemos escrever o conjunto {x € X : f(z) < r} como o complemento do
conjunto {x € X : f(z) > r}. Como o primeiro conjunto & mensuravel por hipdtese
(i), 0 segundo conjunto também é mensuravel e concluimos que (iii) é verdadeira.

o (i) = (iv):
Temos que o conjunto {z € X : f(z) < r} é o resultado da intersegdo enumeravel
dos conjuntos B, = {z € X : f(x) < r+1/n}, que por hipétese (iii) sdo mensuraveis.
Logo, concluimos que (iv) é verdadeira.

o (iv) =(i):
De fato, podemos escrever o conjunto {z € X : f(z) > r} como o complemento do
conjunto {x € X : f(z) < r}. Como o primeiro conjunto & mensuravel por hipdtese

(iv), o segundo conjunto também é mensuravel e concluimos que (i) é verdadeira.
Dessa forma, provamos que as condic¢oes (i), (ii), (iii) e (iv) sdo equivalentes.
|

Note que o Lema acima estabelece que para uma fungdo mensuravel o conjunto dado
por {z € X : f(x) = r} é mensuravel para todo r € R, pois

{zeX: flx)y=r}={zeX: flx)<r}n{ze X: f(x) <r},

ambas mensuraveis.

Dada uma ou mais fungdes mensuraveis podemos obter outras fungdes mensuraveis a
partir de operacdes envolvendo fungdes. O resultado a seguir estabelece algumas possibilida-
des.

Lema 2.2. Sejam f : X — R, g : X — R fungbes mensuraveis e k € R. Entdo as fungdes
dadas por

1. kf,
2. f?
3. f+y,

4. fg,
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5. |f]

s80 mensuraveis.

Demonstragao:

1. Se k = 0, a demonstragéao é trivial. Entretanto se k£ > 0, temos
{reX kf(x)>r}={ze flx)>r/k} € X.

Note que para k < 0 teremos que a demonstracdo é analoga.

2. Ser <0,entdo {z € X : (f(x))>>r} = X;ser >0, entéo
{reX:(f@)?>r}={rcX:flx)>Vr}u{zecX: f(x)<—/r}

3. Se r é um numero real, entdo, se f(z)+ g(x) > r, entdo f(x) > r — g(z) e existe um
nimero ¢ € Q talque r — g(z) < g < f(x). Logo,

{reX:(f+g)@)>r}=J{zeX: fa)>gn{zeX gx)>r—q})
q€Q

4. Para provar que fg é mensuravel, bastar verificar que

fg= 5l +9) ~ (F ~ o)

e portanto, usando os itens anteriores, fg € mensuravel.

5. Ser <0,entdo {x € X : |f(x)| >r} =X.Ser >0, temos
{reX:|fx)|>r}={zeX:flz)>r}u{reX: f(z)<—r}

Logo , a fungéo | f| € mensuravel.
n

Para esse estudo vamos utilizar a notagéo do espago mensuravel M* (X, E), que representa
o conjunto das fungdes ndo-negativas e mensuraveis.
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2.4 Medida

Agora que j& apresentamos o conceito de espago mensuravel (X,E), em que temos o
conjunto X e a sua og-algebra E de subconjuntos de X e definimos fungdes mensuraveis, po-
demos definir o que sdo "medidas". Vamos considerar como "medida”, sendo um certo grupo de
funcoes definidas na o-algebra E que possuem um valor real ou real estendido. Estas funcoes
tém como objetivo medir comprimento, area, massa e entre outras.

Para este estudo de medida, comecamos definindo a medida dos intervalos reais cal-
culando o seu comprimento, denotado como ¢(/), onde I = (a,b) é o intervalo aberto com
extremos em a e b, tais que a,b € R. O comprimento é definido como /(1) = b —a,sea < b
tais que a,b € R. No caso dos intervalos que comegam ou terminam com infinito, dizemos que
possuem comprimento infinito. Sdo eles os intervalos I = (—o0,b), I = (a,00) e I = (—00,00).
No caso dos intervalos que comegam e terminam no mesmo ponto I = (a,a), dizemos que tais
intervalos possuem comprimento zero.

Para dar continuidade ao nosso estudo, vamos precisar de um no¢ao estendida de me-
dida, em que vamos conseguir medir conjuntos mais gerais do que intervalos em uma reta. Para
isso, vamos utilizar a seguinte definicdo de medida

Definicao 2.6. Uma medida positiva na reta é uma fungdo \ que associa a cada A C R um
ndmero estendido, A\(A) € [0, +oc|, conhecido como a medida de A, de forma que coincida
com o valor obtido nas técnicas ja conhecidas (comprimento de intervalos) e que satisfaca duas
propriedades:

(i) A(0) =0,
(ii) A (UZO:1 Ek) = 220:1 A(Ek)i
para qualquer colecao enumeravel de subconjuntos de R disjuntos dois a dois.

Utilizando a definicdo de espagos mensuraveis € de medida, podemos entao definir o
que é um espaco de medida.

Definicéo 2.7. Um espaco de medida e uma tripla (X, E, \) em que X é um conjunto, £ é a
o-algebra de X e \ é uma medida definida em E.

2.5 Medida de Lebesgue

Medidas sao utilizadas para medir quaisquer conjuntos, entretanto existem outros tipos
de medidas que sao utilizados para medir alguns tipo de de conjuntos mais especificos. Um
exemplo deste tipo de medida é a medida de Lebesgue. Para definir a medida de Lebesgue,
vamos primeiramente precisar do conceito de medida exterior € de algumas propriedades. Para
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isso vamos definir o que é uma medida exterior e 0 que sao conjuntos de Lebesgue para enfim

definir a medida de Lebesgue.

2.5.1 Medida Exterior

Quando pensamos em definir uma fungdo para medir subconjuntos na reta, vamos preci-
sar de algumas propriedades. Seja A um conjunto de nimeros reais, vamos denotar 1(A) como
sendo a medida de Lebesgue. Para que medida do intervalo /() seja congruente, a medida do
conjunto A deve manter as seguintes propriedades:

(i) Se A é umintervalo, entédo p(A) = ((A).
(i) Se A C B, entao u(A) < u(B).

(i) Dado A C Rexy € R, temosque A+xg = {z+x¢: v € A}. Logo pu(A) = pu(A+x),
ou seja, a medida é invariante por translagao.

(iv) Se A e B s&o dois conjuntos disjuntos, entdo (AU B) = u(A) + u(B). Se {A;} é
uma sequencia disjunta de conjuntos, entéo p(U2(A;) = >~ p(A;).

Entretanto, sabe-se que é impossivel definir uma funcao medida que satisfaga o item (iv) para
todos os subconjuntos dos nimeros reais. E é por isso que precisamos da definicido de Medida

Exterior.

Definicdo 2.8. (Medida Exterior) Seja A um subconjunto de R e denote {1} uma sequéncia
de intervalos abertos. A medida externa positiva de Lebesgue em A é definida por

u*<A>=mf{Zeuk>;Ag Ulk}. ®)

Teorema 2.1. A medida exterior tem as seguintes propriedades:
(i) Se Ey C FE,, entdo p*(Ey) < p*(Es).
(i) A medida exterior de conjuntos enumeraveis é nula.
(iii) A medida exterior do conjunto vazio é nula.

(iv) A medida exterior é invariante por translagao, isto é, para cada nimero real x, *(E +
o) = p*(E).

(v) A medida exterior é subaditiva, isto é, dada uma sequéncia { E;} de conjuntos,
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(vi) Para qualquer intervalo I, j*(I) = ¢(1).

A funcao medida exterior de um conjunto é uma generalizagao da nocao de medida, em
que podemos medir uma classe mais amplas de conjuntos, consequentemente cobrindo todos
os subconjuntos do conjunto dos nimeros reais R. Para este trabalho vamos utilizar principal-
mente a medida exterior de Lebesgue, fungcdo medida que atribui um valor aos conjuntos dos
numeros reais de acordo com sua "extensao".

Utilizando a definicdo de medida exterior e suas propriedade, vamos realizar uma apli-
cacgao ja conhecida, entretanto como uma demonstracdo com base na teoria da medida.

Exemplo 2.2. R é ndo-enumeravel.
Demonstracio:

Pela definigdo temos que para a,b € R, p(a,b) = b — a se a < b e que a medida de um
ponto é sempre nula, ou seja ji({a}) = 0 para qualquer a € R. Entdo para provar que R é um
conjunto ndo-enumeravel, basta mostrar que o intervalo (a,b) C R é ndo-enumeravel.

Suponha que (a,b) seja enumerdvel. Entdo temos que, (a,b) = ;- {z,} em que
z, € R. Logo o (a,b) é uma unido enumeravel de seus elementos. Entéo pela proposigéo (i) e
(v) do Teorema 2.1 temos que:

0<b—a=plab) <D p{r.}) =0 (9)

O que é uma contradigéao.
Com isso provamos, que (a,b) C R é um intervalo ndo enumeravel e portanto R é nao
enumeravel.

Por fim utilizamos os conceitos anteriores para definir a Medida de Lebesgue.

Definicao 2.9. (Medida de Lebesgue) Um conjunto B C R é chamado de Lebesgue mensuravel
se para cada conjunto A C R a igualdade (1*(A) = p*(AN B) + p*(A N B°) é vélida. Se B é
um conjunto Lebesgue mensuravel, entdo a medida de Lebesgue de B é a medida externa de
Lebesgue e vamos denota-la por ji(B).

Uma vez que temos o conceito de medida podemos discutir a integracdo em um contexto
mais amplo.
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3 INTEGRACAO

Neste capitulo, vamos destacar alguns topicos importantes e realizar uma breve com-
paracao entre as integrais de Riemann e de Lebesgue. A definicao de integral de Riemann é
bem conhecida e foge do escopo deste trabalho fazer um detalhamento deste conceito. O leitor
pode encontrar este tratamento em livros de Calculo e Andlise, como Guidorizzi (2013) e Lima
(1982). Como forma alternativa para enunciar as integrais de Riemann, vamos construir a teoria

de integragéo de Lebesgue a fim de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Uma fungdo f limitada é Riemann integravel se, e somente se, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de f tem medida zero.
Esta demonstracao seré realizada no final do capitulo.

Teorema 3.2. Uma fungdo f definida em um intervalo fechado sera Riemann integravel se, e
somente se, F tiver medida zero.

3.1 Teoria de integracao de Lebesgue

Quando se fala em integral, intuitivamente pensa-se na integral de Riemann, pois € a
ferramenta mais abordada nos cursos de Célculo. Em geral utilizamos a integral de Riemman
para realizar o calculo de areas em baixo de um curva da seguinte maneira. Uma particao no
intervalo [a, b] é definida para inscrever e circunscrever retangulos a curva dada uma fungéo
continua nao-negativa especificada neste intervalo. As dreas combinadas desses retangulos
fornecem uma sub e superestimativa da area sob a curva, respectivamente. Essa estimativa
serd mais precisa se houver mais retangulos e se suas bases forem menores. Quando o0 maximo
das partigdes tende a zero, a integral de Riemann € definida como o limite dessas estimativas.

Em geral as integrais de Riemann séo definidas para fungdes continuas. Para definir o
conceito de integral de Riemman em fungbes descontinuas, introduzimos as integrais impré-
prias. O célculo das integrais impréprias geralmente é dificil e por isso, neste capitulo abordare-
mos a teoria de integracao de Lebesgue, que facilita o calculo desse tipo de integral.

Para comecar o estudo da teoria de integracao de lebesgue, se faz necessario a defini-
¢ao de fungao caracteristica e de fungao simples, que serdo dadas a seguir.

Definicao 3.1. Dado um conjunto A C X, dizemos que X4 é a fungdo caracteristica, em que
X4 : R — {0,1} por

1, sex € A,
0, caso contrario.

A fungao caracteristica € uma medida simples que indica se dado elemento esta no
conjunto ou ndo. A seguir apresentamos a fungcéo simples.
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Definicdo 3.2. (Fungao simples) Seja a tripla (X, E, 1) um espago de medida. Dizemos que
f: X — R é uma fungdo simples se

= Z a; Xk,
i=1

emquea; c Rel; € E.

Podemos dizer que uma fungéo simples € uma combinagéo linear de fun¢des caracteris-
ticas, servindo para dar pesos aos diferentes conjuntos. Com base nestas definicdes estamos
prontos para definir a Integral de Lebesgue a seguir. Vamos comecar definindo a integracéao
para uma fung¢do simples.

Definicdo 3.3. (Integral de Lebesgue para uma fungdo simples) Seja a tripla (X, E, i) um
espago de medida e f : X — R uma fungao simples dada por f = 3"\, a;Xg;. A integral de
f é definida com a medida (. por:

/fdu = gaiM(Ei)-

Com base nesta definicdo podemos agora avancar para a integracdo de uma fun¢ao nao
negativa.

Definicdo 3.4. (Integral de uma fungdo ndo-negativa) Seja um espago de medida (X, F, 1) e
f um funcdo ndo-negativa E-mensuravel. Definimos a integral da fungdo ndo-negativa f com a
medida 11 por

/fdu:sup{/gdu:géumafung:a”osimpleseogggf}.

A ideia desta definicdo é que para qualquer fungéo nio negativa f conseguimos escolher
a maior fungdo simples g menor que f em que temos a integral se aproximando de um limite
superior o qual denominamos integral de f.

Definicdo 3.5. Definimos a parte positiva de uma fungdo f mensuravel com f* e a parte ne-
gativa com f~ por

ST (x) = max(0,f(x)),
[ () = max(0, — f(x)).

Assim, f = fT — f~comfT,f~ >0
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Finalizaremos essa sessao definindo a integral para um fungcdo mensuravel qualquer e

enumerando algumas propriedades importantes da integral.

Definicdo 3.6. (Integral de uma fungdo mensuravel) Seja (X, E, ;1) um espago de medida e

f : X — R uma funcdo E-mensuravel. Definimos a integral de um fungdo mensuravel f com a

[ tin= [ ran- [ 1 an

Uma fungéo f : [a,b] — R é integravel por Lebesgue se é limitada e mensuravel. No de-

relacdo de medida p. como

correr do texto, vamos mostrar que para que uma funcdo seja Riemann integravel é necessario

que o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcdo seja enumeravel.

Teorema 3.3. Seja (X, F, ;1) um espago de medida e f,g : X — R fungbes integraveis.
(a) SeceR, [(cf+g)du=c /[ fdu+ [ gdu;
(b) Se f(x) < g(x) paratodox € X, entdo [ fdu < [ gdu;
(c) SeABe E,ACBef>0,entdo [, fdu< [, fdu;

(d) | f| éintegravel e | [ fdu| < [ |f|du. Se [ |f|du =0, entdo f = 0 u para quase todo
ponto.

Demonstragéo:
Ver BARTLE(1995).

3.2 Conjunto de Medida Zero

Desenvolvendo mais sobre a teoria da medida e sobre as integrais de Lebesgue, dis-
correremos sobre o Critério de Lebesgue para Riemann-Integrabilidade. Entretanto para isto, é
necessario definir alguns resultados preliminares e algumas notac¢des conhecidas da Andlise
(LIMA, 1982).

Um intervalo seré representado por /. Seu diametro, por ¢(]).

« O conjunto de todas as partigdes do intervalo fechado [a,b] sera representado por
Pla, b).

A soma superior de uma fungéo f com respeito a uma particdo P de seu dominio sera
denotada por S(P, f) e a soma inferior por (P, f).

« Um conjunto A é dito enumeravel se existir uma bijecdo entre A e N

« Um conjunto A C R serd aberto se Vx € A,Je € Rtalque [x — ¢,z + €] C A (todo
ponto de A é um ponto interior).
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« Um conjunto A C R sera fechado se seu complementar em R (ou seja, R — A) for
aberto.

« Uma fungdo f : I — R sera continua em zy € [ se para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal
que [z — x| <0 = [f(z) — f(xo)| < e

» Uma fungao limitada f : I — R (sendo I um intervalo fechado) sera Riemann integra-
vel se, para todo € > 0, existe uma particdo P € Pla,b| talque S(P, f)—I(P, f) < e.

Temos uma noc¢ao intuitiva de alguns conjuntos que possuem medida zero, tais como o
conjunto vazio ou um ponto isolado. Vamos definir um conjunto de medida zero de forma geral.

Definicao 3.7. Dizemos que Z C R tem medida zero se, para todo ¢ > 0 existe uma sequéncia
{I,} de intervalos abertos tais que:

() Z c | JL.,

(i) > U(I,) <.
n
Vamos a seguir mostrar alguns conjuntos que possuem medida zero.

Teorema 3.4. Todo conjunto unitario tem medida zero.

Demonstragao:
Se F' = {xo}, entdo Ve > 0, ' C (29 — {, 2o + {) € com isso construimos uma sequéncia de
intervalos I, = (zg — §, w0 + {), talque > U(I,) = €/2 < ¢

Teorema 3.5. Se Z tem medida zeroe Y C Z, entdoY também tem medida zero.

Demonstragao:
Ver GOMES; CARDONA(2008).

Teorema 3.6. A unido enumeravel de conjuntos de medida zero é um conjunto de medida zero.

Demonstragao:
Se £ = U, Z,, entdo dado ¢ > 0, para cada n podemos escolher para cada Z,, uma sequencia
({1},}) de intervalos de diametro menor que 5 e formar, a partir dessas sequencias {/}.

Como Y~ U(I,) <>, 5 =€ entdo Yy ((I,) <e.

Corolario 1. Todo conjunto enumeravel tem medida zero.
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Demonstragéo:

Se M é enumeravel entdo M = U, {x,}. Pelo Teorema 3.4 todo conjunto unitario tem medida
zero, logo cada {z, } tem medida zero. E pelo teorema 3.6, U,,{x,, } tem medida zero. Portanto
M tem medida zero.

Corolario 2. Seja X C [a,b] um conjunto fechado e de medida zero. Ent&o, para todo ¢ > 0,
existe uma partigdo P € P|a, b| tal que a soma dos comprimentos dos intervalos de P da forma
[, 2;41] N X # 0 é menor quee.

Demonstragao:
Ver GOMES; CARDONA (2008).

3.3 Descontinuidades

Nessa sessdo abordaremos conceitos de descontinuidade. Usualmente definimos uma
funcdo ser descontinua se ndo é continua, isto é, existe ¢ > 0 tal que para todo § > 0 e
o € Dom(f) onde |z — 29| < & e |f(z) — f(zo)| > €. Mas para entender o critério de
Lebesgue para Riemann-integrabilidade vamos precisar compreender descontinuidade de uma

maneira diferente.

3.3.1 Tipos de Descontinuidades

Vamos representar os conjuntos de descontinuidade em f como sendo R para as des-
continuidade removiveis, S; para as descontinuidades de salto, I as descontinuidades es-
senciais de primeira ordem e Ej; as descontinuidades essenciais de segunda ordem. Logo
quando fazemos R; U Sy U Eyy U Iy estaremos representando todas as descontinuidades
possiveis em f.

Dizemos que xy € Ry, isto é, possui uma descontinuidade removivel em z, se

3 lim f(z) tal que xhﬁrg f(z) # f(xo).

T—T0

Para x( € Sy, dizemos que f possui uma descontinuidade de salto em x; quando

lim f(z) # lim+ f(x)

CE‘)JBO CE‘)JBO

Dizemos f tem um descontinuidade essencial em z, ou seja, xo € iy ou gy € Eay,
quando
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1. Descontinuidade essencial de primeira ordem FE ¢;

lim f(z)e lim f(z) néo existem.

=T x%zg
2. Descontinuidade essencial de segunda ordem s

Ou lim f(z)ou lim f(z) néo existe.

ZE*)Z‘O 2?4)1’0

Com isso conseguimos uma outra definicdo para descontinuidade:

Definicdo 3.8. Segja xg € Dom(f) entdo f é descontinua em x, se, e somente se, vy, €
Rf U Sf U Elf U ng.

3.3.2 Oscilagdo de uma funcao

Para os préximos resultados, vamos precisar nos atentar a enumerabilidade desses con-
juntos de descontinuidades e para isso sera introduzido o conceito de oscilagdo de uma fungéo.

Vamos definir oscilagdo em um fungéo f em um subconjunto (/) de seu dominio con-
forme o seguinte.

Definicao 3.9.
wy(l) = sup{| f(s) = f(t) [, {s;t} C I}

Em particular para um ponto especifico xy do dominio de f temos que a oscilagio é
dada por
wy(zo) = inf{ws([xo — ,20 + 6]),0 C RT}.

Teorema 3.7. Seja x, um ponto do dominio de f. A fungdo f é continua em x se, e somente
se, ws(xg) = 0.

Demonstragao:
(=) Se f é continua em x, entdo Ve > 0,35 > 0 tal que,

€

{s,t} C{xo— 0,20 +0} =| f(s) — f(z0) |< 5

e | f(t) = flao) < 5

mas

| f(s) = f(t) |=

f(s) = fxo) = (f () = fl@o)) [ fs) = flwo) [ + | [(t) — f(o) |[= €



25

Logo, ws(xg) = inf{e,e > 0} e portanto w¢(xy) = 0.
(<) Suponha que w(xp) = 0. Temos que

wy(zo) = inf{ws([zo — 6,20 +6]),0 >0} =0
E isso quer dizer que Ve > 0,36 > 0 tal que,
0 < wy([zg— 6,20 +9]) <e.

Neste caso, se {s,t} C [xo—J, x4+ ] entdo sup{| f(s)— f(t) |} < e logo| f(s)— f(t) |<e
E como Vo > 0,x¢ € [xg — I,z + J], f € continua em .

Teorema 3.8. Se « > 0 entdo, para cada fungdo f (com dominio D), o conjunto {x € D :
wr(zr) < a} é aberto em R.

Demonstragao:

Fixando o« > 0,se p € {z € D : wy(x) < a}, entdo, 36 > 0 tal que ws([p — 0,p + J]) < a.
Sex € [p—4d,p+ 9], entdo wr(r) < a. Como x é escolhido de forma arbitraria, temos
p—0,p+0] C {zr € D : wg(r) < a}. Assim p é um ponto interior. Como p é arbitrério,
{r € D :ws(x) < a} é aberto.

Corolario 3. Seja f : [a,b] = R, fixado oo > 0 entdo S = {z € [a,b] : ws(x) > o} é fechado
e limitado.

Demonstragéo:

Pelo teorema anterior {z € [a,b] : ws(z) < o} é aberto em R, entdo {z € R : we(x) > o}
é fechado. Entdo {z € [a,b] : wf(z) > a} = {z € R : wg(zx) > a} N ab], 0 que é uma
intersecgdo de fechados, logo um conjunto fechado. Como {z € D : ws(z) > a} C [a, b] entdo
{z € ]a,b] : we(x) > a} também é limitado.

|
Teorema 3.9. Seja f : [a,b] — R. O conjunto S = Ry U Sy U Eyy é enumeravel.
Demonstragéo:
Sejam A; = {7g € Eyy : lim f(z) < oo} e Ay = {xg € By : lim+ f(z) < oo}. Vamos

$—>$0 l‘—>$0

chamar de 7', formado pela unido dos conjuntos de descontinuidades, isto é, 7' = (R; U Sy U
A)U(RfUSFUA,). Edenotaremos T = (R USfUA;) eTy = (RfU Sy U A,). Sabemos
que xo € T'= f é descontinua em x.
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Para cada n € N, consideremos o conjunto O,, = {zg € T} : ws(zg) > %} Como
zo € T, pelo teorema 3.7 wy(zy) > 0 e assim, In € N : wy(zg) > L. Logo, zg € O, para
algum n, isto é, T} C U,,0,,. Assim, se cada O,, for enumeravel, T} também serd enumeravel.
Provaremos que O,, é enumeravel.

Se xy € O,, entdo existe lim f(x). Fixando € > 0,30 > 0 tal que

x € (xg—6,x0) =| f(x) — f(zo) |[<e.

Mas, se x1 € (z¢ — d, 7o), entdo, 30; > 0 tal que

|z =y <o =| f(x) = fz) [<] f(z) = fmo) [+ [ f21) = fzo) |< €

basta tomar 4, tal que (x1 — 91,21 + 01) C (zo — 9, zo). E como e foi escolhido arbitrariamente,
Vax € (zo — d,20), f € continua em z, logo = ¢ Ti, ou ainda, Yz, € O,,35 > 0 tal que
(xg — 6, 20) N O, = 0.

Fixado n, tome zy € O,,. Seja ¢,(zo) um nimero racional em (zo — §(xo), zo) (6(xo)
para o qual (xg — 0, xg) NO,, = 0). Defina F : O,, — Q por zy — ¢, (x0). Se {xo, o} C O, €
T # Yo, €ntdo (considerando zg < yo), (xo — d(xo), o) N (Yo — d(Yo), yo) = B, caso contrario
zo € (Yo — 0(¥0), Yo), 0 que € um absurdo. Assim ¢,,(x¢) # qn(yo) € F' € injetora. Restringindo
o contradominio, definimos F5 : O,, — A (C Q) bijetora. Assim, cada O,, é enumeravel e T} é
enumeravel.

Poderiamos construir a mesma bijecao para o conjunto 75 e mostrando assim que 715

também é um conjunto enumeravel. Assim T = T7 U T, é enumeravel.
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4 APLICACOES

Durante os capitulos anteriores realizamos uma introdugao sobre a integral de Lebesgue
e agora iremos fazer uma comparacéo informal entre as integrais de Riemman e de Lebesgue. E
facil de perceber que as duas teorias sdo boas ferramentas para calcular as integrais de funcoes
continuas, entretanto para funcdes nao continuas se faz necessario o uso de um arcaboucgo
tedrico um pouco mais robusto e em alguns casos mais especificos a teoria de Riemann nao
consegue realizar o calculo.

Segundo WANG (2017) A diferenga das duas teorias é que enquanto a integral de Ri-
emman subdivide o dominio da fungao, a integral de Lebesgue subdivide o alcance da fungao.
Enquanto para integral de Riemann, cada subdivisdo, usualmente chamada de largura do re-
tdngulos, possui a mesma largura. Para a integral de Lebesgue é criado uma func¢ao simples
para cada subdivisdo que possui finitos valores de medida.

4.1 Critério de Lebesgue para Riemann-Integrabilidade

Apos todo esse estudo sobre medida, integracdes e descontinuidade, enfim podemos
provar o teorema sobre integrabilidade.

Teorema 4.1. Uma fungdo f limitada é Riemann integrdvel se, e somente se, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de f tem medida zero.

Demonstragao:
(=) Suponha uma fungédo Riemann integravel f : [ — R,

Ve > 0,3P € Pla,bltal queS(P, f) — I(P, f) < e.

Se P = {z1,x9,...,x,}, entdo

n n—1

D (F)A@) =Y (f(E)A(r)) < e.

=1 =1

onde Az; = xi1 — x4, f(;) = sup{f(z) : = € Ax;} e f(&) = inf{f(x) : x € Ax;}.
Podemos escrever

n

> () — f(&)Az; <e.

i=1

Mas, paracadai € {1,....,n}, se {s;,t;} C Ax;,temos | f(s;) — f(t:) |< f(n:) — f(&)- Logo

D15 = S(t) | A < e
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Paracadan € N, seja S, = {z € [a,b] : wy(z) > L} Dado € > 0, vamos escolher ¢y = 5~ €, a

partir desse ¢, extrair uma particdo P de f tal que

{si,t;} C Ax; paracadai < n, Z | f(si) — f(t;) | Az; < €.

=0

Entdo, z € S, = £ < wy(x). Se Ji € N tal que y; € Az; entéo

1 n n n €
— Ax; < i) Ax; < €y, 0que implica Azx; < =
n; x wa(y) x; < €y, 0 que impli ; zi < g

i=1

Assim, para = € S, que estao contidos em algum Azx;, podemos tomar (x;, z;11) cOmo uma
sequéncia de intervalos abertos que contém esses pontos e cujo diametro € menor que 5. Se
nao existe i tal que = € Ax;, entdo x € P. Mas, uma vez que P é enumeravel, P tem medida
zero e podemos encontrar uma sequéncia de intervalos abertos com diametro total menor que
5 que cobre P. Assim, S,, tem medida zero e o conjunto dos pontos de descontinuidade de f
tem medida zero (tal conjunto é a unido numeravel S,,, pelo Teorema 3.7).

(<) Suponha agora que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tenha medida

zero. Fixe ¢; > 0, entdo o conjunto S = {z € [a,b] : w(x) = €} (onde € = min{F, 5515}
esta contido no conjunto dos pontos de descontinuidade de f, e pelo teorema 3.6, tem medida
zero. Pelo corolério 3, S é fechado. Sendo fechado e de medida zero, o corolario 2 garante que
existe uma particdo de [a, b] cujos intervalos que contém elementos de S s&o arbitrariamente
pequenos.

Tomemos entdo uma particdio P de [a,b] tal que os intervalos que con-
tém algum elemento de S tém didmetro menor que {||f|| (onde ||f|] =
max{sup f(z),x € [a,b], —inf f(x),x € [a,b]}). Logo

S(Pvf)_[(Pvf):S(Pluf)_[(Pl7f)+S(PH7f>_I<P//7f)

Onde P’ sdo os intervalos que ndo possuem nenhum ponto em S e P” os que possuem. Ent&o:

n

S(P"J) = I(P".J) = Y- (fm) = [EN)Aw) < 27| Y- Alw) < e < 5.

n=1

Para as pontos P':

n

S(C ) = HCf) <> (fm) = FENA(m:) < €Y Ax;) < e(b—a) <

n=1 n=1

€
5 .
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Logo,
S(Pvf)_]<P7f)<€1

e f éintegravel em [a,b)].

Refinacdo do critério de Lebesgue para Riemann integrabilidade

Teorema 4.2. Uma fungao f definida em um intervalo fechado serd Riemann integravel se, e
somente se, E, f tiver medida zero.

Demonstragéo:

Devido ao critério de Lebesgue, f é Riemann integravel se, e somente se, o conjunto dos pontos
de descontinuidade de f tiver medida zero. Porém, pelo teorema 3.9, sabemos que o conjunto
R; U Sy U Eyy tem medida zero. Assim, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tera

medida zero se, e somente se, L/ tiver medida zero.

4.2 Funcao Lebesgue integravel

Vamos dar uma olhada na fung¢éo caracteristica dos numero irracionais:

0, x é racional;
flz) = (10)

1, x é irracional.

Vamos definir f(x) em um intervalo fechado [0,1]. O conjunto formado pelos pontos de des-

continuidade dessa fungédo se enquadra no conjunto F ¢, ou seja, essa fungéo possui descon-

tinuidades esséncias de primeira ordem. E facil de notar que ndo é possivel contar quantas

descontinuidades f possui, fazendo com que E;; seja uma conjunto ndo-enumeravel, e de

acordo com o teorema 4.1. é notavel que essa fungao nao pode ser Riemann integravel.
Entretanto podemos integra-la por Lebesgue, pois:

f=0.u(A) + 1.u(B) (11)
0,1

Em que A = [0,1] N Q o conjunto dos numeros racionais no intervalo, B = [0,1] — Q o
conjunto dos numeros irracionais e 1 como sendo a medida de Lebesgue de um conjunto. E
como Q é enumeravel, sabemos que ©(Q) = 0 consequentemente u(A) = 0. Entretanto
para u(B), temos pelo Teorema da Extensdo de Carathéodory, CABRAL (2016), temos que
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0([0,1]) = 1 = p(0,1]) = w*(10,1] N Q) + w*([0,1] — Q) = 4*([0,1] — Q) = 1. E portanto
integral de Lebesgue de f =1

4.3 Teorema de Convergéncia

A convergéncia da integral de Lebesgue é outra aplicagao que sera abordada nesse
capitulo. Entretanto vamos abordar apenas o Teorema da convergéncia monétona e alguns de
seus corolarios.

Utilizamos esse o teorema pois as vezes pode ser dificil calcular f fdu diretamente
da definicdo, pois trabalhamos com o supremo de uma familia enorme, geralmente nao-
enumeravel, de fungdes simples. Segundo SANTOS 2013 o teorema da convergéncia mono6-
tona, assegura que para calcular f f é suficiente calcular lim,, f fn onde f,, € um sequencia

decrescente de fungdes mensuraveis ndo negativas convergindo pontualmente para f.

Lema4.1. Sgja f,g € MT(X,E) e f < g, entdo
[ fan< [ giu

Seja ¢ € M™ uma fungéo simples tal que 0 < ¢ < f entdo 0 < ¢ < g. Entéo

/fdu < /gdu-

Demonstragao:

Teorema 4.3. (Convergéncia Mondtona.) Seja (X, E, 1) um espago de medida e {f,,)nen uma
sequéncia de fungbes reais ndo-negativas integraveis em X tal que

f(z) = lim f,(z), upara quase todo ponto em X (convergéncia pontual).
n—oo
Suponha que a sequéncia € mondtona crescente, ou seja,
fn(z) < fori1(x), U para quase todo ponto em X, para todo n. € N (monotonicidade).

Se sup,,cy [ fadp < 0o, entdo f € integravel e

[ fin =t [ g
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Demonstragéo:
Seja f € M™, entéo pelo lema anterior temos f,, < f,.1 < f, entdo

/fndu < /fnﬂdﬂ < /fdu,Vn eN

tim [ fudu< [ fau

Agorasejaa € Remque 0 < a < 1e ¢ um fungédo simples tal que 0 < ¢ < f. Entdo

Entao temos que

Ap={z € X : fu(z) 2 ap(z)}

Logo, A, € E, A, C A,;1 e X N A, entdo

/ apdy < / Fudyi < / Fudi
An An

Como (A,,) é um sequencia monétono crescente podemos escrever

/gpdu = lim/ wd
An

Agora aplicando o limite em fAn apdp e como 0 < a < 1temos:

a/wdu < lim/fndu: /sodu < lim/fndu

E como 0 < ¢ < f é um fungao arbitraria simples em M podemos escrever

/fduz sup/wdu < lz’m/fndu

Lema 4.2. (Lema de Fatou) Seja f,, € M+ uma sequéncia de fungées mensuraveis ndo nega-
tivas definidas. Entdo temos:

/ lim inff, < lim mf/fn
n—o0 n—oo
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Demonstragéo:
Seja g = inf{fm,fm+1,--} entdo g,, < f, sempre que m < n. Entdo

/gmdu < /fndﬂ,m <n,

/gmdu <lim inf/fndu.

Logo

Enquanto a sequencia (g,,) for crescente e convergir para lim inf f,, o teorema da convergén-
cia mono6tona implica que

/(lz’m inf fn)dp = lim/gmdu <lim inf/fndu.

Corolario 4. Seja {f,} uma sequéncia mondtona de fungbes Lebesgue integréveis em [a, b] e
b

suponhamos que { f,,} converge para f pontualmente em [a,b]. Se lim I € finito, entdo f

n—oo a

é Lebesgue integravel em |a, b] e temos:

[r=tm [ s

Corolario 5. Seja {f,,} uma sequéncia ndo negativa de fungées mensuraveis em |a, b|. Entdo

/abifnzi/abfn

Corolario 6. Sejam f : [a,b] — R uma fungdo Lebesgue integravel em [a,b] e E um subcon-

temos:

junto mensurével de [a, b]. Se { E,,} é uma sequéncia disjunta de conjuntos mensurdveis tal que
E =J.2, E,, entdo temos:
f= /
L=,
Exemplo 4.1. Vamos provar que a fungdo f(x) = % definida para x > 0 e f(0) = 0, é
Lebesgue integravel em [0, 1].
Seja a sequéncia de fungbes, onde para cada inteiro positivo n, temos:
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Cada uma das fungdes f,, é Lebesgue integrdvel em [0, 1] (j& que sdo Riemann integra-
veis em [0, 1]), e a sequéncia { f,,} é uma sequéncia ndo-decrescente de fungbes ndo negativas
que converge para f(x) em [0, 1], de modo que:

2
—2-Z
n

/fn—Q\/_

1
n2

1
Como para cadan € 7, podemos encontrar lim fn, finito.

n—o0 0

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, a fungéo f(x) é Lebesgue integra-
velem[0,1] e

[ r=pm [ =2
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5 REPRESENTACOES GRAFICAS

Neste Capitulo faremos algumas representacdes graficas das integrais de Riemann e
Lebesgue. Primeiramente vamos comegar com a representacdo grafica de Riemman para a
fungdo f(z) = —x? + 2x no intervalo [0,2].

Figura 1 — Integral de Riemann

[eERK1200000960695}

Fonte: Autoria Propria

Neste exemplo utilizamos apenas 10 retangulos para realizar a aproximacao da area,
entretanto no link abaixo é possivel alterar o numero de retangulos e ter uma melhor visualizagéo
da aproximagao. Link: https://www.geogebra.org/calculator/kkvyatrf

Para a integral de Lebesgue temos a aproximacao feita por (Freniche, Francisco J.).
Neste exemplo temos as aproximagdes de algumas fungbes, como /x e sen(x) que serd
representado por imagem a seguir.

Figura 2 — Integral de Lebesgue /x

function |squareroot ¥
type | lower upper

number of divisions I 0

Fonte: https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/
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Figura 3 — Integral de Lebesgue sen(x)

number of divisions I 0

approximation: 2.140
integral: 2.000

Fonte: https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/

Nos dois exemplos a cima, utilizamos a integral de Lebesgue para realizar a apro-
ximagdo do valor da area com 10 reparticbes. E notavel que a diferenca gréafica das duas
teorias esta presente nos retdngulos, enquanto na teoria de Riemann os retangulos pos-
suiam sempre a mesma largura, na teoria de lebesgue os ndo. Utilizando o link a se-
guir podemos ver algumas outras fungdes e ainda aumentar o numero de repartigées. Link:
https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/

Outro exemplo bem legal para visualizar essas integracdes de uma maneira gréfica é
o exemplo feito por Fagradal, no geogebra. Este exemplo pode ser acessada para facilitar a

Figura 4 — Comparac¢ao Riemann e Lebesgue

0 n+=10 g g g g
02 02 F=e====g
Y | ra —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 =4,

Fonte: https://www.geogebra.org/m/W2umNHTq.

visualiza¢ao no link: https://www.geogebra.org/m/W2umNHTQq.
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6 CONCLUSAO

Em concluséo, esta pesquisa explorou alguns conceitos fundamentais da teoria da me-
dida e sua aplicacdo na teoria da integracdo. Ao examinar tépicos como medida, medida de
Lebesgue, teoria de integracao de Lebesgue, conjunto de medida zero, descontinuidade, crité-
rio de Lebesgue para a integrabilidade de Riemann e o teorema da convergéncia monoétona,
obtivemos uma compreensao abrangente da relacao entre esses conceitos e sua importancia.

O estudo destacou a importancia do critério de Lebesgue para a integrabilidade de Ri-
emann como uma ferramenta para determinar a existéncia da integral de Riemann em fungées
especificas. Esse critério serve como uma ponte entre os dois métodos de integragao.

Ao aprofundar nosso conhecimento teérico e explorar abordagens diversas de integra-
¢ao, este trabalho contribui para 0 campo mais amplo da andlise matematica. Ele abre caminhos
para pesquisas futuras e incentiva uma perspectiva mais refinada sobre as teorias de integra-
¢cao, promovendo uma compreensao mais profunda de suas aplicacbes em diversos contextos
matematicos.
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