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RESUMO

Este trabalho de conclusão de curso abordou conceitos importantes da teoria da medida e seu

uso na teoria da integração. Foram explorados tópicos como medida, medida de Lebesgue,

teoria de integração de Lebesgue, conjunto de medida zero, descontinuidade, critério de

Lebesgue para Riemann integrabilidade e teorema da convergência monótona. A pesquisa

enfatizou a relevância desses conceitos para a compreensão da integração de funções e a

relação entre os métodos de Lebesgue e Riemann. Em particular, o critério de Lebesgue

para Riemann integrabilidade foi investigado como uma condição necessária e suficiente para

a existência da integral de Riemann em determinadas funções. O estudo contribuiu para o

aprofundamento do conhecimento teórico nessa área e ampliou a compreensão das diferentes

abordagens de integração em análise matemática.

Palavras-chave: integral; lebesgue; riemann; medida.



ABSTRACT

The thesis addressed important concepts in measure theory and their application in the theory

of integration. Topics such as measure, Lebesgue measure, Lebesgue integration theory, set

of measure zero, discontinuity, Lebesgue criterion for Riemann integrability, and the monotone

convergence theorem were explored. The research emphasized the relevance of these con-

cepts for understanding the integration of functions and the relationship between Lebesgue

and Riemann methods. In particular, the Lebesgue criterion for Riemann integrability was

investigated as a necessary and sufficient condition for the existence of the Riemann integral

in certain functions. The study contributed to deepening theoretical knowledge in this field

and expanded the understanding of different approaches to integration in mathematical analysis.

Keywords: integrate; lebesgue; riemann; measure.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Integral de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 2 – Integral de Lebesgue
√
𝑥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 3 – Integral de Lebesgue 𝑠𝑒𝑛(𝑥) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Figura 4 – Comparação Riemann e Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 EMBASAMENTO TEÓRICO PRELIMINAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 Reais Estendidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Algebra e 𝜎-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3 Funções mensuráveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4 Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Medida de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5.1 Medida Exterior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 INTEGRAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1 Teoria de integração de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Conjunto de Medida Zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3 Descontinuidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3.1 Tipos de Descontinuidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3.2 Oscilação de uma função . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4 APLICAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1 Critério de Lebesgue para Riemann-Integrabilidade . . . . . . . . . . . . 27

4.2 Função Lebesgue integrável . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.3 Teorema de Convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5 REPRESENTAÇÕES GRÁFICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37



9

1 INTRODUÇÃO

O estudo de integração é uma das principais ferramentas da análise matemática, permi-

tindo o calculo de áreas, volumes, bem como outras quantidades em diversas aplicações. Duas

das principais teorias de integração são as integrais de Riemann e as integrais de Lebesgue.

Ambas são utilizadas para calcular a área sob uma curva mas diferem em seus conceitos fun-

damentais e condições de aplicação. Neste trabalho iremos estudar a integral de Lebesgue

para uma função real, ou seja na reta.

Para esse estudo foi escolhido como principais referências o livro "The Elements of In-

tegration and Lebesgue Measure” de (BARTLE, 1995) e o trabalho "Uma condição necessária

e suficiente para integrabilidade de uma função real” de (GOMES; CARDONA, 2008), o qual

abarca todos os temas das integrações necessários para o desenvolvimento desse trabalho.

Além disso, como referências auxiliares foram utilizadas as referências (CABRAL, 2016), (SAN-

TOS, 2013) e (WANG, 2017).

No primeiro capítulo deste trabalho, será apresentado um embasamento teórico pre-

liminar necessário para o entendimento dos conceitos abordados ao longo do estudo. Serão

discutidos os fundamentos dos reais estendidos, que incluem a introdução do elemento infinito

e do elemento menos infinito, ampliando o conjunto dos números reais.

Em seguida, será abordada a teoria de álgebra e sigma-álgebra, que são estruturas ma-

temáticas fundamentais para o tratamento adequado das medidas. Será explicado o conceito

de álgebra, que consiste em um conjunto de subconjuntos de um espaço, fechado sob as ope-

rações de união finita, interseção finita e complemento, e a importância da sigma-álgebra, que

é uma estrutura mais refinada, fechada sob operações de união e interseção infinitas.

Posteriormente, serão apresentadas as funções mensuráveis, que desempenham um

papel crucial no contexto da teoria da medida. Serão discutidos os critérios para definir uma

função como mensurável em relação a uma sigma-álgebra, bem como suas propriedades.

Em seguida, será introduzido o conceito de medida, que é uma função que associa um

número real não negativo aos subconjuntos de um espaço, de modo a capturar a noção de

"tamanho"ou "extensão"desses conjuntos.

Por fim, será abordada a medida de Lebesgue, que é uma medida fundamental para

o estudo da teoria da integração de Lebesgue. Serão discutidas suas propriedades, como a

invariância por translação, bem como sua relação com a integral de Lebesgue.

No segundo capítulo deste trabalho, será abordada a teoria de integração de Lebesgue,

que permite uma abordagem mais ampla e flexível para o cálculo de integrais de funções.

Em seguida, será introduzido o conceito de conjunto de medida zero. Um conjunto de

medida zero é um conjunto cuja medida é igual a zero, ou seja, possui extensão nula. Serão

discutidas as propriedades e exemplos de conjuntos de medida zero, e como esses conjuntos

são relevantes para a teoria de integração de Lebesgue.
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Por fim, será abordada a descontinuidade das funções. Serão apresentados os diferen-

tes tipos de descontinuidade, como descontinuidades de salto, descontinuidades removíveis e

descontinuidades essenciais. Serão discutidas as características e propriedades desses dife-

rentes tipos de descontinuidade, e como eles podem afetar a integrabilidade de uma função.

Também falaremos sobre uma outra definição de descontinuidade, onde introduziremos o con-

ceito de oscilação de uma função que mede a variação entre os valores próximos de uma função

em um determinado ponto.

Ao explorar esses conceitos no segundo capítulo, será possível compreender de forma

mais aprofundada a teoria de integração de Lebesgue, a importância dos conjuntos de medida

zero e como a descontinuidade e a oscilação de uma função estão relacionadas com a teoria

da medida e a teoria de integração.

No terceiro e último capítulo deste trabalho, serão apresentadas aplicações dos concei-

tos discutidos anteriormente. Serão abordados três tópicos principais: o critério de Lebesgue

para a integrabilidade de Riemann, a integral de Lebesgue da função característica dos núme-

ros racionais e a teoria da convergência monótona de Lebesgue.

Em primeiro lugar, será explorado o critério de Lebesgue para a integrabilidade de Ri-

emann. Esse critério estabelece uma condição suficiente para que uma função seja integrável

segundo a definição de Riemann, utilizando o conceito de medida de Lebesgue.

Em seguida, será discutida a integral de Lebesgue da função característica dos números

racionais. A função característica dos números racionais é um exemplo importante de função

que não é integrável segundo a definição de Riemann, mas é integrável segundo a definição de

Lebesgue.

Por fim, será abordada a teoria da convergência monótona de Lebesgue. Esse teorema

é uma ferramenta poderosa na teoria de integração de Lebesgue e estabelece condições para

que a convergência de uma sequência crescente de funções seja preservada pela integral de

Lebesgue. Serão apresentadas as hipóteses e o enunciado do teorema, bem como exemplos

de sua aplicação na prática.
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2 EMBASAMENTO TEÓRICO PRELIMINAR

Émile Borel foi um dos pioneiros no estudo da teoria da medida. Uma classe de conjun-

tos foi batizada em sua homenagem, sendo denominados borelianos. Esta classe é composta

conjuntos abertos, uniões e interseções enumeráveis de conjuntos abertos, e complementa-

res. Entretanto, o noção de mensurabilidade só foi realmente generalizada por Lebesgue, que

introduziu uma classe mais geral denominada classe dos conjuntos mensuráveis.

Este capítulo tem como objetivo trazer alguns conceitos necessários no estudo das In-

tegrais de Riemann e Lebesgue. Este capítulo não tem a pretensão de ser um estudo completo

do tema. Supomos que o leitor possua ao menos um estudo prévio de Cálculo e Análise Real.

2.1 Reais Estendidos

Para este trabalho introduzimos uma compactificação do conjunto dos números reais

que é dada pela definição de reais estendidos, o qual será denotado por R = R∪{−∞,+∞}.

Vamos utilizar as seguintes operações algébricas utilizando os símbolos ±∞ e um elemento

𝑥 ∈ R.

(±∞) + (±∞) = ±∞, (1)

𝑥+ (±∞) = (±∞) + 𝑥 = ±∞, (2)

(±∞)(±∞) = +∞, (3)

(±∞)(∓∞) = −∞. (4)

Além disso,

𝑥(±∞) = (±∞)𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
±∞ se 𝑥 > 0,

0 se 𝑥 = 0,

∓∞ se 𝑥 < 0.

(5)

2.2 Algebra e 𝜎-Algebra

Émile Borel foi o primeiro matemático a trabalhar com a teoria da medida, tendo apresen-

tado a álgebra de Borel e a menor medida de um conjunto como a medida de Borel. Entretanto,

a teoria da medida somente foi mais aprofundada pelo seu orientado, Henri Lebesgue, que

generalizou o conceito de integral, e assim introduziu o conceito de medida.

Conforme VIANA; OLIVEIRA (2013) os espaços de medida constituem o “ambiente na-

tural” pra a definição da integral de Lebesgue. Será utilizada a teoria da medida para definir o
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que é um espaço mensurável para então abordar a questão das medidas invariantes, que serão

o próximo assunto.

Definição 2.1 (Álgebra). Dado um conjunto 𝑋 , uma família E de subconjuntos de 𝑋 é uma

álgebra de 𝑋 se:

• ∅ ∈ E ,

• 𝐴 ∈ E implica 𝐴𝑐 = 𝑋∖𝐴 ∈ E

• 𝐴 ∈ E e 𝐵 ∈ E implica 𝐴 ∪𝐵 ∈ E .

O terceiro item da Definição 2.1 implica que se uma quantidade finita de conjuntos per-

tence à família E a união destes conjuntos também pertence a esta família. É interessante es-

tender esta definição para uma quantidade infinita de conjuntos. Se for possível enumerar estes

conjuntos (isto é, associar a cada conjunto um número natural) podemos utilizar a definição a

seguir.

Definição 2.2 (𝜎-álgebra). Uma álgebra é dita uma 𝜎-álgebra de subconjuntos de 𝑋 se também

for fechada para uniões enumeráveis.

Neste caso, se (𝐴𝑛) é uma sequência de subconjuntos de 𝑋 ,

∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛 ∈ 𝐸.

Note que pelas leis de de Morgan temos que as interseções enumeráveis

∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛 =

(︃
∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝐶
𝑛

)︃𝐶

.

também pertencem a 𝐸.

De posse do conceito de 𝜎-álgebra será possível definir o que é um espaço mensurável,

conforme a seguinte definição.

Definição 2.3. Um espaço mensurável é uma dupla (𝑋,𝐸) onde 𝑋 é um conjunto e 𝐸 é uma

𝜎-álgebra de subconjuntos de 𝑋 . Os elementos de 𝐸 são chamado conjuntos mensuráveis do

espaço.

Exemplo 2.1. Seja R o conjunto dos números reais. Denotamos 2R como sendo a família de

subconjuntos de R, é fácil ver que 𝛽 = 2R é uma 𝜎-álgebra. Portanto temos um espaço mensu-

rável (R,𝛽).
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2.3 Funções mensuráveis

Nesta seção apresentaremos as funções mensuráveis e algumas propriedades que se-

rão de extrema importância para o decorrer da Teoria da Integração. A ideia é tentar expandir a

classe de funções integráveis por Riemann e para isso precisamos definir o que é uma função

que pode ser medida, ou seja, uma função mensurável.

Para o estudo de funções mensuráveis vamos precisar olhar diretamente para a imagem

inversa do conjunto, que em geral pode trazer informações muito mais relevantes do que o con-

junto imagem. Conforme SANTOS (2013): "Uma função é contínua se e somente se a imagem

inversa de um conjunto aberto é aberta. Uma variação dessa propriedade leva ao conceito de

função mensurável."

Definição 2.4. A pré-imagem de um conjunto 𝐵 sob uma função 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 é definida como o

conjunto de todos os elementos do domínio de 𝑓 que são mapeados em elementos de 𝐵 pela

função 𝑓 . Em outras palavras, a pré-imagem de um conjunto 𝐵 ⊆ 𝑌 é definida como:

𝑓−1(𝐵) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵}. (6)

Isso significa que a pré-imagem de um conjunto 𝐵 é o conjunto de todos os pontos do

domínio de 𝑓 que são mapeados para um ponto em 𝐵 por 𝑓 . A pré-imagem é uma ferramenta

importante em análise matemática e é frequentemente utilizada para definir propriedades como

continuidade e mensurabilidade de funções.

Definição 2.5. Dado um espaço mensurável (𝑋,𝐸), uma função 𝑓 : 𝑋 → R é mensurável se

o conjunto

{𝑓 < 𝑟} = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑟}, (7)

é mensurável para todo 𝑟 ∈ R.

Agora que temos a definição de uma função mensurável, vamos enunciar um lema que

nos permite realizar modificações na definição de mensurabilidade.

Lema 2.1. Dado um espaço mensurável (𝑋,𝐸), seja 𝑓 : 𝑋 → R uma função. As seguintes

condições são equivalentes:

(i) Para todo número real 𝑟, o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑟} é mensurável.

(ii) Para todo número real 𝑟, o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑟} é mensurável.

(iii) Para todo número real 𝑟, o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑟} é mensurável.

(iv) Para todo número real 𝑟, o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟} é mensurável.

Demonstração:
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• (i) ⇒ (ii):

Temos que o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑟} é o resultado da interseção enumerável

dos conjuntos 𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑟−1/𝑛}, que por hipótese (i) são mensuráveis.

Logo, concluímos que (ii) é verdadeira.

• (ii) ⇒ (iii):

De fato, podemos escrever o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑟} como o complemento do

conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑟}. Como o primeiro conjunto é mensurável por hipótese

(ii), o segundo conjunto também é mensurável e concluímos que (iii) é verdadeira.

• (iii) ⇒(iv):

Temos que o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟} é o resultado da interseção enumerável

dos conjuntos 𝐵𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑟+1/𝑛}, que por hipótese (iii) são mensuráveis.

Logo, concluímos que (iv) é verdadeira.

• (iv) ⇒(i):

De fato, podemos escrever o conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑟} como o complemento do

conjunto {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟}. Como o primeiro conjunto é mensurável por hipótese

(iv), o segundo conjunto também é mensurável e concluímos que (i) é verdadeira.

Dessa forma, provamos que as condições (i), (ii), (iii) e (iv) são equivalentes.

■

Note que o Lema acima estabelece que para uma função mensurável o conjunto dado

por {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑟} é mensurável para todo 𝑟 ∈ R, pois

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑟} = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟} ∩ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑟},

ambas mensuráveis.

Dada uma ou mais funções mensuráveis podemos obter outras funções mensuráveis a

partir de operações envolvendo funções. O resultado a seguir estabelece algumas possibilida-

des.

Lema 2.2. Sejam 𝑓 : 𝑋 → R, 𝑔 : 𝑋 → R funções mensuráveis e 𝑘 ∈ R. Então as funções

dadas por

1. 𝑘𝑓 ,

2. 𝑓 2,

3. 𝑓 + 𝑔,

4. 𝑓𝑔,
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5. |𝑓 |

são mensuráveis.

Demonstração:

1. Se 𝑘 = 0, a demonstração é trivial. Entretanto se 𝑘 > 0, temos

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑘𝑓(𝑥) > 𝑟} = {𝑥 ∈: 𝑓(𝑥) > 𝑟/𝑘} ∈ 𝑋.

Note que para 𝑘 < 0 teremos que a demonstração é análoga.

2. Se 𝑟 < 0, então {𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑓(𝑥))2 > 𝑟} = 𝑋 ; se 𝑟 ⩾ 0, então

{𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑓(𝑥))2 > 𝑟} = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) >
√
𝑟} ∪ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < −

√
𝑟}.

3. Se 𝑟 é um numero real, então, se 𝑓(𝑥)+ 𝑔(𝑥) > 𝑟, então 𝑓(𝑥) > 𝑟− 𝑔(𝑥) e existe um

número 𝑞 ∈ Q tal que 𝑟 − 𝑔(𝑥) < 𝑞 < 𝑓(𝑥). Logo,

{𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑓 + 𝑔)(𝑥) > 𝑟} =
⋃︁
𝑞∈Q

({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑞} ∩ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔(𝑥) > 𝑟 − 𝑞}).

4. Para provar que 𝑓𝑔 é mensurável, bastar verificar que

𝑓𝑔 =
1

2
[(𝑓 + 𝑔)2 − (𝑓 − 𝑔)2]

e portanto, usando os itens anteriores, 𝑓𝑔 é mensurável.

5. Se 𝑟 < 0, então {𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓(𝑥)| > 𝑟} = 𝑋 . Se 𝑟 ⩾ 0, temos

{𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓(𝑥)| > 𝑟} = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑟} ∪ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < −𝑟}.

Logo , a função |𝑓 | é mensurável.

■

Para esse estudo vamos utilizar a notação do espaço mensurável 𝑀+(𝑋,𝐸), que representa

o conjunto das funções não-negativas e mensuráveis.
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2.4 Medida

Agora que já apresentamos o conceito de espaço mensurável (𝑋,𝐸), em que temos o

conjunto 𝑋 e a sua 𝜎-álgebra 𝐸 de subconjuntos de 𝑋 e definimos funções mensuráveis, po-

demos definir o que são "medidas". Vamos considerar como "medida", sendo um certo grupo de

funções definidas na 𝜎-álgebra 𝐸 que possuem um valor real ou real estendido. Estas funções

têm como objetivo medir comprimento, área, massa e entre outras.

Para este estudo de medida, começamos definindo a medida dos intervalos reais cal-

culando o seu comprimento, denotado como ℓ(𝐼), onde 𝐼 = (𝑎, 𝑏) é o intervalo aberto com

extremos em 𝑎 e 𝑏, tais que 𝑎,𝑏 ∈ R̄. O comprimento é definido como ℓ(𝐼) = 𝑏 − 𝑎, se 𝑎 < 𝑏

tais que 𝑎,𝑏 ∈ R. No caso dos intervalos que começam ou terminam com infinito, dizemos que

possuem comprimento infinito. São eles os intervalos 𝐼 = (−∞,𝑏), 𝐼 = (𝑎,∞) e 𝐼 = (−∞,∞).

No caso dos intervalos que começam e terminam no mesmo ponto 𝐼 = (𝑎,𝑎), dizemos que tais

intervalos possuem comprimento zero.

Para dar continuidade ao nosso estudo, vamos precisar de um noção estendida de me-

dida, em que vamos conseguir medir conjuntos mais gerais do que intervalos em uma reta. Para

isso, vamos utilizar a seguinte definição de medida

Definição 2.6. Uma medida positiva na reta é uma função 𝜆 que associa a cada 𝐴 ⊆ R um

número estendido, 𝜆(𝐴) ∈ [0,+∞], conhecido como a medida de 𝐴, de forma que coincida

com o valor obtido nas técnicas já conhecidas (comprimento de intervalos) e que satisfaça duas

propriedades:

(i) 𝜆(∅) = 0,

(ii) 𝜆 (
⋃︀∞

𝑛=1𝐸𝑘) =
∑︀∞

𝑛=1 𝜆(𝐸𝑘),

para qualquer coleção enumerável de subconjuntos de R disjuntos dois a dois.

Utilizando a definição de espaços mensuráveis e de medida, podemos então definir o

que é um espaço de medida.

Definição 2.7. Um espaço de medida e uma tripla (𝑋,𝐸, 𝜆) em que 𝑋 é um conjunto, 𝐸 é a

𝜎-álgebra de 𝑋 e 𝜆 é uma medida definida em 𝐸.

2.5 Medida de Lebesgue

Medidas são utilizadas para medir quaisquer conjuntos, entretanto existem outros tipos

de medidas que são utilizados para medir alguns tipo de de conjuntos mais específicos. Um

exemplo deste tipo de medida é a medida de Lebesgue. Para definir a medida de Lebesgue,

vamos primeiramente precisar do conceito de medida exterior e de algumas propriedades. Para
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isso vamos definir o que é uma medida exterior e o que são conjuntos de Lebesgue para enfim

definir a medida de Lebesgue.

2.5.1 Medida Exterior

Quando pensamos em definir uma função para medir subconjuntos na reta, vamos preci-

sar de algumas propriedades. Seja 𝐴 um conjunto de números reais, vamos denotar 𝜇(𝐴) como

sendo a medida de Lebesgue. Para que medida do intervalo ℓ(𝐼) seja congruente, a medida do

conjunto 𝐴 deve manter as seguintes propriedades:

(i) Se 𝐴 é um intervalo, então 𝜇(𝐴) = ℓ(𝐴).

(ii) Se 𝐴 ⊆ 𝐵, então 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵).

(iii) Dado 𝐴 ⊆ R e 𝑥0 ∈ R, temos que 𝐴+𝑥0 = {𝑥+𝑥0 : 𝑥 ∈ 𝐴}. Logo 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴+𝑥0),

ou seja, a medida é invariante por translação.

(iv) Se 𝐴 e 𝐵 são dois conjuntos disjuntos, então 𝜇(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵). Se {𝐴𝑖} é

uma sequencia disjunta de conjuntos, então 𝜇(∪∞
𝑖=0𝐴𝑖) =

∑︀∞
𝑖=0 𝜇(𝐴𝑖).

Entretanto, sabe-se que é impossível definir uma função medida que satisfaça o item (iv) para

todos os subconjuntos dos números reais. E é por isso que precisamos da definição de Medida

Exterior.

Definição 2.8. (Medida Exterior) Seja 𝐴 um subconjunto de R e denote {𝐼𝑘} uma sequência

de intervalos abertos. A medida externa positiva de Lebesgue em 𝐴 é definida por

𝜇*(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓

{︃
∞∑︁
𝑘=1

ℓ(𝐼𝑘);𝐴 ⊆
∞⋃︁
𝑘=1

𝐼𝑘

}︃
. (8)

Teorema 2.1. A medida exterior tem as seguintes propriedades:

(i) Se 𝐸1 ⊆ 𝐸2, então 𝜇*(𝐸1) ≤ 𝜇*(𝐸2).

(ii) A medida exterior de conjuntos enumeráveis é nula.

(iii) A medida exterior do conjunto vazio é nula.

(iv) A medida exterior é invariante por translação, isto é, para cada número real 𝑥0, 𝜇*(𝐸+

𝑥0) = 𝜇*(𝐸).

(v) A medida exterior é subaditiva, isto é, dada uma sequência {𝐸𝑖} de conjuntos,

𝜇*

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
≤

∞∑︁
𝑖=1

𝜇*(𝐸𝑖).
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(vi) Para qualquer intervalo 𝐼 , 𝜇*(𝐼) = ℓ(𝐼).

A função medida exterior de um conjunto é uma generalização da noção de medida, em

que podemos medir uma classe mais amplas de conjuntos, consequentemente cobrindo todos

os subconjuntos do conjunto dos números reais R. Para este trabalho vamos utilizar principal-

mente a medida exterior de Lebesgue, função medida que atribui um valor aos conjuntos dos

números reais de acordo com sua "extensão".

Utilizando a definição de medida exterior e suas propriedade, vamos realizar uma apli-

cação já conhecida, entretanto como uma demonstração com base na teoria da medida.

Exemplo 2.2. R é não-enumerável.

Demonstração:

Pela definição temos que para 𝑎,𝑏 ∈ R, 𝜇(𝑎,𝑏) = 𝑏− 𝑎 se 𝑎 < 𝑏 e que a medida de um

ponto é sempre nula, ou seja 𝜇({𝑎}) = 0 para qualquer 𝑎 ∈ R. Então para provar que R é um

conjunto não-enumerável, basta mostrar que o intervalo (𝑎,𝑏) ⊂ R é não-enumerável.

Suponha que (𝑎,𝑏) seja enumerável. Então temos que, (𝑎,𝑏) =
⋃︀∞

𝑛=1{𝑥𝑛} em que

𝑥𝑛 ∈ R. Logo o (𝑎,𝑏) é uma união enumerável de seus elementos. Então pela proposição (ii) e

(v) do Teorema 2.1 temos que:

0 < 𝑏− 𝑎 = 𝜇(𝑎,𝑏) ≤
∞∑︁
𝑛=1

𝜇({𝑥𝑛}) = 0 (9)

O que é uma contradição.

Com isso provamos, que (𝑎,𝑏) ⊂ R é um intervalo não enumerável e portanto R é não

enumerável.

■

Por fim utilizamos os conceitos anteriores para definir a Medida de Lebesgue.

Definição 2.9. (Medida de Lebesgue) Um conjunto 𝐵 ⊆ R é chamado de Lebesgue mensurável

se para cada conjunto 𝐴 ⊆ R a igualdade 𝜇*(𝐴) = 𝜇*(𝐴 ∩𝐵) + 𝜇*(𝐴 ∩𝐵𝑐) é válida. Se 𝐵 é

um conjunto Lebesgue mensurável, então a medida de Lebesgue de 𝐵 é a medida externa de

Lebesgue e vamos denota-la por 𝜇(𝐵).

Uma vez que temos o conceito de medida podemos discutir a integração em um contexto

mais amplo.



19

3 INTEGRAÇÃO

Neste capítulo, vamos destacar alguns tópicos importantes e realizar uma breve com-

paração entre as integrais de Riemann e de Lebesgue. A definição de integral de Riemann é

bem conhecida e foge do escopo deste trabalho fazer um detalhamento deste conceito. O leitor

pode encontrar este tratamento em livros de Cálculo e Análise, como Guidorizzi (2013) e Lima

(1982). Como forma alternativa para enunciar as integrais de Riemann, vamos construir a teoria

de integração de Lebesgue a fim de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Uma função 𝑓 limitada é Riemann integrável se, e somente se, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de 𝑓 tem medida zero.

Esta demonstração será realizada no final do capítulo.

Teorema 3.2. Uma função 𝑓 definida em um intervalo fechado será Riemann integrável se, e

somente se, 𝐸1𝑓 tiver medida zero.

3.1 Teoria de integração de Lebesgue

Quando se fala em integral, intuitivamente pensa-se na integral de Riemann, pois é a

ferramenta mais abordada nos cursos de Cálculo. Em geral utilizamos a integral de Riemman

para realizar o cálculo de áreas em baixo de um curva da seguinte maneira. Uma partição no

intervalo [𝑎, 𝑏] é definida para inscrever e circunscrever retângulos à curva dada uma função

contínua não-negativa especificada neste intervalo. As áreas combinadas desses retângulos

fornecem uma sub e superestimativa da área sob a curva, respectivamente. Essa estimativa

será mais precisa se houver mais retângulos e se suas bases forem menores. Quando o máximo

das partições tende a zero, a integral de Riemann é definida como o limite dessas estimativas.

Em geral as integrais de Riemann são definidas para funções contínuas. Para definir o

conceito de integral de Riemman em funções descontínuas, introduzimos as integrais impró-

prias. O cálculo das integrais impróprias geralmente é difícil e por isso, neste capítulo abordare-

mos a teoria de integração de Lebesgue, que facilita o cálculo desse tipo de integral.

Para começar o estudo da teoria de integração de lebesgue, se faz necessário a defini-

ção de função característica e de função simples, que serão dadas a seguir.

Definição 3.1. Dado um conjunto 𝐴 ⊂ 𝑋 , dizemos que 𝒳𝐴 é a função característica, em que

𝒳𝐴 : R → {0,1} por

𝒳𝐴(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, se 𝑥 ∈ 𝐴,

0, caso contrário.

A função característica é uma medida simples que indica se dado elemento está no

conjunto ou não. A seguir apresentamos a função simples.
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Definição 3.2. (Função simples) Seja a tripla (𝑋,𝐸, 𝜇) um espaço de medida. Dizemos que

𝑓 : 𝑋 → R é uma função simples se

𝑓 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝒳𝐸𝑖,

em que 𝑎𝑖 ∈ R e 𝐸𝑖 ∈ 𝐸.

Podemos dizer que uma função simples é uma combinação linear de funções caracterís-

ticas, servindo para dar pesos aos diferentes conjuntos. Com base nestas definições estamos

prontos para definir a Integral de Lebesgue a seguir. Vamos começar definindo a integração

para uma função simples.

Definição 3.3. (Integral de Lebesgue para uma função simples) Seja a tripla (𝑋,𝐸, 𝜇) um

espaço de medida e 𝑓 : 𝑋 → R uma função simples dada por 𝑓 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝒳𝐸𝑖. A integral de

𝑓 é definida com a medida 𝜇 por:

∫︁
𝑓𝑑𝜇 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜇(𝐸𝑖).

Com base nesta definição podemos agora avançar para a integração de uma função não

negativa.

Definição 3.4. (Integral de uma função não-negativa) Seja um espaço de medida (𝑋,𝐸, 𝜇) e

𝑓 um função não-negativa 𝐸-mensurável. Definimos a integral da função não-negativa 𝑓 com a

medida 𝜇 por

∫︁
𝑓𝑑𝜇 = sup

{︂∫︁
𝑔𝑑𝜇 : 𝑔 é uma função simples e 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓

}︂
.

A ideia desta definição é que para qualquer função não negativa 𝑓 conseguimos escolher

a maior função simples 𝑔 menor que 𝑓 em que temos a integral se aproximando de um limite

superior o qual denominamos integral de 𝑓 .

Definição 3.5. Definimos a parte positiva de uma função 𝑓 mensurável com 𝑓+ e a parte ne-

gativa com 𝑓− por

𝑓+(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥(0,𝑓(𝑥)),

𝑓−(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥(0,− 𝑓(𝑥)).

Assim, 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓− com 𝑓+, 𝑓− ⩾ 0
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Finalizaremos essa sessão definindo a integral para um função mensurável qualquer e

enumerando algumas propriedades importantes da integral.

Definição 3.6. (Integral de uma função mensurável) Seja (𝑋,𝐸, 𝜇) um espaço de medida e

𝑓 : 𝑋 → R uma função 𝐸-mensurável. Definimos a integral de um função mensurável 𝑓 com a

relação de medida 𝜇 como ∫︁
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑓+𝑑𝜇−

∫︁
𝑓−𝑑𝜇.

Uma função 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R é integrável por Lebesgue se é limitada e mensurável. No de-

correr do texto, vamos mostrar que para que uma função seja Riemann integrável é necessário

que o conjunto dos pontos de descontinuidade da função seja enumerável.

Teorema 3.3. Seja (𝑋,𝐸, 𝜇) um espaço de medida e 𝑓,𝑔 : 𝑋 → R funções integraveis.

(a) Se 𝑐 ∈ R,
∫︀
(𝑐𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇 = 𝑐

∫︀
𝑓𝑑𝜇+

∫︀
𝑔𝑑𝜇;

(b) Se 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑋 , então
∫︀
𝑓𝑑𝜇 ≤

∫︀
𝑔𝑑𝜇;

(c) Se 𝐴,𝐵 ∈ 𝐸, 𝐴 ⊂ 𝐵 e 𝑓 ⩾ 0, então
∫︀
𝐴
𝑓𝑑𝜇 ≤

∫︀
𝐵
𝑓𝑑𝜇;

(d) |𝑓 | é integrável e
⃒⃒∫︀

𝑓𝑑𝜇
⃒⃒
≤
∫︀
|𝑓 |𝑑𝜇. Se

∫︀
|𝑓 |𝑑𝜇 = 0, então 𝑓 = 0 µ para quase todo

ponto.

Demonstração:

Ver BARTLE(1995).

3.2 Conjunto de Medida Zero

Desenvolvendo mais sobre a teoria da medida e sobre as integrais de Lebesgue, dis-

correremos sobre o Critério de Lebesgue para Riemann-Integrabilidade. Entretanto para isto, é

necessário definir alguns resultados preliminares e algumas notações conhecidas da Análise

(LIMA, 1982).

• Um intervalo será representado por 𝐼 . Seu diâmetro, por ℓ(𝐼).

• O conjunto de todas as partições do intervalo fechado [𝑎, 𝑏] será representado por

𝒫 [𝑎, 𝑏].

• A soma superior de uma função 𝑓 com respeito a uma partição 𝑃 de seu domínio será

denotada por 𝑆(𝑃, 𝑓) e a soma inferior por 𝐼(𝑃, 𝑓).

• Um conjunto 𝐴 é dito enumerável se existir uma bijeção entre 𝐴 e N

• Um conjunto 𝐴 ⊂ R será aberto se ∀𝑥 ∈ 𝐴,∃𝜖 ∈ R tal que [𝑥 − 𝜖, 𝑥 + 𝜖] ⊂ 𝐴 (todo

ponto de 𝐴 é um ponto interior).
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• Um conjunto 𝐴 ⊂ R será fechado se seu complementar em R (ou seja, R − 𝐴) for

aberto.

• Uma função 𝑓 : 𝐼 → R será contínua em 𝑥0 ∈ 𝐼 se para todo 𝜖 > 0, existe 𝛿 > 0 tal

que |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜖.

• Uma função limitada 𝑓 : 𝐼 → R (sendo 𝐼 um intervalo fechado) será Riemann integrá-

vel se, para todo 𝜖 > 0, existe uma partição 𝑃 ∈ 𝑃 [𝑎, 𝑏] tal que 𝑆(𝑃, 𝑓)− 𝐼(𝑃, 𝑓) < 𝜖.

Temos uma noção intuitiva de alguns conjuntos que possuem medida zero, tais como o

conjunto vazio ou um ponto isolado. Vamos definir um conjunto de medida zero de forma geral.

Definição 3.7. Dizemos que 𝑍 ⊆ R tem medida zero se, para todo 𝜖 > 0 existe uma sequência

{𝐼𝑛} de intervalos abertos tais que:

(i) 𝑍 ⊂
⋃︁
𝑛

𝐼𝑛,

(ii)
∑︁
𝑛

ℓ(𝐼𝑛) < 𝜖.

Vamos a seguir mostrar alguns conjuntos que possuem medida zero.

Teorema 3.4. Todo conjunto unitário tem medida zero.

Demonstração:

Se 𝐹 = {𝑥0}, então ∀𝜖 > 0, 𝐹 ⊂ (𝑥0 − 𝜖
4
, 𝑥0 +

𝜖
4
) e com isso construímos uma sequência de

intervalos 𝐼𝑛 = (𝑥0 − 𝜖
4
, 𝑥0 +

𝜖
4
), tal que

∑︀
𝑛 ℓ(𝐼𝑛) = 𝜖/2 < 𝜖

■

Teorema 3.5. Se 𝑍 tem medida zero e 𝑌 ⊂ 𝑍, então 𝑌 também tem medida zero.

Demonstração:

Ver GOMES; CARDONA(2008).

Teorema 3.6. A união enumerável de conjuntos de medida zero é um conjunto de medida zero.

Demonstração:

Se 𝐸 = ∪𝑛𝑍𝑛, então dado 𝜖 > 0, para cada 𝑛 podemos escolher para cada 𝑍𝑛 uma sequencia

({𝐼𝑛𝑚}) de intervalos de diâmetro menor que 𝜖
2𝑛

e formar, a partir dessas sequencias {𝐼𝑠}.

Como
∑︀

𝑠 ℓ(𝐼𝑠) <
∑︀∞

𝑛=1
𝜖
2𝑛

= 𝜖, então
∑︀

𝑠 ℓ(𝐼𝑠) < 𝜖.

■

Corolário 1. Todo conjunto enumerável tem medida zero.
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Demonstração:

Se 𝑀 é enumerável então 𝑀 = ∪𝑛{𝑥𝑛}. Pelo Teorema 3.4 todo conjunto unitário tem medida

zero, logo cada {𝑥𝑛} tem medida zero. E pelo teorema 3.6, ∪𝑛{𝑥𝑛} tem medida zero. Portanto

𝑀 tem medida zero.

■

Corolário 2. Seja 𝑋 ⊂ [𝑎, 𝑏] um conjunto fechado e de medida zero. Então, para todo 𝜖 > 0,

existe uma partição 𝑃 ∈ 𝒫 [𝑎, 𝑏] tal que a soma dos comprimentos dos intervalos de 𝑃 da forma

[𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1] ∩𝑋 ̸= ∅ é menor que 𝜖.

Demonstração:

Ver GOMES; CARDONA (2008).

■

3.3 Descontinuidades

Nessa sessão abordaremos conceitos de descontinuidade. Usualmente definimos uma

função ser descontínua se não é contínua, isto é, existe 𝜖 > 0 tal que para todo 𝛿 > 0 e

𝑥0 ∈ Dom(𝑓) onde |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 e |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| > 𝜖. Mas para entender o critério de

Lebesgue para Riemann-integrabilidade vamos precisar compreender descontinuidade de uma

maneira diferente.

3.3.1 Tipos de Descontinuidades

Vamos representar os conjuntos de descontinuidade em 𝑓 como sendo 𝑅𝑓 para as des-

continuidade removíveis, 𝑆𝑓 para as descontinuidades de salto, 𝐸1𝑓 as descontinuidades es-

senciais de primeira ordem e 𝐸2𝑓 as descontinuidades essenciais de segunda ordem. Logo

quando fazemos 𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪ 𝐸1𝑓 ∪ 𝐸2𝑓 estaremos representando todas as descontinuidades

possíveis em 𝑓 .

Dizemos que 𝑥0 ∈ 𝑅𝑓 , isto é, possui uma descontinuidade removível em 𝑥0 se

∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) tal que lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥0).

Para 𝑥0 ∈ 𝑆𝑓 , dizemos que 𝑓 possui uma descontinuidade de salto em 𝑥0 quando

lim
𝑥→𝑥−

0

𝑓(𝑥) ̸= lim
𝑥→𝑥+

0

𝑓(𝑥)

Dizemos 𝑓 tem um descontinuidade essencial em 𝑥0, ou seja, 𝑥0 ∈ 𝐸1𝑓 ou 𝑥0 ∈ 𝐸2𝑓 ,

quando
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1. Descontinuidade essencial de primeira ordem 𝐸1𝑓 ;

lim
𝑥→𝑥−

0

𝑓(𝑥) e lim
𝑥→𝑥+

0

𝑓(𝑥) não existem.

2. Descontinuidade essencial de segunda ordem 𝐸2𝑓

Ou lim
𝑥→𝑥−

0

𝑓(𝑥) ou lim
𝑥→𝑥+

0

𝑓(𝑥) não existe.

Com isso conseguimos uma outra definição para descontinuidade:

Definição 3.8. Seja 𝑥0 ∈ Dom(𝑓) então 𝑓 é descontínua em 𝑥0 se, e somente se, 𝑥0 ∈
𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪ 𝐸1𝑓 ∪ 𝐸2𝑓 .

3.3.2 Oscilação de uma função

Para os próximos resultados, vamos precisar nos atentar à enumerabilidade desses con-

juntos de descontinuidades e para isso será introduzido o conceito de oscilação de uma função.

Vamos definir oscilação em um função 𝑓 em um subconjunto (𝐼) de seu domínio con-

forme o seguinte.

Definição 3.9.

𝜔𝑓 (𝐼) = 𝑠𝑢𝑝{| 𝑓(𝑠)− 𝑓(𝑡) |, {𝑠,𝑡} ⊂ 𝐼}.

Em particular para um ponto especifico 𝑥0 do domínio de 𝑓 temos que a oscilação é

dada por

𝜔𝑓 (𝑥0) = 𝑖𝑛𝑓{𝜔𝑓 ([𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿]), 𝛿 ⊂ R+}.

Teorema 3.7. Seja 𝑥0 um ponto do domínio de 𝑓 . A função 𝑓 é contínua em 𝑥0 se, e somente

se, 𝜔𝑓 (𝑥0) = 0.

Demonstração:

(⇒) Se 𝑓 é contínua em 𝑥0, então ∀𝜖 > 0,∃𝛿 > 0 tal que,

{𝑠, 𝑡} ⊂ {𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿} ⇒| 𝑓(𝑠)− 𝑓(𝑥0) |<
𝜖

2
e | 𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0) |<

𝜖

2

mas

| 𝑓(𝑠)− 𝑓(𝑡) |=| 𝑓(𝑠)− 𝑓(𝑥0)− (𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0)) |≤| 𝑓(𝑠)− 𝑓(𝑥0) | + | 𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0) |= 𝜖
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Logo, 𝜔𝑓 (𝑥0) = 𝑖𝑛𝑓{𝜖, 𝜖 > 0} e portanto 𝜔𝑓 (𝑥0) = 0.

(⇐) Suponha que 𝜔𝑓 (𝑥0) = 0. Temos que

𝜔𝑓 (𝑥0) = 𝑖𝑛𝑓{𝜔𝑓 ([𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿]), 𝛿 > 0} = 0

E isso quer dizer que ∀𝜖 > 0,∃𝛿 > 0 tal que,

0 < 𝜔𝑓 ([𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿]) < 𝜖.

Neste caso, se {𝑠, 𝑡} ⊂ [𝑥0− 𝛿, 𝑥0+ 𝛿] então 𝑠𝑢𝑝{| 𝑓(𝑠)−𝑓(𝑡) |} < 𝜖, logo | 𝑓(𝑠)−𝑓(𝑡) |< 𝜖.

E como ∀𝛿 > 0, 𝑥0 ∈ [𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿], 𝑓 é contínua em 𝑥0.

■

Teorema 3.8. Se 𝛼 > 0 então, para cada função 𝑓 (com domínio 𝐷), o conjunto {𝑥 ∈ 𝐷 :

𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼} é aberto em R.

Demonstração:

Fixando 𝛼 > 0, se 𝑝 ∈ {𝑥 ∈ 𝐷 : 𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼}, então, ∃𝛿 > 0 tal que 𝜔𝑓 ([𝑝 − 𝛿, 𝑝 + 𝛿]) < 𝛼.

Se 𝑥 ∈ [𝑝 − 𝛿, 𝑝 + 𝛿], então 𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼. Como 𝑥 é escolhido de forma arbitrária, temos

[𝑝 − 𝛿, 𝑝 + 𝛿] ⊂ {𝑥 ∈ 𝐷 : 𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼}. Assim 𝑝 é um ponto interior. Como 𝑝 é arbitrário,

{𝑥 ∈ 𝐷 : 𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼} é aberto.

■

Corolário 3. Seja 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R, fixado 𝛼 > 0 então 𝑆 = {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼} é fechado

e limitado.

Demonstração:

Pelo teorema anterior {𝑥 ∈ [𝑎,𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) < 𝛼} é aberto em R, então {𝑥 ∈ R : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼}
é fechado. Então {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼} = {𝑥 ∈ R : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼} ∩ [𝑎,𝑏], o que é uma

intersecção de fechados, logo um conjunto fechado. Como {𝑥 ∈ 𝐷 : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼} ⊂ [𝑎, 𝑏] então

{𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝛼} também é limitado.

■

Teorema 3.9. Seja 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R. O conjunto 𝑆 = 𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪ 𝐸2𝑓 é enumerável.

Demonstração:

Sejam 𝐴1 = {𝑥0 ∈ 𝐸2𝑓 : lim
𝑥→𝑥−

0

𝑓(𝑥) < ∞} e 𝐴2 = {𝑥0 ∈ 𝐸2𝑓 : lim
𝑥→𝑥+

0

𝑓(𝑥) < ∞}. Vamos

chamar de 𝑇 , formado pela união dos conjuntos de descontinuidades, isto é, 𝑇 = (𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪
𝐴1)∪ (𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪𝐴2). E denotaremos 𝑇1 = (𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪𝐴1) e 𝑇2 = (𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪𝐴2). Sabemos

que 𝑥0 ∈ 𝑇 ⇒ 𝑓 é descontínua em 𝑥0.
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Para cada 𝑛 ∈ N, consideremos o conjunto 𝑂𝑛 = {𝑥0 ∈ 𝑇1 : 𝜔𝑓 (𝑥0) > 1
𝑛
} Como

𝑥0 ∈ 𝑇1, pelo teorema 3.7 𝜔𝑓 (𝑥0) > 0 e assim, ∃𝑛 ∈ N : 𝜔𝑓 (𝑥0) >
1
𝑛

. Logo, 𝑥0 ∈ 𝑂𝑛, para

algum n, isto é, 𝑇1 ⊂ ∪𝑛𝑂𝑛. Assim, se cada 𝑂𝑛 for enumerável, 𝑇1 também será enumerável.

Provaremos que 𝑂𝑛 é enumerável.

Se 𝑥0 ∈ 𝑂𝑛, então existe lim
𝑥→𝑥−

𝑓(𝑥). Fixando 𝜖 > 0,∃𝛿 > 0 tal que

𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) ⇒| 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) |< 𝜖.

Mas, se 𝑥1 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0), então, ∃𝛿1 > 0 tal que

| 𝑥− 𝑥1 |< 𝛿1 ⇒| 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥1) |≤| 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) | + | 𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥0) |< 𝜖

basta tomar 𝛿1 tal que (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) ⊂ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0). E como 𝜖 foi escolhido arbitrariamente,

∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0), 𝑓 é contínua em 𝑥, logo 𝑥 /∈ 𝑇1, ou ainda, ∀𝑥0 ∈ 𝑂𝑛,∃𝛿 > 0 tal que

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) ∩𝑂𝑛 = ∅.

Fixado 𝑛, tome 𝑥0 ∈ 𝑂𝑛. Seja 𝑞𝑛(𝑥0) um número racional em (𝑥0 − 𝛿(𝑥0), 𝑥0) (𝛿(𝑥0)

para o qual (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) ∩𝑂𝑛 = ∅). Defina 𝐹 : 𝑂𝑛 → Q por 𝑥0 ↦→ 𝑞𝑛(𝑥0). Se {𝑥0, 𝑦0} ⊂ 𝑂𝑛 e

𝑥0 ̸= 𝑦0, então (considerando 𝑥0 < 𝑦0), (𝑥0 − 𝛿(𝑥0), 𝑥0) ∩ (𝑦0 − 𝛿(𝑦0), 𝑦0) = ∅, caso contrário

𝑥0 ∈ (𝑦0 − 𝛿(𝑦0), 𝑦0), o que é um absurdo. Assim 𝑞𝑛(𝑥0) ̸= 𝑞𝑛(𝑦0) e 𝐹 é injetora. Restringindo

o contradomínio, definimos 𝐹2 : 𝑂𝑛 → 𝐴 (⊂ Q) bijetora. Assim, cada 𝑂𝑛 é enumerável e 𝑇1 é

enumerável.

Poderíamos construir a mesma bijeção para o conjunto 𝑇2 e mostrando assim que 𝑇2

também é um conjunto enumerável. Assim 𝑇 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 é enumerável.

■
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4 APLICAÇÕES

Durante os capítulos anteriores realizamos uma introdução sobre a integral de Lebesgue

e agora iremos fazer uma comparação informal entre as integrais de Riemman e de Lebesgue. É

fácil de perceber que as duas teorias são boas ferramentas para calcular as integrais de funções

contínuas, entretanto para funções não contínuas se faz necessário o uso de um arcabouço

teórico um pouco mais robusto e em alguns casos mais específicos a teoria de Riemann não

consegue realizar o cálculo.

Segundo WANG (2017) A diferença das duas teorias é que enquanto a integral de Ri-

emman subdivide o domínio da função, a integral de Lebesgue subdivide o alcance da função.

Enquanto para integral de Riemann, cada subdivisão, usualmente chamada de largura do re-

tângulos, possui a mesma largura. Para a integral de Lebesgue é criado uma função simples

para cada subdivisão que possui finitos valores de medida.

4.1 Critério de Lebesgue para Riemann-Integrabilidade

Após todo esse estudo sobre medida, integrações e descontinuidade, enfim podemos

provar o teorema sobre integrabilidade.

Teorema 4.1. Uma função 𝑓 limitada é Riemann integrável se, e somente se, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de 𝑓 tem medida zero.

Demonstração:

(⇒) Suponha uma função Riemann integravel 𝑓 : 𝐼 → R,

∀𝜖 > 0,∃𝑃 ∈ 𝑃 [𝑎,𝑏]tal que𝑆(𝑃, 𝑓)− 𝐼(𝑃, 𝑓) < 𝜖.

Se 𝑃 = {𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑚}, então

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑓(𝜂𝑖)∆(𝑥𝑖))−
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑓(𝜉𝑖)∆(𝑥𝑖)) < 𝜖.

onde ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖, 𝑓(𝜂𝑖) = 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ ∆𝑥𝑖} e 𝑓(𝜉𝑖) = 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ ∆𝑥𝑖}.

Podemos escrever
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝜂𝑖)− 𝑓(𝜉𝑖))∆𝑥𝑖 < 𝜖.

Mas, para cada 𝑖 ∈ {1,...,𝑛}, se {𝑠𝑖,𝑡𝑖} ⊂ ∆𝑥𝑖, temos | 𝑓(𝑠𝑖)− 𝑓(𝑡𝑖) |< 𝑓(𝜂𝑖)− 𝑓(𝜉𝑖). Logo

𝑛∑︁
𝑖=1

| 𝑓(𝑠𝑖)− 𝑓(𝑡𝑖) | ∆𝑥𝑖 < 𝜖.
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Para cada 𝑛 ∈ N, seja 𝑆𝑛 = {𝑥 ∈ [𝑎,𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) >
1
𝑛
} Dado 𝜖 > 0, vamos escolher 𝜖0 = 𝜖

2𝑛
e, a

partir desse 𝜖0, extrair uma partição 𝑃 de 𝑓 tal que

{𝑠𝑖,𝑡𝑖} ⊂ ∆𝑥𝑖 para cada 𝑖 ≤ 𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=0

| 𝑓(𝑠𝑖)− 𝑓(𝑡𝑖) | ∆𝑥𝑖 < 𝜖0.

Então, 𝑥 ∈ 𝑆𝑛 ⇒ 1
𝑛
< 𝜔𝑓 (𝑥). Se ∃𝑖 ∈ 𝑁 tal que 𝑦𝑖 ∈ ∆𝑥𝑖 então

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

∆𝑥𝑖 <

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜔𝑓 (𝑦𝑖)∆𝑥𝑖 < 𝜖0, o que implica
𝑛∑︁

𝑖=1

∆𝑥𝑖 <
𝜖

2

Assim, para 𝑥 ∈ 𝑆𝑛 que estão contidos em algum ∆𝑥𝑖, podemos tomar (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) como uma

sequência de intervalos abertos que contém esses pontos e cujo diâmetro é menor que 𝜖
2
. Se

não existe 𝑖 tal que 𝑥 ∈ ∆𝑥𝑖, então 𝑥 ∈ 𝑃 . Mas, uma vez que 𝑃 é enumerável, 𝑃 tem medida

zero e podemos encontrar uma sequência de intervalos abertos com diâmetro total menor que
𝜖
2

que cobre 𝑃 . Assim, 𝑆𝑛 tem medida zero e o conjunto dos pontos de descontinuidade de 𝑓

tem medida zero (tal conjunto é a união numerável 𝑆𝑛, pelo Teorema 3.7).

(⇐) Suponha agora que o conjunto dos pontos de descontinuidade de 𝑓 tenha medida

zero. Fixe 𝜖1 > 0, então o conjunto 𝑆 = {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝜔𝑓 (𝑥) ⩾ 𝜖} (onde 𝜖 = min{ 𝜖1
2
, 𝜖1
2(𝑏−𝑎)

})

está contido no conjunto dos pontos de descontinuidade de 𝑓 , e pelo teorema 3.6, tem medida

zero. Pelo corolário 3, 𝑆 é fechado. Sendo fechado e de medida zero, o corolário 2 garante que

existe uma partição de [𝑎, 𝑏] cujos intervalos que contêm elementos de 𝑆 são arbitrariamente

pequenos.

Tomemos então uma partição 𝑃 de [𝑎, 𝑏] tal que os intervalos que con-

têm algum elemento de 𝑆 têm diâmetro menor que 𝜖
4
||𝑓 || (onde ||𝑓 || =

max{sup 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],− inf 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}). Logo

𝑆(𝑃,𝑓)− 𝐼(𝑃,𝑓) = 𝑆(𝑃 ′,𝑓)− 𝐼(𝑃 ′,𝑓) + 𝑆(𝑃 ′′,𝑓)− 𝐼(𝑃 ′′,𝑓)

Onde 𝑃 ′ são os intervalos que não possuem nenhum ponto em 𝑆 e 𝑃 ′′ os que possuem. Então:

𝑆(𝑃 ′′,𝑓)− 𝐼(𝑃 ′′,𝑓) =
𝑛∑︁

𝑛=1

(𝑓(𝜂𝑖)− 𝑓(𝜉𝑖))∆(𝑥𝑖) < 2||𝑓 ||
𝑛∑︁

𝑛=1

∆(𝑥𝑖) < 𝜖 ≤ 𝜖1
2
.

Para as pontos 𝑃 ′:

𝑆(𝐶 ′,𝑓)− 𝐼(𝐶 ′,𝑓) <
𝑛∑︁

𝑛=1

(𝑓(𝜂𝑖)− 𝑓(𝜉𝑖))∆(𝑥𝑖) < 𝜖
𝑛∑︁

𝑛=1

∆(𝑥𝑖) < 𝜖(𝑏− 𝑎) ≤ 𝜖

2
.
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Logo,

𝑆(𝑃,𝑓)− 𝐼(𝑃,𝑓) < 𝜖1

e 𝑓 é integrável em [𝑎,𝑏].

■

Refinação do critério de Lebesgue para Riemann integrabilidade

Teorema 4.2. Uma função 𝑓 definida em um intervalo fechado será Riemann integrável se, e

somente se, 𝐸1𝑓 tiver medida zero.

Demonstração:

Devido ao critério de Lebesgue, 𝑓 é Riemann integrável se, e somente se, o conjunto dos pontos

de descontinuidade de 𝑓 tiver medida zero. Porém, pelo teorema 3.9, sabemos que o conjunto

𝑅𝑓 ∪ 𝑆𝑓 ∪ 𝐸2𝑓 tem medida zero. Assim, o conjunto dos pontos de descontinuidade de 𝑓 terá

medida zero se, e somente se, 𝐸1𝑓 tiver medida zero.

■

4.2 Função Lebesgue integrável

Vamos dar uma olhada na função característica dos número irracionais:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑥 é racional;

1, 𝑥 é irracional.
(10)

Vamos definir 𝑓(𝑥) em um intervalo fechado [0,1]. O conjunto formado pelos pontos de des-

continuidade dessa função se enquadra no conjunto 𝐸1𝑓 , ou seja, essa função possui descon-

tinuidades essências de primeira ordem. É fácil de notar que não é possível contar quantas

descontinuidades 𝑓 possui, fazendo com que 𝐸1𝑓 seja uma conjunto não-enumerável, e de

acordo com o teorema 4.1. é notável que essa função não pode ser Riemann integrável.

Entretanto podemos integra-la por Lebesgue, pois:∫︁
[0,1]

𝑓 = 0.𝜇(𝐴) + 1.𝜇(𝐵) (11)

Em que 𝐴 = [0,1] ∩ Q o conjunto dos números racionais no intervalo, 𝐵 = [0,1] − Q o

conjunto dos números irracionais e 𝜇 como sendo a medida de Lebesgue de um conjunto. E

como Q é enumerável, sabemos que 𝜇(Q) = 0 consequentemente 𝜇(𝐴) = 0. Entretanto

para 𝜇(𝐵), temos pelo Teorema da Extensão de Carathéodory, CABRAL (2016), temos que
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ℓ([0,1]) = 1 = 𝜇*([0,1]) = 𝜇*([0,1] ∩ Q) + 𝜇*([0,1] − Q) ⇒ 𝜇*([0,1] − Q) = 1. E portanto a

integral de Lebesgue de 𝑓 = 1

4.3 Teorema de Convergência

A convergência da integral de Lebesgue é outra aplicação que será abordada nesse

capítulo. Entretanto vamos abordar apenas o Teorema da convergência monótona e alguns de

seus corolários.

Utilizamos esse o teorema pois as vezes pode ser difícil calcular
∫︀
𝑓𝑑𝜇 diretamente

da definição, pois trabalhamos com o supremo de uma família enorme, geralmente não-

enumerável, de funções simples. Segundo SANTOS 2013 o teorema da convergência monó-

tona, assegura que para calcular
∫︀
𝑓 é suficiente calcular 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞

∫︀
𝑓𝑛 onde 𝑓𝑛 é um sequencia

decrescente de funções mensuráveis não negativas convergindo pontualmente para 𝑓 .

Lema 4.1. Seja 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀+(𝑋,𝐸) e 𝑓 ≤ 𝑔, então∫︁
𝑓𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑔𝑑𝜇.

Demonstração:

Seja 𝜙 ∈ 𝑀+ uma função simples tal que 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝑓 então 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝑔. Então∫︁
𝑓𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑔𝑑𝜇.

■

Teorema 4.3. (Convergência Monótona.) Seja (𝑋,𝐸, 𝜇) um espaço de medida e ⟨𝑓𝑛⟩𝑛∈N uma

sequência de funções reais não-negativas integráveis em 𝑋 tal que

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥), µ para quase todo ponto em 𝑋(convergência pontual).

Suponha que a sequência é monótona crescente, ou seja,

𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑓𝑛+1(𝑥), µ para quase todo ponto em X, para todo 𝑛 ∈ N (monotonicidade).

Se sup𝑛∈N
∫︀
𝑓𝑛𝑑𝜇 < ∞, então 𝑓 é integrável e

∫︁
𝑓𝑑𝜇 = lim

𝑛→∞

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇
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Demonstração:

Seja 𝑓 ∈ 𝑀+, então pelo lema anterior temos 𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑛+1 ≤ 𝑓 , então∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑓𝑛+1𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑓𝑑𝜇,∀𝑛 ∈ N

Então temos que

𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑓𝑑𝜇

Agora seja 𝑎 ∈ R em que 0 < 𝑎 < 1 e 𝜙 um função simples tal que 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝑓 . Então

𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓𝑛(𝑥) ⩾ 𝑎𝜙(𝑥)}

Logo, 𝐴𝑛 ∈ 𝐸,𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛+1 e 𝑋 ∩ 𝐴𝑛 então∫︁
𝐴𝑛

𝑎𝜙𝑑𝜇 ≤
∫︁
𝐴𝑛

𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤
∫︁

𝑓𝑛𝑑𝜇

Como (𝐴𝑛) é um sequencia monótono crescente podemos escrever∫︁
𝜙𝑑𝜇 = 𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝐴𝑛

𝜙𝑑𝜇

Agora aplicando o limite em
∫︀
𝐴𝑛

𝑎𝜙𝑑𝜇 e como 0 < 𝑎 < 1 temos:

𝑎

∫︁
𝜙𝑑𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇 ⇒

∫︁
𝜙𝑑𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇

E como 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝑓 é um função arbitraria simples em 𝑀+ podemos escrever∫︁
𝑓𝑑𝜇 = 𝑠𝑢𝑝

∫︁
𝜙𝑑𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇

■

Lema 4.2. (Lema de Fatou) Seja 𝑓𝑛 ∈ 𝑀+ uma sequência de funções mensuráveis não nega-

tivas definidas. Então temos: ∫︁
lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑓𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓

∫︁
𝑓𝑛.
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Demonstração:

Seja 𝑔𝑚 = 𝑖𝑛𝑓{𝑓𝑚,𝑓𝑚+1,...} então 𝑔𝑚 ≤ 𝑓𝑛 sempre que 𝑚 ≤ 𝑛. Então∫︁
𝑔𝑚𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇,𝑚 ≤ 𝑛,

Logo ∫︁
𝑔𝑚𝑑𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇.

Enquanto a sequencia (𝑔𝑚) for crescente e convergir para 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑓𝑛 o teorema da convergên-

cia monótona implica que∫︁
(𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑓𝑛)𝑑𝜇 = 𝑙𝑖𝑚

∫︁
𝑔𝑚𝑑𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓

∫︁
𝑓𝑛𝑑𝜇.

■

Corolário 4. Seja {𝑓𝑛} uma sequência monótona de funções Lebesgue integráveis em [𝑎, 𝑏] e

suponhamos que {𝑓𝑛} converge para 𝑓 pontualmente em [𝑎, 𝑏]. Se lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑛 é finito, então 𝑓

é Lebesgue integrável em [𝑎, 𝑏] e temos:

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑛

Corolário 5. Seja {𝑓𝑛} uma sequência não negativa de funções mensuráveis em [𝑎, 𝑏]. Então

temos: ∫︁ 𝑏

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑛

Corolário 6. Sejam 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R uma função Lebesgue integrável em [𝑎, 𝑏] e 𝐸 um subcon-

junto mensurável de [𝑎, 𝑏]. Se {𝐸𝑛} é uma sequência disjunta de conjuntos mensuráveis tal que

𝐸 =
⋃︀∞

𝑛=1𝐸𝑛, então temos: ∫︁
𝐸

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
𝐸𝑛

𝑓

Exemplo 4.1. Vamos provar que a função 𝑓(𝑥) = 1√
𝑥
, definida para 𝑥 > 0 e 𝑓(0) = 0, é

Lebesgue integrável em [0, 1].

Seja a sequência de funções, onde para cada inteiro positivo 𝑛, temos:

𝑓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, se 0 ≤ 𝑥 < 1
𝑛2 ,

1√
𝑥
, se 1

𝑛2 ≤ 𝑥 ≤ 1.
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Cada uma das funções 𝑓𝑛 é Lebesgue integrável em [0, 1] (já que são Riemann integrá-

veis em [0, 1]), e a sequência {𝑓𝑛} é uma sequência não-decrescente de funções não negativas

que converge para 𝑓(𝑥) em [0, 1], de modo que:

∫︁ 1

0

𝑓𝑛 = 2
√
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

1
𝑛2

= 2− 2

𝑛
.

Como para cada 𝑛 ∈ Z, podemos encontrar lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑓𝑛, finito.

Portanto, pelo Teorema da Convergência Monótona, a função 𝑓(𝑥) é Lebesgue integrá-

vel em [0, 1] e ∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑓𝑛 = 2.
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5 REPRESENTAÇÕES GRÁFICAS

Neste Capítulo faremos algumas representações gráficas das integrais de Riemann e

Lebesgue. Primeiramente vamos começar com a representação gráfica de Riemman para a

função 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 no intervalo [0,2].

Figura 1 – Integral de Riemann

Fonte: Autoria Própria

Neste exemplo utilizamos apenas 10 retângulos para realizar a aproximação da área,

entretanto no link abaixo é possível alterar o numero de retângulos e ter uma melhor visualização

da aproximação. Link: https://www.geogebra.org/calculator/kkvyatrf

Para a integral de Lebesgue temos a aproximação feita por (Freniche, Francisco J.).

Neste exemplo temos as aproximações de algumas funções, como
√
𝑥 e 𝑠𝑒𝑛(𝑥) que será

representado por imagem a seguir.

Figura 2 – Integral de Lebesgue
√
𝑥

Fonte: https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/
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Figura 3 – Integral de Lebesgue 𝑠𝑒𝑛(𝑥)

Fonte: https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/

Nos dois exemplos a cima, utilizamos a integral de Lebesgue para realizar a apro-

ximação do valor da área com 10 repartições. É notável que a diferença gráfica das duas

teorias está presente nos retângulos, enquanto na teoria de Riemann os retângulos pos-

suíam sempre a mesma largura, na teoria de lebesgue os não. Utilizando o link a se-

guir podemos ver algumas outras funções e ainda aumentar o numero de repartições. Link:

https://demonstrations.wolfram.com/RiemannVersusLebesgue/

Outro exemplo bem legal para visualizar essas integrações de uma maneira gráfica é

o exemplo feito por Fagradal, no geogebra. Este exemplo pode ser acessada para facilitar a

Figura 4 – Comparação Riemann e Lebesgue

Fonte: https://www.geogebra.org/m/W2umNHTq.

visualização no link: https://www.geogebra.org/m/W2umNHTq.
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6 CONCLUSÃO

Em conclusão, esta pesquisa explorou alguns conceitos fundamentais da teoria da me-

dida e sua aplicação na teoria da integração. Ao examinar tópicos como medida, medida de

Lebesgue, teoria de integração de Lebesgue, conjunto de medida zero, descontinuidade, crité-

rio de Lebesgue para a integrabilidade de Riemann e o teorema da convergência monótona,

obtivemos uma compreensão abrangente da relação entre esses conceitos e sua importância.

O estudo destacou a importância do critério de Lebesgue para a integrabilidade de Ri-

emann como uma ferramenta para determinar a existência da integral de Riemann em funções

específicas. Esse critério serve como uma ponte entre os dois métodos de integração.

Ao aprofundar nosso conhecimento teórico e explorar abordagens diversas de integra-

ção, este trabalho contribui para o campo mais amplo da análise matemática. Ele abre caminhos

para pesquisas futuras e incentiva uma perspectiva mais refinada sobre as teorias de integra-

ção, promovendo uma compreensão mais profunda de suas aplicações em diversos contextos

matemáticos.
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