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RESUMO

Neste trabalho abordaremos o Principio das Gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos
Pombos e suas generalizagbes, dando foco para as suas inUmeras aplicagdes em diversas

areas da matematica. Além disso, apresentaremos, de maneira breve, a histéria deste Principio.

Palavras-chave: principio das gavetas de dirichlet; combinatéria; aplicacoes.



ABSTRACT

In this work we will approach Dirichlet's Drawers Principle or The Pigeonhole Principle and
its generalizations, focusing in the innumerable applications in several fields of mathematics.

Furthermore, we will briefly present the history of this Principle.

Keywords: dirichlet’s drawers principle; combinatorics; applications.
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1 INTRODUCAO

Um dos tépicos da Analise Combinatéria é o Principio das gavetas de Dirichlet. De enun-
ciado simples de compreender, mas que nos permite resolver problemas e demonstrar resul-
tados em diferentes areas como Geometria, Teoria de NUmeros, entre outras. Este Principio
afirma que, se n+1 objetos sdo colocados em n gavetas, entao pelo menos uma gaveta devera
conter 2 ou mais objetos (SANTOS; MELLO; MURARI, 1995).

Também conhecido como Principio da Casa dos Pombos, essa poderosa ferramenta
matematica é frequentemente relacionada ao matematico francés Dirichlet, j& que acredita-se
que ele tenha sido o primeiro a enuncia-lo.

Mas quem foi Dirichlet? Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet nasceu em 13 de feve-
reiro de 1805, em Diiren. Seu primeiro trabalho foi a prova para n = 5 do Ultimo Teorema de
Fermat. O teorema diz que para n > 2 nao existem inteiros x,y,z diferentes de zero tais que
" + y™ = 2". Também foi responsavel pela proposicao da definicio moderna de fungao: Se
uma variavel y esta relacionada a uma variavel x e para todo valor associado a x existe uma
regra na qual um tnico valor de y é determinado, entdo y é dita fungdo da variavel independente
Z.

Dirichlet utilizou o Principio das gavetas em algumas demonstragdes, mas sequer tentou
tomar os créditos pelo Principio. Isso provavelmente se deve ao fato de que essa nao foi a
primeira vez que o Principio foi usado.

Segundo Heeffer (HEEFFER, 2014), o Principio das gavetas de Dirichlet j& foi menci-
onado de forma indireta em Selectae Propositiones, livro escrito em 1622 pelo francés Jean
Leurechon, que o utilizava para lecionar na Universidade Jesuita de Pont-a-Mousson. A passa-
gem era simples e objetiva, escrita em uma Unica frase: "é necessario que dois homens tenham
0 mesmo numero de cabelos, ouro, e outros". Também, no final do livro Récréation mathe-
maticque, publicado em 1624 pela Universidade Jesuita de Pont-a-Mousson e aparentemente
atribuido a Leurechon, foi resolvido o problema, usando o Principio das gavetas de Dirichlet.

De qualquer forma, Dirichlet ndo foi o primeiro a usar o Principio. Mas mesmo assim, o
principio & conhecido como Principio das gavetas de Dirichlet e é o termo que usaremos aqui.

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, primeiramente, apresentaremos, no capitulo 2
alguns conceitos iniciais, necessarios para a demonstragao de diversas aplica¢des. Em seguida,
no capitulo 3, enunciaremos o Principio das Gavetas de Dirichlet, ao qual demonstraremos de
diferentes maneiras e traremos suas generalizag¢des. Por fim, nos capitulos 4 e 5, apresen-
taremos diversas aplicagdes utilizando o Principio e separando-as entre aplicacdoes simples e
avancgadas, em diferentes dreas da matematica. Algumas dessas aplicagdes serao desenvolvi-
das usando o software Geogebra para uma melhor visualizacéo.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, iremos abordar alguns conceitos basicos da Teoria de Numeros, que se-
rao necessarios para a resolucao de diversas aplicagbes que envolvem o Principio das Gavetas
de Dirichlet.

2.1 Divisibilidade

Dados a,b € 7Z, dizemos que a divide b ou b é divisivel por a quando existe ¢ € 7Z tal
que b = ac. Denota-se a|b. Quando néo existe ¢ tal que b = ac, entdo b ndo é divisivel por a.
Denota-se a 1 b.

Exemplo 1. 4 divide 20 mas ndo divide 22.
Temos que 20 pode ser escrito como 20 = 4-5 e 22 pode ser escrito como 20 = 4-542,
ou seja, ndo existe c € 7. que multiplicado por 4 resulte em 22.

Proposicao 1. Sejam a, b, c inteiros. Entdo

0,1

(i) a a, ala;
(i) a|1 se e somente sea = £1;

(iii) sealbec

d, entdo ac|bd;
(iv) sealbeblc, entdo alc;
(v) alb ebla se, e somente se, a = +b;

(vi) sealbeb # 0, entdo |a| < |b

}

(vii) sealbea

¢, entdo albx + cy para todos os inteiros x e y.

A demonstracao dessa proposicao pode ser encontrada em (BURTON, 2011).

2.2 Congruéncias

Sejam a,b e m numeros inteiros com m > 1. Dizemos que a e b sdo congruentes
médulo m se os restos na sua divisao por m sao iguais. Denota-se

a="b mod m.

Se a e b ndo deixam o mesmo resto na divisdo por m, dizemos que a € incongruente a
b médulo m e escrevemos a # b mod m.
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Exemplo 2. 25 e 16 s&o congruentes modulo 3.
Sabemos que25=3-84+1el6=3-5+1.
Como 25 e 16 deixam resto 1 na divisdo por 3, entdo 25 = 16 mod 3.

Exemplo 3. 25 e 16 ndo sdo congruentes modulo 4.
Sendoque2b=4-6+1el6=4-4.
Logo 25 e 16 deixam restos diferentes na divisdo por 4, entdo 25 # 16 mod 4.

Proposicao 2. Sejam € N, comm > 1. Para todos a, b, c € 7, tem-se que
() a =a mod m;
(i) sea=b mod m, entdob =a mod m;
(i) sea=b mod meb=c modm, entdoa = ¢ mod m.

Note que a Proposicao 2 mostra que a congruéncia é uma relagao de equivaléncia. A
demonstragao dessa proposicao pode ser encontrada em (HEFEZ, 2016).

Para verificar se dois nimeros sdo congruentes modulo m nao é necessario efetuar a
divisdo euclidiana, basta utilizar o seguinte resultado:

Proposicao 3. Suponha que a,b,m € Z com m > 1. Tem-se que a = b mod m se, e
somente se, m|b — a.

Demonstragdo. (=) Por hipétese, sabemos que a e b deixam mesmo resto na divisdo por m.
Logo, a = mq; + 1 e b= mqo + r. Assim, temos
b—a=(mg+r)—(mq +7r)=mqg —mq +1r—1=mqg —mq =m(qg—q).

Dessa maneira, m|b — a.

(«<=) Pelo algoritmo da divisao euclidiana temos que a = mq; + 1 € b = mqy + r2, com
0<r,rg <m.

Assim, b — a = (mgs + 1r2) — (mq1 +11) = m(q2 — q1) + r2 — r;. Como m|b —a e
m|m(qa — q1), temos que m|ry — 1.

Logo, ry = 11 pOis |re — 11| < m.

Exemplo 4. 25 e 16 s&o congruentes modulo 3.
Podemos verificar que 25 — 16 = 9 e 3|9. Assim, 25 = 16 mod 3.

Proposicao 4. Sejama,b,c,d,m € Z comm > 1.
(i) Sea=b mod mec=d modm,entdoa+c=b+d mod m.
(i) Sea =0 mod mec=d mod m, entdo ac = bd mod m.

Demonstragdo. Se a =b mod me c=d mod m, entdo m|b — a e m|d — c.
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(i) Como m|b— a e m|d— ¢, entdo m|(b — a) + (d — ¢), logo m|(b + d) + (a + ¢). Pela
Proposicédo 3, segue que a + ¢ = b+ d mod m.

(i) Como m|b—a e m|d—c, entdo m|d(b— a) e m|a(d — c¢), logo m|d(b—a)+ a(d — ¢),
dessa maneira m|db — ac. Portanto, ac = bd mod m.

O

Corolario 1. Segiamn € N e a,bbm € Z, com m > 1. Se a = b mod m entédo

a =b" mod m.

Demonstragcdo. Vamos provar utilizando inducédo em n.

Paran = 1, temos que se a = b mod m por hipétese.

Agora, supomos que a afirmacao é vélida para algum k£ € N e provaremos que é valida
para k + 1. Assim, se a = b mod m entdo a* = b* mod m.

Como a = b mod m e, pela hipétese de indugao, a* = v* mod m, temos, pela pro-
posicdo anterior, que a - a* = b - b* mod m, entdo a**! = b1 mod m.

Pelo Principio da Inducéo segue que, se a = b mod m, entdo a = b"™ mod m para

todon € N. O

2.3 Aritmética médulo m

Nesta sec¢ao, estudaremos, de maneira sucinta, a aritmética modulo m, que nos auxiliara
em algumas aplicagdes. Para mais detalhes e demonstragdes, o leitor pode consultar (HEFEZ,
2016).

2.3.1 Classes de Equivaléncia

Sejam a, x e m numeros inteiros com m > 1. Definimos a classe residual médulo m de

a, denotada por @, como o conjunto de todos os inteiros congruentes a a modulo m, isto €,

a={r€Z| r=a modm}
={a+mt| teZ }.

Note que a € Z, entdo @ # (), ja que vimos anteriormente que ¢ = a mod m.
O conjunto de todas as classes residuais médulo m é denotado por Z,,. Assim,

Zm:{67T7 7m_1}7

como mostra o Corolario 2.
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Exemplo 5. Sejam = 3. Entdo

0={3t| teZ }
T={3t+1|tecZ}
2={3t+2| teZ }

tem-se que

0, sea é mdltiplo de 3

a € {1, seatemresto1 quando dividido por 3

2, sea tem resto 2 quando dividido por 3.

\

Proposicao 5. As classes residuais possuem as seguintes propriedades:
(i) @ =0 se, e somente, sea =b mod m;
(i) Sea(\b+# 0, entdoa = b;
(i) | Ja=1.
aeN

Proposicao 6. Para cada a € Z existe um, e somente um, r € Z, com (0 < r < m, tal que

a=r.

Demonstracdo. Seja a € Z. Pelo algoritmo da divisdo euclidiana, existem g e r Unicos com
0 < r < mtais que a = gm + r. Isso € o mesmo que dizer que a = » mod m. Logo, pelo
item (i) da Proposicdo 5, @ = 7. Consequentemente, este € o Unico inteiro rtalque 0 < r < m
ea=r. O

Corolario 2. Exitem exatamente m classes residuais distintas médulo m, a saber, 0, 1, ...,

m — 1.

Podemos definir as operacdes de adicdo e multiplicagcdo em um conjunto Z,, da seguinte
maneira:

« Adicdo:a+b=a+b.

» Multiplicacdo: @ - b = a - b.

A seguir, mostraremos que estas operacoes estao bem definidas.

Sea=d €Z,eb=10U €Z,, entdo, pelo item (i) da Proposi¢do 5, « = ¢’ mod m e
b= mod m,portantoa+b=a +b mod mea-b=a-b mod m e, consequentemente,
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a+b=a +bea-b=a-b.lssomostraque asoma e o produto de classes ndo dependem
do representante da classe, garantindo que a + b é Unica e a - b também é Unica.

Exemplo 6. Tabuas de adicdo e multiplicagcéo de Z.;.

Tabela 1 — Tabuas de adicao e multiplicacao de Z;
(b) Tabua de
(a) Tabua de adi- multiplicacao
cao de Z3

[ =1l T ]

1 2
0 0
1 2
2 1

Propriedades da Adicao
Para todo @, b,¢ € Z,,, temos

(i) Associatividade: (@ +b) +¢=a+ (b+¢);

(i) Comutatividade: @+ b= b+ a;
(iii) Existéncia de zero: @ + 0 = @ para todo @ € Z,,;
(iv) Existéncia de inverso: @+ —a = 0.

Propriedades da Multiplicacao
Para todo @, b, ¢ € Z,,, temos

(i) Associatividade: (@-b)-¢=1a- (b-¢);

ol

(i) Comutatividade:@-b=1b - a;
(iii) Existéncia de identidade: @ - 1 = @;
(iv) Distributividade: @ - (b+¢) =a-b+a-¢.
Proposicédo 7. Um elementoa € Z,, é invertivel se, e somente se, mdc(a,m) = 1.

Demonstracdo. (=) Se a é invertivel, entdo existe b € Z,, talque 1 = a-b = a - b. Logo,
a-b =1 modm,isto é, existeumt € Ztalquea-b+t-m = 1 e, consequentemente,
mde(a,m) = 1.

(<) Supomos que (a,m) = 1. Logo, existem b,t € Z taisque a - b+t - m = 1. Dessa
maneira, temos que

T=a-b+t-m=1=a-b+t-m=a-b+0=a-b

Portanto, @ é invertivel. O
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3 O PRINCIPIO DAS GAVETAS

Neste capitulo, iremos nos aprofundar no Principio em si, conhecendo algumas manei-
ras de demonstra-lo e suas principais generalizagées.

3.1 Diferentes Provas

Primeiramente, enunciaremos e demonstraremos o Principio das Gavetas de Dirichlet
por absurdo.

Teorema 1. Principio das Gavetas de Dirichlet
Dados m objetos dispostos em n gavetas, com m > n, entdo, pelo menos, uma gaveta
tera mais de um objeto.

Demonstracdo. Podemos entender o Principio de maneira mais intuitiva e imediata através da
demonstragao por absurdo.
Suponha, por absurdo, que nenhuma gaveta tenha dois ou mais objetos. Dessa forma,
teremos, no maximo, n objetos, o que é uma contradicao.
O

O Principio das Gavetas de Dirichlet, também pode ser demonstrado utilizando o Princi-
pio da Indugao Matematica.

Faremos Indugéo no nimero n de gavetas.

Para n = 1 temos uma quantidade m > 1 de objetos e todos eles serédo colocados em
uma gaveta. Assim, esta gaveta tera mais de um objeto.

Supomos que o resultado é valido para algum n natural, onde n é o nimero de gavetas.
Mostraremos que o resultado também é valido se tivermos n + 1 gavetas e m > n + 1 objetos.

Para n+ 1 gavetas, colocamos os objetos de maneira aleatéria. Entao, escolhemos uma
gaveta ao acaso. Se esta gaveta contém mais de um objeto, concluimos nossa afirmacao. Se
a gaveta ndo contém nenhum objeto, as n gavetas restantes devem conter m > n+1 > n
objetos, que pela hipotese de indugdo, nos garante que, pelo menos, uma das gavetas restan-
tes terd mais de um objeto. Por fim, se a gaveta tem um objeto, as n gavetas restantes terdo
m —1 > n+ 1 > n objetos, que, pela hipdtese de inducdo, garante que, pelo menos, uma das
gavetas restantes tera mais de um objeto.

Pelo principio da Inducdo Matematica, segue que, dados m objetos dispostos em n
gavetas, com m > n, entao, pelo menos, uma gaveta tera mais de um objeto.

Uma outra maneira de demonstrar o Principio das Gavetas de Dirichlet é utilizando mé-
dias aritméticas. Vamos estudar a definicdo e um teorema importante sobre o assunto.
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Definicao 1. A média aritmética (simples) da lista de n nimeros x1, s, ..., x,, € definida por

1+ 2To+ ...+,
- .

T =
Uma propriedade direta da média aritmética é:

Teorema 2. Se a média aritmética dos numeros 1, x,..., x,, € maior ou igual a M, pelo menos,
um dos numeros 1, Ts, ..., X, € maior ou igual a M.

Demonstracdo. Suponhaque x1 < M, xo < M, ..., x,, < M. Assim,

x1+x2+...+xn<M+M+---+M_nM
n n on

T = = M,
o qual € um absurdo, jaque x > M.
O

Agora, podemos demonstrar o Principio das Gavetas de Dirichlet usando média aritmé-
tica.

Temos m > n, ou seja m = n + r para algum r € N. Seja x; 0 numero de objetos
colocados na gaveta i, parat = 1,2, --- ,n. A média de nimero de objetos por gaveta é

Ty +Tyg+-+Ty  NAT
n n

r
T = =1+—->1.

n

. . . . r p
Pelo teorema anterior, pelo menos, um dos x; € maior ou igual a 1 + —. Como z; € um
n

namero natural temos que x; € maior ou igual a 2, isto é, pelo menos, uma das gavetas tera
mais do que 1 objeto.

Exemplo 7. Em um grupo de 10 pessoas, pelo menos, duas delas nasceram no mesmo dia da

semana.

Demonstracdo. Considerando as 10 pessoas como objetos e os 7 dias da semana como ga-
vetas, temos que 10 > 7, entdo, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, pelo menos, duas
pessoas do grupo, nasceram no mesmo dia da semana. O

3.2 Generalizacoes

Teorema 3. Se n gavetas sdo ocupadas por nk + 1 objetos, entdo, pelo menos, uma gaveta
devera conter, pelo menos, k + 1 objetos.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que cada gaveta terd no maximo k objetos. Dessa ma-
neira, a quantidade maxima de objetos sera nk, o que é uma contradi¢ao.
O
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Note que, essa generalizagao também pode ser demonstrada usando a propriedade da
média aritmética.

Exemplo 8. Prove que ao retirar nove bolas de uma urna que contém 5 bolas brancas, 5 bolas
pretas, b bolas vermelhas e 5 bolas azuis, é possivel obter, pelo menos, trés bolas de uma das
cores.

Demonstracdo. Considerando as quatro cores como gavetas (n = 4) e as bolas retiradas como
objetos (nk + 1 = 9), temos que 4k +1 = 9, logo, £k = 2 e k+ 1 = 3. Assim, de 9 bolas
retiradas, pelo menos, 3 serdo da mesma cor.

O

No proximo teorema, abordaremos a fungéo piso, dada por | x|, que associa a cada = o
maior inteiro menor ou igual a z.

Teorema 4. Se n gavetas sdo ocupadas por m objetos, entdo em, pelo menos, uma gaveta

havera ao menos L@J + 1 objetos.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que cada gaveta tenha no maximo L@j objetos.

Entéo, a quantidade maxima de objetos sera | =1 |n. E L(mgl)Jn < (mgl)n =m — 1. Assim,

n

a quantidade total de objetos sera menor ou igual a m — 1, o que é uma contradigcéo.
O

O préximo exemplo foi adaptado a partir da referéncia (MACIEL, 2020).

Exemplo 9. Supondo que uma pessoa normal tenha, em média, 150.000 fios de cabelos e que
nenhuma pessoa tenha mais de 500.000 fios de cabelo.

Segundo o IBGE, a estimativa de habitantes da cidade de Curitiba em 2020 era de
aproximadamente 1.948.626, entdo, em Curitiba ha, pelo menos,

L(1.948.626)
500.000

pessoas com a mesma quantidade de fios de cabelo.

|+1=4

Este ultimo exemplo nos remete aos estudos de Jean Leurechon, comentados no pri-
meiro Capitulo 1, que afirmou que "é necessario que dois homens tenham o mesmo numero de
cabelos, ouro, e outros".
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4 APLICACOES SIMPLES

Neste capitulo apresentaremos aplicacoes simples do Principio das Gavetas de Dirich-
let, que utilizam conceitos matematicos bésicos e de fécil entendimento. Os conteudos abor-
dados serdo Geometria, Aritmética, Analise Combinatéria, Probabilidade e Fungdes. Algumas
dessas aplicacdes podem, inclusive, ser estudadas por alunos de Ensino Médio, ou incorpora-
das em um conteudo ja desenvolvido pelo professor.

Os exercicios aqui presentes foram retirados dos materiais (STEFFENON; GUARNIERI,
2016), (BOGOMOLNY, 2018), (SANTOS; MELLO; MURARI, 1995).

4.1 Aplicacoes simples que envolvem Geometria

Aplicacao 1. Em cada casa de um tabuleiro 5 x 5, tem uma pulga. Todas as pulgas irdo pular
para uma casa adjacente (duas casas sdo adjacentes se compartilham uma aresta). E possivel
que depois de todas as pulgas terem pulado para novas casas, a configuracdo seja igual a
anterior, com uma pulga em cada casa?

Nao. Se imaginarmos o tabuleiro como um tabuleiro de xadrez, com casas brancas e
pretas alternadas, supomos, sem perda de generalidade, que teremos 13 casas pretas e 12
casas brancas. As pulgas que estdo nas casas pretas sé poderao pular para as casas brancas.
Considerando as 13 casas pretas como objetos e as 12 casas brancas como as gavetas, segue,
pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, duas pulgas que sairam das casas
pretas, pulardo para a mesma casa branca.

Aplicagcao 2. Se cada ponto do plano esta colorido de vermelho ou azul, entdo existem dois
pontos da mesma cor de distdncia 1 entre eles.

Demonstragcdo. Tomamos trés pontos que formam um tridngulo equilatero de lado 1. Conside-
rando os trés pontos como os objetos e as duas cores como as gavetas, segue, pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois pontos terdo a mesma cor, logo, existem dois
pontos da mesma cor de distancia 1 entre eles.

O

Para uma melhor visualizagao da aplicagao 2, veja Figura 1.
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Figura 1 — Tridngulo equilatero com pontos azuis ou vermelhos

Fonte: Autoria Propria.

Os proximos dois exercicios podem ser discutidos e resolvidos em uma sala de aula
regular de matematica, apds ser desenvolvido o conteldo Teorema de Pitdgoras. Os enunciados
das aplicac6es podem ser adaptados, retirando a obrigatoriedade da demonstracdo completa e
adicionando a pergunta "Qual sera a maior distancia possivel entre qualquer um dos pontos e

seu ponto mais proximo?".

Aplicacao 3. Se marcarmos 13 pontos no interior de um retangulo 3 x 4, mostre que existem
dois pontos tais que sua distdncia é menor ou igual a V2.

Demonstragdo. Dividimos o retdngulo em 12 quadrados de lado 1. Dois pontos dentro de um
quadrado de lado 1 nao terdo distancia maior que a medida da sua diagonal, que é V2.
Considerando os 13 pontos como objetos e os 12 quadrados como gavetas, segue que
pelo Principio das gavetas de Dirichlet, pelo menos, dois pontos estardo dentro de um mesmo
quadrado, logo, esses dois pontos terdo distdncia menor ou igual a V2.
O

Um exemplo da configuracao dos pontos da maneira determinada pela aplicacdo ante-
rior pode ser visualizada na Figura 2.

Figura 2 — 13 pontos em um retangulo 3x4

Distancia entre A e B: 0.61

[s2]

1 1 1 1

Fonte: Autoria Propria.
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Aplicacao 4. Mostre que, dentre 9 pontos quaisquer de um cubo de aresta 2, existem, pelo
menos, dois pontos que se encontram a uma distadncia menor ou igual a v/3 um do outro.

Demonstracdo. Podemos dividir o cubo de aresta 2 em oito cubos menores, de aresta 1. Consi-
derando os 9 pontos como o0s objetos e 0os 8 cubos menores como gavetas, segue, pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, um cubo contém mais de um ponto.

A maior distancia possivel entre dois pontos dentro de um cubo de aresta a € a medida
da sua diagonal, que é dada por d = v/3a. Como a aresta dos cubos menores é 1, sua diagonal
medira d = /3.

O

Na Figura 3, podemos visualizar um exemplo da aplicacdo anterior.

Figura 3 — 9 pontos em um cubo de lado 1
Distanciaentre Ae Bé0.3

-
-~

Fonte: Autoria Propria.

Aplicacao 5. Prove que de 5 pontos selecionados dentro de um tridngulo equilatero de lado 1,

sempre existira um par de pontos cuja distdncia entre eles ndo sera maior que 0,5.

Demonstracdo. O tridangulo pode ser dividido em quatro triangulos equilateros menores, de lado
0,5. A maior distancia possivel entre dois pontos selecionados em um tridngulo equilatero pe-
queno sera a medida de seu lado que é 0,5.

Considerando os 5 pontos como 0s objetos e os 4 triangulos menores como as gavetas,
segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois pontos estardo dentro do
mesmo tridngulo, logo, a distancia entre eles serd menor ou igual a 0,5.

O

Cinco pontos dentro de um triangulo equilatero de lado 1, podem ser dispostos como na
Figura 4.
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Figura 4 — 5 pontos em um triangulo de lado 1
Distancia entre Ae B: 0.17

0.5 0.5

Fonte: Autoria Prépria.

Aplicacao 6. Mostre que um tridngulo equilatero nao pode ser totalmente coberto por outros
dois tridngulos equilateros menores.

Demonstragdo. Seja 1" um triangulo equilatero. Se R e S séo dois tridangulos equilateros que
cobrem o triangulo 7', entdo todos os pontos de 71" estardo em R ou S. Considerando os trés
vértices do triangulo 1" como os objetos e os dois tridngulos R e S como as gavetas, segue,
pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois vértices de 1" estardo dentro de
um mesmo tridngulo R ou S. Se dois vértices de 1" pertencem a um dos tridangulos, digamos R,
entdo um dos lados do triangulo 7" estd em R, isso s6 é possivel se R tiver lado maior ou igual
aT.

O

Aplicacao 7. Mostre que algum par de quaisquer cinco pontos em um quadrado de lado 1 tera
distdncia menor ou igual a */75 e que algum par de quaisquer oito pontos tera distancia menor
ou igual a \/Tg_

Demonstracdo. Fixando os vértices do quadrado em (i%, + %) € possivel cobrir todo o qua-

V2 1 1
Y= ecentros (£, £ ;).

Considerando os cinco pontos como 0s objetos e os quatro discos como as gavetas,

drado com quatro discos de didmetro

segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois pontos estardo dentro do
mesmo disco e terdo distancia menor ou igual ao diametro do disco, que & ‘/75
A Figura 5 mostra uma maneira de dispor esses pontos em um quadrado de lado 1.
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Figura 5 — 5 pontos em um quadrado de lado 1

Distancia(AE) = 0.24

&
i

TR
Be
C .
] .B

Fonte: Autoria Propria.

Definindo um quadrado de vértices (j:%, + %) € possivel cobri-lo com sete discos de
diametro ¥* com centros em (1, + 2), (+1,0) e (0,0).

Considerando os oito pontos como os objetos e os sete discos como as gavetas, segue,
pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois pontos estarao dentro do mesmo
disco e terdo distancia menor ou igual ao diametro do disco, que é */Tg.

Na Figura 6 podemos visualizar como isso acontece.

Figura 6 — 8 pontos em um quadrado de lado 1

Distancia(C,S) = 0.35

Fonte: Autoria Prépria.
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4.2 Aplicagcoes simples que envolvem Aritmética

Aplicacao 8. Prove que existem duas poténcias de 3 cuja diferenca é divisivel por 1997.

Demonstracdo. Para que a diferenca entre dois nimeros seja divisivel por 1997, basta que
esses dois nUmeros tenham o mesmo resto na divisao por 1997. Os restos possiveis na divisao
por 1997 sdo 0, 1, 2,...,1996.

Existem infinitas poténcias de 3. Particularmente, existem 1998 poténcias de 3.

Considerando as 1998 poténcias de 3 como os objetos e os 1997 possiveis restos como
as gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, duas poténcias de
3 deixardo mesmo resto na divisao por 1997.

O

Aplicacdo 9. Se escolhermos mais do que n nimeros do conjunto {1,2,...,2n} entdo dois

desses numeros sdo primos entre si.

Demonstracdo. Consideramos os n pares de elementos consecutivos: 1 e 2,3 e4,...,2n—1e
2n.

Escolhendo ao menos n + 1 ndmeros no conjunto {1, 2, ...,2n}, como objetos e os n
pares como gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois
nameros serdo um dos pares considerados como gavetas, sendo assim consecutivos. Logo,
dois desses numeros serdao primos entre si.

O

Aplicacéo 10. Mostre que (a — b)(a — ¢)(b — ¢) é par para quaisquer a, b e c inteiros.

Demonstracdo. Primeiro, vamos verificar que a diferenga entre dois inteiros impares sera par.

Dadosa =2m+1eb=2n+ 1 comm,n € Z, temos que
a—b=0C2m+1)-2n+1)=2m+1—-2n—1=2m —2n =2(m —n).

Da mesma maneira, a diferenca entre dois inteiros pares sera par, pois, dados a = 2m e

b =2ncom m,n € Z, temos
a—b=2m—2n=2(m—n).

Sabemos que todo nimero multiplicado por um nimero par sera par.

Assim, conseguimos definir a, b e c como os objetos e "par" ou "impar" como as gavetas,
garantindo, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet que, pelo menos, dois inteiros serédo pares
ou, pelo menos, dois inteiros serdo impares.

Logo, pelo menos uma das diferencas a — b,a — c ou b — ¢ sera par, fazendo com que
(a —b)(a — ¢)(b — c) seja par.

O
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Aplicacdo 11. Sejam ay, as, ..., a1y elementos distintos do conjunto {1,2,...,106}. Mostre que
o conjunto A = {ay, as,..., a10} possui dois subconjuntos ndo vazios e disjuntos cuja soma dos
elementos é a mesma.

Demonstragdo. Sabemos que o conjunto A = {ay, as,..., ao} possui 2'° — 1 subconjuntos néo
vazios.

A soma dos elementos dos subconjuntos do conjunto A a serem considerados € no
minimo 1 e no maximo 97 + 98 4 ... + 106 = 1015. Temos, assim, 1015 possiveis resultados
para a soma dos elementos dos subconjuntos de A.

Considerando os 2! — 1 = 1023 subconjuntos como os objetos e as 1015 somas
como as gavetas, segue pelo Principio das gavetas de Dirichlet que o conjunto A tem dois
subconjuntos cuja soma de elementos é a mesma.

Se 0s subconjuntos forem disjuntos, a demonstragdo estara completa. Se nao forem
disjuntos, basta retirar os elementos em comum e 0s novos conjuntos serao disjuntos e perma-
necerdo tendo a mesma soma.

O

Aplicacéo 12. Prove que se escolhermos n + 1 nimeros distintos no conjunto {1, ...,2n—1},
entdo existem, pelo menos, dois deles cuja soma é igual a 2n.

Demonstragcdo. Podemos escrever 2n como soma de dois nimeros inteiros, da seguinte forma

1+2n—-1=2n

24+2n—2=2n

(n—=1)+(n+1)=2n

n-+n=2n.

Considerando os n + 1 numeros escolhidos como os objetos e os n conjuntos
{1,2n—1},{2,2n—2},...,{n—1,n+1}, {n} como as gavetas, segue, pelo Principio das Ga-
vetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois numeros escolhidos formardo uma das somas listadas
acima, que resultam em 2n.

O

A proxima aplicagéo é semelhante a anterior e, também, tem sua resolugéo parecida.
Mas agora, o conjunto escolhido é formado por elementos de uma progressao aritmética.

Aplicacao 13. Considere A um conjunto de 19 inteiros escolhidos da progressao aritmética
1,4,7,...,100. Prove que existirdo dois inteiros distintos em A cuja soma sera 104.
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Demonstracdo. Podemos escrever 104 como soma de dois nUmeros da progressao aritmética
1,4,7,...,100 da seguinte maneira.

44100 = 104
7T+97=104
10 + 94 = 104
49 4 55 = 104

que pode ser generalizada por (3n + 1) + ((33 —n)3 +4), comn = 1,2,...,16.

Assim, consideramos o conjunto B de subconjuntos de {1,4,7,--- ,100} formados pe-
los pares que satisfazem a condi¢cdo da soma de dois elementos de A resultarem 104, e os
subconjuntos {1} e {52}.

B = {{4,100}, {7,97},... {49,55}, {1}, {52} }.

Considerando os 19 elementos do conjunto A como os objetos e os 18 elementos do
conjunto B como as gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos,
dois elementos de A formardo um par de B.

O

Aplicacao 14. Mostre que entre sete inteiros positivos distintos menores do que 127 sempre

havera um par, digamos x ey tal que 1 < J < 2.
x

Demonstragdo. Definindo o conjunto A = {1,2,...,126}, podemos determinar 6 subconjuntos
da seguinte maneira:

A, ={2"-1,2"2"+1,...,2- (2" —=1)} com 1<n<6.

E facil perceber que a divisdo entre dois elementos distintos de um conjunto A,, sera
menor ou igual a 2.

Considerando os sete inteiros distintos como os objetos e os seis conjuntos A,, como
gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois numeros serdao
escolhidos de um mesmo conjunto. Sendo esses nimeros x € y onde y > x, temos que

1<g<2.

T
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4.3 Aplicacoes simples que envolvem probabilidade

Aplicacao 15. Principio Probabilistico das Gavetas de Dirichlet ou Problema dos Aniversarios:
Em um grupo de n pessoas, a probabilidade de que haja, pelo menos, duas que fagam aniver-
sario no mesmo dia é igual a
. 365 x 364 x ... x (366 — n)
3657

Demonstracdo. Vamos, na verdade, calcular a probabilidade de que nenhuma das n pessoas

facam aniversario no mesmo dia.

O total de possibilidades de aniversarios para um grupo de n pessoas € 365". Esse é
nosso espago amostral.

Para que nenhuma das n pessoas fagam aniversario no mesmo dia, temos para a pri-
meira pessoa 365 possibilidades de dias de aniversario, a segunda tem 364 e assim por diante.
O total de possibilidades sera 365 x 364 x ... X (366 — n). Esse é nosso evento favoravel.

Pela Lei do Espaco Amostral, a probabilidade de que, num grupo de n pessoas, ne-
nhuma faga aniversario do mesmo dia é de

365 x 364 x ... x (366 — n)
365" '

Logo, a probabilidade do evento complementar (pelo menos duas pessoas fazerem ani-
versario no mesmo dia) é de

| 365 x 364 x ... x (366 —n)
3657

O

Esse problema é interessante pois, se considerarmos um grupo de 23 pessoas, pode-
mos pensar, intuitivamente, que a chance de duas delas fazerem aniversario no mesmo dia é
baixa, ja que 23 € um nimero pequeno em comparacao com os 365 dias do ano. Vamos verificar
esse resultado utilizando a férmula apresentada e demonstrada acima.

1_ 365 x 364 x ... x (366 —23) 365 x 364 x ... x 343

= 0,492702765 ~ 0,5 = 50%.
36523 3652 ’ ’ %

Na verdade, em grupo de 23 pessoas, a chance de duas delas fazerem aniversario no
mesmo dia ja é 50%! Veja a probabilidade para alguns valores de n.
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n | P(n)

5 | 0,02
10 | 0,11
20 | 0,41
230,50
30 | 0,70
45 | 0,94
60 | 0,99

Tabela 2 — Probabilidade de, dadas n pessoas, duas fazerem aniversario no mesmo dia.

A situacao fica ainda mais intrigante quando relacionamos o Problema dos Aniversarios
com Principio das Gavetas de Dirichlet e chegamos a um paradoxo.

Veja que, se considerarmos 60 pessoas de um grupo como objetos e 365 dias do ano
como gavetas, o Principio de Dirichlet ndo é capaz de nos garantir que havera duas pessoas
que fazem aniversario no mesmo dia, visto que muitas gavetas permanecerao vazias. Mas,
podemos ver na tabela 2 que a chance de termos dois objetos na mesma gaveta é 99%.

4.4 Aplicacoes simples que envolvem fungoes

Aplicacao 16. Sejam A e B conjuntos finitos. Prove que ndo existe funcdo injetora f : A — B
tal que |A| > |B].

Demonstragdo. Como |A| > | B| entdo o dominio de f tem mais elementos que o contradomi-
nio. Considerando os elementos de A como os objetos e os elementos de B como as gavetas,
segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, um dois elementos de A esta-
rao associados a um mesmo elemento de B. O]

4.5 Aplicagcoes simples que envolvem Analise combinatoéria

Aplicacao 17. Entre n pessoas existem duas com o mesmo signo. Qual o menor valor de n
que garante esse fato?

Solugao: De acordo com o Principio das Gavetas de Dirichlet, a quantidade de objetos
necessaria para garantir que, pelo menos, dois estejam na mesma gaveta é n + 1, sendo n 0
namero de gavetas.

Nesse caso, sendo 12 a quantidade de signos do zodiaco, entre 13 pessoas, poderemos
garantir que duas terdo o mesmo signo.

Aplicacao 18. Uma prova de concurso é formada por questées de multipla escolha, com 4
alternativas por questdo. Admita que nenhum candidato deixe questbes sem responder.
a) Qual é o numero minimo de candidatos para que seja possivel garantir que, pelo

menos, 3 deles dardo exatamente as mesmas respostas nas 5 primeiras questoes?
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Solugdo: Considerando as 4° = 1024 possibilidades de escolha das 4 alternativas em
cada uma das 5 questbes como gavetas e sabendo que queremos garantir que 3 = 2 + 1
objetos estardo na mesma gaveta, entao, pelo Teorema 3 a quantidade de objetos necessaria
€ 1024 - 2+ 1 = 1049. Assim, o numero minimo de candidatos para que seja possivel garantir
que, pelo menos, 3 deles dardo exatamente as mesmas respostas nas 5 primeiras questoes €
1049.

b) Qual é o valor maximo de n para o qual é possivel garantir que, em um concurso com
1000 candidatos, pelo menos, 2 dardo as mesmas respostas nas n primeiras questées?

Solugdo: Considerando os 1000 candidatos como objetos, queremos determinar o maior
valor de n natural que satisfaca 4" + 1 < 1000. Dessa maneira, encontramos n = 4 ja que
257 < 1000. Assim, em um concurso com 1000 candidatos, podemos garantir, pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, 2 dardo a mesma resposta nas 4 primeiras questoes.



29

5 APLICACOES AVANGADAS

Neste capitulo trazemos aplicacbes avancgadas, que utilizam conceitos e ferramentas
matematicas mais refinadas. Os contelidos abordados serdo Aritmética, Analise, Trigonome-
tria, Algebra Linear, Fungées e Analise Combinatéria. Algumas dessas aplicages podem ser
resolvidas por alunos do Ensino Superior, em disciplinas de matematica.

As aplicagdes aqui presentes foram retiradas dos materiais (STEFFENON; GUARNI-
ERI, 2016), (GUICHARD, 2023?), (BOGOMOLNY, 2018), (GASARCH, 20237?), (NEW, 2016) e
(BRADY, 2016).

5.1 Aplicacoes avancadas que envolvem Aritmética

Aplicacao 19. Mostre que 11 divide infinitos numeros da forma 36363636 - - - 36.

Demonstragdo. Considere os doze numeros a seguir:

36
3636
363636
36363636
3636363636
363636363636
36363636363636
3636363636363636
363636363636363636
36363636363636363636
3636363636363636363636
363636363636363636363636

Considerando os 12 niumeros acima como os objetos e os 11 elementos de Z1, segue,
pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois desses nimeros serdo iguais
médulo 11.

Isso significa que a diferenga entre esses numeros sera divisivel por 11. Esta diferenga
sera dada da forma

36---3600---00=36---36-10". com 2 <k <22

Como 11 é primo, 11 n&o divide 10*. Logo, 11|36 - - - 36.
Portanto, repetindo esse processo, teremos infinitos nimeros da forma 363636 - - - 36
que sao divisiveis por 11.
O
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Aplicacdo 20. Se escolhermos mais do que n ndmeros do conjunto {1,2,...,2n}, entdo um
deles sera multiplo do outro.

Demonstracdo. Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética é que todo inteiro
positivo pode ser escrito como m = 2¥b, onde k > 0 e b é impar.

Repare que cada parte impar dos n + 1 nimeros escolhidos esta contida no conjunto
{1,2,...,2n}. Escolhemos n + 1 nimeros do conjunto {1,2,...,2n}. Considere a parte impar
desses n+ 1 nimeros como os objetos e os n nimeros impares do conjunto {1,2, ..., 2n} como
gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois nimeros terao o
mesmo valor de .

Esses dois nimeros podem ser escritos como r = 2*b e s = 2'b. O maior entre eles
sera multiplo do outro.

0

Aplicacao 21. Seja a # 0 um algarismo no sistema decimal. Todo numero natural n tem um
mudltiplo que se escreve apenas com os algarismos 0 e a.

Demonstracdo. Considerando os n + 1 ndmeros da forma a, aa, aaa, ..., aa...aaq, COMO 0S

n+1 algarismos

objetos e 0os n possiveis restos na divisdo por n como as gavetas, segue, pelo Principio das
Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois nUmeros terdo o mesmo resto na divisao por n.
Sendo estes numeros da forma r = ga...aaq € s = ga...aaaq,comp > g, entdor — s =
— —— p=q

p algarismos q algarismos
a...a0...00 é divisivel por n e sera composto apenas de algarismos zero e a.

O

A aplicagdo 10 demonstrada no capitulo anterior pode ser generalizada para um maior
numero de inteiros, onde os n + 1 produtos de suas diferencas sera divisivel por n. Podemos
fazer isso utilizando o produtério apresentado a seguir.

Aplicacao 22. Se qay, ay,..., a, S40 inteiros, mostre que o produto

I (¢ -a)

0<i<j<n

é divisivel por n.

Demonstracdo. Temos os inteiros ayg, a1,..., a,, (objetos) e sabemos que a divisdo por n pode
deixar os restos 0,1,...,n — 1 (gavetas). Assim, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, podemos
garantir que, pelo menos, dois inteiros a; e a; com ¢ < j terao 0 mesmo resto na divisao por n.
Logo, o produto que contém a; — a; € divisivel por n.

O

Aplicacao 23. Dada uma sequéncia de n inteiros, positivos ou negativos, ndo necessariamente
distintos, a soma dos termos de alguma subsequéncia de termos consecutivos é divisivel por n.
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Demonstracdo. Seja aq,as, ..., a, uma sequéncia de n inteiros, positivos ou negativos, nao
necessariamente distintos. Considere S; a soma dos termos da subsequéncia a4, as, . . ., a;,
onde:=1,2,...,n.

Se, para algum i, .S; é divisivel por n, a condigio sera satisfeita.

Agora, supomos que isso nao aconteca. Considerando as n somas como 0s objetos e
os 1,2,...,n — 1 restos na divisdo por n como as gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas
de Dirichlet, que, pelo menos, duas somas .S; deixardo o mesmo resto na divisdo por n.

Sejam essas somas S, e S;, com k > j. Assim, temos
Sk—=Sj=(am+--+aj+--+a)— (a1 4+ +a;) =a 41+ +a

que é a soma de uma subsequéncia de termos consecutivos da sequéncia original.
Como S, e S; deixam o mesmo resto na diviséo por n, entdo S, — .S; sera divisivel por

O

Aplicacéo 24. Mostre que se escolhermos n+ 1 nimeros do conjunto {1,2, ...,3n}, entdo dois
desses numeros, digamos x ey, sdo tais que xy + 1 ou 4xy + 1 é um quadrado perfeito.

Demonstracdo. Considere trés nimeros consecutivos da forma 3k — 2, 3k — 1, 3k. Vamos mos-
trar que quaisquer dois desses niumeros sao tais que xy + 1 ou 4xy + 1 é um quadrado perfeito.
Substituindo z = 3k —2ey = 3k — 1 em dxy + 1:

4(3k —2)(3k — 1) + 1 = 4(9k* — 9k + 2) + 1 = 36k — 36k + 9 = (6k — 3)%.
Substituindo z = 3k — 2 ey = 3k em xy + 1:
3k —2)3k +1 =9k —6k+ 1= (3k — 1)
Substituindo z = 3k — 1 ey = 3k em 4zy + 1:
4(3k —1)3k +1 = 12k(3k — 1) + 1 = 36k> — 12k + 1 = (6k — 1)

Agora considere os seguintes conjuntos com trés elementos A; = {1,2,3},
Ay ={4,5,6}, .., A, ={3n—2,3n — 1,3n}.
Considerando as n + 1 escolhas como os objetos e os n subconjuntos A; com
1 < ¢ < n, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois nimeros
escolhidos estardo no mesmo subconjunto A;.
Assim, sendo os numeros escolhidos x e y, zy + 1 ou 4xy + 1 € um quadrado perfeito.
O

Aplicacéo 25. Prove que de qualquer conjunto com 2"! — 1 ndmeros inteiros positivos sempre
€ possivel escolher 2™ elementos tais que a soma destes é divisivel por 2.
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Demonstracdo. Vamos provar utilizando indu¢cdo em n e o Principio das Gavetas de Dirichlet.

Paran = 1, temos que um conjunto com 2'1—1 = 22—1 = 3 ndmeros inteiros positivos
é possivel escolher 2! = 2 elementos cuja soma seja divisivel por 2, pois, de 3 nimeros inteiros,
sempre havera, pelo menos, 2 nimeros de mesma paridade, logo, a soma entre eles € par,
sendo assim, divisivel por 2.

Suponhamos que o resultado vale para algum £ > 1, ou seja, de qualquer conjunto com
2F+1 _ 1 nameros inteiros positivos sempre é possivel escolher 2* elementos tais que a soma
destes é divisivel por 2% e provaremos que vale para k + 1.

Tomemos um conjunto X com 2¥+1+1 — 1 nimeros inteiros. Pela hipétese de indugéo
podemos encontrar aq, as, ..., asx € X tais que
2k~

a; =2Facoma € Z
=1

J
Tomemos um conjunto Y = X — {ay, as, ..., ase } com 28F1+HL — 1 — 9% — 3. 9% — 1 nimeros
inteiros. Pela hipétese de indugdo podemos encontrar by, b, ..., by € Y C X tais que
2k
S bj=2bcombeZ
j=1
Tomemos um conjunto Z =Y — by, by, ...,box com 3-2F —1 —2F = 2.2~k 1 = ok+1 1
nameros inteiros. Pela hipétese de indugdo podemos encontrar cy, ¢s, ..., cor € Z C X tais que
2k
cj = 2kccomc € Z

j=1

Pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, pelo menos, dois dos trés inteiros a,b,c tém a
mesma paridade. Digamos, sem perda de generalidade, que a e b tém mesma paridade. Assim,
a+b=2mcomm € Z e ay,as, ..., Gor,by, by, ..., bor 580 2 - 28 = 281 inteiros do conjunto X
cujasoma éigualaa- 2" +b-2F = (a + b)2% = 2m - 28 = m . 21,
O

Aplicacdo 26. Mostre que, para algum inteiro k > 1, 3* termina com 0001.

Demonstragdo. Tome as poténcias 3, 32, 33, ..., 310901 reduzidas médulo 10000. Considerando
as 10001 poténcias como objetos e os 10000 elementos de Zy0o0 COMO gavetas, segue, pelo
Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, duas poténcias, digamos 3k e 3! serdo
3k =3l ¢ Z10000-
Podemos, sem perda de generalidade, supor que k& > [, logo F1l=Te Z10000-
Dessa maneira, 3"~ deixa resto 1 na divisdo por 10000, portanto termina com 0001.
O

Aplicacdo 27. Mostre que se 9 pontos sdo escolhidos do reticulado 7.3, entdo o segmento que
une dois desses pontos contém outro ponto do reticulado 73.
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Demonstracdo. Reduzindo os 9 pontos médulo 2, teremos 9 pontos em Zgy X Zg X Zy = Zg,
podemos considerar os 9 pontos como objetos e os 8 elementos de Z3 como as gavetas, entao,
segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que dois pontos, digamos A e B sao iguais em
73,

Assim, A+ B = 0 € Z3, o que significa que as coordenadas de A + B sao nimeros
pares, logo o ponto médio dos pontos Ae B é %(AJF B), cujas coordenadas séo inteiras. Entao
$(A + B) pertence a Z*. O

Para a préxima aplicacao, precisamos conhecer um pouco sobre os Numeros de Fibo-
nacci.

Os Numeros de Fibonacci sdo termos de uma sequéncia recursiva onde cada termo é
a soma dos dois termos anteriores, ou seja, a,12 = a,+1 + a, paran > 0, comag = 0 e
a; = 1. Assim, os primeiros numeros de Fibonacci sdao ag =0, a1 = 1,a0 = 1,a3 = 2,a4 = 3,
as = 9,a¢ = 8, a7y = 13.

A definicao dos Numeros de Fibonacci pode ser estendida para subindices inteiros nega-
tivos usando a formula a,, = a,12 —a,+1, Que nos permite incluir termos negativos a sequéncia.

Comoporexemploa_1 =1,a o =—1,a_3=2,a_4=—3,a_5 = 5.
Aplicacao 28. Mostre que existe um numero de Fibonacci que termina em 9999.

Demonstragdo. Podemos formar pares (ay, aj1) € reduzi-los médulo 10000. Considerando os
infinitos pares da forma (ay, ax+1) como os objetos, e os 10000 elementos de Zggp0 COMO as
gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que pelo menos, dois pares, digamos
(ak, ar11) € (ar, ai11) so tais que (@, ary1) = (@, @y1) € Zioooo X Zioooo-

Vamos provar, por indugcao completa em ¢, a seguinte afirmacéo:

Ajti = Qi4i € Zigooo para i > 0.

O caso base foi provado acima utilizando o Principio das Gavetas, isto é, para: = 0
temos que ax = a; € Zigo00 € parat = 1 temos que ari1 = a;11 € Zi0000-

Supomos que a afirmagao é valida para ¢ e « — 1. Mostremos que a afirmacéo é vélida
para i+ 1.

Pela recorréncia a,,1 o = a,11+a,, sabemos que axy;11 = ar1;+ap;_1. Pela hipotese

de indugdo ay; + axi;—1 = a;; + a;i—1. Que, por fim, é igual a ;11 1.
Para ¢ < 0, analogamente, teremos

(fti = Q—(—i) = Q—(—) = Gi4i € ZLioooo-

Portanto, ar.; = @;1; € Z10o0o Para todo i € Z.
Em particular, parai = —k — 2 onde @2 = @_3 = —1 € Zjgooo. Dessa maneira,
a;_k—_o termina com os digitos 9999.
O
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Aplicacao 29. Toda sequéncia ay, as, . . . ,Gmn+1 de mn+1 numeros reais distintos possui uma
subsequéncia crescente de, ao menos, m + 1 termos ou uma subsequéncia decrescente de, ao
menos, n + 1 termos.

Demonstracdo. Sejat; o nUmero de termos da subsequéncia crescente mais longa iniciada em
a;parai = 1,2,...,mn+ 1. Se t; > m + 1 para algum 7, a proposi¢ao € verdadeira.

Suponha que t; < m + 1 para: = 1,2,...,mn + 1. Assim, a maior subsequéncia
crescente iniciada em a;, com ¢ € {1,2,....mn + 1}, terd s € {1,2,...,m} termos. Conside-
rando as subsequéncias crescentes mais longas iniciadas em cada um dos termos da sequéncia
ai,as, . . . ,amne1 COMO 0OS Objetos e as s € {1,2,...,m} quantidades de termos como as gave-
tas, segue, pelo Teorema 3, que, pelo menos, n + 1 subsequéncias terdo a mesma quantidade
s de termos.

Chamamos os primeiros termos dessas subsequéncias como a;,, aj,, ..., a;,, , COM
J1 < J2 < ... < Jns1- Agora, considere dois numeros consecutivos ay, a1 para todo
k€ {j1,52,- -+ Jns1}- S€ ar < ar.1, entdo teriamos uma subsequéncia de s termos iniciada
em ay.1 € consequentemente, uma subsequéncia de s + 1 termos iniciada em a, que € uma
contradigdo. Assim, a; > aj41. LOgo, a;, > a;, > ... > a;,, formando uma subsequéncia
decrescente de n + 1 termos.

O

Um caso particular da aplicagéo anterior € quando m = n, que foi provado pela primeira
vez por Erdds-Szekeres em 1935. Esse teorema € frequentemente chamado de Teorema da
Subsequéncia.

Este caso foi estudado por outros matematicos da época. Um deles foi Martin Kruskal.
Veremos agora a demonstracao feita por ele em 1948.

Teorema 5. Toda sequéncia x, ..., T,»,, den? + 1 ndmeros reais distintos possui uma sub-

sequéncia crescente ou decrescente de n + 1 termos.

Demonstracdo. Para n = 1 temos uma sequéncia x1, x2. Se 1 < x5 entdo temos uma sub-
sequéncia crescente de dois elementos. Se x, < x; entdo temos uma subsequéncia decres-
cente de dois elementos.

Supomos que para algum n € N, toda sequéncia de n? + 1 nimeros reais distintos
possui uma subsequéncia crescente ou decrescente de n + 1 termos e mostremos que a pro-
priedade vale para n + 1. Para tanto, utilizaremos a equivaléncia contrapositiva.

Assumimos que o resultado nao é valido para n + 1 e mostraremos que nao é valido
para n.

Como o resultado é falso para n + 1, entdo, existe uma sequéncia

L1y -5 T(nt1)2+41
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que nao possui subsequéncia crescente ou decrescente com n + 2 termos.

Sejam
A={x;| ; <z, paratodo j > i} e B = {z;| x; > x; paratodo j > i}.

Afirmacdo 1: |[A| <n+1le|B| <n+1.

Demonstracao: Pela definicdo de A, A é uma sequéncia decrescente. Como a sequén-
cia original ndo possui uma subsequéncia de n + 2 termos, entdo |A| < n + 1. Para B é
analogo.

Afirmacdo 2: |AN B| = 1.

Demonstracéo: Note que x(,.1)241 € A N B. Agora supomos, por contradigdo, que
i<(n+1)P2+lex; € ANB.Sex; < Tiir)2i1, eNtao x; ¢ A e se x; > T(yy1)241, ENtAO
x; ¢ B. De qualquer maneira, € um absurdo. Logo, T(n41)241 € 0 Unico elemento em AN B.

Combinando as afirmagdes 1 e 2, temos que | AUB| < 2n+1. Ao remover os elementos
de A U B da sequéncia original, a quantidade de elementos que sobrardo na sequéncia é, pelo
menos,

n+1)?+1—-2n+1)=n*+2n+2-2n—-1=n*+1.

Afirmacao 3: A nova sequéncia ndo tem uma subsequéncia crescente ou decrescente
de n + 1 termos.

Demonstracao: Supomos, por contradicdo, que existe uma subsequéncia crescente
xy <...<ux., den+ 1termos.

Perceba que z;,,, estava na sequéncia original e ndo foi retirado. Assim, existe al-
gum elemento x;, com j > 1,4 tal que z; > ;.. Logo, temos a sequéncia crescente
T < ... <z, < x;den+ 2termos, o que &€ um absurdo, ja que a sequéncia original
nao possui uma subsequéncia crescente de n + 2 termos.

Dessa maneira, assumindo que o Teorema é falso para n + 1, obtemos que o Teorema
é falso para n.

O

Alguns teoremas importantes da aritmética podem ser provados utilizando o Principio
das Gavetas de Dirichlet, como feitos abaixo, seguidas de suas demonstracdes usuais.

Aplicacao 30 (Teorema de Bézout). Sejam a e b dois nimeros inteiros ndo nulos e d o maximo
divisor comum de a e b. Entdo existem dois numeros inteiros x e y tais que d = ax + by.

Demonstragdo. Dividindo a equagéo por d temos 1 = rz+syonder = e s = g. Encontrando
solugédo para esta equagdo, bastara multiplicar por d para encontrar a solugdo da equagao
original.

Tem-se que o méximo divisor comum entre de » e s € 1. Tomemos o conjunto

A = {r,2r,3r,...,sr}. Iremos mostrar que algum elemento do conjunto A tem resto 1 na
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divisdo por s. Vamos supor que nenhum elemento de A deixe resto 1 na divisdo por s. Con-
siderando os s elementos de A como os objetos e 0s 0,2, 3, ..., s — 1 possiveis restos como
gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois elementos de
A, terao mesmo resto na divisdo por s. Tomando Ir e kr como esses elementos, onde [ > k,
entdo Ir — kr = (I — k)r é divisivel por s. Como r e s sdo primos entre si, s ndo é divisor de r,
entdo s divide [ — k, o que é uma contradicdo, ja que 0 < [ — k < s. Assim, existe um elemento
em A que deixa resto 1 na divisdo por s.
Tomando esse elemento como um rz, podemos escrevé-lo como rx = sy + 1, para
algum inteiro y. Portanto, existem x e y inteiros tais que rz + s(—y) = 1.
0

Teorema 6 (Teorema de Bézout - demonstracao usual). Sejam a e b dois numeros inteiros nao

nulos, entdo existem dois numeros inteiros x e y tais que mdc(a,b) = ax + by.

Demonstragdo. Considere o conjunto S de todas as combinagdes lineares positivas de a e b:
S = {au + bvlau + bv > 0;u,w € Z}.

Primeiramente, podemos verificar que S nao é vazio, pois, se a # 0, entdo |a| = au+0-b
estd em S, bastando tomar © = =+1. Pelo Principio da Boa Ordem, S deve conter um menor
elemento d = ax + by. Vamos mostrar que d = mdc(a,b).

Pelo Algoritmo de Divisdo Euclidiana, podemos obter ¢ e r tais que a = gd + r com
0 < r < d. Entao r pode ser escrito como

r=a—qd=a—qaxr+by) = a(l — qx) + b(—qy).

Se 0 < r entdo r € S, 0 que seria uma contradicdo, ja que » < d e d é o menor elemento de
S. Logo, r = 0, portanto d|a.
Analogamente, d|b.
Pela Proposigéo 3, tomando ¢ um inteiro positivo que divide a e b, entdo c|az + by ou
c|d. Portanto d é o maior divisor comum de a € b.
O

Aplicacao 31 (Teorema Chinés do Resto). Se m e n sdo primos entre sie 0 < a < m e
0 < b < n, entdo existe um inteiro x talque vt = a mod m ex =b mod n.

Demonstragdo. Tomando os inteiros a,a +m,a + 2m, ..., a+ (n — 1)m, é facil perceber que
terao resto a na divisdo por m. Basta mostrar que um desses inteiros tera resto b na divisao por
n.

Suponha, por contradigdo, que nenhum dos inteiros a, a +m,a+2m, ..., a+ (n—1)m
tenha resto b na divisdo por n. Sejam os restos 7o = a mod n,ry = a +m mod n,ry =
a+2m modn...,r,_1 =a+ (n—1)m mod n.Considerando os n restos 7o, 71, ..., n_1
como objetos e os n — 1 possiveis restos 0,1,2,...,b—1,b+ 1,...,n — 1 na divisdo por n
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como gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois r; serdo
iguais.

Sendo estes r; e r; com j > i, temos a+1m = gin-+r e a+ jm = gn+r para alguns
inteiros q; € qo.

a+jm—(a+im)=gn—+r—(gn+r)
(J —1)m = (g2 — q1)n.
Como m e n s&o primos entre si, segue que n divide (j — i), 0 que é um absurdo, ja
que j e i sdo numeros distintos de {0,1,2,...,n — 1}, entdo 0 < j — i < n, logo, j — i ndo é
divisivel por n.
Dessa maneira, algum dos inteiros a, a + m,a +2m, ...,a+ (n — 1)m deixa resto b na
divisdo por n. Logo, existe um inteiro que deixa resto a na divisao por m e resto b na divisdo por

n,ouseja,r =a mod mex =0>b mod n.
O

Teorema 7 (Teorema Chinés do Resto - Demonstracao usual). Seja mdc(m;, m;) = 1 sempre
quei # j.
Entao o sistema

r=a; modmy

T =ay mod my

r =a, modm,
possui uma unica solugdo médulo M = mim, ... m,. As solugbes sdo
r = Myyrar + Mayaas + ... + Myyra, +tM,

M
ondet € 7, M; = — evy; é asolucdode M;Y =1 mod m; parai=1,...,r.
m.

)

Demonstragdo. Vamos mostrar que x é uma solugédo do sistema. De fato, como m;|M; se i # j
e M;y; =1 mod m; temos

xr = Myyia; + Msysas + ... + Myy.a, +tM = M;y;a; mod m;

My;a; = a; mod m;.
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Dessa maneira, = é solucao do sistema.

Se 2’ é outra solugéo para o sistema, entao
r=12" mod m;, paratodoi, comi=1,..., 7.

Como mdc(m;,m;) = 1 parai # j, segue-se que mmc(my,mo, ..., M) = MMg - - M, =
M, ver (HEFEZ, 2016). Portanto, z = 2’ mod M.
O

Aplicagao 32 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um ndmero primo e suponha que p 1t a.
Entdoa’ ' =1 mod p.

Demonstracdo. Considere os primeiros p — 1 mdltiplos positivos de a

a,2a,3a,...,(p—1a.

Afirmagao: Os nimeros a, 2a, 3a, . . ., (p— 1)a s&o congruentes, médulo p, a todos os nimeros
1,2,...,p—1em alguma ordem.

Demonstracao da afirmacao: Suponha, por contradicdo, que um dos numeros 1, 2,

.., p— 1, digamos i, ndo é igual a nenhum a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a mddulo p.

Logo, considerando a, 2a, 3a, . .., (p — 1)a os primeiros p — 1 multiplos de a como os
objetoseosp —2numeros 1,...,2 — 1,7+ 1,...,p — 1 como gavetas, segue, pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois multiplos a, 2a, 3a, . .., (p — 1)a serdo iguais a
umdos numeros 1,...,2— 1,2+ 1,...,p — 1, médulo p.

Assim, existem ka e la com k,l = 1,2,...,p — 1 que sdo iguais a um mesmo valor de

1,...,i—1,i4+1,...,p— 1, médulo p, isto é, ka = la mod p. Logo, pela Proposigcdo 7 segue
que k =1 mod p. O que é um absurdo, jaque 1 < k # [ < p. E isso prova a afirmacao.

Agora que sabemos que a, 2a, 3a, . .., (p — 1)a s&o, de fato, congruentesa 1, 2, 3, - - -,
p — 1 médulo p, temos que

a-2a-3a---(p—1a=1-2-3---(p—1) mod p,
que é 0 mesmo que
1-2:3---(p—1a*'=1-2-3---(p—1) mod p.

De novo, pela Proposicao 7, cada j entre 1 e p — 1 tem um inverso multiplicativo médulo
p. Portanto, a?~! =1 mod p.
O

Para demonstrarmos o Pequeno Teorema de Fermat sem utilizar o Principio das Gavetas
de Dirichlet, precisaremos do seguinte lema.

Lema 1. Se p é um numero primo, 0s numeros (’;) onde 0 < 1 < p, sdo todos divisiveis por p.
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Demonstracdo. Parai =1

p\__p _p=-1"_
(1> R N S

é divisivel por p.
Paral <i<p

(p) _ =) (p=-2)-(p-3)...(p-it])

i) illp—i) il

Dessa maneira, temos que illp- (p— 1) - (p —2) - (p—3)...(p — i + 1) e como
mdc(il,p) = 1,entaodl|(p—1)-(p—2)- (p—3)...(p —i+1).
Logo, p(%).

Agora, podemos seguir para o Teorema.

Teorema 8 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejap um nimero primo e suponha que p 1 a. Entéo

a’~' =1 mod p.

Demonstracdo. Parap = 2

a*—a=(a—1)a.

Como o produto de dois nimeros consecutivos ¢ par, entdo 2|a* — a.
Supomos que p é impar. Primeiro, vamos mostrar para a > 0.

P(a) : pla? — a paratodo a > 0.

0 —-0=0.

Como p

0, temos que P(0) é valida.

Agora, vamos supor que P(a) é verdadeira para algum a € N e vamos mostrar que
P(a+ 1) é valida.

Utilizando o bindmio de Newton, temos a igualdade

(a+1)p—(a+1)=a1’+(}1)>ap1+<]29>ap2+~~+ (pp >a+1—a—1

=a’ —a+ <11)>a”_1+ (g)ap_2+---+ (pfl)a

Pela hipotese de Indugéo, p|a” — a. Pelo Lema anterior, p|(*) para todo 0 < i < p.

p p—1 p p—2 L p
p|<1>a +(2)a + +(p_1)a.

Dessa maneira,
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Portanto, p|(a + 1)? — (a + 1).

Pelo Principio da Indugdo temos que p|a? — a para todo a > 0.

Agora, suponhaque a € Ze a < 0.

Dessa maneira, —a é positivo. Entédo, temos que p|(—a)? — (—a). Ou seja, existe um k
inteiro tal que pk = (—a)? — (—a). Mas como p é impar, (—a)? serd sempre negativo. Logo

pk = (—a)’ — (—a) = —a’ +a=—(a’ —a) = p(—k) = d’ —a.

Assim, p|a? — a para todo a € Z. Logo, a’? = a mod p. Pela Proposi¢éo 7, a?~! = 1
mod p.
O

5.2 Aplicacoes avancadas que envolvem Analise

Aplicacao 33. Seja a« um numero real qualquer e N um inteiro positivo. Dentre os nimeros
a,2a, ..., (N + 1)« existe um tal que sua diferenga com certo nimero inteiro é menora 1/N.

Demonstrag&o. Considere os nimeros a; = ia — |ia| onde i € {1,2,..., N + 1}. Assim, 0 <
a; < 1. Sejam os intervalos I; = [%, %) parai=1,2,--- N, temos que Uij\il I; =1]0,1).

Considerando os N + 1 nimeros a; como os objetos e os NV intervalos I; em Uf\il I;
como as gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois a;
estardo no mesmo intervalo I;.

Sejam os numeros a;, e a; onde ay, a; € I; paraalgum 1 < j < V. Sabendo que /; tem
1
comprimento N segue que |a; — ay| < —.

N
Assim,

o — ai| = i — 1] — (ke — [ka))| = |( — K)o — (Lia] — [ka))] <
ondel —k € {1,2,.... N} e |la] — |ka] é inteiro.
0l

Proposicao 8. Um numero real « € irracional se, e somente se, existem duas sequéncias de
numeros inteiros p1, pa, ... € q1, qa, ... tais que

lim ¢, — p, =0 e g, — p, # 0 paratodon > 1.
n—o0

Demonstragdo. (=) Seja o um nimero irracional. Para cada inteiro positivo n, pela aplicagéo
anterior, existem inteiros p,, € ¢, com 1 < ¢, < n tais que |¢g,a — p,| < % Pela definicao de
limite, segue que lim ¢,a — p, = 0 e como « é irracional e p,, e ¢, séo inteiros, ¢, — p,, # 0
para todon > 1. T

(<) Supomos que nh_}rglo o —pp, = 0 e g,a—p,, # 0 paratodo n > 1. Agora, suponha,

. . a
por absurdo, que « é racional, entdo o« = 7 coma,b € Zeb>1. Temos
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qn@ — pnb
b

Mas isso contradiz o fato de que lim ¢,a — p, = 0.
n—oo

|Qna_pn| - Z %

O
Corolario 3. Se o é um numero irracional e n é um inteiro positivo, entdo existe um nimero
1
racional £ talquel < g <ne|la— b < —.
I q| — ngq
Demonstragdo. Basta considerar g =1 — ke p = |la| — |ka| na Aplicagéo 33. O

Note que o que foi feito acima mostra que o conjunto (Q dos nimeros racionais é denso
no conjunto dos nimeros reais, isso significa que, dado qualquer niumero real x, existe, um
namero racional tdo proximo de x quanto se queira.

Podemos mostrar que v/2 é irracional utilizando a demonstragdo por absurdo, comu-
mente usada em aritmética, como veremos a seguir.

Demonstragcdo. Suponha que V2 é racional, ou seja, V2 = § com p e g primos entre si.

Elevando os dois lados da equacao ao quadrado, segue

Assim, temos que p? é par, logo p é par.
Entéo, existe k tal que p = 2k. Logo, 4k* = (2k)? = 2¢>. De onde, ¢* é par, logo, ¢ é
par. O que € uma contradicao, ja que p e ¢ sdo primos entre si.
Portanto, v/2 é irracional.
O

Porém, podemos fazer uso da Proposicao 8 e demonstrar a irracionalidade de V2 da
seguinte forma:

Demonstragdo. Seja n inteiro positivo e como \/§2 = 2 segue, pelo binbmio de Newton, que
(V2 = 1)" = ¢,v/2 — p, com p,,q,, inteiros.
Como |v/2 — 1] < 1, segue que, lim V2 —p,= lim (V2-1)"=0.
n—-—+0oo

n—-+4o0o
Além disso, como (v/2 — 1) # 0, entdo ¢,v2 — p, = (V2 — 1)" # 0.
Portanto, /2 é irracional. ]
+oo 1
Aplicacéo 34. Prove quee = ) il € um numero irracional.
k=0 K

Demonstragdo. Iremos encontrar duas sequéncias de numeros inteiros ¢, e p, tais que
lim ¢,e — p, = 0e g,e — p, # 0 paratodon > 1.
n—oo
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no1
Sejam g, =nlep, =n! > o Entao

k=0 Tv:
“+00 n “+oo
1 1 n!
e —pa=nl) -l g ik
k=0 k=0 k=n+1
que é positivo para todo n > 1.
Além disso, para k > n + 1 temos que
I 1 1
K keo-(n+1)nl
Como podemos observarque k - ... - (n+ 1) > (n + 1)*~", chegamos a desigualdade
—_——
k-n
I 1 1 < 1 1
K k-(k—1)-...-(n+1)n! = nl(n+1)kmn
Dessa maneira, segue que
+o0o +oo +00
n! 1 1 1 1
e —Pn= D 75 < o =) e =
k=n+1 k! k=n+1 nl(n+1) m=1 (n+1) n

Logo, lim ¢,e — p, = 0, portanto e & irracional.
n—oo

5.3 Aplicacoes avancadas que envolvem Trigonometria

Aplicacao 35. Dados cinco numeros reais arbitrarios distintos, mostre que existem dois deles,

digamos = e y, tais que 0 < i <1.
1+ a2y
l’ —
Demonstragdo. Note que, g i lembra a seguinte férmula trigonométrica
Y
tga —tgb
tg(a —b) = 2L~ BD
1+tgatgh

Sejam x1, T9, T3, T4, T5 0S CINCO NUMErOS reais.

Como a fungao tangente é uma bijecao entre o intervalo (—%,g) e R, para cada z; existe
um a; € (—3,5) tal que tg a; = ;.

Considerando os cinco nimeros reais a1, as, as, a4, s COMO objetos e os 4 subintervalos
de comprimento 7 do intervalo (—g,g) como gavetas, segue, pelo Principio das Gavetas de
Dirichlet, que, pelo menos, dois nimeros estardo no mesmo subintervalo, assim 0 < a; — a; <

INE
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Como a tangente é crescente no intervalo (—g,g), € possivel aplicar a tangente na

relagao 0 < a; —a; < 7.

tgai —tgaj Zj

™ Tr; —
te0 <tgla; —a;)) <tg-=20< ——= = <1 =0 —<
&Y= g( ])_ g4 — 1+tgaitga; — T 14wy T

5.4 Aplicacdes avancadas que envolvem Algebra Linear

Aplicacao 36. Sejam A e B matrizes 2 x 2 com entradas inteiras tais que A, A + B,
A+2B, A+ 3B e A+ 4B sdo matrizes invertiveis cujas inversas tém entradas inteiras. Mostre
que a matriz A + 5B é invertivel e que sua inversa tem entradas inteiras.

Demonstracdo. Lembre-se que uma matriz A é inversivel, se e somente se, seu determinante é

diferente de zero. Além disso, o determinante de uma matriz com entradas inteiras, sera inteiro.

1
Entao, por hipétese, det(A),det(A™!) = Tot(d) € 7Z, 0 que s6 é possivel se det(A™!) =
1 1
der(Aa—) ~ Lovdet) = 55
Sejam
b1 b
A— ann a2 e B-— 11 012
o1 Q92 b21 b22

onde a;;,b;; € Z parai,j € {1,2}. Logo,

A n 0B — ap + Oébll a1 + Oéblg

ag1 + abayy  agg + abag

com « um ndmero inteiro.

Dessa maneira,

det(A+ aB) = ((a11 + abi1) - (ag2 + abaz)) — ((a12 + abiz) - (a1 + absy))
= a11a22 + ar1abas + azabiy + a’byibas
— (a12a21 + a120by; + Az iz + ’bizbsy)
= a11G22 — @121 + (a11b22 + agpabiy — a12b2 — a1b12)
+ a2(b11522 — biabo1)

= a4+ ah + a®b,
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onde a = det(A),b = det(B) e h = aj1bag + azeaby; — ajaba; — a1 byo.

Assim, temos que det(A + aB) é um polinémio de grau 2. Por hipétese, det(A+aB) €
{—1,1} para « € {0,1,2,3,4}.

Considerando os objetos como {0,1,2,3,4} e as gavetas como {—1,1}, segue, pelo
Teorema 3, que, pelo menos, 3 matrizes A-+a B terdo o mesmo determinante a-+ah+a?b. Mas
isso s6 é possivel se h = b = 0, ja que o polindmio de grau 2 ndo admite resultado igual para
trés valores distintos. Portanto, para todo a temos que det(A + aB) = a = det(A) € {—1,1}.
Em particular, é véalido para o« = 5.

O

5.5 Aplicacoes avancadas que envolvem Analise Combinatoria

Aplicacao 37. Em uma reunido, ha 6 pessoas. Mostre que, necessariamente, existem 3 pes-

soas que se conhecem mutuamente ou 3 pessoas que ndo se conhecem mutuamente.

Demonstracdo. Primeiramente, admitimos que, se a conhece b, b conhece a.

Para melhor visualizarmos o problema, podemos entender cada pessoa como o vértice
de um hexagono. Vamos ligar cada um dos pontos por um segmento continuo, caso as pessoas
se conhegam ou por um segmento pontilhado, caso as pessoas nao se conhegam. Como visto
na Figura 7 seguir:

Figura 7 — Seis pessoas que se conhecem ou nao se conhecem

Fonte: Autoria Prépria.
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Para que trés pessoas se conhecam mutuamente ou ndo se conhecam mutuamente, é
necessario que se forme um triangulo, composto somente por segmentos continuos ou somente
por segmentos pontilhados. Como mostra a Figura 8 seguinte.

Figura 8 — Exemplo em que 3 pessoas se conhecem mutuamente

Fonte: Autoria Propria.

Vamos escolher um ponto P1 qualquer do hexagono. Desse ponto partirdo 5 segmentos.
Considerando estes 5 segmentos como os objetos e os dois tipos (continuo ou pontilhado) como
as gavetas, segue, pelo Teorema 3 que, pelo menos, 3 segmentos serdo do mesmo tipo. A
Figura 9 mostra trés segmentos do mesmo tipo, no caso, pontilhados.

Figura 9 — Exemplo em que uma pessoa nao conhece trés pessoas

- .‘
- ‘,.
: .
: :
H 0
; :
: .
: .
: :
: ; P2
. -
: :
L : : @
- - -
- -
- -
: :
- - -
- - . .
- - ‘-°
" .
:
HAI
¢ °

Fonte: Autoria Prépria.
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Estudemos somente esses 3 segmentos. Indiguemos por P2, P3 e P4 os vértices li-

gados a P1 por segmentos pontilhados. Se algum dos segmentos P2P3, P2P4 ou P3P4 é
pontilhado, entdo obteremos um tridngulo pontilhado. Assim, teremos trés pessoas que nao se

conhecem mutuamente, como mostra a Figura 10.

Figura 10 — Exemplo de trés pessoas que nao se conhecem mutuamente

P4 P3
. ]

' °
P1

Fonte: Autoria Propria.

Caso isso nao aconteca, temos que os segmentos P2P3, P2P4 e P3P4 formardo um
triangulo de segmentos continuos. Assim, teremos trés pessoas que se conhecem mutuamente,

como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Exemplo de trés pessoas que se conhecem mutuamente
P4 P3

¢ °
P1

Fonte: Autoria Propria.
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O

Esta aplicagdo é um caso particular do Teorema de Ramsey, que diz que dado qualquer
inteiro k£ > 3, existe um inteiro R(k) tal que, em uma reunido de R(k) pessoas, sempre existem
k pessoas que se conhecem mutuamente ou k pessoas que ndo se conhecem mutuamente.

Este teorema geralmente é demonstrado utilizando teoria de grafos.

5.6 Aplicacoes Avancadas que envolvem funcoes

Antes de partirmos para a aplicacdo que aborda o contetdo de fungdes, sera necessario
provar o seguinte resultado.
Proposicdo 9. Sejama,b € Z en € N. Temos que a — bla™ — b".

Demonstracdo. Vamos provar utilizando inducao em n.
Paran = 1 temos que a — b divide a' — b' = a — b.
Agora, supomos que a — bla™ — b" para algum n € N e provemos que a — b|a™ " — b1,

a™tt — " = a"a — Vb = a"a — ba" + ba™ — b"b = (a — b)a" + (a™ — b™)b.

Como a — bla — b e, pela hipétese de indugao, a — bla™ — b", concluimos que a — bla" ™! — ™+,
Pelo Principio da Indugao, temos que a — bla™ — b™ para todo n € N.
O

Aplicagao 38. Suponha que f(x) é uma fungdo polinomial de coeficientes inteiros. Se f(x) = 2
para trés inteiros diferentes a, b e c, prove que, ndo existe inteiro d tal que f(d) = 3.

Demonstragédo. Seja f(r) = ¢, 2" + ¢ 12"t + -+ + 1 + o, COM Cp, Cp_1, -+ + , €1, Co € Z.
Assim, temos f(p) — f(q) como

f0) = F@) = cap" + cacap™ '+ ap+co— (g + card" T+ + g + o)
=cap—q)" +enalp—q)" "+ Falp—q).
Como (p — q)|(p* — ¢*) paratodo k > 0, entéo (p — ¢)| f(p) — f(a)-
Agora, supomos, por contradi¢cdo, que existe um inteiro d tal que f(d) = 3. Dessa

maneira, teremos que

d—a)3—2=1, (d-b)|3—-2=1e (d—c)|3—-2=1.



48

Portanto, trés nimeros distintos, dividem 1. Mas sabemos que os divisores de 1 sdo apena 1 e
—1. Considerando d — a, d — b e d — ¢ como o0s objetos e os divisores 1 e —1 como as gavetas,
segue, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, que, pelo menos, dois nimeros d — a, d — b e
d — c serao iguais. Se, por exemplo, d — a = d — b entdo teremos a = b, 0 que € um absurdo.
Isso acontece, de maneira analoga, para os outros casos.
Logo, se f(x) = 2 para trés inteiros diferentes a,b e ¢, ndo existe inteiro d tal que
f(d) =3.
O

Assim, concluimos este trabalho mostrando as varias aplicagcdes do Principio das Gave-
tas de Dirichlet, desde resolugdes de problemas simples a provas de teoremas mais avangados,
ressaltando a beleza desta ferramenta.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos a relevancia do Principio das Gavetas de Dirichlet nas
abordagens de suas aplicacées em diversos areas da matematica. Desta maneira, foi possivel
entender o Principio das Gavetas de Dirichlet como uma poderosa ferramenta, capaz de facilitar
a resolucao de problemas de existéncia, como foi evidenciado no trabalho, na demonstragao de
teoremas classicos de aritmética e resultados de andlise, entre outros.

Acreditamos que o Principio das Gavetas de Dirichlet pode ser introduzido no Ensino
basico com assuntos simples de aritmética e geometria. Também poderia ser mais explorado
nos cursos de Licenciatura em Matematica.

Por fim, esperamos que este trabalho sirva de apoio aos estudantes na procura de um
melhor entendimento do Principio das Gavetas de Dirichlet.
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