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SANTOS, Tais Mara dos. Uma anélise das agdoes do professor que apoiam o raciocinio
matematico na disciplina Equac¢des Diferenciais Ordinarias em cursos de Engenharia.
2025. 134f. Dissertagdo (Mestrado em Ensino de Matematica) — Universidade Tecnologica
Federal do Parana, Londrina, 2025.

RESUMO

Este trabalho tem por objetivo identificar e discutir as acdes do professor que apoiam o
raciocinio matematico dos estudantes durante a realizacdo de uma tarefa exploratéria em uma
turma de Engenharia na disciplina de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO). A pesquisa ¢
de natureza qualitativa e os dados foram produzidos em um ambiente natural de sala de aula da
disciplina de EDO, cujo professor da turma ¢ o orientador desta pesquisa. A disciplina foi
ofertada conjuntamente para dois cursos de Engenharia da Universidade Tecnoldgica Federal
do Parand (UTFPR) campus Londrina, os cursos de Engenharia Quimica e Engenharia
Ambiental. Durante as aulas, o professor trabalhou com uma tarefa exploratéria que envolveu
o topico EDO de primeira ordem e o modelo matematico abordado foi a Lei do resfriamento de
Newton. A tarefa matematica em questao envolveu a realizacdo de medi¢des de temperatura da
agua, a elaboracao de um modelo matematico utilizando uma EDO e a analise do modelo. Para
o registro de dados, foram utilizados gravadores de audio e a produgdo escrita dos estudantes.
A partir da transcricdo dos didlogos capturados pelos gravadores, os dados foram analisados
considerando categorias de acdes do professor definidas a priori, a saber: convidar,
guiar/apoiar, informar/sugerir e desafiar. As andlises das interacdes em sala de aula ao longo
dos trés dias do desenvolvimento da tarefa revelaram que as agdes do professor apoiaram o
raciocinio matematico dos estudantes, levando-os a formular conjecturas, justificar e validar
suas respostas, ¢, em determinadas situagdes, o professor os desafiou a buscar generalizagoes.
As conclusdes indicam que a tarefa proposta e desenvolvida em sala de aula engajou os
estudantes em diversas atividades — como a coleta de dados sobre a temperatura da dgua, a
elaboragdo de um modelo matematico e a exploracdo no software GeoGebra —, sempre
mediadas pelas a¢des do professor. Apesar de a maioria das intengdes do professor tenha sido
positiva, observou-se que, em alguns momentos o professor acabou direcionamento o
pensamento dos estudantes, indicando o caminho a ser seguido. Essa pratica, embora
compreensivel, pode ter limitado a autonomia dos estudantes e reduzido o nivel de desafio
cognitivo da tarefa matematica ema algumas situagdes. No entanto, ¢ importante destacar que
o professor buscou encontrar um equilibrio entre o apoio necessario com a promog¢do da
autonomia dos estudantes. Ao final da pesquisa, foi elaborado um produto educacional que
consiste em um material pedagogico destinado a professores que ensinam EDO no Ensino
Superior que desejam compreender que agdes podem apoiar o raciocinio matematico dos
estudantes.

Palavras-chave: A¢des do Professor. Equacdes Diferenciais Ordindrias. Tarefas Exploratoérias.
Raciocinio Matematico. Lei do Resfriamento de Newton.
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reasoning in the discipline Ordinary Differential Equations in engineering courses. 2025.
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ABSTRACT

This work aims to identify and discuss the teacher's actions that support students' mathematical
reasoning during the performance of an exploratory task in an Engineering class in the
discipline of Ordinary Differential Equations (ODE). The research is qualitative, and the data
were produced in a natural classroom environment of the ODE discipline, whose teacher of the
class is the research advisor. The discipline was offered jointly to two engineering courses at
the Federal Technological University of Parand (UTFPR) Londrina campus, the Chemical
Engineering and Environmental Engineering courses. During the classes, the teacher worked
on an exploratory task involving first-order ODE, and the mathematical model addressed was
Newton's Law of Cooling. The mathematical task involved taking water temperature
measurements, developing a mathematical model using an ODE, and analyzing the model.
Audio recorders and the students' written production were used for data recording. Based on
the transcription of the dialogues captured by the recorders, the data were analyzed considering
categories of teacher actions defined a priori: inviting, guiding/supporting,
informing/suggesting, and challenging. The analyses of the interactions in the classroom over
the three days of the task development revealed that the teacher's actions supported the students'
mathematical reasoning, leading them to formulate conjectures, justify and validate their
answers, and the teacher challenged them to seek generalizations. The conclusions indicate that
the task proposed and developed in the classroom engaged the students in several activities —
such as collecting data on water temperature, developing a mathematical model, and exploring
in the GeoGebra software —, always mediated by the teacher's actions. Although most of the
teachers’ intentions were positive, it was observed that the teacher directed the students'
thinking, indicating the path to be followed. This practice, although understandable, may have
limited the students' autonomy and reduced the level of cognitive challenge of the mathematical
task in some situations. However, it is important to highlight that the teacher sought to balance
the necessary support and promote student autonomy. At the end of the research, an educational
product was developed consisting of pedagogical material intended for teachers who teach ODE
in Higher Education who wish to understand what actions can support students' mathematical
reasoning.

Keywords: Teacher's Actions. Ordinary Differential Equations. Exploratory Tasks.
Mathematical Reasoning. Newton's Law of Cooling.
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1 INTRODUCAO

Inicio esta introdugao descrevendo, brevemente, minha trajetdria profissional enquanto
professora e apresentando como ela se conecta com a pesquisa realizada. Eu iniciei o curso de
Licenciatura em Matematica na Universidade Tecnologica Federal do Parana (UTFPR) campus
Cornélio Procopio no primeiro semestre de 2013 e conclui no primeiro semestre de 2017.

Em 2018, no inicio do ano, decidi me mudar para Florianopolis-SC, pois fui aprovada
no mestrado da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC). Permaneci em Florianopolis
até julho do mesmo ano, quando acabei desistindo do curso e retornei ao Parana.

No final de outubro de 2018, comecei a trabalhar como professora da Educacio Bésica,
fui admitida por dois meses, por meio de um Contrato em Regime Especial (CRES -
Temporario) pela Secretaria Estadual de Educacdo do Parana (SEED) na Escola Estadual
Professor Aides Nunes da Silva, que fica localizada na cidade de Congonhinhas-PR.

Desde que me formei, percebia o quao desafiador era conseguir aulas (como professora
temporaria) no estado do Parand. Sem a necessidade de provas € com o processo seletivo
baseado apenas em curriculo e experiéncia profissional, os recém-formados, incluindo eu,
enfrentavam dificuldades para conseguir aulas e, quando obtinham, geralmente eram
substitui¢des de curto prazo, como ocorreu comigo em 2018. Contudo, durante minha estadia
em Florianopolis, pude notar uma realidade distinta. L4, as oportunidades eram maiores devido
a selecdo por meio de exame, especialmente na area de Matematica. Com mais chances de obter
aulas, decidi participar do processo seletivo e, apds ser aprovada, optei por voltar a morar em
Florianodpolis.

No inicio de 2019, fui admitida pela Prefeitura Municipal de Floriandpolis em Carater
Temporario (ACT) e comecei a trabalhar como professora na Escola Basica Municipal Mancio
Costa. Nos anos de 2020 e 2021 continuei trabalhando no mesmo local, porém, com um desafio
novo, pois, a escola foi reestruturada como Escola do Futuro.! Além desse desafio, ainda houve
uma pandemia e as aulas comecaram a ser realizadas de forma remota (virtual), tornando assim
um desafio ainda maior para os processos de ensino e de aprendizagem.

No inicio de 2021, eu fiz, como participante externo, a disciplina “Conhecimento

Matematico do Professor” no curso de Mestrado Profissional do Programa de Pos-Graduacao

! Sdo escolas de ensino basico que contam com educagdo em tempo integral e ampliagdo de jornada. Contempla o
ensino de multiplas linguagens, como Portugués, Inglés, Lingua Brasileira de Sinais (Libras) e Letramento Digital.
Este ultimo item refere-se a modos de ler, escrever e interpretar informagdes, c6digos e sinais verbais e ndo verbais
com o uso de dispositivos digitais (Prefeitura Municipal de Floriandpolis, 2020).
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em Ensino de Matemadtica (PPGMAT) multicampi Cornélio Procopio e Londrina. Naquela
época, as aulas do Mestrado estavam sendo realizadas no formato remoto devido a pandemia,
0 que permitiu minha participagdo, uma vez que estava vivendo em outro estado. Apds essa
experiéncia, posso afirmar que gostei tanto da disciplina quanto do Programa. Por conta disso,
decidi me inscrever no processo seletivo do PPGMAT para me tornar estudante regular e, para
a minha alegria, fui aprovada.

Voltei a morar no Parand em dezembro de 2021 para iniciar o curso de Mestrado no
inicio do ano seguinte. Optei por ndo assumir aulas em 2022 e me dedicar integralmente ao
Mestrado, periodo no qual realizaria todas as disciplinas necessarias.

Como eu ndo estava lecionando naquele ano de 2022, o professor Henrique, meu
orientador, perguntou-me se eu tinha interesse em desenvolver minha pesquisa em sua turma
da disciplina de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) ofertada aos cursos de Engenharia
Quimica e Engenharia Ambiental da UTFPR campus Londrina. A proposta do professor
Henrique era trabalhar com tarefas matematicas de uma maneira diferente daquela que ele vinha
fazendo até entdo em suas turmas de EDO. Mas, para isso, ele queria realizar uma investigacao
sobre essa sua nova pratica em sala de aula, pois, por meio dos processos sistematicos de
organizagdo e de producdo de conhecimento proprios de uma pesquisa cientifica, seria possivel
analisar e compreender com maior profundidade aspectos daquela sua nova experiéncia.

Ele me convidou para acompanhar suas aulas na disciplina de EDO no primeiro
semestre de 2022. Seria um momento apenas para observar as aulas, sem envolver qualquer
procedimento de pesquisa. Aceitei o convite, pois seria uma oportunidade para relembrar
conceitos de EDO, conhecer sua abordagem de ensino e tomar a decisdo de aceitar ou nao
realizar minha pesquisa de mestrado naquele contexto.

Apo6s acompanhar as aulas e aceitar a proposta de pesquisa, meu orientador e eu, juntos,
passamos” a definir os proximos passos da pesquisa, buscando compreender qual seria o foco e
a relevancia académica da investigagdo a ser desenvolvida no contexto de EDO para cursos de
Engenharia.

A Resolugdo CNE/CES n° 2 de 24 de abril 2019, que institui as Diretrizes Curriculares
Nacionais do Curso de Graduag¢ao em Engenharia (DCN de Engenharia), prevé que o curso de

graduacao em Engenharia deve proporcionar aos seus egressos, ao longo da formacao, algumas

2 A partir de agora, passo a escrever na primeira pessoa do plural, pois ndo se trata mais de minha trajetoria, trata-
se de uma construgdo coletiva que envolveu meu orientador e outras pessoas que influenciaram o
desenvolvimento da pesquisa, como os membros do grupo de estudos Matematica Escolar: praticas, pesquisas
e estudos (MEPPE) do qual fago parte.
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competéncias gerais, dentre elas destacamos a importancia de os engenheiros serem capazes de
“analisar e compreender os fenomenos fisicos € quimicos por meio de modelos simbdlicos,
fisicos e outros, verificados e validados por experimentagdo” (Brasil, 2019a, p. 2).

A matriz curricular de um curso de Engenharia ¢ composta por diversas disciplinas
matematicas que tém o potencial de permitir ao aluno a oportunidade de modelar fendmenos
fisicos e quimicos, uma delas ¢ a disciplina de EDO, j& que diversos desses modelos podem ser
escritos por meio de uma equagdo diferencial. Evidentemente, esse potencial so ira se efetivar
se tais disciplinas ndo forem pautadas pelas técnicas de resolugdes e a partir da mera reprodugao
modelos. A organizacgdo e conducao das disciplinas precisam promover um ambiente favoravel
para o trabalho com modelos desses fenomenos. A Resolugdo destaca ainda que os engenheiros
devem “ser capaz de modelar os fendmenos, os sistemas fisicos e quimicos, utilizando as
ferramentas matematicas, estatisticas, computacionais e de simulagdo, entre outras (Brasil,
2019a, p. 2, destaques nossos)”. Ou seja, essa modelagem deve ser desenvolvida utilizando
algumas ferramentas, dentre elas destacamos as computacionais € matemadticas, que podem ser
utilizadas de maneira conectada.

Levando esses aspectos em consideracao, decidimos iniciar nossa pesquisa de mestrado
buscando investigar e analisar por meio de uma revisdo da literatura, trabalhos (dissertagoes,
teses e artigos) que ja haviam sido publicadas sobre o ensino e a aprendizagem de EDO em
cursos de Engenharias no Brasil. Para localizar as dissertagdes e teses, utilizamos o Catalogo
de Teses e Dissertacdes da Coordenagdo de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior
(Capes)®, que é uma plataforma que permite o acesso a informagdes sobre teses e dissertagdes
defendidas em Programas de Pds-Graduacdo do pais. Para obter os artigos, consideramos os
periddicos Qualis Al e A2 da 4rea de Ensino (levando em consideragdo a classificagdo do
Quadriénio 2017-2020) e os artigos apresentados no Congresso Brasileiro de Educagdo em
Engenharia (COBENGE).

Mais detalhes sobre esta revisdo da literatura serdo apresentados no capitulo 2, mas, em
resumo, podemos destacar o fato de que todas as pesquisas encontradas no levantamento (nove
dissertacdes e teses e trés artigos) possuem uma parte pratica, isto €, todas elas desenvolveram
uma sequéncia de atividades em turmas (regulares ou nao) de Engenharia, mostrando uma
caracteristica intervencionista dessas investigacoes sobre EDO no Brasil, sendo a Modelagem

Matematica a abordagem de ensino mais utilizada nas pesquisas. Outra constatagdo foi que ¢

3 Link: https://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/. Acessado em 25 de abril de 2023.
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comum as pesquisas sobre o ensino de EDO fazerem uso de modelos matematicos tradicionais
(por exemplo, decaimento radioativo, crescimento populacional, Lei de Resfriamento de
Newton etc.) para diferentes cursos de Engenharia.

Percebemos que nenhuma pesquisa analisada no levantamento teve como foco as acdes
do professor que ensina EDO em cursos de Engenharia. As a¢des do professor sdo essenciais
para apoiar o raciocinio matematico dos estudantes e, para isso, “[...] as discussdes em sala de
aula devem concentrar-se tanto em ideias matematicas importantes quanto no desenvolvimento
de significados matematicos por meio de processos comunicativos” (Ellis; Ozgiir; Reiten, 2018
p. 2 apud Araman; Serrazina; Ponte, 2020, p. 445).

Segundo Araman, Serrazina e Ponte (2020), o professor desempenha um papel
fundamental na constru¢ao do conhecimento matematico, abrangendo desde a selegdo de tarefas
apropriadas até o incentivo a participagdo dos alunos. Boaler e Brodie (2004), em estudo sobre
a importancia, a natureza e o impacto das perguntas do professor, concluem que as perguntas
feitas pelos professores guiam os alunos no percurso matematico das aulas. Segundo os autores,
essas perguntas ensinam os alunos a fazerem perguntas importantes sobre seu proprio trabalho.
Por exemplo, quando os professores fazem mais questdes conceituais, os alunos comecam, eles
proprios, a fazerem questdes conceituais, indicando que as perguntas dos professores ajudam a
moldar o fluxo e a dire¢ao das aulas (Boaler; Brodie, 2004).

Ou seja, o professor desempenha um papel fundamental na sala de aula, desde o
planejamento da tarefa até a sua execucao, e sao as acdes do professor que irdo direcionar os
alunos para a promog¢do do raciocinio matematico. Considerando que, no levantamento
mencionado, ndo foi encontrada nenhuma pesquisa com foco as agdes do professor que ensina
EDO em cursos de Engenharia, consideramos essencial que pesquisas cientificas a esse respeito
sejam realizadas.

Levando esse aspecto em consideragdo, desenvolvemos esta pesquisa de Mestrado
Profissional em Ensino de Matemadtica que tem por objetivo identificar e discutir as agoes do
professor que apoiam o raciocinio matemadtico durante a realiza¢do de uma tarefa exploratoria
em uma turma de Engenharia da UTFPR -Londrina na disciplina de EDO.

Os dados da pesquisa foram produzidos nos dias 12, 17 e 19 de abril de 2023, em um
ambiente natural de sala de aula da disciplina de EDO, cujo professor da turma ¢ o orientador
desta pesquisa. A disciplina ¢ ofertada conjuntamente para dois cursos de Engenharia da
UTFPR campus Londrina, os cursos de Engenharia Quimica e Engenharia Ambiental. Durante

as aulas, o professor trabalhou com uma tarefa exploratoria que envolveu o tépico Equacdes
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Diferenciais Ordinarias de primeira ordem e o modelo matematico abordado foi a Lei do
resfriamento de Newton.

A tarefa matematica em questdo envolveu a realizagao de medicoes de temperatura da
agua, a elabora¢ao de um modelo matematico utilizando uma EDO e a analise do modelo. Para
o registro de dados, foram utilizados gravadores de dudio e a producao escrita dos estudantes.
Diélogos capturados pelos gravadores foram transcritos e analisados considerando as categorias
de acdes do professor definidas a priori (convidar, guiar/apoiar, informar/sugerir e desafiar)
segundo Araman, Serrazina e Ponte (2019).

Como se trata de um Mestrado Profissional, ha a exigéncia de elaboragdo de um Produto
Educacional como resultado da pesquisa. De acordo com o Documento da Area de Ensino da
Coordenagdao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), um Produto
Educacional pode, por ser um recurso que pode ser utilizado no processo se ensino e
aprendizagem, abrangendo desde sequéncia didaticas até recursos tecnologicos, como
aplicativos e jogos. “A dissertacdo/tese deve ser uma reflexdo sobre a elaboragdo e aplicagao
do produto educacional respaldado no referencial tedrico metodologico escolhido™ (Brasil,
20190, p. 15).

O Produto Educacional elaborado nesta pesquisa (Apéndice A) é um material
pedagogico destinado a professores que ensinam EDO no Ensino Superior. Foi produzida uma
proposta de ensino para EDO de primeira ordem, pautada na tarefa exploratéria planejada,
desenvolvida e analisada nesta pesquisa. Além de uma breve fundamentagao tedrica detalhando
as acgoes do professor que podem apoiar o raciocinio matematico (Araman; Serrazina; Ponte,
2019), o Produto Educacional contém uma tarefa junto com a proposta de sua aplicagdo,
incluindo os materiais necessarios, uma sugestao de procedimento e possiveis intervengdes.

Esta dissertacdo estd estruturada em seis capitulos. O primeiro capitulo apresenta uma
introducao concisa, delineando a trajetoria profissional da pesquisadora e contextualizando a
pesquisa. O segundo capitulo aborda Equagdes Diferenciais Ordinarias, dividindo-se em duas
secdes: primeiramente, ¢ feita uma revisdo da literatura e, em seguida, sdo apresentados
conceitos basicos de EDO, com base em Zill e Cullen (2008). No terceiro capitulo, encontra-se
o referencial tedrico da pesquisa, estruturado em trés segdes: a primeira explora tarefas
matematicas, seguindo a abordagem de Ponte (2005; 2014); a segunda concentra-se no ensino
exploratdrio e as agdes do professor (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013); e a terceira se¢ao
trata do raciocinio matematico e as agdes do professor (Araman; Serrazina; Ponte, 2019). No
quarto capitulo ¢ detalhada a metodologia utilizada, ou seja, todos os processos realizados

durante a pesquisa. No quinto capitulo descrevemos os trés dias de aula visando identificar as
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acoes do professor: Convidar, Guiar/Apoiar, Informar/Sugerir € Desafiar (Araman; Serrazina;
Ponte, 2019) e buscamos discutir as agdes do professor que apoiam o raciocinio matematico
dos estudantes. Por fim, no sexto capitulo serdo apresentadas as consideracdes finais deste

trabalho.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Apresentamos, inicialmente, uma revisdo da literatura visando identificar pesquisas
realizadas sobre o ensino e a aprendizagem de EDO em cursos de Engenharia que pudessem
contribuir com nosso trabalho e para conhecermos o que ja se tem publicado a respeito do tema.
Em seguida, descrevemos alguns conceitos basicos de EDO, com base em Zill e Cullen (2008),

que sao fundamentais para a pesquisa realizada.

2.1 REVISAO DA LITERATURA

Realizamos uma revisdo da literatura de trabalhos cientificos acerca do ensino e da
aprendizagem de EDO em cursos de Engenharia no Brasil, com a finalidade de conhecer e
analisar tais trabalhos. Segundo Brizola e Fantin (2016), a revisdo da literatura contribui para,
entre outras coisas, delimitar o problema da pesquisa, auxiliar na busca de novas linhas de
investigacdo para o problema que o pesquisador deseja investigar, identificar trabalhos ja
realizados e partir para outra abordagem e evitar que o pesquisador faca mais do mesmo.

Para Lima e Mioto (2007) ha uma distingdo entre os termos pesquisa bibliografica e
revisdo de literatura (ou revisdo bibliografica). Segundo as autoras, a revisdo de literatura “¢
apenas um pré-requisito para a realizag¢do de toda e qualquer pesquisa, ao passo que a pesquisa
bibliografica implica em um conjunto ordenado de procedimentos de busca por solugdes, atento
ao objeto de estudo, e que, por isso, nao pode ser aleatério” (p. 38).

Nesse sentido, a revisdo da literatura aqui realizada configura-se como uma “parte
integrante do trabalho” (Brizola; Fantin, 2016, p. 28), ndo como o foco central do trabalho, e
tem como finalidade reunir “ideias de diferentes autores sobre determinado tema, conseguidas
através de leituras, de pesquisas realizadas pelo pesquisado” (Brizola; Fantin, 2016, p. 27).
Apesar de realizamos a revisdo da literatura com procedimentos metodologicos bem
estabelecidos, ndo nos preocupamos com o rigor de uma pesquisa bibliografica (Lima; Mioto,
2007) ou com a abrangéncia na cobertura da literatura de uma pesquisa do tipo estado da arte
(Ferreira, 2002).

Esta revisao da literatura ocorreu em quatro etapas distintas. Na primeira etapa,
conforme descrito em Santos e Elias (2022), foram analisadas dissertagdes e teses. Os materiais
foram pesquisados em 22 de junho de 2022 no Catalogo de Teses e Dissertacdes da CAPES e
nao foi definido um recorte temporal. Na segunda etapa, descrita em Santos e Elias (2023),

foram incluidas anélises de artigos dos periddicos Qualis Al e A2 (levando em consideragdo a
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classificagdo do Quadriénio 2017-2020), com dados consultados em 25 de abril de 2023. A
terceira etapa, ¢ uma extensao da primeira, incluindo trabalhos adicionados ao banco de dados
até 26 de julho de 2024, seguindo os mesmos critérios da primeira etapa. Por fim, a quarta etapa,
que complementa a revisdo da literatura, investiga os artigos apresentados no Congresso
Brasileiro de Educacdo em Engenharia (COBENGE).

Para as dissertacdes e teses, a pesquisa foi realizada na base de dados do Catalogo de
Teses e Dissertagdes da CAPES. Como termo de pesquisa, foi utilizada, entre aspas, a palavra-
chave “equagdes diferenciais ordindrias”. Isso resultou na identificacdo de 480 trabalhos.

Posteriormente, foram aplicados filtros para refinar a busca, delimitando os trabalhos
encontrados de acordo com o nosso objetivo. Os filtros utilizados foram: 1) Grande area de
conhecimento: Multidisciplinar; ii) Area de conhecimento: Ensino e Ensino de Ciéncias e
Matematica. Tais filtros foram adotados em fun¢do do contexto em que esta pesquisa esta
inserida, um curso de mestrado em um Programa de Pds-Graduagdo situado na Area de
Avaliagdo de Ensino da Capes (dentro da grande area Multidisciplinar). Com esses filtros,
buscamos focar em trabalhos que investigassem o ensino e/ou a aprendizagem de EDO em
cursos de Engenharia. Desta forma, apenas 16 estudos foram mantidos apos a sele¢do, ou seja,
foram excluidos 464 trabalhos que nio atendiam aos filtros acima definidos.

Importante mencionar que no Catalogo de Dissertagdes e Teses da Capes, ao visualizar
a relacdo de trabalhos encontrados na busca, hd um link em cada trabalho, que redireciona o
leitor para o site da Plataforma Sucupira, local em que € possivel acessar o trabalho na integra.
Entretanto, alguns desses trabalhos foram desenvolvidos antes da criacdo da Plataforma
Sucupira e, por isso, ndo estdo disponiveis pelo link. Alguns desses trabalhos podem ser
localizados por meio de outros sites (repositorios, dominio publico, google académico), mas
outros nao possuem sua versao completa disponibilizada de forma online.

Ap0s a leitura dos resumos dos 16 trabalhos, sete foram descartados por ndo estarem
alinhados com nossos objetivos: trés trabalhos foram descartados porque o tema da pesquisa
ndo era “Equagdes Diferenciais Ordinarias™ e quatro foram descartados porque o foco estava
em cursos de Licenciaturas em vez de Engenharia, que € nosso foco.

Ao término do processo, sobraram 9 trabalhos que foram analisados. Esses trabalhos

foram organizados no Quadro 1, incluindo informag¢des como titulo, autor/ano, instituicdo e

4 Por exemplo, o trabalho de Faria (2012 p. 6), embora tenha sido incluido no levantamento e permanecido mesmo
apos a aplicagdo dos filtros estabelecidos, ndo faz mengéo a "Equagdes Diferenciais Ordinarias". Na verdade, o
“objetivo principal desta pesquisa era investigar quais contribui¢des a exploracdo de Padrdes Fractais em um
software de geometria dindmica traz ao processo de generalizagdo de conteidos matematicos”.
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nivel de ensino (mestrado académico/profissional ou doutorado), e estdo apresentados em

ordem cronolégica.

Quadro 1: Organizagdo dos trabalhos analisados

Titulo Autor/ano Instituiciao Nivel
Modelagem @gtematlca nas aulgs Qe calculo: Alyne Maria Rosa de Universidade
uma estratégia que pode contribuir com a . , Mestrado
. . Aragjo, 2008. Federal do Para o
aprendizagem dos alunos de engenharia Académico
A modelagem matematica na introducao ao Pontificia
estudo de e % acdes diferenciais em um gcurso de Vagner Donizeti Tavares Universidade Mestrado
quag . Ferreira, 2010. Catolica de Sdo |Profissional
engenharia
Paulo
Pontificia
Uma estratégia metodologica para a introducdo | Galvina Maria de Souza, Universidade Mestrado
de um curso de equagdes diferenciais ordinarias 2011. Catolica de Minas | Académico
Gerais
A resolugdo de problemas fisicos com equagdes Pontificia
. 162 problem 2 :l ¢ Anibal Ataides Barros Universidade Mestrado
diferenciais ordinarias lineares de 1* e 2% ordem: . o1 . o
(1: . Filho, 2012. Catolica de Minas | Académico
analise grafica com o software Maple .
Gerais
C Pontificia
Um.a engenharla} dl(.iatlca para abordar o Eliane Alves de Oliveira, Universidade
conceito de equagao diferencial em cursos de o ~ Doutorado
. 2014. Catolica de Sao
engenharia
Paulo
Equac;qes diferenciais Ol"dlnfll"las ngrc.ontexto Michele Carvalho de Universidade
dos registros de representacdo semiotica e da Estadual de Doutorado
L Barros, 2017. .,
modelagem matematica Maringa
. . . Pontificia
Analise de fenomenos fisicos no ensino de . ) .
cquacdes diferenciais ordinarias de primeira Jonathan Weverton Silva Universidade Mestrado
quag P Buéri, 2019. Catolica de Minas | Académico
ordem em cursos de engenharia .
Gerais
Aplicagdes de equacdes diferenciais ordinarias Pontificia
P gm fenén?en(fs fisicos: andlise por Michelle Cristina Universidade Mestrado
~ . ¢ b Goncalves Pereira, 2021. | Catolica de Minas |Profissional
representacdes graficas e algébrica .
Gerais
Equacdes diferenciais ordinarias de variaveis Pontificia
. haria civil: . . o
separaveis na engenharia civil: uma abordagem Ricuse Lopes Pinto, 2021, Ur1’1\.fer51dad? Doutorado
contextualizada a partir de um problema de Catolica de Sao
transferéncia de calor Paulo

Fonte: Santos e Elias (2023)

Na pesquisa dos artigos, foram utilizados dois métodos complementares. Inicialmente,

foram aplicados filtros na pagina do Qualis Periddicos®, a saber: no campo “Evento de

Classificagdo” foi considerado o periodo do quadriénio 2017-2020, no campo “Area de

3 Link:

https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/coleta/veiculoPublicacaoQualis/listaConsultaGeralPeri

odicos.jsf. Acessado em 25 de abril de 2023.


https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/coleta/veiculoPublicacaoQualis/listaConsultaGeralPeriodicos.jsf
https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/coleta/veiculoPublicacaoQualis/listaConsultaGeralPeriodicos.jsf
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Avaliacdo” foi selecionada a area Ensino, no campo “Titulo” foi definido o termo “Educagao
Matematica” e no campo “Classificagao” foram selecionados os estratos Al e A2. Assim,
identificaram-se trés periodicos que possuem o termo “Educacdo Matematica” no titulo e que
sdo Qualis A1 na area de Ensino: (i) Bolema: Boletim de Educacdo Matematica, (ii) Educagao
Matematica Pesquisa e (iii) Revista Internacional de Pesquisa Em Educacdo Matematica
(RIPEM); e dois periodicos que possuem o termo “Educacao Matematica™ no titulo e que sao
Qualis A2 na area de Ensino: (i) Educagdo Matematica em Revista; e (ii) Perspectivas da
Educagao Matematica. Posteriormente, acessamos os sites desses cinco periddicos e, utilizando
a ferramenta “Buscar” presente em cada pagina, buscamos pela palavra-chave “equagdes
diferenciais ordinarias”. Como resultado, localizamos cinco artigos, sendo dois publicados no
periodico Bolema e trés no periddico Educagao Matematica Pesquisa.

O segundo método adotado foi utilizando a ferramenta BUSCAd 2.7.1 (Mansur; Altoé,
2021). De acordo com Mansur e Altoé (2021), BUSCAd ¢ uma abreviagdo para Buscador

Académico e a ferramenta foi:

[...] desenvolvida e aprimorada a partir das necessidades de Mestrandos e
Doutorandos do Programa de Pés-graduacdo em Educagdo em Ciéncias e Matematica
(EDUCIMAT), do Instituto Federal do Espirito Santo (Ifes), em realizarem Revisdes
de Literatura de suas investigagdes. E um artefato desenvolvido no Microsoft Excel
[...] A linguagem de programagao utilizada ¢ o Visual Basic for Applications (VBAY),
com cddigo fechado e gratuito (Mansur; Altoé, 2021, p. 12).

Esta ferramenta contribuiu para complementarmos nossa pesquisa em periddicos,
permitindo-nos realizar o levantamento no portal Periddicos Capes e no Scielo. A pesquisa foi
feita utilizando a palavra-chave “equagdes diferenciais ordinarias” e o filtro considerando os
Qualis A1 e A2. Uma das vantagens de utilizar a ferramenta BUSCAd nessa etapa
complementar de nossa pesquisa foi a agilidade na busca em periddicos diferentes daqueles que
continham “Educagio Matematica” em seu nome, como tinhamos feito no primeiro caminho®.

Por meio do BUSCAG, identificamos 15 artigos distribuidos em oito periodicos, a saber:
(1) Bolema: Boletim de Educacdo Matematica (dois artigos), (ii) Educagdo Matematica
Pesquisa (um artigo), (iii) Revista Brasileira de Ensino de Fisica (dois artigos); (iv) Journal of
the Brazilian Chemical Society (seis artigos); (v) Revista de Ensino de Ciéncias e Matematica
(REnCiMa) (um artigo); (vi) Conexodes - Ciéncia e Tecnologia (um artigo); (vii) Uniciencia

(Costa Rica) (um artigo); (viii) Alexandria (um artigo).

® A quantidade de revistas A1 e A2 cuja drea mie é Ensino é grande e seria trabalhoso visitar todos os sites de
revistas sem “Educagdo Matematica” em seu nome. Por isso, BUSCAJ agilizou nosso processo.
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E relevante mencionar que o portal Periddico Capes limitou as pesquisas anteriores ao
ano de 2008, o que resultou na auséncia de dois artigos do peridodico Educagdo Matematica
Pesquisa, encontrados no levantamento feito no primeiro caminho, isto ¢, esses dois artigos nao
apareceram no levantamento feito pela ferramenta BUSCAd, uma vez que foram publicados
em 2004 e em 2007.

Os resumos dos 17 artigos (juntando os artigos encontrados no primeiro e no segundo
caminhos e retirando as repetigdes) foram lidos e, em seguida, 14 foram descartados, uma vez
que ndo se alinhavam aos nossos objetivos. Dez trabalhos foram descartados devido a sua
abordagem sobre Equacdes Diferenciais Ordindrias ndo ser na perspectiva do ensino ou da
aprendizagem, pois sdo trabalhos teodricos sobre o desenvolvimento de modelos de areas
especificas (Fisica ou Quimica, por exemplo). Quatro artigos foram também descartados porque
o foco estava em cursos de Licenciaturas (em Matematica, em Quimica ou em Ciéncias Exatas)
ou Bacharelado em Quimica e ndo em Engenharia.

No final, restaram trés artigos que foram analisados. Esses artigos foram organizados,

em ordem cronoldgica, no Quadro 2, contendo: titulo, autores/ano e nome do periodico.

Quadro 2: Organizagao dos artigos analisados

Titulo Autores/ano Periodico

Jodo Bosco Laudares e
Dimas Felipe de Miranda,
2007.

Investigando a iniciagdo @ modelagem matematica
nas ciéncias com equagdes diferenciais

Educagdo Matematica
Pesquisa (Qualis A1)

~ A Anibal Ataides Barros Filho,
A resolugdo de problemas em ciéncias com ~
Jodo Bosco Laudares e

equacdes diferenciais 0¥d.1nar1a’s de 1% e 2* ordem Dimas Felipe de Miranda, Educagéo Mateme’ltica
usando andlise grafica. 2014 Pesquisa (Qualis A1)

Conhecimentos matematicos, fisicos e de
Transferéncia de Calor mobilizados por . . Revista de Ensino de
o Rieuse Lopes e Gabriel . I
graduandos em Engenharia Civil em uma Loureiro de Lima. 2022 Ciéncias e Matemadtica
abordagem contextualizada de Equacdes ’ ‘ (REnCiMa) (Qualis A2)
Diferenciais Ordinarias

Fonte: Santos e Elias (2023)

A terceira etapa ¢ uma continuacdo da primeira etapa, apresentada em Santos e Elias
(2022). Em 26 de julho de 2024, foi realizada uma nova busca na base de dados do Catéalogo
de Teses e Dissertacoes da CAPES, seguindo os mesmos critérios anteriores.

Para dar inicio a nova busca, foi utilizada, entre aspas, a palavra-chave “equacdes
diferenciais ordinarias”. Isso resultou na identificacdo de 527 trabalhos, o que representa um

aumento de 47 trabalhos em relagdo a quantidade encontrada na primeira consulta a base de

dados. Entretanto, ao aplicar os filtros estabelecidos, constatou-se que restaram apenas 9
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trabalhos. A nova busca, com os filtros estabelecidos, identificou os seguintes trabalhos que ja
foram incluidos na primeira etapa: Olivera (2014), Barros (2017), Buéri (2019), Pereira (2021)
e Pinto (2021). Por outro lado, ndo foram encontrados os trabalhos de Aratjo (2008), Ferreira
(2010), Souza (2011) e Barros Filho (2012). Além disso, foram encontrados mais quatro
trabalhos, mas trés deles foram descartados, pois ndo estavam alinhados aos nossos objetivos:
dois deles foram descartados por focarem em cursos de Licenciatura e um terceiro em formagao
inicial, ou seja, nenhum deles estava com foco em engenharia.

Ao concluirmos a andlise, notamos que apenas um trabalho atendeu aos filtros
estabelecidos e ao nosso objetivo (isto €, trabalhos que focassem o ensino e/ou a aprendizagem
de equacgdes diferenciais ordinarias em cursos de Engenharia). Esse trabalho especifico esta
detalhado no Quadro 3, contendo informacdes como titulo, autor/ano, institui¢ao e nivel de

ensino (mestrado académico/profissional ou doutorado).

Quadro 3: Organizacao do trabalho analisado

Titulo Autor/ano Instituicao Nivel
Uma proposta de ensino de equacdes Pontificia
diferenciais em cursos de Engenharia Civil 2 | Alessandro Rosa Silva, Universidade
luz da teoria a matematica no contexto das 2022. Catolica de Sdo | Doutorado
ciéncias Paulo

Fonte: Dados da pesquisa

A quarta etapa investiga os artigos apresentados no Congresso Brasileiro de Educagao
em Engenharia (COBENGE). A pesquisa foi feita nos anais’ que abrangem os eventos de todos
os anos, utilizando como palavra-chave: equacgdes diferenciais ordinarias, isso possibilitou a
identificacdo de 10 artigos, embora um deles tenha sido duplicado, dessa forma, a pesquisa
resultou em 9 artigos distintos.

Dos 9 artigos identificados, um foi descartado devido a falta de acesso ao seu arquivo
nos anais do evento, o que impediu sua analise. Os resumos dos outros 8§ artigos foram lidos e
analisados, e estdo organizados, em ordem cronoldgica, no Quadro 4, contendo: titulo,

autores/ano e evento apresentado.

Quadro 4: Organizagdo dos artigos analisados

Titulo Autores/ano Evento

7 Link: https://www.abenge.org.br/sis_artigos.php Acessado em 27 de Julho de 2024.
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O desenvolvimento de uma Toolbox para auxilio
no ensino e aprendizagem de equacdes

Moisés Dantas dos Santos,

e eixos por abordagem de equagdes diferenciais
ordindrias e experimental de baixo custo

e Suellen Ribeiro Pardo
Garcia, 2020

diferenciais ordinarias e parciais aplicadas; 2017 COBENGEL7
h/{etodologla pafa res~olquo de qublemgs ,d? Jodo Bosco Laudares e Saulo
fendmenos com equagdes diferenciais ordinarias . COBENGE17
. Furletti, 2017
para cursos de engenharia
Paulo Henrique Farias
Aprendizagem baseada em problemas no ensino Xavier, Leandro Brito
de simula¢des computacionais de equagoes Santos, Jose Vicente Cardoso COBENGE18
diferenciais ordinarias em cursos de engenharia | Santos e Renelson Ribeiro
Sampaio, 2018
Percepcao dos discentes sobre o uso do software hﬁ:ﬁ?gﬁ;g@?ﬁ?&%%ﬂii’a
phyton™ na aplicagdo do método de euler para . COBENGEI18
resolucdo de equagdes diferenciais N F'ran01sco Jc?andson
Rodrigues da Silva, 2018
Vanderlei Galina, Pedro
Problema de valor inicial: enchimento de um Ggllherme Costacu.rta d.a
~ e L. Silva, Eduardo Ghiraldi COBENGE19
tanque — solucdo analitica e numérica .
Barbosa e Jocelaine
Cargnelutti, 2019.
Jodo Leonardo Dos Santos,
Samuel Bomfin Araldi,
Flambagem de vigas verticais: constru¢do de uma| Gabriel Felipe Pizzinatto,
Prensa artesanal para comparagdo entre dados Diony Monteiro da Silva, COBENGE19
Analiticos e experimentais. Jocelaine Cargnelutti e
Rodnny Jesus Mendoza
Fakhye, 2019
Lucas Vinicius Dias, Erika
O uso do software scilab no curso de engenharia: |Janine Maia Afonso, Gabrieli
relato de uma experiéncia na resolugdo de Aparecida Vicentini, Viviane COBENGE19
problemas numéricos Bocato e Glaucia Rubyane de
Souza Silva, 2019
Cristian Comin, Adabiel
Estudo analitico e empirico da deflexdo de vigas C;)rlgegéllit(ii E;.:l\r]lil’ei(l)ecieg;?iena COBENGE20

Fonte: Dados da pesquisa

Sobre os Quadros 1 e 3, em termos de nivel, s3o quatro pesquisas de doutorado e seis

de mestrado, sendo quatro de mestrado académico e duas de mestrado profissional. Chama a

aten¢do o fato de oito dos dez trabalhos de dissertacdo ou tese terem sido realizados em uma

Pontificia Universidade Catoélica (PUC), sendo quatro na PUC-MG e quatro na PUC-SP.

Observa-se ainda, uma repeticdo de orientadores em algumas das pesquisas, indicando uma

possivel influéncia na escolha dos temas e metodologias. No caso da PUC-MG, o pesquisador

Jodo Bosco Laudares orientou trés trabalhos, sdo eles: Barros Filho (2012), Buéri (2019) e
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Pereira (2021), enquanto na PUC-SP, o pesquisador Gabriel Loureiro de Lima, orientou duas
pesquisas: Pinto (2021) e Silva (2023).

Ao analisarmos os artigos, conforme os Quadros 2 e 4, notamos novamente a presenga
do pesquisador Laudares, sendo autor ou coautor de trés dos onze artigos levantados. O artigo
de Barros Filho, Laudares e Miranda (2014) ¢, como eles proprios indicam, um recorte da
pesquisa de mestrado de Barros Filho (2012), orientada por Laudares. Da mesma forma, o artigo
Lopes e Lima (2022) ¢ um recorte da tese de doutorado de Pinto (2021), orientada por Lima.
Assim, dois dos trés artigos apresentados no Quadro 2 sdo resultados de duas pesquisas (uma
de mestrado e outra de doutorado) levantadas no Quadro 1. Além disso, ao focar nos artigos,
observamos a contribuicdo da pesquisadora Jocelaine Cagnelutti, que ¢ coautora de trés dos
onze artigos mencionados, a saber: A7, A8 e A10.

Para as analises, foram lidos os dez trabalhos na integra, assim como os onze artigos, a
fim de destacar os seguintes aspectos: i) o objetivo da pesquisa; ii) as principais fundamentagdes
teoricas; ii1) o contexto em que foi realizada a pesquisa; e iv) os topicos de EDO focalizados e

os modelos matematicos mais utilizados.

1) Objetivo da pesquisa

Quadro 5: Os objetivos apresentados nas pesquisas levantadas

Tipo Pesquisa Objetivos apresentados nas pesquisas

. Apresentar resultados de investigagdo qualitativa da pratica educativa do
Laudares e Miranda . . T L
Al (2007) processo de ensino-aprendizagem da iniciacdo a modelagem nas ciéncias
com equagdes diferenciais ordindrias em cursos de Engenharia.

Analisar os possiveis efeitos que o uso da Modelagem Matematica,
Ml Aragjo (2008) enquanto estratégia de ensino, provoca no processo de aprendizagem dos
alunos da disciplina Calculo III — EDO.

Investigar como a utilizagdo da modelagem na introducdo ao estudo de
equacdes diferenciais em um curso de engenharia pode contribuir para
estimular a habilidade de relacionar a Matematica com fenomenos do
mundo real, que envolvam variacao; além de tomar decisdes a respeito de
tais fendmenos do mundo real, com base na interpretagdo das informagdes
contidas na solugdo da equagdo.

M2 Ferreira (2010)

Investigar o ensino das Equacdes Diferenciais Ordinarias, indagando sobre
como o resgate dos conceitos fundamentais de Calculo Diferencial e
Integral e o uso da modelagem algébrica de problemas, classicamente
enunciados, na fase introdutéria de um curso de Equagoes Diferenciais
Ordinarias, podem contribuir para o ensino e aprendizagem dessas
equagoes.

M3 | Souza (2011)

Buscar as contribuigdes das metodologias de Resolugdo de Problemas e
Descoberta Guiada, mediadas por Tecnologias de Informagdo e
M4 | Barros Filho (2012) Comunicagdo tanto para uma aprendizagem mais significativa no Ensino
de Equagdes Diferenciais Ordinarias quanto para aplicagdes em situagdes
problemas das ciéncias.
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D1

Oliveira (2014)

Investigar estratégias de ensino com vistas a favorecer a aprendizagem de
estudantes acerca de Equacdes Diferenciais Ordinarias e suas aplicagdes
em cursos de graduagdo em engenharia.

A2

Barros Filho, Laudares
e Miranda (2014)

Apresentar resultados de uma Pesquisa de Mestrado que objetivou buscar
as contribui¢ées das metodologias de Resolugdo de Problemas ¢
Descoberta Guiada com situagdes problemas das Ciéncias, mediadas por
Tecnologias de Informagdo e Comunicagdo, visando uma aprendizagem
mais significativa de Equagodes Diferenciais Ordinarias.

D2

Barros (2017)

Investigar o potencial de uma sequéncia de situagées, envolvendo
problemas no contexto da Modelagem Matematica, na perspectiva dos
registros de representacdo semidtica e das mudancas de dominio, na
conducdo do processo de aprendizagem das EDOs para estudantes dos
cursos de engenharias.

A3

Santos (2017)

Discutir uma ferramenta computacional criada por discentes do curso de
Bacharelado em Matematica Computacional da Universidade Federal da
Paraiba (UFPB) que visa dar suporte a aprendizagem das EDs.

A4

Laudares e Furletti
(2017)

Apresentar recortes de uma pesquisa sobre uma metodologia inovadora
para o estudo de Equagées Diferenciais Ordinarias, a partir da introducdo
de Resolugdo de Problemas privilegiando diversas representagdes de
modelos. E um material diddtico enderecado aos alunos em um livro
editado, especialmente, para os cursos das ciéncias exatas, que possuem
em seus curriculos a disciplina de Equacdes Diferenciais Ordinarias.

A5

Xavier et al. (2018)

Aplicar o método Problem-Based Learning em um grupo de estudantes do
curso de Engenharia Mecanica do Centro Universitario SENAI
CIMATEC, desta forma, o problema proposto para essa pesquisa visa d
veracidade ou ndo do ensino de EDOEs.

Ab

Matos Oliveira et al.
(2018)

Abordar a utilizagdo do método numérico de Euler para resolucao de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) pelos alunos da disciplina de
Meétodos Matematicos e Computacionais Aplicados a Engenharia Quimica
ministrada no Curso de Engenharia Quimica da Universidade Federal do
Ceara (UFC), sendo realizado por pesquisas de campo ¢ bibliografica

A7

Galina et al. (2019)

Promover a interdisciplinaridade de conteudos, por meio da comparac¢do
entre dados analiticos e numéricos resultantes da analise de um problema,
modelado por equagdes diferenciais, envolvendo o enchimento de um tanque
com agua, em que, inicialmente, a vazio de entrada ¢ maior do que a vazdo
de saida.

AR

Santos et al. (2019)

Comparar os resultados analiticos e experimentais, obtidos a partir da
resolucdo da equagdo diferencial ordinaria que modela a flambagem de vigas
verticais finas em aco feitas de ago, utilizadas na construgéo civil.

A9

Dias et al. (2019)

Apresentar o relato de uma experiéncia que utilizou o software Scilab como

uma ferramenta computacional auxiliadora para solucionar problemas que

envolvam o uso de equagdes diferenciais ordinarias na disciplina de Métodos
Numéricos.

M5

Buéri (2019)

Analisar a metodologia de estudo de fenomenos fisicos com Equagdes
Diferenciais Ordindrias de primeira ordem em cursos de Engenharia, com
utilizacdo da técnica de pesquisa de grupo controle.

A10

Comin et al. (2019)

Promover a interdisciplinaridade na avaliagdo de deflexao de vigas e eixos
para pequenas deformacdes, situagdo recorrente na engenharia civil
estrutural.

M6

Pereira (2021)

Criagdo de um Produto Educacional estruturado, com atividades para
desenvolver habilidades dos estudantes na contextualizacdo das Equacdes
Diferenciais.
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Investigar a aprendizagem de Equacées Diferenciais Ordindrias (EDO) de

D3 | Pinto (2021) varidveis separaveis a partir de uma abordagem contextualizada com
estudantes de um curso de Engenharia Civil, em consonancia aos

pressupostos da Teoria A Matematica no Contexto das Ciéncias (TMCC).

Explicitar as compreensées acerca de conhecimentos vinculados a
conceitos da Matematica, Fisica e Transferéncia de Calor manifestadas por
All | Lopes e Lima (2022) um grupo de 21 estudantes do segundo periodo de Calculo do curso de
Engenharia Civil de uma institui¢ao particular.

Analisar, do ponto de vista cognitivo, os resultados obtidos por meio da
) implementacgdo de uma estratégia didatica com base em atividades
D4 | Silva (2022) problematizadoras e contextualizadoras tendo por objeto o estudo de
Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) de variaveis separdveis

Fonte: a autora

Com base nos objetivos e nos trechos por nés destacados em italico, ¢ possivel perceber
que, de um modo geral, as pesquisas visavam investigar como uma determinada metodologia
de ensino pode contribuir para a aprendizagem dos estudantes ou, nos termos de alguns
pesquisadores, para desenvolver habilidades dos estudantes. Observamos que trés delas
apresentam especificidades: M5, que da énfase a metodologia da pesquisa, mencionando a
técnica do grupo de controle ja no objetivo; M6, que, ao definir seu objetivo, enfatiza a criacao
de um Produto Educacional, possivelmente em decorréncia da pesquisa ter sido realizada em
um curso de mestrado profissional; e M4, que ressalta, desde seu objetivo, a centralidade do
uso da tecnologia em sua proposta.

No que diz respeito aos artigos, identificamos que sete deles também apresentam
especificidades: A2, A3 e A9 que, desde seus objetivos, ressaltam a importancia do uso da
tecnologia em suas propostas; A4 que apresenta recortes de um material didatico oriundo de
uma pesquisa sobre uma metodologia inovadora para o estudo de Equagdes Diferenciais
Ordinarias; A6, que destaca em seu objetivo que realizou uma pesquisa bibliografica e de

campo; e A7 e A10 que tiveram como objetivo promover a interdisciplinaridade.

i1) as principais fundamentacdes tedricas e/ou abordagens metodolédgicas;

Todos os trabalhos utilizaram a metodologia de pesquisa qualitativa, mas, trés deles
utilizaram também a pesquisa quantitativa. Pereira (2021, p. 13) realizou uma ‘“andlise
quantitativa simples de dados em diagramas”, Buéri (2019, p. 59) comenta que sua pesquisa
“possui muitas vertentes da pesquisa quantitativa, uma delas ¢ a utilizagdo da técnica de
pesquisa experimental, grupo de controle” e Xavier ef al. (2018. p. 4) ressalta que “a pesquisa

teve abordagem qualitativa, contendo tratamento de dados quantitativos”.
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A respeito das principais fundamentagdes tedricas, as organizamos no Quadro 6. Nele,
incluimos o que percebemos ser central nos trabalhos analisados, de acordo com os termos que
os proprios autores utilizam. O que estamos chamando de “fundamentacdo tedrica” no Quadro
6 ¢ amplo e ndo faz distingdes, por exemplo, entre abordagens de ensino e teorias de

aprendizagem; entre o uso de tecnologias no ensino e aspectos relacionados especificamente as

Equagdes Diferenciais Ordinarias.

Quadro 6: Principais fundamentagdes teoricas das pesquisas levantadas

Tipo Pesquisa Principais fundamentacées tedricas
Laudares e Miranda - Modelagem matemaética: Bassanezzi (2002), Biembengut (1999);
Al (2007) - Investigagdo matematica (2003).
Ml Aragjo (2008) - Modelagem Matematica: Bassanezi (2002).
M2 Ferreira (2010) - Modelagem Matematica: Bassanezi (2006).
- Modelagem Matematica: Bassanezi (2006);
M3 Souza (2011) - Atividades Matematicas: Zabala (1998).
- Resolugdo de Problemas: Polya (2006);
) - Descoberta Guiada: Mayer (2004);
M4 Barros Filho (2012) - Tecnologias de Informagdo e Comunicagdo: Santiago (2006),
Coscarelli (2003), Borba e Penteado (2003).
o - Teoria das Situagdes Didaticas: Brousseau (1986);
DI Oliveira (2014) - Engenharia Didatica: Artigue (1988).
A2 Barros Filho, Laudares | pescoberta Guiada: Mayer (2004);
e Miranda (2014) - Resolugao de Problemas: Polya (2006);
- Registros de Representagdo Semiodtica: Duval (1993; 2009);
D2 Barros (2017) - Modelagem Matematica: Bassanezi (2015);
- Engenharia Didatica de Artigue (1988).
A3 Santos (2017) - O artigo ndo traz informagdes a respeito disso.
A4 Laudares e Furletti - Resolugdo de Problemas: Polya (1994);
(2017) - Ensino de Equagdes Diferenciais Ordinarias: Laudares et al. (2017).
. - Teoria dos Campos Conceituais: Vergnaud (1982);
AS Xavier et al. (2018) .
- Problem-Based Learning (PBL): Barrows e Tamblyn, (1996)
A6 Matos Oliveira et al. - Fases de resolugdo de problemas na Engenharia: Chapra e Canole
(2018) (2011)
: - Aprendizagem Baseada em Problemas (Problem-Based Learning -
A7 | Galina et al. (2019 P & £
alina et al. (2019) PBL): Filho ¢ Ribeiro (2009).
A8 Santos et al. (2019) - O artigo nfo traz informagdes a respeito disso.
A9 Dias et al. (2019) - O artigo nfo traz informagdes a respeito disso.
. - Resolugdo de Problemas: Polya (1995);
M5 Buéri (2019) - Ensino de Equagdes Diferenciais Ordinarias: Laudares et al. (2017).
A10 Comin et al. (2019) - O artigo ndo traz informagdes a respeito disso.
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- Ensino de Equagdes Diferenciais Ordinarias:
Resolucdo Algébrica: Buéri (2019);
Resolugdo Analitica e Geométrica: Barros Filho (2012);
Resolugdo Numérica: Lima (2013).

M6 Pereira (2021)

- Teoria A Matematica no Contexto das Ciéncias: Camarena

. (1987);

D3 Pinto (2021) - Teoria dos Campos Conceituais: Vergnaud (1990);

- Teoria dos Registros de Representacdo Semioética: Duval (1993).

- Teoria A Matematica no Contexto das Ciéncias: Camarena

1987);
All Lopes e Lima(2022) ( ) . N o
- Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica: Duval
(1993).
- Teoria A Matematica no Contexto das Ciéncias: Camarena
D4 Silva (2022) (1987; 1995, 2001; 2005);

- Teoria dos Campos Conceituais: Vergnaud (1990);

Fonte: a autora

Do Quadro 6, notamos que cinco pesquisas estdo fundamentadas na Modelagem

Matematica na perspectiva de Rodney Bassanezi e quatro estdo fundamentadas na Resolucao

de Problemas na perspectiva de George Pdlya, o que indica que essas duas abordagens de ensino

sdo potenciais para se trabalhar com EDO em cursos de Engenharia. E possivel perceber a

influéncia da Didatica da Matematica nas pesquisas levantadas, por meio de referenciais como

a Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica de Raymond Duval, a Teoria das Situagdes

Didéaticas de Guy Brousseau, Engenharia Didatica de Michele Artigue e a Teoria dos Campos

Conceituais de Gérard Vergnaud.

MS5, além da perspectiva de Polya (1995) para a Resolugdo de Problemas,
fundamenta-se em um trabalho produzido pelo proprio orientador (LAUDARES et al.,
2017) para abordar o ensino de EDO o mesmo ocorre em A4 no artigo que tem como autor
principal o Laudares. J4 M6, fundamenta-se em M4 e M5, ambas orientadas por Laudares,
para formar suas categorias de andlises. A constatacdo da relagdo entre essas pesquisas (ora
produzida pelo pesquisador, ora orientadas por ele e ora produzida por ele) evidencia o
trabalho conjunto de um grupo de pesquisadores que se dedica a investigar uma
determinada tematica. Constatacdo que ¢ refor¢ada quando incluimos os artigos Al, A2 e
A4, produzidos por Laudares e um deles (A2) ¢ consequéncia de M4.

No caso dos trabalhos D3 e A11, como Al1l ¢ um recorte de D3, a fundamentagdo
tedrica dos Campos Conceituais de Vergnaud utilizada em D3 ndo permaneceu em All.

Os artigos A3, A8, A9 e AlO nao fornecem informagdes precisas sobre a
fundamentag@o tedrica, o que pode ser resultado da limitagdo de paginas imposta pelo
evento, levando os autores a priorizar outros aspectos. O A3, por exemplo, apresenta uma

ferramenta computacional desenvolvida pelos alunos e ¢ utilizada como apoio didatico no
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estudo de Equagdes Diferenciais. No A8, ha uma comparagdo entre os resultados analiticos

e experimentais obtidos pela resolu¢ao de uma equacgao diferencial ordinaria, onde Santos

etal. (2019, p. 2) mencionam que “foi utilizado um referencial teorico que se estende pelas

disciplinas de equagdes diferenciais ordindrias e de resisténcia dos materiais”. J4 o A9

relata uma experiéncia em que o software Scilab foi utilizado como uma ferramenta

computacional para auxiliar na resolugdo de problemas relacionados a equagdes

diferenciais ordinarias, no contexto da disciplina de Métodos Numéricos. Por outro lado, o

A10 visa integrar a interdisciplinaridade, focando principalmente na combinagdo dos

conhecimentos de equagdes diferenciais, mecanica e resisténcia dos materiais.

ii1) o contexto em que foi realizada a pesquisa;

No Quadro 7, sintetizamos e organizamos informagdes referentes ao contexto

emque a pesquisa foi realizada, explicitando em qual curso de Engenharia foi

desenvolvido o trabalho e indicamos, brevemente, a maneira como foram produzidos

os dados.
Quadro 7: Informagdes presentes nas pesquisas levantadas
. . Turmac(s) 2
Tipo Pesquisa Contexto participante(s) Aspectos metodologicos
o Foram analisadas a atuagdo dos
Laudares e D1s01p11nal de . es.tu.dantes.na rea}lizggﬁo de tré§
Miranda Equagdes Engenharia de atividades investigativas de dois
Al (2007) Difer.enc.iais controle e Automacgao fendmenos fisicos através da
Ordinarias iniciagdo a modelagem com
equagoes diferenciais.
B Disciplina de Calculo Engenharia da Foram desenvolvidas quatro
M1 | Aragjo (2008) - EDO Computacao atividades de modelagem.
. . Foram realizadas seis atividades,
Projeto com Engenharias: Elétrica, elaboradas segundoos principios
M2  |Ferreira (2010) participacgio Mecé:nc.:a, da modelagem matematica e do
voluntaria dos Mecatronica e estudo de modelos, que foram
alunos Produgao. desenvolvidas em quatro
encontros.
Engenharias:
Disciplina de Calculo Computagﬁo,C(jntrole Foi elaborada, aplicada e
M3 | Souza (2011) IV— Equagdes ¢ Automac;ao', analisada uma sequéncia de
Diferenciais'” Produgdo, Quimica e atividades.
Telecomunicagdes
Disciplina de Foram desenvolvidas cinco
Barros Filho Equacgodes atividades de Equagoes
M4 (2012) Diferenciais Engenharia Elétrica | pjiferenciais Ordinarias Lineares de
Ordinérias 1* e 2% ordem.
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PTOJG"[O' com Eneenharias: Foi desenvolvida uma engenharia
D1 |Oliveira (2014) participagao & ' didatica que envolvesse situagdes-
volurl1tar1a dos A mbiental e Produgcéo problema.
alunos
Foram desenvolvidas cinco
Barros Filho, Disciplina de : atn.llfiades .de'E.quag.oes
Laudares e Equacdes . . Diferenciais Ordinarias Lineares de
A2 Miranda Diferenciais Engenharia Elétrica I* ¢ 2* ordem.
(2014) Ordinérias Neste artigo ¢ apresentada umadas
atividades (atividade quatro) com
sua estrutura e resolugdo.
Curso de extensio Engenharias: F gi desenvolvida uma sequéncia de
D2 |Barros (2017) ministrado pela | Alimentos, Ambiental, | Situagdes baseadanos pressupostos
pesquisadora Civil e Eletronica. da engenhariadidatica.
Nio menciona o . ) (0] arti.go se limita a descrever o
A3 | Santos (2017) contexto em que a Nao m;en(nona em func10namento da ferramenta
pesquisa foi qual turma a computacional, apresentando
desenvolvida aplicagdo ocorreu apenas exemplos.
. ) O artigo apresenta a resolugdo de
Laudares e Néao menciona o N3o menciona em um problema relacionado a um
A4 B et (2017) contexto em que a qual turma a fendmeno fisico, destacando o
é)ezseilillcs)?vt;z; aplicagdo ocorreu Processo passo a passo para sua
resoluc¢do.
Foram realizados estudos e testes
utilizando o modelo tradicional de
ensino. Depois, para aprimorar a
compreensdo, foi proposto a
Xavier et al. o ) utilizagdo do método PBL,
AS (2018) Pisciplina (X’ Calculo Engenharia Mecanica juntamente com a aplicagao da
Teoria dos Campos Conceituais e
avaliacOes, visando analisar o
comportamento e a atitude dos
alunos em relagdo as agdes desse
método.
Disciplina de A pesquisa bibliografica an.alisou
Métodos diversas fontes, como: artigos,
Matos Oliveira Matematicos e livros, sites de internet.
A6 et al. (2018) Computacionais Engenharia Quimica Ja a pesquisa de campo, foi
Aplicados a desenvolvida por meio de uma
Engenharia entrevista e resposta a um
Quimica questionario.
O artigo apresenta o
' Nio menciona o . ) desenvolvimento, resultados e
A7 | Galinaeral. contexto em que a Nao menciona em discussdes da comparagdo entre
(2019) pesquisa foi qual turma a dados analiticos e numéricos
desenvolvida aplicagdo ocorreu resultantes da analise de um
problema.
) ) O artigo apresenta o
O artigo menciona desenvolvimento, resultados e
Santos ef al. que a prensa discussdes referentes & comparagio
A8 (2019) artesanal, utilizada Engenharia Civil entre os dados analiticos e
na pesquisa, foi experimentais, obtidos a partir da
desenvolvida por resolugdo da equagdo diferencial
alunos do curso de

ordindria em um problema
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Engenharia Civil,
no entanto, nao
especifica o
contexto em que a
pesquisa foi
desenvolvida.

relacionado a construgéo civil.

A9

Dias et al.
(2019)

Disciplina de
métodos
numéricos

Engenharia Civil

Foi desenvolvida uma sequéncia de
quatro horas aula: 1°. Retomada da
resolu¢do de um exercicio de EDO,
manualmente, utilizando o método
de Runge Kutta de 4* ordem; 2°.
Apresentagdo em slide sobre a
historia e a interface do software
aos participantes; 3°. Explicagdo
sobre o algoritmo que deveria ser
reproduzido no Scilab para
solucionar os problemas propostos;
4°. Resolucao do exercicio que foi
aplicado no 1° passo, porém agora
utilizando o software para
comparagdo direta sobre as duas
técnicas; 5°. Resolugao da lista
composta por situagdes-
problemas; 6°. Aplicacdo do
questionario.

M5

Buéri (2019)

Dois grupos de
estudantes:
i) Disciplina de
Equacgdes
Diferenciais
Ordinarias
ii) Disciplina de
Calculo

Engenharias: Civil,
Elétrica, Mecéanica e
Quimica.

Por meio da técnica de grupo de
controle, um grupo estudou por
meio de modelos de um fendmeno,
com interpretagdo grafica e
verbalizagdo do comportamento dos
modelos, e o outro grupo estudou
por um método tradicional.

A10

Comin et al.
(2019)

O artigo menciona
que a analise
experimental foi
realizada por
académicos de um
curso de
Engenharia Civil,
no entanto, nao
especifica o
contexto em que a
pesquisa foi
desenvolvida.

Engenharia Civil

Atividade pratica relacionada ao
estudo da deflexdo maxima
suportada por uma viga engastada,
por meio da comparagdo do
resultado obtido no experimento
com o tedrico.

Mé6

Pereira (2021)

Disciplina de Calculo
Diferencial III

Engenharias: Elétrica,
Eletronica e
Mecanica.

Caderno de Atividades, dividido
em quatro momentos:

1) conceitos iniciais da matéria;
ii) trabalho com método de
resolugdo utilizando o campo de
direcdo; iii) atividades com
Problemas de Valor Inicial — PVI
e Problemas de Valores de
Contorno — PVC; iv)
questiondrio final.

D3

Pinto (2021)

Projeto no periodo
vespertino, fora do
horario regular de

umadisciplina,

Engenharia Civil

Foi desenvolvida uma situagéo
relacionada a Transferéncia de
Calor por condug@o em paredesde
alvenaria planas, um problema
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com participa¢ao
voluntariados
alunos

integrador entre disciplinas
matematicas e disciplinas ndo
matematicas.

Lopes e Lima

Ni&o menciona se
trata de uma
disciplina
especifica do
curso, menciona

Foi desenvolvido um problema
que investiga a transferéncia de
calor por condugdo em paredesde
alvenaria planas, utilizando
conhecimentos vinculados a

All Engenharia Civil ; e
(2022) apenas que eram conceitos de Matematica na
estudantes da Educacgéo Basica, do Calculo, da
turma de Calculo Fisica e da Transferéncia de Calor,
da professora- estudados em disciplinas da
pesquisadora. Engenharia.
Desenvolveu-se, com base em uma
situagdo relacionada a inclinag@o
de vigas em balango submetidas a
Fora do horario de carga concentrada na extremidade
aula, de maneira livre, um Evento Contextualizado
D4 | Silva (2022) remota (plataforma Engenharia Civil (EC) — problema integrando

Google
Classroom).

disciplinas matematicas (no caso,
Calculo) e ndo matematicas (neste
estudo, Resisténcia dos Materiais)
presentes na matriz curricular de
determinado curso de graduagdo

Fonte: a autora

Podemos perceber, por meio de uma analise feita no Quadro 7, que algumas pesquisas
foram desenvolvidas durante as aulas regulares de disciplinas obrigatorias do proprio curso,
enquanto outras ocorreram em horarios alternativos, por meio de cursos e projetos, contando
assim com a participacdo voluntaria dos alunos. Ha ainda aquelas que ndo especificam o
contexto em que a pesquisa foi realizada.

Todos os trabalhos analisados desenvolveram atividades no ambito do Ensino de
Equagdes Diferenciais Ordinarias em diversos cursos de Engenharia. D2, menciona em sua tese
que realizou um teste piloto nas turmas de engenharia e aplicou, também, algumas atividades
com alunos do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (PIBID) do curso de
Licenciatura em Matematica, mas, apresenta apenas os resultados obtidos com os alunos de
engenharia. Os artigos A3, A4 ¢ A7 ndo mencionam o contexto em que a pesquisa foi realizada,
nem a turma em que as atividades foram aplicadas. Contudo, por se tratar de artigos retirados
dos anais de um evento brasileiro voltado a Educa¢do em Engenharia, presume-se que se trata
de pesquisas que foram desenvolvidas em turmas de engenharia ou voltadas para elas.

Em todas as pesquisas, as atividades foram desenvolvidas sempre em um mesmo grupo
de estudantes, exceto M5 que analisou e comparou o desempenho de dois grupos de estudantes
(devido a metodologia de grupo controle) que utilizaram metodologias diferentes para estudar

o conceito de equagdes diferenciais ordinarias.
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iv) os topicos de EDO focalizados e os modelos matematicos mais utilizados.

No Quadro 8, buscamos sintetizar e organizar os principais temas e modelos
matematicos utilizados nas pesquisas. Para identificar essas informag¢des, demos atencdo aos
instrumentos de coleta de dados das pesquisas e aos dados coletados. Muitas pesquisas
apresentam uma discussao teorica sobre EDO, abarcando diversos conceitos, mas consideramos

somente o que, de fato, a pesquisa se dedicou a investigar.

Quadro 8: Ideias matematicas presentes nas pesquisas levantadas

. q A B (WAl Principais modelos matematicos
Tipo Pesquisa Principais topicos de EDO abordados
Nogdes basicas de equagdes diferenciais.
Laudares e Matematizagao e resolugdo de EDO de - Lei do Resfriamento de Newton
Al . L - o . .
Miranda (2007) | primeira ordem - equagdes de variaveis - Crescimento populacional
separaveis
Nogdes basicas de equagdes diferenciais.
EDO de de 1* ordem. Foco na elaboragdo - Objeto em queda livre;
. de modelos matematicos. Resolugdo de - Fluxo de Corrente Elétrica;
MI Aratijo (2008) EDO de primeira ordem - equagdes - Lei do Resfriamento de Newton;
lineares usando fator integrante e - Misturas de Substancias.
equagdes de variaveis separadveis.
Nogdes basicas de equagdes diferenciais.
EDO de de 1* ordem. Foco na elaboracdo - Sistema mola-amortecedor;
M2 | Ferreira (2010) | de modelos matematicos. Resolucao de - Despoluigao de lagoas;
EDO de primeira ordem - equagdes de - Absorgdo de drogas no organismo.
varidveis separaveis.
Foco no resgate de conceitos do Calculo
Diferencial e Integral 1. Nogdes basicas - Lei do Resfriamento de Newton;
M3 Souza (2011) de equagdes djferenc1a1§,ord.1nar1as fie 1 - Degalmento radloa.tlvo;
ordem. Equagdes de varidveis separaveis. - Objeto em queda livre.
Uso do software GeoGebra para
interpretar a solugdo geral da EDO.
Equagdes Diferenciais Ordinarias de 1% e
2% ordem, com foco na interpretagdo - Objeto em queda livre;
. grafica (campo de diregdes e grafico das - Lei do Resfriamento de Newton;
Barros Filho ~ . . . .
M4 solugdes) e uso de recursos - Circuito resistor-indutor (circuito RL);
(2012) com e ~ i i C
putacionais. As resolugdes das Decaimento radioativo;
equagoes diferenciais feitas utilizando o - Sistema massa-mola.
software Maple.
Nocdes basicas de equagdes diferenciais
ordinarias. Int§rprfztagao geometrlca - Crescimento populacional:
(campos de dire¢des e graficos das . L
o ~ e - Decaimento radioativo;
D1 | Oliveira (2014) solugdes de uma EDO utilizando - Lei do Resfriamento de Newton
GeoGebra). Resolugao de EDO de '
primeira ordem - equagdes de varidveis
separaveis.
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Barros Filho e

Equagdes Diferenciais Ordinarias de 1*
ordem (varidveis separaveis), com foco
na interpretacdo grafica (campo de

A2 |Laudares, Miranda| diregdes e grafico das solugdes) e uso de - Decaimento radioativo.
(2014) recursos computacionais. As resolugdes
das equagdes diferenciais feitas
utilizando o software Maple.
Equagdes Diferenciais Ordinarias de 1*
ordem. Foco na transi¢do entre as . ..
representacdes algébrica e geométrica ; Deca1me;nto radioativo;
e < - Lei do Resfriamento de Newton;
D2 Barros (2017) (camP os de diregdes ¢ grqﬁcos das | _ Circuito resistor-indutor (circuito RL);
solugdes de uma EDO), utilizando o _ Obieto em queda Livre:
\Maple e 0 GeoGebra. Resolugao de EDO ) qu vie, -
. ~ - Desmatamento da floresta Amazonica.
de primeira ordem - foco em equagdes de
varidveis separaveis.
Equagoes Diferenciais Ordinarias e - Equacdo do calor;
A3 Santos (2017) Parciais. - Equagdo da onda.
A4 [Laudares e Furletti Equagoes Diferenciais Ordinarias e - Vibragdo de molas: Movimento

(2017)

Transformadas de Laplace.

harménico simples.

Xavier et al.

Conceitos de derivada, taxa de variagao,
integrais e modelagem algébricas de

- Nao menciona nenhum modelo

AS (2018) problemas, especificamente no ensino matematico que foi abordado.
introdutorio de EDOs
Matos Oliveira et Equagoeg D 1ferenc1a1§ Ordlnarlz%s.de ! - Ndo menciona nenhum modelo
ordem utilizando o método numérico de " .
A6 al. (2018) Euler matematico que foi abordado.
. Equagdes Diferenciais Ordinarias de 1*
Galina et al. - . o .
ordem utilizando o método numérico de - Enchimento de um tanque.
A7 (2019)
Euler
Santos et al. Equagdo diferencial ordinaria linear de - Deflexiio de vieas
A8 (2019) primeira ordem £as.
Dias et al. (2019) | Método de Runge-Kutta de 4* ordem -Nao menpiona nenhum modelo
A9 matematico que foi abordado.
Equacdes diferenciais ordindrias de 1*
ordem. Matematizagao de fenomeno | _ Decaimento exponencial (decaimento
M5 Buéri (2019) fisico. Resolugdo de EDO de primeira P
- . de massa).
ordem - equagdes de variaveis
separaveis.
Al0 Comin et al. Equacgao dlfer.enc%al ordinaria linear de - Deflexdio de vigas.
(2019) primeira ordem
Nogdes basicas de equagdes diferenciais.
EDO de de 1* ordem. Matematizagdo de
fenémeno fisico. Interpretacdo . . .
M6 | Pereira (2021) geométrica (campos de diregdes - Lei do Resfriamento de Newton;
utilizando GeoGebra). Resolugdo de
EDO de primeira ordem - equagdes de
varidveis separaveis.
rﬁgg;iogrs d(ilrfffe:i;zlSézzdclirc}a\f;?isé(\l/izis - Problema de transferéncia de calor por
D3 Pinto (2021) p quag conduc¢do em paredes de alvenaria

separaveis. Uso do software GeoGebra
para interpretar a solugéo geral da EDO.

planas.
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. Equacoes diferenciais ordinarias de | - Problema de transferéncia de calor por
Lopes e Lima L ~ . - .
All (2022) primeira ordem - equagdes de variaveis condug¢do em paredes de alvenaria
separaveis. planas.

Introducdo de conceitos fundamentais no

D4 Silva (2022) |estudo de EDO, com foco especifico nas - Flexdo de vigas.

de variaveis separaveis.
Fonte: a autora

Com base no Quadro 8, observamos que a maioria das pesquisas analisadas focou em
EDO de 1? ordem. Contudo, M4 faz men¢do a EDO de 2* ordem, enquanto A9 indica que
empregou o Método de Runge-Kutta de 4* ordem e A3 trabalhou com Equagdes Diferenciais
Ordinarias e Parciais. No caso das dissertagdes e teses, por ndo terem limitagdes de pagina,
diversos trabalhos iniciam a parte pratica da pesquisa com uma revisdo de nogdes do Calculo
Diferencial e Integral 1, sendo que M3 focaliza mais esse aspecto. Notamos que ¢ comum as
dissertacdes e teses abordarem nog¢des basicas de EDO (por exemplo, o que ¢ uma equacao
diferencial, o que ¢ uma solucao de uma EDO, problemas de valor inicial e problemas de valores
de contorno etc.) antes de partirem para os modelos matematicos. Em contrapartida, nos artigos,
possivelmente devido a limitagdo do niimero de paginas e a necessidade de sintetizarem
informacgdes, ndo sdo encontradas revisdes sobre Calculo Diferencial e Integral 1 e nem
explicagdes mais detalhadas sobre as nogdes basicas de EDO.

Observamos que ¢ comum as pesquisas sobre o ensino de EDO utilizarem modelos
matematicos tradicionais, como decaimento radioativo, crescimento populacional, Lei de
Resfriamento de Newton, entre outros, para diferentes cursos de Engenharia. As pesquisas que
se concentraram de maneira mais especifica em um tUnico curso foram dedicadas
exclusivamente a Engenharia Civil. Dentre elas, D3 e A11 focaram no modelo de transferéncia
de calor por conducdo em paredes de alvenaria planas, enquanto A8 e A10 abordaram a
deflexdo de vigas, e D4 trabalhou com a flexao de vigas.

E importante destacar a predominancia da EDO de variaveis separaveis, talvez por ser
um tipo de EDO mais simples para ser resolvida e, também, por alguns dos modelos
matematicos tradicionais utilizados cairem em uma EDO de varidveis separaveis.

M4, apesar de utilizar EDO de varidveis separaveis em sua pesquisa, nao se restringiu a
esse tipo de EDO, e os participantes de sua pesquisa utilizaram o Maple para resolver as
equacdes trabalhadas. No caso de A2, por ser um recorte de M4, somente uma atividade foi
analisada no artigo e essa atividade envolvia EDO de primeira ordem de varidveis separaveis.

Algumas pesquisas focalizam as interpretagdes geométricas, tanto por meio dos campos

de direcdes como por meio dos graficos das solugdes da equacao. Nesses casos, as pesquisas
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fizeram uso de algum software para se trabalhar com EDO®. M3, D1, D2, M6 e D3 fizeram uso
do GeoGebra; Al, A2, D2 e M4 fizeram uso do Maple. Outras pesquisas também recorreram
a softwares, A3 fez o uso de uma ferramenta desenvolvida no MATLAB, A5 utilizou o
WINPLOT, A6 utilizou o Phyton e A7 e A9 utilizaram o Scilab. As pesquisas que nao fizeram
uso de softwares parecem ter seus focos no processo de elaboracdo dos modelos matematicos
ou da matematizacao de fenomenos.

Como mencionamos em Santos e Elias (2023), consideramos que realizar esse
levantamento trouxe contribuicdes ndo apenas para a Educagdo Matematica, uma vez que
permite um olhar mais organizado para algumas pesquisas ja produzidas a respeito do tema,
mas, também, para este trabalho de mestrado profissional que desenvolvemos. Em nossa
pesquisa, também realizamos uma investigacdo com carater intervencionista como as aqui
analisadas. Por este motivo, consideramos que ter conhecimento dos objetivos, dos principais
referenciais tedricos, dos contextos e dos topicos de EDO abordados nas pesquisas contribui
significativamente para as escolhas e delimitagao desta investigagao.

Por exemplo, quando iniciamos o levantamento, no ano de 2022, tinhamos a pretensao
de fazer uso da linguagem de programacao Python durante a intervengdo. A pesquisa de
levantamento, entre outros aspectos, objetivada conhecer como as pesquisas na area de Ensino
abordava as equagdes diferenciais utilizando Python. Para tanto, pesquisas como A6 nos
auxiliariam nesse aspecto. Entretanto, a pretensdo de utilizar Python ndo se concretizou, uma
vez que os alunos de ambas as turmas em que a pesquisa foi realizada’® niio, necessariamente,
tiveram contato com a linguagem Python anteriormente, o que poderia ser um dificultador. O
professor da turma avaliou que ndo haveria tempo suficiente para introduzir a linguagem Python
antes ou até mesmo durante a interven¢ao. Por isso, trabalhos como D1 nos auxiliaram a cogitar
a possibilidade de uso do GeoGebra ou outro software mais facil de manipular.

O levantamento também nos inspirou na escolha do modelo matematico a ser utilizado
na pesquisa e nos auxiliou durante o planejamento da tarefa matematica. Por exemplo, D2 traz

discussdes pertinentes sobre a Lei do Resfriamento de Newton durante uma atividade de

8 Alguns softwares foram utilizados nas pesquisas, mas sem relagio direta com o estudo de EDO. Por exemplo,
Barros Filho (2012) utilizou o Camtasia para gravar a tela do computador e registrar os dados. Pinto (2021)
menciona o uso da linguagem Python, mas nao para o estudo de EDO. O uso desses recursos nio relacionados
especificamente ao estudo de EDO néo esta sendo considerado em nossa analise.

9 Na UTFPR-Londrina, o curso de Engenharia Quimica tem trabalhado com a linguagem Python desde o primeiro
semestre, em diferentes disciplinas. No entanto, o curso de Engenharia Ambiental ndo trabalha com essa
linguagem de programacdo. Nesse sentido, o professor da disciplina entendeu que inserir o Python durante a
intervencdo planejada poderia ser um complicador e preferiu considerar o uso de um software mais popular e,
em certa medida, mais facil de lidar, como o GeoGebra ou Excel.
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modelagem sobre o resfriamento do refrigerante. D2 apresenta também didlogos e produgdes
escritas de alunos, o que nos ajudou a antecipar formas de resolver nossa tarefa e elaborar
possiveis perguntas a serem feitas durante a intervengao.

Por outro lado, percebemos que nenhum trabalho analisado no levantamento teve como
foco as a¢des do professor que ensina EDO em cursos de Engenharia. Por isso, acreditamos que
a pesquisa de mestrado que desenvolvemos podera trazer novas contribuigdes para o ensino e

a aprendizagem de EDO no Ensino Superior.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Como mencionado na se¢do anterior, notamos que diversas pesquisas sobre EDO em
cursos de Engenharia fazem uma sec¢do para apresentar, teoricamente, 0os conceitos principais a
serem abordados no decorrer a investigagdo. Inspirados nelas, nesta se¢do, fizemos uso do livro
Zill e Cullen (2008) para definirmos alguns dos conceitos centrais para a nossa pesquisa.
Apresentamos algumas defini¢des e classificacdes, mas deixamos outras de lado para evitar que
ficasse um texto carregado de definigdes ou teoremas que ndo fossem necessarios para a
compreensdo da pesquisa.

A escolha pelo livro Zill e Cullen (2008) se deu pelo fato de ser um dos trés livros
presentes na bibliografia basica da disciplina Equagdes Diferenciais Ordinarias dos dois cursos
investigados nesta pesquisa. Portanto, a maneira como esses autores apresentam as definigdes
e conceitos €, muitas vezes, a maneira como os estudantes acessam a teoria.

Definicdo: “Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, ¢ chamada de
equacao diferencial (ED)” (Zill; Cullen, 2008, p. 2).

Podemos classificar as equagdes diferenciais levando em consideragio o tipo, a ordem
¢ a linearidade.

Em relacdo ao tipo, temos que uma equacdo diferencial ¢ chamada de equacao
diferencial ordinaria (EDO) se ela possuir “somente derivadas ordinarias de uma ou mais
variaveis dependentes, com relacdo a uma unica variavel dependente”. E “uma equagao que
envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis
independentes ¢ chamada de equac¢ao diferencial parcial (EDP)” (Zill; Cullen, 2008, p. 2).

Temos que a ordem de uma equacao diferencial, ¢ dada por meio da maior ordem de
derivacdo que a equagdo possui.

No que diz respeito a linearidade, Zill e Cullen (2008, p. 4) afirmam que
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Uma equagdo diferencial ¢ chamada de linear quando pode ser escrita na
forma

dny n—ly dy
an(x)m + an—l(x)m + ot al(x)a + apy = g(x).

Observe que as equagdes diferenciais lineares sdo caracterizadas por duas
propriedades:

(i) A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau;
isto ¢, a poténcia de cada termo envolvendo y ¢ 1.

(i1) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Uma equagdo que ndo ¢ linear é chamada de nao-linear.

Outro aspecto relevante a ser considerado ¢ a solu¢ao para uma ED.

Defini¢ao: “Qualquer funcio f definida em algum intervalo I, que, quando substituida
na equacao diferencial, reduz a equacdo a uma identidade, ¢ chamada de solu¢éo para a equacao
no intervalo” (Zill; Cullen, 2008, p. 4).

Resolver uma ED nao ¢ uma tarefa facil, e o método de resolugdao empregado dependera
do modelo de ED em questdo. Isso ocorre porque o método que funciona para um tipo de ED
nem sempre ¢ aplicavel a outro tipo. Aqui, vamos abordar o procedimento para solucionar
equacdes separaveis de primeira ordem.

Definicao: “Uma equacao diferencial da forma

dy gx)

dx  h()

¢ chamada de separavel ou tem variaveis separaveis” (Zill; Cullen, 2008, p. 44).

Para resolver uma equacgdo diferencial separavel, basta reorganizar a equagdo
(colocando cada varidvel em um membro) e realizar a integragdo em ambos os membros da
equacao.

No que diz respeito a solugdo de uma ED, também podemos definir o problema de valor
inicial. Temos que, “o problema:
dy

X

Resolva: T f(x,y)

Sujeito a: y(xy) = v,

¢ chamado de problema de valor inicial” (Zill; Cullen, 2008, p. 39). Pensando
geometricamente, “estamos procurando uma solu¢do para a equagdo diferencial, definida em

algum intervalo I tal que o grafico da solucdo passe por um ponto (x,, yo) determinado a priori”

(Zill; Cullen, 2008, p. 39).
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A disciplina de EDO, conforme destacado na introdugdo deste trabalho, pode, a
depender da forma como ¢ conduzida, possibilitar ao aluno a oportunidade de modelar
fendmenos fisicos e quimicos, uma vez que diversos modelos podem ser escritos por meio de
uma equagdo diferencial. Através da revisao da literatura, pudemos perceber que essa teoria
tem aplicabilidade em diversas areas do conhecimento. No entanto, a complexidade teodrica
pode dificultar a compreensdo dos estudantes, sendo fundamental buscar estratégias que tornem
o ensino das EDO mais acessivel.

No proximo capitulo, apresentaremos o referencial tedrico que fundamenta nossa
proposta de ensino, com foco nas a¢des do professor que apoiam o raciocinio matematico por

meio de uma tarefa matematica.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo esta dividido em trés segdes: a primeira que discute sobre tarefas
matematicas, caracterizando as tarefas exploratorias segundo Ponte (2005; 2014); a segunda
que trata do ensino exploratério e as agdes do professor, apontando as agdes intencionais do
professor na préatica de ensino exploratério (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013), que ¢ a
perspectiva de ensino assumida na pesquisa; € a terceira secdo que aborda o raciocinio
matematico e as agdes do professor, descrevendo as agcdes do professor que apoiam o raciocinio

matematico (Araman; Serrazina; Ponte, 2019).

3.1 TAREFA MATEMATICA

Para Ponte (2014), ““[...] as tarefas sdo ferramentas de mediagdo fundamentais no ensino
e na aprendizagem da Matematica” (p. 16) e “[...] sdo usualmente (mas ndo necessariamente)
propostas pelo professor, mas, uma vez propostas, t€ém de ser interpretadas pelo aluno e podem
dar origem a atividades muito diversas (ou a nenhuma atividade)” (p. 15). Levando em
consideracdo essas defini¢des, ¢ possivel perceber que ha uma diferenciagdo entre tarefa e

atividade. Temos que:

[...] a atividade, que pode ser fisica ou mental, diz respeito essencialmente ao aluno e
refere-se aquilo que ele faz num dado contexto. Pelo seu lado, a tarefa representa
apenas o objetivo de cada uma das agdes em que a atividade se desdobra e ¢ exterior
ao aluno (embora possa ser decidida por ele) (Ponte, 2014, p. 15).

Ou seja, o desenvolvimento de uma tarefa depende do ambiente de aprendizagem
estabelecido em sala de aula, ele ¢ o responsavel por proporcionar atividades diversas aos
alunos.

De acordo com Ponte (2005), as tarefas possuem duas dimensdes fundamentais, sdo
elas: grau de desafio matematico e o grau de estrutura. O grau de desafio matematico esta
relacionado com o nivel de dificuldade da tarefa e pode variar entre dois polos: “reduzido” e
“elevado”. O grau de estrutura esta relacionado com a dimensao da tarefa, que também ¢
classificada entre dois polos: “aberto” e “fechado”. Nesse caso, “Uma tarefa fechada ¢ aquela
na qual ¢ claramente dito o que ¢ dado e o que ¢ pedido, e uma tarefa aberta é a que comporta
um grau de indeterminacgao significativo no que ¢ dado, no que € pedido, ou em ambas as coisas”

(Ponte, 2005, p. 7-8).
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Levando em consideracdo essas duas dimensdes e suas respectivas propriedades, Ponte

(2005) classifica as tarefas em quatro quadrantes, conforme ilustra a Figura 1:

Figura 1: Tipos de tarefa

Desafio reduzido

F 3
Exercicio Exploracdo
Fechado + » Aberto
Problema Investigacdo
Y

Desafio elevado

Fonte: PONTE, 2005, p. 8

Ou seja, os tipos de tarefas ilustradas na Figura 1 sdo apresentadas por Ponte (2005) da
seguinte maneira:
e Exploracao: ¢ uma tarefa aberta e de desafio reduzido (1° quadrante)
e Exercicio: ¢ uma tarefa fechada e de desafio reduzido (2° quadrante)
e Problema: ¢ uma tarefa fechada e de desafio elevado (3° quadrante)

e Investigacdo: ¢ uma tarefa aberta e de desafio elevado (4° quadrante)

Ao planejar suas aulas, ¢ recomendado que o professor considere os diferentes tipos de
tarefa, pois cada um desempenha um papel especifico na aprendizagem dos alunos (Ponte et al.
2015). Para o desenvolvimento das aulas analisadas em nossa pesquisa, utilizamos uma tarefa
de exploracdo (aberta e de desafio reduzido), considerando que “[...] as tarefas abertas
(exploragdes e investigacdes) ajudam os alunos a desenvolver a capacidade de lidar com
situagdes complexas, interpretando-as matematicamente” (Ponte et al., 2015, p. 112) e que “[...]
as tarefas com um grau de desafio mais reduzido (exercicios e exploragdes) favorecem o
sucesso dos alunos e promovem a sua autoconfianga” (Ponte et al., 2015, p. 112).

Acreditamos que esse tipo de tarefa contribui para a aprendizagem dos alunos,
possibilita discussdes matematicas produtivas (Stein et al., 2008) e permite analisar as a¢des do

professor durante o processo.
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3.2 ENSINO EXPLORATORIO E AS ACOES DO PROFESSOR

Ao se tratar sobre o ensino de matematica, podemos distinguir duas estratégias basicas:
o “ensino direto” e o “ensino-aprendizagem exploratorio” (Ponte, 2005).

Temos que:

No ensino directo, o professor assume um papel fundamental como elemento que
fornece informagdo de modo tanto quanto possivel claro, sistematizado e atractivo.
Assume-se que o aluno aprende ouvindo o que lhe ¢ dito e fazendo exercicios, cujo
objectivo é mobilizar os conceitos e técnicas anteriormente explicados e
exemplificados pelo professor. O ensino directo tem subjacente a ideia da transmisséo
do conhecimento. J& o “ensino-aprendizagem exploratorio”, a sua caracteristica
principal € que o professor ndo procura explicar tudo, mas deixa uma parte importante
do trabalho de descoberta e de construgdo do conhecimento para os alunos realizarem.
A énfase desloca-se da actividade “ensino” para a actividade mais complexa “ensino
aprendizagem” (Ponte, 2005, p. 12-13).

Diante disso, podemos dizer que o ensino direto pode ser entendido como “transmissor
de conhecimento”, visto que nele o professor explica o contetido, apresenta exemplos, para s6
depois o aluno resolver os exercicios, ou seja, primeiro vem a “teoria” e depois a “pratica”.
Enquanto no ensino-aprendizagem-exploratorio, trata-se do caminho inverso, pois o aluno
inicia com uma atividade pratica e por meio dela o aluno pode elaborar uma fundamentacdo
tedrica (Ponte, 2005, p. 15).

Stein et al. (2008) sugerem que para se promover discussdes matematicas produtivas
em uma sala de aula, em que o aluno desenvolve o seu conhecimento, a dindmica deve ocorrer
em trés fases: lancamento da tarefa, exploragdo pelos alunos e discussdo e sintetizagdo.

A primeira fase ¢ o langamento da tarefa, neste momento o professor € o responsavel
por apresentar a tarefa aos alunos, o enunciado da tarefa bem como sua explicagao devem ser
claras, pois os alunos precisam entender qual é o objetivo da tarefa além disso, eles precisam
se sentir desafiados e motivados a desenvolver a tarefa.

A segunda fase ¢ a exploragdo pelos alunos, neste momento o professor assume o papel
de acompanhar e incentivar os alunos (individualmente ou em pequenos grupos) a trabalharem
de forma autonoma, pois, nesta fase ¢ o0 momento que os alunos vao buscar estratégias para
resolver a tarefa, o professor pode orienta-los para que os alunos ou grupos utilizem diversas
estratégias, pois isso ira permitir uma boa discussdo futura.

Por fim, temos a fase da discussdo e sintetiza¢do, neste momento 0S grupos
compartilham as suas resolugdes para todos os alunos. Nesta fase, o professor precisa

intermediar as apresentacdes, promovendo uma discussdo interessante e que gere resolugdes



41

diferentes entre os grupos, garantindo assim uma diversidade de explicacdes e argumentagdes,
para que entao, de forma coletiva, cheguem em um consenso sobre a solugdo final.

Ja Oliveira, Menezes e Canavarro (2013), ao conceitualizarem o ensino exploratorio,
reformulam essas trés fases propostas por Stein et al. (2008), dividindo a fase de discussdo e
sintetiza¢do em duas, pois consideram importante dar mais destaque a fase de discussdo, além
de adotar a terminologia sistematizac¢do ao invés de sintetizagdo.

Oliveira, Menezes e Canavarro (2013) ressaltam que:

A pratica de ensino exploratério tem uma natureza marcadamente interativa e, como
tal, ndo depende apenas da natureza da tarefa matematica ¢ do objetivo com que é
proposta ou da experiéncia anterior dos alunos, mas, essencialmente da forma como
estes vdo interagindo com a professora e entre eles nos varios momentos da aula
(Oliveira; Menezes; Canavarro. 2013, p. 21).

Ou seja, a troca de informagdes entre professor e aluno desempenha um papel
fundamental no desenvolvimento de uma tarefa por meio do ensino exploratorio.

Canavarro (2012), destaca que:

E na relagdo com os alunos que as tarefas revelam o seu potencial, sendo aqui
determinante o papel do professor na sua exploragdo. As formas de trabalho que
escolher, os recursos que proporcionar, a gestdo que fizer do tempo e das interagdes
na sala de aula, o papel que se reservar a si mesmo € aos alunos, vao limitar ou
potenciar as oportunidades de aprendizagem criadas a partir das tarefas (Smith; Stein,
1998 apud Canavarro 2012, p. 101).

Ou seja, o professor € o responsavel por todo o desenvolvimento da tarefa, envolvendo
a preparacao, execucao e finalizacao da tarefa.

Com o proposito de orientar o professor neste desenvolvimento, Oliveira, Menezes e
Canavarro (2013, p. 6), elaboraram um quadro, no qual descrevem as praticas de ensino
exploratério da Matematica e identificam as “ac¢des instrucionais do professor e as intengdes
principais subjacentes a essas acdes”. Eles organizaram o Quadro 9, destacando que o ensino
exploratorio ocorre em quatro fases: introdugdo da tarefa, realizagdo da tarefa, discussao da
tarefa e sistematizacdo das aprendizagens matematicas, em cada uma dessas fases, eles
destacam também que o professor possui dois objetivos: promo¢do da aprendizagem
matematica e gestdo da aula.

Em resumo, o Quadro 9 estd organizado da seguinte forma: na primeira coluna sdo
apresentadas as fases do ensino exploratério e na segunda e terceira coluna, € evidenciado quais
sdo as acdes que o professor pode desenvolver para promover a aprendizagem matematica e ter

uma boa gestio na aula, em cada uma das fases.



Quadro 9: Agdes intencionais do professor na pratica de ensino exploratorio da Matematica

42

Promocio da aprendizagem matematica

Gestao da aula

@) Garantir a apropriagdo da tarefa pelos alunos: Organizar o trabalho dos alunos:
’zﬂ} < | — Familiarizar com o contexto da tarefa — Estipular tempos para o trabalho a desenvolver
S e | Esclarecer a interpretacio da tarefa em cada uma das fases da aula
2 % —- Estabelecer objetivos — Definir formas de organizacdo do trabalho
O = | Promover a adesdo dos alunos a tarefa: ndividual g N
F4 < | — Estabelecer conexdes com experiéncia (individual, pares, pequenos grupos, ....)
Z A anterior — Organizar materiais da aula
B — Desafiar para o trabalho
< Garantir o desenvolvimento da tarefa pelos alunos. | Promover o trabalho de pares/grupos:
oy — Colocar questdes e dar pistas — Regular as interagdes entre alunos
% — Sugerir representagdes — Providenciar materiais para o grupo Garantir
= - gggﬂrégﬂgscgrggug‘.’s:ﬁ fieacdes a produgdo de materiais para a apresentagdo pelos
< | §Oes €] GOCS .| alunos:
a Manter o desafio cognitivo e autonomia dos alunos: : . .
: (NN — Pedir registos escritos
o — Cuidar de promover o raciocinio dos alunos | Fornecer materiais a usar
’§ — Cuidar de ndo validar a corre¢do matematica | __ par tempo para preparar a apresentacio
[<\1]1 das respostas dos alunos Organizar a discussdo a fazer:
= — Identificar e selecionar resolugdes variadas(com
é erro a explorar, menos ou mais completas, com
~ representacoes relevantes)
— Sequenciar as resolucdes selecionadas
Promover —a  qualidade  matemadtica  das | Criar ambiente propicio a apresentag¢io e
apresentagoes dos alunos: discussdo:
<« | — Pedir explicacdes claras das resolugdes — Dar por terminado o tempo de resolugdoda
b — Pedir justificagdes sobre os resultados e as tarefa pelos alunos
> formas de representagdo utilizadas — Providenciar a reorganizagdo dos lugares/
;ﬂ — Discutir a diferenga e eficacia matematica espaco para a discussio
< das resolugdes apresentadas ) . — Promover atitude de respeito e interesse
A Regular as interagdes entre os alunos na discussdo: genuino  pelos  diferentes  trabalhos
19‘1 — Incentivar o questionamento para clarificagdo apresentados
2 de ideias apresentadas ou esclarecimentode | Gerir relagdes entre os alunos:
=) davidas — Definir a ordem das apresentacdes
2 — Incentivar analise, confronto e comparagdo | — Cuidar de justificar as razdes da ndo
A entre resolucdes apresentagdo de algumas resolugdes

— Identificar e colocar a discussdo erros
matematicos das resolugdes

— Promover e gerir as participagdes dos alunos na
discussdo

SISTEMATIZACAO DAS APRENDIZAGENS

MATEMATICAS

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos
a topicos matematicos suscitados pela exploragio da
tarefa:

— Identificar conceito(s) matematico(s),
clarificar a sua definicdlo e explorar
representagoesmultiplas

— Identificar procedimento(s) matematico(s),
clarificar as condi¢cdes da sua aplicacdo e
rever a sua utilizagdo

— Reconhecer o valor de uma regra com letras.

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos

a capacidades  transversais  suscitadas  pela

exploragdo da tarefa:

— Identificar e relacionar dimensdes da(s)
capacidade(s) transversal(ais) presentes

— Reforgar aspetos-chave para o seu

desenvolvimento
Estabelecer conexdes com aprendizagens anteriores:
— Evidenciar ~ ligagdes ~ com  conceitos

matematicos, procedimentos ou capacidades
transversais anteriormente trabalhados

Criar ambiente adequado a sistematiza¢do:

— Focar os alunos no momento de sistematizagao
coletiva

— Promover o reconhecimento da importancia de
apurar conhecimento matematico a partir da
tarefa realizada

Garantir o registo escrito das ideias resultantes da

sistematizacdo:

— Fazer registo em suporte fisico ou
informatico (quadro, QI, acetato, cartaz ...)
por aluno ou professor

— Pedir registo escrito nos cadernos dos
alunos

Fonte: Oliveira, Menezes e Canavarro (2013, p. 5)

O Quadro 9 apresenta detalhes minuciosos que auxiliam o professor na busca de

potencializar a promocao da aprendizagem matematica dos alunos e a manter uma boa gestao
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da aula. Entretanto, ¢ evidente que seu enfoque esta na abordagem do ensino exploratorio e no

nosso trabalho vamos destacar as agdes do professor que apoiam o raciocinio matematico.

3.3 RACIOCINIO MATEMATICO E AS ACOES DO PROFESSOR

Mata-Pereira ¢ Ponte (2018, p. 782) definem que “raciocinar matematicamente
consiste em fazer inferéncias justificadas, ou seja, utilizar informag¢ao matematica ja conhecida
para obter, justificadamente, novas conclusdes”.

“Ha uma variedade de aspectos e processos que podem estar envolvidos no raciocinio
matematico... Conjecturar, generalizar € justificar destacam-se como processos essenciais do
raciocinio matematico” (Ponte; Quaresma; Mata-Pereira, 2020, p. 10).

O Quadro 10 apresenta as defini¢des desses processos segundo Morais, Serrazina e
Ponte (2018) que, por sua vez, caracterizam esses processos com base em Ellis (2011) e Lannin

etal (2011).

Quadro 10: Processos do raciocinio matematico

Processos Definicao

“E um processo que envolve raciocinar sobre relagdes matematicas, desenvolvendo
Conjecturar  |afirmagdes, denominadas conjecturas, que requerem maior exploragao para verificar se sdo

verdadeiras ou ndo” (Morais; Serrazina; Ponte, 2018, p. 555, tradug@o nossa).

E “uma atividade onde as pessoas, que partilham um contexto socio matematico especifico,

estdo envolvidas em pelo menos uma de trés acdes: (i) identificar pontos em comum entre

Generalizar .. . . . . . v . .
os casos; (i) estender o raciocinio para além do caso inicial; ou (iii) extrair resultados mais
amplos de casos particulares” (Morais; Serrazina; Ponte, 2018, p. 556, traducdo nossa).
“Tem como objetivo convencer a si mesmo e aos outros (Morais; Serrazina; Ponte, 2018,

: p. 556, tradug@o nossa)”. A justificagdo ndo s6 mostra que uma afirmagao ¢ verdadeira, mas
Justificar

também fornece razodes pelas quais ¢ verdadeira ou valida em todos os casos possiveis (p.

556).

Fonte: A autora, baseada em Morais, Serrazina e Ponte (2018)

Temos que o raciocinio matemdtico dos alunos se desenvolve a partir de
conhecimentos prévios e por meio desses processos (conjecturar, generalizar e justificar) e com
uma tarefa com tal potencial, os alunos sdo capazes de produzir novos conhecimentos.

Mas, para todo esse processo acontecer o professor tem um papel importante, ele € o
responsavel por gerenciar a aula e orientar os alunos. Porém, isso ndo ¢ algo simples. Com o

intuito de auxiliar o professor durante este processo, Araman, Serrazina e Ponte (2019)
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elaboraram um quadro de andlise das acdes do professor que apoiam o raciocinio matematico
dos estudantes, conforme Figura 2. Neste quadro, os autores apresentam as categorias de agdes

e como elas podem ser executadas pelo professor durante o desenvolvimento da tarefa.

Figura 2: Quadro de andlise das acdes do professor que apoiam o raciocinio matematico

i - Solicita respostas para questdes pontuais.
Convidar . P para g P
- Solicita relatos de como fizeram.

- Fornece pistas aos alunos.

- Incentiva a explicagio.

. ) - Conduz o penzamento do aluno.

Guiar/ Apoiar . .
- Focaliza o pensamento do aluno para fatos importantes.

- Encoraja os alunos e re-dizerem suas respostas.

0w

- Encoraja os alunos a re-elaborarem suas respostas.
- WValida respostas corretas fornecidas pelos alunos.

(@]

- Corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos.
Informar/Sugerir - Be-elzbora respostas fornecidas pelos alunos.

- Fornece informactes e explicagbes. E
- Incentiva e fornece multiplas estratégias de resolugdo.

- Solicita que oz alunos apresentem razdes (justificativas).

e WAool EO

- Propbe deszafios. S
Desafiar - Eﬂcc-raj.a a aﬁ'aha?an.
- Encoraja a reflexdo.

- Pressiona para a precisdo.

- Pressiona para a generalizagio.
Fonte: Araman, Serrazina e Ponte (2019, p. 476).

De acordo com Araman, Serrazina ¢ Ponte (2019), a categoria Convidar envolve as
acoes do professor que solicitam informagdes dos alunos a respeito do que fizeram, tendo como
objeto observar como os alunos estdo pensando e qual a compreensao estdo tendo sobre aquele
tema. A categoria Guiar/Apoiar envolve as acdes “‘em que o professor, a partir de perguntas ou
explicagdes, conduz o pensamento do aluno para uma determinada situacdo ou focaliza fatos
importantes ou ainda quando o professor fornece pistas aos alunos e os encoraja a pensarem
sobre suas respostas” (Araman; Serrazina; Ponte, 2019, p. 476). A categoria Informar/Sugerir
abarca as acOes pelas quais o professor valida ou corrige uma resposta dada pelos alunos, ou,
ainda, quando fornece explicagdes ou informagdes e solicita ou apresenta outras estratégias de
solucdo. A categoria Desafiar envolve “as acdes nas quais o professor tenta colocar os alunos
em situacdo desafiadora de modo que estes avancem em seu raciocinio matematico, procurando
novas formas de representacdo, estabelecendo novas conexdes, refletindo e avaliando a
situagdo, generalizando e justificando” (Araman; Serrazina; Ponte, 2019, p. 476).

Os autores destacam que, embora o quadro apresente as categorias em uma ordem, nao

existe obrigatoriedade de sequéncia entre elas, nem de hierarquizagdo. Embora as agdes de
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desafiar sejam as que possuem maior potencial para promover o raciocinio dos alunos, as a¢des
de convidar, guiar/apoiar e de informar/sugerir dao suporte para as agdes de desafiar (Araman;
Serrazina; Ponte, 2019). Isso significa que o desenvolvimento do raciocinio matematico ocorre
de forma gradual, por mais que a acdo de desafiar represente um maior potencial, ela s6 ¢é
alcangada se as outras agdes forem executadas de maneira integrada.

Para o avanco desta pesquisa, adotando uma abordagem exploratdria no ensino de
matematica, a escolha da tarefa ¢ fundamental. A tarefa escolhida precisa ter o potencial de
promover o desenvolvimento do raciocinio matematico, ja que, por meio das agdes do professor
e da conducdo do ensino exploratorio, os alunos deverdo ser capazes de construir novos
conhecimentos, principalmente no que diz respeito as equagdes diferenciais ordindrias.

Com base nesse referencial, este estudo buscou identificar ¢ discutir as acdes do
professor que apoiam o raciocinio matematico durante a realizagdo de uma tarefa exploratoria
em uma turma de Engenharia na disciplina de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO). Para
conduzir esta pesquisa, foi realizada uma pesquisa qualitativa em uma turma composta por
alunos dos cursos de Engenharia Quimica e Engenharia Ambiental da UTFPR de Londrina.

No proximo capitulo, detalharemos a metodologia utilizada para a coleta e analise de
dados. Com base na transcri¢do das aulas e na andlise das producdes escritas dos estudantes,
buscamos identificar as agdes especificas do professor que se enquadram nas categorias
propostas (Convidar, Guiar/Apoiar, Informar/Sugerir e Desafiar) e discutir as agdes € 0 seu
impacto no desenvolvimento dos processos (Conjecturar, generalizar e justificar) de raciocinio
matematico dos alunos. Os resultados dessa analise permitirdo compreender como as acdes do
professor podem promover uma aprendizagem mais profunda e significativa de conceitos

matematicos complexos.
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4 METODOLOGIA

Foi realizada uma pesquisa qualitativa, que na perspectiva de Esteban (2010), ¢ definida

como:

[...] a pesquisa qualitativa € uma atividade sistematica orientada a
compreensdo em profundidade de fendmenos educativos e sociais, a
transformacao de praticas e cenarios socioeducativos, a tomada de decisoes e
também ao descobrimento ¢ desenvolvimento de um corpo organizado de
conhecimentos (Esteban, 2010, p.127).

Os dados da pesquisa foram produzidos nos dias 12, 17 e 19 de abril de 2023, com duas
aulas de 50 minutos em cada dia, resultando em um total de seis aulas. Durante toda a producao
de dados, mesmo distribuida ao longo de trés dias de aula, o professor colocou um gravador de
audio na mesa de cada grupo e permaneceu com um gravador consigo, para capturar todos os
didlogos entre ele e os alunos.

A pesquisa ocorreu em um ambiente natural de sala de aula da disciplina de Equagdes
Diferenciais Ordindrias. A turma participante ¢ composta por alunos dos cursos de Engenharia
Quimica e Engenharia Ambiental da UTFPR de Londrina em que o orientador da pesquisa € o
professor.

Desde 2019, o professor Henrique lecionava a disciplina'® de EDO para os alunos das
duas Engenharias em uma mesma turma. Ao longo desses anos lecionando a disciplina, as aulas
do professor foram pautadas no ensino direto (Ponte, 2005) e as tarefas de exploragdo, que
envolviam aplicacdes de EDO para as Engenharias, nunca eram realizadas em sala de aula,
eram sempre deixadas para serem realizadas em momentos extraclasse e enviadas pela
Plataforma Moodle. Em sala de aula, o professor costumava trabalhar com tarefas do tipo
exercicio (Ponte, 2005), isto ¢, tarefas fechadas e de desafio reduzido, como uma reprodugao
dos métodos de resolugdo de EDO ensinados durante as aulas.

De maneira distinta, as aulas desenvolvidas no contexto desta pesquisa, no primeiro
semestre de 2023, visaram trabalhar na perspectiva do ensino exploratério e utilizando uma

tarefa de exploracdo. Essa tarefa, realizada no ambiente natural de sala de aula pela primeira

19 Na UTFPR as disciplinas sio semestrais. Isso significa que até a realizacdo da pesquisa, no primeiro semestre
de 2023, o professor havia lecionado a disciplina para a Engenharia Quimica e a Engenharia Ambiental
conjuntamente, em uma mesma turma, por oito semestres seguidos. A ementa da disciplina durante esse periodo,
inclusive na época da realizacdo da pesquisa, era: Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem. Equagdes
Diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem e ordem superior. Sistemas de Equagdes Diferenciais
Ordinarias Lineares. Resolug@o de Equagdes Diferenciais em Séries de Poténcias.
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vez em sua pratica, envolveu o tépico EDO de Primeira Ordem e o modelo matematico
abordado foi a Lei do resfriamento de Newton.
O Quadro 11 apresenta a tarefa exploratoria utilizada. Tal tarefa foi dividida em trés

momentos, considerando as trés aulas destinadas a pesquisa.

Quadro 11: Tarefa exploratéria desenvolvida na turma

Primeiro momento
(dia 12 de abril)
Segundo momento | Com base nos dados, encontre um modelo matematico que permita

(dia 17 de abril) obter a temperatura da 4gua em qualquer instante t.
Terceiro momento
(dia 19 de abril)

Realize as medi¢des de temperaturas da agua.

Discuta e analise 0 modelo matematico obtido na aula anterior.

Fonte: a autora

Consideramos a tarefa como sendo de exploracao, pois o enunciado € aberto, j4 que
“comporta um grau de indeterminagdo significativo no que ¢ dado” (Ponte, 2005, p. 7), e de
desafio reduzido, uma vez que os alunos ja tinham estudado EDO de primeira ordem (de
variaveis separaveis, lineares e exatas) durante as aulas anteriores e ja haviam realizado tarefas
de aplicagao de EDO de mesmo nivel em momentos extraclasse, com tempo (duas semanas)
para buscarem os modelos matematicos a serem utilizados (por exemplo, o modelo do
Crescimento Populacional e o modelo da Mistura de duas solugdes em um tanque).

Para o trabalho com a tarefa de explora¢do, mesmo dividida ao longo de trés dias de
aula, o professor considerou as fases do ensino exploratorio.

No primeiro dia (duas aulas de 50 minutos cada), o professor introduziu a tarefa
(Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013), separando os alunos em pequenos grupos (foram cinco
grupos com seis alunos e um grupo com cinco alunos) e explicou o que seria feito e a dinamica
da aula. Em seguida, entregou aos grupos os materiais necessarios para a coleta das
informacgdes: cada grupo recebeu um recipiente com agua, de acordo com o Quadro 6,

juntamente com uma folha para anotarem as medigdes, conforme Figura 3.
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Figura 3: Folha para anotagdo das medi¢Ges de temperatura

Grupo ____

Nomes dos integrantes do grupo:

Tipo de material (copo ou garrafa) utilizado:

Temperatura do ambiente:

Horério Temperatura da dgua

Fonte: dados da pesquisa

O professor orientou os alunos a anotarem a temperatura ambiente naquele exato
momento (inicio da aula), que era de 26,4 °C, e a realizarem a primeira medi¢do da temperatura
da 4dgua. A partir de entdo, cada grupo mediria a temperatura da 4gua, deixada em temperatura

ambiente, a cada 10 minutos por cerca de 100 minutos e registraram esses valores.

Quadro 12: Recipiente e temperatura da agua referente a cada Grupo

Grupo Recipiente Agua
1 Caneca de Plastico Quente
2 Caneca Stanley Gelada
3 Caneca de Plastico Gelada
4 Copo de vidro Gelada
5 Caneca de aluminio Quente
6 Garrafa Plastica Gelada

Fonte: dados da pesquisa

Neste dia, a pesquisadora esteve presente durante a aula e atuou como observadora e
auxiliou apenas na coleta das temperaturas pelos grupos, que ocorreu da seguinte forma: os
alunos colocavam o termdmetro culinario dentro do recipiente com agua, esperavam um pouco

(até a medida do termdmetro estabilizar) e em seguida anotavam na folha qual era o horario e
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a temperatura do liquido naquele momento. O professor e a pesquisadora foram auxiliando os
alunos durante a coleta de dados e, por meio de perguntas realizadas pelo professor, os alunos
comecaram a levantar conjecturas sobre a tarefa. A Figura 4 mostra as informagdes coletadas

pelos grupos ao final do primeiro dia de aula:

Figura 4: Medi¢oes de temperatura feitas pelos grupos

Grupo 1 (Caneca de Plastico) Grupo 2 (Copo Stanley) Grupo 3 (Caneca de Plastico)
Horario | Temperatura da dgua | Horario | Temperatura da dgua | Horario | Temperatura da agua |

16h10 74,6° C 16h07 09°C 16h13 4.1° C
16h19 61° C 16h19 1,1° C 16h22 5.9°C
16h29 53,8°C 16h29 1,3°C 16h31 84°C
16h39 48,1° C 16h39 1,8°C 16h42 10,7° C
16h50 43,6° C 16h49 2,1°C 16h56 13,3° C

17h 40,2° C 16h59 2,8°C 17h04 14,9° C
17h10 38,1° C 17h09 33°C 17h14 16,1° C
17h21 36,3°C 17h19 3.8°C 17h22 17,2°C

Grupo 4 (Copo de vidro) Grupo 5 (Caneca de aluminio) Grupo 6 (Garrafa de plastico)
Horsrio | Temperatura da 4dgua | Horario | Temperatura da dgua | Horario | Temperatura da agua |

16h06 3,3°C 16h16 87.1° C 16h14 2,6°C
16h18 8,9°C 16h24 66,8° C 16h22 3,6°C
16h28 12,1° C 16h33 56,1° C 16h32 5,9°C
16h38 15°C 16h44 47.8° C 16h42 6,2°C
16h49 17.3° C 16h58 40,8° C 16h56 6,6° C

17h 19.2°C 17h07 38°C 17h05 8,9°C
17h09 20,1° C 17h16 36°C 17h14 11,2°C
17h19 20,9° C 17h26 34,1° C 17h24 134°C

Fonte: dados da pesquisa

Vale ressaltar que, conforme as orientacdes da tarefa, as medi¢des deveriam ser
realizadas a cada 10 minutos, no entanto, os intervalos de tempo variaram, pois so tinha um
termdmetro culindrio e ele estava sendo compartilhado entre todos os grupos.

No segundo dia (duas aulas de 50 minutos cada), o professor pediu que os alunos se
organizassem nos mesmos grupos da aula anterior. Para essa aula, o professor entregou, em
folhas separadas, os dados coletados pelos Grupos 1 e 4 no primeiro dia e introduziu a tarefa
(Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013) para cada grupo, mas agora com o enunciado, conforme
as Figuras 5 e 6, contendo os dados obtidos na aula anterior. Todos os seis grupos discutiram a
tarefa (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013) e geraram um modelo matematico (utilizando uma

EDO) a partir das observagdes e analises dos dados obtidos pelos grupos 1 e 4.
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Figura 5: Folha entregue aos alunos no segundo dia, contendo informagdes registradas pelos alunos do Grupo 1

Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo UTFPR (Plastico)
Temperatura do ambiente: 26,4° C
Horario Temperatura da dgua
Termdmetro Culinario
16h10 74.6°C
16h19 61° C
16h29 53,8°C
16h39 48,1° C
16h50 43.6° C
17h 40,2°C
17h10 38,1°C
17h21 36,3°C
Encontrar um modelo matemadtico que permita obter a temperatura da dgua em qualquer
instante t.

Fonte: dados da pesquisa

Figura 6: Folha entregue aos alunos no segundo dia, contendo informagdes registradas pelos alunos do Grupo 4

Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo de vidro (dgua gelada)
Temperatura do ambiente: 26,4° C
Horario Temperatura da agua
Termdmetro Culinario
16h06 3.3°C
16h18 8.9°C
16h28 12.1°C
16h38 15°C
16h49 17.3°C
17h 19.2°C
17h09 20.1°C
17h19 20.9°C
Encontrar um modelo matemdtico que permita obter a temperatura da dgua em gqualguer
instante t.

Fonte: dados da pesquisa
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Como pode ser observado nas Figuras 5 e 6, a orientagdo contida nas folhas entregues
pelo professor era: “Encontrar um modelo matematico que permita obter a temperatura da agua
em qualquer instante t”. O professor sugeriu que neste dia os alunos levassem seus notebooks,
pois, caso desejassem, poderiam utilizar o software GeoGebra para trabalhar com os dados e
identificar o comportamento do grafico da fun¢do que descreveria a situagao.

Durante essa aula, a pesquisadora atuou como observadora ndo participante € o
professor ficou circulando entre os grupos com o objetivo de dialogar com os alunos e conduzi-
los a chegarem a um modelo. O professor visava estimular os alunos a compreenderem que, na
situacdo proposta, a taxa de variagdo da temperatura é proporcional a diferenca entre a

temperatura T e a temperatura ambiente T, isto €,

dT
Frin —k(T—T,) (ondek >0)

Ou seja, no modelo matematico que representa a Lei do resfriamento de Newton. E
importante destacar que este modelo matematico € classificado com uma EDO de 1° ordem,
linear e de varidveis separaveis.

No terceiro dia (duas aulas de 50 minutos cada), sem a presenca da pesquisadora na sala,
o professor iniciou a aula realizando a discussdo da tarefa (Oliveira; Menezes; Canavarro,
2013), convidando os alunos a apresentarem seus modelos para a turma toda e fazendo
questionamentos. ApoOs os seis grupos apresentarem as EDOs que construiram, o professor
orientou-os a resolverem suas EDOs (sem indicar um método especifico para resolugdo) e
validar o modelo construido. Para validar o modelo, os alunos poderiam voltar aos dados
coletados pelos seus proprios grupos no primeiro dia, ndo ficando restritos aos dados dos
Grupos 1 e 4 entregues pelo professor. Assim como no segundo dia, os alunos poderiam utilizar
livremente o software GeoGebra. Nao houve nenhuma orientagdo especifica, por parte do
professor, quanto ao uso do GeoGebra. Os alunos poderiam utilizar da maneira como
quisessem, fazendo uso dos comandos que soubessem'! utilizar.

Ao final do terceiro dia, apos os alunos analisarem e resolverem a equagao diferencial
ordinaria considerando diferentes conjuntos de dados (do Grupo 1, do Grupo 4 ou do préprio
grupo), o professor apresentou aos alunos o comando “Resolver EDO” (conforme Figura 7),

até entdo desconhecido pelos alunos.

! Foi a primeira vez que o professor desenvolveu uma tarefa em que os alunos utilizaram o GeoGebra em sala de
aula na disciplina. O conhecimento que os estudantes tinham sobre o sofiware veio de momentos anteriores no
curso. Até entdo, os estudantes ndo conheciam o comando “ResolverEDO” no GeoGebra, que foi apresentado
pelo professor.
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Figura 7: Comando “ResolverEDO” no GeoGebra

2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

£ LN hec| 2

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo

ResolverEDO <f(x, y)>, <Ponto de f- ]

ResolerEDO| <f(x, y}>, <Valor de  nicial=, <Valor de y lnicial>, <Valor de x Final>, <Passo> |

ResolverEDO] <y, <x’=, <Valor de x hicial=, <Valor de y Inicial=, <Valor de t Final=, <Passo> ]

ResolverEDO] <bix)>, <c(x}>, <f{x}>, <Valor de x Inicial, <Valor de y Inicial>, <Valor de y Inicial>, <Valor de x Final», <Passo>]

ResolverE DONumernicamente| <Lista de Derivadas>, <Abscissa Inicial>, <Lista de Ordenadas Iniciais>, <Abscissa Flnal> |
Entrada.

Fonte: os autores

Apos esse momento, o professor realizou a sistematizagdo das aprendizagens dos
alunos (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013), dialogando com cada grupo a respeito das
conclusdes que tiraram, principalmente a respeito da validade do modelo obtido, do significado
da constante de proporcionalidade, do papel da condicdo inicial para a determinagdo da
constante de integracdo que surge na integral indefinida e das limitagdes do modelo quanto
comparado a realidade.

Para esta pesquisa, utilizamos os dudios gravados durante as interagdes que o professor
fez no Grupo 1. Essa delimitacdo foi necessaria, uma vez que, ao todo, temos sete gravadores
(seis dos grupos mais o gravador do professor) com cerca de 300 minutos cada. Escolhemos o
Grupo 1, pois foi um dos grupos que mais interagiu com o professor durante as aulas. Outro
motivo foi que o grupo, composto por seis integrantes, contou com a participagao de todos eles
durante os trés dias de desenvolvimento da tarefa. Além disso, no tltimo dia, o Grupo 1 utilizou
um dos notebooks do proprio professor para utilizar o GeoGebra, o que facilitou o registro dos
graficos feitos no software por parte dos alunos.

Portanto, os dados analisados nesta pesquisa sdo: dudios do gravador que ficou sobre a
mesa do Grupo 1 durante os trés dias de aplicacdo; dudios do gravador que ficou com o
professor enquanto caminhava pela sala e interagia com os alunos durante os trés dias de
aplicacdo, especialmente nos momentos em que o professor interagia com o Grupo 1; producdes
escritas dos estudantes do Grupo 1. Esses dudios foram transcritos para a realizagao das

analises.
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A pesquisa teve aprovagdo do Comité de Etica em Pesquisas envolvendo Seres
Humanos (CEP — UTFPR) sob o nimero CAAE: 65033822.6.0000.5547. Para manter o
anonimato dos participantes, demos nomes ficticios a eles, a saber: Lucas, Daniela, Mario,
Talita, Jairo e Carlos.

A partir da transcri¢ao dos dudios do gravador que permaneceu com o professor durante
os trés dias, foi realizada uma leitura dos didlogos e cada fala do professor foi classificada
segundo as categorias de acdes do professor, de acordo com os dados apresentados na Figura
2.

Em seguida, a partir da transcricdo dos audios do gravador que permaneceu sobre a
mesa do Grupo 1 durante os trés dias, buscamos corroborar a classifica¢do das falas do professor
feita anteriormente e, principalmente, buscamos identificar de que maneira aquelas agdes do
professor apoiavam o raciocinio matematico dos alunos, com base nos processos apresentados
no Quadro 10.

As andlises dos dados estdo detalhadas no Capitulo 5.
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5 ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, descrevemos os trés dias de aula visando identificar as acdes do
professor: Convidar, Guiar/Apoiar, Informar/Sugerir ¢ Desafiar (Araman, Serrazina e Ponte,
2019) e buscamos discutir como essas agdes do professor podem apoiar 0s processos:
Conjecturar, generalizar € justificar (Ponte; Quaresma; Mata-Pereira, 2020; Morais; Serrazina;
Ponte, 2018) do raciocinio matematico dos estudantes.

Como ja mencionamos, os dados da pesquisa foram produzidos em trés dias, com duas
aulas de 50 minutos cada, totalizando seis aulas. No primeiro dia, os estudantes mediram a
temperatura da 4gua; no segundo dia, utilizando os dados coletados anteriormente, os estudantes
procuraram encontrar um modelo matematico que permitisse obter a temperatura da agua em
qualquer instante t; por fim, no terceiro dia, eles discutiram e analisaram o modelo obtido.

O professor inicia o primeiro dia comentando com os alunos sobre a coleta e analise
dos dados, em seguida, convida a todos a participarem da atividade e se organizarem em grupos.

[1] Professor: Na aula de hoje, a gente vai fazer uma coleta de dados para analisar
segundo o que a gente tem estudado aqui em EDQO. Entdo, hoje vai ser uma coleta de
dados para utilizar e analisar na segunda-feira (préoximo dia de aula), fa? [convidar]

Para o desenvolvimento da tarefa, o professor pede para os alunos se organizarem em
grupo. Ele conta os alunos presentes na sala de aula e decide que os alunos podem fazer 5
grupos de 6 alunos e 2 grupos de 7 alunos. Antes de se organizarem, o professor explica que os
alunos irdo utilizar alguns recipientes com agua fria e dgua quente, para a medi¢do da
temperatura a cada 10 minutos até o final da aula.

Em um determinado momento da explicacdo da tarefa, o professor diz: “Cada grupo
devera fazer uma medigdo, ai depois a gente vai chegar em uma EDO que modela essa situagao,
pra gente chegar numa fun¢do que nos permite dizer a variagdo da temperatura ao longo do
tempo”. Este trecho de fala em especifico ndo esta destacado no texto como os demais, pois ndo
se trata de uma ac¢do que apoia o raciocinio matematico. No entanto, essa afirmagdo merece
destaque, pois, embora nao tenha sido intencionalmente diretiva, pode ter influenciado o
raciocinio do aluno. E possivel que eles ja imaginassem que o trabalho teria relagio com EDO,
tema da disciplina, mas ao mencionar explicitamente a EDO, o professor pode ter limitado as
possibilidades que os alunos poderiam explorar, direcionando-os para uma solu¢do especifica.

Depois da explicagdo, os alunos se organizam em grupos € o professor realizou a
medicao da temperatura ambiente e informou aos alunos que a mesma se encontrava em 26,4°

C, orientando-os a registrar esse dado, pois serd necessario mais adiante. Em seguida, o
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professor distribuiu os materiais (copo/garrafa com dgua quente/fria) e uma folha para os alunos
anotarem o horario e a temperatura naquele instante.

Como s6 tinha um termoémetro culinario, o professor foi circulando entre os grupos,
levando o termdmetro e orientando os alunos durante as medigdes. O professor comenta que o
intervalo entre as medi¢des ¢ de 10 minutos e explica como os alunos devem anotar os dados
na folha. Depois de um periodo de coleta de dados, o professor iniciou discussdes com 0s grupos
sobre os dados coletados até o momento. Aqui, vamos abordar particularmente o Grupo 1, como
mencionado anteriormente.

Para dar inicio a discuss@o, o professor guia/apoia (em [2]) os alunos para que eles

expliquem o que os dados coletados até o momento indicam.

[2] Professor: Deixa eu fazer uma pergunta pra vocés, com esses dados que vocés ja
coletaram, o que esses dados indicam? O que vocés podem dizer a partir desses dados?
[guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[3] Lucas: Com o tempo a variagdo foi diminuindo.

[4] Daniela: A variagdo vai diminuindo.

[5] Professor: A variagdo foi diminuindo! [informar/sugerir - valida respostas corretas
fornecidas pelos alunos]. Quando vocé diz variag¢do... [guiar/apoiar — conduz o
pensamento do aluno]

[6] Lucas: E tipo a temperatura, porque o daqui deu 13, ai daqui jd deu 8 e aqui ja deu
Menos.

[7] Daniela: Eu acho que tem alguma relagado, sei la, com a temperatura do ambiente,
tipo 26, entdo pode ser que a varia¢do seja menor conforme vai chegando mais perto
do 26.

[8] Professor: Que seria, o 26 que vocé esta falando seria a temperatura ambiente.
[guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]

[9] Daniela: Eu jd fiz um exercicio parecido com isso dali, tipo, se t, se o tempo né, tender
ao infinito, a temperatura do liquido vai ser igual a temperatura ambiente.

[10] Professor: E vocé viu isso, vocé concordou com isso? [desafiar — encoraja a
avaliacao]

[11] Daniela: Sim.

[12] Professor: O que isso daqui indica? Esses dados que vocés estdo botando ai, esses
valores [guiar/apoiar - focaliza o pensamento dos alunos para fatos importantes]

[13] Daniela: Esta se aproximando da temperatura ambiente, ai quanto mais esfria,
mais devagar é esse processo.

[14] Professor: Mais esfria no sentido, a agua de vocés ¢ quente, né? [guiar/apoiar —
conduz o pensamento do aluno]

[15] Daniela: Sim.

Lucas (em [3]) e Daniela (em [4]) perceberam que a variacdo da temperatura estava
decrescendo ao longo do tempo. O professor guia/apoia o raciocinio dos alunos (em [5]) em
relagdo a variacdo da temperatura, o que permitiu que eles elaborassem conjecturas a respeito

disso. Daniela (em [7]) diz que deve ter alguma relagdo com a temperatura ambiente, entdo
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pode ser que a variacdo seja menor conforme vai chegando mais perto do 26° C (temperatura
ambiente). O professor a guia/apoia (em [12]) para pensar sobre os dados apresentados e, entdo,
Daniela justifica (em [13]) sua resposta dizendo que esta se aproximando da temperatura

ambiente e que quanto mais esfria, mais devagar € esse processo.

[16] Daniela: Tipo assim, vai ter a temperatura ambiente, a temperatura ambiente é a
solugdo de equilibrio ou nao?

[17] Professor: O que é a solugdo de equilibrio ai? [guiar/apoiar — incentiva a
explicagao]

[18] Daniela: Eu ndo lembro a defini¢do, eu so lembro que sabe aquelas curvas
integrais, ela servia pra defini¢do da solucdo de equilibrio. Na teoria ele desce mais
rapido, ele vai diminuindo quando estd chegando mais perto da temperatura ambiente
ne? Ate encontrar a solucado.

[19] Professor: Ai vocé fala que a temperatura ela vai variando menos, é isso né?
[guiar/apoiar — encoraja os alunos a redizerem suas respostas|

[20] Daniela: (inaudivel)

[21] Professor: Ai ela diminui infinitamente? [guiar/apoiar — conduz o pensamento do
aluno]

[22] Daniela: Até chegar na temperatura ambiente que ela estabiliza. A primeira desceu
13, a segunda 9, a outra 7, 5 e agora desceu acho que 4.

Daniela comenta (em [16]), sobre a solu¢do de equilibrio. O professor, entdo, aproveita
a oportunidade e apoia (em [17]) a aluna a explicar o conceito de solucdo de equilibrio nesse
contexto, e (em [18]) Daniela compartilha suas reflexdes sobre isso.

O professor guia/apoia (em [19]) os alunos a redizerem suas observagdes sobre o
decrescimento da variagdo da temperatura. Em [21], ele guia/apoia a aluna questionando-a se
esse decrescimento serd infinito. Dessa forma, Daniela [22] traz as informagdes novamente
sobre as diferencas entre as temperaturas € menciona que esse decrescimento vai ocorrer até
chegar na temperatura ambiente, momento em que a temperatura se estabilizara.

No trecho a seguir, o professor desafia [23] os alunos a pensarem nos dados por meio

de um grafico.

[23] Professor: Vocé fez um modelo ai, mas no formato de grafico, como seria isso?
[desafiar — encoraja a reflexao]

[24] Daniela: Na descida eu comecei descer mais rapido, desce 13, ai depois desce 9,
7, 5, 4 desce assim pra chegar no grafico.

[25] Professor: No grdfico do qué? [guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[26] Daniela: Exponencial.

[27] Professor: Aqui, o que vocé acha? [desafiar — encoraja a reflexao]

[28] Daniela: Eu acho que ndo vai ser tdo (inaudivel) igual uma exponencial.

[29] Mario: Ndo acho que vai ser necessariamente uma exponencial, mas é parecido
com o exponencial.

[30] Daniela: Acho que é a nogdo de equilibrio.
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[31] Mario: E que na verdade, ele desce mais répido, depois ele desce 13, ai depois
desce 7, ai depois desce 5 enquanto ele vai naqueles 10 minutos. O grdfico que eu falo
aqui, o grafico que eu to falando aqui é temperatura por ... aqui passou dez minutos,
desceu tudo isso ai. Mais 10 minutos desceu um pouquinho menos, entendeu?

Ao observar a folha de respostas dos alunos, o professor percebeu que a Daniela
elaborou um “esbogo” geométrico com os dados. Com isso, ele desafia [23] a aluna a pensar
como tal “esbo¢o” pode ser representado por meio de um grafico. Daniela [24] explica como
fez esse esboco e como ela pode chegar em um grafico. O professor aproveita a oportunidade
para guiar/apoiar [25] Daniela a pensar em qual grafico os dados representam, isso permitiu
que ela elaborasse uma conjectura [26], dizendo que se trata de um grafico exponencial. Mais
adiante, o professor desafia [27] os alunos a pensarem se esta resposta estd correta ¢ Daniela
[28], [30] junto com Maério [29], [31], elaboram argumentos para justificar as suas respostas.

Neste momento o professor circula entre os demais grupos, enquanto isso o Grupo 1 ndo
se envolve em debates sobre a tarefa, mas, eles continuam coletando as medi¢des da

temperatura. Apds um periodo, o professor retorna ao Grupo 1.

[32] Daniela: Vai ter mais professor? (referindo-se a medicao da temperatura da dgua)

[33] Professor: A gente vai fazer mais, porque vocés acham que a gente precisa fazer
mais? Ou que precisaria fazer mais? [desafiar — encoraja a reflexao]

[34] Mario: Pra chegar na temperatura ambiente.

[35] Lucas: E mais perto da temperatura ambiente que deu 26, ai que vai dar, acho que
uns 30 e...

[36] Mério: E que agora pra chegar na temperatura ambiente vai demorar.

[37] Lucas: Vai dar uns 33, 34.

[38] Mario: Ndo, uns 36 eu acho.

[39] Daniela: Cada vez vai ser bem menos, desceu uns 40 em 50 minutos, mas... cada
vez, essa dai desceu menos de 2 graus, eu acho que foi 2 ponto alguma coisa, 2 ponto
2, algo do tipo? Entdo ele vai continuar diminuindo, entdo até diminuir mais 10 graus
vai demorar.

[40] Professor: Entdo quer dizer, se a gente for ficar coletando informagoes até a
temperatura ambiente, a gente fica aqui um tempdo? [guiar/apoiar — focaliza o
pensamento dos alunos para fatos importantes]

Daniela [32], pergunta para o professor se havera mais coletas de dados. Neste
momento, o professor decide desafiar [33] os alunos a refletirem se ¢ realmente necessario
prosseguir com a coleta de dados. Mario [34], menciona que a coleta deve continuar até atingir
a temperatura ambiente, porém, logo em seguida [36] aponta que isso tomara bastante tempo.
Tanto Lucas quanto Daniela concordam com a afirmacdo de Mario sobre a longa duracdo do

processo. O professor, entdo, guia [40] os alunos focalizando para fatos importante, destacando



58

que se optarem por continuar coletando dados até chegar na temperatura ambiente, o processo

serd demorado e que eles ndo dispdem de todo esse tempo.

[41] Mario: Tipo assim, temperatura eixo (inaudivel). Isso, temperatura eixo y e tempo
eixo x, vai ficar uma assintota, eu acho, tipo uma raiz de 3? Raiz ao cubo?

[42] Lucas: Eu acho que é o contrario né? Nado é o tempo.

[43] Professor: A agua de vocés é? [guiar/apoiar — focaliza o pensamento do aluno para
fatos importantes]

[44] Daniela: 4 quente.

[45] Lucas: E a temperatura? Entdo tipo, com o passar do tempo... a temperatura.

[46] Mario: E vai ser a mesma coisa, assim né, pra cima.

[47] Daniela: Come¢a em cima e vai...

[48] Lucas: Eu acho que é tempo por temperatura, ndo é? Ou ndo, temperatura por
tempo... E temperatura por tempo.

[49] Mario: Vai criar uma assintota né, que fala?

[50] Daniela: E, tendendo até o infinito.

[51] Mério: E, ndo sei se é no eixo x ou no y.

[52] Daniela: Espera ai, esse aqui é qual eixo? Eixo y?

[53] Mario: E eixo y.

[54] Daniela: 4h, entdo y é igual a (inaudivel).

[55] Mério: E a temperatura ambiente.

[56] Professor: Beleza, [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos] matematicamente o que a assintota representa? [desafiar — encoraja a reflexao]
[57] Lucas: E tipo uma...

[58] Mario: A gente pode pensar em termos de limite.

[59] Professor: Mas, por que vocé chamou de assintota? Por que vocé estd enxergando
uma assintota? [desafiar — encoraja a reflexao]

[60] Daniela: Porque ela vai diminuindo cada vez mais, vai ficando constante.

[61] Professor: Vai diminuindo e ai no infinito o que isso vai acontecer? [guiar/apoiar
— incentiva a explicagao]

[62] Lucas: Vai ficar na temperatura ambiente.

[63] Professor: Vai se aproximar ali. [informar/sugerir — valida respostas corretas
fornecidas pelos alunos]

[64] Mario: E se fosse ideal, a temperatura da sala ndo tivesse mudando também, eu
acho que a temperatura do copo, quer dizer da dgua, iria equilibrar com a do ambiente,
entdo ndo ia passar, ndo ia descer de 26.

[65] Professor: Certo, [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos] entdo se a gente deixar o copo aqui eternamente, a temperatura do copo ndo
iria ultrapassar a temperatura do ambiente. Matematicamente, entdo, no infinito, essa
curva vai se aproximar, mas ndo vai chegar a uma reta horizontal (assintota horizontal),
que no caso é a temperatura ambiente. [informar/sugerir - fornece informagdes e
explicacoes]

No fragmento anterior, os alunos iniciam a constru¢ao do grafico organizando os dados
nos eixos correspondentes. No inicio, surge certa confusdo sobre qual eixo representa a
temperatura e qual seria o tempo, mas logo chegam a uma conclusdo. Mario [49] elabora uma

conjectura dizendo que o grafico sera representado por uma assintota, com isso o professor
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aproveita a oportunidade para desafiar [56], [59] os alunos a justificarem por que acham que se
trata de uma assintota e qual € o seu significado matematico. Mario [58] sugere pensar em
termos de limite e Daniela [60] destaca que “ela vai diminuindo cada vez mais, vai ficando
constante”. A afirmagdo de Daniela evidencia uma sua percep¢do sobre o comportamento
assintético dos dados, no entanto, a afirmacao “vai ficando constante” ndo ¢ precisa do ponto
de vista matematico. De cordo com Leithold (1994, p. 94), “A reta y = b ¢ denominada uma
assintota horizontal do grafico da funcdo f se pelo menos uma das seguintes afirmagdes for

valida: (i) xlirp f(x) = b e paraum numero N, se x > N, entdo f(x) # b; (ii) xlir_n f(x)=b

e para um numero N, se x < N, entdo f(x) # b”.

O professor guia/apoia [61] os alunos a explicarem o que acontece quando a temperatura
vai diminuindo quando t tende a infinito. Entdo, Lucas [62] explica que a temperatura do
liquido se iguala a temperatura ambiente. Mario concorda com essa afirmacdo e destaca que,
apo6s o periodo de coletas, a temperatura ambiente ndo serd, necessariamente, 26° C, pois ndo
ha garantias de que a temperatura do ambiente permanecera estavel devido a fatores externos
(como janelas abertas, portas abertas, auséncia de ar-condicionado, entre outros). No entanto,
ele destaca que, em um ambiente ideal, onde a temperatura se mantém constante, a temperatura
do liquido vai se igualar a temperatura do ambiente inicial.

Em [65], o professor valida a resposta do estudante e fornece explicagdes sobre o fato
de que, matematicamente, a ideia de assintota (horizontal) mencionada pelos alunos indicaria
que, quando t tende a infinito, a temperatura da agua se aproximaria da temperatura ambiente,
mas ndo se igualaria a ela, acdes previstas na categoria informar/sugerir. Tal fato seria um dos
pontos a serem discutidos na analise do modelo matematico a ser realizada no terceiro dia, uma
vez que, na realidade, a temperatura da dgua se igualaria a temperatura ambiente. Deste modo,
os alunos tém a possibilidade de encontrar um modelo matematico para fazer uma
generalizagdo, evitando assim a necessidade de coletar os dados até atingir a temperatura
ambiente.

Logo em seguida, um aluno de outro grupo se aproximou para tirar diividas e o professor
se deslocou até o seu grupo para ajuda-los. Em seguida, o professor caminhou entre os outros
grupos antes de finalizar a atividade. Ao concluir esse primeiro dia de pesquisa, ele comunicou
aos alunos que na proxima aula (segundo dia) a discussdo seria retomada.

No segundo dia, o professor distribui as folhas aos grupos contendo os dados coletados
na aula anterior. Em seguida, fornece informagdes e explica¢des para que os alunos possam dar

continuidade a tarefa.
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[66] Professor: Ai, eu vou entregar essa folha...uma folha por grupo, além de vocés
colocarem o nome, eu quero que vocés registrem aqui as discussoes, as respostas de
vocés em uma folha so, uma por grupo. Tudo bem? [...] Para esse segundo momento, a
partir das medig¢oes que vocés fizeram na semana passada, o objetivo é chegar ao
modelo matematico para descrever essa situa¢do que vocés coletaram os dados. Pra
gente ter uma discussdo conjunta, eu selecionei apenas dois conjuntos de dados, um de
dgua fria e um de dgua quente, pra todo mundo discutir a mesma situagdo. Depois de
discutir essa situagdo, depois de chegado no modelo eu vou devolver para vocés as
medig¢oes que vocés fizeram, ta? Entdo esses dados aqui que eu vou compartilhar nessa
folha sdo dados que um grupo, eu ndo lembro qual, coletou a partir de agua gelada e
um outro a partir de dgua quente, tudo bem? [convidar]

Ap6s a distribuicao das atividades e a organizagdo dos alunos em grupos, o professor

fornece novamente algumas informacgoes e explicagdes aos alunos.

[67] Professor: Entdo, a ideia é vocés analisarem esse conjunto de dados, criar um
modelo para essa situagdo que permita chegar a uma expressdo pra gente encontrar a
temperatura em qualquer instante. Para fazer isso, a gente vai usar informagoes que
vocés também perceberam na semana passada. Primeiro vamos analisar a partir desses
dados. O que esses dados estdo dizendo? Entdo, a partir disso, dessas observagoes, a
gente vai criar um modelo, ta? [convidar].

Em seguida, o professor comeca a circular entre os grupos na sala de aula, oferecendo
suporte e orientacdo aos alunos durante o desenvolvimento da tarefa. Em determinado

momento, ele se aproxima do Grupo 1 e se inicia o seguinte didlogo:

[68] Professor: O que vocés estdo fazendo? So por... [convidar — solicita relatos de como
os alunos fizeram]

[69] Lucas: 4 gente vai colocar, colocar o grdfico.

[70] Mério: E, vai fazer um grdfico do tempo e da temperatura, por enquanto.

[71] Lucas: Isso, so pra analisar a reta.

[72] Professor: E dai vocés vao pegar essas informagoes ai, essas dai e vao colocar no
grdfico. O que que vai no eixo horizontal? [guiar/apoiar — incentiva a explica¢ao]

[73] Lucas: Eu estava pensando em colocar o tempo.

[74] Professor: Por qué? |[desafiar — solicita que os alunos apresentem razdes
(justificativas)]|

[75] Mario: Porque é padrao.

[76] Lucas: Geralmente tudo é tempo né (risos).

[77] Professor: E comum a gente colocar no eixo horizontal o que? Qual das varidveis?
[guiar/apoiar — focaliza o pensamento do aluno para fatos importantes]

[78] Mario: A Independente.

[79] Professor: Independente [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas
pelos alunos], entdo nesse caso a gente pode pensar que a temperatura. [guiar/apoiar —
conduz o pensamento do aluno]

[80] Lucas: Depende do tempo.
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[81] Professor: Ela varia. [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos]. Ai na hora que vocés colocarem esses pontos aqui, vocés me chamam que eu
quero voltar pra gente ver junto o que vai acontecer. Eu vou trazer um computador

para vocés depois analisarem pelo GeoGebra, ta? [informar/sugerir — incentiva e

fornece multiplas estratégias de resolucao].

[82] Lucas: 4h beleza, vamos ver como a gente vai colocar.

Pelo trecho, € possivel notar que o professor executa diversas vezes agdes previstas na
categoria guiar/apoiar. Os alunos vao construir um grafico com base nos dados fornecidos pelo
professor, com o intuito de analisar o comportamento da “reta” [69], [70] e [71]. O professor,
aproveita a oportunidade e guia/apoia [72] os alunos a explicarem qual informagdo deve ser
representada no eixo horizontal. Nesse momento, Lucas [73] sugere que seja a varidvel tempo
e, entdo, o professor o guia/apoia [74] para que ele explique sua resposta. Mdrio [75], entdo,
comenta que isso ¢ padrao. O professor aproveita a fala de Mério e guia/apoia [77] os alunos
para um fato importante, questionando sobre qual variavel ¢ geralmente representada no eixo
horizontal, e entdo, Mario [78] responde que ¢ a variavel independente. Dessa forma, o
professor conduz [79] o raciocinio dos alunos até que Lucas [80] conclui que a temperatura
depende do tempo, acdo da categoria guiar/apoiar.

Durante essa discussdo, ficou evidente que os alunos compreenderam que o tempo € a
variavel independente, representada no eixo horizontal, e que a temperatura ¢ a varidvel
dependente, descrita no eixo vertical. Para finalizar essa discussao, o professor observa que os
alunos estdo organizando os dados no papel e os informa/sugere [81] a reproduzir procedimento
e analisar os dados com auxilio do software GeoGebra.

Embora essa acdo incentive os alunos a fornecerem multiplas estratégias de resolucao,
o professor direciona-os a deixar de lado a analise feita com lapis e papel, sugerindo que podem
usar um software especifico: o GeoGebra. Ele poderia ter aproveitado a oportunidade para
desafiar os alunos com a seguinte proposta: “E se vocés tentassem complementar essa analise
que fizeram com lapis e papel utilizando um recurso tecnoldgico, como um software? Que tal
tentarem fazer isso? Se precisarem, posso trazer um computador para que possam explorar essa
ideia”. Assim, os alunos teriam a oportunidade de sugerir outros softwares, como o Python, por
exemplo.

Logo apos, o professor se encaminha para um outro grupo e os alunos seguem com a
tarefa.

[83] Talita: 61. 0 — 74,6° 09 — 61°; 19 — 53,8° 29 — 48,1°; 40 — 43,6°, 50 — 40,2°
(referindo-se aos dados sobre a temperatura da 4gua quente em cada intervalo de tempo)
[84] Lucas: Eu acho que tem uma opgdo no GeoGebra, que liga certo também, eu acho.
Dai a gente vai fazer ela pra fria também né?
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[85] Talita: 60 — 38,1°e 71 — 36,3°.

[86] Daniela: Vocés estdo refazendo a tabela?

[87] Talita: Estamos fazendo a tabela para colocar no GeoGebra.

[88] Daniela: Mas vocés estdo fazendo de agua gelada ou de agua quente?

[89] Mario: Esse ¢ quente.

[90] Talita: Que é o nosso. Aqui o0, é esse modelo matematico que a gente vai usar.
[91] Lucas: Da pra colocar tipo as cores, a gente coloca tipo o verde, tipo quente
vermelho e o verde frio.

Os alunos estdo organizando os dados em uma tabela do Excel, revisando
cuidadosamente as informagdes. Apoés a inser¢ao dos dados, Lucas [91] sugeriu realizar ajustes
na cor para distinguir entre os dados da agua fria e quente. Inicialmente eles comegaram com
os dados referentes a agua quente [89].

Depois de um tempo, Mario [92] apresentou a turma o resultado do gréafico:

[92] Mario: Olha gente, o grdfico ficou assim.

[93] Lucas: Nossa, que legal. Vamos chamar o professor?

[94] Mario: Eu ndo sei ligar os pontos.

[95] Lucas: Eu acho que tem ferramentas né? Aqui, o, intersec¢do, otimizagdo, raizes.
[96] Mario: Reta de regressdo.

[97] Daniela: Eu acho que é isso, reta de regressao.

[98] Mario: Reta de regressdo?

[99] Daniela: Ndo tem como selecionar o menu?

[100] Mario: Ndo da pra clicar e puxar ao mesmo tempo.

[101] Daniela: Da sim, tenta com as duas maos, com os dois dedos.

[102] Mario: E, foi uma reta, ndo foi uma curva

[103] Lucas: Serd que ndo tem curva ai? Porque aqui td reto, tem curva? Aqui embaixo,
acho que tinha, ndo tinha?

Nesse momento, os alunos estdo procurando no Excel a op¢ao que realiza o ajuste de
curva mais preciso para os dados coletados. Vale destacar que Mario [102] estd usando os
termos “reta” e “curva’ no senso comum, deixando de considerar que “foda reta é uma curva
de curvatura nula” (Henriques e Almouloud, 2016, p. 475, destaque dos autores).

Como ndo obtiveram sucesso, optaram por solicitar auxilio ao professor, que se juntou

ao grupo e os convidou [104] a relatarem os passos realizados:

[104] Professor: O que vocés estiao pensando? E ai? O que vocés chegaram? [convidar
— solicita relatos de como os alunos fizeram]

[105] Mario: 4 gente esta tentando ligar os pontos.

[106] Daniela: Fazer uma fungdo.

[107] Professor: Tda. Vocés jogaram os pontos das duas, das duas colunas de dados.
[guiar/apoiar — conduz o pensamento dos alunos]

[108] Lucas: O vermelho é o quente e o frio é o...

[109] Maério: azul.
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[110] Professor: E o que vocés analisaram em relagdo a esse comportamento?

[guiar/apoiar — incentiva a explicacao]

[111] Lucas: Que eles estdo tendendo para a temperatura ambiente.

[112] Professor: E de que modo que eles estdo tendendo? Qual que é o comportamento

desses pontos ai? [guiar/apoiar — incentiva a explica¢ao]

[113] Lucas: Parece uma metade de parabola.

[114] Professor: Vocés acham que é uma parabola? Pedago de uma parabola? Qual

que é a questdo? [desafiar — encoraja a reflexao]

[115] Daniela: E uma parte de uma pardbola.

[116] Mario: E.

[117] Professor: Isso, [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos

alunos] e por qué? [desafiar — solicita que os alunos apresentem razoes (justificativas)]
Se for uma pardbola, eu imagino que vocés estdo dizendo uma pardabola porque ele ta

vindo aqui, uma parabola ela tem alguma caracteristica, né? Que é em algum momento

estamos com concavidade pra cima ou concavidade para baixo, entdo, no azulzinho,

em algum momento isso vai comegar a baixar. Faz sentido isso? Em algum momento

essa temperatura... [informar/sugerir — fornece informagdes e explicagdes]|

[118] Lucas: Eu acho que...

[119] Daniela: Nao.

[120] Lucas: Eu acho que ndo vai baixar, por exemplo essa daqui, né? A quente. Ela

ndo vai comegar a esquentar depois, entdo eu acho que ndo tem como ser uma parabola,

nem...

[121] Mario: Entdo, mas eu imagino que a curva ali vai estar pra ca, né? Tipo aqui, ou

aqui? Ta virada pro...

[122] Professor: Mas ai como que seria? Como que essa parabola viria daqui?

[guiar/apoiar — incentiva a explicagdo]

[123] Mario: Seria aqui.

[124] Professor: Onde que ta o vértice dessa parabola? [guiar/apoiar — focaliza o

pensamento do aluno para fatos importantes]

[125] Mario: Seria por aqui, O.

[126] Professor: Mas ela seria assim? [guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]

[127] Mario: E.

[128] Professor: Entdo ela ndo seria uma fungdo dai, né? Ela estaria na horizontal, ela

estaria deitada, ndo seria uma fung¢do, se a gente faz o teste da reta vertical

[informar/sugerir — fornece informagdes e explicacdes]

[129] Mario: Isso, verdade.

[130] Professor: Pensa ai, pensa ai. [desafiar — encoraja a reflexao]

[131] Daniela: £ dificil pra chegar no ponto.

[132] Mario: Pra chegar no ponto eu acho que nao da, acho que pode chegar perto.

Mario [105] inicia sua fala ao professor dizendo que eles estdo tentando ligar os pontos
representados no Excel, em seguida, Daniela [106] complementa informando que estao
tentando criar uma fungao.

O professor guia/apoia [107] os alunos, conduzindo seus raciocinios em relacdo aos
dados projetados. Em seguida, guia/apoia [110] novamente, desta vez, buscando incentivar a

analise do comportamento dos dados. Lucas [111] aponta que os dados estdo se aproximando
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da temperatura ambiente, e o professor o guia o raciocinio dos alunos [112] em relagdo ao
comportamento dos pontos no grafico, com isso eles puderam formular conjecturas. Lucas
[113] menciona que se assemelha a uma metade de parabola, e Daniela e Mario [115, 116]
concordam com essa ideia. Aproveitando a oportunidade, o professor desafia [117] os alunos a
refletirem sobre as caracteristicas de uma parabola, uma vez que o grafico crescente passaria a
decrescer (parabola com concavidade para baixo), indicando que a 4gua fria (chamada pelo
professor de “azulzinho™) que estava esquentando passaria a esfriar em algum momento.

Daniela e Lucas [119, 120] refutam essa ideia, mas Mario [121] explica ao professor
que essa parabola estaria “virada”. Mario [125] chega até a formular uma conjectura sobre a
posicdo do vértice, mas o professor guia/apoia [126] e informa/sugere [128] aos alunos a
pensarem sobre essa posicao, pois, se considerarmos o raciocinio de Mario, a parabola teria seu
eixo de simetria na horizontal, mas, de acordo com o teste da reta vertical, isso ndo representaria
uma funcdo da temperatura em relagiao ao tempo, uma vez que os alunos estavam considerando
a variavel dependente temperatura no eixo vertical e a variavel independente tempo no eixo
horizontal.

Por um lado, a fala [128] do professor leva Mario [129] a refletir sobre sua conjectura
inicial, a¢do da categoria guiar/apoiar. Por outro lado, a fala do professor fornece um caminho
a seguir, reduzindo a demanda cognitiva da tarefa. O professor problematiza se o grafico
sugerido pelos alunos seria grafico de uma func¢ao, mas o proprio professor indica uma resposta,
sugerindo o teste da reta vertical. Mesmo com um caminho sugerido pelo professor, os alunos
poderiam, por exemplo, conjecturar que se tratava de uma fungio do tipo f(x) = V/x, o que ndo
aconteceu. O professor se encaminhou para outro grupo, mas, antes, desafiou [130] os alunos a
continuarem refletindo sobre o assunto.

Os alunos comecaram a testar algumas funcdes para verificar se se ajustavam bem aos
dados. Eles até encontraram uma fun¢do que se ajustava bem, porém um ponto ainda
permanecia excluido. Apds muitos testes e discussdes, o professor se aproxima do grupo e apoia

[133] os alunos a explicarem como esta o andamento das discussoes.

[133] Professor: Como é que, o que vocés chegaram aqui? [guiar/apoiar — incentiva a
explicacao]

[134] Lucas: Ai professor ta dificil.

[135] Professor: Td dificil? O, o que vocés pensaram entdo? Alguma coisa vocés ja
pensaram? [guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[136] Daniela: E, a gente estd tentando algumas equagées, vé se parece a funcdo inicial
[137] Professor: Isso, mas vamos caminhar entdo pra... Uma ideia é eu tentar imaginar
uma equagdo, que vocés podem fazer, mas vamos tentar imaginar uma equa¢do
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diferencial. O, o que vocés percebem aqui com relagdo a variacdo da temperatura?
[guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]

[138] Lucas: Que ela vai diminuindo.

[139] Professor: A variagdo vai diminuindo, conforme o tempo passa. Entdo, pode falar.
[guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]

[140] Lucas: Ah, nao, eu tinha comentado sobre o tempo ser inverso a variagdo. Porque
quanto mais o tempo passa, menor a variagdo, a gente estava pensando em alguma
coisa assim.

[141] Talita: Eu acho que quanto mais o tempo estd proximo do...

[142] Professor: Entdo... essa é uma questdo interessante porque tem alguma relagdo
de proporcionalidade. A variag¢do da temperatura ela ta ocorrendo... proporcional a...
[informar/sugerir — fornece informagdes e explicacoes]

[143] Lucas: Ao tempo.

[144] Professor: Na verdade, proporcional [informar/sugerir — corrige respostas
incorretas fornecidas pelos alunos]. E que conforme o tempo passa, a dife...
[guiar/apoiar — focaliza o pensamento dos alunos para fatos importantes]

[145] Daniela: 4 diferenga, ela é proporcional ao qudo proximo ela esta da temperatura
ambiente.

[146] Professor: Exato, [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos] o que que é isso? Vocé estava falando, né? A diferenga... O que seria? A
diferenca do qué? E isso que vocé falou... Ela é proporcional... O, 6, a varia¢do da
temperatura, ela esta acontecendo de uma maneira diferente, de um ponto para outro,
né? Quanto mais proximo do T igual a zero, no inicio quando a gente comegou a medir,
a temperatura ambiente e a temperatura do liquido tinham uma diferenca grande. Ai,
para o segundo momento, a varia¢do foi uma varia¢do grande. Mas, conforme o tempo
foi passando, essa variagdo foi diminuindo, junto com a diferenca entre a temperatura
(da agua) e a temperatura ambiente. [informar/sugerir — fornece informagdes e
explicagdes] O que que isso significa? Isso que eu acabei de falar, como eu expresso
isso numa equag¢do? [desafiar — pressiona para a generalizagao]

[147] Daniela: Vamos falar que a taxa de temperatura perdida é a linha (a’). A linha é
igual a vezes tempo e temperatura, ndo sei.

[148] Professor: O que ¢ a? [guiar/apoiar — focaliza o pensamento dos alunos para fatos
importantes]

[149] Daniela: O a vai ser... a temperatura no momento?

[150] Professor: O, pensem sobre isso aqui, a varia¢do, quando eu falo variagdo, taxa
de variagdo, o que eu quero dizer com taxa de variagdo? Derivada. Essa variagdo ai,
ela esta acontecendo numa relagdo que eu consigo perceber proporcional a essa
diferenca, entre a temperatura do liquido e a temperatura do ambiente. Porque quanto
maior, olha no grdfico, quanto maior a diferenga entre a temperatura do liquido e a
temperatura do ambiente, maior a variagdo com o passar do tempo. Entdo a taxa de
variagdo ela estd sendo proporcional a essa diferenca entre a temperatura e a
temperatura do ambiente. [informar/sugerir — fornece informacdes e explicagdes]

Os alunos relatam que estdo enfrentando dificuldades para encontrar o modelo
matematico, o professor guia/ apoia [135, 137, 139 e 144] e fornece informacodes e explicagdes
[142] para os alunos repensarem sobre a variacdo da temperatura, porém agora com foco na

proporcionalidade. Em [137], por mais que o professor conduza o pensamento do aluno, ele
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acaba os direcionando ao dizer que a equagdo que eles devem imaginar ¢ uma equacao
diferencial. Em dado momento, Daniela [145] comenta que a diferengca ¢ proporcional a
proximidade da temperatura ambiente. Em [146] enquanto o professor valida a resposta da
Daniela, ele faz questionamentos importantes: “A4 diferenca... O que seria? A diferenca do
qué?” mas acaba por responder os seus proprios questionamentos, isso impede que os alunos
tenham a oportunidade de demonstrar seus conhecimentos, contudo, ao final, ele propde um
desafio aos alunos para que reflitam sobre a variagdo da temperatura em um modelo
matematico, visando uma possivel generalizagio.

Em [150], o professor da inicio a discussdo perguntando aos seus alunos: “o que eu
quero dizer com taxa de variagdo?”, este questionamento pode ser visto como uma acdo de
desafiar (encoraja a reflexdo), mas, novamente, ele se antecipa e explica que o conceito da taxa
de variacdo estd relacionado com a derivada e a relacdo de proporcionalidade que ha entre a
diferenca da temperatura do liquido com a temperatura ambiente, resultando assim em uma
acdo de informar/sugerir. Logo em seguida o professor se encaminha para outro grupo e os
alunos comecam a discutir qual seria o modelo matematico que representa esses dados.

Proximo ao término da aula, o grupo 1 chama o professor.

[151] Professor: Quem que me chamou? Foi esse grupo aqui?

[152] Daniela: Foi, professor, a gente pensou, o “a” linha (4°) de t é igual ao A de t
menos a temperatura ambiente vezes alguma coisa.

[153] Professor: Certo [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos]

[154] Daniela: Uma constante.

[155] Professor: Isso. [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos]

[156] Daniela: Alguma coisa ou uma fungdo de alguma coisa, que a gente ndo sabe. Ai
gente pensou em pegar e colocar ela e fazer substituir os valores e isolar o k de alguma
coisa ali e tentar fazer...

[157] Professor: E achar esse valor do k [guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]
[158] Daniela: E mais ou menos assim, uma fun¢do ou alguma coisa.

[159] Professor: Mas ai como é que vocé achou esses A linha? O que é A linha?
[guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[160] Lucas: E a temperatura no tempo x.

[161] Professor: Nao, é a varia¢do. [informar/sugerir — corrige respostas incorretas
fornecidas pelos alunos]. Entdo A linha, na verdade, é a derivada dessa fungdo, que
vocé ndo conhece ainda, né? Que na verdade, entdo, seria, pela defini¢do, seria aquele
limite quando vocé pega o intervalo tendendo a zero, né? O h tendendo a zero, lembra?
Definicdo de derivada [informar/sugerir — fornece informagdes e explicagdes]

[162] Lucas: E, a gente estava procurando agora.

Daniela [152 e 154] apos uma discussao com o seu grupo apresenta ao professor a sua

conjectura, que resulta em um modelo matematico expresso por: A’(t) = (A(t) — 26,4) vezes k
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alguma coisa. No entanto, ela ainda tem duvidas em relagdo ao que acompanha o k, pois ndo
consegue definir se ¢ uma fungdo ou uma constante [156]. Assim, ela sugere [158] substituir os
valores para isolar o k e chegar a uma solugdo. O professor, entdo, apoia [159] os alunos a
explicarem o significado de A linha. Lucas [160] responde que “é a temperatura no tempo x”,
em [161] ao mesmo tempo em que o professor corrige uma resposta incorreta fornecida pelo

aluno ele informa através de explicacdes que esse A’ indica a derivada.

[163] Professor: Isso. Entdo, vamos pensar o seguinte, sem precisar jogar esses pontos,
porque o A linha a gente ndo conhece a fungdo A ainda, a gente quer descobrir. Vamos
nessa linha de raciocinio aqui que vocé estava pensando. A linha A, o que é a fungdo A
ai? E a temperatura que vocé estd chamando? Vocés chamaram de A? [guiar/apoiar —
conduz o pensamento do aluno]

[164] Daniela: Isso, temperatura em dado momento

[165] Professor: Entdo a taxa de variagdo, vamos seguir a linha de raciocinio ai que é
esse k que vocé esta multiplicando. A gente percebe que quando a diferenga entre a
temperatura do liquido e a temperatura ambiente é grande, a taxa de variagdo tambéem
¢é grande. Entdo quanto maior for essa diferenca entre a temperatura do ambiente e a
temperatura do liquido, maior a taxa de varia¢do. Quando menor for essa diferenca,
menor a taxa de varia¢do. Entdo existe uma relagdo... vai, acho que teve um insight ali
[informar/sugerir — fornece informagdes e explicagdes]

[166] Talita: Nao, ndo, foi um (inaudivel) mesmo.

[167] Professor: Anota matematicamente. [desafiar — pressiona para a generalizagao]
[168] Daniela: Mas ndo segue uma ideia linear?

[169] Professor: Nao, se fosse linear, essa varia¢do seria constante. [informar/sugerir —
corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos]

[170] Daniela: Ah, é verdade.

[171] Professor: E ai essa variagdo ndo é constante. Mas essa variacdo ela é
proporcional a essa diferenga. [informar/sugerir — fornece informagdes e explicagdes]
[172] Mério: Entdo é tudo isso multiplicado por 1 sobre alguma coisa.

[173] Professor: Multiplicado por um k. Se quanto maior a diferen¢a, maior a taxa de
variagdo, quanto menor a diferenga, menor a taxa de variag¢do, existe uma relagdo de
proporcionalidade. Quanto maior um maior o outro, entdo a taxa de variagdo é
proporcional a essa diferenca de temperatura. O que é essa ideia de propor¢ado, entdo?
E aideia de um k que estd multiplicando essa diferenca, entdo isso que vocé estd falando
aqui, que vocé ndo chegou a esse valor, seria uma constante de proporcionalidade
multiplicando essa diferenga. [informar/sugerir — fornece informagdes e explicacoes]
[174] Mario: Pra achar essa constante dai.

[175] Professor: A gente vai achar depois, a gente vai usar os dados. [informar/sugerir
— fornece informagdes e explicagdes]

[176] Daniela: Que dados?

[177] Professor: Os dados obtidos aqui. Pra achar essa constante depois a gente vai
achar a partir desses dados. [informar/sugerir — fornece informacodes e explicagdes]
[178] Lucas: Mas aqui até agora o raciocinio ta ok?

[179] Professor: Td ok. [informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos
alunos] So que monta essa equagdo considerando uma constante de proporcionalidade
[guiar/apoiar - conduz o pensamento do aluno]

[180] Daniela: Td, uma k, um k. Entdo, tipo, tipo vezes alguma coisa.
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[181] Professor: Exato, entdo ai vocé usa isso. Isso aqui é uma equacgdo diferencial.
Qual que é a fungdo ai? A é a fungdo de T. A linha é uma derivada, k ¢ uma constante
de proporcionalidade que eu ndo sei qual que é. [informar/sugerir — valida respostas
corretas fornecidas pelos alunos] Resolvo essa EDO, como que eu resolvo essa EDO?
e [guiar/apoiar — encoraja os alunos a elaborarem suas respostas]

[182] Daniela: Método de separaveis?

[183] Professor: Como? [guiar/apoiar — encoraja os alunos a elaborarem suas respostas]
[184] Daniela: E, passa esse termo que tem o A de t pra cd, deixa k aqui integra em
relagdo a t aqui.

[185] Professor: Passa o “dt” daqui pra la? [apoiar - conduz o pensamento do aluno]
[186] Daniela: E, integra em relagdo a t aqui.

[187] Mario: E um sobre A de t.

[188] Daniela: A7 a constante vai dar um negocio meio.

[189] Professor: Deixa a constante ali, depois a gente acha ela. [informar/sugerir —
fornece informagdes e explicagdes]

[190] Mario: Esse A linha de t é?

[191] Professor: dA/dt [informar/sugerir — fornece informacdes e explicagdes]

[192] Daniela: Dai a gente resolve a EDO?

[193] Professor: Resolve isso, vai surgir uma constante de integra¢do e vai ter esse K.
Tudo bem, deixa as duas, encontrem uma fungdo A, deixa essas duas constantes ai,
depois a gente lida com elas [guiar/apoiar — focaliza o pensamento dos alunos para fatos
importantes]

O professor guia/apoia [163], informa/sugere [165, 169, 171 e 173] e desafia [167], até
que os alunos entendam a ideia de propor¢ao. Em [173], o professor poderia ter utilizado a agao
de guiar/apoiar, conduzindo o pensamento do aluno, especialmente ao abordar: “O que ¢ essa
ideia de propor¢do, entdo?”. Porém, ele responde a propria pergunta, o que acaba levando a
acdo de informar/sugerir.

Ele informa/sugere [175] que o valor da constante sera encontrado posteriormente com
base nos dados obtidos e em [179] valida a resposta de Daniela e sugere que ela desenvolva
uma equagdo considerando uma constante de proporcionalidade. para entdo resolver a EDO e
guia/apoia [181] os alunos a elaborarem suas respostas de como poderiam resolver a EDO.
Daniela entdo [182, 184 e 186] diz que ¢ pelo método de separdveis e explica o passo a passo
desse método. O professor finaliza guiando os alunos para fatos importantes, depois que eles
integrarem vai surgir uma constante de integra¢do e como ja tem um k, ¢ pra deixar as duas
constantes pra trabalhar com elas posteriormente.

Depois o professor se encaminha para outro grupo e os comecam a resolver a EDO
utilizando o método de variacdo de separaveis. Ao concluir o segundo dia de pesquisa, o
professor informou que a discussao seria retomada e concluida na proxima aula (terceiro dia).

O professor inicia o terceiro dia convidando cada grupo a comentar o modelo

matematico elaborado na aula anterior.
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[194] Professor: Hoje a gente vai finalizar essa atividade. A ideia vai ser discutir
modelos que alguns ja chegaram, alguns chegaram proximo, né? Entdo a gente vai
finalizar esse modelo e depois analisar esse modelo matematico. Analisar no sentido de
que eu vou devolver para vocés a coleta de dados que os grupos fizeram no primeiro
dia e a gente vai analisar isso, e nesse momento de analise o GeoGebra vai ajudar em
alguns aspectos. Nesse primeiro momento eu gostaria de contar com a ajuda de vocés,
quem se dispor, a comentar pra todo mundo, pra toda a sala do seu modelo, como
chegou no seu modelo e explicar brevemente sobre isso. Alguém se dispoe? Algum
grupo? Uma pessoa do grupo? [convidar]

A partir desse momento, os grupos comegam a se manifestar. O primeiro grupo a se
) , . dC .
manifestar relatou que o modelo construido foi Pl k(26,4 — C), onde k ¢ a constante de

proporcionalidade e C a temperatura em fung¢ao do tempo t. O Grupo 1 foi o segundo grupo a
se manifestar.

[195] Lucas. O nosso ficou parecido.

[196] Professor: Parecido? [guiar/apoiar - Encoraja os alunos e redizerem suas
respostas]

[197] Lucas: E, a iinica coisa é que o nosso ficou a temperatura menos o 26,4.

[198] Professor. Td, entdo, que letra que vocés usaram? [convidar — solicita respostas
para questdes pontuais]

[199] Lucas: A gente usou A.

[200] Professor: A. A é a temperatura, né? [guiar/apoiar — incentiva a explicacao]

[201] Lucas. 4i ficou a4 igual a A de t menos 26,4. Ai tudo isso vezes k.
dt

[202] Professor: Tudo isso vezes k? [guiar/apoiar — incentiva a explicacao]

[203] Lucas: Isso.

[204] Professor: Aqui, esse A de t, nesse caso aqui [comparando com a resolugdo do
grupo anterior] seria C de t? [guiar/apoiar — incentiva a explicacao]

[205] Lucas: E, a temperatura em funcéo de t.

O modelo construido pelo Grupo 1 foi Z—': = k(A(t) — 26,4). Para além do uso das letras

C e A, o grupo percebe que ha uma diferenca nos modelos, como pode ser visto em [197]. O
professor aguardou que os demais grupos apresentassem seus modelos para discutir com a

turma toda sobre essa diferenca.

[206] Professor: O que muda nessas equagoes ai? Que diferencga faz estar 26,4 menos
T, ou C, ou A, e estar A menos 26,47 O que que muda essa ordem estar trocada?
[desafiar — encoraja a reflexao]

[207] Alunos/Alunas: O sinal de menos.

[208] Professor: O sinal de menos. [informar/sugerir — valida respostas corretas
fornecidas pelos alunos] E isso interfere em alguma coisa na analise? [desafiar —
encoraja a avaliacao]

[209] Alunos/Alunas. Na constante.

[210] Professor: O que na constante? [desafiar — encoraja a reflexdo]
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[211] Alunos/Alunas: No sinal da constante.

[212] Professor: No sinal da constante [informar/sugerir — valida respostas corretas
fornecidas pelos alunos]. Uma andlise que a gente pode fazer a respeito desse sinal é:
o0 que essa derivada, eu vi que muitos grupos fizeram no GeoGebra e jogaram os dados,
pegaram os dados da planilha e jogaram pra ver o comportamento. O que essa derivada
representa neste grafico que vocés fizeram? [desafiar — pressiona para a precisao|
[213] Alunos/Alunas: 4 inclinagdo da reta tangente.

No trecho acima, o professor desafia os alunos [206, 208, 210, 212] a refletirem a
respeito da diferenca entre escrever % = k(26,4 —C) ou % = k(C — 26,4), levando em

consideracdo a interpretacdo geométrica da derivada como o coeficiente angular da reta
tangente a curva em um dado ponto. Essa discussdo se prolonga e o professor conduz a analise
tanto para o caso da agua gelada que, com o passar do tempo, vai aquecendo, como para o caso

da agua quente que vai esfriando. Passamos para outro momento em que o professor conversa

especificamente com o Grupo 1 sobre a resolugdo da equagio % = —k(A(t) — 26,4). No

trecho abaixo, o grupo esta buscando encontrar o valor de k utilizando os valores de t e A(t)
dados nas Figuras 5 e 6.

[214] Professor: Como é que vocés estdo? [convidar — solicita relatos de como fizeram]
[215] Lucas. Professor, a gente...cada ponto vai passar diferente [no grafico]?

[216] Professor: Por que que isso acontece? [desafiar — a encoraja avaliagao]

[217] Lucas: E que a gente tentou fazer com o outro ponto, e deu quase a metade desse,
professor, ficou muito estranho.

[218] Professor: Pra achar o valor do k? [guiar/apoiar — incentiva a explicacao]

[219] Lucas: E, ficou muito discrepante.

[220] Professor. Como assim? Vocés pegaram, primeiro... [guiar/apoiar — incentiva a
explicacao]

[221] Lucas: Isso, a gente fez com esse valor aqui de agua quente, no tempo 9 deu 61
[61°C]. Af deu esse k aqui. SO que a gente foi tentar fazer com outro valor, acho que
nesse 19 [t=19] e 53,8 [53,8°C], deu metade desse quase.

[222] Daniela: Deu 0,17.

[223] Lucas: E, 0,17... menos 0,17

[224] Professor: Menos 0,17. Ahn, vocés estdo sem computador, eu vou pegar meu
computador ali e vou pegar o GeoGebra, porque eu acho que ele vai ajudar vocés a
pensarem isso. [informar/sugerir — incentiva e fornece multiplas estratégias de
resolugao]

Pelo trecho, percebemos que os alunos estavam com dificuldades para definir qual o
valor que k poderia assumir. Ao chegar ao grupo, o professor convida [214] os alunos a

explicarem como estavam desenvolvendo a tarefa. Em seguida, para tentar compreender seus

raciocinios, o professor os desafia [216] e os guia [218 e 220] e, por fim informa/sugere [224]
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que o GeoGebra poderia auxilid-los a pensarem sobre as duvidas e isso permite que eles
elaborem conjecturas a respeito da solugdo, como mostra a Figura 8.

Em um momento posterior, o professor retorna ao Grupo 1 para verificar se 0 GeoGebra
tinha auxiliado no desenvolvimento da tarefa e no raciocinio dos estudantes. Como fica evidente
no trecho a seguir, os alunos utilizaram o comando “controle deslizante” para dar continuidade
na tentativa de definir um valor adequado para a constante de proporcionalidade k.

[225] Professor: Como é que vocés fizeram isso ai? [convidar — solicita relatos de como
fizeram]

[226] Lucas. A gente foi colocar a fun¢do [no GeoGebra]. Ai a gente foi testando os
valores [de k], s6 que nenhum valor esta dando proximo.

[227] Professor: Mas cadé o k ai? [guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[228] Daniela: O k é o que esta substituindo.

[229] Lucas: Ele da pra mexer. [referindo-se ao comando “controle deslizante” do
GeoGebra]

[230] Professor: Vocés ndo estdao colocando a fungdo errada, ndo? [desafiar — encoraja
a avaliacao]

[231] Lucas: E assim, ndo é, oh? A(t) é igual a e elevado a menos kx, porque o t estd
no eixo x, mais 26,4. Ta certo, ndo ta?

[232] Professor: Qual é o valor de k que deu na conta de vocés? [guiar/apoiar — incentiva
a explicagao]

[233] Lucas e Daniela: Tem varios, varias possibilidades.

[234] Professor: Entdo, mas ai, entdo tem alguma coisa estranha. Como é que vocés
acharam o valor de C [constante]? [desafiar — encoraja avaliagio]

[235] Lucas: O que ¢ C mesmo?

[236] Professor: Quando vocés integraram ali, ndo surgiu uma constante? [desafiar —
encoraja a avaliagao]

[237] Lucas. Ndo.

[238] Professor: Aqui esta errado, quando vocés integram de cada lado, a integral disso
surge uma constante C. [informar/sugerir — corrige respostas incorretas fornecidas pelos
alunos]

[239] Lucas: Verdade, a gente esqueceu!

[240] Professor: Entdo, é essa constante C surge da resolu¢cdo da EDO
[informar/sugerir — fornece informagao]

[241] Lucas: A gente esqueceu completamente.

[242] Professor. Ai essa constante C, vocés vdo precisar encontrar. [guiar/apoiar —
conduz o pensamento do aluno.]

[243] Lucas: Pegar um ponto.

[244] Professor: Pegar um ponto, coloca a constante C ai que esta errado. [guiar/apoiar
— encoraja os alunos a re-elaborarem suas respostas]

Ao convidar os alunos [225] a manifestarem seus raciocinios, o professor pode perceber
que havia um erro na resolugdo da equacdo diferencial ordindria, uma vez que os alunos nao
colocaram a constante de integragdo que surge ao resolver uma integral indefinida. Por meio
do GeoGebra, os proprios alunos puderam refutar a solugdo encontrada, como pode ser visto

em [226]. Em [234], o professor percebe que tinha algo estranho na conta dos alunos e, ao
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indagar como eles chegaram ao valor de C, Lucas [235] pergunta: “O que ¢ C mesmo?” Neste
momento, o professor desafia [236] os alunos, perguntando se surgiu alguma constante durante
o processo de integragdo. Lucas [237] responde que ndo, e o professor afirma que o aluno estava
errado, oferecendo uma explicagcdo adequada. Contudo, ele poderia ter incentivado os alunos a
refletirem mais sobre a questdo antes de considera-los errados. Apesar de sua intervengao ter
contribuido para o raciocinio da turma, uma orientacdo mais sugestiva poderia ter sido mais
produtiva. A partir dai, o grupo revé sua solugao e apresenta uma nova conjectura sobre como
encontrar o valor da constante C, como mencionado por Lucas [243].

No trecho anterior [226 e 229], fica evidente que o GeoGebra, por meio do comando
“controle deslizante”, teve o papel de agilizar o procedimento que os alunos ja vinham fazendo
em [221], s6 que utilizando folha e caneta. Tanto pelos célculos feitos no papel como pelo
grafico feito no GeoGebra, os alunos perceberam que a curva nao estava coincidindo com os
dados da Figura 5.

A Figura 8 traz uma das resolugdes feitas pelo Grupo 1. A Imagem A ilustra a maneira
como os alunos resolveram a equagdo diferencial ordinéaria no papel, calculando diversas
possibilidades para a constante de proporcionalidade k. A Imagem B representa sua transcri¢ao,
visto que a imagem A ndo apresenta uma boa resolug¢do. A Figura 9 ilustra o uso do GeoGebra
pelos alunos. Em ambos os casos, os alunos ndo consideraram a constante de integracao C, que

surge de uma integral indefinida.
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Figura 9: Registro do uso do GeoGebra

» Janela de Algebra | Janela de Vi

Fungio f
Lo f(x) = e ™) 4 26.4 k=0.73
- Nomero
‘@ k=075
- Ponto
@ A=(0,746)

-8 B=(9,61) a0
@ C=(19,53.8) e
D=(29,48.1)

E = (40, 43.6) 70
- ® F=(50,402)
@ G=(60,38.1) B
~@ H=(71,36.3) o D)

a0

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 in B0

Fonte: os autores



74

Apo6s guiar/apoiar os alunos do Grupo 1 [242 e 244], o professor circulou entre os

demais grupos. Algum tempo depois, retornou ao Grupo 1 para ver como estava o andamento.

[245] Lucas: Foi a constante mesmo, professor, que a gente esqueceu. Agora deu certo.
[246] Professor: a solucdo escrita, assim, a completa. E isso aqui? Aqui estd o qué?
Mas, o k... vocé ja achou o valor da solu¢do com o k? [convidar — solicita relatos de
como fizeram]

[247] Lucas: 4 gente foi chutando [valores para o k].

[248] Professor. Vocés pegaram o controle deslizante e foram ajustando até chegar
proximo [a uma funcdo que se adequasse aos dados], [informar/sugerir — re-elabora
respostas fornecidas pelos alunos] ¢ uma ideia [informar/sugerir — valida respostas
corretas fornecidas pelos alunos].

[249] Professor: Tem um jeito que a gente poderia usar algebricamente pra achar
também o valor de K. Como? [informar/sugerir - incentiva multiplas estratégias de
resolucao.].

[250] Mario: Isola na EDO?

[251] Professor: Como que vocés acharam o valor de C? [guiar/apoiar — incentiva a
explicagao]

[252] Lucas. Ah, substituindo por um valor.

[253] Professor: Qual valor? [guiar/apoiar — incentiva explicacao]

[254] Lucas. Substitui por um valor da temperatura, neh? Temperatura por tempo.
[255] Professor: Vocés substituiram qual valor pra achar o C? [guiar/apoiar — incentiva
explicagao]

[256] Lucas. Deixa eu ver. Aqui olha, 9 e 61 [t=9 e A(9)=61].

[257] Professor: Pra achar o valor de C? [guiar/apoiar — focalizar o pensamento do
aluno para fatos importantes|

[258] Lucas: Isso. Que no 9 minutos tinha dado 61, tava 61, neh, que era agua quente.
[259] Professor: Mas e ai? Como é que vocés... [guiar/apoiar — incentiva a explicacao|]
[260] Lucas. A7 eu substitui o 61 mais. Vé se esta certo, professor.

[261] Professor: Deixa eu ver. 61 igual a e elevado a menos 9k ... Ah, e ai vocés
acharam o C em fun¢do do k? [guiar/apoiar — incentiva explicagao]

[262] Lucas: Isso, ai eu substitui esse C aqui. Ai o k, esse 9k eu ja somei aqui, porque
esta multiplicando, neh!

[263] Professor: E colocou o k em evidéncia [guiar/apoiar — incentiva explicacao]
[264] Lucas: Aham, é que ficou feinho, mas ai eu...

[265] Professor: Entendi. Ai, essa é uma forma de fazer [informar/sugerir — valida
respostas corretas fornecidas pelos alunos)]. A7 depois vocés chutaram o valor de k a
partir do controle deslizante. [guiar/apoiar — incentiva a explicagao]

[266] Lucas: Isso.

[267] Professor: E um jeito interessante de fazer, vocés chegaram em um modelo
[informar/sugerir — valida respostas corretas fornecidas pelos alunos].

O professor convida [246] os alunos a relatarem os procedimentos que fizeram, Lucas
em [247] responde “a gente foi chutando” se referindo aos valores de k. O professor percebe

que, apesar de a resposta de Lucas estar correta, ele ndo conseguiu se expressar de maneira
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adequada. Assim, em [248] para além de validar a resposta, o professor aproveita para
reelaborar a resposta fornecida pelo aluno esclarecendo para a turma a forma correta de se
referir ao uso do controle deslizante.

Ap6s as agoes do professor, o Grupo 1 avancou na resolucdo da equagdo diferencial,
incluindo a constante de integra¢do C e encontrando seu valor, substituindo t = 9 ¢ A(9) = 61
na equagdo A(t) = Ce ™ + 26,4, como mencionado em [256, 261 e 262]. Os alunos chegaram
em C = 34,6e°, o que resultou na fungio A(t) = 34,6e(‘t+9)k + 26,4. Para atribuir um valor
para k, os alunos do Grupo 1 permaneceram com a mesma estratégia inicial, mas agora eles
conseguiram, por meio do “controle deslizante” do GeoGebra, justificar a sua resposta
chegando a uma curva que se aproximasse dos pontos obtidos a partir dos dados. Como ¢
possivel observar na Figura 9, ao colocarem o k = 0.04 no “controle deslizante”, os alunos
chegaram a uma curva mais proxima do esperado, dada pela funcdo h(x) = 36.4¢%0400-% 4

26.4 (h e x sao as letras que aparecem na Figura 10).

Figura 10: Resolu¢do do Grupo 1 utilizando o GeoGebra
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A validacao [265 e 267] das respostas dos alunos foi possibilitada pela justificagao
fornecida por eles ao professor.

Em [249] o professor informa/sugere aos alunos, incentivando-os a pensarem em uma
resolucdo algébrica para confirmar o que foi encontrado por meio do GeoGebra, permitindo

que os alunos justifiquem de uma outra maneira as suas conclusodes (Figura 10).
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[268] Professor: Uma maneira de pensar é, aqui, esse e elevado a C vocés podem
chamar de constante, beleza. Se vocés usam a condigdo inicial...Quando eu comecei a
marcar, a temperatura era quanto? [convidar — solicita respostas para questdes
pontuais]

[269] Lucas: 74.

[270] Professor: 74,6. Entdo, substituindo o zero e a temperatura por 74,6, o que vai
acontecer quando o t for zero aqui? [desafiar — encoraja a reflexao]

[271] Lucas: ah, o e vai dar 1.

[272] Professor: o e vai ficar elevado a zero, que é I [informar/sugerir — re-elabora
respostas fornecidas pelos alunos]. A7 I vezes uma constante, que eu quero descobrir
qual que ¢, mais 26,4 igual a esse valor [informar/sugerir — fornece informagdes e
explicagdes]

[273] Jairo: Ai vocé deixa em fungdo de k.

[274] Professor: Ai vocé acha o valor de C. [guiar/apoiar — conduz o pensamento do
aluno]

[275] Lucas: E que a gente tinha esquecido do C aquela hora que vocé veio aqui. A
gente tinha feito sem esse e elevado a C.

[276] Professor. Ahan, isso, no primeiro momento vocés tinham esquecido C. Ai, usando
a condigdo inicial, vocés conseguem achar o valor de C. Depois de achar o valor de C,
pega um outro ponto e acha o valor de k. [guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]
[277] Mario: Ai faz todos eles e vé qual ponto fica mais proximo?

[278] Professor: E, vocé pode... escolhe um ponto, ndo precisa fazer em todos. A
condigdo inicial é interessante pra o primeiro caso, pelo fato de t ser zero, vai ficar e
elevado a zero e vocés vao conseguir achar a constante C facilmente. Mas ai, pra achar
o valor de K, vocé substitui outro ponto [informar/sugerir — fornece informacdes e
explicagdes] e [guiar/apoiar — conduz o pensamento do aluno]. A7 vocés vao conseguir
achar uma expressdo pra solugcdao da EDO sem precisar fazer esse procedimento, mas
a saida de vocés foi boa, com o GeoGebra [informar/sugerir — incentiva e fornece
multiplas estratégias de resolugdo].

O professor convida [268] os alunos a repensarem em uma nova abordagem para a
resolugdo do problema, desta vez levando em conta a condi¢do inicial. Para isso, em [270] ele
encoraja os alunos a refletirem sobre a resolugdo do problema de valor inicial, considerando o
tempo como zero e a temperatura naquele instante, que corresponde a temperatura ambiente.
Lucas, em [271] apresenta a sua resposta, € em [272] o professor reelabora a resposta fornecida
por ele, validando-a e acrescentando informacdes, tornando-a assim matematicamente mais
correta.

Depois, por meio das agdes de guiar/apoiar, o professor conduz o pensamento dos
alunos, permitindo que eles raciocinem de uma forma diferente daquela como vinham fazendo.
Em [278], a0 mesmo tempo em que informa e guia os alunos para outra estratégia possivel, o
professor valida a maneira como o grupo vinha fazendo utilizando o GeoGebra. A Figura 11
apresenta o registro escrito da resolugdo dos alunos apds a intervengao do professor. A Imagem

A 1lustra a maneira como os alunos resolveram a EDO no papel, calculando a constante C e a
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constante de proporcionalidade k. A Imagem B representa sua transcrigdo, visto que a imagem

A pode ndo apresentar uma boa resolu¢do em caso de impressao.

Figura 11: Registro escrito da resolugo dos alunos do Grupo 1

A(0) = 746
746 = e 9. C + 264
482 ="C

A(t) = 48.2.e7% + 26,4

A(9) = 61

61 = 48,2.e~%F + 26,4

24,6 _ glik
A8.2
e~* - 0,718

-9k Inle| =In|0,718]

-0,33
k=5—r
-9
k=0,037
Imagem A Imagem B

Fonte: os autores

A Figura 11 mostra que os alunos chegaram no valor (aproximado) de k = 0,037. Dessa
forma, os alunos puderam comparar esse valor de k com aquele encontrado utilizando o
“controle deslizante” do GeoGebra, validando sua resposta.

Com base na andlise de dados realizada, foi possivel perceber que as agdes do professor:
convidar, guiar/apoiar, informar/sugerir e desafiar (Araman; Serrazina; Ponte, 2019) apoiaram
o raciocinio matematico dos alunos, uma vez que, durante as discussoes, foram observados os
processos de: Conjecturar, generalizar ¢ justificar (Ponte; Quaresma; Mata-Pereira, 2020). O
Quadro 13 resume as evidéncias encontradas na pesquisa, destacando de que maneira as agdes

do professor influenciaram os processos de raciocinio matematico dos alunos.

Quadro 13: A¢des do professor que apoiaram os processos de raciocinio matematico dos alunos

Trechos de fala do professor/ Trechos de fala dos alunos/
acoes do professor processo do raciocinio matematico
Deixa eu fazer uma pergunta pra vocés, com | Eu acho que tem alguma relagdo, sei la, com a
esses dados que vocés ja coletaram, o que esses | temperatura do ambiente, tipo 26, entdo pode ser
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dados indicam? O que vocés podem dizer a
partir desses dados? [guiar/apoiar — incentiva
a explicagdo]

que a variagdo seja menor conforme vai chegando
mais perto do 26. [conjecturar]

Vocé fez um modelo ai, mas no formato de
grdfico, como seria isso? [desafiar — encoraja
a reflexdo]
No grdfico do qué? [guiar/apoiar — incentiva a
explicacgdo]

Exponencial [conjecturar]

Aqui, o que vocé acha? [desafiar — encoraja a
reflexdo)

Eu acho que nao vai ser tdo (inaudivel) igual uma
exponencial. [justificar]

Ndo acho que vai ser necessariamente uma
exponencial, mas é parecido com o exponencial.

[justificar]
Acho que é a nogdo de equilibrio. [justificar]
E que na verdade, ele desce mais rdpido, depois ele

desce 13, ai depois desce 7, ai depois desce 5
enquanto ele vai naqueles 10 minutos. [justificar]

Matematicamente o que a assintota representa?
[desafiar — encoraja a reflexdo]

Mas, por que vocé chamou de assintota? Por
que vocé estd enxergando uma assintota?
[desafiar — encoraja a reflexdo]

Vai criar uma assintota né, que fala? [conjecturar]

A gente pode pensar em termos de limite.

[justificar]

Porque ela vai diminuindo cada vez mais, vai
ficando constante. [justificar]

Entdo se a gente deixar o copo aqui
eternamente, a temperatura do copo ndo iria
ultrapassar a temperatura do ambiente.
Matematicamente, entdo, no infinito, essa curva
vai se aproximar, mas ndo vai chegar a uma
reta horizontal (assintota horizontal), que no
caso é a temperatura ambiente.
[informar/sugerir - fornece informacgoes e
explicacgoes]

Os alunos tém a possibilidade de encontrar um
modelo  matemdtico  para  fazer  uma
generalizacdo, evitando assim a necessidade de
coletar os dados até atingir a temperatura
ambiente.

Onde que ta o vertice dessa parabola?
[guiar/apoiar — focaliza o pensamento do
aluno para fatos importantes]

Entdo ela ndo seria uma fung¢do dai, né? Ela
estaria na horizontal, ela estaria deitada, ndo
seria uma fungdo, se a gente faz o teste da reta
vertical  [informar/sugerir  —  fornece
informacaoes e explicacoes]

Seria por aqui, 6. [conjecturar]

Isso, verdade. [reflexdo sobre a sua conjectural
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O que que isso significa? Isso que eu acabei de
falar, como eu expresso isso numa equag¢do?
[desafiar — pressiona para a generalizagdo]

Vamos falar que a taxa de temperatura perdida ¢ a
linha (a’). A linha é igual a vezes tempo e
temperatura, ndo  sei. [buscando  uma
generalizagdo]

O que muda nessas equagoes ai? Que diferenca

faz estar 26,4 menos T, e estar T menos 26,4? O
que que muda essa ordem estar trocada?
[desafiar — encoraja a reflexdo]

E isso interfere em alguma coisa na andlise?
[desafiar — encoraja a avalia¢do]

O sinal de menos. [justificar|

No sinal da constante. [conjecturar]

Ai essa constante C, vocés vdo precisar
encontrar.  [guiar/apoiar — conduz o
pensamento do aluno.]

Pegar um ponto. [conjecturar]
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, tivemos como objetivo identificar e discutir as a¢oes do professor que
apoiam o raciocinio matematico durante a realiza¢do de uma tarefa exploratoria em uma
turma de Engenharia da UTFPR - Londrina na disciplina de EDO.

Os dados da pesquisa foram produzidos durante o desenvolvimento de uma tarefa de
exploracdo, que envolveu em seis aulas (de 50 minutos cada) divididas em trés dias: no primeiro
dia, foram realizadas as medigdes das temperaturas da dgua quente ou fria; no segundo dia,
ocorreu a formulacao do modelo matematico com base nos dados coletados; e no terceiro dia,
foi feita a resolug¢do da equacao diferencial ordinaria e anélise do modelo.

Com base na analise de dados realizada, foi possivel perceber que as agdes do professor
de convidar, guiar/apoiar, informar/sugerir e desafiar (Araman; Serrazina; Ponte, 2019)
apoiaram o raciocinio matematico dos alunos, uma vez que, durante as discussdes, foram
observados os processos de conjecturar, generalizar e justificar (Ponte; Quaresma; Mata-
Pereira, 2020).

No primeiro dia, ao propor a tarefa e promover a discussdo em grupo, o professor
estimulou os alunos a formularem conjecturas sobre o comportamento dos dados e a buscarem
justificativas para suas ideias. A retomada de conceitos como assintota horizontal e a discussao
sobre a relacdo entre a variacdo da temperatura e do tempo contribuiram para a generalizacao
dos resultados e para a constru¢do de um modelo matematico que descrevesse esse fendmeno.
As acdes do professor em guiar, apoiar e desafiar os alunos colaboraram para o
desenvolvimento de habilidades como a de conjecturar, generalizar e justificar, demonstrando
a importancia de um ambiente de aprendizagem que valorize a constru¢do do conhecimento de
forma coletiva e significativa.

No segundo dia, ao guiar/apoiar os alunos na constru¢do de graficos e na interpretagao
de dados, o professor proporcionou um ambiente propicio para a formulagcdo de conjecturas,
como quando questionou os alunos sobre o comportamento da “reta” e sugeriu a andlise de uma
possivel parabola. As agdes de desafiar, permitiu que os alunos justificassem suas respostas,
como ao questionar sobre as caracteristicas de uma parabola. Além disso, o professor utilizou
de forma estratégica a linguagem matematica, retomando introduzindo conceitos como
derivada e taxa de variacdo, e promovendo a discussdo sobre a relagdo entre a variacdo da
temperatura e o tempo. No entanto, observamos que em alguns momentos o professor assumiu
um papel mais diretivo, fornecendo explicagdes e repostas prontas, o que limita a autonomia

dos alunos. Neste caso, sugerimos que o professor busque um equilibrio entre o guiar/apoiar e
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o desafiar, incentivando os alunos a explorarem diferentes estratégias de resolugdo e a construir
seu proprio conhecimento

No terceiro dia, ao propor a discussao de diferentes modelos matematicos e ao desafiar
os alunos a justificarem suas escolhas, o professor incentivou a formulagdo de conjecturas e a
construcdo de argumentos s6lidos. Por exemplo, quando o professor questionou “O que muda
nessa equagao ai? Que diferenca faz estar 26,4 menos T, ou C, ou A, e estar A menos 26,4?”,
ele estimulou os alunos a refletirem sobre o significado de parametros da equacao e a analisar
as implicagoes de diferentes formas de representa-la. A utilizagdo de ferramentas tecnologicas,
como o GeoGebra, permitiu aos alunos visualizarem os dados de forma mais clara e testarem
diferentes hipdteses, contribuindo para a generalizagdo dos resultados. Ao solicitar que os
alunos explicassem como chegaram a determinada solu¢do e ao desafid-los a justificar suas
escolhas, tais agdes realizadas pelo professor, em conjunto, contribuiram para o raciocinio
matematico dos alunos e, consequentemente, para a aprendizagem matematica desses conceitos
relacionados a EDO. Além disso, as a¢des do professor em guiar e apoiar os alunos na resolugao
da equacao diferencial foram cruciais para o desenvolvimento de habilidades de modelagem
matematica. Por exemplo, ao questionar os alunos sobre o significado da constante de
integracdo e ao sugerir utilizar a condi¢@o inicial para determinar o seu valor, o professor
auxiliou os alunos a construirem uma compreensao mais profunda do problema.

A andlise das interagdes em sala de aula ao longo dos trés dias do desenvolvimento da
tarefa revelou a importancia das agdes do professor em estimular o desenvolvimento do
raciocinio matematica dos alunos. Uma pratica particularmente relevante ¢ quando o professor
re-elabora as respostas fornecidas pelos alunos, pois, embora o professor saiba que o aluno
esteja correto, muitas vezes o aluno pode ndo conseguir expressar isso de forma adequada. Com
1sso, o professor além de validar a resposta do aluno, ele esclarece a questdo para a turma toda.
Essa pratica demonstra a importancia da mediacao do professor no processo de ensino e
aprendizagem, uma vez que ele ndo se limita a transmitir informagdes, mas também a construir
significados em conjuntos com os alunos.

Concluimos que a tarefa proposta e desenvolvida em sala de aula proporcionou aos
alunos diversas atividades, desde a coleta de dados até a exploragdo no software GeoGebra e o
professor teve um papel fundamental neste desenvolvimento e que as agdes do professor podem
apoiar o raciocinio matematico dos alunos durante a realizacdo de uma tarefa exploratoria, pois
a a¢do do professor corresponde a uma reagao do aluno.

Embora as agdes de desafiar sejam as que possuem maior potencial para promover o

raciocinio dos alunos, as agdes de convidar, guiar/apoiar e de informar/sugerir dao suporte para
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as agOes de desafiar (Araman; Serrazina; Ponte, 2019). Isso significa que o desenvolvimento
do raciocinio matematico ocorre de forma gradual, por mais que a acao de desafiar represente
um maior potencial, ela s6 ¢ alcancada se as outras agdes forem executadas de maneira
integrada. Através desta pesquisa, percebemos que uma tarefa bem elaborada e aplicada na
perspectiva do ensino exploratdrio, e, principalmente, as agdes do professor sdo fundamentais
para esse processo ser alcancado.

De acordo com Canavarro (2011), quando se trabalha com o ensino exploratério, o
professor possui um papel fundamental na constru¢do do conhecimento matematico dos alunos.
Ao proporcionar um ambiente de aprendizagem colaborativo, o professor possibilita que os
alunos vejam a matematica como uma disciplina significativa e conseguem desenvolver
habilidades essenciais, “como resolugao de problemas, raciocinio matematico € a comunicagao
matematica” (Canavarro, 2011, p. 11).

A autora também destaca alguns desafios para a pratica de ensino exploratério. Um
deles se refere a orquestragao das discussodes coletivas, uma atividade complexa, pois exige que
o professor equilibre a necessidade de guiar os alunos e permitir que eles exponham suas
proprias ideias, evitando direcionar demasiadamente suas respostas. Nos trechos de falas
mencionados, observamos momentos em que o professor assume um papel excessivamente
diretivo [81, 128, 146, 150, 173], fazendo perguntas relevantes e, ele mesmo, as respondendo.
Desta forma, em vez de realizar uma acdo de guiar/apoiar ou desafiar, o que estimularia o
raciocinio dos alunos, sua abordagem se transforma em uma a¢do de informar/sugerir. Com
1sso, o professor direciona excessivamente o caminho a ser seguido, limita a autonomia dos
alunos e acaba por reduzir o nivel de desafio cognitivo da tarefa matematica (Stein; Smith,
2009).

Outro desafio apontado por Canavarro (2011) refere-se a criacdo de um ambiente de
aprendizagem. E fundamental criar um ambiente de sala de aula que seja motivadora, onde os
alunos tenham vontade de participar ativamente e se sintam confortaveis para compartilhar suas
opinides e questionamentos. Esse desafio pode ser observado nos trechos das falas [248 e 272],
em que o professor conseguiu contornar a situagao, permitindo que os alunos se sentissem a
vontade para expressar suas ideias, mesmo enfrentando dificuldades em utilizar a linguagem
matematica correta. O professor soube re-elaborar suas respostas de maneira a ndo apenas
validar as contribui¢cdes dos alunos, mas também a esclarecer, diante da turma, a forma
adequada de se referir aos termos em questao.

Embora este estudo tenha contribuido para a compreensao das agdes do professor que

apoiam o raciocinio matematica dos alunos em EDO, algumas limitagcdes podem ser apontadas.
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A andlise se concentrou em um unico grupo de alunos, o que restringe a compreensao global
dos processos de raciocinio matematico manifestados e apoiados pelas a¢des do professor no
contexto investigado. A andlise de outros grupos poderia revelar novas perspectivas sobre as
acoes do professor nas aulas investigadas. Além disso, a indica¢do prévia de um software
especifico limitou as possibilidades de os alunos explorarem outros softwares, escolhidos por
eles proprios.

Uma analise mais aprofundada das tipologias de questdes empregadas pelo professor,
segundo Boaler e Broader (2004), poderia revelar padrdes interessantes e contribuir para uma
compreensdo mais completa das agdes do professor que apoiam o raciocinio matematico. Para
futuras pesquisas, sugere-se a ampliacdo das andlises, considerando diferentes contextos e a
investigacdo da contribuicdo de diferentes softwares na constru¢ao do raciocinio matematico.

Como resultado desta pesquisa, foi desenvolvido o produto educacional (Apéndice A)
“Da teoria a pratica: uma proposta de ensino de EDO para apoiar o raciocinio matemdtico de
estudantes”, que consiste em um material pedagdgico destinado a professores que ensinam
Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) no Ensino Superior.

Foi produzida uma proposta de ensino de EDO de primeira ordem, pautada na tarefa
exploratdria analisada nesta pesquisa. O objetivo desse material pedagogico ¢ compartilhar
conhecimentos e praticas a partir da experiéncia aqui investigada, que, conforme mencionado
na Introducdo desta dissertacao, teve origem no interesse do orientador de trabalhar com tarefas
matematicas de uma maneira diferente daquela tradicional que vinha fazendo até entdo em suas
turmas de EDO.

O material apresenta uma se¢do com referencial tedrico sobre o raciocinio matematico
e sobre as acdes do professor que podem apoiar o raciocinio mateméatico (Araman; Serrazina;
Ponte, 2019). Além disso, apresentamos uma tarefa junto com a proposta de sua aplicagdo,
incluindo os materiais necessarios, uma sugestao de procedimento e possiveis intervengdes.
Visando aprimorar o desenvolvimento desta tarefa, sugerimos o uso de recursos tecnologicos
como o GeoGebra e o Phyton. Pensando nisso, apresentamos o passo a passo para a elaboragao
da EDO de resfriamento, utilizando tais recursos. Também indicamos como esses recursos
podem ser acessados de forma online, disponibilizando links que permitem ao leitor acesso

direto aos sites correspondentes.
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Apresentacao

Este produto educacional € um material pedagodgico
destinado a professores do Ensino Superior e foi
desenvolvido como resultado de uma pesquisa de mestrado
profissional realizado no Programa de PoOs-Graduacao em
Ensino de Matematica (PPGMAT) pela estudante de
mestrado Tais Mara dos Santos, sob a orientacao do Prof.
Dr. Henrique Rizek Elias. A pesquisa teve por objetivo
identificar e discutir as acdes do professor que apoiam o
raciocinio matematico durante a realizacao de uma tarefa
exploratoria em uma turma de Engenharia na disciplina de
Equacles Diferenciais Ordinarias (EDO).

Os dados da pesquisa foram produzidos em um ambiente
real de sala de aula da disciplina de EDO, cujo professor da
turma foi o orientador da pesquisa. A disciplina foi
ministrada em conjunto para os cursos de Engenharia
Quimica e Engenharia Ambiental da Universidade
Tecnologica Federal do Parana (UTFPR) campus Londrina.

Durante as aulas, o professor trabalhou com uma tarefa
exploratdria que envolveu o topico EDO de primeira ordem
e 0 modelo matematico abordado foi a Lei do resfriamento
de Newton.

A tarefa matematica proposta consistiu na medicoes de
temperatura da agua, na elaboracdao de um modelo
matematico utilizando uma EDO e na analise desse modelo.
Com o objetivo de compartilhar conhecimentos e praticas
inovadoras, preparamos este material destinado a
professores que ensinam EDO. Neste material, iniciamos
com uma apresentacao de algumas consideracdes acerca
da nocao dos processos do raciocinio matematico e as
acdes do professor, detalhando como essas acdes do
professor podem apoiar o0 raciocinio matematico dos
estudantes, conforme apontam Araman, Serrazina e Ponte
(2019).



Além disso, apresentamos uma tarefa junto com a proposta
de sua aplicacdao, incluindo os materiais necessarios, uma
sugestao de procedimento e possiveis intervencdes. Visando
aprimorar o desenvolvimento desta tarefa, sugerimos o uso de
recursos tecnoldgicos como o GeoGebra e o Phyton. Pensando
Nisso, apresentamos O pPasso a passo para a elaboracao da EDO
de resfriamento, utilizando tais recursos. Também indicamos
COMO esses recursos podem ser acessados de forma online,
disponibilizando links que permitem ao leitor acesso direto aos
Sites correspondentes.




Raciocinio matematico e as agoes do
professor

Mata-Pereira e Ponte (2018, p. 782) consideram que “raciocinar
matematicamente consiste em fazer inferéncias justificadas, ou
seja, utilizar informacdao matematica ja conhecida para obter,
justificadamente, novas conclusfes”. Para Ponte, Quaresma e
Mata-Pereira (2010, p. 10), “Ha uma variedade de aspectos e
processos que podem estar envolvidos no raciocinio
matematico... Conjecturar, generalizar e justificar destacam-se
COMO processos essenciais do raciocinio matematico”. Santos
(2025) elaborou um quadro (Quadro 1) que mostra as
definicOes desses processos segundo os autores. Para tanto, a
autora se fundamentou em Morais, Serrazina e Ponte (2018)
gue, por sua vez, caracterizam esses processos com base em
Ellis (2011) e Lannin et al. (2011).

Quadro 1: Processos do raciocinio matematico

Processos Definicao

“E um processo que envolve raciocinar sobre relacdes
matematicas, desenvolvendo afirmacdes, denominadas
Conjecturar conjecturas, que requerem maior exploracao para verificar se sao
verdadeiras ou nao” (Morais; Serrazina; Ponte, 2018, p. 555,
traducao nossa).

E “uma atividade onde as pessoas, que partilham um contexto
socio matematico especifico, estao envolvidas em pelo menos
uma de trés acles: (i) identificar pontos em comum entre 0s
casos; (ii) estender o raciocinio para além do caso inicial; ou (iii)
extrair resultados mais amplos de casos particulares” (Morais;
Serrazina; Ponte, 2018, p. 556, traduc¢ao nossa).

Generalizar

“Tem como objetivo convencer a si mesmo e aos outros (Morais;
Serrazina; Ponte, 2018, p. 556, traducao nossa)”. A justificacdo nao
Justificar sO mostra que uma afirmacao é verdadeira, mas também fornece
razdes pelas quais é verdadeira ou valida em todos os casos
possiveis (p. 556).

Fonte: Santos, (2025 p. 42)



Temos gue o raciocinio matematico dos alunos se desenvolve
a partir de conhecimentos prévios e por meio desses processos
(conjecturar, generalizar e justificar) e com uma tarefa com tal
potencial, os alunos sao capazes de produzir nNnovos
conhecimentos. Mas, para todo esse processo acontecer o
professor tem um papel importante, ele € o responsavel por
gerenciar a aula e orientar os alunos, o que nao é algo simples.
Com o intuito de auxiliar o professor durante este processo,
Araman, Serrazina e Ponte (2019) elaboraram um quadro de
analise das ac0es do professor que apoiam o raciocinio
matematico dos estudantes. Neste quadro (Quadro 2), os
autores apresentam as categorias de acoes e como elas podem
ser executadas pelo professor durante o desenvolvimento da
tarefa.

Quadro 2: Quadro de analise das acdes do professor que apoiam o raciocinio matematico

- Solicita respostas para questdes pontuais.

Convidar . .
- Solicita relatos de como fizeram.

- Fornece pistas aos alunos.

- Incentiva a explicacao.

- Conduz o pensamento do aluno.

- Focaliza o pensamento do aluno para fatos importantes.
- Encoraja os alunos e re-dizerem suas respostas.

- Encoraja os alunos a re-elaborarem suas respostas.

Guiar/Apoiar

- Valida respostas corretas fornecidas pelos alunos.

- Corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos.
Informar/Sugerir | - Re-elabora respostas fornecidas pelos alunos.

- Fornece informacdes e explicacdes.

- Incentiva e fornece multiplas estratégias de resolucao.

vwmOwN >

"wr-02200mMm=-2X2rnN

- Solicita que os alunos apresentem razdes (justificativas).
- Propde desafios.

- Encoraja a avaliacao.

- Encoraja a reflexao.

- Pressiona para a precisao.

- Pressiona para a generalizacao.

Desafiar

Fonte: Araman, Serrazina e Ponte (2019 p. 476).



De acordo com Araman, Serrazina e Ponte (2019), a categoria
Convidar envolve as acbdes do professor que solicitam
informacdes dos alunos a respeito do que fizeram, tendo como
objeto observar como os alunos estao pensando e qual a
compreensdao estao tendo sobre aquele tema. A categoria
Guiar/Apoiar envolve as acdes “em que o professor, a partir de
perguntas ou explicacbes, conduz o pensamento do aluno para
uma determinada situacao ou focaliza fatos importantes ou
ainda quando o professor fornece pistas aos alunos e os
encoraja a pensarem sobre suas respostas” (Araman; Serrazina;
Ponte, 2019, p. 476). A categoria Informar/Sugerir abarca as
acdes pelas quais o professor valida ou corrige uma resposta
dada pelos alunos, ou, ainda, quando fornece explicacbes ou
informacdes e solicita ou apresenta outras estratégias de
solucdao. A categoria Desdafiar envolve “as acdes nas quais o
professor tenta colocar os alunos em situacdao desafiadora de
modo que estes avancem em seu raciocinio matematico,
procurando novas formas de representacdo, estabelecendo
novas conexfes, refletindo e avaliando a situacao,
generalizando e justificando” (Araman; Serrazina; Ponte, 2019,
p. 476).




Tarefa

Nesta secao, apresentamos a tarefa, incluindo uma proposta
detalhada para a sua implementacdao, oferecendo um guia
pratico para o professor. Aléem disso, apresentamos sugestdes
de intervencfes pedagogicas que podem apoiar os alunos a
mobilizarem os processos de raciocinio matematico, como
conjecturar, generalizar e justificar.

Tendo como base as categorias e acO0es apresentadas no
Quadro 2, identificamos e classificamos diferentes estrategias
qgue o professor pode utilizar para promover o
desenvolvimento do raciocinio matematico.

As sugestdes apresentadas visam auxiliar o professor a criar
um ambiente de aprendizagem que favoreca a construcao de
conhecimentos matematicos pelos alunos.

Por meio dos dados coletados, o objetivo da tarefa e
encontrar um modelo matematico que permita obter a
temperatura da agua em qualquer instante t, depois discutir e
analisar esse modelo obtido.

Para isso, sugerimos dividir a tarefa em trés etapas, onde
cada etapa é dependente da anterior, conforme descrito a
seguir:

Primeira etapa: realizar as medicdes da temperatura da agua.
Segunda etapa: com os dados obtidos na primeira etapa,
desenvolver um modelo matematico que permita obter a

temperatura da agua em qualguer instante t.

Terceira etapa: discutir e analisar o modelo matematico
obtido na etapa anterior.



Primeira etapa: realizar as medicoes de
temperatura da agua

Materiais

e Recipientes com dgua (quente ou fria). Uma sugestao e
que cada grupo utilize um recipiente diferente (copo de
plastico, de vidro, de plastico, de aluminio);

e Disponibilizar um termometro culinario para cada grupo
(se houver uma quantidade suficiente, se nao, fazer o
rodizio de termOmetro);

* Reldogio ou cronometro;

e Uma folha para o registro das medicOes de temperatura,
conforme apresentada em anexo (pronta para a
Impressado).

Sugestao de procedimento

Inicialmente, o professor deve separar os alunos em grupo e
orientar os alunos a anotarem a temperatura ambiente no
momento do inicio da aula e a realizarem a primeira medicao
da temperatura da agua. A partir dai, cada grupo ficara
responsavel por medir a temperatura da agua, deixada em
temperatura ambiente, a cada 10 minutos por cerca de 100
minutos.

O professor podera auxiliar os grupos na coleta das
temperaturas, orientando-os a seguir o procedimento: 0S
alunos devem colocar o termometro culinario no recipiente
com agua, esperar um pouco (até a medida do termometro
estabilizar) e, em seguida, anotar na folha de registro o
horario e a temperatura observada naquele instante.

Durante esse processo de coleta de dados, o professor
podera fazer perguntas aos alunos, estimulando-os a comecar
a formular conjecturas sobre a tarefa.
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Possiveis intervencoes

Para iniciar a tarefa, o professor pode convidar os alunos
a participarem da realizacao da tarefa, contextualizando-a
com o0s conteudos teoricos ja estudados. Essa conexao e
importante para que os alunos percebam a relevancia da
tarefa e se sintam mais engajados.

Durante o processo de coleta de dados o professor em
acao de guiar/apoiar visando incentivar a explicacao, pode
fazer perguntas abertas que incentivem os alunos a
interpretar os resultados. Exemplos:

e O gque voceés observam nesses dados?

e O que acontece com a temperatura do objeto ao longo
do tempo?

e Avariacao é constante?

e Quais fatores envolvem a situacdao? (temperatura do
ambiente, temperatura do liquido, a superficie exposta,
o0 calor especifico da agua, caracteristicas do meio
ambiente)

Caso o0s estudantes mencionem que a variacao da
temperatura esta diminuindo (ou aumentando, a depender
da temperatura da agua de cada grupo), o professor pode,
em acao de informar/sugerir, validar a resposta correta
fornecida pelos alunos, corrigir respostas incorretas
fornecidas pelos alunos, ou até mesmo re-elaborar as
respostas fornecidas por eles. O objetivo é que os alunos
compreendam a relacao que existe com a temperatura
ambiente.
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Possiveis intervencoes

ApOs os alunos acumularem uma quantidade significativa
de dados, o professor, em acao de guiar/apoiar, pode
direcionar a atencao dos alunos para a organizacao e
analise dos resultados. Neste momento, ele pode levantar
guestoes como:

e Como podemos estruturar os dados coletados para
facilitar a analise?

e Que tipo de grafico seria mais apropriado para ilustrar
essas informacodes?

e Qual grafico vocés acreditam que melhor demonstraria
a relacao entre tempo e temperatura? E qual seria a
justificativa?

Essas indagacdes podem estimular uma reflexao sobre as
melhores maneiras de visualizar e interpretar o0s
resultados. Ao fomentar a discussao sobre a selecdo da
representacdao grafica, o professor contribui para que os
alunos desenvolvam habilidades em visualizacao de dados
e compreendam a relevancia de escolher a ferramenta
mais adequada para cada analise.
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Possiveis intervencoes

Depois que os alunos coletarem uma quantidade
significativa de dados, e possivel que eles indaguem ao
professor até quando sera necessario continuar a coleta.
Caso eles nao facam essa pergunta, o professor pode
aproveitar o momento para desafiar os alunos,
guestionando:

e Sera que precisamos coletar mais dados? Até que
ponto?

e E necessario coletar dados até a temperatura do objeto
se igualar a temperatura ambiente? Por qué?

e Qual é a quantidade ideal de dados para que possamos
obter resultados confiaveis?

Essas perguntas incentivam os alunos a refletirem sobre a
real necessidade de continuar coletando dados e a
considerar a qualidade das informacdes ja obtidas.

13



Segunda etapa: com os dados obtidos na
primeira etapa, desenvolver um modelo
matematico que permita obter a
temperatura da agua em qualquer instante
L.

Materiais

e Entregue aos alunos, os dados coletados no primeiro dia.
Vocé pode optar por entregar a folha do proprio grupo,
cOpias dos dados dos outros grupos ou até mesmo
fornecer os dados digitados junto com um enunciado,
selecionando os dados de um grupo que utilizou agua
gelada e de outro utilizou agua quente. Em nossa
experiéncia, optamos por entregar duas folhas com os
dados (uma referente a agua quente e a outra a agua fria)
com 0 seguinte enunciado: Encontrar um modelo
matematico que permita obter a temperatura da agua em
qualquerinstantet , conforme apresentado a seguir:
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Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo UTFPR
(Plastico)

Temperatura do ambiente: 26,4° C

Horario Temp?ratura dq é,gga

TermoOmetro culinario
16h10 74,6 °C
16h19 61 °C
16h29 53,8 °C
16h39 48,1 °C
16h50 43,6 °C
17h 40,2 °C
17h10 38,1 °C
17h21 36,3 °C

Encontrar um modelo matematico que
permita - encontrar a temperatura da
aguaemaqualquerinstantet.
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Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo de
vidro (agua gelada)

Temperatura do ambiente: 26,4° C

Horario Temp?ratura dg é,gga

TermoOmetro culinario
16h06 3,3 °C
16h18 8,9 °C
16h28 12,1 °C
16h38 15 °C
16h49 17,3 °C
17h 19,2 °C
17h09 20,1 °C
17h19 20,9 °C

Encontrar um modelo matematico que
permita - encontrar a temperatura da
aguaemaqualquerinstantet.
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Por meio dos dados coletados e do enunciado da tarefa, o
professor esperava que os alunos compreendessem que, na
situacao proposta, a taxa da variacao da temperatura é
proporcional a diferenca entre a temperatura T e a
temperatura ambiente Ta, isto g,

dT
= —k(T—-T,) (ondek >0)

Ou seja, no modelo matematico que representa a Lei do
resfriamento de Newton. E importante destacar que este
modelo matematico é classificado com uma EDO de 1° ordem,

linear e de variaveis separaveis
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Sugestao de procedimento

Caso a etapa seja feita em outro dia, comece organizando a
sala mantendo os mesmos grupos da etapa anterior.

Caso vocé opte por devolver a folhna com os dados que o
proprio grupo conseguiu coletar ou copias dos dados dos
outros grupos, seria interessante incluir uma folha adicional
OU escrever no quadro a seguinte instrucao: “Encontre um
modelo matematico que permita obter a temperatura da agua
em qualquer instante t”, pois isso dara uma direcdao para os
alunos.

Alem disso, seria bom sugerir que os alunos tragam seus
notebooks nessa etapa, caso tenham interesse, para que
possam analisar os dados utilizando algum software.

Durante o desenvolvimento da tarefa, o professor deve fazer
perguntas aos alunos, apoiando o desenvolvimento dos
processos de raciocinio matematico.
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Possiveis intervencoes

Para dar continuidade a tarefa, o professor pode convidar
0os alunos a utilizarem o conjunto de dados que foram
coletados no primeiro momento. Eles deverao fazer uma
analise e criar um modelo que possibilite determinar uma
expressao capaz de calcular a temperatura em qualquer
instante.

Durante o desenvolvimento da tarefa, o professor pode
convidar os alunos a apresentarem relatos de como estao
desenvolvendo a tarefa. Como eles ja vao ter os dados em
maos, o professor, em acao de guiar/apoiar, pode
direcionar a atencao dos alunos para a organizacao e
analise dos resultados.

Caso os alunos estejam organizando os dados no papel, o
professor, em acdao de informar/sugerir, pode incentivar os
alunos a reproduzir procedimento e analisar os dados com
auxilio de algum software, pois, com isso, o professor esta
incentivando os alunos a fornecerem multiplas estrategias
de resolucao.

Com os dados organizados, o professor pode, em acdo de
guiar/apoiar, direcionar a atencdao dos alunos para a
construcao do grafico. Neste momento, conceitos como
variavel dependente (temperatura) e independente (tempo)
podem ser revisados e aplicados na pratica. Perguntas
Como:
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Possiveis intervencoes

e Qual é a variavel dependente neste experimento? E a
variavel independente?

e Qual tipo de grafico vocés acham que melhor
representara a relacao entre essas duas variaveis? Por
qué?

e Como vocés irao escolher a escala para cada eixo do
grafico?

Podem estimular a reflexdao sobre a escolha da
representacao grafica mais adequada.

Caso os alunos nao apresentem um modelo matematico
utilizando uma EDO, o professor pode aproveitar o
momento para desafiar, questionando-os:

e Com o0 passar do tempo t, o que se pode dizer a
respeito da variacao da temperatura T?

e O gue seria a taxa de variacao da temperatura, neste
caso?

e E possivel estabelecer alguma relacdo entre essa taxa
de variacdo e as temperaturas T e Ta? Qual?

Essas perguntas incentivam os alunos a refletirem sobre o
modelo a ser construido.
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Terceira etapa: discutir e analisar o modelo
matematico obtido na etapa anterior.

Sugestao de procedimento

Comece a terceira etapa convidando um representante de
cada grupo a apresentar o modelo matematico construido
para a turma toda, promovendo uma discussao e analise
coletiva de cada um desses modelos e faca questionamentos
sobre isso. Apds as apresentacdes dos grupos sobre as EDO
gue construiram, o professor deve orienta-los a resolverem
suas EDO (sem indicar um método especifico para resolucao)
e, em seguida, validar o modelo construido. Para essa
validacao, os alunos podem voltar aos dados coletados pelos
seus proprios grupos no primeiro dia ou utilizarem os dados
de outros grupos caso o professor entregue. Assim como na
etapa anterior, se desejarem, permita que os alunos utilizem
livremente o software GeoGebra ou outra ferramenta
semelhante. Apos finalizarem a resolucdao e a validacao, o
professor pode convidar novamente os alunos a
compartilharem suas resolucdes para a turma, permitindo
gue apresentem diferentes abordagens de resolucdo (seja de
forma algébrica ou e geometrica, por exemplo) além de
diferentes ferramentas computacionais, se for o caso.

Por ultimo, o professor deve realizar uma sistematizacao das
aprendizagens dos alunos, dialogando com cada grupo a
respeito das conclusbes que tiraram, principalmente a
respeito da validade do modelo obtido, do significado da
constante de proporcionalidade, do papel da condicao inicial
para a determinacao da constante de integracao que surge na
integral indefinida e das limitacdbes do modelo quando
comparado a realidade.
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Possiveis intervencoes

Para iniciar a finalizacao da tarefa, o professor pode
convidar que cada grupo apresente e comente o modelo
matematico que foi construido no momento anterior para
toda a turma. Isso ira promover uma discussao e uma
analise coletiva de cada modelo. Em acao de desdfiar o
professor pode ir fazendo perguntas sobre os modelos
apresentados.

Pode acontecer dos grupos apresentarem modelos
parecidos, por exemplo:

e dC/dt=k*(26,4-C) (Grupo 1)
e dC/dt=k*(C-26,4) (Grupo 2)
o dC/dt=k*C (Grupo 3)

Se isso acontecer o professor pode desafiar os alunos
guestionando:

e O que muda nas equacoles apresentadas pelos grupos?

e No caso dos Grupos 1 e 2, que diferenca faz estar 26,4
menos T, e estar T menos 26,47 O que muda essa
ordem estar trocada?

e O que acontece com a taxa de resfriamento quando a
temperatura do objeto se aproxima de 26,4°C em cada
um dos modelos?

e Como podemos verificar experimentalmente qual dos
modelos esta mais proximo da realidade?

e Quais dados experimentais poderiamos utilizar para
comparar os modelos?

Com este tipo de questionamento, o professor estimula
0os alunos a pensarem criticamente sobre os modelos
matematicos que eles construiram, relacionando-os com o
fendmeno fisico observado.
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Possiveis intervencoes

Depois da discussao do modelo, os alunos precisam
resolver a EDO. Nesse momento, € comum que eles
enfrentem algumas dificuldades, tais como:

e Esquecimento da constante de integracao: ¢
importante lembrar os alunos que a integracao é um
processo inverso da derivacao e que, em uma integral
indefinida, sempre surge uma constante arbitraria. Essa
constante podera ser determinada pelas condicdes
iniciais do problema de valor inicial.

e Dificuldade em determinar a constante de
integracao: a constante de integracdo pode ser
encontrada utilizando as condicdes iniciais do problema
de valor inicial. Por exemplo, no caso da Lei de
Resfriamento de Newton, a temperatura inicial do
objeto € uma condicao inicial que permite determinar o
valor da constante.

e Erros de céalculo: E comum cometer erros de célculo,
especialmente em problemas mais complexos. Para
evitar esses erros, o0s alunos podem utilizar
calculadoras ou softwares de calculo simbolico para

verificar seus resultados.

Nesse contexto, em acao de desafiar os alunos, o
professor pode sugerir o uso de ferramentas
computacionais para validar seus resultados e visualizar o
comportamento dos dados. A validacao dos resultados é
fundamental para garantir a confiabilidade do modelo
matematico. Ao comparar os resultados teoricos com os
dados experimentais, os alunos podem identificar possiveis
discrepancias e ajustar o modelo, se necessario.
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Uso da tecnologia

A tecnologia desempenha um papel cada vez mais importante
na resolucdo de problemas matematicos. Ferramentas
computacionais como o GeoGebra e o Python oferecem recursos
poderosos para visualizar, analisar e validar solucdes de
equacoes diferenciais.

Com essas ferramentas, podemos visualizar o comportamento
da solucdao de forma intuitiva, explorar diferentes cenarios,
comparar o0s resultados com dados experimentais e
economizar tempo em calculos complexos.

Nesta secdo, iremos aprender a utilizar essas ferramentas para
auxiliar na resolucao da EDO que modela o resfriamento de um
objeto, além de explorar suas diversas aplicacoes.

Com isso em mente, apresentamos um guia passo a pPasso
para o desenvolvimento da EDO de resfriamento, utilizando tais
recursos. Também vamos mostrar como esses recursos podem
ser acessados de forma online, disponibilizando links que
permitem ao leitor acesso direto aos sites correspondentes.
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GeaGebra

Vocé pode utilizar o GeoGebra instalando o programa no seu
computador ou acessando a versao online.

Se optar pela versao online, basta fazer uma busca no Google
por "GeoGebra Classic" e acessar o primeiro link, como
apresentado na imagem a seguir:

G{} gle geogebra classic % — i?i* E Q

Geolebra
hitps:ffwww geogebra.org » classic - Traduzir esta pagina  §

iy

|

GeoGebra Classic
Free online apps bundle from GeoGebra: get graphing, geometry, algebra, 3D, statistics
probability, all in one tooll

GeoGebra Classico
Facote ngE'[LI ito de HQIECE_I;'.EIEE on-line do Geolzebra: obtenha ..

Alternativamente, vocé pode acessar diretamente por este
link:

https.//www.geogebra.org/classic
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DESENVOLVIMENTO DA EDO DE
RESFRIAMENTO UTILIZANDO O GEOGEBRA

No campo “Entrada” do GeoGebra, ao escrever
“ResolverEDQO", aparecerao diferentes opcdes, conforme
mostra a figura abaixo:

+ ResolverEdo : T
ResolverEDO *  ResolverEDO (7]
ResolverEDONumericamente

ResolverEDO( f(x, v) )

ResolverEDO( T(x, y), Ponto de f)

ResolverEDO( (x, v), Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de x Final, Passo )
ResolverEDO( y', ', Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de t Final, Passo )
ResolverEDO( b(x), c(x), f{x), Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de y* Inicial, Valo

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.

0.5

-1

-1.5

EE3

Escolhendo a opcao “ResolverEDQO[ <f'(x, y)>, <Ponto de t>]",
e necessario:

1) informar a funcao f'(x, y) sendo que, neste caso, %‘3—= fi(x,
y)i e

2) informar um ponto (X, f(x)) dado que pertence ao grafico
da solucao da equacao diferencial. Esse ponto, muitas vezes
indicado por Y(Xo) = Yo, é a condicédo inicial e, junto com a
equacao diferencial dada, forma um Problema de Valor Inicial
(PVI).
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Utilizando a EDO:

T ™
— = PK(TESER (kS 0)

assumindo Ta como sendo 26,4° C.

aTl
— = —k(T — 26.4) (k > 0)
dt

E considerando a condicao inicial como sendo (0, 74.6), isto
e, no instante x = 0, a temperatura inicial da agua era 74,6.

E importante ressaltar que, no GeoGebra, as variaveis sdo
representadas pelas letras x (variavel dependente) e y (variavel
independente). Tambéem é importante destacar que a forma
decimal de um numero e representada utilizando ponto e nao
virgula. Por exemplo, a temperatura inicial é 74.6.

Para inserir essas informacdes no GeoGebra, fizemos:

ResolverEDO( -k*(y - 24.6),(0, 74.6))

Como mostra a imagem abaixo:

& 23 geogebra.org/classic

- ResolverEDO(—k (y 24.6), (0, 74.6))
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Assim que vocé apertar a tecla Enter do seu computador o
GeoGebra ira criar um controle deslizante para a constante K,
conforme apresentada na imagem abaixo:

C 2% geogebra.org/classic

DI B2 Jcli+IPARNEIE:

Funcéo ="

EE

f(x) = ResolverEDO(—k (y — 24.6). (0, 74.6))

O i |
— 5 {EEG g "+ 123}
Numero
ki=_F :
O
-5 & 5 ()

Dica: Togue no icone (bolinha branca) do controle deslizante.
Ao selecionar essa opc¢ao, um atalho aparecera no GeoGebra,
tornando mais facil a manipulacao dos valores.

& 2% geogebra.org/classic

R A7 0lO) L]0 =]

Funcéo -/

k=1

f(x) = ResolverEDO(—k (y — 24.6), (0, 74.6)) TUT T 1] @f ]
O | |

= (250 &7* 4 123)

Numero

® k=1 :

5 = @ « 5 ()
-+ Entrada..

-3 =25 -2 -1.5
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Ao criar o controle deslizante para k, o GeoGebra ira gerar o
grafico da solucao da EDO, que variara de acordo com o valor
de k, conforme indica a figura abaixo.

35

@5 (» 30

25

20

15

10

Ao clicar duas vezes sobre o controle deslizante k, ira
aparecer uma janela aonde sera possivel modificar o intervalo
e 0 incremento com que k varia. Caso a janela nao apareca
dessa forma, é possivel clicar com o botdao secundario do
mouse (botao direito) e escolher a opcdo configuracbes. Na
figura abaixo, fizemos k variar de 0 a 5 e incremento 0.001
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Basico Controle Deslizante Cor  Posicao b o4

Avancado Algebra Programacéo #
min
E+] i
0
LE L
Max
. &
Incremento

0.001 N

Fixo [] Aleatorio (F9)
Honzontal w

Velocidade
1

Repetir

= Qscilando W

Exibir Controle Deslizante na Janela de
Algebra

Estilo do Ponto

Tamanho
o PX

r-
cor [ :

Pronto, agora é possivel fazer a constante k assumir diferente
valores e analisar o comportamento do grafico da solucao da
EDO.

Para estimar um valor para k de modo que o grafico da
solucao se aproxime do comportamento dos pontos (¢, T(t)) da
tabela obtida a partir da medicao das temperaturas a cada
instante ¢, criamos os pontos A, B, C, D, E, F, G e H no GeoGebra.
Para tanto, na “Entrada”, digitamos “A=(0, 74.6)", “B=(9, 61)", "C=
(19, 53.8)" e assim por diante.
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A figura abaixo ilustra esses pontos:

0 @
Ponio

@  A=(0,746)

@ B=(961)

@ C=(19 538)

@ D=(29 481) ® H
®
@  E=(40,436)
@ | F=(50,402) ; 20
@ G=(60 381) : _ | s
@ | H=(71363)
) —50 —40 —30 =20 —10 0 10 20 30 40 50 60 Fil] &0 a0 100

+ Entrada...

Ao movermos o controle deslizante k para aproximadamente
k=0.03 , obtemos o grafico abaixo:

- C 25 geogebra.org/classic
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Funcao

f(x) = ResolverEDO(- (y
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@ python’

E possivel usar o Python instalando o programa em seu
computador, mas caso prefira, existem varias opcdes para
programar online com Python, incluindo editores e
compiladores disponiveis de forma online.

Se optar pela versao online, sugerimos o site MyCompiler.
Basta fazer uma pesquisa no Google por "my compiler python"
e acessar o primeiro link que aparecer, como apresentado na
Imagem a segulir:

G{j gle my compiler python e g 8, ) Q

- P——— e e o T LYY - N [E—— " N N L TR p— ] o
Todas magens Videos Shopping Neb Vaps Livros : Mais Ferramentas

Dica: Limitar esta pesquisa aos resultados em portugués (Brasil). Saiba mais sobre como
filtrar por idioma

’. myCompiler
https ffwww. mycompilerio s onl... - Traduzir esta pagina 3

Online Python Compiler
Run your Python code without installing anything - Use common Python libraries - Feature-rich
code editor - Multi-language support - Organize and search your code

Se preferir, vocé pode acessar diretamente por este link:

https:.//www.mycompiler.io/pt/new/python
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DESENVOLVIMENTO DA EDO DE
RESFRIAMENTO UTILIZANDO O PYTHON

Sera apresentado 0 passo a passo da resolucao e, em
seguida, o codigo com valores de exemplo’.

1.Importar bibliotecas necessarias para a resolucao do
problema:

1
- — s L i
_'I'_-I-_-r-- =t 1 'r.-.- IE!E' ]
I - R T T R .‘_,.,..___I_...l_ m ot o e T R e T e
i AN . 1 ¥ LN [
OMm SC1pY.ilntegrate 1mport odelntT #1ntTegratl
smmart marnlorlib avnlot ac nlt #rlotar orafice
—I':—.'\—'I e A .!..-.-'. L LLVa LAY ;.-..-.'- ':-E:' 40 L --;.-L + i3 — o Loh

2.Definir a funcao do problema:

dydt = -8.82%(y-25) #considerando k=9,82 e Ta = 2G°

3.Definir condicao inicial do problema:

I

L
|-__'|"_| J==ln
L0 I

4. Definir o intervalo que resfriamento ocorre (utilizar funcao
Linspace do NumPy para criar sequéncia de numeros
uniformemente espacados, apresentando os valores inicial e

final):

- F a7

i
| —
T
iy
A
L
(% :
[ 4
Ll
o
[

1 Agradecemos a estudante Mariana Martini Rodrigues do curso de Engenharia
Quimica da UTFPR pela colaborac@o no desenvolvimento da EDO de Resfriamento de
Newton utilizando Python durante sua Iniciacdo Cientifica orientada pelo professor
HenriqueRizekElias .
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5.Resolver EDO utilizando funcao Odeint importada de SciPy:

:'r'|:".

o B

o= 0aelnil temperaturga, _1-'@_. )

6.Plotar grafico que represente o comportamento da EDO
apresentada:

pit.plot{t,y

-..:— = ! |'.— 1 =T =
pit.xlabel( Tempo{s)} )} # = ]

7+ -~ - —..G ! aE - | -
plt.ylabel( Temperatural{ -C) HHome 2]
-.-E— iT:. ' Y
flabl===l ,

7. Aimagem a seguir apresenta o resultado em forma grafica,
onde pode-se observar a reducao da temperatura do fluido
com o passar do tempo:

g1
FlE
. 60:-
o
=
i
U 50
L
-
&
40 -
- \
e ——
] 50 100 150 200 250 300
Tempols)
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A seguir, apresentamos o codigo completo, implementado
em Python, que foi utilizado:

Import numpy as np
from scipy.integrate import odeint #integrar
import matplotlib.pyplot as plt #plotar grafico

#funcao que retorna dy/dt

def temperatura(y,t):
dydt = -0.02*(y-25) #considerando k=0,02 e Ta = 25°
return dydt

#condicao inicial (ex: TO = 80°)
y0 = 80

#intervalo de tempo (ex: TO = Os e tn= 300s)
t = np.linspace(0,300)

#resolver EDO
y = odeint(temperatura, y0, t)

olotar resultados

t.plot(t,y)

t.xlabel('Tempo(s)') #nome do eixo X
t.ylabel('Temperatura(°C)') #nome do eixo y
t.snow()

O O O T H
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Dica: Se vocé optar pela versao online “MyCompiler”, basta
copiar o codigo Python apresentado na pagina anterior e cola-
lo diretamente na area de codigo do site. Essa area é onde
voceé digita ou insere o codigo que deseja executar. Apos colar
0 codigo, cliqgue no botao Execucgdo, ao clicar nesse botao, o
MyCompiler ira processar o seu codigo e mostrar o resultado.
Conforme ilustra a imagem a seguir:

2 Cnar um novo programa Pythc X +

c

&= Python v o

import numpy as np -
from scipy.integrate import odeint #integrar
import matplotlib.pyplot as plt #plotar grafico
Saida do programa
#funcao gue retorna dy/dt
det temperatura(y,t):

dydt = -8.82*%(y-25) #considerando k=0,82 e Ta = 25°

[Execution complete with exit co
return dydt

18 #condicao inicial {ex: Té = 2887%)

11 yv@ = 88
12

13 #intervalo de tempo (ex: T@ = 8s e tn= 200s)
14 t = np.linspace(®,308)

15

16 #resolver EDO

17 y = odeint(temperatura, y8, t)
18

19 #plotar resultados

28 plt.plot(t.y)

21 plt.xlabel( ' Tempo(s)') #nome do eixo X

22 plt.ylabel{ Temperatura(®C)’') #nome do eixo y
23 plt.show()

24 =
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Algumas Consideracoes

Neste Produto Educacional, apresentamos uma proposta
pedagogica inovadora para o0 ensino de Equacgles
Diferenciais Ordinarias, com foco na Lei do Resfriamento de
Newton. A tarefa exploratéria proposta visa estimular a
compreensao dos alunos sobre a relacao entre a taxa de
variacao da temperatura e a diferenca entre a temperatura
do objeto e a temperatura ambiente.

Ao longo deste ebook, detalhamos as acdes do professor
gque podem apoiar o desenvolvimento do raciocinio
matematico dos alunos, desde a introducao do conceito até
a resolucao da EDO. Além disso, fornecemos um guia passo
a passo para a utilizacao de ferramentas computacionais
como o GeoGebra e o Python, facilitando a visualizacao e a
analise dos resultados.

Esperamos que este material sirva como inspiracao para
outros professores que buscam inovar em suas praticas
pedagdgicas. A tarefa proposta pode ser adaptada para
diferentes niveis de ensino e contextos, permitindo a
exploracao de diversos aspectos das EDOs.

Reconhecemos que a implementacao de praticas
inovadoras demanda tempo e dedicacao. No entanto,
acreditamos que os beneficios em termos de aprendizagem
dos alunos justificam o esforco.
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Grupo __

Nomes dos integrantes do grupo:

Tipo de material (copo ou garrafa) utilizado:
Temperatura do ambiente:

Horario Temperatura da agua
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