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RESUMO

O presente trabalho discorre sobre alguns conceitos iniciais da teoria dos sistemas dindmicos,
tendo como foco principal o circulo. Sdo estudados varios conceitos importantes, como pontos
fixos, orbita, hiperbolicidade e estabilidade. O texto tem carater exploratério, buscando uma
introdugdo aos assuntos dos sistemas dindmicos. Comeg¢amos introduzindo o que séo o0s
sistemas dindmicos e explicando as iteragcdes. O circulo é apresentado como um espaco
métrico e com pontos 0 e 1 identificados. Sdo apresentados entdo as primeiras propriedades
de sistemas dinamicos, como pontos fixos e perioddicos, além das 6érbitas de um ponto.
Abordamos o0 que sdo os pontos hiperbdlicos e classificamos eles em pontos hiperbélicos
atratores ou repulsores. Definimos o que sdo os difeomorfismos Morse-Smale e encontramos
toda a dindmica deles, através das propriedades vistas anteriormente. Por Ultimo, trabalhamos
com a conjugagao de difeomorfismos, observando sua estabilidade e demonstrando que

difeomorfismos Morse-Smale sdo estruturalmente estaveis.

Palavras-chave: difeomorfismos Morse-Smale; rotacdes; pontos hiperbdlicos.



ABSTRACT

This work discusses some initial concepts of the theory of dynamic systems, with the circle as
its main focus. Several important concepts are studied, such as fixed points, orbit, hyperbolicity
and stability. The text is exploratory in nature, seeking an introduction to the subjects of dynamic
systems. We start by introducing what dynamic systems are and explaining iterations. The
circle is presented as a metric space and with points 0 and 1 identified. The first properties of
dynamic systems are then presented, such as fixed and periodic points, in addition to the orbits
of a point. We address what hyperbolic points are and classify them as attractor or repulse
hyperbolic points. We define what Morse-Smale diffeomorphisms are and find all their dynamics,
through the properties seen previously. Finally, we work with the conjugation of diffeomorphisms,
observing their stability and demonstrating that Morse-Smale diffeomorphisms are structurally

stable.

Keywords: Morse-Smale diffeomorphisms; rotations; hyperbolic points.
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1 INTRODUCAO

Observar padrdes, criar modelos e tentar prever o futuro sdo areas estudadas por ma-
tematicos desde a Grécia antiga, porém, segundo Devaney (1989) apenas nos ultimos 60 anos
houve uma exploséo de interesse no estudo de sistemas dinamicos néo lineares. Com o uso da
geometria e de técnicas qualitativas foi possivel compreender sistemas uma vez considerados
impossiveis de serem trabalhados ou entendidos.

Podemos chamar de sistema um conjunto de objetos que podem ser agrupados, seja por
alguma interagao ou interdependéncia, e que existam relagdes entre os eventos que acontecem
entre os seus elementos. Caso algumas de suas grandezas que caracterizam seus objetos
variem com o tempo, chamamos esse sistema de dinamico.

De forma mais simples, segundo Devaney (1989), podemos descrever um sistema dina-
mico como ao digitar uma operagcdo em uma calculadora e apertar o botdo de igual repetidas
vezes. Esse processo € um exemplo de sistema dinamico discreto.

O que vimos no exemplo da calculadora € a iteragdo de fungdes, ou seja, sua com-
posicao, onde cada vez pegamos o resultado da funcéo anterior e partimos dela para obter o
proximo resultado.

Os sistemas dindmicos sdo usados em varias areas do conhecimento que vao além da
matematica. Podemos encontrar eles em qualquer modelo que busca prever acontecimentos
futuros, ou simplesmente acontecimentos que evoluem com o tempo. Dois exemplos de onde
podem ser encontrados s&o: na biologia, em um modelo que descreva a populagéo de determi-
nada espécie com o passar do tempo; e na fisica, onde podemos determinar a posicao de um
péndulo em certo momento dado o movimento que ele realiza.

Além disso, existem diversas razdes para que busquemos determinar, ainda que teori-
camente, a evolucdo temporal das grandezas que caracterizam um sistema. Algumas razdes
que podemos nomear aqui sao: a nao existéncia do sistema na pratica; tentar explicar o com-
portamento de sistemas ja existentes; e ainda o teste experimental ser muito caro ou perigoso
para ser testado na pratica.

Existem diversas formas de trabalharmos com os sistemas dinamicos, podendo ser
usado: na modelagem matematica, onde se pretende criar um modelo para representar de-
terminado evento com o passar do tempo; podendo seguir na matematica pura, onde existem
diversos caminhos a serem seguidos dentro do contetdo, podendo ser uma analise inicialmente
mais simples, como sera visto neste trabalho, como podendo ir até sistemas dindmicos discretos
e o estudo do caos.

Este trabalho busca ser um estudo inicial sobre sistemas dindmicos discretos, partindo
de contextos simples, buscando ser uma motivacao pela busca dos conceitos mais aprofunda-
dos.

Neste trabalho, seréo feitos estudos apenas da parte de sistemas dindmicos em uma
dimensao, mais especificamente, no circulo. No Capitulo 2, sera feita uma introducdo mais



formal do que sao sistemas dindmicos e também algumas definicbes que serdo importantes
durante o trabalho. No Capitulo 3, definiremos 0 nosso objeto de estudo, o circulo, além de
comecar a entender alguns conceitos da dinamica. No Capitulo 4, trataremos de compreender
a dindmica dos Difeomorfismos Morse-Smale. E por ultimo, no Capitulo 5, serdo tratados os
temas sobre a estabilidade dos Difeomorfismos Morse-Smale ao sofrer pequenas perturbacoes
de outros difeomorfismos.

Este trabalho teve como principais referéncias (ABDENUR; FRANGCA, 2007) e
(FRANCA, 2008), sendo utilizadas algumas referéncias de apoio como (COSTA JUNIOR, 2017),
(DEVANEY, 1989) e (LIMA, 2011).



2 CONCEITO INICIAIS

Neste capitulo abordaremos algumas definicoes, propriedades e conceitos necessarios
para o desenvolvimento do Trabalho de Conclusao de Curso.

2.1 Sistemas dinamicos

Quando trabalhamos com sistemas dinamicos, normalmente usamos modelos matema-
ticos que buscam prever acontecimentos futuros de determinado assunto a que o modelo se
refere.

Uma area em que surgem sistema dinamicos utilizando modelos matematicos que po-
demos citar é na biologia, como as equagdes diferenciais de crescimento exponencial ou decai-
mento, onde queremos determinar qual sera a quantidade de individuos de uma populagao.

Nesse modelo, a populacdo aumenta ou diminui de forma diretamente proporcional a
quantidade de individuos no momento anterior. Denotado por P(t) a quantidade da populagéo
em cada tempo ¢, temos o0 seguinte modelo matematico:

P
re

onde k é a constante de proporcionalidade.

kP,

Resolvendo essa equagéo temos a seguinte solugéo:
P(t) = P0€kt

onde P, é P(0), ou seja, a populagéo inicial € a populagédo no tempo 0. O comportamento da
fungado depende qual valor k, a constante de proporcionalidade, ird assumir. Se £ > 0 entéo
P(t) — oo quando t — oo, levando a populagdo a uma exploséo de crescimento. Se £ < 0
entdo P(t) — 0 quandot — oo, levando a populagéo a extingdo. Este € um exemplo de sistema
dindmico continuo, isto €, em que o tempo varia continuamente no intervalo [0, + 00).

Por outro lado, esse modelo também pode ser estudado a partir de uma lei de cresci-
mento em que a populagao da préxima geracao € diretamente proporcional a geragcao presente.

Pn—i-l:kPn
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onde P, é a populacao depois de n geragoes, sendo n um nimero natural, e £ novamente uma
constante. Entdo temos:

Pl = kPU
P,= kP =kD
Ps= kP, =kPR

P,= kP,.1 =k"F

Nesse caso ainda é facil determinar qual serd o comportamento da populagéo, se k > 1
entdo P, — oo0;se 0 < k < 1 entdao P, — 0. Agora estamos trabalhando com um sistema
dindmico com tempo discreto, isto €, onde as variaveis n s&0 numeros naturais, no caso, 0
namero de geracoes.

De forma generalizada, podemos dizer que um sistema din&mico discreto é obtido pela
iteracdo de uma fungcdo com ela mesma repetidas vezes. Dada uma fungéo f : X — X emum
conjunto qualquer X, e um valor inicial o € X, temos um sistema dinamico discreto ao iterar a
funcdo f no ponto z(. Ou seja, temos a sequéncia

(x()v f($0)7 f(f(I(J))’ f(f(f(xo)))7 e )

Também podemos denotar as iteragdes de f da seguinte forma:

frx)=(fofof.of)x)

N J/

nvezes
Isso nos permite uma associagao dos sistemas dindmicos discretos com uma nogao
intuitiva de tempo que vem com a iteragdo da funcdo, onde x, pode ser considerado o hoje,
f(x¢) amanha, f*(zo) depois de amanh&, e assim por diante. Também temos a nogéo de
tempo para o passado, onde f~!(z,) é ontem, f~%(x) € antes de ontem, e assim por diante.
No exemplo anterior, poderiamos escrever da seguinte forma cada iteracao:

ro = By

flzo) = P
[(f(@o)) = Py
FF(f(x0))) = Py

Alguns exemplos de iteragdes de funcdes que podemos encontrar em (DEVANEY,
1989), séo f(z) = sen(z) e g(x) = cos(x), onde para qualquer x, € R inicial, nos levara para
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uma sequéncia de iteragdes que tendem para 0 e aproximadamente 0,739, respectivamente, 0s
quais s&o pontos com a propriedade de que f(0) = 0 e ¢(0,739) = 0,739.

Ly sen(z) )
08| a0l
06| 1 @) fg;w%())
0.4 |
0.2 |

05 1 15 2 25 3
Figura 1 — Iteragdo da funcéo f(x) = sen(x) para xp = 2

02 04 06 0.8 1 12 14
Figura 2 — Iteracédo da funcéo f(x) = cos(z) para zp = 1,42

Porém, nem sempre isso acontece, isto é, nem sempre a sequéncia das iteracdes da
funcdo em um ponto converge para um valor fixo. Fungées bem simples, até mesmo a mais
simples das fungbes quadraticas na reta real, quando iteradas nos levam a resultados néao
esperados e imprevisiveis.

Um exemplo disso ¢ a fungéo f(z) = 4x(1 — z), onde para qualquer valor inicial entre
0 e 1, os resultados obtidos nas iteracdes serdo diferentes, as vezes se repetindo e as vezes
ndo. O mais comum de acontecer nas iteracdes € os valores ficarem vagando no intervalo de 0
e 1 sem um padrao especifico.

Porém, alterando o valor de 4 para 3,839, ao iterarmos a fungéo(f(z) = 3,839z(1 — x))
partindo de um ponto inicial entre 0 e 1, poderemos observar que eventualmente a iteragcao ira se
estabilizar e ficar repetindo um ciclo infinito de trés nimeros (0,14988..., 0,48917..., 0,95929...).
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f(ZL’) f3 :130) fG 1
0.8 | (o)
0.6 t
f5(5€0) f2($0)
0.4t
0.2 | fA(z0)
f7($0)x

02 04 06 08 1
Figura 3 — Iteragédo da funcéo f(x) = 3,839x(1 — x) para xy = 0,67

f(z) fiuzo) f*
0.8 |
0.6 | foa)
04| /@)
021 f? (o)
f5(3?0)$

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 4 — Iteracao da funcéo f(r) = 3,839x(1 — x) para oy = 0,48917

O primeiro exemplo, usando o 4, € uma boa representacdo de sistemas dindmicos com
um comportamento caético. J& o segundo, usando o 3,839, converge para certos pontos, por-
tanto sabemos para onde a fungao estd convergindo, e com isso conseguimos determinar a
dindmica da funcgao.

Entender o comportamento dos pontos do dominio sob iteragcdes da fungcao em que eles
estdo é estudar a dindmica da fungdo. Porém, em muitos casos nao conseguimos entender o
comportamento/dindmica de todos os pontos, entao algumas vezes nos contentamos de enten-

der 0 comportamento de alguns pontos.
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3 O CiRCULO

Vamos denotar por S* o circulo de R? com centro na origem e raio 1, isto &,
Sti={(zy) € R?|a® +4* = 1}

Podemos também definir o circulo como o conjunto dos nimeros reais médulo os intei-

ros,
St =R/Z,

isto €, dois numeros reais x e y estardo na mesma classe de equivaléncia [x] deste conjunto

quociente se, e somente se, sua diferen¢a x — y for um namero inteiro:
7] =[y] <= z—y€Z.

Ainda, podemos visualizar S* como o intervalo unitario fechado I = [0,1] com os pontos
extremos identificados, isto é, se nos deslocarmos em [ para a direita, ao atingirmos o ponto 1
retornamos ao ponto 0. Para isso, basta considerarmos a fungéo f : [0,1] — S! definida por
f(t) = (cos(2mt), sen(2nt)). Como essa fungdo é um homeomorfismo, as propriedades topold-
gicas que seréo apresentadas a seguir de S' e do intervalo [0,1] com os extremos identificados
S&0 as mesmas.

Geometricamente o circulo S sera representado tendo 0 = 1 na parte superior e cres-
cendo no sentido horario, conforme a Figura 5

0=1

o
RS,

1

2
Figura 5 — O circulo S'

Dados dois pontos z,y € S*, a distancia entre eles é dada por:

dsi(z,y) =min{|z —y|, |t —y — 1], |z —y + 1|}
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Agora, com a distancia dg:, o circulo S! se torna um espaco métrico (veja o Apéndice A).
A demonstragao de que dg: é de fato uma métrica pode ser consultada em (COSTA JUNIOR,
2017).
As nocbdes topoldgicas da reta podem ser transportadas para S* utilizando o homeomor-
fismo f : [1,0] — S*, tal que
f(t) = (cos2mt, sen2mt)

3.1 Representacao grafica

Ao trabalhamos com os sistemas dindmicos no circulo, lidamos com aplica¢des diferen-
ciaveis do circulo nele mesmo. Essas aplica¢des serdo representadas em gréaficos no quadrado
de lado 1, onde os pontos 0 e 1 sdo identificados, ou seja, representam o0 mesmo ponto. Para

Figura 6 — Exemplos de fungdes continuas do circulo
Fonte: (ABDENUR; FRANCA, 2007)

que exista a continuidade nesse grafico, a fungao deve intersectar o eixo vertical + = 0 na
mesma coordenada horizontal na qual intersecta o eixo vertical x+ = 1, e o intersectar o eixo
horizontal y = 0 na mesma coordenada vertical na qual intersecta o eixo horizontal y = 1.

Além disso, existem dois tipos de fun¢gdes mondtonas do circulo nele mesmo, as cres-
centes, também ditas que preservam a orientagéo, que os graficos sobem da esquerda para a
direita, e as decrescentes, também ditas que invertem a orientacdo, onde o grafico desce da
esquerda para a direita
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3.2 Dinamica no circulo

Agora veremos um pouco sobre sistemas dinamicos no circulo, seguindo (ABDENUR;
FRANGCA, 2007). Algumas das definicbes apresentadas a seguir ndo sdo exclusivas do circulo.

Defini¢ao 3.1. Seja f : X — X uma fungdo definida em um conjunto X . Dizemos que x € X é
um ponto fixo se f(z) = x. Isso significa também que f"(x) = x para todo n € N. Denotamos
por Fiz(f) o conjunto de pontos fixos de f

Exemplo 1. Considere a fungéo f : R, — R,, definida como f(z) = /z. Temos que os
pontos x = 1 e 2 = 0 s&o pontos fixos de f, pois f(1) = /1 =1e f(0) = +/0 = 0.

Exemplo 2. Podemos também visualizar os pontos fixos do circulo de maneira grafica: os pon-
tos fixos de uma fungédo nada mais sao que pontos que o grafico da fungao intersectam a reta
identidade. Na Figura 7, temos a fungéo f : [0,1] — [0,1] dada por

sen(4mx)

os pontos de intersecgdo dessa funcdo f com a reta identidade, e portanto os pontos fixos, sdo
(0,0),(3:1):(3:2):(3: D) e (1, 1).

0.8 |

0.6

0.4

0.2

02 04 06 08 1
Figura 7 — Exemplo de pontos fixos

Definicéo 3.2. Um ponto x € dito periddico de periodo p para a dindmica f se fF(xg) = wo.
Neste caso, p é o menor natural com esta propriedade. O conjunto dos pontos periddicos de f
é denotado por Per(f)
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Exemplo 3. Afungéo f : R — R definida como f(x) : —x3 é um exemplo de fung&o periddica
que, para g = —1, possui as seguintes iteracoes:

Logo, a funcdo f no ponto xo tem periodo 2.

Exemplo 4. A fungéo f(z) = 3,839z(1 — z) vista anteriormente é outro exemplo de fungdo que
possui pontos periddicos. Seja x = 0,14988, temos as seguintes iteragdes para a fungao f:

f1(0,14988) = 0,48917
f2(0,14988) = 0,95929
£3(0,14988) = 0,14988
£4(0,14988) = 0,48917
£°(0,14988) = 0,95929
£5(0,14988) = 0,14988

portanto, x = 0,14988 é um ponto periédico da fungdo f com periodo n = 3.

Podemos interpretar o conjunto dos pontos fixos como o conjunto dos pontos periddicos
de periodo n = 1. Logo, o conjunto dos pontos fixos esta contido no conjunto dos pontos
periédicos.

Fix(f) C Per(f)

Definigdo 3.3. Dado f : X — X ex € X, a rbita futura de x é o conjunto O (z) =
{f™(z) : n € N}. Se [ for invertivel, chamaremos de drbita passada o conjunto O~ (x) =
{f(x) : n € N}, e simplesmente de drbita de x o conjunto O(x) = {f"(z) : n € Z}

Para pontos periddicos de periodo n, suas Orbitas se repetem a cada n iteragdes de f.
Enquanto conjunto, a érbita de um ponto periédico é finita e possui n — 1 elementos.

O(x) = {f(z), f*(x), ... [*H(2)}
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Ja enquanto sequéncia ela é uma sequéncia infinita, cujos pontos se repetem a cada n
posigoes.

Defini¢do 3.4. Seja (x,,) uma sequéncia em um espago métrico (X ,d). Dizemos que a € X é
o limite da sequéncia (x,,) se para todo € > 0 existe no € N tal que

n>ny = d(z,,a) <e.

Escreve-se entdo a = lim z,,.

Definicao 3.5. Dado um sistema dindmico f : X — X, dizemos que um ponto x € X converge
paraa € X sevalelim, .., f"(zr) =a

Exemplo 5. Podemos usar como exemplo novamente a fungédo f : R — R, definida como
f(z) = \/x, porém agora removendo o 0. Para qualquer valor z inicial dessa fungéo temos que
x converge para 1 (veja (LIMA, 2007, p. 30)). Podemos visualizar graficamente esse comporta-
mento tomando os pontos iniciais rop = 0,3 e 1 = 2,3

fiwo) = 05477 fix) = 1,5165---
f*(zo) = 0,7400- - f(x) = 1,2314- -
fP(wo) = 08603 Fle) = 1,1007---
fHxo) = 09275 Fz) = 1,0534- -

1.5 Ve

| fa) fH(@)

1| f4(£3)<x1) F3(x1)

f?(20) f31(9:0)
05|/ 1i(z)
x

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura 8 — Iteracdes da funcédo f(z) = /x parazy = 0.3ex; = 2.3
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3.3 Rotacodes
Um exemplo simples de sistema dinAmico no circulo sdo as rotagdes. Podemos definir
a rotacdo por um angulo o de S' como a aplicacdo R, : S — S*! dada por
R.(z) = x + a(modl),
onde a € [0,1].
Para entender melhor como funciona a rotagé@o no circulo, vejamos alguns exemplos:

a) Para a = % significa que a partir do ponto =, a nossa fungcao andara % do circulo
a cada iteracdo, ou também, representando em graus, temos uma rotacdao de 240°.
Podemos observar o comportamento da fungéo no grafico da Figura 9.

1

0.67 |

0.33

Figura 9 — Grafico da rotacao para o =

O DN p—m

b) Para a = % significa que a partir do ponto z, a nossa fungdo andara % do circulo a
cada iteracdo, ou também, representando em graus, temos uma rotagéo de 180°. Isso
também significa que ela dard meia volta a cada itera¢do, ou seja, voltara ao mesmo
ponto a cada duas iteragdes. Podemos observar o comportamento da fungao no grafico
da Figura 10.

c) Paraa = 1 ou a = 0, temos que a rotacao sera de 0°, ou seja, ndo tera alteracao
nenhuma, e consequentemente podemos chamar essa rotacdo de identidade, onde
para cada x escolhido ele sera fixo sempre. Podemos observar esse comportamento
da fungao no gréfico da Figura 11.

Com isso, temos que a n-ésima iteracdo de uma rotacao nada mais é que n - «, ou seja,
n vezes a quantidade de graus que « representa.

(Ro)"(x) =x+n-a mod 1) = R,.(x)
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05 1

1
Figura 10 — Grafico da rota¢ao para o = 3 e exemplo de iteracao para um ponto qualquer

1
Figura 11 — Grafico para o = 0 ou 1 com ponto z fixo.

Observando a dinamica do circulo, podemos dividir ela em dois casos distintos, onde o
€ racional e onde « € irracional.

Quando « for racional, para todo = € S!, teremos que x é um ponto periédico. Podemos
ver isso usando a definicdo de numero racional, quando a = §, com p e q inteiros, a iteragao
com valor de ¢ terd valor igual a z, ou seja, (R,)?(x) = x. Como visto anteriormente, temos
que (Ro)*(z) =z + ¢ - a(modl), como o = £,

(Ro)¥(z) =z +q- g(modl) = z + p(modl).

Como p € um ntmero inteiro, p(modl) = 0, logo (R,)4(x) = x.

Sempre que p e ¢ forem primos entre si, de forma que § seja irredutivel, temos que
todos os pontos periédicos de S tem periodo igual a g. Caso p e ¢ ndo fossem primos entre
si e consequentemente a fracdo ndo fosse irredutivel, ainda é possivel tornar qualquer fracao
irredutivel através do MDC.
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Proposi¢do 3.1. Dado a € (R \ Q) para todo x € S*, R,(x) possui 6rbita densa em S*.

Demonstragéo. Sejaa € (R\Q) e sejaz € S*. Vamos mostrar inicialmente que n&o é possivel
obter pontos periédicos. Supondo que seja possivel, teriamos R (z) = (zr+n-a) mod 1 = z,
para algum n € N. Porém, isso implicaque n-a =0 mod 1, 0 que implican-a € Z, e portanto
a e Q.

Agora vamos mostrar que as érbitas de todo ponto x por rotagdes por angulos irracionais
sdo densas em S'. Vamos supor por absurdo que existe x € S! que ndo possui 6rbita densa

em S'. Entéo, temos um conjunto A := S\ O*(x) que é um aberto ndo-vazio do circulo.

Como O+(a:) € um conjunto invariante, isto €, todos os seus pontos permanecem no

conjunto mesmo apos a aplicagdo da funcao, temos que

Ro(OF(x)) = O*(2) = (Ra) " (O*(2))

Em decorréncia disso temos que R,(A) = A. Fixando um componente conexa, isto é,
um intervalo aberto I de A, que ndo pode estar contido propriamente em nenhum outro aberto
conexo de A, temos que vale R(I) NI = () para todo n € N. Caso néo fosse verdade essa
afirmacao, teriamos duas possibilidades:

- Existe um k € N tal que R*(I) = I. Supondo que I = (a,b), teriamos RE(I) =
(a+k-af mod1),b+k-a mod 1)) = (a,b).Logoa =a+k-a( mod 1),0que
implica que a é periddico, uma contradi¢éo.

- Existe k € Ntal que R*(I) # I e RF(I) NI # (). Portanto R*(I) N I é um aberto
conexo de A que contém propriamente I, uma contradigdo.

Vale entdo que R¥(I) NI = () paratodo k € N, e portanto R™(I) N R*(I) = 0, para
todo m,n € N, tal que m # n. Caso contrario, teriamos que R "(I) NI # 0.

Portanto, se iteragbes de [ pela rotacdo nao alteram o comprimento da componente
conexa I, e entéo as iteracdes R”(I) de I sdo todas mutuamente disjuntas, chegamos a uma
contradi¢ao, pois 0 comprimento total de sua reunido seria infinito. O]

Apesar de podermos considerar sistemas dindmicos no circulo mais complexos do que
as rotacdes, é possivel mostrar que todo homeomorfismo f : S' — S! que preserva a ori-
entacdo é semiconjugado a uma rotacdo, isto &, existe uma funcdo h : S' — S! monétona,
continua e sobrejetora tal que ho f = R, o h para algum «. O nimero « é chamado de nimero
de rotacdo de f. Para mais detalhes veja (ANTUNES, 2012).

Teorema 3.6. Se f : S' — S é um homeomorfismo que preserva a orientacdo, entéo todos
0s pontos periédicos de f tém o mesmo periodo.

Demonstracdo. Veja (KATOK; HASSELBLATT, 1995, p. 390). O
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4 HIPERBOLICIDADE E DINAMICA DOS DIFEOMORFISMOS MORSE-SMALE

Nesse capitulo iremos estudar a dindmica existente nos Difeomorfismos Morse-Smale.
Para ser feito isso, se faz necessario inicialmente o estudo de pontos hiperbdlicos, uma vez que
a dindmica de toda a fungéo é determinada por eles.

Para denotar o conjunto de todos os difeomorfismos de classe C', isto &, as bijecdes
f St — St diferenciaveis, com f’ continua e f~! diferenciavel com (f~!) continua, do
circulo nele mesmo que preservam a orientacao, serd usada a notagdo Diff! (S1).

4.1 Pontos Hiperbodlicos

Definigdo 4.1. Um ponto fixo x de um difeomorfismo f € Diff' (S') é hiperbdlico se f'(z) # 1.
Se f'(z) < 1 dizemos que este ponto fixo € um atrator, e se f'(x) > 1 dizemos que é um ponto
fixo repulsor.

Mais geralmente: dado = € Diff' (S') um ponto periddico de periodo n, dizemos que é
um ponto periédico hiperbdlico, se x é ponto fixo hiperbdlico de ™. O ponto x sera um atrator

ou repulsor periédico conforme (f™)'(x) for menor ou maior que 1, respectivamente.

A partir dessa definigdo podemos dizer quando um ponto fixo é hiperbdlico ou nao.
Podemos também visualizar essa definigdo graficamente, onde uma fungao precisa intersectar
a reta identidade, e essa intersec¢do nao pode ser tangente a reta identidade.

Na funcao
sen(4mx)

fo)= — = +a
vista na Figura 7 temos alguns exemplos de pontos fixos hiperbdlicos, onde a fungao intersecta
a reta identidade com inclinag¢do diferente de 1 nos pontos fixos.

Ja na Figura 12 temos um exemplo de funcdo que apenas tangencia a reta identidade,
fazendo com que sua derivada no ponto fixo F' seja 1, e consequentemente nao hiperbdlico.
Note que os pontos a esquerda de F' sdo atraidos para ele, enquanto os pontos a direita sao

repelidos.

Definicdo 4.2. Dizemos que a convergéncia de f"(x) € exponencial para a se existe A, com
0 < A < 1, de modo que:

d(f*(z),a) < A-d(f"(z),a)
para todon € N.

Podemos ler isso como a distancia entre a n-ésima iteragdo e o limite € menor que a
distancia da iteragéo anterior do limite, vezes \. Isso implica que

d(f"(z),a) < A" - d(z,a)
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0.8 |

0.6

0.4 +

0.2

02 04 06 08 1
Figura 12 — Um ponto fixo nao hiperbodlico

Como 0 < A < 1, entdo lim A" = 0 de forma que lim f"(z) = a.

Agora que sabemos que um ponto x em um sistema dinamico pode convergir para um
ponto a, podemos comegar a pensar quais pontos as subsequéncias de f pode convergir. O
w-limite serd o conjunto dos desses pontos.

Definicao 4.3. O w-limite de um ponto x € X é o conjunto dos pontos d aderéncia da orbita
futura de x, isto é,

w(z) = {y € X : existe uma subsequéncia f"(x)) tal que " (z) — y}
Se f for um bije¢cdo, podemos definir o a-limite de um ponto x como
a(x) = {y € X : existe uma subsequéncia " (x)) tal que f~"i(z) — y}

Definicao 4.4. Dizemos que uma aplicacdo f : X — X é topologicamente transitiva se existe
x € X tal que 5+(x) = X. Isto é, se existe algum ponto x € X que passeia densamente por
X, isto é, passa por todos os pontos x € X, a medida em que o tempo passa.

Se para todo x € X tivermos 5+(x) = X, entdo dizemos que f é minimal. Toda
aplicacdo minimal é topologicamente transitiva.

Podemos dizer portanto, que uma aplicacao topologicamente transitiva € uma que possui
um ponto cuja 6rbita é densa. E uma aplicacdo minimal é uma aplicagao cujas todas as 6rbitas
sao densas.

A préxima proposigao justifica a nomenclatura de ponto fixo atrator quando | f'(x) < 1]

Proposicao 4.1. Seja x um ponto fixo hiperbdlico atrator de um difeomorfismo f € Dift 1(Sl),
com |f'(x)| < A < 1. Entdo dado € > 0 existe vizinhanga U, de x tal que f(U.) C U, e

dsi(f™(y),x) < (A +€)" - dsi(y,z)

paratodoy € U. en € N.
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Demonstragdo. Seja f : S* — S' um difeomorfismo do circulo, temos que f’ é continua, e
portanto podemos tomar um intervalo U, tao pequeno quanto necessario, de modo que para
todo ponto z € U, temos |f'(z)| < § + € < 1, isto &, todo z € U, mantém a inclinagdo menor
que a soma de § + € e a diregcdo, continue sendo menor que 1 e portanto, sendo atraido.

Dado um ponto y € U,, temos pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.1) que existe
um valor c entre x e y que satisfaca a seguinte desigualdade:

dsi (f(x).f(y)) = |f'()ldsi (z,y) < (0 + €)ds1 (2.y)

Como z é fixo, vale que dgs: (f(y),f(x)) = ds:(f(y),x), podemos substituir na desigualdade

dgi(x,f(y)) = ds:(f(2),f(y)) < (6 + €)ds: (2,y)

Como escolhemos € pequeno o suficiente para 0 + € < 1, temos entdo que f(U,) C U,
e portanto ao iterarmos a fungdo f no ponto y, obtemos um ponto que também esta no intervalo
U, pois ds1 (f(y)?,z) < ds:(f(y),x). Aplicando isso na desigualdade obtemos

dsi (2, (y)*) = ds1 (f(2)%.f(y)?) < (6 + €)*ds (z.y)

Se iterarmos a fungao n vezes, obtemos o resultado esperado

dsi(z,f(y)") < (0 + €)"dgi(x,y)

O

Isso implica que todo ponto y de U, converge exponencialmente para o ponto fixo x, a
uma taxa arbitrariamente proxima de f’(z) (bastando tomar U, pequena). Em particular vale
w(y) = {z}. E possivel visualizar esse comportamento na Figura 13.

Para os pontos fixos hiperbdlicos repulsores vale a proposi¢ao a seguir.

Proposicdo 4.2. Seja x um ponto fixo hiperbdlico repulsor de um difeomorfismo f € Diff* (Sh),
com f'(x) = A > 1. Entdo dado ¢ > 0 existe vizinhanga U, de x tal que

dsi (f(y)x) > (A =€) - da (y,)
para todoy € U..

A demonstracao é analoga a anterior.

Isso implica que todo ponto y de U, se afasta exponencialmente do ponto fixo =, a uma
taxa arbitrariamente préxima de f’(z), até ser expulso da vizinhanga U., isto &, sair dela. Em
particular vale a(y) = {z}. E possivel visualizar esse comportamento na Figura 14.
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Figura 13 — Um ponto fixo atrator

0.8 |

0.6

0.4

0.2

To || X1

02 04 06 08 1
Figura 14 — Um ponto fixo repulsor

Corolario 4.4.1. Todo ponto fixo hiperbdlico x é isolado, isto é, existe uma vizinhanca V' de x
tal que o unico ponto fixo de f em V' é o préprio x.

Demonstragdo. Pelas proposi¢des 4.1 e 4.2, existe uma vizinhanga de x que é toda atraida
para x, ou expulsa de z, e portanto ndao pode haver outro ponto fixo nessa vizinhanca. No caso
de f~1, o papel apenas se inverte: o que era atrator se torna repulsor e vice-versa, e portanto
nao ha outro pontos fixos na vizinhanca de x também. Portanto, segue que todo ponto fixo é
isolado. O

Vejamos um exemplo de difeomorfismo do circulo onde podemos encontrar as definicbes
e proposi¢des citadas acima.

Seja f : S' — S, definida como f(z) = w + x. A Figura 15 mostra o grafico
da fungao f no intervalo [0,1], e a fungéo identidade (reta pontilhada) 7d(x) = z.

Sempre que a fungdo f(x) = = temos um ponto fixo, entdo a fungéo f possui o total

de 10 pontos fixos z = {0’10’5%’5’5’5%’3’10}- Como a funcdo f é um difeomorfismo, e
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10-7-
Figura 15 — Grafico de f(z) = sen(207ra:) +x
- T

portanto um homeomorfismo também, vale o Teorema 3.6, e portanto o periodo de todos os
pontos perioddicos é 1. Logo todos estao listados.
Derivando a funcéo f, temos

cos(10mz)

1
5 +

f(x) =
e calculando as derivadas de cada um dos pontos fixos, temos que as derivadas sao diferentes
de 1:

Nos pontos fixos onde a derivada é maior que 1, temos que 0s pontos sdo empurrados
para longe desses pontos fixos. J& nos pontos fixos onde a derivada é menor que 1, temos que
0s pontos sao atraidos para préximo desses pontos fixos.

Dessa forma, conseguimos compreender totalmente a dindmica do difeomorfismo de f
guando temos alguns pontos de f fixos. Agora veremos qual é a dindmica quando temos pontos
periédicos, com periodo maior que 1.

Proposicao 4.3. Seja x um ponto periddico hiperbdlico atrator com periodo k de um difeomor-
fismo f € Diff'(S'), com (f*)(x) = A\ < 1. Entdo dado ¢ > 0 existe vizinhanga U, de z tal
que

d(f"(y).f"(@)) < (A + )k - d(y,2)

paratodoy € U. en € N.
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A demonstracdo para essa proposicao é parecida com a demonstracao da proposicao
4.1, bastando apenas aplicar a proposicdo 4.1 para cada f*, que tenha = como ponto fixo e k
como periodo, e usar a sequéncia (f"*(y)), € N que converge y para .

Ou seja, a 6rbita de todo ponto y € U, converge exponencialmente para a érbita do
ponto fixo z, a uma taxa arbitrariamente proxima de ((f*)'(z))* (bastando tomar U, pequena).
Em particular vale w(y) = O™ (z)

Proposicao 4.4. Todo ponto periédico hiperbdlico x € isolado: existe vizinhanga V' de x tal que
0 Unico ponto periddico de f em V' é o préprio x.

Demonstracdo. Essa demonstragdo € uma extensao da Proposicao 4.1, bastando acrescentar
que caso as iteragdes de f tenham periodo n, entdo o conjunto dos pontos periédicos Per(f) =
Fix(f™) e portanto, a cada n repeticdes dos periodos, os pontos periddicos séo fixos, e portanto
isolados também. m

4.2 Intervalos Monotonos

Seja f um homeomorfismo do intervalo compacto [a, b] nele mesmo, onde os seus ex-
tremos, a e b, sdo os Unicos pontos fixos de f no intervalo. Temos duas possibilidades para o
comportamento da funcéo nesse intervalo, f(z) < z ou f(x) >z, Vz € (a,b).

Podemos dizer entdo que o sinal da fungé@o f(z) — = ndo muda no interior do inter-
valo [a, b]. Com as proposi¢des a seguir conseguiremos determinar como € a dindmica nesses

intervalos.

Proposicdo 4.5. Seja f : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo de um intervalo compacto da
reta [a,b] nele mesmo tal que os Unicos pontos fixos de f sdo a e b. Suponhamos que vale
f(z) —x > 0 para todo = € (a,b). Entdo dado qualquer x € (a,b) vale

nl_lgloo ffx)=0 e n1—1>I—&1:loof "(z) = a.
Demonstragdo. Para todo x € (a,b) temos que f(z) > x, portanto, dado =y € (a,b), temos
que f(zo) > o, f2(wg) > f(xg) > z0, e assim por diante. Temos entdo que a sequéncia
{f™(z0)}n € N & crescente e limitada por b, portanto a sequéncia deve convergir para algum
ponto z € (a,b) e pela continuidade de f, z deve ser um ponto fixo do intervalo. Como x, é
qualquer no intervalo aberto (a,b), entdo =, > a e portanto, como a sequéncia das iteragdes
é crescente, o ponto fixo z deve ser igual a b. Para lim,,_,., f~"(x) = a acontece o mesmo,
porém a sequéncia { f~"(zo)}» € N é decrescente, converge para um ponto ¢ e por xy < b e
a sequéncia ser decrescente, temos que g = a. O
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Proposicédo 4.6. Seja f : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo de um intervalo compacto da
reta [a,b] nele mesmo tal que os Unicos pontos fixos de f sdo a e b. Suponhamos que vale
f(z) —x < 0 para todo = € (a,b). Entdo dado qualquer x € (a,b) vale

lim f"(z)=a e lim f"(z)=0.
n—-+o0o n—-+o0o

A demonstracéo dessa proposicdo é anéloga a anterior, bastando tomar f~! no lugar
de feo fnolugarde f'.

Com as proposi¢cdes acima conseguimos distinguir o comportamento nos dois casos
possiveis.

Quando (f —Id)|p > 0, isto &, as érbitas de f convergem para o futuro em diregéo ao
extremo direito b, e no passado em diregdo ao extremo esquerdo a, chamamos esses intervalos
de intervalos monétonos crescentes.

Quando (f —Id)|p) < 0, isto &, as érbitas de f convergem para o futuro em diregéo ao
extremo esquerdo a, e no passado em direcao ao extremo direito b, chamamos esses intervalos

de intervalos monoétonos decrescentes.

4.3 Difeomorfismos Morse-Smale

Definicdo 4.5. Dizemos que um difeomorfismo f € Diff'(S') de S* é Morse-Smale se:
i) f possui pelo menos um ponto periddico; e
ii) todo ponto periédico de f é hiperbdlico.

Se f é um difeomorfismo do circulo, utilizando as proposi¢cdes ja mostradas anterior-
mente podemos tirar algumas conclusdes sobre f: todos os pontos periédicos tém o mesmo
periodo, todos os pontos periddicos hiperbdlicos sao isolados e por o circulo ser um espago
compacto, o conjunto dos pontos periédicos Per(f) de um difeomorfismo Morse-Smale sera
sempre finito.

Como vimos, as propriedades de pontos periddicos e pontos fixos sdo semelhantes,
entdo para simplificar as proximas ideias sera usado apenas a terminologia de pontos fixos.

Se temos finitos pontos fixos, onde todos sdo periddicos, podemos enumera-los como
P1, P2, - - -, Pn, ONde sem perda de generalidade, podemos ordena-los como p; < ps < ... <
Py Vale ressaltar que p1 = pni1-

Sejam dois pontos fixos consecutivos quaisquer p; e p;.1, hdo existe nenhum ponto fixo
no intervalo (p;,p;11), logo vale que f(x) # x,Vz € (p;,pi+1). Logo, pela continuidade de f,
temos que o sinal de f — Id néo se altera no intervalo, e portanto podemos concluir que cada

intervalo [p;, p;+1] € monétono em f.
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Também podemos notar que pela hiperbolicidade de p;, se o intervalo [p;, p;+1] for cres-
cente em relagdo a fungao f — Id, entédo os seus vizinhos [p;_1, p;] € [pi+1, Pito] S0 intervalos
monétonos decrescentes. Portanto, temos uma paridade, onde para cada intervalo moné6tono
crescente, temos um intervalo monétono decrescente, 0 que nos garante que temos um namero
par de pontos hiperbdlicos.

Com isso, conseguimos encontrar toda a dindmica de qualquer difeomorfismo Morse-
Smale f:

1. Existem finitos pontos fixos p1 < ps < ... < p, de f e todos séo hiperbolicos;
2. O numero n de pontos fixos é par;
3. Se p; é atrator, o proximo ponto fixo p; 11 é repulsor, e se alternam em todo o circulo;

4. Os pontos fixos p; dividem o circulo em n intervalos monoétonos, 11, I, ..., I, que irdo
se alternar entre crescentes e decrescentes.

Com isso conseguimos descobrir 0 que acontece com cada ponto de um difeomor-
fismo Morse-Smale. Os k pontos fixos permaneceram parados, atraindo ou repelindo, alter-
nadamente. Os pontos pertencentes aos intervalos entre os pontos fixos convergiram para os
pontos hiperbdlicos atratores.

Para uma fungédo g com pontos periédicos, com periodo maior que 1, ou seja, que nao
sao fixos, temos algo parecido. Restringimos a fungéao para cada periodo em que os pontos
pertengam ao mesmo intervalo. Além disso, temos agora intervalos periédicos monétonos. Isso
significa que temos os intervalos Iy, Io, . .., I, cujos extremos continuam sendo os pontos pe-
riodicos, e portanto para cada k € {1,2,...,k} vale que ¢'(I;) = I;, onde [ é o periodo de g.
Logo, cada intervalo I; serd um intervalo monétono, crescente ou decrescente para q.
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5 ESTABILIDADE DOS DIFEOMORFISMOS MORSE-SMALE

Nesse capitulo se buscara entender a estabilidade de difeomorfismos sob algumas alte-
ragbes, que chamaremos de perturbacdes de classe C'. Portanto estamos querendo saber se

a dindmica se mantém ou permanece parecida ao se alterar de alguma forma o difeomorfismo.

5.1 A métrica C' e Conjugacdes

Para obtermos a métrica C'! precisamos inicialmente definir qual sera a distancia entre
os difeomorfismos que serdo conjugados. A definicdo a seguir nos fornece qual é a funcao
distancia da nossa conjugagao.

Definicao 5.1. A distancia C' entre dois difeomorfismos f : X — X eg : X — X de classe
C1, onde X = [a,b] ou X = S, é dada por

di(f.9) = sup {max {ds:(f(2),9(x)), ' (z) — ¢’ () }}

Isso equivale a dizer que dois difeomorfismos estao proximos se as imagens e as deri-
vadas das fungoes, ou seja, suas inclinacoes, estdo préximas em todos os pontos do intervalo.

Para nos referirmos a distancia entre os difeomorfismos usaremos a notacdo f é C' —
e—proxima de g se d;(f,g) < e. Podemos dizer entdo que g é uma perturbagéo de f.

Definicao 5.2. Sejam X eY dois espacos métricos. Duas aplicagbes continuas f : X — X e
g 'Y — Y sdo topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo h : X — Y tal que
ho f = go h. Ou seja, tal que o seguinte diagrama é comutativo:

/
X — X

ho | | A

Y — Y

9

Chamamos o homeomorfismo h de conjugacao topoldgica entre f e g.

Como homeomorfismos sé@o aplicagdes que preservam as propriedades topolégicas do
espaco, sdo eles que serdo usados para verificar a semelhanga entre as dindmicas de dois
difeomorfismos proximos.

Devido a isso, veremos que duas fungdes conjugadas possuem a mesma dindmica to-
poldgica. Sejam f e g duas aplicagdes conjugadas por um homeomorfismo h. Se x é ponto fixo
de f, entdo teremos que h(x) serd um ponto fixo de g, pois h(x) = ho f(x) = g o h(x). Isso
nos garante também que a quantidade de pontos fixos de f e g serd a mesma. Para os pontos
periédicos temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 5.1. Se f é topologicamente conjugado a g pelo homeomorfismo h, entdao f" é
conjugado a g™ pelo homeomorfismo h para todon € N.

Demonstragdo. Para mostrar que para qualquer iteragdo de f é conjugada a g, vamos escrever
as n iteragdes utilizando o homeomorfismo /, temos que

hofoh =g
entao
hoftfoh™ =(hofoh o---o(hofoh™)=g"
n v;;es
Portanto para cada ponto periédico = de f, temos um ponto periédico h(z) em g. O

Essa proposicédo nos permite agora pensar na transitividade e a minimalidade em uma
conjugacao topolodgica, ja que garantimos que as minhas iteragcdes serdo levadas pelo homeo-
morfismo.

Proposicdao 5.2. Se f : X — X éconjugadaag:Y — Y, sendo f transitiva, entdo g também
é transitiva (tendo h(x) com drbita densa emY'). Consequentemente, se f é minimal entdo g é
minimal.

Demonstragdo. Para mostrar que se f é transitiva entdo g deve ser transitiva, precisamos mos-
trar primeiro que h € um homeomorfismo que leva os conjuntos densos de X em conjuntos
densosem Y.

Vamos tomar D denso em X, dado qualquer ponto a € X, entao existe uma sequén-
cia {u;},cy € D queo ZL1+mOOuZ = a. Pela continuidade do homeomorfismo 7, temos entao
zEerooh(u’) = h(a).

Pegando agora um ponto b € Y qualquer, podemos considerar, sem perda de genera-
lidade, que a = h~'(b) € X. Entdo, como existe uma sequéncia em D convergindo para a,
existe uma sequéncia em h(D) que converge para h(a), logo, converge para b. Como b é um
ponto qualquer, podemos concluir que h(D) é denso em Y.

Podemos escrever também como O+(3:) sendo denso em X, entdo

WO () = {h(f"(x))|ln € N} = {g"(h(z))|n € N}
é denso em Y. Portanto a érbita de i(x), quando X é denso, é densa em g. O
5.2 Estabilidade Local

Nessa se¢do serdo demonstradas algumas proposigdes sobre como os pontos fixos
hiperbdlicos se mantém mesmo apds pequenas pertubacoes do sistema.
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Definicdo 5.3. Seja X = [a,b] ou X = S'. Dizemos que uma aplicagdo f : X — X é C'-
estruturalmente estavel se existir e > 0 tal que toda g : X — X que estd C'* — e-préxima de f
é topologicamente conjugado a f.

Proposicao 5.3. Seja f : X — X um difeomorfismo com um ponto fixo hiperbdlico p. Entao
existe e > 0 e uma vizinhanca U de p em X tais que se g é um difeomorfismo C' — e-préximo
de f , entdo g possui um unico ponto fixo (hiperbdlico) p, em U. Além disso p, sera atrator ou
repulsor conforme p o for.

Demonstracdo. Usando o ponto p da hipétese como ponto fixo hiperbdlico, podemos supor que
ele € um ponto fixo repulsor, entdo f'(p) > 1.

Pela continuidade de f’, temos que existe um intervalo aberto U = (a,b) tal que p €
(a,b). Podemos dizer ainda que f'(xz) > 1 emtodo x € [a,b], f(a) —a < 0e f(b) — b > 0.

Seja ¢ suficientemente pequeno, de modo que g esteja C' — e—préxima de f, entdo
g'(z) > 1 paratodo x € [a,b].

Queremos agora usar o Teorema do Valor Intermediario (Teorema A.2) para mostrar
que, dada a fungéo j(z) = g(z) — x, existe um ponto ¢ € (a,b) tal que j(c) = 0, ou seja
g(x) —z=0= g(x) =z

Para mostrar isso, precisamos mostrar que g(a) —a < 0 e g(b) — b > 0. Para isso,
vamos pegar € < min {|f(a) — al,|f(b) — b

g9(a) —a=(g9(a) — f(a)) + (f(a) —a) <O

e
g9(b) = b= (g(b) = f(b)) + (f(b) —b) >0

Logo, pelo Teorema A.2, ¢ é o Unico ponto fixo de g no intervalo (a,b).

}, para obtermos

Caso existisse outro ponto d fixo no intervalo (a,b), de modo a d # ¢, teriamos pelo

9(d)—=g(c)

Teorema do Valor Médio, algum k entre c e d, de modo a ¢'(k) = £-—2

. Como supomos que
¢ e d s&o fixos, entdo ¢ = ¢=¢ = 1, o que néo pode ocorrer.
9 d—c

Para o caso de p ser um ponto fixo hiperbdlico atrator a demonstragao é analoga.

5.3 Estabilidade Global

Proposicédo 5.4. Sejam f : [a,b] — [a,b] e g : [c,d] — [e,d] dois difeomorfismos tais que
f(x) > z parax € (a,b) e g(y) > y paray € (c,d). Entdo f e g sdo topologicamente
conjugadas.

Demonstracdo. Queremos mostrar que f e g sdo topologicamente conjugadas, entdo precisa-
mos mostrar que existe um homeomorfismo que conjuga as duas fungdes.

Para isso, tomemos « € (a,b) e B € (c,d) arbitrarios. Por hipétese, f e g sdo crescentes
e portanto f™(z) > --- > f(x) >xeg™(y) > --- > g(y) > y. Isso nos permite escrever (a,b)
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como a uni&o dos intervalos disjuntos com inicio em f"(«), inclusive, e término em f"™!(a), e

0 mesmo para (c,d) e g, da seguinte forma:

UL @), (@) = (ab) e |Jlg"(B). 9" (B)) = (c.d).

neZ ne”

Por construcao, é possivel observar que a imagem de cada intervalo serd o intervalo ad-
jacente a direita (uma vez que estamos trabalhando com uma fungao crescente), portanto, dado
um ponto = € (a,b), temos que O(x) passa uma Unica vez em cada um dos intervalos dessa
unido disjunta. O mesmo acontecerd para cada y € (c,d) em relagdo a unido dos intervalos de
9(8).

Agora podemos relacionar as fungdes f e g, em cada intervalo, com um homeomorfismo
H. Esse homeomorfismo deve levar o em 3, ou seja, H(a) = 3, e portanto

H: o, f(a) = [8,9(8))

H(@:%;:fé (x—a)+f
Temos entdo para z = «
I R B (0 B SO
eparaz = f(a)
(@) = D=L (fa)—a)+ 8= g(8) - B+ 5 = 9(8)

 fle)—a

Agora vamos supor que existe um h que faz H levar toda a dindmica de (a,b). Portanto

h:[a,b] — [e,d]

h(z) =g "oHo ["(z)

onde n € 0 Unico inteiro tal que = pertenca a apenas um dos intervalos disjuntos da uniao,
h(a) = ce h(b) =d.

Para isso ser verdade, precisamos mostrar que h € um homeomorfismo que conjuga f
eg.

Para mostrar que h € um homeomorfismo, primeiros precisamos mostrar que h é con-
tinua em todo intervalo [a,b]. Como h foi construida utilizando H, e H é continua em cada
intervalo [f"(«), f™™(a)), entdo h é continua em todos os intervalos. Basta agora mostrar que
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h é continua nas fronteiras desses intervalos disjuntos, ou seja, mostrar que os limites laterais
sao iguais.
Vamos pegar duas sequéncias x — f"(«), e yp — f™(«)_, resultando entéo

lim h(xx) = lim ¢"o Ho f7"(xy)

k—+oo k—+o0o
= g¢"oH(a)
= ¢"(B)
= ¢"'(9(B))
= lim g" 'oHo [ (y)

k—+4o00

— A

O que garante h ser continua em cada uma das fronteiras de " («)

Por h ser uma composigao das fungoes f, g e H e essas fungdes serem bijetivas, entdo
h sera uma bijecéo entre [a,b] e [c,d], e portanto possui umainversa h 1 (y) = f~"oH log™(y),
onde n é o unico inteiro tal que ¢"(y) € (¢,d),h ' (c) = ae h™'(d) = b.

A continuidade de h~! é provada usando um raciocinio analogo a prova para h.

Portanto & € um homeomorfismo.

Porém, ainda falta mostrar que h conjuga f e g. Tomando = com f*(z) € [a, f(a)),

temos que:
hof(x) = g* o Ho fF(f(x))
= go(g "o Ho f*)(x)
= goh(z)
Como queriamos demonstrar. O]

Proposicdo 5.5. Seja f € Diff'(S") um difeomorfismo Morse-Smale com k pontos fixos. Entédo
existe ¢ > 0 tal que todo g que esta em C'' — e—préximo de f é um difeomorfismo Morse-Smale
com exatamente k pontos fixos.

Demonstragdo. Sejam p; < po < ... < p, 0s pontos fixos de f, listados em ordem crescente.
Para cada um dos pontos fixos de f, como demonstrado anteriormente, existe um intervalo
aberto U; = (a;,b;) que o ponto fixo p; esté inserido nele. Cada um desses intervalos pode ser
considerados disjuntos e constantes para ¢; > 0. Seja ¢ = min{e;, ..., €}, entdo se g esta
C! — ¢ —proxima de f, entdo existe apenas um ponto g; de g fixo (hiperbélico atrator ou repulsor
tal qual p; for) em cada intervalo U;.
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Como nao existem pontos fixos de f no complementar da unido desses intervalos,
f(z) # remS? Ule U;, entdo podemos pegar um ¢’ pequeno o suficiente para que o0 mesmo
ocorraem g, g(z) # x em S* Ule U;, para qualquer difeomorfismo g ¢ —proxima de f.

Ao tomar € = min {€, ¢}, temos que se g estiver C'! — e—proxima de f, entdo todos, e
Unicos, pontos fixos de g s&o os g; similares aos p;. O

Teorema 5.4. Todo difeomorfismo Morse-Smale f € Diff'(S') é estruturalmente estével.

Demonstragdo. Seja {p1,p2,...,px} 0s pontos fixos de f enumerados por ondem crescente.
Vamos considerar os intervalos I; := [p;,p;+1] paracadaumdos i = 1,2,...,k, e ainda py1 =
p1 e portanto o intervalo I, = [pg,p1]-

Pela proposicado anterior, para cada um desses intervalos podemos restringir a fungéo f,
fi = fl1, e portanto existe um e > 0 tal que g esta tdo préxima de f quanto esse e. Isso também
nos garante que g tem a mesma quantidade k£ de pontos fixos, ¢1,¢s, . . . , qx, € eles podem ser
relacionados um a um com cada ponto fixo de f. Entdo, da mesma forma que dividimos o
circulo de f por seus pontos fixos, vamos dividir g através de seus pontos fixos, J; == [¢;,qi+1]-
Como cada ¢; tem a mesma hiperbolicidade que p;, atrator ou repulsor, cada intervalo J; tera o
comportamento em relagédo a g igual o comportamento de I; em relagédo a f.

Como a dinamica de cada intervalo sera igual, podemos pegar um homeomorfismo h; :
I; — J; como conjugacao topoldgica entre f; e g;.

Podemos unir todos esses homeomorfismos h; em h : S' — S!, de tal modo que
h(z) = h;(xz). Como os intervalos sdo fechados, para os pontos de fronteira (os pontos fixos),
teremos que h;(p;) = ¢; = hiy1(p;). Portanto h sera continua em todo o S*.

Para ver que h é uma bijecdo, basta tomar a inversa de cada intervalo h[l(y) = h!
para cada y € J;, e portanto sera continua pelos mesmos motivos de h.

Além disso, temos que h conjuga f com g.

ho f(x) =

como queriamos mostrar.
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6 CONCLUSAO

No desenvolvimento desse trabalho pudemos passar pelas diversas propriedades dos
sistemas dindmicos, e aplica-las num objeto de estudo especifico: o circulo. Além disso, bus-
camos compreender a dindmica do circulo, estendendo-se aos difeomorfismos Morse-Smale,
onde destes conseguimos determinar como funciona toda a sua dindmica. A estabilidade dos
difeomorfismos Morse-Smale foi demonstrada, sendo necessario o uso de praticamente todas
as proposicoes vistas no decorrer do trabalho.

Disso podemos concluir, devido ao fato do circulo, juntamente com os difeomorfismos
Morse-Smale, ter uma estrutura relativamente simples e ser possivel determinar toda sua di-
namica, sendo uma 6tima iniciacdo ao estudos dos pontos hiperbdlicos, da estabilidade e dos

sistemas dinamicos como um todo.
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A seguir temos algumas definicdes e teoremas que se fazem necessarios no decorrer
do trabalho. Elas foram retiradas de (ABDENUR; FRANCA, 2007), (LIMA, 2011) e (LIMA, 2007).

Teorema A.1 (Teorema do valor médio). Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferenciavel
em (a, b), entdo existe um nimero ¢ € (a,b) tal que

Teorema A.2 (Teorema do valor intermediario). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua no
intervalo [a, b]. Se yo € um nimero entre f(a) e f(b), entdo existe xq € (a,b) tal que f(xo) = yo-

Definicdo A.3. Uma fungdo f : X — Y € injetiva se f(x) # f(y) para todo x # y

Definicao A.4. Uma fungdo f : X — Y é sobrejetiva se para qualquer y em 'Y existe um
r € X talque f(z) =y.

Definicdo A.5 (Métrica). Uma métrica num conjunto X é uma funcao f : X x X — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um ndmero real d(x,y), chamado distancia
de x ay, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer x,y,z € X:

e d(xx) =0

« Sex # yentdod(xz,y) >0

* d(z,y) = d(y,)

e d(z,z) < d(xy)+ d(y,z)
Definicdo A.6 (Espaco métrico). Um espago métrico é um par (X ,d), onde X é um conjunto e
d é uma métrica em X .

Essas definicdes de métrica e espago métrico, além de mais propriedades sobre o as-
sunto, podem ser encontradas em (LIMA, 2011).

Definicao A.7 (Homeomorfismo). Sejam X e Y espagos métricos. Uma funcdo f : X — Y é
um homeomorfismo se f é uma bijecdo continuae f~' : Y — X também é continua.

Definicdo A.8 (Difeomorfismos). Sejam X,Y = S' . Se uma funcdo f : X — Y é um home-
omorfismo diferencidvel cuja inversa f~* também é diferencidvel, entdo f é dito um difeomor-
fismo.
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