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RESUMO

GONCALVES, William José. Raciocinio covariacional em aulas de Calculo
Diferencial e Integral: possibilidades de desenvolvimento a partir do uso de
tarefas. 2018. 99 fls. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de Matematica)
- Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Londrina, 2018.

Esta dissertacdo apresenta tarefas que abordam ideias do Raciocinio Covariacional
(RC) organizadas por meio de episddios de resolucéo de tarefas. Foi implementada
nas aulas da disciplina de Célculo Diferencial e Integral (CDI) no Ensino Superior,
em turmas regulares de um curso de Engenharia da Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana (UTFPR) do campus Londrina. Elencou-se como objetivo geral
da pesquisa desvelar ideias do RC que foram mobilizadas durante as discussbes
coletivas desencadeadas pelo trabalho com tarefas matematicas. Para fins de
andlise, tomamos recortes da producéo escrita e trechos de didlogos nos grupos.
Buscamos identificar o potencial das tarefas em termos de fomentar discussées que
envolviam ideias do RC, usando para tal um modelo analitico de sete fases
interativas utilizado para estudar o desenvolvimento do pensamento matematico. Da
andlise realizada, inferimos que, em varios momentos, embora os alunos
parecessem verbalizar compreensdo da situacéo, reconhecendo a covariacao entre
as grandezas envolvidas, falhavam nas representacdes, ou ndo eram capazes de
estabelecer relacdes explicitas entre ideias do RC e conceitos do CDI. Por se tratar
de um mestrado no ambito profissional, apresenta-se um caderno de tarefas
(produto educacional) disponibilizado como resultado de nossa pesquisa.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Ensino de Calculo Diferencial e Integral.
Tarefas Matematicas. Raciocinio Covariacional.



ABSTRACT

GONCALVES, William José. Covaritational reasoning in Differential and Integral
Calculus classes: possibilities of development from the use of tasks. 2018. 99
pgs. Dissertation (Professional Master in Teaching Mathematics) - Federal
Technological University of Parana. Londrina, 2018.

This dissertation presents tasks that address ideas of the Covariational Reasoning
(CR) organized through episodes of task resolution. | was implemented in the
classes of Differential and Integral Calculus (CIC) in Higher Education, in regular
classes of a course of Engineering of the Federal Technological University of Parana
(UTFPR) of the Londrina campus. It was listed as a general objective of the research
to analyze ideas of the CR that were mobilized during the collective discussions
triggered by the work with mathematical tasks. For purposes of analysis, we took
cuttings of written output and excerpts from dialogue in groups. We seek to illustrated
the potential of the tasks in terms of instigating discussions involving CR ideas using
an interactive seven-phase analytical model used to study thought mathematical
development. From the analysis made, It was possible to infer that at several
moments, although the students seemed to verbalize an understanding of the
situation, recognizing the covariation between the quantities involved, they failed in
the representations, or were not able to establish explicit relations between CR ideas
and CIC concepts. For it is a master's degree in the professional field, it presents a
workbook (educational product) made available as a result of our research proposal.

Keywords: Mathematics Teaching. Teaching Differential and Integral Calculus.
Mathematical Tasks. Covariational Reasoning.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao para o estudo e agradecimentos®

Comecar a escrever um texto de dissertacdo, nem sempre € tarefa facil (de
forma prefacial, o que € tarefa?), visto que grandes obras foram escritas em
situacdes diversas, algumas delas frutos da alegria (aquilo que fica entre duas
tristezas), da tristeza, oriunda de fontes diversas, amor, doenca, perda; outras
inspiracdes, como da esperanca (alegrar-se por aquilo que ainda ndo aconteceu), ou
até mesmo do temor (entristecer por aquilo que também nao aconteceu). Em tela,
posso dizer que o combustivel para a escrita desta dissertacdo ¢ um mesclado de
Amor (penso que nas suas mais diversas concepcdes: Eros, Philia e Agape) e de
muitas reflexdes, essas acerca de muitas indagacdes, hoje, por exemplo, por que
pessoas partem desta vida, partem deste plano para outro, enfim, deixam de ser
perceptiveis aos sentidos, e entdo passam a ser tangiveis somente ao que se trata
de sinapse?

Gostaria de trazer a baila um breve relato dos caminhos percorridos até esse
momento. Elenco aqui, como inicial, o segundo ano da graduacdo. O inicio da
caminhada como professor deu-se como OFA (ocupante funcdo atividade) em Sao
Paulo. Seria equivalente ao que chamamos de PSS no Parana. Nessa mesma
época, estava cursando o segundo de trés anos da graduacdo em Licenciatura em
Matematica; ingressei no projeto de iniciacdo cientifica (IC) 2006/2007, na mesma
IES, orientado pelo excelente professor Ruben Alekxander Pela, pessoa com quem
muito aprendi.

A génese do tema da IC era ao derredor dos questionamentos, quais
fatos/fatores/motivos/circunstancias levam aos baixos indices de resultados de
avaliacdo em Matematica, nas mais diversas esferas que procuram mensurar e/ou
avaliar (neste momento ndo tenho como objetivo discutir avaliacdo, para evitar
tergiversar a ideia fulcral) os conhecimentos matematicos dos alunos no Brasil.
Talvez sejam os formatos tradicionais de ensino e as metodologias que se aplicam
em sala de aula, na crenca de que o modelo ideal € 0 que se tem na atualidade.

Nesse viés, estudou-se uma geometria singular que se desenvolveu no Japao,

! Esta secdo e parte da seguinte, que tratam das motivacdes pessoais do autor, serdo escritas
em primeira pessoa do singular. O restante do texto, em primeira pessoa do plural.
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denominada Sangaku; com o objetivo de utilizar essa geometria como meio para um
ensino diferenciado® da geometria na Educaco Basica.

O acesso a um maior numero de instrumentos e de técnicas intelectuais da,
qguando devidamente contextualizado, maior capacidade de enfrentar situacdes e
problemas novos, de modelar adequadamente uma situagao real para, com esses
instrumentos, chegar a uma possivel solucdo ou curso de acéo. A ideia supracitada
objeto de percepcéo oriunda da IC, levou-me a pensar e a me aprofundar sobre ela,
no periodo de mestrado; indo ao encontro da ideia apresentada por D’Ambrosio
(2012, p.119): “aprender ndo é mero dominio de técnicas, habilidades e nem
memoriza¢ao de algumas explicagdes e teorias”.

ApoOs a graduacao, ingressei em um curso de extenséo ofertado pela Unicamp
denominado MAT100°. No decorrer do curso, deparei-me com uma metodologia um
tanto quanto diferente daquela a que estava acostumado até entdo e percebi que a
abordagem, na sua grande maioria, dava-se a partir da pergunta, da duavida, do
problema (nesse atimo, gostaria de mencionar o nome de um amigo que a Unicamp
me presenteou “Dema”, pessoa amante da ciéncia, sempre ajudou nos momentos
em que me via sem entender/compreender absolutamente nada daquilo que estava
sendo apresentado pelos professores). Nesse instante, existiu um choque de
realidades: sera que a forma pela qual estou buscando conhecer o saber vai ao
encontro daquilo que se pode chamar de ensino de exceléncia, de resultado, enfim
de aprendizado? Nessa mesma ocasido, comecei a perceber que dissociar filosofia
da matemética seria bastante arriscado. Trago comigo o estudo continuo de filosofia,
tendo-a como pano de fundo e instrumento de suma importancia nessa busca por
uma forma plausivel de ensinar matematica.

Desde entdo, procuro olhar a ciéncia por um prisma um pouco diferente do
gue a grande maioria usa, algo na mesma direcao da ideia de Schopenhauer (2010,
p. 156-157):

de modo geral, ndo é a observagdo de fenémenos raros e escondidos que
s6 sdo apresentaveis por meio de experimentos que serve para a
descoberta das mais importantes verdades, mas a observagcdo daqueles
fendbmenos que sado evidentes e acessiveis a todos. Por isso a tarefa néo é

ver o que ninguém viu ainda, mas pensar aquilo que ninguém pensou a
respeito daquilo que todo mundo vé (grifos do autor).

2 Entende-se como ensino diferenciado a busca de alternativas de ensino que difiram daquelas
usualmente vistas no contexto escolar.

® O curso de especializacdo MAT100 do IMECC/UNICAMP destina-se a formacao de
Professores de Matematica que atuam no Ensino Fundamental (sexto ao nono anos) e Médio.
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Entender os elementos que compuseram a palavra Matematica (aqui no
sentido lexicografico), as etimologias das palavras presentes na ciéncia, as aulas
brilhantes do professor Aguinaldo Prandini Ricieri no museu da Matematica em Séo
Paulo, a sutileza do segurar o0 giz e o quéo prazeroso (leia-se, os olhos dele sempre
brilhavam) era ouvir o Ruben falar dessa ciéncia, o convencimento do professor
Ricardo Borelli de que precisavamos gostar de matematica, a lembranca do
professor Alberto Adame, que sempre respondia minhas perguntas trazidas de casa,
todos esses ditos alhures, da época de graduacao e os grandes mestres me fizeram
trilhar caminhos nunca antes visitados.

Dantes, ainda na Unicamp, senti o desejo (leia-se eros) de saber um pouco
mais sobre alguns tépicos da matematica e também da filosofia. O start maior deu-
se quando me mudei para o Parana em 2011 e conheci uma pessoa que hoje é um
nobre amigo chamado Angelo Torres. A pauta das nossas conversas sempre gira
em torno da filosofia e sobre a vida. Eis que percebo a necessidade de intensificar
0s estudos nessa area, iniciando entdo a leitura de alguns pensadores: Sécrates,
Platdo, Aristételes, René Descartes, Kant, Nietzsche, Sartre, Cortella, Clovis, Karnal.
Nessa caminhada, li e conheci um pouco mais sobre Vygotsky, Piaget, Wallon e
Rubem Alves. Como ndo lembrar Rubem Alves (2005, p.5), “ensinar é um exercicio
de imortalidade. De alguma forma continuamos a viver naqueles cujos olhos
aprenderam a ver o mundo pela magia da nossa palavra. O professor, assim, néo
morre jamais".

Nesse atimo, tendo em vista que logo mais devo iniciar a escrita da
introducdo da dissertacdo, gostaria de relatar um episddio do meu primeiro ano de
graduacédo. O professor e entdo coordenador do curso Alessandro Jacques Ribeiro
apresentava alguns conteudos da sua disciplina. Nao lembro com exatiddo a sua
frase, mas lembro do seu esforco em fazer o conceito de funcdo ser entendido. A
expresséo que ficou gravada na memoaria foi: “variacéo entre duas grandezas”. Pois
bem, no presente, inicio a escrita da minha dissertacdo com o tema girando em
torno da temética, aqui um olhar em torno da discussdo do conceito de funcdes
‘Raciocinio Covariacional nas aulas de Calculo Diferencial e Integral:
possibilidades”. Cabe ressaltar que o professor Alessandro Jacques Ribeiro é
membro da banca examinadora.

Como paragrafo final, gostaria de mencionar um grande ser humano e

professor, André Luis Trevisan, amante da ciéncia, uma das poucas pessoas que
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possuo no vinculo de amizade e que se disp8e a falar sobre conhecimento a todo e
qualquer momento; exemplo a ser seguido assim como todos os que aqui fiz
questdo de mencionar. Costumo dizer por onde passo: HOJE PARTE DE MIM E A
SOMA DOS MEUS PROFESSORES.

Isso posto, sou grato.

1.2 A constituicdo do problema de pesquisa

Prefacialmente, a génese do projeto surgiu de observacdes em sala de aula
do ensino regular, em que a maioria dos estudantes ndo veem sentido em grande
parte dos conceitos e termos matematicos que lhes sao “apresentados”.

Se aqui observarmos o contato que o0s estudantes tiveram nos anos que
antecedem o ingresso nos cursos de Calculo Diferencial e Integral(CDI)*, pouco ou
nada tem a ver com as ideias vistas até entdo com o desenvolvimento dos cenarios
e ideias que serdo apresentadas no curso de CDI. Nessa mesma linha, Bonomi
(1999, p.5) apresenta que, “para a maioria dos alunos, o conhecimento matematico,
desenvolvido anteriormente, na escola secundaria, pouco ou nada tem a ver com 0
que |Ihe é apresentado no curso de Calculo”.

Outrossim, Barufi (2002, p. 69) destaca:

para a maioria dos alunos a Matematica da Escola no Ensino Médio pouco
ou nada tem a ver com o que lhes é apresentado no Calculo, e o carater de
analise com o qual passa a se defrontar parece se constituir em grande
dificuldade.

Além disso, o modo como lhes sdo apresentados os conceitos, por meio de
defini¢gdes, seguidas de exemplos e resolugao de “exercicios modelo”, contribui para
qgue, muitas vezes, essa dificuldade na compreensédo seja potencializada. Nesse
sentido, podemos mencionar que o0s autores Trevisan e Mendes (2017, p. 4)
destacam da fala de Freudenthal (1973) “que o CDI ndo seja tratado com um
amontoado de definicbes que estdo acima de qualquer suspeita”.

Enguanto professor (o pesquisador) do Ensino Médio, e tendo contato com o
ensino de alguns tépicos do CDI nos cursos de Administracdo e Ciéncias Contabeis
nos quais a disciplina “exigia” um pensamento mais no viés reflexivo de situagdes do
que “puramente matematico”, & perceptivel o entrave dos alunos no trabalho com as

tarefas propostas. Se observarmos as literaturas que abordam a discussdo em torno

* Chamaremos Célculo Diferencial e Integral de CDI a partir daqui.
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do ensino de CDI, veremos que ha uma significativa preocupacéo nesse sentido, ou
seja, as “matematicas” parecem nao ter nada em comum, ou mais que isso, sao
dissociadas.

Podemos trazer, por exemplo, a ideia apresentada por Trevisan e Mendes

(2013, p. 137) quando destacam que

Novos pontos de vista a respeito da disciplina de CDI pedem por tarefas
gue favorecam ao estudante o desenvolvimento de competéncias de
conexdo e reflexdo, para além da mera reproducdo e memorizagdo. Tais
tarefas devem ter como pressuposto o fato de que o conhecimento
matematico mostra-se dinamico e construido a partir das relacdes,
justificativas, analise e validacGes estabelecidas pelos envolvidos e nédo
como algo pronto e acabado. Aos estudantes devem ser incentivados a
justificarem seus pensamentos por meio da exploracdo de situacdes,
guestionamentos e conjecturas.

Durante praticamente os trés anos do Ensino Médio, e ao ingressar no Ensino
Superior, no curso de CDI, transitamos por um conceito “formal” de fun¢des (que, em
pouco — ou nada, “carrega” a esséncia desse conceito: o aspecto covariacional das
grandezas envolvidas). Enquanto professor que atua nesses dois niveis de
escolaridade desde 2011, sempre indagamos se a definigdo proposta pelos
materiais didaticos era a mais adequada. Diga-se de passagem que quase todos
abordam da mesma forma: iniciam com relacdes e relacdes binarias, apds isso,
diagramas de flechas e entéo classificacdo de relagbes em fungdes ou néo, nesse
momento ja “impondo” as condi¢cdes a serem atendidas para receber a denominacgao
como tal. Quase sempre caimos naquele exemplo classico do taxi que cobra uma
taxa fixa denominada bandeira e um valor em reais por quildmetro rodado (o que
chega a ser uma ironia em tempos de Uber...).

Uma funcao relaciona-se a um conceito matematico que descreve como duas
ou mais quantidades variam uma em relacdo a outra (e é essa a ideia que
pretendemos enfatizar neste trabalho). Tal relacdo pode ser descrita por palavras,
simbolos matematicos e representacdes, como graficos ou tabelas. Smith (2008,
apud MESTRE, 2014, p. 71) refere-se

ao pensamento funcional como o pensamento representacional que se foca
nas relacbes entre duas (ou mais) quantidades que variam, e mais
especificamente, como o tipo de pensamento que conduz das relacbes
especificas para a generalizacdo dessas relacoes.
Para Mestre (2014, p. 71), a “génese do pensamento funcional acontece
guando o aluno se envolve numa atividade, escolhe prestar atencdo as quantidades

que variam e comeca a focar-se na relagdo entre essas quantidades”. Abaixo
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(Figura 1), apresentamos alguns prints de uma gravacdo registrada durante a
aplicacdo de uma das tarefas® que serdo apresentadas no decorrer do texto. Nas
imagens, podemos destacar por meio de uma imagem essa “génese”, em que 0
estudante representa de uma maneira ndo usual (com o movimento de suas maos) a

relacdo entre duas grandezas.

Figura 1: Representa¢éo da relacéo entre duas grandezas utilizando as méos.

Fonte: autor.

Conforme destacam Thompson e Carlson (2017), o chamado raciocinio
covariacional (RC)®, como uma construcéo tedrica, aparece no final da década de
1980 e inicio dos anos 1990’ e apresenta formulaces bastante diversificadas. Pode
ser caracterizado em termos de coordenacéo® das imagens de duas variaveis a

medida que elas mudam, como proposto por Confrey, ou em termos de conceituar

® Adiante apresentaremos maiores detalhes relacionados as imagens, tais como o cenario de
aplicacdo e a tarefa em desenvolvimento.

® Chamaremos, no decorrer do texto, Raciocinio Covariacional de RC.

” Inicialmente, nas obras de Thompson e Confrey, e mais tarde em colaboracdo com Smith,
Carlson e outros autores citados na fundamentacao tedrica deste trabalho.

. A palavra coordenar é utilizada de forma livre pelos autores, sem que uma definicdo explicita
seja apresentada. Porém, pelo contexto no qual sdo utilizadas, infere-se que assuma o
significado de “combinagao”, e esta associada ao conceito de objeto multiplicativo, explorado por
Saldanha e Thompson (1998 apud THOMPSON; CARLSON, 2017, p. 433, tradugcdo nossa):
“‘uma pessoa forma um objeto multiplicativo a partir de duas quantidades quando ela se une
mentalmente seus atributos para fazer um novo objeto conceitual que €, simultaneamente, um e
outro”.
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os valores das quantidades individuais como variaveis e entdo conceitualizando
duas ou mais quantidades como variando simultaneamente. Para Carlson et al
(2003, p. 124, grifos nossos) o raciocinio covariacional contempla “as atividades
cognitivas envolvidas na coordenacao de duas quantidades que variam quando se
presta atencéo as formas como cada uma delas muda em relagcéo a outra”.

Apesar das diferentes nuances nessas caracterizacdes®, os autores
supracitados argumentam que ideias de variacdo e covariacdo sao
epistemologicamente necessarias para que estudantes e professores desenvolvam
conceitos Uteis e robustos de funcbes, e servem como bases conceituais para
elaboracao de conceitos do CDI.

Nessa acepc¢ao, considerando a importancia da tematica, elencamos como
problema de pesquisa a investigacdo das possibilidades do desenvolvimento de
ideias do RC em estudantes de CDI 1'°, promovidas pelo trabalho com tarefas
matematicas. Nosso objetivo de pesquisa é desvelar ideias do RC que foram
mobilizadas durante as discussdes coletivas desencadeadas pelo trabalho com
tarefas matematicas. Mais especificamente pretendemos:

e Organizar tarefas para aulas de CDI 1 envolvendo RC;
e Elencar ideias do RC mobilizadas na discusséo coletiva.

No intuito de responder ao primeiro objetivo, realizamos um estudo
bibliogréfico para caracterizar o RC, um estudo sobre tarefas matematicas para
respaldar teoricamente a organizacao de um ambiente de ensino e aprendizagem de
CDI. Foram organizados cinco episodios de resolucdo de tarefas junto a uma turma
de CDI de um curso de Engenharia, dos quais foram gerados dados para atender ao
segundo obijetivo.

Esta dissertacdo, resultado da pesquisa, esta organizada do seguinte modo:
além desta introducdo, apresentamos a fundamentacdo teorica relacionada as
tematicas RC e tarefas mateméticas; os procedimentos metodolégicos da pesquisa;
descricdo e andlise dos dados, organizadas a partir de algumas das tarefas que

compuseram nosso ambiente de ensino e de aprendizagem de CDI 1.

o CaracterizagBes essas que, enquanto construtos tedricos, encontram-se ainda em fase de
reformulacdo, como discutido por Thompson e Carlson (2017).

1% Neste trabalho utilizamos a sigla CDI quando nos referimos ao Calculo Diferencial e Integral
enquanto area da matematica e CDI 1 para a disciplina de Célculo Diferencial e Integral que, em
nosso contexto de pesquisa, contém sua ementa o estudo de fun¢gBes de uma variavel real e
seus limites, derivadas e integrais.
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Por fim, por se tratar de um mestrado em ambito profissional, é entendido
como parte integradora do processo de concluséo o texto final (dissertagao) e um
produto educacional, sendo assim, produzimos um caderno de tarefas que podera
ser utilizado por quem for de interesse, em especial poderiamos elencar professores
que atuam com a disciplina de CDI. Tal caderno ser& constituido de uma introducao
ao conceito de RC e de algumas tarefas, organizadas a partir de situacbes que

possibilitam a exploracdo de ideias do RC em aulas de CDI 1.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo estd organizado em trés secdes, que tratam das seguintes
tematicas: (2.1) aspectos historicos do desenvolvimento do conceito de funcéo; (2.2)
a abordagem do conceito de funcdo sob o viés covariacional; (2.3) o trabalho com
tarefas matematicas e o papel das discussdes coletivas por elas desencadeadas em
aulas de CDI.

2.1 Aspectos historicos do desenvolvimento do conceito de funcao

Apresentamos aqui algumas reflexdes em torno do conceito de funcédo, em
especial aspectos historicos que nos permitam compreender o modo como esta
presente no ensino de CDI. Em especial, buscamos enfatizar a ideia subjacente a tal
conceito, ou seja, compreender como duas ou mais quantidades variam uma em
relacdo a outra, tendo como pano de fundo o RC.

Funcdo €é um conceito importante e unificador para a matematica
contemporénea, central em varias areas, e essencial para que qualquer aluno
compreenda o CDI. Carlson (1998) menciona a presenca do objeto matematico
“funcao” tanto nessa disciplina quanto em outras, para determinar, por exemplo, se
dois conjuntos tem a mesma cardinalidade ou se dois espacos topoldgicos sdo
homeomorfos, bem como enquanto elementos de estruturas matematicas (espacgos
vetoriais, anéis, grupos). Além disso, sdo utilizadas em diversas ciéncias para
modelar fenémenos.

Atualmente define-se funcdo como um tipo particular de correspondéncia
entre duas quantidades. Vale ressaltar que ndo temos a intengdo neste momento de
observar a evolugdo e/ou alteracdo em torno da definicdo de funcbes. Seguem
abaixo (Quadro 1) escritas diferentes dessa mesma definicdo que colecionamos de
guatro obras escolhidas de forma aleatoria, sendo as duas primeiras de nivel Ensino

Médio e as duas ultimas do Ensino Superior.
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Quadro 1: Algumas definicGes de funcdes em livros didaticos.

Obras Definicdo
Quando duas grandezas x e y estdo relacionadas de tal modo
MACHADO (1988) que para cada valor de x fica determinado um Unico valor de vy,

dizemos que y é fungéo de x.

Considerando dois conjuntos, A e B, ndo-vazios e uma relacao
FILHO (1998) binaria de A em B, dizemos que essa relacdo é funcdo de A em
B se, e somente se, a cada elemento x do conjunto A
corresponder um Unico elemento y do conjunto B.

Antes da defini¢éo:

FINNEY (2002) Uma regra que associa a cada elemento de um conjunto um
Unico elemento de outro conjunto € chamada de funcdo. Os
conjuntos podem ser de qualquer tipo e ndo precisam ser iguais.
Uma fungdo é como uma maquina que associa um unico produto
a cada matéria-prima disponivel. A matéria-prima forma o

dominio da funcéo; os produtos formam a imagem (Figura 8).

VSRR fx)

E [ —

Matéria-prima Produto
(dominio) (imagem)

FIGURA 8 Diagrama de ‘mdquina’ para
uma funcio.

Definicdo: Uma fun¢ado de um conjunto D para um conjunto R é
uma regra que associa um Unico elemento em R a cada
elemento em D.

Uma func@o é uma regra que recebe certos nimeros como
HUGHES-HALLET et al entradas e atribui a cada nimero de entrada exatamente um

(2011) namero de saida. O conjunto de todos os nimeros de entrada é
denominado o dominio da fungdo, e o conjunto de saida
resultantes é denominado a imagem da funcgéo.

Fonte: autor.

As quatro definicdes sdo bastante similares no que tange a apresentacao do
conceito de fungcdo como uma correspondéncia. Exceto pelo primeiro, os demais
remetem ao objeto matematico conjunto. Filho (1998) trata a funcdo como um caso
particular de relacdo entre conjuntos (conceito definido anteriormente pelo autor em
seu livro). Nota-se o0 uso de uma linguagem um pouco mais coloquial nas duas
ultimas defini¢cdes, sendo o uso da palavra “regra” algo comum entre elas.

Historicamente, uma primeira definicdo mais sistematizada de funcdes é
proposta por Bernoulli em 1718, como apresentado por Ponte (1990, p. 3): “uma
guantidade que € composta de qualquer forma dessa variavel e constantes”. Mais

tarde, é reformulada por Euler que troca o termo “quantidade” por “expressao
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analitica”. Esta definicdo vigorou entre os séculos XVIII e XIX sendo novamente
reformulada por Dirichlet, baseado na ideia de correspondéncia entre conjuntos. Ja
no século XX, é estendida para incluir tudo que fosse correspondéncia arbitraria
entre quaisquer conjuntos numéricos ou ndo. Com base no exposto, podemos dizer
gque O conceito passou pelas seguintes ideias, nesta ordem: quantidade —
correspondéncia — relagao.

Dizem Vallejo e Gomez (2014, p.10, traducéo nossa):

a analise da evolucédo do conceito histérico de funcdo nos mostra que este é
muito complexo, e que para alcancar a definicdo atual, teve que passar por
um longo e laborioso processo no que matematicos notaveis tiveram sérias
dificuldades e problemas. [...] a definicdo de funcdo, na sua forma atual, é
um objeto muito sofisticado, consequéncia de numerosas generalizagbes
feitas através de uma evolucdo de mais de 2000 anos, e ainda mais,
considera-se que este conceito continua na evolugéo.

Oehrtman, Carlson e Thompson (2008) evidenciam que o uso da definicao
atual como introducdo ao conceito de fun¢cdo no ambito escolar € inadequada, por
tratar-se de uma resposta a problemas que os estudantes sequer podem conceber,
uma vez que foi motivada largamente por debates entre matematicos na busca de
respostas a questdes internas da propria Matemética.

Nessa linha, Oehrtman, Carlson e Thompson (2008, p. 153, traducdo nossa)

fazem a seguinte recomendacao:

[...] que os curriculos escolares e o ensino incluam um foco maior na
compreensdo de ideias de covariagdo e multiplas representacdes de
covariacdo (por exemplo, usando sistemas de coordenadas diferentes), e
gue sejam oferecidas mais oportunidades para estudantes experimentarem
diversos tipos de funcbes enfatizando mdltiplas representacfes das
mesmas fungbes. Os curriculos da faculdade poderiam entdo se basear
nessa base. Isso seria promover uma visdo mais flexivel e robusta das
fungBes - uma que ndo leva a inadvertidamente equiparar funcdes e
férmulas.

Esses autores sobreditos destacam que, embora h& pelo menos mais de um
século, tem-se reconhecido que os curriculos escolares deveriam enfatizar o
conceito de fungdo como ideia unificadora da matematica, mas ainda hoje os
estudantes continuam a sair do Ensino Médio e dos primeiros anos dos cursos
universitarios com uma compreensdo empobrecida desse conceito. Argumentam
que o conceito de funcdo é complexo e se desenvolve lentamente, e sua
aprendizagem envolve diferentes aspectos que, segundo Carlson (1998), haviam
sido tratados separadamente em estudos anteriores, mas que ela busca apresentar
de forma articulada no seu trabalho. Esses aspectos séo relacionados a habilidade

dos estudantes em:
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. caracterizar relagdes funcionais do “mundo real” utilizando a notagao
de funcao;

. operar com um tipo particular de funcdo, como uma férmula, uma
tabela ou um gréfico;

. transitar entre diferentes representacdes de uma mesma funcéo;

. representar e interpretar aspectos covariantes de uma situacéo

funcional (isto é, reconhecer e caracterizar como a variagdo de uma variavel
afeta a variacao da outra);

. interpretar informacdes funcionais “estatisticas” e “dinamicas” (isto é,
interpretar graficos, representando posicéo e taxa de variagao);
. interpretar e descrever propriedades locais e globais da funcéo:

inclinagéo, continuidade e diferenciabilidade;

construir funcdes utilizando féormulas e outras funcdes;

reconhecer funcdes, nao-funcdes e tipos de funcao;

conceitualizar uma funcéo tanto como processo quanto como objeto;
interpretar e compreender a linguagem da funcgéo; e

caracterizar a relacdo entre uma funcdo e uma equacgédo (CARLSON,
1998, p. 117, tradugdo nossa).

Os termos funcdo como processo e funcdo como objeto, além de funcao
como acéo, sado utilizados em referéncia aos tipos de visdo conceitual de funcdo que
um estudante pode apresentar. Respaldados nos conceitos propostos por Dubinsky
e Harel (1992), Thompson (1994b) e Oehrtman, Carlson e Thompson (2008)
discorrem a respeito dessas diferentes visdes conceituais. Denotam que a ideia de
funcdo como processo implica reconhecé-la como processo generalizado que define
uma transformacdo de um conjunto de valores de entrada para um conjunto de
valores de saida, ou seja, 0 aluno é capaz de imaginar o processo como um todo
sem precisar executar acdes individuais. Por sua vez, a concepcéo de fungdo como
objeto implica em reconhecé-la como passivel de executar acbes que as
transformem (por exemplo, por meio do célculo de sua derivada). Uma visdo de
funcdo como acdo implica em, frente a uma situagéo, buscar “calcular algo” e/ou
encontrar um resultado/resposta. Por exemplo, conforme exemplificado por
Thompson (1994b, p. 5, traducdo nossa), “os alunos [que concebem funcdo como
acao] muitas vezes pensam, digamos x(12 — (x + 5)) como um representante de um
comando para calcular’, dessa forma ndo ha uma reflexdo no sentido de buscar
quais elementos estdo envolvidos na situacdo e se eles se correlacionam. Com a
intencdo de promover o desenvolvimento em torno da visdao de fungdo como
processo, Oehrtman, Carlson e Thompson (2008, p. 11-12, traducdo nossa)
apresentam algumas recomendacdes didaticas:

e peca aos alunos para explicar os fatos basicos da funcao em termos de
entrada e saida;

e pergunte sobre o comportamento das fun¢cdes em intervalos inteiros,
além de pontos (nicos;
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e peca aos alunos para fazer e comparar julgamentos sobre fungbes em
varias representacoes;

e com base na visdo de funcdo como processo, aplicar o raciocinio
covariacional.

Elencamos neste momento a recomendacdo apresentada pelos autores
citados acima, com o intuito de abordar as ideias disponiveis nas literaturas a que
tivemos acesso no periodo desta pesquisa. No processo de elaboracéo das tarefas,

as ideias aqui apresentadas seréo utilizadas como pano de fundo.

2.2 A abordagem do conceito de fung¢éo sob o viés covariacional

Nesta secéo faremos consideracdes com a intengcéo de buscar elementos que
contribuam para o delineamento de tarefas que promovam habilidades relacionadas
ao RC. Nosso intuito ndo €, neste atimo, realizar um estudo essencialmente
histérico, mas sintetizar, a partir dos textos de Thompson, Carlson e colaboradores
publicados a partir década de 1990, ideias que circunscrevem o conceito de RC.
Destacamos que a nomenclatura raciocinio covariacional pode apresentar-se nas
literaturas de forma variada, tais como, pensamento covariacional, funcdo como
covariacao, aspectos covariantes de uma situacao covariacional etc.

Reconhecemos que, nas obras de Thompson na década em tela, existe uma
ideia prefacial de RC apresentada com as tematicas “quantidade” e “raciocinio
quantitativo”, no intuito de caracterizar o conceito de taxa, aspecto central quando se
pensa em uma funcdo sob o viés covariacional. Thompson (1990, 1992, 1994b)
apresenta um modelo teérico organizado sobre estdgios para a caracterizacdo do
raciocinio quantitativo, sustentado na ideia de abstracdo reflexiva de Piaget em
pesquisas a respeito de campos conceituais aditivo e multiplicativo.

Nesse modelo, uma quantidade é definida como uma qualidade de algo
passivel de mensuracédo. Quantificacdo é o processo pelo qual se atribuem valores
numericos as qualidades de um objeto. Uma operacdo quantitativa € uma acao
mental por meio do qual se reconhece uma quantidade como aquela cujo valor varia
(ou pode variar) e se concebe uma nova quantidade em relacdo a uma ou mais
guantidades ja conhecidas. Uma operacdo quantitativa ndo €, necessariamente,
numerica, pois tem a ver com a compreensao de uma situacao (reconhecer que uma
quantidade cresce/decresce, ou que o “modo” como cresce/decresce pode mudar,

ou ainda que duas quantidades crescem — ou nao, na mesma direcdo). Uma
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operacdo numeérica, por sua vez, pode ser usada para quantificar/mensurar essas
mudancgas.

Thompson (1994b) destaca que o desenvolvimento do conceito de taxa passa
inicialmente pelo reconhecimento de mudanca em alguma quantidade, progride para
uma imagem vagamente coordenada entre duas quantidades e se consolida em
uma imagem da covariacdo de duas quantidades cujas medidas permanecem em
propor¢ao constante.

Uma definicdo de covariacdo encontrada de maneira mais sistematizada em
Saldanha e Thompson (1998, p. 299, traducdo nossa) é a seguinte “nossa nogao de
covariacdo é de alguém que tenha em mente uma imagem sustentada [sustained,
no original] dos valores de duas quantidades [que variam] simultaneamente.”

Nesse viés,

No desenvolvimento inicial, coordenam-se [mentalmente] valores de duas
guantidades — pense em um, depois 0 outro, depois o primeiro, depois o
segundo, e assim por diante. Imagens posteriores de covariagédo implicam a
compreensao do tempo como uma quantidade continua, de modo que, na
sua imagem, os dois valores de quantidades persistem (SALDANHA,;
THOMPSON, 1998, p.289).

Carlson et al. (2002) propdem um quadro teorico (Tabela 1) para descrever
habilidades do RC incluindo cinco categorias de acfes mentais observadas em
estudantes ao aplica-lo no contexto de representacéo e interpretacdo de um modelo
grafico para um evento dindmico (Na situacdo, deu-se uma garrafa, de formato
esférico, vazia a ser preenchida com agua a fluxo continuo de derrame; o objetivo
era observar a relagcdo entre a altura e o volume do liquido interno durante seu
preenchimento). Carlson, Larsen e Jacobs (2002, p.3), ao discutirem conceitos de
taxa média de variacdo e taxa de variacdo instantanea destacam que, a época de
sua pesquisa, pouco se conhecia sobre a importancia do RC na compreenséo
dessas ideias. Para eles, o RC envolve a “coordenagdo de imagens de duas

quantidades que variam e 0 modo como uma varia em relacao a outra”.
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Acéo mental

Descricdo da agdo mental

Comportamentos associados

AM1

AM2

AM3

AM4

AMS

Coordenacédo do valor de uma
variavel com mudancas na
outra.

Coordenacdo do sentido ''da
mudanca de uma variavel com
mudangas na outra.

Coordenagcdo da  variagdo
absoluta de uma variavel com
mudangas na outra.

Coordenacdo da taxa de
variagdo média de uma fungéo
com incrementos uniformes na
variavel independente.

Coordenacdo da taxa de
variacdo instantdnea de uma
funcéo com variag8es continuas
da varidvel independente em
todo o dominio da fungéo.

Designacdo dos eixos com indicagdes verbais
de coordenacdo de duas varidveis (por
exemplo: y varia com as mudancgas de Xx).

Construcdo de uma linha reta com coeficiente
angular positivo.

Verbalizacdo da consciéncia do sentido de
mudanca de uma variavel quando é
considerada uma mudanga no valor de
entrada.

Marcacdo de pontos e constru¢cdo de linhas
retas secantes.

Verbalizacdo da consciéncia da variacdo
absoluta da variavel dependente considerando
mudangas na variavel independente.
Construcéo de linhas retas secantes contiguas
em todo o dominio da func¢éo.

Verbalizacdo da consciéncia das mudanc¢as na
taxa de variagdo de uma fung¢éo considerando
incrementos uniformes da variavel
independente.

Construcdo de uma curva suave, com
indicagbes claras de mudancas de
concavidade.

Verbalizacdo da consciéncia das mudancgas na
taxa de variacdo para todo o dominio da
funcéo (indicagéo correta das concavidades e
pontos de inflex&o).

Fonte: Carlson et al (2002) apud Orfali** (2017, p. 137).

Tendo analisado as ac¢Bes mentais descritas acima, é possivel entdo

determinar o nivel de raciocinio covariacional (Tabela 2) envolvido na tarefa

observada. Nessa linha, Orfali (2017, p. 137) destaca “que a habilidade de raciocinio

covariacional de uma pessoa em uma tarefa alcanca um certo nivel de

desenvolvimento quando sustenta as ac6es mentais daquele nivel e dos anteriores”.

1 As grandezas envolvidas crescem/decrescem conjuntamente, ou uma delas cresce e a outra
decresce ou vice-versa.
2 Embora tenhamos consultado 0s textos originais de Carlson e colaboradores durante a
elaboracdo desta revisédo de literatura, optamos por apresentar a versdo traduzida por Orfali
(2017), nessa tabela e na seguinte, por a considerarmos ja validada.
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Tabela 2: Niveis de raciocinio covariacional.

Nivel Nome Descricao

No nivel de coordenacéo, as imagens da covariagdo podem sustentar a
N1 Coordenacéo acdo mental de coordenar mudancas em uma variavel com as
variacdes de outra (AM1).

No nivel do sentido, as imagens da covariacdo podem sustentar as
acdes mentais de coordenar o sentido da variagdo de uma variavel
(crescente ou decrescente) com as variacbes da outra. As acbes
mentais AM1 e AM2 sdo ambas sustentadas por imagens de N2.

N2 Sentido

No nivel da coordenagédo quantitativa, as imagens da covariagéo
Coordenacéo podem sustentar as acdes mentais de coordenar a variacdo absoluta
guantitativa de uma variavel com as variagbes da outra. As acdes mentais AM1,
AM2 e AM3 sao sustentadas por imagens de N3.

N3

No nivel da taxa de variagdo média, as imagens da covariagdo podem
sustentar as a¢cdes mentais de coordenar a taxa de variacdo média de
Taxa de uma funcdo com variacbes uniformes da variavel independente.
N4 variacdo média Também podem sustentar o uso da taxa de variagcdo meédia para
coordenar a variacdo absoluta de uma variavel com as variacdes da
outra. As acdes mentais de AM1 até AM4 s&o sustentadas por imagens
de N4.

No nivel da taxa de variacdo instantédnea, as imagens da covariacéo
podem sustentar as acbes mentais de coordenar continuamente a taxa
de variagcédo instantdnea de uma funcdo com variacdes da variavel

Taxa de independente ao longo de um intervalo. Este nivel inclui a consciéncia
N5 variacao de que a taxa de variagdo instanténea resulta de refinamentos da taxa
instantanea de variacdo média em intervalos cada vez menores. Também inclui a

consciéncia de que, no ponto de inflexdo, a taxa de variagdo passa de
crescente para decrescente, ou o contrario. As acdes mentais de AM1
até AM5 sao sustentadas por imagens de N5.

Fonte: Carlson et al (2002) apud Orfali™ (2017, p. 137).

Mais recentemente, Thompson e Carlson (2017) revisaram as estruturas
covariacionais anteriores de duas maneiras: (i) analisando o raciocinio variacional
dos alunos separadamente do seu raciocinio covariacional; (ii) analisando como os
alunos coordenam suas imagens de valores de quantidades variando. Propuseram
seis significados para a variacdo, sendo eles: a variavel é uma letra, ndo ha
variacdo, variacdo discreta grosseira [chunky], variagdo continua grosseira e

variacao continua suave.

* Embora tenhamos consultado os textos originais de Carlson e colaboradores durante a
elaboracdo desta revisédo de literatura, optamos por apresentar a versdo traduzida por Orfali
(2017), nessa tabela e na seguinte, por a considerarmos ja validada.
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Frank (2017) exemplifica esses seis significados considerando a seguinte
situacdo: um carro viajando ao longo de uma rodovia, sendo a quantidade variavel o
namero de milhas viajado (suponha que d represente os valores variaveis que essa
guantidade assume).

e Um aluno da educacao infantil que esta aprendendo o alfabeto possivelmente
imagine d como uma letra, sem associa-la como representacdo de uma
guantidade que muda;

e Um aluno que conceitua essa situagcdo sem uma imagem de variacdo pode
entender d = 4 como o numero de milhas que um carro A viajou, e d =5 0
namero de milhas viajado por um carro B (cada valor de d € associado a um
carro diferente);

e Um aluno que conceitua essa situacdo com uma imagem discreta grosseira
de variacado pode imaginar que o marcador do carro muda “magicamente” de
4 para 5 milhas;

e Uma variacdo continua grosseira refere-se ao aluno que, embora reconheca
gue enquanto o marcador muda de 4 para 5 milhas a quantidade d assume
os valores no intervalo [4,5], nhdo entende como essa quantidade varia;

e Por fim, se o estudante conceitua a situacdo com uma variacdo continua
suave, ele estd imaginando uma “mudanca em andamento”.

Como apoiar o pensamento dos alunos no intuito de ajuda-los a imaginar
relacionamentos entre quantidades que mudam continuamente, visto que, em geral,
estdo “condicionados” a conectar pontos para formar um grafico? Uma abordagem
possivel seria levar os alunos a pensarem em peguenas mudancas nas quantidades
como forma de promover seu raciocinio com variagdo continua. Porém, para
Thompson e Carlson (2017), apoiados em trabalhos de Castillo-Garsow, isso nédo é
suficiente: “pensar em variagcdo continua envolve, necessariamente, pensar em
movimento” (em analogia ao conceito de fluentes de Newton — a raiz do CDI).

Um conceito presente nessa discussdo € o de movimento fictivo: “aquele em
gue o objeto, apesar de estético, pode ser mais bem compreendido pelo movimento
dindmico que sugere” (FRANT; SILVA; POWELL, 2013, p. 36). Assim, por exemplo,
ao dizermos que uma estrada “vai” de um extremo ao outro do pais, nada realmente
se move, ainda que falemos como se algo estivesse se movendo (em funcdo do uso

de um verbo de movimento: “vai”’). Assim, “guando se desenvolve uma imagem
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refletida de algo se movendo fictivamente, a imagem permanece presente, mas
tacita, como uma varredura de atencdo que esta envolvida ao pensar em todos 0s
elementos de um conjunto” (THOMPSON; CARLSON, 2017, p. 431, tradugao
nossa). As concepcdes de tempo implicam e se baseiam no movimento ficticio.
Assim, as concepc¢oes de “variagdo continua dos alunos podem ser afetadas por sua
capacidade de conceber tempo como uma quantidade e, quando eles estéao
pensando em medidas especificas de tempo quantificado, pelo seu conceito de
numero” (THOMPSON; CARLSON, 2017, p. 431, tradugao nossa).

Baseados nas distingdes entre o continuo discreto e grosseiro, e pensamento
continuo e suave sobre como o valor de uma quantidade varia e as concepcdes de
tempo como quantidade, os autores supracitados propde uma revisdo de quadros
tedricos de covariacao (Tabela 2). A Tabela 3 apresenta a visdo atual de Carlson e
Thompson (2017, p. 441, traducdo nossa) do raciocinio covariacional como uma

construcdo teodrica:

Ele mantém énfase no raciocinio quantitativo e em objetos multiplicativos
(Thompson) e na coordenagdo de mudangas nos valores das quantidades
(Confrey, Carlson), e acrescenta formas pelas quais um individuo concebe
como quantidades podem variar (Castillo-Garsow). Ele também remove a
taxa de mudanca como parte de uma estrutura covariacional. Para que 0s
alunos conceituem a taxa de mudanca, eles precisam pensar
covariacionalmente, mas também requer conceitualiza¢gfes que véo além do
raciocinio covariacional, como conceituacdes de razdo, quociente,
acumulacéo e proporcionalidade.

Os autores destacam que os pesquisadores podem utilizar esses quadros
tedricos sob duas perspectivas: para descrever uma classe de comportamentos, ou
para analisar a capacidade de uma pessoa raciocinar de forma variacional ou
covariacional.

Gostariamos de destacar que temos interesse em utilizar tais quadros
tedricos como respaldo para pensar tarefas que oferecam possibilidades para o
desenvolvimento de ideias do RC, uma vez que essa forma de pensar € fundamental
na compreensao de fendbmenos que envolvem quantidades que se relacionam, e
que servem de base para a elaboracdo de conceitos do CDI (derivadas, integrais,
além do proprio conceito de fungéo). N&o foi nosso objetivo, assim, categorizar os
individuos segundo o nivel de raciocinio covariacional, mas identificar ideias do RC,

oferecidas pelas tarefas que propusemos.
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Tabela 3: Niveis de raciocinio covariacional (verséao atual)

Nivel

Descricao

Covariacao Continua Uniforme
[Smooth continuous covariation]

Covariagdo Continua em partes (grosseira)
[Chunky continuous covariation]

Coordenacéao de valores
[Coordination of values]

Coordenacao Grosseira de Valores
[Gross covariation of values]

Pré-coordenacédo de Valores
[Precoordination of values]

Nenhuma coordenagéo
[No coordination]

A pessoa prevé aumento ou diminui¢cdo
(mudangca) no valor de uma quantidade
(variavel) que ocorre simultaneamente com
mudancas no valor de outra variavel, e a pessoa
considera que ambas as variaveis variam
uniforme e continuamente.

A pessoa prevé mudancas no valor de uma
varidvel como acontecendo simultaneamente
com mudancas no valor de outra variavel, e
prevé ambas variaveis variando com a variagao
continua em partes (grosseira).

A pessoa coordena os valores de uma variavel
(x) com valores de outra variavel (y) com a
antecipacdo da criagdo de uma colecao
discreta de pares (X, y).

A pessoa forma uma imagem grosseira de
valores de quantidades que variam em
conjunto, como “esta quantidade aumenta
enquanto essa quantidade diminui”. A pessoa
ndo prevé que valores individuais de
guantidades se juntem. Em vez disso, a pessoa
prevé um vinculo solto e ndo mdltiplo entre os
intervalos globais em valores de duas
quantidades.

A pessoa considera que os valores de duas
variaveis variam, mas de forma assincrona -
uma variavel muda, entdo a segunda variavel
muda, entdo a primeira e assim por diante. A
pessoa ndo antecipa a criacdo de pares de
valores como objetos multiplicativos.

A pessoa ndo possui henhuma imagem de
variaveis variando juntas. A pessoa se
concentra em uma ou outra varidvel sem
coordenacéo de valores.

Fonte: Carlson e Thompson (2017, p. 441, tradug&o nossa).

Em sintese, entendemos raciocinio covariacional quando podemos relacionar

variacfes entre grandezas. A titulo de exemplo, uma grandeza x altera (podemos

entender altera no sentido de crescimento ou decrescimento) com o passar do

tempo e uma grandeza y altera também com o passar do tempo (tempo passando

igual para ambas). Se, por via de alguma relacdo e/ou representacéo, conseguirmos

relacionar essas duas varia¢des, dizemos entdo que na situacao as grandezas estao

covariando.
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2.3 O trabalho com tarefas matemaéaticas e o papel das discussdes coletivas por
elas desencadeadas em aulas de CDI.

No sentido proposto por Ponte (2014, p.14), tarefas sdo “elementos
organizadores de quem aprende, sendo em sua maioria propostas por professores
e, uma vez propostas, devem ser interpretadas pelos alunos podendo originar
atividades diversas”. Sao “ferramentas de mediacdo fundamentais no ensino e na
aprendizagem da Matemética”, podendo ou néo ter “potencialidades em termos de
conceitos e processos matematicos que pode ajudar a mobilizar” (PONTE, 2014, p.
16).

Para esse autor,

nem sempre é muito nitida a linha de demarcacéo entre os diferentes tipos
de tarefa. Por exemplo, uma certa tarefa pode ser uma exploragdo ou um
exercicio, conforme os conhecimentos prévios dos alunos. Contrariando a
ideia que os alunos ndo podem realizar uma tarefa se néo tiverem sido
ensinados diretamente a resolvé-la, indica que estes aprendem fora da
escola muitos conhecimentos que podem mobilizar na aula de Matematica —
e é isso que se procura potenciar na abordagem exploratéria. Valoriza
assim a (re)descoberta pelos alunos de métodos proprios para resolver uma
guestao, sublinhando que essa é muitas vezes a melhor forma de aprender
(PONTE, 2014, p. 21).

Visto que “ndo é tanto a partir das actividades praticas que os alunos
aprendem, mas a partir da reflexdo que realizam sobre o que fizeram durante essas
actividades praticas” (PONTE, 2005, p. 15), é importante destacar o papel das
discussdes coletivas no trabalho com tarefas matematicas. Para Ponte (2017, p.34),
“tanto a investigagcdo como a pratica profissional mostram como momentos de
discussao s&o essenciais para a compreensao matematica por parte dos alunos”.

Séo

momentos de trabalho na sala de aula com grandes potencialidades para a
aprendizagem dos alunos, ao favorecerem 0 seu envolvimento na
apresentacéo, justificacdo, argumentacdo e negociagéo de significados para

0s seus raciocinios quando trabalham com tarefas matematicamente
significativas (RODRIGUES; MENEZES; PONTE, 2018, p. 399).

Nessa linha e com base nas ideias presentes nos trabalhos de Couto,
Fonseca e Trevisan (2017), Couto e Trevisan (2017) e Trevisan e Mendes (2017),
temos defendido a organizacdo de ambientes de aprendizagem pautados em
episodios de resolucéo de tarefas. Ambiente de aprendizagem refere-se ao contexto
em que ao individuo sédo oferecidas oportunidades para aprender. Os episodios

(momentos) sdo organizados a partir da proposicdo de tarefas elaboradas e/ou
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adaptadas de materiais curriculares, que nao sejam precedidas da apresentacao de
definicdes ou exemplos similares, e que seu desenvolver em grupos em sala de aula
contribua para a exploracdo intuitiva de ideias matematicas e posterior
sistematizacao.

Conforme Trevisan e Mendes (2017), tal dindmica de trabalho tem como
objetivo convidar os estudantes a explorarem alguns conceitos intuitivamente, ou
seja, ndo ha uma explicacdo prévia de conceitos anteriores a tarefa que sera
proposta (a preocupacéo central nesse momento ndo € trazer a definicdo formal do
conceito em tela). Nesse cenario, € possivel os estudantes elaborarem suas préprias
conjecturas e, dessa forma, apresentar aos colegas da turma suas conclusdes. Vale
destacar que, apOs essas discussdes, o professor pode intervir visando “refinar” os
conceitos que sao subjacentes ao contetudo que se pretende explorar.

Com base nas ideias explicitadas, entendemos tarefa como um conjunto de
situagbes que permitam aos alunos explorarem intuitivamente ideias matemaéticas,
de forma que possiveis respostas sejam embasadas em conhecimentos prévios e
elementos presentes na propria situacdo, sem que a apresentacdo de alguma
definicdo seja necesséria. Nesse sentido, vale destacar que procuramos escolher,
no trabalho com o RC, tarefas que ndo trouxessem de forma explicita o contetdo
matematico envolvido que poderia ser utilizado como suporte para obtencdo de uma

resposta ou solucéo.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

3.1 Caracterizacdo da Pesquisa

Esta € uma investigacdo qualitativa de cunho interpretativo (BOGDAN,
BIKLEN, 1994). Pela dimensédo da amostra e pelas op¢cdes metodoldgicas adotadas,
nao intenta uma generalizagdo dos resultados, mas realizar uma reflexado tendo por
referéncia o quadro tedrico apresentado.

Trata-se de um recorte de um trabalho desenvolvido no @mbito de um
projeto maior, intitulado “Investigacdo de um ambiente educacional para o Calculo
Diferencial e Integral em condi¢cdes reais de ensino” (Processo 457765/2014-3
CNPq), sob coordenagdo do orientador deste trabalho, e contando com a
participacdo de outros quatro docentes pertencentes ao quadro permanente do
Programa de Mestrado no qual o trabalho € desenvolvido, alunos de iniciacédo
cientifica da UTFPR dos cursos de Engenharia e Licenciatura em Quimica, e outros
mestrandos do PPGMAT - Programa de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica, campus Londrina/Cornélio Procépio.

O objetivo geral do projeto € investigar os processos envolvidos ha
caracterizacdo, na implementacdo e na avaliagdo de um ambiente de ensino e
aprendizagem para a disciplina de CDI, considerando as condi¢des reais as quais
estamos sujeitos. Para tal, desdobram-se varios objetivos especificos, dentre os
quais, organizar tarefas matematicas que compdem esse ambiente.

Assim, tem-se trabalhado com a criacdo de tarefas (e, intrinsecamente
associado a isso, investigado formas de utiliza-las em sala de aula, bem como
aprendizagens por ela propiciadas) que oportunizem aos estudantes reinventar CDI,
gque permitam a criacdo de conceitos e teoremas fundamentais utilizados
intuitivamente antes que sejam descritos com precisao ou provadas (TREVISAN;
MENDES, 2017). O trabalho desenvolvido nesta dissertagdo, bem como de outras
duas que a precedem (FONSECA, 2017; RAMOS, 2017), tem esse foco.



33

3.2 Cenario de investigacao

Com o intuito de responder ao objetivo de pesquisa, foram organizados cinco
episddios de resolucéo de tarefas junto a uma turma'® de Engenharia de Materiais
(periodo integral) da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR) Campus
Londrina, ingressantes no curso no 2° semestre de 2017 e matriculados na disciplina
de CDI 1 (1° semestre), cujo professor responsavel foi o orientador deste trabalho.
Em alguns momentos (que caracterizaram o Estadgio de Docéncia do curso de
mestrado (PPGMAT)), estivemos responsavel pela conducéo do trabalho em sala de
aula; em outros, acompanhamos a conducao realizada pelo orientador do trabalho
(enquanto professor regente das turmas).

Para essa turma, as seis aulas semanais de CDI aconteceram as tercas e
quintas-feiras, no horario das 7h30min as 10h, totalizando uma carga de 102 aulas
de 50 minutos cada uma. Essa turma iniciou com 44 alunos, além de outros 6 na
condicdo de dependentes, porem, ao longo do semestre, muitos desistiram da
disciplina e/ou do curso, permanecendo com cerca de 30 alunos até o final do
semestre letivo.

Cada episédio consistiu em um encontro de 3 aulas de 50 minutos cada uma.
E foi organizado buscando atender pressupostos descritos na fundamentacao
tedrica: aos alunos, organizados em grupos de 3 a 5 integrantes, foram propostas
sequéncias de tarefas (ver apéndice 1) sem que houvesse alguma explicacdo prévia
de conteudos. Tais episddios ndo ocorreram em uma sequéncia comum de datas,
ou seja, 0s episodios ocorreram em meédia um a cada més, a medida que os
conceitos “formais” proprios da disciplina (limite, derivada e integral) eram
explorados e sistematizados.

O curso foi planejado seguindo a estrutura curricular “ndao usual” proposta
por Trevisan e Mendes (2017, p. 265):

iniciamos o trabalho a partir do conceito intuitivo de sequéncia (apesar de
ndo estar na ementa da disciplina). O propésito € que uma abordagem de
conjuntos discretos anteceda o estudo de derivadas de fungdes reais, na
qual o conceito de taxa média € desenvolvido a partir da discussédo de
diferentes sequéncias de diferenca e quocientes de diferencas e o conceito
de integral emerge do trabalho com sequéncias de somas parciais, sem que
0 conceito de limite seja apresentado formalmente nesse momento [...]
Destacamos que a exploragédo inicial desses conceitos é restrita as funcdes
polinomiais. Por meio delas, lidamos com diferentes contextos dos quais

“ Uma descricéo detalhada do perfil de turmas desse curso foi realizada por Ramos, Fonseca e
Trevisan (2016), e apenas alguns elementos sdo destacados neste texto.
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emergem e nos quais se aplicam os conceitos de integral definida e
derivada, “aproximados” por meio do Teorema Fundamental do Calculo. O
trabalho com funcgdes racionais associa-se com o estudo do seu
comportamento infinito, bem como do comportamento préximo a um ponto.
Explora-se entdo o conceito de limite de uma funcdo em um ponto, e
associado a ele o conceito de continuidade e diferenciabilidade. A partir da
definicdo “formal” de derivada como um limite, expandem-se as regras de
derivacdo (e integracdo, consequentemente). Por fim, o estudo de funcbes
exponenciais, logaritmicas e trigonométricas finaliza a disciplina.

3.3 Tarefas Organizadas

Para a organizacdo das tarefas, levamos em consideragdo um conjunto de

ideias do RC que poderiam ser mobilizadas nas tarefas propostas. Vale lembrar que

pretendemos observar em quais delas foi possivel desvelar as seguintes ideias:

e (i) Constituir quantidades envolvidas na situacdo (reconhecer atributos

de uma situacao passiveis de medicao);

e (ii) Raciocinar sobre o processo de medicdo dessas quantidades;

e (iii) Imaginar medidas de quantidades variando continuamente;

e (iv) Coordenar duas quantidades que variam juntas:

(@]

o

(a) reconhecer que as quantidades se relacionam;

(b) reconhecer direcdo de crescimento - ambas
crescem/decrescem, por exemplo;

(c) reconhecer a existéncia de taxas de variacdo - cresce mais
rapido/mais lento, ou cresce a uma taxa crescente ou
decrescente;

(d) identificar eventuais mudancas na taxa de crescimento.

Visto que esses estudantes ja haviam tido contato com uma defini¢cdo formal

de funcdo em seu Ensino Médio, nosso intuito, por meio da realizacdo dessas

tarefas, era que (re)significassem esse conceito. Em todas elas, buscou-se mobilizar

a articulacdo entre multiplas representagfes (linguagem natural, tabela, gréfico), no

intuito de coordenar a variacdo das quantidades envolvidas, reconhecendo a

existéncia de taxas de variacao e eventuais mudancas nessas taxas.

Com base nos referenciais citados no capitulo 2 e em livros de CDI
(HUGHES-HALLET et al, 2011; STEWART, 2009; THOMAS 2009) , constituimos um
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banco de questdes a partir do qual elencamos itens a fim de compor nosso conjunto
de tarefas. Durante cada processo de aplicacao tinhamos um esboco inicial previsto
de tarefas, que poderiam ou ndo ser alteradas a partir das observacdes dos
resultados de aplicacdo, sejam nas producdes escritas, audios coletados,
observacbes tanto por parte do pesquisador quanto do professor, e também via
diario de campo.

O conjunto de tarefas elaborado e proposto encontra-se no Apéndice. A
seguir (Quadro 3) apresentamos aquelas que foram selecionadas para analise nesta
dissertacdo (detalhes dessa escolha serdo apresentados na continuidade deste
texto) e, para cada uma delas, listamos as ideias do RC que tinhamos como objetivo
desvelar com cada questéo.

Vale aqui destacar que o modo como as tarefas foram organizadas tinha a
intencdo de que os estudantes lidassem com as situacées sem a necessidade de
tomar/adotar valores especificos para as grandezas envolvidas, ou seja,

imaginassem medidas de quantidades variando continuamente (item iii).

Quadro 3: Tarefas selecionadas para andlise.

Tarefas Selecionadas Ideias do RC que podem ser exploradas

Tarefa da Garrafa™ (episédio 2) i - volume, altura, tempo de enchimento da
Agua é derramada em uma garrafa/vaso a garrafa.
uma taxa constante. Use esta informacao iv(a) — relacionar tempo e altura; tempo e
e a forma do vaso (figura ao lado) para volume; altura e volume.
responder as perguntas a seguir. iv(b) — observar 0o comportamento
a) O que vocé entende por taxa constante crescente nas varias relagfes acima

de derrame de &gua nesta situagao? listadas.
b) Imagine a cena do vaso sendo enchido e escreva o | iv(c) — tempo e volume se relacionam a
gue vocé acha que pode ser medido nesta situacao. uma taxa constante, enquanto tempo e

c) Esboce um gréfico que relacione a altura da agua | altura, e altura e volume, relacionam-se a
na garrafa com o passar do tempo. Explique o | taxas variaveis.

raciocinio que levou ao seu esbogo. iv(d) — no caso do tempo e altura (e altura
d) Construa gréficos que relacionem as diferentes | e volume) reconhecer que ha uma
grandezas envolvidas nessa situagéo. mudanca na taxa de variacao

(representando um grafico com mudancga
de concavidade — existéncia de ponto de
inflexdo).

Tarefa das Tabelas (episddio 4) iv(b) — reconhecer que as relagdes
Como vocé descreveria a uma pessoa que ndo | expressas pelos valores em ambas as
esteja vendo o grafico de cada uma das fungdes | tabelas sdo crescentes.
descritas por meio das tabelas abaixo? iv(c) — identificar que ambas s&o nd&o-

lineares (taxa ndo constante), sendo que a

relacdo expressa na primeira tabela

X 12 15 18 21 envolve uma taxa decrescente
h(x) 21,40 21,53 21,75 22,02 (gréfico cbncavo para baixo), e a
segunda uma taxa crescente

* Em alguns momentos, referimo-nos a essa tarefa como tarefa do vaso, uma vez que as
expressdes também aparece nos dialogos dos estudantes.
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X 0 1 3 6
f(x) 1 1,3 1,7 2,2

(grafico concavo para cima).

Tarefa do Politico (episédio 4)
Um politico concorrendo a reeleicdo declarou que o
ndmero de crimes violentos ndo esta mais crescendo e
que, atualmente, esta sob controle. O gréfico
apresentado na figura abaixo confirma esta afirmacdo?
Por que sim ou por que ndo?

iv(c) — reconhecer que o numero de
crimes estd crescendo a uma taxa
crescente ao longo do tempo (0 que
implica analisar o grafico dado
considerando uma inversdo dos eixos
apresentados, identificando que ao pensar
no numero de crimes como funcdo do
tempo, obtemos um gréafico cdncavo para
cima).

Depdsito Bancéario (episodio 4)

Quando se faz um depo6sito bancério, a quantia
depositada na conta cresce lentamente no inicio. A
medida que o saldo vai aumentando, a quantia de
dinheiro cresce mais rapidamente, visto que a conta vai
recebendo o0s juros sobre 0s novos juros e também
sobre a quantia original. Faca uma representacdo dessa
situacao.

i - tempo e montante

ii - reconhecer o acumulo de capital por
um processo de juros compostos.

iv(a) - relacionar tempo e montante.

iv(b) — reconhecer que o capital aumenta
com o tempo.

iv(c) — reconhecer que o montante cresce
a uma taxa crescente (o grafico montante
em funcdo do tempo é cbncavo para
cima).

Medicamento Injetado (episédio 4)

Quando um medicamento € injetado na circulagédo
sanguinea de uma pessoa, a quantidade da droga
presente no corpo comega por crescer rapidamente. Se
a pessoa toma injecbes diarias, o corpo metaboliza a
droga, de modo que a quantidade de droga presente no
corpo continua crescendo, mas a uma taxa decrescente.
Por fim, a quantidade se torna constante em um nivel de
saturacdo. Construa um grafico que represente essa

situacao.

i — quantidade de droga no organismo e
tempo.

iv(a) — reconhecer que a quantidade de
droga depende do tempo.

iv(b) — reconhecer que a quantidade de
droga aumenta com o passar do tempo.
iv(c) — compreender que a expressdo
‘continua crescendo, mas a uma taxa
decrescente” implica em um grafico
cbncavo para baixo; e que “a quantidade
se torna constante em um nivel de
saturagao” implica na existéncia de uma
assintota horizontal no gréfico.

Relacdo entre Perimetro e Area das Pracas (episodio
5)

Construir um grafico que relacione o perimetro e a area
de uma praca supondo que ela tenha formato:

a) Circular

b) Quadrado

ii — reconhecer que a representacdo da
medida do perimetro e da area depende
do lado para a praca quadrada e do raio
para a praga circular.

iv(a) — reconhecer que o perimetro e area
podem se relacionar.

iv(b) — reconhecer que o perimetro e a
area crescem conforme o aumenta o
lado/raio.

iv(c) — reconhecer que em ambas as
situacdes o perimetro cresce mais rapido
gque area até certo momento e que depois
iSso se altera.

Fonte: Autor
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3.4 Coleta de Dados

Para o trabalho com as tarefas, os estudantes eram convidados a se
organizarem em grupos de escolha livre, constituidos entre 3 e 5 integrantes (Figura

2), podendo a configuracédo do grupo modificar a cada tarefa proposta.

Figura 2: llustracdes do trabalho em sala de aula.

Fonte: autor.

Para coleta de dados, fizemos uso da producdo escrita e do audio dos
grupos enquanto trabalhavam com as tarefas, bem como das anotagoes feitas pelo
pesquisador em seu diario de campo. De modo similar ao ocorrido no trabalho de
Fonseca (2017) e Ramos (2017), nossa op¢éo pelo trabalho em condicées reais de

ensino buscou manter a dindmica usual da sala de aula. Assim,

ndo havia uma mudanca no contrato didatico estabelecido com a turma de
modo que se distinguissem as aulas ‘usuais’ daquelas na qual o
pesquisador (autor deste trabalho) estivesse presente (seja acompanhando
a aplicagdo das tarefas, seja conduzindo o trabalho como parte de seu
Estagio de Docéncia) (FONSECA, 2017, p. 36).

'® Dissertactes desenvolvidas no mesmo grupo de pesquisa e em contexto similar (turmas de
CDI 1 de cursos de Engenharias). A primeira teve por objetivo a proposicdo de tarefas que
oportunizem aos estudantes a exploracdo de ideias necessarias a compreensao do conceito de
derivadas, em especial tarefas a serem aplicadas em momentos que antecedam seu estudo
formal. A segunda resulta do processo de elaboracdo de um conjunto de tarefas para o estudo
inicial de sequéncias numéricas e critérios de convergéncia em episddios de resolucao de
tarefas, como desencadeadoras do ensino de limite.
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Como consequéncia, surgem algumas limitacdes no ambito da coleta (sem,
no entanto, comprometer os resultados obtidos), como apontado pelos autores
supracitados:

e em funcdo do tempo disponivel para a realizacdo da tarefa, nem
sempre foi possivel permitir que as equipes explorassem por
completo a tarefa;

e nem sempre a coleta de dados ocorreu como planejado: as vezes a
gravacao ficou inaudivel; outras, o gravador ou a camera falharam;
algumas equipes ndo entregaram a producdo escrita e, quando

solicitado na aula seguinte, essa nao foi encontrada.

3.5 Organizacao e modo de analise dos dados

Para fins de analise, organizamos recortes da producéo escrita e trechos de
dialogo nos grupos que ilustrem o potencial das tarefas em termos de fomentar
discussbes que envolvem ideias do RC. Tal escolha foi realizada com base nos
registros feitos pelo pesquisador em seu diario de campo a partir do
acompanhamento do trabalho nos grupos em sala de aula, tomando por critério um
maior envolvimento dos estudantes na “apresentacao, justificacdo, argumentacgao e
negociacdo de significados” (RODRIGUES; MENEZES; PONTE, 2018, p. 399)
enguanto trabalhavam com as tarefas. Houve intervencédo do pesquisador junto aos
grupos em alguns momentos da discussao no intuito de compreender como estavam
pensando, e trazer novos elementos que possibilitassem aprofundar a discusséo, ou
colocar “em xeque” hipoteses incorretas.

Selecionamos protocolos de trés grupos de estudantes (indicados como grupo
1, 2 e 3) no trabalho com seis tarefas (Quadro 3). Para cada uma das tarefas, foi
selecionado o audio de um desses grupos, cujos integrantes séo indicados com o
codigo (A1, A2, A3) referente ao grupo 1, (B1, B2, B3) referente ao grupo 2, e assim
por diante. A escolha dos grupos se deu mediante seu envolvimento com a
proposta, com o teor das discussoes e a presenca da diversidade de ideias entre os
integrantes que perpassavam essas discussdes. E importante ressaltar que as
reticéncias que aparecem nas transcricées dos audios indicam um tempo de siléncio

entre os integrantes e/ou discussdes externas a tarefa.
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A seguir apresentamos (Quadro 4) as tarefas selecionadas e 0s grupos
analisados.

Quadro 4: Tarefas e grupos selecionados para analise.

Tarefas Selecionadas Grupos e alunos
- Tarefa da Garrafa Grupo 1 (A1, A2 e A3)
- Tarefa das Tabelas;
- Tarefa do Politico; Grupo 2 (B1, B2 e B3)

- Deposito Bancério;

- Medicamento Injetado.

- Relac&o entre Perimetro e Area das Pracas Grupo 3(C1,C2,C3e C4)
Fonte: autor.

Selecionados o0s grupos, procedeu-se a analise dos dados. Para tal,
baseamo-nos em algumas etapas presentes no modelo proposto por Powell,
Francisco e Maher (2004) para a analise de dados de video no contexto de
investigagBes sobre o trabalho matemético e o desenvolvimento do pensamento de
estudantes engajados em investigacbes matematicas (no caso de nosso trabalho, o
modelo foi adaptado para a analise de audios).

O modelo analitico proposto pelos autores para estudar o desenvolvimento do
pensamento matematico emprega uma sequéncia de sete fases interativas e nao
lineares: 1. observar atentamente aos dados; 2. descrever os dados; 3. identificar
eventos criticos; 4. Transcrever; 5. Codificar; 6. Construir o enredo; 7. Compor a
narrativa.

Assim, para nos familiarizarmos com o contetdo dos dados de video,
ouvimos integralmente os audios das equipes selecionadas (mantendo-se ao N0sso
lado os protocolos escritos e o diario de campo), “sem impor intencionalmente uma
lente analitica especifica” sobre o que ouvia (POWELL; FRANCISCO; MAHER,
2004, p. 19).

A partir dai, selecionamos e tomamos nota de trechos especificos (com
intervalos de 2 a 5 minutos) do dialogo para ouvi-los hovamente, elaborando breves
descricbes do contetudo de cada trecho. Com base na observacdo e na descricédo
dos dados, adquirimos “um conhecimento profundo suficiente de seu conteudo”,
prosseguindo para a proxima fase: rever os audios e identificar momentos
significativos ou, como denominam o0s autores supracitados, eventos criticos —
“sequéncias conectadas de expressodes e acdes que, dentro do contexto de nossas
— a priori ou a posteriori — questdes de pesquisa, requerem explicacdo por nés, pelos
estudantes ou por todos” (POWELL; FRANCISCO; MAHER, 2004, p. 22).
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No caso, nosso foco estava em reconhecer momentos da discussao no grupo
em analise na qual emergiam ideias do RC em cada tarefa selecionada. Assim, para
cada uma delas, identificamos eventos criticos, e procedeu-se a transcricdo dos

trechos de dialogo com o

propésito transferir para o papel o som e o posicionamento seqiencial da
conversa. Uma tal transcricdo de discurso é feita sob a perspectiva do
ouvinte e apresenta seqiiéncias ligadas de expressdes que constituem o0s
momentos dos interlocutores na fala e no pedido da palavra (POWELL;
FRANCISCO; MAHER, 2004, p. 28).

Para fins de transcricdo, utilizamos marcas graficas cujo significado é
mostrado no Quadro 5.

Quadro 5: Simbolos que utilizamos nas analises.

Simbolos Significados
[...] Indica que os estudantes deram uma pausa para pensar sobre a
situacdo em analise/discusséo.

Indica que os estudantes cometeram um desvio temético, ou seja,
trataram de ideias que néo faziam parte da andlise/discusséo.

[hipbtese] Para indicar hipétese ou explicacéo do que se ouviu.

Fonte: Autor

De posse das transcri¢cdes, focamos nossa atencdo no contetdo dos eventos
criticos, identificamos temas que nos ajudassem a interpretar os dados coletados
(codificacdo). Como apontam Powell, Francisco e Maher (2004, p. 29-30), “da
mesma forma que a identificacdo de eventos criticos, a codificacdo é dirigida pela
perspectiva tedrica dos pesquisadores e pelas questdes de pesquisa”. Assim,
buscamos desvelar ideias do RC que foram mobilizadas durante as discussodes
coletivas desencadeadas pelo trabalho com tarefas matematicas. Segundo os
autores supracitados, o modelo proposto € compativel com a implementacdo de
cadigos definidos a priori, 0 que ocorre em nosso caso.

Com o objetivo de facilitar tal identificacdo e posteriores interpretagoes,

destacamos na cor azul*’

trechos transcritos dentro de cada evento critico que, em
nossa compreensao, evidenciam as ideias mobilizadas, sendo essas organizadas

conforme Quadro 6.

Y Tal inspiracdo deveu-se aos trabalhos desenvolvidos por Alves, Aguiar e Ribeiro (2018) e
Oliveira e Cyrino (2015) na apresentagéo e analise de dados de suas pesquisas.
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Quadro 6: Simbologias utilizadas nas analises.

Simbologias Ideias Mobilizadas/Desveladas
Utilizadas
i Constituir quantidades envolvidas na situacéo;
ii Raciocinar sobre o processo de medicdo dessas quantidades;
iii Imaginar medidas de quantidades variando continuamente;
iv(a) Coordenar duas quantidades que variam juntas: reconhecer que as
quantidades se relacionam;
iv(b) Coordenar duas quantidades que variam juntas: reconhecer direcao de
crescimento - ambas crescem/decrescem;
iv(c) Coordenar duas quantidades que variam juntas: reconhecer a existéncia de
taxas de variacdo - cresce mais rapido/mais lento, ou cresce a uma taxa
crescente ou decrescente;
iv(d) Coordenar duas quantidades que variam juntas: identificar eventuais
mudancas na taxa de crescimento.

Fonte: Autor.

Entdo, examinamos “com atencdo e intensivamente codigos identificados e

seus respectivos eventos criticos, tentando discernir uma narrativa emergente e
evolvente sobre os dados” (POWELL; FRANCISCO; MAHER, 2004, p. 33). Nessa
fase analitica (a composi¢do do enredo) — cujo resultado é apresentado nos dois

préximos capitulos a interpretacdo dos dados e as inferéncias assumiram papéis

importantes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados deste capitulo e do proximo sdo organizados no intuito de
responder a intencdo de pesquisa j& anunciada. Para tal, apresentamos aqui a
composicdo do enredo contendo os episodios selecionados em cada uma das
tarefas analisadas. Para cada um dos trechos de discussao transcritos, procuramos
explicitar as ideias do RC que elencamos previamente, durante a elaboracdo das

tarefas. Tal marcacao é feita ao lado direito dos trechos transcritos.

4.1 Tarefa da Garrafa
Evento 1 — apresentando a situagéo da garrafa

O pesquisador inicia a tarefa fazendo a leitura dos itens para a sala inteira.
Ao final da leitura, lanca uma pergunta: Vocés acreditam que a altura dentro da
garrafa vai ser constante? A intencdo era permitir que eles iniciassem a situacéo
tendo em mente a questédo central da tarefa. Um dos integrantes do grupo 1 inicia

respondendo a pergunta, como na transcricao a seguir.

[1] A1l: Naaao
[2] A2: Nao?

[3] ALl: Nao porque o raio comeca pequeno [...] depois aumenta e depois | i, iii, iv(b)
diminui.

Nesse evento, os entendimentos iniciais entre os membros foram diferentes e
Al tenta justificar sua opinido com seu comentario. Podemos destacar que a
justificativa traz consigo a identificacdo da grandeza (raio) e seu comportamento no

decorrer da situagéo; bem como o fato de essa grandeza interferir na altura.

Evento 2 — derrame para dentro ou para fora?

O grupo inicia a discussao dos itens da tarefa. Inicialmente leem o item (a).



[1] Al: Taxa constante de derrame [...] O que vocé entende por taxa
constante de derrame? Vou colocar assim: Volume que entra “dentro” do
recipiente, a taxa de entrada do [--].

[2] A2: A quantidade de agua que entra é a mesma gue sai, de encher,
nao é?

[3] A1: Nao, nao, “to” falando s6 de entrada da situagdo. Taxa constante
quer dizer que vai entrar mesma quantidade de agua por unidade de
tempo.

i,iii, iv(a),
iv(b) e
iv(c)

[4] A2: “Uhum” [...] é que eu entendi derrame de saida do vaso.

[5] Al: E de derrame de derramar dentro do vaso. [...] Escrevi assim:
taxa constante de derrame € que sera derramado a mesma quantidade
de agua.

[6] A2: Por unidade de tempo.

[7] Al: Por unidade de tempo [enfatizando]
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A expressado “derrame” veio a gerar duvidas entre os membros do grupo,

sendo que fora entendido sob duas perspectivas: estando o0 vaso vazio, esse seria

preenchido com agua; vaso cheio, seria esvaziado.

Com base no comentério de Al em [1], dizendo “volume”, podemos perceber

gue o aluno constituiu que a grandeza que serd observada esta relacionada ao

volume, enquanto no texto apresentamos a expressado “agua é derramada em um

vaso a uma taxa constante”, ou seja, ndo mencionamos de forma explicita que

estariamos interessados no volume de agua dentro do vaso.

A expressao “taxa constante” nos desvela que, para o aluno sera derramada

a mesma quantidade de agua em todo o periodo observado (o aluno chamou esse

fato de “por unidade de tempo”).

Evento 3 — identificando mais grandezas envolvidas

Grupo pensando no item (b) da tarefa:

[1] Al: Imagine a cena do vaso sendo enchido...

[2] A2: Volume, raio, diametro.

[3] Al: Volume? “quantiii” (aqui A1 parece duvidar desse fato)

[4] A2: E, volume [...] didametro do vaso também déa pra gente ver.

[5] Al: Quando esta sendo “enchido” que da pra medir?

volume.

[6] A2: O volume, porque dependendo da quantidade de agua da pra medir o | iv(a)
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[7] A3: Da pra calcular a massa, imagina ele amarrado numa corda e
derramando agua.

ie
iv(a)

[8] A2: O que mais?

[9] Al: Volume, diametro [...]

[10] A2: Massa

[11] Al: [...] o que mais? [...] velocidade de enchimento.

[12] A2: Acho que ndo tem mais.

[13] Al: E “t4” bom, é bastante ja(risos).

Observando o evento 3, podemos notar que antes mesmo de Al [1] terminar

a leitura A2 [2] j& responde o enunciado. Um terceiro membro (A3), que ndo havia

feito comentario algum anteriormente, entra comentando sobre a situacdo em [7].

Isso sugere que o contexto da situacao, juntamente com o item anterior, ja tenha

mobilizado nesses estudantes ideias sobre possiveis relacdes entre quantidades na

tarefa, ou seja, propiciou que “imaginassem” o que estava acontecendo.

Evento 4 — o0 que vai ser relacionado com o que? Vai ser uma reta?

O grupo comeca lendo o enunciado do item (c).

[1] Al: Esboce um gréfico que relacione a altura da garrafa de [...] altura de
agua na garrafa com o passar de tempo.

[2] A2: No comego é um pouco “mais maior”. iv(c) e
iv(d)

[3] Al: Rapido

[4] A2: “Mais maior” ... depois vai ficando menorzinho. iv(c) e
iv(d)

[5] Al: Sim

[6] A2: Eu acho que ela faz assim “0”... assim. [nesse momento a aluna tenta iii

riscar uma possivel representacdo numa folha de rascunho]

[7] A3: A e? Depende muito o que vocé esta olhando no gréfico, se for | iv(a)

por...por raio e volume, tem que ver como “cé ta” montando o grafico... se for

por raio... se for por volume...

[8] Al: Entdo, mas dai o grafico vai ficar assim [indica um possivel grafico num

rascunhol, ndo vai?

[9] A2: E, entdo, porque ela cresce no comeco rapido, depois ela diminui e | iv(c) e

depois volta mais rapido, por causa daqui, tipo... iv(d)

[10] A3: Entdo, mas dai se for medir a altura do “coiso” pelo diametro por
unidade de tempo “a e” é uma reta.
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[11] A2: Nao, ndo porque tipo assim, 6! o raio daqui € menor que o daqui
[nesse momento eles estdo olhando para o formato da garrafa apresentada na
tarefa] entdo a quantidade de &gua que for colocar aqui ela ja vai aparecer
aqui, a e na hora que ele comecar a encher esse tanto de; esse diametro, ele
vai demorar pra estar crescendo e aqui ele vai crescer mais rapido [continua
olhando para os didmetros da garrafa conforme vai sendo preenchida com
agua]

ii,iv(b),
iv(c) e
iv(d)

[12] A3: E entdo, mas estou falando em relacéo a diametro.

iv(a)

[13] A2: Eu acho que ficaria mais ou menos assim [novamente aponta para um
rascunho] [...] Seria uma reta?

[14] A3: Nao entdo depende, o que vamos relacionar? Volume ou.

iv(a)

[15] A2: relacionando com altura

iv(a)

[16] A3: altura.

[17] A2: aqui (no texto da tarefa) altura de agua na garrafa, ta vendo?

[18] A3: ah sim.

[19] A2: dae eu acho que seria esse gréafico assim(apontando para o grafico do
rascunho) é esse grafico ae(grafico apresentado abaixo como figura “?”).

[20] A2: Porque tipo quando comeca colocar agua aqui ela vai crescer rapido
(A2 esta observando nesse momento agua no inicio do enchimento da garrafa)
porque vai dar uma diminuida na rapidez, olha o tamanho disso aqui (olhando
mais ao centro da garrafa), dai a hora que comecar afunilar aqui ele vai
crescer mais rapido.

ii, iv(c)
e iv(d)

[21] Al: Altura de agua, esse gréafico aqui (o grafico apresentado na figura)
seria de altura de 4gua. O volume vai ser constante, vai “ta sempre enchendo”
na mesma quantidade independente de.

iv(b),
iv(c)

[22] A2: Mas ele ndo pede volume.

[23] A3: E ele pede altura.

[24] Al: Ah ent&o, vai ser assim mesmo.

[25] A2: Sim, o volume “ia” ser constante.

O grafico apresentado pelo grupo segue abaixo na Figura 3.

Figura 3: Esboco proposto pelo grupo.

Fonte: arquivo do autor.
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Em [6], temos que A2 apresenta ao grupo o esboco daquilo que entende ser o
grafico que relaciona a altura de 4gua na garrafa com o passar do tempo, baseada
nas ideias que formulou anteriormente (trechos [2] e [4]). Pelo modo como faz os
tracos no papel, inferimos que a aluna compreende que, nessa situacdo as
quantidades envolvidas variam continuamente, uma vez que, ao invés de marcar

pontos e uni-los, constréi uma curva continua.

Se observarmos as falas de A2, ele gradativamente refina suas colocacoes.
No item [2] e posteriormente em [9], podemos perceber uma busca por acréscimo de
ideias que tendem a somar aos elementos observados, levando a constru¢cdo do
grafico apresentado. Nao obstante nos itens [2] e [9], a ideia recebe hovamente uma
nova interpretacdo conforme [20], para dar énfase as discussdes levantadas
anteriormente, ou seja, mostrar como seria a covariagao entre as grandezas altura e
tempo. Vale ressaltar que, em [20] o estudante argumenta realizando sec¢fes em
alturas diferentes da garrafa, buscando convencer os demais integrantes, e a sua

sugestéo de representacédo vai ao encontro dos seus argumentos.

No item (c), ha uma segunda parte do enunciado pedindo para os alunos

explicarem o raciocinio que levou ao seu esboco. Os alunos iniciam a leitura desse

item:
[1] Al: Explique o raciocinio que levou. [...] Eu vou colocar assim: como | iii, iv(a), iv(b)
a altura de agua depende do formato do vaso, ou seja, proporcional ao e iv(d)

raio e como raio tende a aumentar e depois diminuir, o grafico vai variar
de acordo com isso.

[P

[2] A3: Sei la, para mim tem a ver, tipo, “cé” colocar um eixo e
coordenadas, sabe?

Em [1], A1l acredita que o gréfico apresentado € condizente com a ideia
apresentada por ele. Sendo assim, o grupo decide deixar a representacdo que
haviam apresentado (Figura 3). A ideia é fechada com a explicacdo de Al. Em [2],
A3 faz um comentario que, de certa forma, ndo somou muito a ideia, visto que, apos

seu comentario, 0 grupo nao se pronunciou.

Evento 5 — relacionando outras grandezas

O grupo inicia as discussofes a partir do item (d)
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[1] A2: Construa graficos que relacionem as diferentes grandezas envolvidas
nessa situacao.

[2] Al: Raio e [...] i

[3] A2: Raio e grafff, raio é constante.

[4] Al: Raio ndo € constante. ii

[5] A2: Raio é sim, ele nao faz assim 6. (ndo foi possivel identificar para onde
aponta).

[6] AL: E mesmo.

[7] A2: Diametro que nao é constante

[8] Al: Diametro é s6 quando € dois raios.

[9] A2: Entao os dois sé@o constantes. [...] Nao precisa calcular, sé pensar. iv(a)

[10] Al: Mas é, o raio, quando seccionar esse vaso em partes horizontais,
infinitas partes horizontais, esses raios das partes seccionadas vdo mudar, sé
gue eu nao sei escrever isso nao.

[11] A2: Vai fazer assim 0 [aponta para o gréafico da figura 4].

Observando as falas de A2 em [3], [5] e [7], em todo o tempo a ideia era que o
raio era constante e o diametro ndo, porém, com o comentério de Al em [8], a ideia
de A2 muda, basta observarmos [9]. A representacdo grafica da situacdo acima foi
simbolizada por uma parabola com concavidade voltada para baixo. Tal ideia é fruto

das discussdes de Al, principalmente em [10].

Abaixo segue o grafico apresentado pelo grupo, Figura 4.

Figura 4: Esboco proposto pelo grupo.

Fonte: arquivo do autor.

O grupo continua a discutir o item (d) da tarefa, agora pensando na

representacdo gréafica que relaciona o volume de dgua em fung¢éo do tempo.
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[1] A2: Volume é constante também né? ii, i

[2] Al: Volume do recipiente é constante.

[3] A2: E entfo, da pra fazer no grafico tempo e volume. iii, iv(a)

[4] Al: Pera ai entdo, € o volume de agua.

[5] A2: Dai pra fazer no grafico [...] € uma reta, o volume é o mesmo. Altura
que é daquele jeito. [Estd mencionando para o grafico do item c]. O volume é
constante.

O grupo parece ndo ter davidas em afirmar que o grafico da situacdo sera
uma reta, visto que as duas grandezas observadas sao constantes, conforme [1], e
apresenta o grafico da Figura 5 como resultado da breve conversa.

Figura 5: Esbogo proposto pelo grupo.

Fonte: arquivo do autor.

Apés pensarem quais grandezas poderiam ser medidas na situacdo da
garrafa, eles se depararam com duas grandezas diferentes daquelas que haviam
sido previstas no planejamento. O grupo, entdo, inicia uma interessante e intrigante

discussao.

[1] Al: Se o raio aumenta... 0 cresci...mento [

[2] A2: Eu acho que essa relacéo que a gente fez desse raio vai complicar a ii
vida.

[3] Al: N&o, vai ser o mesmo aqui. O, se o raio aumenta... velocidade de | iv(a)
crescimento... N&o é so a altura, € velocidade de crescimento.

[4] A2: Se o raio aumenta, o crescimento diminui.

[5] A3: O volume em fungéo do tempo?

[6] A2: N&o, volume é constante...o raio... tipo, se vocé pegar a cada pontinho.

[7] A3: Tem que multiplicar o volume pelo tempo. Porque eu acho que para
vocé esbocar o gréfico vai ter que fazer as contas.
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[8] Al: N&o é so6 esse grafico que tem que esbogar, sdo varios!

[9] A3: Nao, sim! Mas entéo € so a ideia deles? S6 esbog¢o?

[10] Al: E s6 esbocar... N3o precisa dar valores.

[11] A2: SO tipo como que vai se comportar o grafico.

[12] Al: A velocidade aumenta ou diminui?

[13] A2: Velocidade? A altura, vocé fala?

[14] A1: Velocidade de crescimento de altura.

[15] A2: Diminui... Quando o raio € maior, ela demora mais pra encher.

iv(a) e
iv(b)

[16] Al: Entdo vai ser tipo um grafico assim? [ndo da pra saber a qual gréfico
ele estda mencionando]

[17] A2: E.

[18] Al: Vai ser um gréfico assim [novamente, ndo sabemos qual gréfico esta
observando].

Se observarmos, em [2] temos que A2 percebe que correlacionar as

esta convicto da ideia da situagdo, conforme [3], [14] e [16].

grandezas em tela ira dar trabalho, talvez porque o raio cresce e decresce depois de

um certo momento (quando alcancar o maior circulo da seccao transversal). Mas Al

A fala de A3 em [7] mostra que, na concepc¢éao dele, ndo é possivel relacionar

grandezas sem conhecer valores. Cabe ressaltar que, mais a frente, Al tentard

Figura 6: Esboco proposto pelo grupo.

Fonte: arquivo do autor

convencer os demais utilizando o pensamento discreto. A2 de certa forma, inicia

essa ideia de Al em [6]. Apresentamos a Figura 6 para ilustrar o comentario [16].

Seguem as discussdes no grupo, agora com a presenca do pesquisador:
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[1] Pesquisador: E dai, o primeiro grafico como ficou? [0 grupo continua

focado na questdo do grafico em discusséo, visto que ndo responderam a
pergunta do pesquisador]

[2] Al: A gente ta tentando relacionar... a velocidade de crescimento da | iv(a) e
altura de acordo com o raio dessa seccao. Sé que ai gente ta pensando se iv(c)
vai ser no eixo X.

[3] Pesquisador: Seré que existe via de regra? Aqui tem que ser 0 eixo x la

tem que ser o eixo y?

[4] Al: Nao, mas depende.

[5] A2: Qual que é a grandeza que vocé ta mexendo ali?

[6] Al: Entdo, o raio € vai ser uma grandeza que vali aumentar iii
constantemente, mas a velocidade.

[7] Pesquisador: o tempo todo ele(raio) cresce?

[8] Al: E entdo até metade aqui. O raio s vai até um ponto, ele tem um iv(d)
limite,

[9] A2: Ele cresce depois volta a diminuir. iv(b)
[10] Al: O ja “tamo” usando “00”, o raio tem limite. S6 que a velocidade.

[11] A2: A velocidade ela é rapida, tipo, no comeco na primeira seccéo ela iv(b)
aumenta rapido é mais alta e depois quando chega mais “pro” didmetro ela

diminui, ela vai ficando menor, depois aumenta de novo.

[12] Pesquisador: A gente ta olhando para altura ou para o raio?

[13] A2: Altura.

[14] Pesquisador: T4, vocés estao inventando uma situagéo, né?

[15] A2: E, a gente inventou assim, desses cortes, o raio de cada corte

assim.

[16] Pesquisador: Legal.

[17] Al: S6 que eu néo to, to.

[18] A2: Eu acho que seria assim Al [ndo sabemos para onde ela apontou]

[19] Al: O porgqué o raio aumenta e depois ele diminui, entdo o raio vem e

depois volta.

[20] Pesquisador: Na verdade o raio cresce, isso € importante, sé que a

taxa de crescimento é diferente, entdo tem um momento que ele cresce
lentamente ou ndo?

[21] A2: eu acho que seria assim, na primeira ele vai crescendo, depois iv(b),
quando chega mais “pro” didmetro ele fica menor e depois ele diminui, ndo, iv(c) e
ele cresce de novo. iv(d)
[22] Al: Sempre que for raio, ele continua crescendo de qualquer jeito, tem

gue diminuir. Voltada sobre o raio a parabola. [ele se refere ao gréfico da

Figura 4]

[23] A2: Vai ser entdo, né.

[24] A1: Nao “pera”, onde que é o raio? Se vocé esta vendo essa curva [ndo
conseguimos indicar qual grafico] ele esta sempre aumentando.
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[25] A2: Entdo, é o que estou falando, aqui ele aumenta o raio, certo?
Depois, quando ele chega mais perto do diametro, ele continua
aumentando, mas é menor a taxa de variagdo, dai depois na hora de subir,
ele ndo volta, ele s6 cresce de novo.

[26] Al: Na verdade ele volta, mas eu entendi o que vocé quer dizer, mas
se colocar o raio aqui, aqui o raio é zero. [Ele aponta para o inicio das
seccdes do recipiente]. Tem um ponto aqui, aqui € zero, ae vamos
aumentar, até aqui ta certo, depois daqui o raio ainda esti crescendo no
seu gréfico. [Al refere-se ao gréfico riscado por A2 — ndo sabemos qual é
esse grafico].

[27] A2: Assim entendi, eu “tava” vendo o raio assim.

Em observacao aos dialogos, podemos perceber que Al esta convencido de

gue € possivel relacionar as grandezas. Na concepcao dele, guanto mais proximo do

diametro forem as seccbes menores serdo as taxas de crescimento da altura de

agua dentro do recipiente. Podemos observar que ele tem como entrave a questao

de o raio aumentar e diminuir no decorrer do tempo, o que podemos ver em [2], [6],

[8], [19], [22] e [26]. O grupo tenta apresentar as ideias usando de trés possiveis

graficos, conforme apresentamos na Figura 6.

Evento 6 — Ainda falando sobre os graficos

O grupo continua a discussdo em torno da situacdo anterior.

[1] A1: Oh, ela vai diminuir com o aumento do raio, ela vai chegar num ponto
depois ela vai voltar a subir, entdo vai ser assim, oh. Agora vocé é a tradutora.
[Al acredita que A2 consegue explicar melhor a situagéo]. Fala pra ele que a
taxa de variacdo, ou seja, se aqui ta subindo duas unidades de altura, vai
diminuir com o aumento do raio.

[2] A2: E ai, 0 que acontece?

[3] Al: Eu acho [...].

[4] A2: Por que taxa de variagao?

[5] Al: Taxa de variacao, sei la, eu s6 pensei, em duas grandezas. [...] O que
vocé acha? E a taxa de varia¢do, nédo € a variacao.

[6] A3: Colocou o tempo em funcéo do raio?

[7] A2: Nao é taxa de variacao.

[8] Al: E a taxa de variac&o, ou seja, porque ali cresce mais rapido, diminui e
depois volta a crescer de novo, entdo eu acho.

iv(c),
iv(d) e
iv(e)

[9] A3: Esse grafico tem que fazer a derivada dele.

[10] A2: mas eu acho... o dificil € achar equacéo pra isso.
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[11] Al: E s0, olha ali, porque assim, ele ta diminuindo a taxa de variag&o. Por
exemplo subiu 2, subiu 1, o gréfico, vocés acham que seria assim? [ndo deu
pra identificar para onde Al aponta).

[12] A2: Eu acho que faz sentido [--].

[13] A2: Vamos colocar mais duas possibilidades [Eles estdo passando para a
folha que entregaram os graficos riscados nos rascunhos] [--]

[14] A2: N&o ta errado a gente ter essas duas possibilidades. [...] Pra saber se
€ bico de verdade [Figura 6] precisa fazer conta.

[15] A2: Vamos esperar 0 pesquisador para perguntar.

[16] Al: Perguntar sobre essas? Estéo corretas.

Nessas discussodes, 0 grupo ainda continua com o entrave que eles chamam
de “bico” no gréfico. Eles ndo se sentem certos em relacdo ao formato do gréafico

sem ter uma funcgéo algébrica para entado calcular o “bico”, conforme [9], [10] e [14].

Sem nenhuma certeza, eles decidem chamar o pesquisador na expectativa de
que ele dé um feedback no sentido de afirmar estar correta ou ndo a discussao do
grupo. Nesse momento, Al chama o0 pesquisador para explicar suas

representacgoes:

[1] Al: Aqui a gente tA em duvida, estamos em discussdo sobre a ponta, a
possibilidade 1 é assim (aponta para o desenho com esse nome) a
possibilidade 2 que a gente pensou € assim, é a taxa de variacdo de altura de
agua sobre o raio, entdo o raio vem até um ponto depois volta né, ele cresce
depois volta, entdo ele vai crescer e a taxa de variagéo...

[2] Pesquisador: Entendi, vocé esta querendo saber se a ponta € assim
(apontando para alguma das possibilidades, nao foi possivel saber qual) ou se a
ponta é daquele jeito.

[3] Al: E, espera, na verdade eu acho que ta furado esse negécio [...] na
verdade é o contrario aqui, é pra ca.

[4] Pesquisador: E de quem essa discuss&o?

[5] Al: Na verdade é do grupo inteiro.

[6] A2: Essa parte do bico ainda?

[7] Al: Eu pensei assim [apontando para um dos desenhos], mas depois eu
voltei, mas o grupo néo sabe.

[8] A2: E que pra gente saber se realmente tem o bico, a gente teria que fazer a
equacdo, pra saber, ai vai complicar muito pra saber a equacéao, ele vai a taxa
de altura e o raio, ndo da pra saber, a gente colocou as duas possibilidades
porgque € 0 que a gente pensou.

[9] Pesquisador: Entendi.

[10] Al: Mas espera 0, ndo € pra ca que ele volta, ele ndo vai ter uma taxa de
variacdo negativa, ele vai voltar pra cima, ele vai continuar crescendo, tipo ele
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aumenta, vai diminuindo.

[11] A2: Ele vem aqui de baixo e sobe, vem pra cima, eu ndo estava lendo de
cima pra baixo, entendeu?

[12] A1: Aham.

[13] A2: Ele ndo chega ser negativo igual vocé esta fazendo, porque nao tem
como a taxa de altura ser negativa, é so alterar esse eixo aqui, 6.

[14] Pesquisador: Legal esse bico, diferente.

[15] A2: Vocé (pesquisador) entendeu? Ta meio certo?

[16] Al: Vocé (pesquisador) sabe a resposta? A gente ndo vai colocar aqui, mas
qual seria a resposta certa? Seria um bico?

[17] Pesquisador: O que vocé colocou no eixo horizontal?

[18] Al: Raio

[19] Pesquisador: O raio vai

[20] Al: Ele aumenta até um pedaco e a taxa de variacdo tende a continuar
sendo uma constante. Ela vai ter um limite aqui, vai ser no didmetro, dois raios.
Ela vai ter uma ponta, sé que a gente ndo sabe se vai ser assim ou vai ser
assim.

[21] Pesquisador: Vocé estd pensando em taxa de varia¢éo de agua.

[22] Al: De altura, por exemplo, no comeco ela cresce 2, depois ela vai
diminuindo certo? Depois volta a aumentar, entdo, por exemplo, cresceu 2, a
variacdo foi 2, depois ele foi para 1,5, a variagdo foi 1,5, depois 1, 0,5 e 0.
Depois volta a crescer de novo, ela ndo vai ser negativa,

[23] Pesquisador: Entendi 0 que vocés estéo falando, estédo falando da taxa de
variagao...

[24] A1: Do crescimento de altura

[25] A2: Ae entra na derivada mesmo

[26] Pesquisador: Taxa de variagéo.

[27] Al: De altura de agua

[28] A2: Pesquisador, o raciocinio ta ok?

[29] Pesquisador: Esta legal.

[30] Al: Vocé entendeu, o grafico é o de menos.

[31] Pesquisador: Em momento nenhum eu tinha olhado pro raio, mas é legal,
uma situagao nova. Nao tinha pensado nisso.

O grupo tinha a esperanca de ter um feedback do pesquisador [15], [16] e

[28], mas ndo o teve, uma vez gque nosso objetivo com a tarefa é fazer a

interpretacdo das ideias que eles desenvolveram durante a realizacdo dos itens,

guando entdo eles entendem a ideia central da tarefa [30]. O grupo continua

acreditando que, para saber qual dos trés graficos de fato representa a situacao que

eles desejam correlacionar € necessario conhecer a forma algébrica da situagéo [8].



54

O grupo apresenta uma discussao bastante interessante em torno da ideia de
taxas, como evidenciado nos trechos descritos em [1], [10], [11], [13], [20] e [22]. O
grupo mostra reconhecer que ha uma mudanca na taxa de variacdo da altura de
agua em relacdo ao raio. ldentifica essa taxa como sendo positiva, mas diminuindo a
medida que o raio da seccdo se aproxima do meio da garrafa. Apds, a altura

continua a crescer, porém o raio passa a diminuir a uma taxa crescente.

4.2 Tarefa das Tabelas

Evento 1 — e no 2 como fica?

A ideia da tarefa era apresentar as tabelas com alguns valores e observar
como eles pensariam em torno da seguinte situacdo: como descrever o gréafico que
representa o conjunto de valores para alguém que ndo o estivesse vendo. Nossa
expectativa era que, na analise das tabelas, emergiriam ideias relacionadas a taxa
de variagdo e concavidade dos graficos.

Apbs receberem impresso o enunciado da tarefa, o grupo comeca a analisar
os dados apresentados na tabela, como ilustrado no inicio do dialogo transcrito a

seqguir:

[1] B1: Quando x vale 0oy vale 1. 1,3...

[2] B2: Depois 3, 1.7.

[3] B1: E cresce, tendendo a um limite, agora a gente vai ter que descobirir. iv (b)

[4] B2: Vai ter que descobrir. Vai ter que achar a fungao, né?

[5] B1: Quando é um limite, agora a gente descobre. Eu acho que vou fazer isso
pelo GeoGebra.

[6] B2: Também acho bom.

[7] B1: S6 que eu ndo sei colocar.

[8] B2: Fungéo?

[9] B1: Entdo eu ndo sei colocar pontos certinho no GeoGebra no celular, até sei
mais, vamos fazer na marra “memo”...daqui pra ca cresceu 3. [B1 esta dizendo 3
mas na verdade esta olhando a mudanca de f(x) que de 1 foi para 1,3]. Aqui pode
ter sido 0,4 [continua olhando para as mudancas de valores de f(x)], ele passa
pelo 2 também né?...uma hora passa pelo 2.

[10] B2: Daqui pra c4, foi 0,3, desse pra esse foi 0,4, desse pra esse 0,5... ndo
tem como saber como é o 2.

[11] B1: N&o tem como saber como sera no 2, né? Ele ta aumentando.

[12] B2: Vai ser 1.5 no 2.
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[13] B1: Aqui eu acho que fiz errado [aponta para um dos rascunhos do grupo].

De inicio, os alunos acreditam que, para esbocar a curva, € necessario

conhecer uma funcéo que relacione os valores apresentados, como evidenciado em

[4].

Os alunos Bl e B2 tentam buscar recursos para esbocar a curva que

representa a primeira tabela, com o Geogebra — trecho em [5], mas logo decidem

seguir sem o recurso [9]. As falas de B2 em [10] e [12] mostram que ele né&o

percebeu que as taxas de variacdo estdo mudando quando s&o observados o0s

valores. Tal fato é corroborado pela fala [12], que mostra um pensamento linear.

Evento 2 — o gréafico tem um limite horizontal

A discusséo continua em torno dos valores da primeira tabela:

[1] B1: Vé ai como é que faz como faz, para achar uma funcdo por pontos. | iv(a)
Pesquisa no Google.

[2] B2: Ser& que Precisa?

[3] B1: Eu vou escrever tendendo um limite so.

[4] B2: T4 bom.

[4] B1: H& um limite horizontal. Vamos pro préximo entao.

Eles decidem seguir para o proximo e retomar posteriormente, porém trocam

5 frases em

relacdo a segunda tabela e ja retomam a situacdo. Abaixo

apresentamos a conversa em torno da Tabela 1.

[5] B1: Vou mudar o texto aqui...\Vou colocar que & uma curva crescente | iv(b), iv(c)
gue se estabiliza em um limite horizontal. Acho melhor...Que aqui ficou e iv(d)
meio tipo. [...] Fica melhor [...]

[6] B2: Ah, sei l4. Vocé colocou onde comeca.

[7] B1: Aqui vou colocar que é o limite horizontal... Ou vertical?

[8] B2: Como é que é?

[9] B1: E uma curva crescente que estabiliza, dai eu coloquei: tem limite, e
tem um valor de y.

[10] B2: Em um valor de y.

[11] B2: Mas vocé falou de outro jeito que € horizontal.

[12] B1: E, esse limite ndo ficou bom. Em um valor de y. Ou seja, Limite
horizontal. Melhorou, né? [Al esta escrevendo na folha que entregaram
apos realizarem as tarefas].

[13] B2: Ficou melhor.

[14] B1: Uma curva crescente. iv(b)

[15] B2: Aqui vocé fala a mesma coisa, s6 que no lugar do Y se coloca X. iv(a)
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[16] B1: O x vai t& sempre aumentando. i, iv(b)
[17] B2: Entdo... ndo, 0y vai ta sempre aumentando, 0 X vai parar.. iv(d)
[18] B1: E que a gente ndo conhece essa férmula, entdo tem que falar que
y tende ao infinito com x tendendo a infinito também.

[19] B2: Ah ele vai parar uma hora.

[20] B1: Porque a gente ndo sabe o que vai acontecer.

[21] B2: Pra frente.

[22] B1: Depois ela vai continuar e uma hora vai se estabilizar, vai ficar
paralela.

Observando as discussfes, notamos que o grupo acredita que com base nos

valores apresentados o grafico ser4 uma reta paralela ao eixo x [22].

O grupo de certa forma ndo se garantiu quanto ao formato do gréafico, pois os
valores apresentados e com base na leitura que fizeram deles, n&o foram suficientes
para dar seguranca a ideia que tomaram como hipotese. Talvez, se tivessem tido um
olhar em torno das taxas de crescimento, isso teria lhes dado maior seguranca nas

afirmacdes. O gréafico apresentado pelo grupo segue abaixo, na Figura 7.

Figura 7: Representacéo criada pelo grupo 2 para Tabela 1.

Fonte: autor.

Parte 3 - podemos falar somente sobre os dados apresentados

Como dito alhures, o grupo estava fazendo a primeira tabela e decidem ir
para a segunda e entdo retomar a discussao posteriormente, Mencionamos, no texto
supracitado, que eles trocaram 5 frases e ja retornaram a discussao. Abaixo
apresentamos as cinco frases para dar continuidade a discussdo do grupo em
relacdo, agora, a tabela 2.
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[1] B3: Mais para baixo depois se quiser completar.

[2] B1: 12, 15, 18, 21... estéa aumentando de trés.

iv(a)

[3] B1: Aqui aumenta 0,13. Aqui aumenta 0,12

[4] B2: 22, ndo €7?.

[5] B1: 27. Aqui aumenta 9 e aqui 5...

O grupo enquanto discutia a Tabela 1, passava os olhos na Tabela 2 e em

seus respectivos valores, conforme [15], [16] e [17] da parte B. As proximas

discussdes tém essas ideias como pano de fundo.

[6] B1: Entdo ela ndo se estabiliza.

iv(b)

[7] B2: Coloca s6 que ela vai crescer nos valores tabelados, s0.

iv(b)

[8] B1: Ela cresce?

[9] B2: SO pela parte tabelada. S6 na parte que vocé viu.

[10] B1: Crescente.

[11] B2: No intervalo de 12 a 21 [--]

[12] B1: Se tivesse no computador: vocé liga os pontos e ele ja d& a funcéo.

[13] B2: Verdade.

[14] B1: Tenta fazer ai...

[15] B2: No geogebra.

O grupo finaliza a discussdo nessas Ultimas falas. A ideia e as duvidas

seguem as mesmas da Tabela 1, porém, na segunda tabela, os valores parecem

dizer menos ainda em relacdo aos comportamentos dos valores (trechos [7] e [9]); e,

consequentemente, do formato do gréafico, conforme [12] e [13]. Abaixo, na Figura 8,

apresentamos o grafico da equipe.

Figura 8: Representacéo apresentada pelo grupo 2 para a Tabela 2.

~
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Fonte: autor.

No decorrer da aplicacdo o0 pesquisador, que acompanhava o
desenvolvimento da tarefa, transitava entre o0s grupos, fazendo alguns
guestionamentos e/ou provocacfes com o intuito de somar as ideias por eles
discutidas ou até mesmo tomar conhecimento da forma como eles pensaram nas
situacdes. Vale aqui ressaltar que, de modo geral, nossas analises nao visam julgar
as situacdes como certas ou erradas, uma vez que o objetivo maior € analisar qual
foi o potencial desenvolvido numa dada tarefa em torno de ideias do RC. A seguir

trazemos alguns didlogos a fim de fechar a ideia em torno das Tabelas 1 e 2.

[1] Pesquisador: E ai?

[2] B1: A nimero 1, a gente ta fazendo... Alids, ja terminamos. Aqui é
uma curva crescente que se estabiliza em um valor de y, ou seja, limite
horizontal, ele vai ter um valor aqui que vai se estabilizar. Ai, no segundo
gréafico, a gente colocou que é uma curva crescente dentro dos valores
tabelados. E desconhecido como a fungdo se comporta quando X tende
a infinito porque a gente ndo sabe se ela vai continuar assim, se vai ser
infinito mesmo ou se vai... Assim, quando ela continua crescendo sem
ser pra finito, né!? Mas dai ndo sabe se vai para o infinito, se € um pico
aqui... Tipo quando se tem uma assintota vertical e depois desse valor
ela comeca, sabe? Ai a gente escreveu.

[3] Pesquisador: Entendi.

[4] B1: Entdo vamos pra dois.

Se observarmos, a fala de Bl est4 de acordo com a representacdo grafica.
Essa ideia é discutida na literatura por Carlson (1998), que denomina como uma
habilidade o fato de os alunos conseguirem representar e interpretar aspectos

covariantes de uma situacgéo funcional.

4.3 Tarefa do Politico

Evento 1 — cuidados com 0s €ixos...

O grupo inicia lendo o enunciado da questéo, cujo objetivo era analisar a frase

do politico.
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[1] B1: O grafico apresenta... confirma essa afirmacdo: ndo est4d mais iv(b)
crescendo... Eu acho que sim, né, porque ele é o que estava aumentando.
Tipo, em dois anos.

[2] B2: E que aqui, ele aumenta assim... esse aqui € 0 ano. li e iv(b)
[3] B3: Ele ndo ta parando de crescer? iv(d)
[4] B1: Eu acho que em dois anos cresceu 500, vamos supor. Ae aqui, hdo
tipo.

[5] B2: Porque ele cresce assim [apontando para o formato da curva do iv(b)
enunciado], ndo cresce pra cima, assim, ae cresceu 500, 2000, 2500.
[6] B1: Estd aumentando.

[7] B3: Estd mesmo.

[8] B2: Normalmente é o inverso, 0 ano embaixo.

[9] B1: Se estivesse diminuindo, ele iria ser pra cima, iria ser tipo assim iv(b)
[hipbtese] (risca em uma folha um gréfico com a concavidade voltada para
cima).

[10] B3: Verdade.

[11] B1: O numero de crimes esta embaixo e ndo em cima, quando iv(c)
normalmente, entdo se ele [0 grafico] estad indo pra cé [sentido horizontal]
quer dizer que esta aumentando os crimes em pouco tempo. [...] Na
verdade é por que ndo? E por que n&o?

[12] B3: Té& certo € o que ele (B2) esta falando.

[13] B1: Eu escrevi [hipbtese] (folha de rascunho) aqui por sim.

[14] B3: Porque nao, porque esta crescendo. Ah ndo, espera ae.

[15] B1: Contrario. [...] Porque foi interpretado corrigueiramente?

[16] B2: Corriqueiro é de todo dia.

[17] B1: N&o, é tipo apressado,

[18] B3: Precipitado?

[19] B1l: Foi interpretado precipitadamente. [...] Oh, eu escrevi assim, o
gréfico ndo confirma do politico, que foi interpretado precipitadamente, pois
nao ler que o eixo x representa as quantidades de crimes e 0 y 0s anos. A
interpretacdo, escreve a interpretacao correta?

[20] B3: Coloca assim e...

[21] B1: Portanto, a interpretacéo correta.

[22] B3: Sendo assim, o grafico mostra que a taxa de crime s6 aumenta. iv(c)
[23] B1: Interpretacdo correta esta indicando que o0s crimes estédo
aumentando com o passar do tempo.

Em sua analise inicial, B1 parte da ideia de que o grafico parece “deixar de
crescer” em [1]; entdo, B2 em [8] observa com atencé&o a legenda dos eixos e coloca
em “xeque” a afirmagao, levando-os a refletir com maior atencéo acerca da situagao.
De certa forma, eles estdo constituindo as quantidades envolvidas na situacdo e
estdo coordenando-as para validar ou ndo a ideia inicial.

E importante destacar a fala de B1 em [11] em que ele comenta que 0S
crimes estdo aumentando em pouco tempo. Outro ponto importante foi a discusséo
do grupo de como seria o grafico se os eixos fossem trocados de posi¢do [11]. Na

mesma linha de pensamento de B1 em [11], o aluno B3 em [22] aborda uma leitura
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gue vai ao encontro da ideia apresentada, porém com utilizagdo de termos

diferentes.

Em seguida na Figura 9 apresentamos o texto que o grupo entregou na folha

de resposta.

Figura 9: Resposta por escrito do grupo 2 para a situagéo 2

Fonte: Autor.

4.4 Tarefa Depdsito na Poupanca

Evento 1 — iniciando o trabalho com a situagéo proposta

O grupo em analise inicia a discussao inferindo ser solicitada a representacao

gréfica da situacdo, e o didlogo prossegue em torno da nomeacdo dos eixos,

conforme transcricdo a seguir.

[1] B1: Faca uma representacdo da situacéo...

[2] B2: vai ter que construir um grafico. Vocé coloca o valor que vai ter na Conta.
Ou contrério tanto faz e vocé coloca o tanto que ele ganha de imposto.

i e iii

[3] B1: N&o, aqui vocé coloca o valor na conta e aqui o tempo.

[4] B2: Tanto faz, mas eu acho que ele ndo quer o tempo.

[5] B1: Ele quer o qué?

[6] B2: Ele quer o juros sobre os novos juros.

[7] B1: E. Ele quer juros sobre juros... vamos colocar no eixo Y a quantia, né, de
dinheiro.

[8] B2: Tanto faz, s6 vai mudar o...

Parte importante das discussdes é a busca de definir os eixos para entdo

observar o comportamento do grafico. Nesse atimo, a tarefa desperta a questéo das

legendas nos eixos.

[9] B1: Mas se € 0 tempo € juros sobre juros.

[10] B2: Mas é que eu tenho, porém seriam meses. Né? Teria que ser tipo
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regular certinho... Ai se vocé colocar juros vocé vai colocar o quanto vai render,
nunca vai ser um tanto certo, entendeu? Por exemplo, vocé tem. R$ 100, dai
vocé tem 110, dai vocé nao vai ganhar R$ 10, vocé vai ganhar R$11.

[11] B1: 10 mais um pouco, o valor na conta entdo por tempo.

[12] B2: Por qué? ... Por que por tempo?

[13] B1l: Ou pode ser quanto, da para fazer um grafico de trés. Tipo de trés
coisas assim com duas linhas. Tipo de clima tempo.

[14] B2: De colunas vocé fala?

[15] B1: Tipo assim O...

[16] B2: Ah, t4, ja entendi, ja entendi, mas eu acho que ndo precisa fazer tudo
isso dai, nao! E meio trabalhoso!

[17] B1: T4, entdo vai ser tipo um valor na conta... Mas se vocé quer juros sobre
juros, para ter juros vocé precisa de més, de tempo, de dia...

[18] B2: Mas e se vocé colocar o... [...]

[19] B1: Tem que ser tempo.

[20] B2: concordo.

[21] B3: Coloca quantidade e tempo.

[22] B2: Da pra achar os juros, concordo. T& certo, da por tempo mesmo. [...]
Isso mesmo esta certo |...]

[23] B1: E s6 isso? [B1 esta apontando para o desenho do grafico que fez na
folha de resposta que ira entregar]

[24] B2: € s0 isso, faca uma representacdo da situacao.

A davida quanto a legenda continua. Vale aqui destacar elementos

importantes que fizeram presentes nas discussdes: o fato de constituir quantidades

envolvidas na situacdo e raciocinar sobre o processo de medicdo dessas

quantidades [9] e [10], o que fica evidenciado pelo uso de expressdes do tipo “vai ter

gue construir um gréfico. Vocé coloca o valor que vai ter na ponta. Ou contrario tanto

apresenta o grafico da situagéo (Figura 10).

Figura 10: Representacao criada na situacdo dos juros.

faz e vocé coloca o tanto que ele ganha de imposto” Apds as discussdes, 0 grupo
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Fonte: autor.

Evento 2 — recebendo ‘interferéncia” da tarefa seguinte

Apoés todo esse cenario, percebemos que as discussfes giraram mais em
torno das legendas e da sobreposicdo de juros com o passar do tempo, ou seja,
conseguiram raciocinar sobre os processos de medicdo, porém, a discussdo apos a
representacdo gréfica, ndo existiu, talvez, se a tivesse feito, elementos em torno das
ideias de taxa de variacdo poderiam ter se feito presentes. Porém, ao iniciarem a
discussédo em torno da tarefa seguinte (medicamento injetado), como, por exemplo,
a frase do enunciado “de modo que a quantidade de droga presente no corpo
continua crescendo, mas a uma taxa decrescente”, conseguem perceber elementos

antes nao discutidos. Vejamos essa discussdo que mencionamos h& pouco.

[1] B1: Agora 4 [referindo-se a tarefa do medicamento]
[2] B2: A quatro é parecido sO que decresce e tem um limite. iv(b)
[...]
[3] B1: Isso daqui 6, da para colocar um “plus” na primeira, aqui € com uma iv(c)
taxa decrescente, uma curva crescente que se estabiliza em valor de y, u
seja, um limite horizontal, ai a gente coloca aqui [na préxima situacao,
tarefa do medicamento] curva crescente sé que taxa decrescente.

[4] B3: Vai dar o mesmo grafico esse dai né!? [ndo conseguimos identificar
para onde eles apontaram no comparativo de graficos].

[...]

[5] B1: E. Isso aqui [apontando para o grafico da situaco anterior dos juros] iv(b) e
€ uma curva crescente com taxa crescente. [...] Crescimento na taxa do iv(c)
qué? E decrescente de crescimento [risos]

[6] B2: Vocé viu ai o grafico da 4 [tarefa do medicamento injetado]? Vai ficar
parecido com o da 3 [tarefa dos juros] s6 que ele.

[7] B1: S6 que ele falou que ia.

[8] B2: Ali é decrescente, ndo é crescente. Ele [estdo se referindo agora ao
gréfico da situacdo do medicamento injetado] vai decrescer até um limite.
[9] B1: Cresce rapidamente.

Conforme comentamos, se essa tarefa fosse proposta separadamente da
situacdo do medicamento injetado, alguns comentéarios [3] que surgiram neste
episodio possivelmente néo se fariam presentes, pois 0s comentarios surgiram apos
a leitura da tarefa do medicamento, conforme [5] e [8].

Cabe ressaltar que, apés os comentarios e, de certa forma, terem refinado

seus dialogos em torno da situacdo dos juros, 0 grupo manteve a mesma
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representacdo grafica apresentada anteriormente. Por final € importantissimo
destacarmos que, no texto do enunciado pedimos para os alunos fazerem uma

representacdo dessa situacdo, ou seja, deixamos em aberto qual representacao

utilizar.

4.5 Tarefa Medicamento Injetado

Evento 1 - o gréfico é esse ou aquele?

Embalados pela situacdo dos juros e pela leitura do enunciado da situacdo do

medicamento injetado e com algumas discussdes da representacdo grafica da

situacdo do medicamento, seguem os dialogos:

juros). Nao tem nada no corpo, ou seja, 0 droga, ou seja, comeca aqui. [...]
Quantidade de droga ela continua crescendo, mas a uma taxa decrescente,
ou seja, ela vai diminuir, a gente podia pensar numa func&o de terceiro grau,
né?.... Deslocada.

[1] B1: Oh, injeto, ela vai crescer. iv(b)
[2] B2: Ela vai crescer, depois decresce até parar, estabilizar. iv(d)
[3] B1: E, vai ser igual mesmo. ... Eu vou fazer um grafico de “dois giros”.

[4] B3: E que no caso ela vai comecar alta, ndo vai? iv(d)
[5] B1: Nao, se, vamos supor que vai injetar a primeira vez. Entdo oh, tem 0.

Ai ela faz assim, né? [ndo conseguimos identificar qual desenho ele
realizou]... Ela vai crescer. E vai comecgar a diminuir. O corpo vai metabolizar

e vai comecar a descer. Vamos dizer que aqui... primeiro dia....Entdo, € isso

que eu quero saber: se ela terminar.... ela ndo vai terminar assim?

[6] B3: Nao, ela continua aqui depois 6, vai continuar assim... Vai terminar

assim. Porque o corpo [...], ela diminui, ,depois vai ficar constante...

[7] B1: N&o fica constante, ela sempre vai diminuir.

[8] B3: Vé até o final...

[9] B1: Ndo, mas ndo pode ser constante, o corpo tem que metabolizar.

[10] B3: Aqui. Oh!

[11] B1: Eu acho que vai ser assim... Aqui € a soma de 1. E aqui 0.

[12] B3: Aqui, oh... Se torna uma constante no nivel de circulacéo.

[13] B1: Mas ai € quando toma muito.

[14] B3: Mas aqui ta falando que ele toma muito. Doses diarias até que o i
metabolismo entenda que é pra manter naquele nivel.

[15] B1: Entendi.

[16] B3: Comecga a crescer rapidamente. Ah t4. Pera ai. Continua crescendo, iv(c)
vai ficar no gréafico assim 6 [ndo sabemos identificar qual grafico ele aponta].

Ela vai estabilizar crescendo.

[17] B1: Ah, “De modo que a quantidade de remédio continue crescendo”. iii
Ou seja, ele vai continuar injetando mais.

[18] B3: Até que ela vai estabilizar.

[19] B1: Vai ser igual a essa [hipotese](refere-se ao gréfico da situacdo dos iv(c)

[20] B2: Ser&?
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[21] B1: N&o, ndo é de terceiro grau, é uma funcdo mista, assim ¢! Curva
assim que depois se estabilizarao.

[22] B3: Pode ser.

[23] B1: Pesquisa no Google ai, para ver tipo real... Nao. Melhor, ndo. Vamos
decidir depois a gente pesquisa... Eu acho que é essa, sim.

[24] B3: Eu acho que é assim.

Os integrantes do grupo parecem entender a situacdo, porém as
possibilidades de gréficos que representam a situacdo sdo mais de uma [3], [16],
[19] e [21]. Nas discussOes apresentam ideias de crescimento e decrescimento e, a
todo momento, destacam a questdo da estabilidade do medicamento no organismo.
Essas duvidas dificultam a ideia de como sera representado tal fato graficamente [2],
[31, [5], [7], [16], [18] e [19].

O aluno B1 tenta refinar a ideia dizendo que a quantidade de droga continua
crescendo a uma taxa decrescente [19], mas, mesmo assim, 0 grupo continua com

duvidas na representacdo grafica.
Evento 2: e a curvinha?
Ainda continuam as duvidas, no que tange a ideia de crescer/decrescer e ser

constante, entre os membros do grupo, mas eis que surge a ideia de usar uma

“curvinha” para tentar suprir a lacuna encontrada.

[25] B1: [...], ser4 que ndo é assim? Tipo, se ela vai continuar crescendo ou sera | iv(c)
gue nao pode ser daquele jeito 14 depois faz uma curvinha e estabiliza. Eu acho
que ja vi isso.

[26] B2: E, porque fala que chega no nivel de saturacéo.

[27] B1: E preciso de uma curvinha n&do precisa ser assim. E preciso ser assim.
(ndo conseguimos identificar o desenho referido).

[28] B3: E aqui ainda ta falando cresce rapidamente.

[29] B1: Cresce rapidamente... Entdo tem que ser assim. (ndo conseguimos
identificar o desenho).

[30] B3: Ela poderia ser assim, também...

[31] B1: Ela devia ser mais assim.

Apbs as discussdes e com a ideia da “curvinha”, o grupo ainda continua sem

uma ideia final da situacao.

Evento 3: concentracédo? ldeia do CDI?

Apoés as discussbes em torno de tudo que foi exposto até aqui, 0 grupo

comeca a se questionar sobre assuntos relacionados a concentracdo [41] e a
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algumas ideias do CDI [42], mas é a ideia de desenho de B1 [44] que convence a

maioria. Vejamos os dialogos.

[32] B3: Oh, Al eu acho que vocé té certo, velho.

[33] B1: Eu tb certo?

[34] B3: Pode ser assim.

[35] B1: Mas aqui ela ta crescendo rapido.

[36] B3: S6 que assim ela cresce mais rapido, né!?

[37] B1: Sabe, porque ndo? Tipo, quando vocé injeta, vamos supor que ndo
tem nada... guando vocé injeta

[38] B3: Mas eu néao t6 falando a quantidade, t6 falando a velocidade que ela
cresce.

[39] B1: Sim, mas &, vocé vai injetar, pouco, vocé injetou, sei |4, 50 unidades
de concentragdo, tipo corpo tem um monte... Tipo comega muito rapido. Dai
ele vai metabolizando, dai com o tempo ele vai tipo...

[40] B3: Entdo, mas. E que as vezes ela faz assim...

[41] B1: Sabe onde eu vi? A [...] postou um “bagulho” de concentragao...

[42] B3: Mas que eu td falando é que tem diferengca: uma cresce lentamente
outra cresce rapido. Dai vocé lembra? A gente viu em calculo mesmo... Que
um cresce mais rapido que o outro... Assim.

[.]

[43] B2: Ah, mas sei la se ndo se vai ficar assim, porque ele ndo fala que ele
diminui depois.

[44] B1: Porque, tipo, se ele esta crescendo mais rapidamente, assim 0, tipo,
tem um gréfico aqui... a gente estd em divida tipo: o ponto € de concentragéo
gue ele vai se estabilizar, oh! Assim, ele ta crescendo lentamente... t4
passando o tempo, ta passando o tempo, do nada cresce! Aqui ele vai crescer
muito rapido depois vai se estabilizando.

[45] B3: concordo.

AplOs observarmos a transcricdo da situacdo do medicamento injetado,

elementos importantes se fizeram presentes, crescimento/decrescimento, taxa

crescente/decrescente de crescimento ou decrescimento e a ideia de estabilizacao

da quantidade de droga no organismo (trechos das falas foram destacados na parte

2 da tarefa do medicamento injetado). Todos esses elementos sdo plausiveis dentro

das ideias do RC que pretendiamos desvelar com as tarefas.

Abaixo, segue representacdo grafica (Figura 11) realizada pelos grupos apés

a discussao.
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Figura 11: Representacdo apresentada pelo grupo 2 para a situacao do medicamento injetado

Fonte: autor.

4.6 Tarefa Relacdo Perimetro e Area
Evento 1: situagdo da pracga circular

O grupo inicia sua discussao analisando o caso da praca circular (item a),

conforme transcri¢éo abaixo:

[1] C1: O perimetro de um circulo é 27xr. iei

[2] C2: O comprimento.
[8] Cl: E a éarea e 2mr?, ii
[4] C2: N&o, é nr2. i

[5] C1: S6 a férmula pra gente pensar na formula. Se aumenta o raio, a area vai il
aumenta muito mais do que aumenta o perimetro, entdo, se a gente for construir | iv(a) e
uma relacdo entre a area e o perimetro; conforme o perimetro esta crescendo, a | iv(b)
area esta crescendo muito mais. Entdo € como se fosse assim, 0! [apontando
para o grafico do rascunho, que, por sua vez, € o mesmo desenho apresentado
na folha de respostas]. Porque o0 raio aumenta pros dois. Vamos supor,
aumenta 5 pros dois. Esse aqui vai ser 5 ao quadrado, 25, esse aqui vai ser 10,
ndo é dobro, mas esse aqui aumenta mais depressa que esse...faz sentido?

[6] C2: Faz. E quanto mais o raio vai aumentando mais a area vai aumentando.

[7] C1: Os dois aumentam juntos. E a area aumenta pra cima, aumenta | iv(c)
aumentando. Aumenta crescendo.

Em seu didlogo, mostram reconhecer que a taxa de crescimento da area em
relacdo ao raio é maior que a do perimetro. Nesse caso, utilizam o ‘“raio”
implicitamente para analisar como area e perimetro se relacionam. Nesse viés,

demonstram perceber que existe uma covariacdo entre as grandezas observadas.
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Os gréficos apresentados pelo grupo, apds discussdo, tinham formas
diferentes, conforme Figuras 12 e 13 a seguir. Na primeira, podemos observar que o
grafico (Figura 12) cresce a uma taxa crescente. Na segunda o grafico (Figura 13)
cresce também, porém a uma taxa decrescente.

Embora eles tenham pensado de forma corretamente, o0s elementos
discutidos nao foram o suficiente para embasar de forma “precisa” a representagao
gréafica da situacdo em tela. Cabe nesse atimo, lembrar que nosso objetivo maior era
observarem elementos presentes no RC; principalmente em torno do crescimento a

uma taxa crescente/decrescente.

Figura 12: Grafico apresentado pelo grupo 3, relacionando area e perimetro.

Fonte: autor.

Figura 13: Gréfico apresentado pelo grupo 3 relacionando perimetro e area.

Fonte: autor.



Evento 2 - quem cresce mais rapido?
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[1] C2: E se for um quadrado?

[2] C3: Agora, nesse caso, 0 perimetro cresce mais que a area.

i, i, iv(a)

[3] C2: A area do quadrado é base vezes altura. E o perimetro é a soma de
todos os lados.

e iv(b)

[4] C3: E, porque 06! A area € lado ao quadrado e o perimetro é quatro |.

[5] C2: N&o importa o valor. Mesmo que | seja 20. 202 é 400.

[6] C3: N&o... Nado sempre. P8e é&rea igual a 2, por exemplo, tipo fica 4. O
perimetro fica 8.... E como se no inicio o perimetro fosse maior do que a area
e no final, mais para frente, a area fosse maior que o perimetro.

[7] C2: A gente vai encontrar esse maior? Tipo 0 ponto maximo?

iv(c) e
iv(d)

[8] C3: H&?

[9] C2: A gente vai encontrar esse ponto?

[10] C3: Ah, tinha que encontrar...

[11] C2: Derivar.

[12] C3: Eu acho que n&o precisa é s0, tipo, um esboco, sabe? E s6 a gente
imaginar assim 0.

O grupo conseguiu nesse inicio de conversa que 0 perimetro cresce mais

rapidamente que a area até certo momento [2] e [6], aqui ainda n&o identificado por

eles. Chegam a transitar por ideias do CDI, como mostrado em [7] e [11] tendo

lembrancas que algum item do CDI encontro os pontos de maximos, chegam a

mencionar derivada.

Evento 3 - no 4 entao?

[13] C3: Entao a area tipo vai... Nao sei, no comeco ela vai bem baixinha. iv(c) e
iv(d)

[14] C2: A gente faz tipo, esse crescimento aumenta. iv(c) e
iv(d)

[15] C3: e comecga pequeno.

[16] C2: Dae quando | € 3 o perimetro 12, a area é 9. Quando é 4, o perimetro
€ 16 e a area € 16.

[17] C4: Depois que ela comeca...

[18] C2: No 4.

[19] C2: Dai quando é 4 as duas séo iguais... E dai depois a area aumenta.
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[20] C4: Nao pode ser esse aqui. [hipotese] (estdo olhando para o desenho
gue fizeram no rascunho)

[21] C2: Sera que pode ser ao contrario?

[22] C3: Entdo, eu tinha desenhado o contrario, s6 que ao contrario eu
desenhei assim s6. SO que... Aqui esta dizendo que a area ela vai aumentar...
Conforme o perimetro aumenta ela vai aumentar menos e nao € verdade. Nao
pode ser isso aqui.

[23] C2: Mas também n&o pode ser esse aqui. Se ndo seria uma derivada, ndo
pode ter bico.

[24] C1: Se a gente colocar...

[25] C2: Valores? Até da pra colocar.

Observando as falas do grupo, aquilo que era duvida no momento 1 da

conversa parece ser resolvido no dialogo do momento 2 [18] e [19]. O grupo

reconhece que a relacdo perimetro em funcdo de area comeca pequena e depois

aumenta, ou seja, identificam que existiu uma mudanca de taxa crescente no

crescimento das relagdes [13], [14] e [15].

Evento 4 — cresce menos?

[26] C1: Se a gente fizer o contrario, tem que ser por area e tempo?

[27] C2: Sim. Tem.

[28] C3: Pode ser area por perimetro.

[29] C2: E mais fécil.

[30] C1: Pode ser perimetro por area. A gente coloca, o0 perimetro cresce mais

guando passa do quatro e o perimetro cresce quando passa do 4, fica mais
bonito.

[31] C2: Ta 6timo.

[32] C1: Esse aqui se a gente quiser fazer perimetro por area, a area cresce mais
gue o perimetro, entdo o perimetro cresce menos conforme a rea aumenta.

[33] C1: Fechou o 2 entdo.

O grupo coloca em discussdo como ira denominar os eixos [26], [28] e [30],

mas logo decidem como sera representado o grafico [32]. O grupo apresentou na

folha de resposta a ideia que fecharam em [32] conforme segue a Figura 14.
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Figura 14: Representacao refeita por G3, relacionando perimetro e area.

Fonte: autor.

Em linhas gerais, destacamos que eles desenvolveram o processo de
medicdo dessas quantidades e também identificaram uma mudanca na taxa de
crescimento entre as grandezas que covariam, como evidenciados nos trechos [2],
[3], [13], [14] e [19]. Desse didlogo, inferimos que os alunos reconhecem a
covariacao entre as grandezas de forma que ambas possuem a mesma direcdo de
crescimento, porém a taxa de crescimento do perimetro e a da éarea alteram
conforme se aumenta o lado do quadrado.

Podemos observar que, mesmo nado trazendo a baila questdes “refinadas” de
CDI, como, por exemplo, ponto de inflexdo, eles apresentam um grafico em que
ocorre uma mudanca de concavidade, ou seja, o gréafico cresce inicialmente a uma
taxa crescente e, num dado momento (ndo explicitam no gréafico) continua a crescer,
porém a uma taxa decrescente. Poderiamos dizer que a representacdo foi mais por
via da ideia intuitiva da situacdo do que propriamente dito das ideias discutidas na
disciplina de CDI.
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5 INTERPRETACAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos interpretacdes dos resultados embasados em
inferéncias realizadas a partir dos eventos nos quais os dados foram organizados.
Para tal, procuramos, para cada uma das tarefas, sintetizar as ideias que foram
desveladas nas discussdes dos grupos analisados, de forma articulada com o
referencial tedrico proposto. No préximo e ultimo capitulo, tecemos consideracfes
gerais tomando as tarefas em conjunto e, por fim, trazemos elementos relacionados
a propria formulagédo da tarefa, no intuito de identificar eventuais ajustes em seus
enunciados para a organizacdo do produto educacional que acompanha esta
dissertacao.

Embora na Tarefa da Garrafa haja itens que envolvam explicitamente a
variavel tempo, seu objetivo maior era possibilitar a exploracdo da relacao entre a
altura e o volume da garrafa. Assim, ao invés de solicitar que se construisse um
grafico que relacionasse essas duas variaveis (como proposto em trabalhos de
Carlson e Thompson, 2017), a tarefa foi organizada por meio de itens que mobilizam
elementos necessarios a essa construcdo. Inicialmente, solicitou-se uma explicacao
sobre o conceito de taxa constante de derrame; em seguida, a identificacdo de
grandezas que pudessem ser medidas na situacdo; a construcdo de um grafico que
relacionasse a altura da agua com o tempo e, por fim, a constru¢do de gréaficos que
relacionassem as grandezas envolvidas, identificadas pelo préprio grupo de alunos.

Para o grupo em analise, reconhecemos que a tarefa possibilitou a
exploracdo das ideias esperadas. O grupo reconhece que o raio pode ser pensado
como uma quantidade que varia com o tempo, 0 mesmo ocorrendo com o volume
(ideia de movimento fictivo, Frant; Silva;, Powell, 2013). Por fim, estabelece uma
relacdo entre a altura e o volume, construindo uma representacéo na qual a inversao
na concavidade do grafico demonstrou compreensao da existéncia de uma mudanca
na taxa de variagdo nessa situacao.

A ‘“liberdade” em identificar quantidades que pudessem ser medidas na
situacdo, bem como de relaciona-las representando nos eixos cartesianos
ortogonais a grandezas que assim desejarem, mostrou-se um elemento promissor
na elaboracao do RC.

Por exemplo, quando um dos alunos menciona que “ela [a altura] cresce no

comeco rapido, depois ela diminui e depois volta mais rapido”, sendo essa fala o
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“‘detonador” de uma discussdo coletiva (PONTE, 2005, 2017) entre alguns
integrantes do grupo, observamos que eles reconhecem que as grandezas tempo e
altura covariam e que existe uma mudanca de crescimento da altura com o passar
do tempo. Se for observada a representacao grafica e consideradas as observacdes
feitas, entendemos que eles conseguiram representar graficamente a situacdo sem
pensar de forma discreta, conforme um fato necessério a elaboracdo do RC, o que
ja foi apontado por autores Carlson (2002) e Thompson (2016).

A ideia de covariacdo entre as quantidades altura e raio das sessdes
transversais (aspecto nao previsto ao elaborarmos a tarefa) se fez presente nas
discussBes do grupo. Enquanto a altura € uma quantidade sempre crescente, 0 raio
ora aumenta, ora diminui ao longo do tempo. Assim, por um intervalo de tempo as
grandezas possuem a mesma direcdo de crescimento e, num dado instante, isso se
altera para o raio.

Para a Tarefa das Tabelas, o grupo em andlise ficou focado em encontrar
uma expressao algébrica para a funcdo cujos valores sdo dados na tabela. Para
eles, essa € uma acdo que precede a representacdo grafica, muito possivelmente
influenciados pelo modo como essa abordagem é proposta no estudo de funcao:
constréi-se uma tabela e, a partir dela, plotam-se os pontos do grafico. A variacdo
entre as grandezas envolvidas, e a taxa de variacao entre elas, ideia essencial para
a “visualizagao” do grafico sem a necessidade de marcar pontos, nao foi explorada
pelo grupo de forma satisfatéria. O grupo parece acreditar que para resolver a
situacdo € necessario fazer algum tipo de célculo ou realizar algum procedimento,
aproximando da ideia de funcdo como acédo (DUBINSKY; HAREL, 1992).

Assim, embora o grupo tenha observado as variacbes individuais das
variaveis envolvidas em cada tabela, ndo determinou as taxas de variacdo entre
elas. Em algum momento da discussao, o grupo foca, para a primeira tabela, sua
atencdo em um suposto valor de abscissa 2, buscando com isso encontrar algum
padrdo linear para a situacao.

Um dos elementos que se fez presente durante a discussdo, quando A2
menciona que “aqui vocé fala a mesma coisa s6 que no lugar do Y se coloca X”, diz
respeito a possibilidade de utilizar diferentes sistemas de coordenadas para
representar a relacdo de covariacdo de dois conjuntos de variaveis, como destacado
por Oehrtman, Carlson e Thompson (2008). Na fala do grupo, podemos destacar o

reconhecimento da direcdo de crescimento entre as variaveis envolvidas, e o
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reconhecimento de eventuais mudancas na taxa de crescimento sem, porém
relacionar tais mudangas com as concavidades dos graficos.

No processo de construcédo dos graficos, o grupo marcou no plano cartesiano
0s pontos dados na tabela, indo ao encontro da ideia apresentada por Carlson e
Thompson (2017) de covariagdo continua em partes (grosseira). Ha uma ideia (ndo
explicitada) de taxa de crescimento decrescente em sua representagdo, 0 que é
sugerido por um grafico que “parece tender” a um valor constante, e na descricdo do
grafico pela frase “curva crescente cdncava para baixo que se estabiliza em um
valor de y, ou seja, limite horizontal”.

De modo geral, embora os alunos tenham conseguido lidar com a situacao e
construido representacfes graficas adequadas, a concavidade dos graficos foi uma
consequéncia de uma marcacdo de pontos, e ndo uma inferéncia a partir do
conjunto de dados. Talvez o fato de os valores serem “discretos” tenha dificultado o
desenvolvimento de um pensamento continuo. Ainda que sua representacao
evidencie que as grandezas crescem a uma taxa decrescente no caso da tabela 1,
no caso da tabela 2 houve duvidas na identificacdo dessa taxa, ja que se mostraram
confusos em termos de “para onde os valores estéo indo”.

Na Tarefa do Politico, embora inicialmente o grupo tenha concordado com a
afirmacéo de que o nimero de crimes ndo estd mais crescendo, apds a discussado
perceberam que os eixos estavam “invertidos”. Assim, a tarefa possibilitou a
identificacdo de uma taxa de crescimento crescente, quando consideramos o
namero de crimes como uma funcdo do tempo. Uma reflexdo importante realizada
pelo grupo diz respeito a importancia de refletir acerca da escolha de quais variaveis
representar em cada um dos eixos em um grafico cartesiano, o que contribuiria para
a elaboracdo de ideias de RC. Trata-se de um comportamento associado a
coordenacao do valor de uma variavel em relacdo a outra, sem necessidade de
reconhecer se uma é dependente e a outra dependente (acdo mental 1, CARLSON
et al, 2002) Por outro lado, tarefas usualmente presentes em livros didaticos que
“‘insistem” em apenas explorar a ideia de nomear os eixos em varidveis dependentes
e independentes, sem discutir o que elas significam, podem levar os estudantes a
interpretacdes equivocadas.

Para a Tarefa do Depdsito Bancario, inicialmente o grupo analisado
reconhece que as grandezas envolvidas (tempo e montante) crescem com o tempo,

verbalizando uma consciéncia do sentido de mudanca de uma variavel quando é
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considerada uma mudanca no valor da outra (acdo mental 2, CARLSON et al, 2002).
Elementos importantes que se fizeram presentes nas discussdes dizem respeito a
constituicdo das quantidades envolvidas na situacdo e ao raciocinio sobre o
processo de medicdo dessas quantidades, o que fica evidenciado pelo uso de
expressodes do tipo “vai ter que construir um gréfico. Vocé coloca o valor que vai ter
na ponta. Ou contrario tanto faz e vocé coloca o tanto que ele ganha de imposto”.

Entretanto, tais discussfes giraram mais em torno das legendas e da
sobreposicao de juros com o passar do tempo, 0 que sugere uma limitacdo quanto
as potencialidades dos conceitos que ela poderia mobilizar (PONTE, 2014).

Dessa forma, conseguiram raciocinar sobre os processos de medigao,
mostrando coordenar o sentido de mudanca de uma das variaveis com a mudanca
da outra (acdo mental 2, CARLSON et al, 2002). Porém, nenhuma discusséo sobre
0 conceito de taxa esteve presente nos didlogos. No entanto, ao iniciarem a
discussdo da tarefa seguinte (Tarefa do Medicamento Injetado), conseguem
perceber elementos antes ndo discutidos, como, mostra este enunciado: “de modo
gue a quantidade de droga presente no corpo continua crescendo, mas a uma taxa
decrescente”. Assim, retomam a situacdo do depoésito e, embora ndo alterem sua
representacédo, conseguem reconhecer que a concavidade para cima (consequéncia
de sua representacédo por meio da marcagéo de pontos) refere-se a uma situacao na
qual a grandeza cresce a uma taxa crescente.

Para a Tarefa do Medicamento Injetado, ideias relacionadas ao RC fizeram-
se presentes, tais como constituir quantidades envolvidas (no caso, reconhecer a
qguantidade de medicamento no corpo como dependendo do tempo). Identificam e
imaginam mudancas em andamento com o0 exposto no trecho: “N&o, ela continua
agui depois 0, vai continuar assim... Vai terminar assim... porque o corpo [...], ela

diminui, dae depois vai ficar constante...”. Coordenam quantidades que variam
juntas e reconhecem a existéncia de taxas de variacdo no viés de crescer mais
rapido ou mais lento, ou cresce a uma taxa crescente ou decrescente. Este trecho
evidencia tais ideias: “Quantidade de droga, ela continua crescendo, mas a uma taxa
decrescente, ou seja, ela vai diminuir...”. Embasado nessa ultima frase, podemos
destacar que identificam eventuais mudangcas na taxa de crescimento, um
comportamento que pode ser associado a acao mental 4 (CARLSON et al, 2002).
Por fim, na Tarefa Perimetro e Area, utilizam o “raio” implicitamente para

analisar como area e perimetro se relacionam, no caso da praca circular. Nesse
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viés, demonstram aqui perceber que existe uma covariagdo entre as grandezas
observadas. Para ilustrar, gostariamos a guisa de ilustragdo que a forma de pensar
€ similar aquela utilizada para relacionar variaveis, na qual o tempo aparece
implicitamente. Por exemplo, no problema da garrafa, antes de relacionar
diretamente volume com altura, tem-se em mente que o volume e a altura variam
com o tempo. Trata-se do que a literatura denomina movimento fictivo (FRANT;
SILVA; POWELL), aquele em que o objeto (no caso, 0 perimetro e a area), apesar
de estatico, pode ser mais bem compreendido pelo movimento dindmico que sugere
(ambos modificam-se com o tempo).

Para a praga quadrada, inferimos que os alunos reconhecem a covariagao
entre as grandezas de forma que ambas possuem a mesma direcdo de crescimento,
porém, a taxa de crescimento do perimetro e da area altera-se conforme se aumenta
o lado do quadrado (“E como se no inicio o perimetro fosse maior do que a area e
no final, mais para frente, a &rea fosse maior que o perimetro.”). Chegam a tratar de
taxa de crescimento para ambos os casos de forma “intuitiva” e também percebem
gue as taxas envolvidas se alteram.

Em suas discussfes, os estudantes utilizam de forma superficial algumas
ideias do CDI associadas a conceitos que ja se havia se sistematizado durante as
aulas. Se observarmos, sdo listados alguns termos préprios do CDI, como, por
exemplo, “ponto maximo” e “derivar’; em especial, ao reconhecerem de forma
implicita a existéncia de uma taxa de variacdo que estad se modificando. Chegam a
“brincar” dizendo (“derivar’), ndo parece ser claro o que significa numa situacao
como essa 0 conceito de derivada, e como se relaciona com a representacao
grafica. Na fala mencionam ser importante achar esse ponto onde o perimetro deixa
de crescer mais rapido que a area (“Ah, tinha que encontrar...), embora optem por
busca-lo com base em tentativa e erro.

Ou seja, para realizar a representacdo grafica, ndo € necessario pensar em
outras formas e maneiras de refinar o conceito utilizando representacfes além da
proposta na tarefa. Nessa linha pensamento, alguns elementos discutidos dentro
dos conceitos do CDI ndo se mostram como ferramentas plausiveis no sentido de
“refinar” a discussao a fim de “melhorar” em detalhes a representacdo proposta.

Podemos observar que, mesmo ndo trazendo a baila questdes “refinadas” de
CDI, como, por exemplo, ponto de inflexdo, eles apresentam um grafico em que

ocorre uma mudanca de concavidade. Reconhecem que o grafico cresce
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inicialmente a uma taxa crescente e num dado momento (ndo explicitam no gréfico)
ele continua a crescer, porém a uma taxa decrescente. Poderiamos dizer que a
representacdo foi mais por via da ideia intuitiva da situacao do que propriamente dito
por ideias discutidas na disciplina de CDI.

Para o grupo, o momento chamado por eles de “4” representa a mudanca da
“‘velocidade” de crescimento entre as grandezas. Em sua argumentacdo, porém,
podemos observar um pensamento discreto, apresentado por Thompson (2017)
como coordenacao de valores. O olhar foi voltado inteiramente para a area e, assim,
mais no sentido variacional que propriamente covariacional (“Entdo vai saltando
bastante. 4 para 9 foi 5. De 9 para 16 foi 7. Entdo cresce muito mais”).

Em sua discussao, cogitam a possibilidade de inverter os eixos. Tal fato é
interessante e importante enquanto reconhecimento de um olhar covariacional de
situacOes, afinal parece que se desprendem da obrigatoriedade de sempre nomear
0S eixos, a grandeza tal “deve” ser representada no eixo horizontal e vice-versa.
Nesse atimo, viram a possibilidade de representar a area em funcédo do perimetro e
também ao contrario.

De modo geral, o grupo analisado mobilizou ideias relacionadas ao RC que
haviamos planejado para esta tarefa: constituir quantidades envolvidas na situacao,
por exemplo: “Agora, nesse caso, 0 perimetro cresce mais que a area”; raciocinar
sobre o processo de medicdo dessas quantidades, como exposto em “A area do
quadrado € base vezes altura. E o perimetro é a soma de todos os lados”;
imaginaram mudancas em andamento na linha de reconhecer direcdo de
crescimento e identificar mudancas de taxas de crescimento, conforme fragmento de
fala: “E como se no inicio o perimetro fosse maior do que a area e no final, mais

para frente, a &rea fosse maior que o perimetro”.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo € organizado em duas secdes, sendo que na primeira teremos
um olhar retrospectivo em relagdo a questdo de pesquisa e tece uma articulagao
com base nas analises das tarefas. J& na secdo seguinte o pesquisador reflexdes

sobre seu proprio processo de formacao durante a pesquisa.

6.1 Um olhar retrospectivo

Iniciamos os estudos que resultaram nesta dissertacdo “movido” pela intengao
de pensar uma abordagem para o ensino de funcdes, tanto no Ensino Médio quanto
no Ensino Superior, que va ao encontro, ndo de uma simples apresentacdo de
definicdo formal (Dados dois conjuntos A e B, define-se funcdo como...), mas da
compreensao da ideia essencial desse conceito: 0 aspecto covariacional das
grandezas envolvidas.

Um contato inicial com a tematica raciocinio covariacional (RC), por meio da
leitura de textos que tratavam da tematica citados no capitulo 2, aliado ao fato de
que ideias de variacdo e covariagdo sdo fundamentais para a compreensao do
conceito de funcao, servindo também como bases conceituais para a elaboragéo de
conceitos do CDI, motivou-nos a aprofundar os estudados dessa tematica.

Elencamos, entdo, como problematica para nossa pesquisa, a investigacao
das possibilidades do desenvolvimento de ideias do RC com estudantes de CDI 1,
promovidas pelo trabalho com tarefas matematicas. Para isso, organizamos tarefas
envolvendo RC. Para cada uma delas, foram escolhidas ideias do RC que poderiam
ser mobilizadas pela discusséo coletiva dos estudantes enquanto trabalhavam em
grupos, em diferentes episddios implementados em uma turma regular da disciplina
em tela. De posse dos dados provenientes dessa intervencdo, procuramos, em
nossa analise, quais dessas ideias previamente elencadas foram desveladas no
trabalho com as tarefas. Esse capitulo final € organizado a fim de apresentar, de
forma sucinta, o modo como essas ideias estiveram (ou nao) presentes nas
discussbes. Assim, identificamos algumas limitacbes na proposta, que séo, aqui,
apresentadas no intuito de realizar uma analise critica dela e de subsidiar a
organizacdo do produto educacional oriundo desta dissertagcdo. Também

explicitamos algumas questdes que ainda permanecem em aberto.
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Acerca das ideias desveladas no trabalho com as tarefas (Quadro 6), a
andlise dos dados mostrou que, em menor ou maior profundidade, todas aquelas
gue foram previamente elencadas estiveram presentes nas discussdes dos grupos
selecionados. Dessas, a constituicdo de quantidades envolvidas na situacéo e o
raciocinar acerca do processo de medicdo dessas quantidades foram ideias que se
fizeram presentes, de forma mais contundente, nas discussdes dos grupos ao lidar
com a Tarefa da Garrafa. Nela, foram reconhecidas como atributos da situacao,
passiveis de medicdo, a quantidade (volume) e a altura de agua na garrafa como
variaveis explicitas e que covariam com o tempo. O reconhecimento da variacéo do
raio das secOes transversais da garrafa ao longo do tempo, por sua vez, foi
fundamental para a investigacdo da representacdo grafica da relacdo entre essas
variaveis, bem como a investigacdo da concavidade desses graficos. Além disso,
mobilizaram a compreenséao das taxas de variagao envolvidas no contexto proposto.

A constituicdo de quantidades também foi evidenciada nas tarefas Depdsito
Bancéario, Medicamento Injetado e Relacdo Entre Perimetro e Area, porém de
uma maneira mais “automatizada”, possivelmente pela presenca de termos
indutores presentes nos enunciados, como “quantia depositada”, “quantidade de
droga” e as préprias palavras area e perimetro. No caso dessas Uultimas, a
constituicdo das variaveis “auxiliares”, lado do quadrado e raio do circulo, estiveram
presentes como auxiliares de um movimento fictivo envolvendo area e perimetro.
Assim, o grupo analisado conseguiu, por exemplo, pensar em uma relacdo entre a
area e o perimetro das pracas e representa-la graficamente fazendo uso dessas
variaveis auxiliares. Fomentar um “modo de pensar” nessa relacdo sem fazer uso
dessas varidveis auxiliares (seja reorganizando a tarefa, ou planejando a
intervencdo do professor nas discussdes) é uma questdo que foi suscitada pela
analise dos dados e que ainda permanece em aberto.

Reconhecer que os grupos em analise foram capazes de imaginar medidas
de quantidades variando continuamente foi um aspecto com o qual tivemos alguma
dificuldade em lidar, em especial pelo modo como os dados foram coletados (uso de
audio). Tal inferéncia ocorreu porque, em diversos momentos e nas varias tarefas,
0S grupos esbocaram curvas continuas (Figuras 3 a 6, e 11 a 14) representando a
relacdo entre as varidveis envolvidas, evidenciando o reconhecimento de uma
variacdo. Os grupos lancavam mao de marcacdo de valores discretos no plano

cartesiano, que eram “ligados” de forma intuitiva, sem demonstrar uma clareza de
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por que estavam sendo ligados aqueles pontos (mais um ato mecanico, resultante
de um processo de ensino vivenciado durante sua escolarizagdo). Assim, por
exemplo, um mesmo grupo oscila entre representag¢des construidas “sem tirar o lapis
do papel” e representacdes elaboradas a partir da marcacéo de pontos discretos.

Em sua totalidade, as tarefas permitiram aos estudantes transitar entre varios
registros de representagdo, potencializando assim a exploragdo de ideias
relacionadas a coordenacdo entre as quantidades envolvidas, em especial o
reconhecimento de que havia quantidades envolvidas na situacdo que poderiam ser
relacionadas. A importancia das multiplas representacbes de um conceito,
destacada por Oehrtman, Carlson e Thompson (2008) e Ponte (2005) esteve
presente, mais especificamente: no caso da Tarefa da Garrafa e do Medicamento
Injetado, o uso da linguagem natural e da representacao grafica; no caso da Tarefa
das Tabelas, e a articulagdo entre as representacdes numéricas e graficas (porém,
sem muito sucesso em termos do objetivo que se tinha nessa tarefa, no caso do
grupo analisado). Nas demais, estiveram presentes representacdes envolvendo
linguagem numérica e linguagem natural. No caso da Tarefa Relacdo entre
Perimetro e Area das Pracas, também a linguagem algébrica. Reconhecemos que
esse aspecto ressalta as potencialidades das tarefas propostas para uma
ressignificacdo do conceito de funcéo, visto que ampliam a abordagem usualmente
presente em livros tanto do Ensino Médio quanto de CDI que tratam desse conceito,
uma vez que, em geral, privilegiam em demasiado a linguagem algébrica.

O reconhecimento da direcdo de crescimento e da existéncia de taxas de
variagao (ou eventuais mudangas nessa taxa, como no caso da Tarefa da Garrafa e
Tarefa do Medicamento Injetado) fez-se presentes nas discussdes. Assim, por
exemplo, reflexdes a partir de expressdes presentes no enunciado, como por
exemplo, “continua crescendo, mas a uma taxa decrescente” foram importantes para
a mobilizacédo dessas ideias.

Entretanto, em varios momentos, embora os alunos parecessem verbalizar
compreender a situagao, falhavam ou “travavam” nas representagdes. O comentario
“‘Eu acho que essa relagdo que a gente fez desse raio vai complicar a vida” surge
qguando tentam riscar um possivel grafico que parece nao ilustrar uma situacao
passivel de representacdo. Em varios momentos durante a realizagdo das tarefas,
de modo geral, varios grupos deparavam com situagfes que, para eles, pareciam

nao ser passiveis de representacdo grafica. De um modo informal, parece que,
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embora em suas falas parecessem reconhecer a covariacdo entre as grandezas
envolvidas, “faltava mao” para organizar uma representacao grafica. Para a tarefa
em tela, isso ocorreu no momento em que o grupo buscava representar a relagéo
entre o raio das secfes transversais e o tempo, relacdo que néo se classifica como
uma fungao (sempre ha dois “instantes” simétricos em relagdo ao meio da garrafa na
qual os raios coincidem). Assim, a concavidade dos graficos “surgia” mais como
consequéncia de ligar pontos marcados no plano cartesiano, ou pela inferéncia da
relacdo de crescimento entre as variaveis envolvidas, e ndo pela analise do modo
COMo essas variaveis cresciam.

Se observarmos diversas representacdes gréficas, inferimos que, embora na
analise tenham mostrado compreender elementos relacionados ao RC, néo
souberam como representar graficamente a relacdo entre as grandezas enredadas.
Esse “faltar m&o” é uma questdo que emergiu de nossos dados e que permanece
em aberto, demandando maior aprofundamento tedrico, tanto na busca de
compreendé-la, quanto para subsidiar reformulacbes nos enunciados ou no
sequenciamento das tarefas.

Por fim, chamou-nos a atencédo, nas discussdes dos grupos, a falta de
articulacéo das tarefas com ideias do CDI que estavam sendo estudadas naquele
semestre. Varios conceitos ja “vistos” em aula n&o foram utilizados como
ferramentas que pudessem auxiliar a “refinar” a ideia a ponto de dar um nome a uma
mudanca nas taxas de variacdo (ponto de inflexdo) e suas implicacdes no que tange
aos conceitos do CDI, tais como crescimento a uma taxa crescente ou decrescente
(derivada positiva ou negativa naquele intervalo). Esse foi um aspecto que nos
deixou, de algum modo, “frustrados” com o trabalho em andamento na turma. As
tarefas aqui analisadas e a dinAmica de aula proposta (episédios de resolucédo de
tarefas) nao foi algo pontual, mas, ao contrario, bastante frequente ao longo do
semestre.

Ajustes no enunciado de algumas tarefas e no modo de conducao do trabalho
mostraram-se, assim, necessarios. Nessa linha, concluimos que algumas tarefas
poderiam ser alteradas no sentido de fazer alguns questionamentos mais explicitos
tais como: apos algum periodo o crescimento se torna mais ou menos acelerado? A
taxa de crescimento € maior no come¢o ou mais ao final da situagdo? Para as
situacdes que envolvem mudanga na taxa de variacdo, inicialmente, a concavidade

€ voltada para baixo ou para cima? E, posteriormente, se inverte? A que se deve
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esse comportamento? Em que momento da situacdo as concavidades se alteram?
Na situagcao, o que podemos destacar em relagdo a crescimento a taxas crescentes

e decrescentes?

6.2 Um olhar introspectivo®®

Alguns dias atras iniciava a escrita deste texto, nha memdria um leque de
caminhos e possibilidades “martelavam” meus pensamentos, o desejo de aproximar-
se de um bom ou até mesmo de um excelente texto de dissertacdo era a meta
maior. Dispor de ideias e materiais, que eram muitos, de forma organizada e clara a
fim de que algumas destas laudas pudessem servir de, algum modo, a somar
conhecimentos aos saberes de outros.

Neste atimo, ndo somente olhando para elaboracdo da dissertacdo, mas para
0 mestrado como um todo, percorri caminhos por disciplinas que me permitiram
reflexionar sobre praticas de ensino adotadas até entdo. Nestes tive contato com
algumas metodologias de ensino que somaram a minha didéatica, elenco aqui
algumas delas: Ethomatematica, Matemética Realistica e Modelagem Matemética.

Das experiéncias vividas, das pessoas que conheci, dos autores que li, dos
eventos que participei, do estagio de docéncia, das disciplinas cursadas, dos grupos
de estudos, dos resumos/resenhas/artigos produzidos, dos estudantes que
participaram do cenario de pesquisa, todos estes, com certeza trouxeram
aprendizado, meu coragdo se alegrou, tinha comigo uma frase ja antiga: “valeu a
pena ter vindo hoje”, pois, percebia que naquele momento havia aprendido algo de
novo, e assim me transformado, acredito que para melhor. Aos meus olhos, ser
melhor € ser um humano mais humano, € ser entendido pelos estudantes (transitar
por bons exemplos, que some ao conhecimento em tela), € permitir as pessoas
conhecerem um lado da ciéncia nem sempre apresentado por alguns livros
didaticos, é ser ponte entre o 6dio e o amor pelo saber.

Por final, dias atras assisti um video que resumo brevemente: em um quarto
de hospital estava dois homens, um que néo estava enxergando e outro a espera de
um procedimento cirdrgico. Aquele que ndo enxergava com frequéncia perguntava

ao seu parceiro como estava la fora, em uma das respostas relatava que na praca

'8 Esta sec¢do sera escrita em primeira pessoa do singular.
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estava um casal de namorados trocando flores, mas que naquele momento nao
terminaram com um beijo. Num préximo dia, novamente a mesma pergunta, como
esta la fora? O seu amigo entdo simula levantar a cabeca e relata, la esta alguém
sentado a espera do seu par, quando entdo chega segurando um buqué de flores e
um anel, e dessa vez se beijam apds a entrega. O ouvinte se alegra com a situagao
narrada. No outro dia, pela manh& a enfermaria vem buscar o relator para a cirurgia.
ApoOs algumas horas a enfermeira retorna ao quarto para arrumar a cama, quando
entdo o colega de quarto pergunta, quem esta ai? A enfermeira responde: ele nao
resistiu. Bastante triste, o homem que n&o enxergava, pede um favor para ela:
poderia me contar o que vocé vé |4 fora? Ela abre a cortina e responde: ndo tem
nada la fora, apenas uma parede.

Tendo como pano de fundo esse video, tenho um desejo forte comigo
enquanto humano e professor, que eu possa transformar paredes em histérias que
alegrem os coragfes daqueles que me ouvem. Nesse viés, hoje tenho, por exemplo,
uma ferramenta que tende a somar a este desejo, chama-se Raciocinio

Covariacional, é lindo!
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APENDICE - Tarefas aplicadas durante o processo de coleta de dados e
a escrita do texto da dissertagcéo

Durante a realizacdo desta pesquisa, dividimos as tarefas em um conjunto de
5 tarefas, A, B, C, D e E, na mesma ordem de aplicacdo, ou seja, o conjunto A foi o
primeiro grupo a ser aplicado e assim por diante.

A) Tarefas aplicadas: Construcédo de Uma Pracga;

B) Tarefas aplicadas: Tarefa da Garrafa;

C) Tarefas aplicadas: Tarefa Dynagraphs;

D) Tarefas aplicadas: Tarefa das Tabelas, Tarefas do Politico, Depdsito
Bancario, Medicamento Injetado, Tarefa do Boato, Tarefa Descreva a Situacao
e Tarefa Escuro ou Frio;

E) Tarefas aplicadas: Tarefa da Bola no Lago, Tarefa Relagdo Entre Perimetro e
Area, Tarefa Variacdo da Temperatura e Tarefa da Garrafa.

Durante o processo de elaboracéo e/ou escolha dessas tarefas, tinhamos em
mente que elas permitiiam aos envolvidos pensar de forma covariacional. As
situacdes foram escolhidas tendo como pano de fundo as multiplas representacdes
dos estudantes enquanto lidavam com as situag0es. Vale ressaltar que, durante as
realizacbes, objetivando os registros, utilizamos audios, filmagens, producdes
escritas e diario de campo (o autor). Ao derredor, a titulo de exemplo, da situacéo
apresentada na tarefa D (tarefa 1) realizamos uma filmagem'® dos estudantes
engquanto pensavam na situacdo a fim de corroborar a ideia apresentada por Frank
(2017).

Em suma, tivemos os referenciais listados no texto de dissertacdo como
norteadores na escolha das tarefas aqui apresentadas. ISso posto apresentamos as

tarefas aplicadas durante a pesquisa e a escrita do texto de dissertacao.

A) Construcao de Uma Praca
Esta tarefa teve sua génese em contato com a apresentacdo da professora
Ligia Amparo numa Taller (oficina) no CIBEM 2017 (Madrid), intitulada EL

!9 Na dissertacéo (p.26) apresentamos alguns prints da gravacao.
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CONCEPTO DE FUNCION COMO COVARIACION EN LA ESCUELA SECUNDARIA
(Universidad del Valle, Colombia).

Em estudos posteriores, identificamos que essa oficina é fruto de um texto de
Magister (mestrado) dos autores Grueso e Gonzalez intitulado EL CONCEPTO DE
FUNCION COMO COVARIACION EN LA ESCUELA em Santiago de Cali, octubre
(outubro) de 2016. Abaixo (Figura 15) apresentamos o texto original. No trabalho, o
autor apresenta outras situacdes, mas, aqui ndo € de nosso interesse apresenta-las

integralmente.

Figura 15.
CONSTRUCCION DE UNA PLAZOLETA

D

""" ‘1|‘ SITUACION 1: Introduciendo la covariacién mediante las
medidas de la plazoleta

*
:
i Zona verde
#=  Se desea construir una plazoleta en forma rectangular dentro
de un terreno cuadrado de 80m de largo. La condicion es que
cada vértice de la plazoleta debe quedar sobre uno de los lados
del terreno, una vez construida la plazoleta, las zonas restantes
se reservaran para sembrar arboles, es decir seran zonas verdes

(ver grafica).
i
E"; A ¢Qué tan largo debe ser el segmento DE, para que el drea de
e S e e S e la plazoleta sea mdxima?

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Construcédo da Praca:
Deseja-se construir uma praca em forma retangular dentro de um terreno quadrado
de 80 m de largura. A condicdo é que cada vértice da praca deve estar sobre um
dos lados do terreno. As partes restantes seréo utilizadas como area verde.

A) Faca algumas representacdes do formato que a praca pode ter (minimo 3
representacoes).

B) Nessa situacao, o que se pode medir?

C) As grandezas listadas acima se relacionam?

D) Representar graficamente algumas das relagdes apresentadas.

B) Tarefa da Garrafa
Esta tarefa € uma situacdo classica dentro das discussGes ao derredor do
Raciocinio Covariacional, por exemplo, Carlson (1998), Carlson et al. (2002),

Carlson, Oerhrtman e Engelke (2010) e Thompson e Carlson (2017).
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Texto que apresentamos como proposta da Tarefa da Garrafa:
Agua é derramada em um vaso a uma taxa constante. Use essa informagdo e a
forma do vaso para responder as perguntas a seguir.
a) O que vocé entende por taxa constante de derrame de
agua nessa situagcado?
b) Imagine a cena do vaso sendo enchido e escreva o que
vocé acha que pode ser medido nessa situacéao.
c) Esboce um grafico que relacione a altura de agua na

garrafa com o passar do tempo. Explique o raciocinio que

levou ao seu esboco.

Abra o aplicativo 1 de ajuda (https://virtualmath.hva.nl/Babylon/helpl-3d.html) e
acione o enchimento do vaso. Perceba os intervalos de tempo, a variagao da altura
e a queda da agua. Nesse aplicativo, o usuério clica em um bota com temporizador
(inicia em 10 segundos até zerar) e assim vai preenchendo o vaso com “agua’.

A partir disso, vocé acha que alguma de suas respostas, a), b) e c), estdo
incorretas? Se sim, responda-a novamente e explique o qué e o porqué vocé acha

que esta incorreto. Se ndo, va para a proéxima questao.

Segue alguns prints do aplicativo mencionado.



https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html
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Fonte: https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html data de acesso 08/09/2017

d) Construa graficos que relacionem as diferentes grandezas envolvidas nessa

situacao.

As tarefas que seguem, a partir do item d, foram selecionadas para aplicacéo, porém
nao foram utilizadas. As situacdes foram elaboradas pelos autores, com contribuicdo

do estudante de iniciacéo cientifica?® Daniel Daré.

e) Agora, considerando que todos 0s vasos seguintes tém a mesma altura, esboce

graficos da altura em funcao do volume.
) @) 3) ) ) (6)

Para auxiliar, utilize-se do aplicativo de ajuda 2 (Problema do vaso — Dynagraph). E
possivel mudar as formas do vaso clicando em “Change vase chape”. A janela de
visualizagdo 2 traz um Dynagraph, uma relacdo entre a altura e o tempo, para
auxiliar a visualizacdo da situacdo. Nesse aplicativo o usuario pode movimentar os x

vermelhos dando o formato desejado ao vaso.

20 Apresentamos mais detalhes no texto da dissertacédo (pagina 46).


https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html

Abaixo alguns prints do aplicativo supracitado.

Arauivo Editar Exibir Opses Femamentas Janale Ajuda

Arauivo Editar EXDIf Opsdes Ferramenias Janeis Ajuds

Gl b @ ) N e

= Jamois e Vissstzagio X|» o Viniagioz 5 | [ varw oo vsmioagse [ s e Voo =
S e
= = =& =
altura alura
: \ L
.
Enfrada: Entrada: @
Arcuivo Editar Exibir OpsSes Ferramentas Janels Ajuds Arquive Editer Exibir Opges Ferramentas Jenele Ajuda
. a2 = < . -2 El
[l AL B @ O] 4N e 2 4 ol I | Y 2 S (o] ] PN T
" X/ | ¥ Janeis de Visuskzacho 2 X ~ Jansla de Visualizagao X b Janels ce Visusiizagsa 2 x
LE=4
[===) = === = =] ==
s
\ P \ T
4 5 B 10 12 W 15 - R N N
Entraca: @ Enirsas: (2]
Arquivo Editar Exbir OpoSes Feramentss Janela Ajuda | Arguivo Editar Exibir Op;Bes Ferramentas Janela Ajuda
. an2 . =2 o c
Y PR S ol w1 PR E Y = ORI PaER S oll«]FARNIFEINES N
¥ Janela de Visualizagao X | b Janeis de Visuskzagso 2 x ¥ Janela de Visualizagao K[| ¥ Janeis de Visualizaco 2 X
ACw
= = = &= = = ==
i 7 [
\ Tima Time
e — — o

Fonte: Os autores e Daniel Daré.

Esboce o gréafico do recipiente
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f) O que mudaria nos graficos se partissemos de vasos cheios e assumissemos que

estivessem furados na parte inferior, esvaziando-se ao longo do tempo a taxa

constante?

g) A partir dos esbocos de graficos a seguir, represente 0s possiveis vasos que

podem té-los originado.



(altura)

(tempo)
(Volume)
o s s e 0 " (altura)
(altura)
3
25
2
15
1
0s
(volume)

C) Tarefa Dynagraphs
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Tarefa embasada nos autores Goldenberg, Lewis e O'keefe, os quais

discutem representacfes dinamicas em torno do conceito de funcdo. Os autores

denominam a ideia em Dynagraphs. Podemos entender a ideia como duas linhas

horizontais paralelas e ao mover o ponto sobre a linha localizada na parte inferior

(somente nessa linha ha valores explicitos), dinamicamente move-se a linha
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superior. Vale ressaltar que utilizamos o software GeoGebra como ferramenta para a
realizacdo desta tarefa.

Observacéo: Essa ideia é apresentada na obra The Concept of Function —
Aspects of Epistemology and Pedagogy. Dos editores: HAREL, Guershon;
DUBINSKY (1992, p. 235).

Texto que apresentamos como proposta da tarefa Dynagraphs:

1 — O que é possivel observar nessa tela? (a seguir apresentamos as imagens Dyna
1,2,3e4)

2 - Se vocé fosse fazer uma ligacdo para alguém descrevendo 0 que esti

representado na tela, como seria sua descricdo? (escreva como falaria)

3 — Existe alguma coisa que muda e a outra ndo? Pode-se afirmar que ha relacdo

entre as partes que aparecem na tela?

4 — Se fosse criar algo que mostrasse a forma como as partes estdo se
relacionando, como seria sua representacdo? E possivel um modelo algébrico? E

que tal tentar representar graficamente a situacao?

5 — Utilize seus dedos como recurso para explicar para seu amigo a forma como

estdo variando as grandezas envolvidas.

6 — As variacbes existentes sdo iguais para os dois pontos em movimento
observados em cada situacéo, ou seja, a variacdo do ponto deslizante é também a
do ponto que se move de acordo com o deslizante?

Abaixo trazemos alguns prints da tarefa que apresentamos como proposta da tarefa

(chamaremos de Dyna 1, 2, 3 e 4):
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SEE [o
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D) Esta aplicacdo foi composta pelas 7 tarefas abaixo denominadas:

Tarefa das Tabelas

Esta tarefa foi adaptada da literatura: Fungbes para modelar variagdes:
uma preparacdo para o calculo. Connally, Varriale e Roque(2009). A adaptacéo foi
em torno da ideia “descrever para uma pessoa que nao esteja vendo o grafico”.

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa das Tabelas:
Como vocé descreveria, para uma pessoa que nao esteja vendo o grafico, cada uma

das funcdes descritas por meio das tabelas abaixo.
X 0 1 3 6
f(x) 1 1,3 1,7 2,2
X 12 15 18 21
h(x) 21,40 21,53 21,75 22,02

As Tarefas do Politico, Depodsito Bancario, Medicamento Injetado e
Tarefa do Boato tiveram como referéncia a literatura: Fungbes para modelar

variacdes: uma preparacao para o calculo. Connally, Varriale e Roque (2009).
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Tarefa do Politico

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa do Politico:
Um politico concorrendo a reelei¢do declarou que o niumero de crimes violentos néo
esta mais crescendo e que, atualmente, esta sob controle. O gréafico apresentado na

figura abaixo confirma essa afirmacgao? Por que sim ou por que néo?

Tarefa do Depésito Bancario

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Deposito Bancério:
Quando se faz um depdsito bancario, a quantia depositada na conta cresce
lentamente no inicio. A medida que o saldo vai aumentando, a quantia de dinheiro
cresce mais rapidamente, visto que a conta vai recebendo os juros sobre 0s novos

juros e também sobre a quantia original. Faca uma representacao dessa situacgao.

Tarefa Medicamento Injetado

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Medicamento Injetado:
Quando um medicamento é injetado na circulacdo sanguinea de uma pessoa, a
guantidade da droga presente no corpo comeca a crescer rapidamente. Se a pessoa
toma injecOes diarias, o corpo metaboliza a droga, de modo que a quantidade de
droga presente no corpo continua crescendo, mas a uma taxa decrescente. Por fim,
a quantidade se torna constante em um nivel de saturacao. Construa um grafico que

represente essa situagao.

Tarefa do Boato

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa do Boato:
Quando surge um boato, o nimero de pessoas que 0 ouviram comeca crescendo
lentamente. A medida que o boato se espalha, a taxa de crescimento torna-se maior

(a2 medida que mais pessoas continuam a contar o boato aos seus amigos), em
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seguida, diminui novamente (quando quase todos ja ouviram). Como se poderia

representar essa situacao?

Tarefa Descreva a Situagéao

A Tarefa Descreva a Situacdo € de autoria do Professor e Pesquisador
desta pesquisa.

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Descreva a Situacao:
Descreva uma situacdo (de modo analogo ao apresentado
nas guestdes anteriores) cuja representacao corresponda
ao grafico ao lado. Em seguida, construa uma tabela que

possa representar esse grafico.

Tarefa Escuro ou Frio

A Tarefa Escuro ou Frio foi adaptado da literatura: Calculo e aplicacdes.
HUGHES-HALLETT et al.(1999).

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Escuro ou Frio:
Vocé esta sozinho em seu quarto mal iluminado e mal aquecido e acende uma Unica
vela, de forma a “espantar a amaldigoada escuriddo”. Deprimido com a situacgao,
vocé caminha, afastando-se da vela, suspirando (mas sem apagéa-la). A temperatura
(em °C) e a iluminacéo (em % da capacidade da vela) decrescem a medida que sua
distancia (em metros) da vela aumenta. Na verdade, vocé tem tabelas mostrando a
situacdo. Suponha que vocé sente frio quando a temperatura esta abaixo de 4,5° C e
que vocé estard no escuro quando a iluminacao é no maximo 50%. Vocé estara no

escuro antes de sentir frio ou vice-versa? Explique.

Distancia(m) Temp(° C) llum(%0)
0 13,0 100
0,30 12,4 84
0,55 12,0 75
0,90 10,9 67
1,30 10,0 60
1,70 8,3 56
2,00 6,4 53
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E) Esta aplicacéo foi composta por 4 tarefas abaixo denominadas:

As proximas 4 tarefas, sdo embasas na proposta apresentada por Carlson,
Oehrtman e Engelke (2010) na obra; The Precalculus Concept Assessment: A

Tool for Assessing Students’ Abilities and Understandings.

Tarefa da Bola no Lago

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa da Bola no Lago:
Uma bola é lancada em um lago, criando uma onda circular que aumenta a uma
velocidade de 5 cm por segundo. Representar, de duas maneiras diferentes, uma

relacdo entre a area A da onda e o tempo.

Tarefa Relacdo Entre Perimetro e Area

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Relacdo Entre Perimetro
e Area:
Construir um grafico que relacione o perimetro e a area de uma pracga supondo que
ela tenha formato:
a) Circular b) Quadrado

Tarefa Variacdo da Temperatura

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa Variagdo da
Temperatura:
O gréafico abaixo fornece a taxa de variagdo da

temperatura de certo material ao longo do

tempo. Esboce o gréfico da temperatura nesse /
. | |
mesmo intervalo de tempo. Assuma que a : ~—. .

temperatura no tempot=0 € 0° C.

Tarefa da Garrafa

Texto que apresentamos como proposta da Tarefa da Garrafa:

Imagine que estejamos enchendo a garrafa representada na figura
ao lado com agua a uma taxa de derrame constante. Construir
dois possiveis graficos que relacionem a altura com a quantidade

de agua na garrafa.
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ANEXO - Produto Educacional



