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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo identificar e caracterizar manifestagdes do pensamento
geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao trabalharem com tarefas
matematicas que visavam introduzir o Teorema de Pitdgoras. Foi utilizada a teoria de van
Hiele para caracterizar o pensamento geométrico dos estudantes e a abordagem do Ensino
Exploratorio para resolver as tarefas matematicas ao longo das aulas. Foram conduzidas seis
aulas, cada uma com duragdo de 50 minutos, junto a uma turma do 9° ano do Ensino
Fundamental, em uma institui¢do publica de ensino do Estado do Parani, na qual a
pesquisadora era a professora regente. Os dados analisados foram produzidos a partir das
gravagoes em audio das discussoes realizadas em sala de aula. Na primeira tarefa, os alunos,
ao manipularem os palitos, frequentemente manifestaram o nivel 0 de visualiza¢do ou
reconhecimento. Indicios de progressdo para o nivel 1 de andlise surgiram, sobretudo, nas
interagdes com a professora, que incentivava a discussdo. Contudo, os alunos do grupo
analisado nao chegaram, de forma auténoma, a enunciar a condi¢ao de existéncia de um
triangulo, cabendo a professora formalizar essa ideia, apos contribui¢des de outros grupos. Na
Tarefa 2, os alunos apresentaram progresso significativo no pensamento geométrico, passando
do nivel 0 de visualiza¢do ou reconhecimento para os niveis 1 de andlise e 2 de dedugdo
informal ou ordenagdo, com alguns indicios do nivel 3 de dedugdo formal, especialmente nas
fases de discussdo e sistematizacdo conduzidas pela professora. A Tarefa 3, embora reduzida
e desenvolvida de forma apressada, também revelou evidéncias do avango dos alunos pelos
niveis da teoria de van Hiele, com a maioria consolidando suas compreensdes no nivel 2 de
deducdo informal ou ordenagdo e apenas alguns demonstrando indicios do nivel 3 de
dedugdo formal, ao aprofundarem sua compreensdo sobre o Teorema de Pitdgoras. Pode-se,
por fim, afirmar que a professora, em um ambiente de Ensino Exploratorio, criou condigdes
para que os estudantes avancassem gradualmente pelos niveis do pensamento geométrico. No
entanto, reflexdes e ponderacdes a respeito do Ensino Exploratorio podem ser feitas, como o
cuidado que o professor deve ter ao fazer comentarios durante o trabalho autonomo dos
alunos, de modo a ndo lhes indicar a estratégia a seguir, reduzindo, assim, o desafio
intelectual das tarefas; e a gestdo do tempo, evitando iniciar uma tarefa em um dia e finalizar
somente em outro dia de aula. Por se tratar da primeira experiéncia da professora com a
abordagem do Ensino Exploratorio, as reflexdes sobre os desafios de se incorporar tal
abordagem de ensino em sua propria pratica tém potencial para trazer aprendizagens
profissionais que possivelmente terdo impactos em sua pratica no futuro.

Palavras-chave: Anos Finais do Ensino Fundamental. Pensamento Geométrico. Teoria de
van Hiele. Teorema de Pitagoras. Ensino Exploratorio.



TOGINHO, Elisangela Udeliza. Exploratory Teaching and the Pythagorean Theorem: an
analysis of the manifestations of Geometric Thinking. 2024. 149 pages. Dissertation
(Master’s in Mathematics Teaching) — Federal Technological University of Parana, Londrina,
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ABSTRACT

This research aims to identify and characterize manifestations of geometric thinking in
students in the 9th grade (students aged 14-15) when working with mathematical tasks that
aim to introduce the Pythagorean Theorem. van Hiele's theory was used to characterize
students' geometric thinking, and the Exploratory Teaching approach was used to solve
mathematical tasks throughout classes. Six classes were conducted, each lasting 50 minutes,
with a 9th grade class, in a public educational institution in the State of Parana, in which the
researcher was the leading teacher. The data analyzed were produced from audio recordings
of discussions held in the classroom. In the first task, students, when manipulating the sticks,
often demonstrated level 0 of visualization or recognition. Evidence of progression to level 1
of analysis emerged, above all, in interactions with the teacher, who encouraged discussion.
However, the students in the group analyzed did not independently state the condition for the
existence of a triangle, leaving the teacher to formalize this idea, after contributions from
other groups. In Task 2, students showed significant progress in geometric thinking, moving
from level 0 of visualization or recognition to levels 1 of analysis and 2 of informal deduction
or ordering, with some signs of level 3 of formal deduction, especially in the discussion
phases and systematization led by the teacher. Task 3, although reduced and developed in a
hurried manner, also revealed evidence of student's advancement through the levels of van
Hiele's theory, with the majority consolidating their understanding at level 2 of informal
deduction or ordering and only a few demonstrating evidence of level 3 of formal deduction,
as they deepen their understanding of the Pythagorean Theorem. Finally, it can be said that
the teacher, in an Exploratory Teaching environment, created conditions for students to
gradually advance through the levels of geometric thinking. However, reflections and
considerations regarding Exploratory Teaching can be made, such as the care that the teacher
must take when making comments during the students' autonomous work, so as not to
indicate to them the strategy to follow, thus reducing the challenge of intellectual tasks; and
time management, avoiding starting a task on one day and finishing it only on another class
day. As this is the teacher's first experience with the Exploratory Teaching approach,
reflections on the challenges of incorporating such a teaching approach into her own practice
have the potential to bring professional learning that will possibly have an impact on her
practice in the future.

Keywords: Geometric Thinking. van Hiele's theory. Pythagorean theorem. Exploratory
Teaching.
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INTRODUCAO

Esta pesquisa faz parte dos trabalhos realizados pelo Grupo Matematica Escolar:
Praticas, Pesquisas e Estudos (MEPPE), vinculado a Universidade Tecnolégica Federal do
Parana (UTFPR) campus Londrina, que se dedica a investigar e analisar os processos de
ensino e de aprendizagem de diferentes temas matematicos ensinados na Educacdo Basica.
Entre esses temas, destaca-se o Teorema de Pitagoras!, objeto de estudo nesta pesquisa.

A escolha por investigar sobre geometria, em particular sobre o Teorema de Pitagoras,
foi da propria pesquisadora, autora deste trabalho, a partir de sua pratica docente e da
percepcao de que muitos de seus alunos apresentam dificuldades na aprendizagem desse tema.

Desse interesse pessoal e considerando que o mestrado profissional busca “[...] formar
docentes capazes de elaborar perguntas de pesquisa que emergem de sua pratica, apreendendo
referenciais tedrico-metodologicos capazes de auxilia-los a problematiza-la” (Rizzatti et al.
2020, p.3), surge, entdo, a necessidade de buscar compreender (tedrica e metodologicamente)
formas de investigar a propria pratica da docente.

Ao longo do ano de 2021, durante os encontros do Grupo MEPPE e leituras realizadas,
como, por exemplo, Leivas (2012), Cargnin, Guerra e Leivas (2019) e Braga e Dorneles
(2011), surgiu o interesse em conhecer e explorar caracteristicas do chamado pensamento
geométrico na perspectiva de van Hiele. A teoria do desenvolvimento do pensamento
geométrico de van Hiele ¢ uma abordagem importante para o ensino de Geometria, pois busca
entender como os alunos constroem o pensamento geométrico em diferentes niveis de

desenvolvimento cognitivo. De acordo com Van de Valle (2009, p. 439, destaque do autor),

Nem todas as pessoas pensam sobre as ideias geométricas da mesma maneira.
Certamente, noés ndo somos todos iguais, mas somos todos capazes de crescer e
desenvolver nossa habilidade de pensar e raciocinar em contextos geométricos. A
pesquisa de dois educadores holandeses, Pierre van Hiele e Dina van Hiele- Geldof,
tem fornecido insights quanto as diferengas no pensamento geomeétrico € como essas
diferencas sdo estabelecidas.

! Nesta pesquisa, utilizamos o termo “Teorema de Pitigoras”, mas reconhecemos, conforme aponta Roque
(2012, p. 78), que a “escassez das fontes, somada a convergéncia interessada dos Unicos textos disponiveis,
nos permite duvidar até mesmo da existéncia de um matematico de nome Pitagoras”. De acordo com a autora,
ndo se sabe ao certo se a Matematica atribuida a Pitdgoras ¢ uma criacdo de um matematico chamado
Pitagoras, de integrantes de uma escola antiga chamada pitagorica (mas ndo de Pitagoras), ou dos
neoplatonicos ¢ neopitagoéricos da Antiguidade (Roque, 2012). Para mais informagdes sobre esse debate,
sugere-se a leitura do livro “ Histéria da matematica: Uma visdo critica, desfazendo mitos e lendas”, da autora
Tatiana Roque.



12

Segundo van Hiele, os alunos passam por cinco niveis distintos? de pensamento
geométrico, cada um caracterizado por diferentes formas de pensar sobre as figuras e
propriedades geométricas (Kallef et al., 1994). Essa teoria enfatiza a necessidade de se
considerar o nivel de pensamento do aluno ao planejar tarefas e abordagens de ensino em
Geometria.

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a Geometria ¢ uma das cinco unidades
tematicas (Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e medidas e Probabilidade e estatistica)
que compdem o curriculo de Matematica para o Ensino Fundamental. De acordo com a
BNCC, “A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do conhecimento”
(Brasil, 2018, p. 271).

A BNCC também indica a necessidade de se desenvolver o pensamento geométrico
nos estudantes. Conforme o documento, “Esse pensamento ¢ necessario para investigar
propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes” (Brasil,
2018, p. 271). Tem-se, portanto, a necessidade de se investigar formas de promover o
desenvolvimento do pensamento geométrico em estudantes nos diferentes niveis de ensino.

Uma abordagem de ensino apropriada para promover o desenvolvimento do
pensamento geométrico ¢ a do Ensino Exploratorio, pois visa criar um ambiente de
aprendizagem interativo, em que os alunos sdo incentivados a explorar, investigar e discutir
conceitos matematicos de forma ativa e autonoma (Canavarro, 2011). Nessa abordagem, os
estudantes sdo colocados no centro do processo de aprendizagem, sendo desafiados a
construir suas proprias ideias e solucdes, o que promove um entendimento mais profundo e
significativo dos conceitos abordados.

A teoria de van Hiele foi empregada como uma ferramenta para a compreensao das
complexidades inerentes ao pensamento geométrico. Essa compreensao foi instrumental na
concepcdo e adaptagdo de tarefas matemadticas especificas relacionadas ao Teorema de
Pitagoras, as quais foram projetadas para serem integradas as aulas de Matematica seguindo a
abordagem do Ensino Exploratério. O enfoque primordial dessa abordagem foi direcionado
ao aprimoramento do pensamento geométrico dos alunos participantes. Com o intuito de
atingir esse proposito, foram conduzidas seis aulas, cada uma com a extensdo de 50 minutos,
junto a uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental, em uma instituicdo de ensino estadual

no Estado do Parand. Essas aulas foram realizadas no més de dezembro de 2022. O corpus de

2 Mais detalhes sobre este referencial tedrico serdo dados no Capitulo 2.
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dados subjacente a esta pesquisa foi obtido através das gravacdes em audio das discussoes
coletivas entre os alunos e a docente durante o transcorrer das aulas, proporcionando uma
base rica e substancial para a andlise critica das manifestacdes do pensamento geométrico
durante esse processo educacional.

Considerando a implementacdo de tarefas matematicas centradas no Teorema de
Pitagoras, adaptadas a teoria de van Hiele e incorporadas a abordagem do Ensino
Exploratorio, surge a seguinte indagacao: como se manifestam e quais sao as caracteristicas
do pensamento geométrico dos estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental durante a
execuc¢ao dessas tarefas?

O objetivo desta pesquisa ¢ identificar e caracterizar manifestacdes do pensamento
geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao trabalharem com tarefas
matematicas que visavam introduzir o Teorema de Pitagoras.

Assim, a pesquisa se deu por meio da andlise das interacdes e abordagens ao lidarem
com tarefas matemadticas especificas elaboradas com o proposito de introduzir o Teorema de
Pitagoras. A énfase estd em desvelar os diferentes aspectos do pensamento geométrico
manifestados durante esse processo, contribuindo assim para um entendimento do
desenvolvimento desses alunos no contexto especifico das aulas de Matematica sob a
abordagem do Ensino Exploratdrio.

Por ser realizado no contexto de um Mestrado Profissional no Programa de Pos-
Graduagdao em Ensino de Matematica (PPGMAT) da Universidade Tecnologica Federal do
Parand (UTFPR) multicampi Londrina e Cornélio Procopio, foi produzido um Produto
Educacional (PE) com foco no pensamento geométrico manifestado pelos estudantes ao
trabalharem com tarefas exploratdrias visando a introducdo do Teorema de Pitdgoras. Como
apontam Rocas e Bomfim (2018, p. 4), a “ideia ¢ que, a partir do desenvolvimento de um
produto, o professor que buscou a modalidade profissional [...] possa compreender a sua
pratica de maneira mais reflexiva”. Nesse sentido, o PE de titulo “Tarefas matematicas para o
desenvolvimento do pensamento geométrico: explorando o Teorema de Pitdgoras™ traz
aspectos do planejamento das tarefas, do seu desenvolvimento em sala de aula e de reflexdes
sobre a propria pratica da professora/pesquisadora.

A presente pesquisa estd assim organizada: no segundo capitulo, apresentamos a
Fundamenta¢do Teorica da pesquisa, dividida em trés sec¢des: (i) inicialmente, tecemos
algumas discussdes a respeito do tema matematico em questdo, a geometria; (ii) depois,
trazemos algumas caracterizagdes para o pensamento geométrico, dando destaque para o

desenvolvimento do raciocinio espacial e a compreensao de propriedades como aspectos
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centrais desse pensamento; (ii1) para finalizar o capitulo, apresentamos o Ensino Exploratorio,
a abordagem de ensino adotada na pesquisa. No terceiro capitulo, apresentamos a
Metodologia da pesquisa dividida em duas se¢des: na primeira se¢ao, detalhamos o contexto
da pesquisa e os procedimentos metodologicos adotados, explicitando como os dados foram
produzidos em uma turma de 9° ano e como foram analisados; na segunda se¢do, descrevemos
brevemente como o PE foi construido. No quarto capitulo, realizamos a descri¢ao e a analise
dos dados, dando atencao a aspectos do pensamento geométrico manifestados pelos alunos.
Por fim, no quinto capitulo, tecemos algumas consideracdes finais, trazendo nossas

conclusdes e reflexdes sobre a pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo dedica-se a apresentar a base tedrica que sustenta a pesquisa em questao.
Foca-se, especificamente, no ensino da Geometria no Ensino Fundamental, levando em
consideracdo duas perspectivas fundamentais: a abordagem da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), documento de referéncia para a educagao no Brasil, e o desenvolvimento
do pensamento geométrico conforme a teoria de van Hiele. Além disso, nossa fundamentacao
também se sustenta no enfoque do Ensino Exploratério, buscando explorar ativamente os
conceitos geométricos por meio de tarefas praticas e investigativas.

Observa-se que, na area da Educa¢do Matematica, surgem questionamentos que
buscam compreender a Matematica de forma relevante e contextualizada, especialmente no
contexto do ensino. Esses questionamentos refletem a preocupagdo em tornar o ensino da
matematica mais atrativo aos estudantes, considerando sua aplicabilidade no mundo real e
suas conexdes com outras areas do conhecimento.

Assim, busca-se incentivar a compreensdao profunda dos conceitos matematicos,
proporcionando aos alunos a capacidade de aplica-los em situacdes reais. O objetivo ¢ ir além
da simples memorizagdo de formulas e algoritmos, incentivando uma compreensio so6lida e a
habilidade de resolver problemas de forma criativa.

A diversidade de conhecimentos e experiéncias dos estudantes também ¢ um ponto
importante a ser considerado. Como abordar essas diferencgas e adaptar o ensino para atender
as diferentes formas de aprender e se relacionar com a matematica? Esse questionamento
implica uma busca por estratégias e abordagens pedagogicas que atendam as necessidades
individuais dos alunos, promovendo uma educacao inclusiva e equitativa.

Nessa vertente, a utilizagdo de recursos e tecnologias educacionais ¢ um aspecto em
destaque no ensino da matematica. Como aproveitar essas ferramentas de maneira eficaz para
ampliar as possibilidades de exploragdo e compreensdo dos conceitos matematicos? A
incorporacdao de softwares, aplicativos e outras tecnologias pode enriquecer o processo de
ensino e aprendizagem, permitindo uma abordagem mais interativa da matematica.

Por fim, a avaliacao do processo de aprendizagem em matematica também ¢ objeto de
questionamento. Como ir além da simples memorizacdo de procedimentos e avaliar a
compreensdo dos conceitos, a capacidade de resolver problemas e a aplicacdo criativa do
conhecimento matematico? Essas reflexdes buscam formas mais abrangentes de avaliacao,
que valorizem o pensamento critico, a resolu¢ao de problemas e a capacidade dos estudantes

de aplicar os conhecimentos matematicos em diferentes contextos.
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Em resumo, os questionamentos na area da Educagdo Matemadtica evidenciam a busca
por um ensino mais relevante para os alunos e contextualizado. Eles refletem a importancia de
despertar o interesse € a compreensao dos estudantes em relagdo a matematica, considerando
sua aplicacdo pratica, suas conexdes interdisciplinares e as necessidades individuais dos
alunos.

Nesse contexto, a pesquisa em questdo surge da percepcdo da importancia de trazer
significado para o ensino escolar da Matematica, abordando tanto seus conceitos
fundamentais como sua trajetoria historica. Com base nessa motivagdo, a pesquisa inicia
explorando o contexto historico do pensamento geométrico, situando o objeto de investigagdo
em sua evolugdo ao longo do tempo.

Sendo assim, no primeiro capitulo desta pesquisa, busca-se facilitar a compreensao do
objeto de estudo ao leitor. Inicia-se com uma breve contextualizagao historica da Geometria,
abordando sua estruturagdo como disciplina escolar e destacando sua estrutura na BNCC,
além de abordar a pertinéncia do Ensino Exploratorio para a aprendizagem de conceitos

geometricos.

2.1 A TRAJETORIA DO ENSINO DE GEOMETRIA NO BRASIL

A Geometria, palavra de origem grega que significa "geo" (terra) e "metria" (medir), é
uma ciéncia que estuda as medidas das formas de figuras planas ou espaciais, bem como a
posi¢do relativa das figuras no espaco e suas propriedades. Calabria (2013) destaca que a
Geometria ¢ uma das areas mais antigas da Matematica e era utilizada pelas primeiras
civilizagdes para resolver problemas relacionados a medicdo de 4reas de terras.

A Geometria desempenha um papel fundamental no desenvolvimento de conceitos
matematicos e contribui para a resolucdo de problemas. Santos e Oliveira (2018) destacam
que a compreensdo dos conceitos geométricos € essencial para os estudantes, e enfatizam a
importancia de criar momentos de troca de ideias durante as aulas, tanto entre os alunos
quanto com o professor, para promover a construcdo do conhecimento e tornar a
aprendizagem mais prazerosa.

No entanto, a Geometria nem sempre recebeu a devida valorizagdo nas escolas.
Caldatto e Pavanello (2015) apresentam momentos historicos da formagdo do ensino de
Geometria no Brasil.

O primeiro momento histoérico, apresentado por Caldatto e Pavanello (2015), ¢ o de

que durante o periodo inicial da colonizagdo portuguesa no Brasil, o foco principal era a
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extragdo do pau-brasil, e a educagdo limitava-se a catequizacdo e aculturagdo dos indigenas
pelos Jesuitas. Somente com a vinda de membros da nobreza portuguesa ¢ o inicio de
atividades econdmicas no pais ¢ que a educagdo comegou a se direcionar também aos filhos
dos colonos. No entanto, os indicios historicos apontam para uma precarizacao do ensino de
matematica, que se restringia principalmente a aritmética, sem abordar dreas como geometria
e algebra. Isso pode ser atribuido ao formato de colonizagdo adotado por Portugal, a
concepgdo jesuita da matematica e a falta de professores qualificados nessa area. Apos a
expulsdo dos Jesuitas do Brasil, o sistema de ensino foi substituido pelas Aulas Régias,
introduzindo disciplinas como aritmética, algebra e geometria. Essa mudanc¢a ocorreu devido
a preocupagdo em capacitar os colonos para proteger a terra e suas riquezas, visando a
seguranga e preservacdo da colonia.

Apos a independéncia de Portugal do dominio espanhol, o governo portugués se
empenhou em reestruturar diversos setores do pais, incluindo o militar. No Brasil, conforme
aponta Caldatto e Pavanello (2015), essa reestruturacdo visava proteger a colonia de ataques
externos, e foram contratados especialistas estrangeiros para capacitar os colonos em assuntos
militares. A geometria desempenhou um papel fundamental nesse contexto, sendo a base
matematica do curso de formacdo de engenheiros militares, cartégrafos, matematicos,
artilheiros e arquitetos. Livros como o "Exame de Artilheiros" e o "Exame de Bombeiros"
foram elaborados para atender as necessidades praticas dessas atividades, abordando
conceitos geométricos de forma pragmatica. Além disso, Caldatto e Pavanello (2015)
argumentam que a introducdo da geometria no curriculo militar no Brasil representou um
marco na educagdo matematica do pais, delineando os curriculos de matematica e geometria
até o século XIX.

Jano Século XX, Caldatto e Pavanello (2015, p. 118) afirmam que,

Desde que foi instituido um sistema de ensino regular no Brasil até a década de 60
do século XX, os temas geométricos sempre estiveram inseridos entre os contetidos
da Matematica a serem trabalhados na escola basica, situagdo que foi alterada com a
adocdo do ideario do Movimento de Matematica Moderna (MMM) no pais [...]
Deste modo, um dos principais legados da Matematica Moderna para o processo
educacional no Brasil foi o abandono da geometria na escola basica que perdura até
meados da década de 2010.

No final do século XX, autores como Pavanello (1993) discutem em profundidade as
causas e consequéncias desse abandono. J& Lorenzato (1995) destaca que a auséncia da
geometria nas salas de aula pode ser atribuida a fatores como a falta de conhecimento dos
professores nessa area e a énfase excessiva dada ao livro didatico. Esfor¢os recentes tém sido

feitos por educadores e propostas curriculares para recuperar o ensino da Geometria, mas
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ainda enfrentam dificuldades, como a falta de formagdo adequada dos professores e a
resisténcia em romper com métodos tradicionais de ensino.

Lorenzato (1995) alertou que se fazia necessario o ensino da Geometria na escola,
pois, sem as habilidades provenientes destes conhecimentos, os estudantes ndo poderdo
desenvolver o pensamento geométrico e, sem essas habilidades, “[...] ndo poderdo se utilizar
da Geometria como fator altamente facilitador para a compreensao e resolucdo de questdes de
outras areas de conhecimento humano” (Lorenzato, 1995, p. 5). Conclui, também, que o
conhecimento da Geometria possibilita inimeras interpretagdes do mundo, permitindo, assim,
compartilhar ideias, instigar o raciocinio e resolver problemas.

Citagdes de Caldatto e Pavanello (2015) e Gazire (2000) estdo interligadas no
contexto do ensino da Geometria e dos desafios enfrentados pelos educadores matematicos.
Caldatto e Pavanello (2015) destacam os esfor¢os continuos dos educadores para recuperar o
ensino da Geometria, ressaltando a importancia dessas iniciativas na contemporaneidade,
especialmente no que diz respeito ao trabalho e a formacao do professor.

Por outro lado, Gazire (2000) complementa essa perspectiva ao mencionar
obstaculos que dificultam o resgate do ensino da Geometria. Ele aponta para o que denomina
de "ciclo vicioso", no qual a falta de aprendizado da Geometria por parte dos professores
impacta diretamente na sua capacidade de ensind-la. Esse ciclo cria uma barreira, pois
professores que ndo dominam o contetido tém dificuldade em transmiti-lo de maneira eficaz
aos alunos.

Além disso, Gazire (2000) destaca as dificuldades em romper com os procedimentos
tradicionais da aula expositiva. Ele ressalta que os professores, ao terem sido ensinados de
maneira tradicional, tém a tendéncia de reproduzir esse método em suas praticas pedagdgicas,
criando uma perpetuagdo de abordagens menos eficazes.

Portanto, a conexdo entre as duas situagdes reside na persisténcia dos esforgos para
melhorar o ensino da Geometria, conforme apontado por Caldatto e Pavanello (2015), e nos
desafios identificados por Gazire (2000), que destacam as barreiras que ainda existem, como o
ciclo vicioso e a resisténcia @ mudangca de métodos de ensino. Essa interligagdao evidencia a
complexidade do cenario educacional e a necessidade de abordagens inovadoras e eficazes
para superar tais desafio.

Em avanco, Leivas (2012) aborda a geometrizagdo do curriculo da Licenciatura em

Matematica, ele o conceitua como sendo:

[...] um método de utilizagdo das abordagens geométricas, como sendo um processo
na busca da compreensdo e representagdo, mentalizando os conceitos das diversas
areas do conhecimento matematico, bem como de outras ciéncias, por meio de
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imaginacao, intuicdo e visualizag@o, fazendo com que a Geometria possa conduzir a
geometrizagdo. (LEIVAS, 2012, p. 186).

A esse processo, Leivas (2012) caracteriza como o pensamento geométrico avancado
que envolve a formulacdo de conceitos por meio de um processo mental que combina
experiéncias vivenciadas, conhecimentos intuitivos, imaginativos e visuais. Essa abordagem
busca estabelecer relagcdes entre essas experiéncias, permitindo a construcdo de ideias
esquematizadas e a obtengdo de abstracdo do conteudo geométrico. Assim, faz-se necessario
que o professor tenha dominio dos conteudos a serem ensinados, pois, conforme Menezes et
al. (2013, p. 244) é “pouco provavel que os professores consigam que os seus alunos
compreendam os conceitos matematicos se eles proprios ndo os compreenderam”.

Na questao curricular, a BNCC tem como objetivo principal definir os conhecimentos,
competéncias e habilidades que todos os estudantes brasileiros devem adquirir, no minimo, ao
longo da Educagdo Basica. No ambito da Geometria, a BNCC estabelece os contetidos ¢ as
habilidades que devem ser desenvolvidos pelos estudantes em cada etapa da Educacdo Bésica.
O documento enfatiza a importancia de promover o raciocinio espacial, a capacidade de
analise e interpretagdo de formas e a compreensao de propriedades geométricas, visando
formar cidaddos capazes de se relacionar com o espago e resolver problemas de natureza
geométrica (Brasil, 2018).

De acordo com a BNCC, nos anos finais do Ensino Fundamental, “o ensino de
Geometria precisa ser visto como consolidacdo e ampliacdo das aprendizagens realizadas”
(Brasil, 2018, p. 272) nos anos iniciais do Ensino Fundamental. O Teorema de Pitagoras
aparece, explicitamente, na Unidade Tematica Geometria apenas para o 9° ano do Ensino
Fundamental, no Objeto de Conhecimento Teorema de Pitagoras: verificagoes experimentais

e demonstracdo e com as seguintes habilidades previstas:

(EFO9MA13) Demonstrar relagdes métricas do tridngulo retangulo, entre elas o
teorema de Pitdgoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de tridngulos.
(EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicagdo do teorema de Pitagoras
ou das relagdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por
secantes.

(Brasil, 2018, p. 319)

Além disso, a BNCC enfatiza que “a Geometria ndo pode ficar reduzida & mera
aplicacdo de formulas de calculo de area e de volume nem a aplicagdes numéricas imediatas
de teoremas” (BRASIL, 2018, p. 272), como o Teorema de Pitagoras. Estudar formas e
relagdes entre elementos de figuras planas e espaciais devem promover o desenvolvimento do

pensamento geométrico dos alunos (Brasil, 2018).
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O pensamento geométrico ¢ fundamental para investigar propriedades, formular
conjecturas e apresentar argumentos geomeétricos convincentes para os que a estudam. Além
disso, ¢ importante considerar o aspecto funcional presente no estudo da Geometria,
especialmente as transformagdes geométricas, incluindo as simetrias.

Ao estudar Geometria, os alunos sdo incentivados a desenvolver habilidades de
construir e representar figuras geométricas, além de compreender a relacdo entre diferentes
elementos e propriedades geométricas. Isso contribui para o desenvolvimento de uma

compreensdo mais profunda dos conceitos geométricos e sua aplicagdo em diversos contextos.

2.2 O DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO GEOMETRICO DE ACORDO COM A
TEORIA DE VAN HIELE

Ter clareza a respeito dos processos que envolvem o desenvolvimento do pensamento
geométrico faz parte dessa busca por um ensino de Geometria de qualidade. Diversas
pesquisas (Leivas, 2012; Leivas 2017; Cargnin; Guerra; Leivas, 2016) tém sido produzidas na
direcdo de ampliar as compreensdes a respeito do pensamento geométrico envolvido na
aprendizagem de diferentes conceitos da Geometria.

Uma teoria bastante difundida a respeito do pensamento geométrico € a teoria de van
Hiele, proposta pelos “professores holandeses Pierre van Hiele e sua esposa Dina van Hiele-
Geldof, que investigaram o desenvolvimento do pensamento em geometria e cujos resultados
comecaram a ser publicados em 1959 (Kaleff et al., 1994, p. 3).

A origem da teoria de van Hiele se deu nas teses de doutorado de Dina van Hiele-
Geldof e de seu marido, Pierre van Hiele, na Universidade de Utrecht, Holanda, em 1957.
Mas, infelizmente, Dina morreu logo apos concluir sua tese e Pierre foi quem, mais tarde,
desenvolveu e difundiu a teoria em posteriores publicagdes.

Em sua tese, Pierre tentava explicar o motivo de os alunos terem problemas ao
aprender geometria de maneira mais explicativa e descritiva, ja a tese de Dina considerava o
experimento educacional de maneira mais prescritiva em relagdo a classificagdo dos
conteudos de Geometria e atividades aplicadas aos alunos (Villiers, 2010).

Como apontam Cargnin, Guerra e Leivas (2016, p. 107), no Brasil, a teoria de van
Hiele “[...] teve como principal divulgadora a professora Lilian Nasser, do Projeto ‘Fundao’
da Universidade Federal do Rio de Janeiro.”

De acordo com Kaleff er al. (1994, p. 3), “O Modelo de van Hiele do pensamento

geométrico se coloca como guia para aprendizagem e para avaliagdo das habilidades dos
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alunos em geometria”. Segundo os autores, esse modelo descreve as caracteristicas do
pensamento geométrico a partir de cinco niveis de compreensdo: visualizagdo (ou
reconhecimento), andlise, deducao informal (ou ordenagdo), dedugdo formal e rigor. Para

descrever esses niveis, nos fundamentamos em Kaleff ez al. (1994, p. 4-5):

NIVEL 0 - VISUALIZACAO ou RECONHECIMENTO. Neste estagio inicial, os
alunos raciocinam basicamente por meio de consideragdes visuais. Conceitos
geométricos sdo levados em conta como um todo, sem consideragdes explicitas das
propriedades dos seus componentes [...].

NIVEL 1 — ANALISE. Neste nivel, os alunos raciocinam sobre conceitos
geométricos, por meio de uma analise informal de suas partes e atributos mediante
observacdo e experimentag@o. Os estudantes comegam a discernir caracteristicas das
figuras geométricas, estabelecendo propriedades, que sdo entdo usadas para
conceituarem classes e formas. Porém, eles ainda ndo explicitam inter-relagdes entre
figuras ou propriedades.

NIVEL 2 - DEDUCAO INFORMAL ou ORDENACAO. Neste nivel, os alunos
formam defini¢cdes abstratas, podendo estabelecer inter-relagdes das propriedades
nas figuras (por exemplo, um quadrilitero com lados opostos paralelos
necessariamente possui angulos opostos iguais) e entre figuras (por exemplo, um
quadrado ¢ um retangulo porque ele possui todas as propriedades do retangulo).
NIVEL 3 - DEDUCAO FORMAL. Neste nivel, os alunos desenvolvem sequéncias
de afirmagdes deduzindo uma afirmagdo a partir de uma ou de outras. A relevancia
de tais dedugdes ¢ entendida como um caminho para estabelecer uma teoria
geométrica. Os alunos raciocinam formalmente no contexto de um sistema
matematico completo, com termos indefinidos, com axiomas, com um sistema
l6gico subjacente, com definigdes e teoremas.

NIVEL 4 — RIGOR. Neste nivel, os alunos avaliam vérios sistemas dedutivos com
um alto grau de rigor. Comparam sistemas baseados em diferentes axiomas e
estudam varias geometrias na auséncia de modelos concretos.

A teoria de van Hiele destaca a importancia do desenvolvimento progressivo do
pensamento geométrico, passando pelos diferentes niveis de compreensdo. Ressalta que os
alunos precisam ser expostos a experiéncias praticas, desafios e tarefas que os levem a refletir
e construir seu pensamento geométrico de maneira gradual. Ao compreender essa progressao,
os educadores podem planejar estratégias de ensino que sejam adequadas ao nivel de
pensamento dos alunos, promovendo uma aprendizagem significativa e duradoura da
Geometria.

Segundo Leivas (2017, p. 520), “o modelo ¢ progressivo desde o nivel inicial até o
final, acreditando-se ndo ser possivel que um estudante avance de um nivel a outro sem ter
adquirido as habilidades ou compreensdes proprias do precedente”. No que se refere ao papel

do professor, para van Hiele,

[...] o professor pode, por uma selecdo adequada de tarefas, criar a situacdo ideal
para o aluno alcancar um nivel mais elevado de pensamento. Pode-se, também,
afirmar que alcangar um nivel mais elevado aumenta consideravelmente o potencial
do aluno, ao mesmo tempo que torna muito dificil que um estudante volte a cair a
um nivel inferior de pensamento (VAN HIELE, 1990, p. 88 apud LEIVAS, 2017, p.
520).
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O trecho citado refor¢a a visdo de Leivas (2017) sobre o modelo progressivo da teoria
de van Hiele em relagdo ao desenvolvimento do pensamento geométrico dos estudantes. Essa
progressao implica que um estudante ndo pode avangar para um nivel mais alto sem ter
adquirido as habilidades e compreensdes proprias do nivel precedente. Isso sugere que o
desenvolvimento do pensamento geométrico requer uma base sélida e uma compreensdo
prévia dos conceitos geométricos mais basicos.

E importante ressaltar que alcangar um nivel mais elevado de pensamento geométrico
aumenta significativamente o potencial do aluno. Isso implica que o aluno desenvolva
habilidades mais avancadas de resolucdo de problemas, justificagdo e argumentagdo
geométrica. Além disso, uma vez que o aluno tenha atingido um nivel mais elevado, dificulta-
se retroceder para um nivel inferior de pensamento geométrico.

Essa abordagem evidencia a importancia de uma progressao gradual no ensino da
Geometria, em que os estudantes sdo guiados a construir seu conhecimento de forma sélida e
consistente. O professor desempenha um papel crucial na criagio de um ambiente propicio
para o desenvolvimento do pensamento geométrico, oferecendo tarefas matematicas
apropriadas e um ambiente propicio para reflexdo e construcdo de conhecimento em sala de

aula.

2.3 ENSINO EXPLORATORIO NAS AULAS DE MATEMATICA

O Ensino Exploratério nas aulas de Matematica ¢ uma abordagem que busca tornar o
aprendizado mais ativo e interessante para os alunos. Essa abordagem estimula os estudantes
a explorarem, investigarem e descobrirem por conta propria. Nesta se¢do, estudam-se os
principios e beneficios do Ensino Exploratorio na disciplina de Matematica.

De acordo com Canavarro, Oliveira e Menezes (2012), tanto em Portugal como em
outros paises, as diretrizes curriculares para o ensino de Matemadtica estabelecem metas
desafiadoras para a aprendizagem dos estudantes. Essas metas exigem dos professores muito
mais do que um ensino tradicional, em que o professor ¢ frequentemente visto como alguém
que apenas reproduz conteudos € o aluno como um receptor passivo.

As orientagOes curriculares instigam os docentes a adotarem abordagens de ensino
diversificadas, possibilitando aos estudantes uma compreensao significativa da Matematica.
Isso envolve ndo apenas o entendimento dos significados matemdticos, como conceitos,
defini¢des e notagdes, mas também suas aplicagdes praticas. Em vez de apenas transmitir

conhecimentos prontos, os professores sdo encorajados a promover a exploragdo ativa por
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parte dos alunos, envolvendo-os em atividades que estimulem o pensamento critico, a
resolucao de problemas e a descoberta de novos conceitos matematicos.

Em relacdo a abordagem de ensino, para criar situagdes ideais para o aluno alcangar
um nivel mais elevado de pensamento, esta pesquisa fundamenta-se no Ensino Exploratorio
(Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013; Canavarro; Oliveira; Menezes, 2014) enquanto uma
pratica para professores organizarem e gerirem discussdes matematicas coletivas em sala de
aula. No Ensino Exploratdrio, a aula organiza-se em quatro fases: langamento (introdugao) de
uma tarefa matematica, exploragdo (realizacao) da tarefa pelos estudantes, discussao da tarefa
e sintetizagdo das aprendizagens matematicas (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013;
Canavarro; Oliveira; Menezes, 2014). A Figura 1 abaixo mostra as agdes intencionais do

professor, na pratica de Ensino Exploratério da Matematica.



Figura 1 — A¢odes intencionais do professor na pratica de Ensino Exploratorio

Promocio da aprendizagem matemdtica

Gestio da aula

INTRODUCAO

DA TAREFA

Garantir a apropriagio da tarefa pelos alunos:

— Familiarizar com o contexto da tarefa

— Esclarecer a interpretacio da tarefa

— Estabelecer objetivos

Promover a adesdo dos alunos a rarefa:

— Estabelecer conexdes com experiéncia
anterior

— Desafiar para o trabalho

Organizar o trabalho dos alunos:

— Estipular tempos para o trabalho a desen-
volver em cada uma das fases da aula

— Definir formas de organizagio do trabalho
(individual, pares, pequenos grupos, ...)

— Organizar materiais da aula

REALIZACAO DA TAREFA

Garantir o desenvolvimento da tarefa pelos alunos:
— Colocar questdes e dar pistas

— Sugerir representagies

— Focar ideias produtivas

— Pedir clarificagdes e justificacoes

Manter o desafio cognitive e autonomia dos alunos:

— Cuidar de promover o raciocinio dos alunos
— Cuidar de nao validar a correccio matemati-
ca das respostas dos alunos

Promover o trabalho de pares/grupos:

— Regular as interacoes entre alunos

— Providenciar materiais para o grupo

Garantir a produgio de materiais para a apre-

sentagdo pelos alunos:

— Pedir registos escritos

— Fornecer materiais a usar

— Dar tempo para preparar a apresentacio

Organizar a discussdo a fazer:

— Identificar e selecionar resolucées variadas
(com erro a explorar, menos ou mais com-
pletas, com representagdes relevantes)

— Sequenciar as resolucdes selecionadas

Promover a qualidade matemdtica das apresenta-
coes dos alunos:

— Identificar e colocar a discussio erros mate-
maticos das resolugoes

Criar ambiente propicie & apresentagdo e
discussdo:

= | — Pedir explicagoes claras das resolugoes — Dar por terminado o tempo de resolucio
g |— Pedir justificagdes sobre os resultados e as da tarefa pelos alunos

= formas de representagio utilizadas — Providenciar a reorganizacio dos lugares/
™ | — Discutir a diferenca e eficicia matematica espago para a discussio

E das resolugdes apresentadas — Promover atitude de respeito e interes-
O | Regular as interagies entre o5 alunos na discussao: se genuino pelos diferentes trabalhos

= | — Incentivar o questionamento para clarifica- apresentados

2 cio de ideias apresentadas ou esclarecimento | Gerir relagdes entre os alunos:

,3 de duvidas — Definir a ordem das apresentagdes

@ | — Incentivar anilise, confronto e comparacio | — Cuidar de justificar as razoes da nao apre-
a entre resolucdes sentagio de algumas resolugdes

— Promover e gerir as participages dos alu-
nos na discussio

SISTEMATIZACAO DAS APRENDIZAGENS

MATEMATICAS

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos
a topicos matemdticos suscitados pela exploracdo
da tarefa:

— Identificar conceito(s) matemitico(s), clarifi-
car a sua definicio e explorar representagoes
miltiplas

— Identificar procedimento(s) matemdtico(s),
clarificar as condi¢oes da sua aplicacio e re-
ver a sua utilizacio

— Reconhecer o valor de uma regra com letras

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos

a capacidades transversais suscitadas pela explora-

cdo da tarefa:

— Identificar e relacionar dimensaes dafs)
capacidade(s) transversal(ais) presentes

— Reforcar aspetos-chave para o seu
desenvolvimento

Estabelecer conexdes com aprendizagens anteriores:

— Evidenciar ligagdes com conceitos matemati-
cos, procedimentos ou capacidades transver-
sais anteriormente trabalhados

Criar ambiente adequado a sistematizagio:

— Focar os alunos no momento de sistemati-
zacio coletiva

— Promover o reconhecimento da importin-
cia de apurar conhecimento matemdtico a
partir da tarefa realizada

Garantir o registo escrito das ideias resultantes

da sistematizacdo:

— Fazer registo em suporte fisico ou infor-
mitico (quadro, QI, acetato, cartaz ...)
por aluno ou professor

— Pedir registo escrito nos cadernos dos
alunos

Fonte: Oliveira, Menezes e Canavarro (2013, p. 5)
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A partir da Figura 1, pode-se perceber que o Ensino Exploratorio se distingue do
chamado ensino direto quando olhamos para os “[...] papéis desempenhados pelo professor e
pelos alunos, pelas tarefas que sdo propostas e como sdo geridas, e pela comunicagdo
originada na aula” (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013, p. 3). O ensino direto, na perspectiva
de Oliveira, Menezes e Canavarro (2013), ¢ aquele em que a aula ¢ centrada no professor e o

conhecimento ¢ transmitido aos alunos (caracteristicas do ensino tradicional da Matematica),
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e o Ensino Exploratorio difere dessas caracteristicas. Sobre as 4 fases, de acordo com Stein et
al. (2008), elas acontecem da seguinte forma:

Langamento (Introdugdo) da Tarefa Matematica: nesta fase, o professor apresenta aos
alunos uma tarefa matematica desafiadora. Pode ser um problema, uma situagdo-problema,
um desafio ou uma investigacdo matemadtica. O objetivo ¢ despertar a curiosidade e a
motivacao dos estudantes, fornecendo um contexto que estimule a exploragao e a busca por
solugoes.

Exploragcdo (Realizagdo) da Tarefa pelos Estudantes: nessa etapa, os alunos sio
convidados a explorar a tarefa de forma autdbnoma (individualmente ou em grupos). Eles sdo
encorajados a experimentar diferentes estratégias, testar hipdteses, utilizar materiais
manipulativos e tecnologias, e realizar investigacdes para resolver o problema proposto. O
papel do professor € de facilitador, fornecendo orientacdes e apoio conforme necessario, mas
permitindo que os alunos assumam a lideranca de sua propria aprendizagem.

Discussdo da Tarefa: ap6s a fase de exploracdo, ¢ hora de promover a discussao
coletiva da tarefa. Os alunos tém a oportunidade de compartilhar suas descobertas, apresentar
suas estratégias, explicar seu raciocinio e discutir diferentes abordagens para resolver a tarefa.
O professor desempenha o papel de mediador, conduzindo as discussdes e estimulando a
participacdo ativa de todos os estudantes. Essa troca de ideias e argumenta¢des matematicas
contribui para o aprofundamento do entendimento dos conceitos e para a construg¢do coletiva
do conhecimento.

Sintetizagdo das Aprendizagens Matemadaticas: na ultima fase, ocorre a sintese das
aprendizagens matematicas alcancadas. O professor recapitula os principais conceitos,
estratégias e conclusdes discutidos durante a aula, destacando as ideias essenciais e as
relagdes matematicas envolvidas na tarefa. Os alunos tém a oportunidade de refletir sobre o
que aprenderam, consolidar seu conhecimento e fazer conexdes com outros conceitos e
situacdes. Essa sintese ajuda a reforcar a compreensdo dos estudantes e a fixagdo dos
aprendizados realizados durante a aula.

Nesse tipo de abordagem, os estudantes sdo encorajados a resolver problemas,
formular hipoteses, experimentar diferentes estratégias e comunicar suas descobertas. O
professor desempenha um papel de facilitador, guiando os alunos durante a exploragdo,
fazendo perguntas e incentivando a reflexdo sobre os resultados obtidos. Para favorecer esse
trabalho do professor, Stein ef al. (2008) apresentam cinco praticas para orquestrar discussdes
matematicas produtivas em torno de tarefas matematicas ricas. Essas praticas sdo: antecipar,

monitorar, selecionar, sequenciar € estabelecer conexoes.
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A prética de antecipar realiza-se durante o trabalho de planejamento da aula. Segundo
Canavarro (2011), a antecipacao corresponde a uma previsao, por parte do professor, de como
seus alunos poderao abordar as tarefas propostas. Ao antecipar, o professor busca prever as
formas de interpretar e o envolvimento dos alunos na tarefa; elencar uma diversidade de
estratégias, corretas e incorretas, que os alunos poderdo langar mao, considerando os
diferentes graus de sofisticagc@o; relacionar essas estratégias com os conceitos, representagoes,
ou procedimentos que o professor deseja que os alunos aprendam e/ou com as capacidades
que quer que desenvolvam (Canavarro, 2011).

A pratica de monitorar realiza-se, de acordo com Canavarro (2011), ja em sala de aula
e ¢ apoiada pelo trabalho realizado pelo professor na antecipagdo. Essa pratica envolve
observar e ouvir os alunos durante o desenvolvimento da tarefa, avaliando a validade
matematica das ideias e respostas manifestadas e interpretando o pensamento matematico dos
alunos (Stein et al., 2008). Neste momento, o professor apropria-se das estratégias e
resolugdes que os alunos apresentam durante o trabalho autonomo com a tarefa (Canavarro,
2011).

A préatica de selecionar também ocorre em sala de aula, nos minutos finais do trabalho
auténomo dos alunos, e ¢ facilitada pelo trabalho realizado pelo professor durante a pratica de
monitorar (Canavarro, 2011). Essa pratica envolve identificar e selecionar os alunos/grupos
cujas respostas sdo relevantes para partilhar com toda a turma na fase de discussdo da tarefa,
de modo a proporcionar uma diversidade de ideias matematicas adequadas ao proposito da
aula (Stein et al., 2008).

A prética de sequenciar ocorre quase que simultaneamente com a pratica de selecionar
(Canavarro, 2011). Essa pratica ¢ “orientada pelo percurso de exploracdo das ideias
matematicas que o professor entende ser mais adequado para os seus alunos tendo em vista
atingir o propodsito matemdtico da aula” (Canavarro, 2011, p. 15). Refere-se a ordem das
apresentacdes das resolugdes dos alunos para toda a turma e dos objetivos visados pelo
professor. Os critérios para sequenciar sdo definidos pelo professor (Stein ef al., 2008).

A pratica de estabelecer conexoes ocorre imediatamente apos a discussdo das
diferentes resolucdes dos alunos ou, at¢é mesmo, durante (Canavarro, 2011). Essa pratica
envolve comparar e confrontar as diferencas e semelhancas apresentadas nas resolugdes,
estabelecendo conexdes matematicas entre elas (Stein et al., 2008). Canavarro (2011, p. 16)

destaca que:

[...] o proposito das discussdes ndo ¢ realizar um desfile de apresentagdes separadas
de diferentes respostas ou estratégias de resolver uma dada tarefa; o proposito das
discussdes ¢ relacionar as apresentagdes com vista ao desenvolvimento colectivo de



27

ideias matematicas poderosas que sintetizam as aprendizagens matemadticas dos
alunos.

Essa abordagem valoriza a participacdo ativa dos alunos no processo de construcao do
conhecimento, incentivando-os a explorar, questionar e refletir sobre os conceitos e
procedimentos matematicos. A partir de tarefas matematicas desafiadoras, os alunos sdo
incentivados a utilizar suas habilidades de pensamento critico e criativo, formulando hipoteses
e testando suas ideias.

Ao promover a interacdo entre os alunos e entre esses € o professor, o Ensino
Exploratério cria um ambiente propicio para a troca de ideias, discussdes e debates
matematicos. Esse didlogo constante contribui para o aprofundamento da compreensdo dos
conceitos, bem como para o desenvolvimento das habilidades de comunicacdo matematica
dos alunos.

Assim, considerando os niveis de pensamento geométrico de van Hiele e a abordagem
do Ensino Exploratério, realiza-se a presente pesquisa, cuja descri¢do dos procedimentos

metodoldgicos encontra-se no proximo capitulo.
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3 METODOLOGIA

A natureza da presente pesquisa caracteriza-se como qualitativa, pois, fundamenta-se
na premissa de que o pesquisador estabelece contato direto e prolongado com o ambiente e a
situacdo que estd sendo investigada (Liidke; André, 2013). Neste tipo de abordagem, a
compreensdo e interpretacdo dos fenomenos sdo enfatizadas buscando captar a riqueza e
complexidade das experiéncias dos participantes envolvidos. As informagdes coletadas sao
descritivas e detalhadas, permitindo uma analise aprofundada dos contextos e das percepgoes
dos sujeitos, o que contribui para o entendimento das nuances e das multiplas perspectivas
envolvidas no objeto de estudo. Ao adotar uma abordagem qualitativa, busca-se explorar e
compreender os significados, as interagdes e 0s processos subjacentes, de modo a enriquecer a
compreensdo do fendmeno estudado de forma mais holistica e contextualizada.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), a pesquisa qualitativa se concentra na exploragdo
dos fendmenos em seu ambiente natural como a principal fonte de dados. Essa abordagem
tem um carater descritivo, buscando compreender e retratar minuciosamente os eventos,
comportamentos e experiéncias dos participantes. Ao conduzir esse tipo de pesquisa, 0
processo desempenha um papel fundamental, sendo valorizado em relagdo ao produto final. O
enfoque estd na compreensao aprofundada dos eventos e das interagdes ao longo do tempo,
em vez de se limitar a respostas ou resultados especificos.

Além disso, na analise dos dados, os pesquisadores adotam uma abordagem indutiva,
ou seja, partem das informagdes coletadas para identificar padrdes, temas e significados
emergentes (Liidke; André, 2013). Isso implica em valorizar os pontos de vista e perspectivas
dos participantes, dando importancia as interpretacdes subjetivas que eles atribuem aos
acontecimentos estudados.

Esta pesquisa ¢ concebida como uma trajetoria singular, vivenciada e analisada pela
pesquisadora em um contexto cultural e temporal especifico. E importante ressaltar que os
resultados obtidos ndo devem ser considerados como verdades absolutas, mas, sim, como
indicativos que buscam contribuir com estudos em Educagdo Matematica, especialmente no
que diz respeito ao ensino de Geometria com alunos dos anos finais do Ensino Fundamental.

Por meio dessa investigacdo, pretende-se fornecer percepcdes e informacdes que
possam enriquecer a compreensdo desse campo de estudo, trazendo novas perspectivas e
abordagens para a pratica pedagdgica. A énfase estd centrada no desenvolvimento do
pensamento geométrico dos alunos, identificando desafios e explorando possiveis solugdes

para aprimorar o ensino e a aprendizagem nessa area especifica da matematica. Este esforco
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visa contribuir significativamente para a compreensdo do tema, sendo que o foco mais
especifico desta pesquisa ¢ identificar e caracterizar as manifestacoes do pensamento
geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao abordarem tarefas matematicas
destinadas a introduzir o Teorema de Pitagoras.

Sobre a andlise dos dados nesta pesquisa, utilizamos &udios de interagdes da
professora/pesquisadora com a turma inteira durante atividades como o langamento, discussao
e sistematizagdo de tarefas, além de audios de um grupo especifico composto por quatro
integrantes durante a execugao das tarefas ao longo de trés dias de aula. Devido a limitacao de
tempo para o tratamento dos dados, optamos por concentrar nossa analise em apenas um
grupo ao longo desse periodo. A escolha desse grupo foi feita pela propria
professora/pesquisadora, que identificou interagdes positivas e manifestacdes promissoras do
pensamento geomeétrico nesse grupo.

As analises concentraram-se no pensamento geométrico demonstrado pelos alunos de
um grupo especifico, contudo, em alguns momentos, foram consideradas também as falas de

alunos de outros grupos para esclarecer os eventos ocorridos durante as aulas.

3.1 CONTEXTO DA PESQUISA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Retoma-se o objetivo da pesquisa, a saber: identificar e caracterizar manifestagdes do
pensamento geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao trabalharem com
tarefas matematicas que visavam introduzir o Teorema de Pitdgoras. Para tanto, foram
planejadas trés tarefas matematicas. Inicialmente, essas tarefas foram pensadas coletivamente
em reunides do grupo MEPPE, a partir de discussdes e contribuigdes dos professores,

i if iéncias® d bros d Apé leti
aproveitando as diferentes experiéncias’ dos membros do grupo. Apos esse momento coletivo,
as tarefas foram refinadas e os planejamentos das aulas foram concluidos pela pesquisadora

juntamente com seu orientador.

3 Durante o segundo semestre de 2022, periodo em que foi realizado o planejamento das aulas para a presente
pesquisa, o grupo era composto por 9 pessoas com atuacdes em diferentes contextos: professores do Ensino
Superior, professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental ¢ professores dos anos finais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio. Trés integrantes com doutorado em Educagdo Matematica, um com mestrado
profissional em Ensino de Matematica (pelo PPGMAT) e cinco estavam cursando o mestrado profissional em
Ensino de Matematica (pelo PPGMAT).

2 De acordo com Larrosa Bondia (2019, p. 26-27), “O saber da experiéncia se da na relacdo entre o
conhecimento e a vida humana. De fato, a experiéncia é uma espécie de mediagio entre ambos. E importante,
porém, ter presente que, do ponto de vista da experiéncia, nem ‘conhecimento’ nem ‘vida’ significam o
que significam habitualmente”.
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O planejamento foi feito considerando seis aulas a serem realizadas em uma turma,
composta por 22 alunos, do 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica do estado
do Parana. A pesquisadora, docente efetiva do Estado do Parana, era a propria professora
regente da turma.

A pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisas envolvendo seres
humanos da UTFPR, sob o nimero do CAAE: 59064522.0.0000.5547. Alguns dias antes do
inicio das aulas que seriam dedicadas a pesquisa, a professora conversou com os alunos em
sala de aula, explicou a pesquisa e como seriam as aulas, apresentou a pesquisa e forneceu o
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) para os pais ¢ o Termo de
Assentimento Livre e Esclarecido (TALE) para os alunos. Essa abordagem contou com o
apoio e a colaboracao da dire¢ao da escola e coordenagao.

A coleta de dados ocorreu ao longo de trés dias, totalizando seis aulas de cinquenta
minutos cada. No primeiro dia (05 de dezembro de 2022), foram realizadas duas aulas, no
segundo dia (06 de dezembro de 2022), duas aulas, e no terceiro dia (07 de dezembro de
2022), mais duas aulas. Entre cada dia de aula, a pesquisadora e seu orientador conversavam
para realizar possiveis adaptagdes no planejamento da proxima aula, levando em consideragao
a aula anterior.

O objetivo geral das aulas foi introduzir o Teorema de Pitagoras por meio de tarefas
matematicas. Para tanto, esperava-se que as tarefas permitissem que os alunos: (i) resgatassem
conhecimentos prévios que pudessem contribuir, posteriormente, para a compreensdo do
Teorema de Pitadgoras; (ii) explorassem caracteristicas e propriedades de um triangulo e, em
particular, de tridngulo retingulo®; e (iii) percebessem, por eles proprios, que, no tridngulo
retAngulo, a medida da hipotenusa® ao quadrado é igual a soma das medidas de cada cateto ao
quadrado. As aulas foram desenvolvidas seguindo as quatro fases do Ensino Exploratorio.

A tarefa 1 esta apresentada no Quadro 1.

Quadro 1 — Tarefa 1: reconhecendo um tridngulo

(Primeiro momento)
1- Como vocé explicaria ao seu colega ao lado o que ¢ um tridngulo? Descreva com suas
palavras em seu caderno.

2- Faga a representacao geométrica de um tridangulo. Utilizando a régua, mega e anote a

4 Defini¢do: Um tridngulo é retangulo se contém um angulo reto.
5 Defini¢do: Em um tridngulo retingulo o maior lado é chamado “hipotenusa” e os outros dois sdo chamados
(13 2
catetos”.
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medida de cada lado.
3- Com trés segmentos de reta ¢ sempre possivel formar um tridngulo?
4- Como vocé explicaria para seu colega o que ¢ um tridngulo retangulo? Faca a
representacdo geométrica de um tridngulo retangulo no seu caderno.
(Segundo momento)
Com os palitos que receberam, montem um Tridngulo Retangulo utilizando o molde

abaixo.

20°

o

5

1- O que vocés perceberam de diferente na construgao desse triangulo em relacao aos
anteriores?

2- Sera que ¢ possivel construir um tridngulo retangulo, com os mesmos segmentos de reta
que ja foram construidos os outros tridngulos anteriores?

3- Com o angulo de 90° fixado, sera que € possivel construir esse tridngulo retangulo com
qualquer outra medida de segmento de reta?

4- Ha necessidade de uma medida especifica para completar o lado que esta faltando?

5- E agora, ap6s encontrarem o segmento de reta que completa o tridngulo retdngulo, o que
perceberam de diferente na construgao?

Escreva o que vocé concluiu com a realizagcao dessa tarefa.

Fonte: dados da pesquisa (2024)

A Tarefa 1 tem como objetivo resgatar o conhecimento que os alunos ja possuem a

. , “ A .~ c A - 6 A .
respeito do que € um triangulo, da condi¢ao de existéncia® de um tridngulo e, em particular,
do que ¢ um triangulo retangulo. Os estudantes devem reconhecer quando trés segmentos de
reta podem ou ndo representar um tridngulo e perceber que, mesmo que trés segmentos de reta

formem um tridngulo, nem todos os tridngulos serdo retangulos. Para tanto, jogos com trés

¢ Condigao de existéncia de um tridngulo: em qualquer tridngulo, a medida de qualquer lado é sempre menor que
a soma das medidas dos outros dois lados.
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palitos de madeira com diferentes comprimentos, conforme Figura 2, seriam disponibilizados

aos alunos.

Figura 2 — Jogos de trés palitos de madeira com diferentes comprimentos

Fonte: dados da pesquisa (2024)

A Tarefa 1 permite que os alunos manifestem, principalmente, os niveis 0, 1 ¢ 2 da
teoria de van Hiele em relagdo ao conceito de tridangulo e triangulo retangulo.

Nivel 0 (Visualizagdo): os alunos sdo desafiados a fazer uma representagdo
geométrica de um tridngulo e a medir seus lados usando uma régua. Isso envolve a
visualizacdo de formas geométricas e o reconhecimento basico de suas caracteristicas.

Nivel 1 (Analise): os alunos s3o incentivados a pensar sobre e experimentar, por
meio do trabalho com palitos, a condi¢do de existéncia de um triangulo, ou seja, se ¢ possivel
formar um triangulo com trés segmentos de reta dados. Eles também sao solicitados a explicar
o que ¢ um tridangulo retdngulo, fazendo uma representacdo geométrica dele. Isso requer
analise das propriedades dos tridngulos e do tridngulo retangulo em particular.

Nivel 2 (Dedugdo Informal): os alunos formam defini¢des abstratas, como, por
exemplo, a ideia de condi¢ao de existéncia de um tridngulo, mesmo que de maneira informal.
Além disso, podem estabelecer inter-relagdes das propriedades nas figuras, por exemplo,
perceber que em um tridngulo retdngulo, o lado de maior medida é oposto ao angulo de 90°.

Embora a tarefa nao vise diretamente os niveis mais avangados da teoria de van Hiele,
como deducdo formal e rigor, ela fornece uma base so6lida para a compreensdo inicial dos
conceitos geomeétricos relacionados a triangulos e tridngulos retdngulos, e isso pode levar a

acontecer momentos que estas etapas podem ocorrer nesta tarefa. Os alunos sdo desafiados a
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pensar criticamente sobre as condi¢des que permitem formar um triangulo e a reconhecer as
caracteristicas especificas de um tridngulo retangulo, o que ¢ fundamental para seu
desenvolvimento posterior em Geometria.

A Tarefa 2 esta apresentada no Quadros 2.

Quadro 2 — Tarefa 2: identificando a relagdo entre os lados de um tridngulo retangulo

1- Com base no tridngulo retdngulo que vocé montou com os palitos, complete o
triangulo impresso na folha de sulfite e meca seus lados. Desenhe um quadrado em cada
lado do tridngulo que vocé completou.

2- Depois de desenhado os quadrados a partir dos lados do tridngulo, recorte e cole

quadradinhos da malha quadriculada colorida preenchendo as areas dos quadrados.

a) Calcule a area dos dois quadrados menores.
b) Some a area desses dois quadrados.
¢) Calcule a area do quadrado maior.

d) O que conseguiu observar a partir das areas dos quadrados que vocé calculou.

Fonte: dados da pesquisa (2024)
A Tarefa 2 tem como objetivo permitir que os alunos percebam, por eles proprios, que
no triangulo retangulo a medida da hipotenusa ao quadrado ¢ igual a soma das medidas de
cada cateto ao quadrado. Para isso, malhas quadradas coloridas, conforme Figura 3, seriam

disponibilizadas aos alunos.
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Figura 3 — Malha quadriculada colorida

Fonte: dados da pesquisa (2024)

A Tarefa 2 permitira que os alunos manifestem os niveis 0 (Visualizagdo), 1
(Andlise), 2 (dedugdo informal ou ordenac¢do) e 3 (dedugdo formal) da teoria de van Hiele em
relagdo ao conceito de tridngulo retdngulo e a relagdo entre os lados desse tridngulo.

Nivel 0 (Visualizagdo): os alunos sdo desafiados a fazer uma representacdo
geométrica dos quadrados formados pelos lados dos tridngulos ¢ a calcular a medida de suas
areas por meio de pequenos quadradinhos coloridos. Isso envolve a visualizagao de formas
geométricas e o reconhecimento basico de suas caracteristicas.

Nivel 1 (4nalise): os alunos serdo convidados a completar um tridngulo retangulo
com base no modelo montado com palitos e, em seguida, desenhar quadrados em cada lado
desse tridngulo. Isso exigira que os alunos analisem informagdes geométricas e visualizem a
relagdo entre os lados do triangulo retangulo e os quadrados adicionados. Eles também serdo
solicitados a calcular as 4areas dos quadrados e soma-las, envolvendo a manipulagdo de
informacdes e o uso de formulas geométricas.

Nivel 2 (dedug¢do informal ou ordenagdo): ap6s manipular com diferentes tridngulos

e calcular a area dos quadrados formados a partir dos lados dos triangulos, os alunos poderao
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deduzir, ainda de maneira informal, que, no caso dos quadrados construidos a partir dos lados
do triangulo retangulo, a medida da area do quadrado maior serd igual a soma das medidas
das areas dos dois quadrados menores; e que isso nao ¢ valido para outros triangulos.

Nivel 3 (dedugao formal): ao perceber que, no caso dos quadrados construidos a partir
dos lados do tridngulo retangulo, a medida da area do quadrado maior serd igual & soma das
medidas das areas dos dois quadrados menores, os alunos poderdo organizar e formalizar as
afirmacdes: o tridngulo retdngulo ¢ aquele que possui um angulo reto; o lado de maior medida
de um triangulo retdngulo ¢ o lado oposto ao angulo reto e é chamado de hipotenusa; no
tridngulo retdngulo, a medida da hipotenusa ao quadrado ¢ igual a soma das medidas de cada
cateto ao quadrado.

Assim, a Tarefa 2 incentiva os alunos a explorarem as propriedades dos triangulos
retangulos por meio da constru¢do e analise de modelos, bem como pelo calculo das areas dos
quadrados associados. Isso os levam a descobrirem por si mesmos a relagdo fundamental
entre as medidas dos lados de um tridngulo retangulo, que ¢ o Teorema de Pitagoras.

A tarefa 3 estd apresentada no Quadro 3.

Quadro 3 — Tarefa 3: reconhecendo um tridngulo retangulo

Quais dos triangulos abaixo parecem ser um triangulo retangulo?

Fonte: dados da pesquisa (2024)
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A Tarefa 3 envolve a identificacdo de tridngulos retdngulos em um conjunto de
triangulos diversos. O objetivo principal ¢ que os alunos reconhecam as caracteristicas
especificas de um tridngulo retangulo, principalmente a presenca de um angulo reto (90
graus). Além disso, a tarefa visa aprofundar a compreensdo dos alunos sobre a relagdo entre
os lados de um triangulo retangulo, em particular, o Teorema de Pitidgoras.

A tarefa comeca com uma introdu¢ao em sala de aula, onde os alunos sao lembrados
das caracteristicas de um tridngulo retangulo e da importancia do angulo reto. Eles também
sdo informados sobre o Teorema de Pitagoras, que estabelece a relacdo entre os comprimentos
dos lados de um triangulo retangulo.

Os alunos recebem uma folha com varios tridngulos desenhados, variando em
tamanho e forma. Alguns deles sdo tridngulos retangulos, enquanto outros ndo tém essa
caracteristica. A tarefa dos alunos ¢ examinar cada tridngulo e identificar aqueles que sao
triangulos retangulos, marcando o angulo reto em cada um deles.

Ap0s identificar os triangulos retangulos, os alunos participam de uma discussdo em
grupo, compartilhando suas descobertas e explicando por que escolheram esses triangulos
como tridngulos retangulos. Isso estimula a comunicacdo e a argumentacdo matematica entre
os alunos.

Além da identificagcdo, os alunos sdo desafiados a aplicar o Teorema de Pitagoras
para calcular as medidas dos lados restantes dos tridngulos retdngulos, se necessario. Isso
ajuda a reforcar a relagdao entre os lados de um tridngulo retangulo e a aplicagdo pratica do
teorema.

No contexto da teoria de van Hiele, a Tarefa 3 permite que os alunos manifestem
principalmente os niveis 1 e 2. Eles analisam as caracteristicas dos tridangulos para identificar
triangulos retangulos (nivel 1) e comegam a compreender a relacdo entre os lados desses
triangulos, especialmente o Teorema de Pitagoras (nivel 2).

A ordem das tarefas foi cuidadosamente planejada visando facilitar a progressdao
logica no processo de aprendizagem dos alunos em relacdo aos triangulos e triangulos
retangulos. A Tarefa 1 foi concebida como ponto de partida, destinada a introduzir conceitos
fundamentais relacionados a tridngulos, incluindo a defini¢ao de tridngulos e a viabilidade de
formar um triangulo com trés segmentos de reta. Ela também abordou o conceito de triangulo
retangulo, fornecendo uma introdugdo pratica a sua constru¢do com um angulo de 90 graus.

Em seguida, a Tarefa 2 foi projetada para ampliar a compreensdo dos alunos sobre

triangulos retangulos, concentrando-se nas relagdes entre os lados e na area dos quadrados
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derivados dos lados do tridngulo. Isso permitiu que os alunos explorassem o Teorema de
Pitagoras, uma propriedade fundamental dos tridngulos retangulos.

A Tarefa 3, colocada por ultimo no planejamento, desafiou os alunos a aplicar o
conhecimento adquirido nas tarefas anteriores. Eles foram solicitados a identificar quais dos
triangulos apresentados eram tridngulos retangulos, constituindo um exercicio pratico de
avaliagdo. Esta ordem foi adotada para que os alunos pudessem usar a base de conhecimento
construida nas tarefas anteriores ao enfrentar a Tarefa 3, promovendo assim, uma
compreensdo solida e a aplicagdo pratica de conceitos geométricos.

No Quadro 4, apresentamos o planejamento do primeiro dia de aula.

Quadro 4 — Planejamento das aulas do dia 05 de dezembro de 2022

Materiais utilizados: nessa aula serd utilizado quadro de giz para apresentacdo das
questdes a serem discutidas entre os grupos; régua para a constru¢do do tridngulo; palitos
cortados com diferentes medidas (trés jogos com diferentes medidas, sendo que dois jogos
ndo formam um tridngulo e um jogo forma um tridngulo (diferente de um tridngulo
retangulo); imagem impressa com dois segmentos de reta perpendiculares; jogos com trés

palitos com medidas que formam um triangulo retangulo.

Inicio da aula: recolhimento dos termos (TCLE e TALE); divisao dos alunos em grupos de
4 a 5 integrantes; distribuicdo dos gravadores ligados sobre as mesas dos grupos (um
gravador permanecerd com a professora pesquisadora).

(Tempo estimado para essa etapa. 15 minutos)

Lancamento (Introducio) da Tarefa Matematica: as questdes referentes a 1* Tarefa
serdo escritas no quadro de giz. Em seguida, a professora lerd o enunciado buscando
garantir que os alunos compreendam o que € para ser feito.

(Tempo estimado para essa etapa. 15 minutos)

Exploraciao (Realizacdo) da Tarefa pelos estudantes: os alunos irdo copiar e discutir
enquanto realizam cada questdo, registrando suas respostas. Durante a discussdo, a
professora ira circular pela sala, passando pelos grupos, monitorando, indagando-os quanto
ao desenvolvimento da tarefa, estimulando o pensamento geométrico ¢ promovendo

diferentes formas de pensar, por meio de questionamentos para haver uma intera¢do entre
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os integrantes do grupo. A professora nao deve validar respostas dos alunos ou dar
respostas que diminuam o nivel cognitivo da tarefa.

Enquanto circula, a professora deve observar as diferentes formas de resolver dos
alunos e selecionar (mentalmente) quais formas deverdo ser levadas para plenaria. Essas
resolucodes selecionadas podem conter formas corretas ou incorretas de resolver a tarefa.
Além disso, apos selecionar as resolugdes, a professora devera estabelecer uma ordem
(sequenciar) em que elas serdo apresentadas. O critério para a ordem de apresentacdo
podera ser definido pela professora, por exemplo: primeiro convidar um grupo que fez uma
resolucdo incorreta, em seguida aquele que fez uma resolugcdo usando figuras, depois
convidar um grupo que fez uma resolu¢do numérica, depois convidar um grupo que fez uma
resolugdo que chegou a uma generalizagdo.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 - 25 minutos)

Discussdo da tarefa: apos os grupos finalizarem a realizagdo da tarefa, a professora
convidard os grupos para apresentarem uma maneira de resolver. Nao héd necessidade de
chamar todos os grupos e nem precisa colocar estratégias de resolugio repetidas na lousa,
pois a intengdo ¢ apresentar estratégias (corretas ou incorretas) distintas e estabelecer
conexdes matematicas entre elas: como que uma resolugdo correta pode ajudar a
compreender uma resolugdo incorreta? Como que o grupo que resolveu por meio de figuras
pode passar a compreender como o grupo resolveu de maneira puramente numérica? Como
que a maneira do grupo que generalizou pode auxiliar os alunos a perceberem a
generalizacdo? A discussdo entre os alunos sobre a formacdo de tridngulos com trés
segmentos de reta de tamanhos quaisquer revela uma progressdo no pensamento
matematico. Inicialmente, os alunos estdo abordando o problema de maneira puramente
numérica, considerando as medidas especificas dos segmentos de reta em questdo. Eles
questionam a possibilidade de formar um tridngulo em cendrios em que os segmentos de
reta podem ser de diferentes tamanhos.

No entanto, a medida que a discussdo avanga, os alunos comecam a perceber a
importancia da condigdo de existéncia do triangulo. Isso indica um movimento em diregdo a
generalizacdo, em que podem comegar a extrair um principio geral que se aplica a uma
variedade de situagdes. Eles podem progredir de uma abordagem puramente numérica, que
se concentra em casos especificos, para uma compreensao mais abstrata e generalizada da

condi¢do de existéncia de um tridngulo.
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A generalizagdo completa desse conceito envolveria a compreensao da condigcdo de
existéncia como uma regra geral que se aplica a todos os triangulos, independentemente das
medidas especificas dos lados. Portanto, essa discussdo reflete o desenvolvimento do
pensamento geométrico dos alunos, passando do nivel de consideragdo numérica para um
nivel mais abstrato, onde eles comecam a identificar principios geométricos fundamentais
que se aplicam a uma ampla gama de situagdes. E uma demonstragio de como a
compreensdao matematica evolui @ medida que os alunos exploram e discutem conceitos em
sala de aula. Toda essa etapa de discussdo, por meio da plenaria, é extremamente
importante para o Ensino Exploratoério.

A professora precisa envolver os estudantes na discussao (ndo ¢ um momento para a
professora dizer o que € certo ou errado e fazer corregdes), incentivar a analise ¢ a
comparagdo entre resolugdes, além de identificar e discutir os erros matematicos. Se a
professora perceber que os alunos chegaram a uma generalizacdo, estimula-los a pensar
sobre a necessidade de uma regra/condicao para existirem medidas adequadas para que os
segmentos de reta se completem e formem um tridngulo.

(Tempo estimado para essa etapa: 25 minutos)

Sistematizacao das aprendizagens matematicas:_nessa tarefa, o objetivo ¢ que os alunos
conhegam e/ou reconhecam a constru¢do de um triangulo; que eles percebam que, para se
completar um tridngulo, um dos lados deve ser menor que a soma dos outros dois e que
somente com essa regra ¢ possivel a construgao de qualquer tridngulo. A partir dai, avangar
para a construcao do tridngulo retangulo, que se diferencia dos demais pelo fato de possuir
um angulo reto de 90°. Assim, se completa o tridngulo de um triangulo retangulo.

A sistematizagdo do contetido deixando bem clara que toda exploracao do trabalho
com materiais manipulaveis (palitos/malha quadriculada) foi para que percebessem que
existe uma condi¢do de existéncia para um tridngulo qualquer e que a soma dos seus dois
lados menores ¢ sempre maior que a medida do seu terceiro lado.

(Tempo estimado para essa etapa. 20 minutos)

Fonte: dados da pesquisa (2024)

Conforme o Quadro 4, a pretensdo era iniciar e finalizar a Tarefa 1, desenvolvendo
todas as quatro fases do Ensino Exploratorio durante os 100 minutos de aula. Entretanto, ndo
foi assim que ocorreu e a fase de sistematizacdo da Tarefa 1 ficou para o inicio do segundo

dia de aula, cujo planejamento est4 apresentado no Quadro 5.




Quadro 5 — Planejamento das aulas do dia 06 de dezembro de 2022
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Materiais utilizados: para essa aula, poderé ser utilizado o quadro para apresentacdo das
questdes a serem discutidas. Imagens impressas de trés triangulos retangulos incompletos
(Figura abaixo), os quais os alunos terdo que completa-los e anotar as medidas dos lados e
escolher um dentre os trés tridngulos. Com a régua terdo que formar quadrados com cada
lado desse triangulo. Serdo entregues malhas quadriculadas para completar esses

quadrados. Em seguida sera entregue imagens de tridngulos ndo retangulos.

Inicio da aula: formagdo dos mesmos grupos de alunos da aula anterior. Retomada da
Tarefa 1, discutir com os alunos a importancia da condi¢do de existéncia para a construgao
de um triangulo.

(Tempo estimado para essa etapa. 15 minutos)

Lan¢amento (Introducdo) da Tarefa Matematica: as questdes referentes a Tarefa 2
podem ser escritas no quadro de giz. Em seguida, a professora lerd o enunciado buscando
garantir que os alunos compreendam o que ¢ para ser feito.

(Tempo estimado para essa etapa. 15 minutos)

Exploracao (Realizacio) da Tarefa pelos Estudantes: na Tarefa 2, os alunos deverdo
completar o tridngulo impresso que serd entregue para eles, medir os lados e, em seguida,
desenhar um quadrado para cada lado desse triangulo. Apds desenhado, deverdo preencher
as areas desses quadrados, recortando e colando os quadradinhos das malhas
quadriculadas coloridas, um quadrado para cada lado do tridngulo. Durante a realiza¢ao
dessa tarefa, os alunos devem fazer varias tentativas montando tridngulos retangulos,
calculando a 4rea dos quadrados, fazendo a comparacdo entre o tridngulo retangulo e
outros triangulos que nao sao retangulos.

Apo6s o preenchimento desses quadrados, os alunos devem responder a questdes a serem
escritas no quadro de giz. Em cada questdo discutida, eles devem registrar suas respostas.
A professora deve circular pela sala, passando pelos grupos, monitorando, indagando-os
quanto ao desenvolvimento da tarefa, estimulando o pensamento geométrico e
promovendo diferentes formas de pensar, mediante questionamentos para haver uma
interagdo entre os integrantes do grupo. Além disso, a professora dele selecionar

(mentalmente), sequenciar e estabelecer conexdes entre as ideias matematicas
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apresentadas pelos estudantes para que, na proxima fase do Ensino Exploratorio, possa
estimular a discussdo da tarefa.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 - 25 minutos)

Discussao da tarefa: os alunos devem ser envolvidos na discussdo, incentivados a
analisar e a comparar as resolugdes, além de identificar e discutir os erros matematicos e
explorar os lados do tridngulo e calcular as areas dos quadrados.

E interessante conectar os conceitos explorados nessa tarefa com outros topicos
matematicos, estimulando uma compreensdao mais ampla e integrada. Pode-se, por
exemplo, discutir como esses principios se relacionam com o Teorema de Pitagoras,
propor¢des ou até mesmo investigar a interse¢io entre Geometria e Algebra. Na
generalizacdo, os alunos devem ser estimulados a pensar sobre a necessidade de perceber
que a caracteristica comum aos tridngulos retangulos ¢ o fato de a soma das medidas areas
dos quadrados menores ser igual a medida da area do quadrado maior, e que isso s6 ocorre
nos tridngulos retangulos. Dessa forma, podemos chegar ao Teorema de Pitdgoras, por
meio da demonstracdo geométrica dessa relagdo.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 minutos)

Sistematizacao das aprendizagens matematicas: na Tarefa 2, o objetivo € que os alunos
percebam um padrdo em relacdo as areas dos quadrados menores com a area do quadrado
maior, que facam combinacdes e percebam que nem sempre isso ¢ possivel, somente com
os triangulos retdngulos. A caracteristica comum aos tridngulos retdngulos ¢ a de que a
soma das areas dos quadrados cujas medidas dos lados sdo iguais aos catetos do triangulo
retangulo ¢ igual a area do quadrado cujo lado ¢ igual a medida da hipotenusa do tridngulo
retangulo.

(Tempo estimado para essa etapa. 20 minutos)

Fonte: Dados da pesquisa (2024).

Por conta do atraso no primeiro dia de aula e da finalizagdo da Tarefa 1 somente no
segundo dia, a finalizagdo da Tarefa 2 também ndo ocorreu no segundo dia e ficou para o

inicio do terceiro dia de aula, cujo planejamento esta apresentado no Quadro 6.



Quadro 6 — Planejamento das aulas do dia 7 de dezembro de 2022.

42

Materiais utilizados: Nessa aula serd entregue imagem impressa com varios tipos de

tridngulos, variando em tamanho e forma.

Inicio da aula: formacdo dos mesmos grupos de alunos das aulas anteriores. Retomada da
Tarefa 2 para término das questdes. Os alunos deverdo calcular as areas dos quadrados
partindo do lado de cada tridngulo e perceber a caracteristica do triangulo retangulo em
relagdo a medida dos seus lados. Sistematizar a tarefa 2 organizando as falas dos alunos
sobre a conclusdo da tarefa, de maneira que eles possam entender que, somente no
triangulo retangulo, a soma das areas dos quadrados cujas medidas dos lados s3o iguais
aos catetos, ¢ igual a area do quadrado cujo lado ¢ igual a medida da hipotenusa do
tridangulo retangulo.

(Tempo estimado para essa etapa: 25 minutos)

Lan¢amento (Introducio) da Tarefa Matematica: na Tarefa 3 serd entregue uma folha
para cada aluno. Em seguida, a professora lera o enunciado buscando garantir que os
alunos compreendam o que ¢ para ser feito.

(Tempo estimado para essa etapa. 10 minutos)

Quais dos tridngulos abaixo parece sertridngulo retingulo?|

DA N
A= D/
NN

Exploraciao (Realizacdo) da Tarefa pelos Estudantes: na 3* tarefa, ap6s as demais

tarefas realizadas pelos alunos, eles deverdo reconhecer e assinalar os triangulos
retangulos em uma lista com varios triangulos. Ja para o triangulo retangulo, o objetivo ¢é

que os alunos tenham a ideia geométrica e desenvolvam o pensamento geométrico,
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partindo de sua caracteristica que ¢ ter um angulo reto de 90° e que o lado maior desse
triangulo fica do lado oposto ao angulo reto.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 minutos)

Discussdo da tarefa: a tarefa 3 desenvolve nos alunos a habilidade de reconhecer as
propriedades do tridngulo retangulo, identificando-os em situagdes cotidianas. ApoOs os
grupos finalizarem a realizacdo da tarefa, serd feita a discussdo em plendria. A professora
buscard envolver os alunos na discussdo (ndo ¢ um momento para a professora dizer o que
¢ certo ou errado e fazer corregdes), incentivar a analise e a comparagdo entre resolugoes,
além de identificar e discutir os erros matematicos. Esse ¢ o momento em que os alunos
devem ser estimulados a organizarem o pensamento geométrico, partindo da generalizacao
sobre a caracteristica do triangulo retangulo, que ¢ ter um angulo reto de 90°, e que o lado
maior fica do lado oposto ao angulo reto.

(Tempo estimado para essa etapa: 25 minutos)

Sistematizacdo das aprendizagens matematicas: a sistematizacdo deve envolver as
Tarefas 2 ¢ 3. No caso da Tarefa 2, deve-se buscar uma relacdo entre as areas dos
quadrados menores ¢ a area do quadrado maior. Que eles entendam a utilizacdo do
Teorema de Pitagoras para encontrar a medida do lado de um tridngulo retangulo, sabendo
apenas as medidas de dois de seus lados.

A releitura das aulas anteriores devera ser feita com a sistematizacdo do conteudo
Teorema de Pitagoras, com uma breve fala sobre quem foi o mateméatico. Em seguida
demonstrar a relacdo métrica entre os lados dos tridngulos retdngulos de maneira que os
alunos entendam a formagdo dos quadrados a partir dos lados desse tridngulo retangulo e
que Pitdgoras relaciona esses lados ao quadrado, assim temos os lados a, b e ¢
relacionados a 4rea de cada quadrado, portanto o lado do tridngulo a é a%, que para o lado
do triangulo b, teremos b? e que para o lado do tridngulo c, teremos c?.

Finalmente, que os alunos compreendam a utilizagdo do Teorema de Pitdgoras,
onde o “quadrado da medida da hipotenusa ¢ igual & soma dos quadrados das medidas dos
catetos”.

No qual utilizamos a formula a? = b> + ¢2.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 - 25 minutos)

Fonte: dados da pesquisa (2024)
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Ao final do terceiro dia, a professora/pesquisadora conseguiu concluir o planejamento
e realizar a formalizagdo do conteado Teorema de Pitdgoras e a sistematizacdo das
aprendizagens pelos alunos. Essa sistematizacdo final teve como objetivo que os alunos
compreendessem a utilizagdo do Teorema de Pitagoras, em que “a medida da hipotenusa ao
quadrado ¢ igual a soma das medidas de cada cateto ao quadrado”, expresso na formula a? =
b* + 2.

Para o tratamento dos dados, consideramos &4udios de momentos em que a
professora/pesquisadora conversa com a turma toda (durante o lancamento das tarefas, a
discussao e a sistematizagdo) e audios de um grupo (formado por quatro integrantes) durante a
realizacdo das tarefas ao longo dos trés dias de aula. Optamos por focar a analise em apenas
um grupo ao longo dos trés dias, e o grupo selecionado para analise foi escolhido pela propria
professora/pesquisadora que identificou, neste grupo, boas interagdes e possibilidades de
manifestagdes do pensamento geométrico.

Assim, em alguns momentos das andlises dos dados, trazem-se as discussdes
realizadas em um mesmo grupo, mas, por vezes, trazem-se falas de estudantes de outros
grupos durante a plenaria (discussdo coletiva envolvendo toda a turma). Visando manter o
anonimato dos participantes da pesquisa, usamos nomes ficticios para todos os alunos que
aparecem nos dados. Para auxiliar nas andlises, enumera-se cada fala transcrita, pois se usam
esses numeros durante as andlises. Os trechos transcritos estdo apresentados considerando a
ordem temporal das falas.

As analises s3o acompanhadas da descricdo dos dados durante os trés dias de aula,
detalhando como foi a dindmica das aulas conduzidas pela professora/pesquisadora, como os
alunos lidaram com as tarefas e como a professora/pesquisadora sistematizou a aprendizagem
dos estudantes a respeito do contetido Teorema de Pitagoras. As andlises foram feitas
buscando identificar qual a estratégia assumida pelo grupo para resolver as tarefas e
identificar a manifestacdo do pensamento geométrico desses alunos, segundo a teoria de van
Hiele.

Antes de seguirmos para as andlises dos dados, na proéxima se¢do, apresentamos mais

detalhes sobre o Produto Educacional.

3.2 PRODUTO EDUCACIONAL
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Como mencionado na Introdu¢do deste trabalho, em um curso de Mestrado
Profissional (MP), diferentemente da modalidade Académica, os discentes precisam
desenvolver um Produto/Processo Educacional (Rizzatti ef al., 2020).

Nesta pesquisa, foi desenvolvido o Produto Educacional (Apéndice A) intitulado
“Tarefas matemdticas para o desenvolvimento do pensamento geométrico: explorando o
Teorema de Pitagoras”, um material destinado a professores dos anos finais do Ensino
Fundamental, com o objetivo de promover o pensamento geométrico de seus estudantes. Esse
material busca oferecer uma abordagem para introduzir o Teorema de Pitagoras de modo a
proporcionar discussdes matematicas produtivas em sala de aula.

O Produto Educacional (PE) conta com seis se¢des (excluindo as Referéncias). Na
primeira secdo, fazemos uma apresentagao do PE ao leitor, informando a quem se destina e
qual o propdsito daquele material. A segunda secdo, aborda uma breve discussdo tedrica sobre
os referenciais que fundamentam a proposta, a saber: a abordagem do Ensino Exploratério e a
teoria de van Hiele. Na terceira sec¢do, apresentamos o contexto em que o PE foi elaborado,
descrevendo como as tarefas foram planejadas e o local em que foram desenvolvidas. E na
quarta secdo, trazemos os enunciados das Tarefas 1 e 2, seguidos pelas descrigdes detalhadas
do planejamento de cada tarefa e de trechos de didlogos entre professora e estudantes. Na
quinta se¢do, por fim, fazemos as consideragdes finais, tecendo algumas reflexdes sobre o PE
e suas potencialidades e desafios.

Na quarta se¢do, chamamos de “Dialogando com Estudantes” o momento em que
trazemos trechos de didlogos entre a professora e seus estudantes. A apresentacdo desses
didlogos ¢ o ponto central do PE, por ser o momento em que o leitor poderd compreender
como se deu o desenvolvimento das aulas e, também, compreender como se deram as
manifestagdes dos niveis de pensamento geométrico, segundo a teoria de van Hiele. Entender
como se deu o desenvolvimento das duas tarefas em um ambiente real de sala de aula ¢
fundamental para que o professor interessado em utilizar o PE possa fazer adaptagdes e
planejar a condugdo das aulas em sua propria sala de aula. Conforme afirmam Rocas e

Bomfim (2018, p. 4, destaque dos autores):

[...] a principal meta de um MP ¢ o professor ¢ ndo o produto educacional (PE) que é
elaborado durante o desenvolvimento da dissertagdo. Tal entendimento deve-se ao
fato de que os PE ndo devem ser encarados como receitas prescritivas, para que
outros professores baixem e reproduzam, mas sim possam criar redes de
espelhamento e de interlocugdo. E essencial, portanto, a difusdo destes materiais, a
partir da otica das licengas creative commons (CC), que possibilita que um PE possa
ser descarregado, distribuido, aplicado e alterado, conforme as multiplas
necessidades / realidades e resultados obtidos.
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Afirmamos, portanto, que nem as tarefas propostas, nem a maneira como foram
planejadas e desenvolvidas sdo imutaveis; ao contrario, esperamos que a experiéncia
compartilhada no PE sirva como um estimulo para a criatividade dos professores, permitindo
adaptacdes conforme a pratica pedagdgica e o contexto escolar. Como afirmam Rizzatti et al.
(2020, p. 2), “a funcdo de um PE desenvolvido em determinado contexto sécio-historico ¢
servir de produto interlocutivo a professores e professoras que se encontram nos mais
diferentes contextos do nosso pais”.

Os dialogos entre professora e estudantes utilizados no PE sdo os mesmos que
aparecem no proximo capitulo desta dissertacdo, quando apresentamos as analises dos dados.
Ou seja, o PE foi construido durante o processo de desenvolvimento da pesquisa de mestrado.

Importante dizer que no PE utilizou-se apenas as Tarefas 1 e 2, ndo incluida a Tarefa
3. Em razdo da escassez de tempo, a Tarefa 3 ndo foi tdo bem explorada durante as aulas
realizadas pela professora, como estd detalhado no préximo capitulo (Descri¢do e Analise dos
Dados). Por conta disso, aliado ao fato de que a Tarefa 3 era aprofundamento do trabalho
realizado nas Tarefas 1 e 2, optou-se por ndo inclui-la.

No préximo capitulo, apresentamos as analises dos dados.
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4 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Este capitulo aborda a andlise das aulas, focando em um grupo especifico e sua
jornada na constru¢do da compreensdo de tridngulos, tridngulos retdngulos € o Teorema de
Pitdgoras. A perspectiva exploratéria de ensino e a aplicacdo da teoria de van Hiele sdo

consideradas ao examinar o desenvolvimento desses conceitos durante as aulas.

4.1 PRIMEIRO DIA - TAREFA 1: RECONHECENDO UM TRIANGULO

No dia 05 de dezembro, a turma teve duas aulas geminadas para iniciar o trabalho
com a Tarefa 1. A professora/pesquisadora formou os grupos, buscando deixar um aluno com
mais facilidade de aprendizagem e comunicacao para liderar cada grupo no intuito de facilitar
o desenvolvimento da tarefa e a aprendizagem de cada etapa por todos os integrantes. O grupo
analisado contava com a participacdo dos alunos: Ana, Caio, Carlos e Bruna.

Esse primeiro dia de aula visava conhecer os conhecimentos prévios dos alunos sobre
tridangulos, percebendo se eles sabiam reconhecer quando trés segmentos de reta formam ou
ndo um tridngulo. Em particular, compreender que niveis do pensamento geométrico os
estudantes manifestam ao lidar com uma tarefa matematica, a condicdo de existéncia de um
tridngulo e, em particular, um tridngulo retangulo.

Os enunciados foram escritos um a um na lousa, lido e explicado pela
professora/pesquisadora, promovendo a discussdo entre os grupos, mas as imagens foram
entregues impressas juntamente com os jogos de palitos recortados individualmente para cada
aluno integrante do grupo.

A professora/pesquisadora introduz a tarefa (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013)
dizendo:

[1] Professora: O objetivo aqui da minha primeira tarefa é que vocés conhegam e
reconhegam os triangulos! Como vocé explicaria para seu colega ao lado, o que é triangulo?

Logo em seguida, os alunos iniciam a etapa de realizagdo da tarefa (Oliveira;
Menezes; Canavarro, 2013) e comecaram a dialogar entre os grupos.

[2] Professora: Entdo, agora vocés vdo explicar para o colega o que é um triangulo.

[3] Ana: Tridngulo é uma forma geométrica que tem trés lados.

[4] Bruna: Ndo é isso, triangulo é forma geométrica que tem...

[5] Caio: 3 lados.
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Os estudantes comegcam a externalizar o conceito de tridngulos, apresentando
inicialmente que eles possuem 3 lados e que se trata de uma forma geométrica. Neste
momento de didlogo inicial, os alunos estdo no nivel 0 de visualizagdo ou reconhecimento
(Kaleff et al., 1994), no qual estdo considerando os aspectos do tridngulo como um todo, no
espaco da Geometria. A professora volta a atencdo ao grupo e acontece o seguinte didlogo:

[6] Professora: O que é um triangulo?

[7] Ana: Uma forma geométrica? Com trés pontos.

[8] Professora: Hum?

[9] Ana: Com uma base?

[10] Carlos: Entdo, uma base reta. Como uma forma de pirdmide?

[11] Professora: Por que vocé pensou assim? Por onde comega um triangulo?

[12] Ana: Da base reta?

[13] Carlos: Eu que falei sobre a base.

[14] Professora: Da base e o que mais? O que mais precisamos ter para construir um
triangulo?

Em [7], Ana traz um novo elemento na descri¢ao do triangulo, ao dizer que possui trés
pontos, possivelmente referindo-se aos vértices. Agora, além de considerar que triangulos sio
formas geométricas (em [3 e 7]) com trés lados (em [3 e 5]), os alunos passam a incluir o fato
de que possuem trés pontos (em [7]).

Os alunos também comegam a fazer relacdes com classes e formas geométricas, mas
ainda “sem consideracdes explicitas das propriedades dos seus componentes” (Kaleff et al.
1994, p. 4-5). Em [10], Carlos esta relacionando um tridngulo a uma pirdmide, sem comentar
a caracteristica de cada figura geométrica, o que pode gerar erros conceituais. Os tridngulos
sdo figuras geométricas planas, enquanto as piramides sdo figuras geométricas espaciais. Por
mais que algumas relagdes possam ser estabelecidas (por exemplo, as faces laterais das
piramides sdo sempre triangulares), ¢ preciso ter cautela com essa comparagdo entre as
figuras.

Em [10 e 13], Carlos fala da base como se fosse uma caracteristica que define um
triangulo quando, na verdade, a base ¢ um elemento que define as piramides. Qualquer um
dos trés lados de um triangulo pode ser tomado como base e sua altura relativa a base. Assim,
entendemos que os “alunos raciocinam sobre conceitos geométricos, por meio de uma analise
informal de suas partes e atributos por meio de observagdo e experimentagao. [...] Porém, eles
ainda ndo explicitam inter-relagdes entre figuras ou propriedades” (Kaleff et al. 1994, p. 4-5),

caracteristica do nivel 1 de andlise.
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Para garantir o desenvolvimento da tarefa pelos alunos, a professora retorna ao grupo
para pedir clarificacdes e justificagdes sobre o motivo daquele conceito de triangulo
apresentado pelo grupo.

[15] Professora: Serd que é so isso que eu preciso? Para construir um triangulo? Ter
o triangulo?

Ap6s alguns sussurros, o grupo apresenta o seguinte dialogo:

[16] Carlos: Na parte de baixo, a face.

[17] Ana: E.

[18] Carlos: Os lados sdo as laterais.

[19] Ana: Dd para se por assim.

[20] Carlos: E, a sei Id.

[21] Ana: Lateral, bases, laterais, face.

[22] Carlos: Laterais.

[23] Bruna: E, laterais acima.

[24] Ana: E, isso é um tridngulo.

E possivel notar que os estudantes chegaram a ideia de que as laterais do tridngulo sdo
lados, como pode ser visto em [18], mesmo que ainda possuam inferéncias a ideia de face. Em
[21], hé indicios de que Ana estabeleceu uma diferenca entre uma lateral, chamada de base, e
as outras laterais, chamada de face. Em decorréncia, os alunos apresentam similaridade em
relagdo a nogao relativa as piramides, a de face.

Em seguida, a professora pediu para os grupos conversarem entre si € registrarem uma
conclusdo sobre o que ¢ um tridngulo.

[25] Professora: Apos essa discussdo entre o grupo, vocés irdo descrever/escrever o
que falaram sobre o que é um triangulo.

[26] Ana: Para vocés escreverem, tipo, o que é um triangulo.

[27] Carlos: O tridngulo é uma forma geométrica.

[28] Ana: Entdo, quantas bases?

[29] Carlos: Uma base, 3 lados.

[30] Ana: Entdo, escreva isso, eu vou escrever isso.

[31] Bruna: Eu vou escrever também.

[32] Professora: Vdo conversando e escrevendo. Se surgir outra ideia sobre o que é
um triangulo, diferente dessa que vocés ja comentaram, registrem.

[33] Ana: E, ndo tem muito o que falar sobre ele.
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[34] Professora: Todos aqui ja viram o que é triangulo?
[35] Bruna: Comega com uma base, ai tem as laterais.
[36] Ana: Parecida com uma piramide.

[37] Carlos: Tem uma base e trés lados.

[38] Ana: Coloquei lados.

[39] Bruna: O triangulo é uma forma geométrica?

[40] Ana: Sim, uma base e 3 lados.

[41] Carlos: Faces é mais bonito. Um triangulo composto por uma base e 3 faces.

Alguns aspectos sobre a compreensdo que os alunos tém acerca dos tridngulos ficam
mais evidentes no trecho acima. Em [28, 29, 35 e 37], os alunos consideram a ideia de base
como algo que define um triangulo, como se existisse, previamente definido, um lado a ser
chamado de base. Em [41], Carlos manifesta considerar a nomenclatura face mais bonita do
que lado, sem se preocupar com o uso ndao convencional do termo face no caso de tridngulos.
Além disso, em [36], Ana menciona que um tridngulo ¢ parecido com uma piramide, o que
nos leva a perceber que, na visdo dela, piraimide e tridngulo ndo sdo exatamente as mesmas
coisas.

Vale destacar que, neste momento, nenhum aluno do grupo mencionou a ideia de
angulo, apenas as noc¢des de lado e de vértice foram utilizadas pelos alunos para descreverem
um triangulo.

ApoOs essa primeira etapa, a professora partiu para a segunda etapa com a seguinte
apresentacao:

[42] Professora: Na questdo 2, vocés irdo representar geometricamente um triangulo.

Nesse novo item (que a professora chamou de questdo 2), a professora argumentou o
que seria necessario para resolver o que foi perguntado:
[43] Professora: SO que durante a representa¢do geométrica de um triangulo, preciso

que vocés utilizem a régua, megcam e anotem as medidas de cada lado!

O grupo iniciou a discussao:
[44] Carlos: De fazer com um...
[45] Bruna: Com uma base.
[46] Ana: Dda pra fazer com 3.

[47] Carlos: Pra ficar bom, a base faz com 3 e os lados com 2,5.
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[48] Ana: Eu vou fazer com 2 pra ver se fica bom.

[49] Carlos: Faz 2,5.

[50] Ana: Um, acho que tem que ser 3 de altura.

[51] Carlos: Da fazer com 3.

[52] Professora: Representar geometricamente, utilizando a régua.
[53] Ana: Faz 2,5 de altura, ... ndo, faz 2,5 na base e 3 de altura.
[54] Ana: E 2 ... 2,5 de base e 3 altura, fica bom.

[55] Carlos: Fica bom?

[56] Ana: Aham.

[57] Carlos: E 2,5 por 3, agora tem que fazer 2,5 por 3 de altura.
[58] Ana: E.

No excerto acima, ¢ possivel perceber que a ideia de base do tridngulo continua sendo
central para os alunos. Para construir um tridngulo, os alunos consideraram importante
atribuir um valor a medida da base (por exemplo, em [45 e 47]). Carlos, em [47 ¢ 49], ¢ Ana,
em [48], sugerem medidas para os lados, mas logo essa ideia € substituida pela medida da
altura, em [50] e [53]. Nesse momento, os alunos parecem relacionar a estratégia para

responder a tarefa a ideia da 4rea de wum tridngulo, que ¢ dada por

(comprimento da base X comprimento da altura)
2 .

Area =

A relag@o com a area do tridngulo fica mais evidente quando, em [57], Carlos diz que
“agora tem que fazer 2,5 por 3 de altura”, referindo-se possivelmente a uma multiplicacdo de
2,5 por 3.

Além disso, ¢ importante destacar que os alunos estdao sugerindo medidas nao inteiras,
como o 2,5. Nesse momento, os alunos ainda ndo haviam recebido os palitos e, portanto,
estavam propondo valores quaisquer. No trecho abaixo podemos compreender o motivo da
escolha por 2,5.

[59] Professora: Ana, essas medidas que vocé anotou ai. Constroi, exatamente, um
triangulo?

[60] Ana: Sim, acho que sim.

[61] Professora: Todos pensam igual? Da para construir um triangulo? Entdo, falem

o0 que se precisa para construir um triangulo diante do que vocés anotaram ai!
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[62] Ana: Uma base em metros... tanto faz, eu acho. E a altura, que também acho que
tanto faz [referindo-se a unidade de medida em metros], que depende da base para ter a
altura, se nao fica um tridngulo “desformado”.

[63] Professora: Fica um triangulo, o qué?

[64] Carlos: Desformado.

[65] Professora: Desformado?

[66] Ana: E tipo, por exemplo, se colocar uma base... a gente colocou aqui uma base
de 2,5, se colocar uma altura de 1,5 vai ficar torto.

[67] Carlos: Ou é 2,5, ou é 3.

[68] Ana: Porque, aqui, colocar a base de 3, para o tamanho ficar legal, 2,5 [de
altura). Eu acho que a altura tem que ser sempre um pouco menos que a base. Serd que a
base igual a altura fica certo?

[69] Carlos: Fica, bate certinho.

[70] Ana: Vou tentar fazer.

[...]

[71] Ana: Eu cheguei na... a base sempre tem que ser maior e a altura igual ou menor
do que a base. Porque se a altura for, tipo, do mesmo tamanho que a base, vai ficar
desformado.

[72] Professora: Por que vocé chama esse triangulo de “desformado”?

[73] Ana: Porque um triangulo tem que ser, como diz, ah, triangulo é assim, né?

[apontando para um tridngulo] e aqui fica torto, porque... fica torto.

Em [62] e [64], os alunos falam que o triangulo ficaria “desformado” dependendo da
escolha das medidas da altura e da base do tridangulo. Isso significa que, para Carlos e Ana, a
escolha dos valores das medidas da base e da altura do tridngulo ¢ feita considerando o
formato que o tridngulo tera, talvez por terem construido em suas mentes uma imagem de um
determinado triangulo em uma determinada posi¢ao (por exemplo, o tridngulo do item “c” da
tarefa 3 apresentada no Quadro 3). Em [62], Ana diz que “depende da base para ter a altura,
se ndo fica um tridngulo desformado”, indicando que a escolha da medida da altura do
triangulo vai depender da medida da base para que o tridngulo nao fique “desformado”,
sugerindo que existe uma forma correta para um triangulo.

Em [68], Ana comenta que, para ficar legal, se a base medir 3, a altura tem que ter 2,5.
Na sequéncia, apresenta uma justificativa: “Eu acho que a altura tem que ser sempre um

pouco menos que a base”. Em seguida, levanta uma conjectura “Serd que a base igual a
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altura fica certo? ” e tenta avalia-la, concluindo, em [71], que “a base sempre tem que ser
maior e a altura igual ou menor do que a base”, caso contrario o tridngulo fica “desformado”.
Nesse momento, entendemos que Ana e Carlos estdo no nivel 1 de andlise, uma vez que “os
alunos raciocinam sobre conceitos geométricos, por meio de uma andlise informal de suas
partes e atributos mediante observagdo e experimentacao” (Kaleff e al., 1994, p. 4-5).

Os alunos estdao buscando estabelecer caracteristicas dos tridangulos, mas fazem isso de
uma maneira conceitualmente problematica. Ao construir um tridngulo partindo das ideias de
base ¢ de altura em relacdo a essa base, os alunos ndo percebem que diferentes triangulos

podem ser formados, conforme Figura 4.

Figura 4 — Diferentes tridngulos com a mesma base e a mesma altura

Fonte: dados da pesquisa (2024)

Na Figura 4, vemos que diferentes triangulos podem ser construidos a partir de uma

mesma base AB e uma altura h. Todos esses tridngulos t€ém a mesma area, mas podem ser

r

distintos, isto ¢, podem ter as medidas dos lados e dos angulos internos diferentes. Se os
alunos utilizassem as medidas dos lados (ao invés da base e da altura) para construir seus
tridngulos, duas ideias matematicas poderiam emergir: a de rigidez dos triangulos e a de
triangulos congruentes. A rigidez dos triangulos significa que (diferentemente dos
quadrilateros, por exemplo) nao € possivel alterar seus angulos internos mantendo as medidas
dos seus lados fixas. A congruéncia de tridngulos significa que dois tridngulos sdo
congruentes quando as medidas dos lados e dos angulos de um deles sdo, respectivamente,
iguais as medidas dos lados e dos angulos do outro.

Durante o didlogo com os alunos, ¢ possivel notar que a professora faz
questionamentos (por exemplo, em [59], [61], [63] e [72]) aos alunos, mas procura ndo o0s
corrigir ou diminuir a demanda cognitiva da tarefa. Por esse motivo, no proximo item da

tarefa, os alunos do grupo analisado seguem na mesma linha de raciocinio, isto ¢, pensando
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nos tridngulos a partir de uma base e sua altura relativa. A professora escreve o terceiro item
da tarefa na lousa e comenta com os alunos.

[74] Professora: Com trés segmentos de reta, é sempre possivel formar um triangulo?
E ai? Diante da discussdo que vocés fizeram com os colegas sobre o que é um triangulo,
utilizando a ideia que vocés tiveram para a constru¢do desse triangulo, agora a professora
vai distribuir um material para vocés, com segmentos de retas onde vocés vdo formar um
triangulo. Certo? Eu vou entregar para cada grupo, vocés vao abrir e formar o tridngulo.

As primeiras impressdes dos alunos do grupo nessa nova tarefa foram observadas no
seguinte didlogo:

[75] Ana: Tamanhos diferentes. A gente vai ter que fazer um triangulo com isso aqui
[palitinhos] com tamanhos diferentes. [...] Ai, acho que ja entendi. Os “mais pequenos” sdo a
base, né?

[76] Carlos: Nao sei.

[77] Ana: Ndo do pequeno, desse tamanho aqui, olha? E esse mais ou menos desse
tamanho aqui... a altura. Sera?

Ao observar o didlogo dos alunos do grupo durante o novo item, percebemos a
interagdo entre eles enquanto tentam compreender a tarefa. Ana, em [75] e em [77], segue na
linha de definir uma base e a altura. Nesse caso, ela sugere palitinhos menores para serem a
base. No entanto, Carlos expressa incerteza em relagdo ao procedimento.

Apos alguns segundos de sussurros entre os alunos, Ana diz:

[78] Ana: Eu ndo entendi.

[79] Aluno nao identificado: Eu também ndo.

Os alunos continuam conversando e comentam sobre como outras pessoas (de outros
grupos) estdo fazendo. Foi assim que Ana comentou:

[80] Ana: 4h, acho que entendi. Se a gente consegue fazer um triangulo com o
tamanho das pecas que a gente pegou. E, acho que é isso mesmo.

A partir deste momento, os alunos do grupo, sempre liderados por Ana, passam a
tentar construir um tridngulo considerando seus lados.

[81] Ana: So se cortar um pedago aqui, ai da um triangulo sim.

[82] Carlos: Cortar essa pontinha.

[83] Alunos do grupo: Verdade.

Utilizando um jogo de palitinhos, dado intencionalmente pela professora, que nao

forma um triangulo, os alunos percebem que seria necessario cortar um pedaco de um dos
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palitos para conseguir formar o tridngulo (em [81] e em [82]). Na sequéncia, a professora
retorna ao grupo e, apds ouvir os alunos, sugere o uso de outro conjunto de palitinhos.

[84] Ana: Aqui deu um triangulo. Aqui ndo deu um triangulo |[...] Ndo da, tipo... esse
daqui a é pequeno. Se esses dois fossem do mesmo tamanho...

[85] Carlos: Nao daria.

[86] Ana: E verdade [risos]. Porque a base é muito grande.

[87] Carlos: So se fosse esse [indicando um palitinho] e maior ou igual a esse
[indicando outro palitinho], mesmo tamanho ou um pouquinho maior. Esse daqui oh
[indicando um palitinho].

[88] Ana: Isso aqui ndo é um triangulo.

[89] Caio: E sim.

[90] Carlos: E, mas ndo é o que a dona quer.

[91] Ana: E um tridngulo?

[92] Carlos: Sim. Tem varios tridngulos. Tem o normal, que é o que estamos fazendo
aqui agora, e tem esse.

[93] Ana: Entendi. Gostei. Entdo isso daqui também ¢ um triangulo, olha.

No trecho acima, percebemos que os alunos do grupo comecam a compreender a
proposta da tarefa, utilizando os palitinhos para verificar a possibilidade ou ndo de se formar
um triangulo. Em [84], Ana levanta uma conjectura: “Se esses dois fossem do mesmo
tamanho”, daria para formar um tridngulo. Argumento que logo foi refutado por Carlos em
[85] e confirmado por Ana em [86]. Nesse momento, os alunos passam a perceber que ha uma
relacdo entre os lados e a possibilidade de existéncia de um tridngulo.

E importante notar, também, que na discussio coletiva entre os alunos, por conta da
fala de Carlos (em [92]), Ana passou a aceitar a existéncia de outros tridngulos, como pode
ser visto em [93]. Esse aspecto ¢ central, pois a discussao proporcionada pela dinamica de sala
de aula (tarefa matematica conduzida por meio do Ensino Exploratério) permitiu que Ana, até
entdo preocupada em ndo “desformar” o tridngulo, passa a aceitar e reconhecer outros
formatos de triangulos. Reconhecer triangulos diferentes daqueles, nas palavras de Carlos em
[92], “normais” ou daqueles que, em [90], “a dona quer”, indica que os alunos caminham
para abstrair a ideia de um tridngulo por meio de suas caracteristicas.

A continuagdo da aula ¢ dada com a entrega de mais um saquinho com palitos com
outras medidas para uma nova composi¢do, momento em que a professora introduz o seguinte

dialogo:
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[94] Professora: Agora, tentem pensar no que foi feito naquela outra
formagdo/composi¢do que distribui para vocés e com essa agora, fez diferengca por que com
aquela vocés ndo conseguiram e com essa conseguiram? Conversem entre grupo.

Neste momento, o grupo se depara com o desafio, e comecam a dialogar entre os
pares.

[95] Ana: Mas sdo bases iguais, essas sdo bases iguais.

[96] Bruna: Sdo mais iguais.

[97] Ana: So que aqui deu um triangulo perfeito, e aquela la era muito menor e a
outra muito maior.

[98] Bruna: E esse deu certinho.

[99] Ana: Isso, esse lado é menor que o outro. Um tridngulo “desformado”, mas deu
certo. Para ter um tridngulo perfeito, as bases tém que ser iguais a altura, e aquele ou a base
era muito maior ou muito menor, é isso.

Nesta conversa entre Ana e Bruna, elas estdo discutindo diferentes tridngulos e as
caracteristicas que definem um tridngulo como “perfeito” em comparagao com os outros. Ana
menciona inicialmente, em [95], que as bases sdo iguais, indicando que isso ¢ uma
caracteristica importante de um triangulo. Bruna responde, em [96], concordando e sugerindo
serem “mais iguais”, possivelmente se referindo a “perfei¢do” do tridngulo em questao.

Ana observa [97] que um dos tridngulos ¢ considerado “perfeito”, enquanto outro era
“muito menor” e o terceiro era “muito maior”. Ela enfatiza a importancia da relacao entre as
bases e a altura para a perfeicdo de um tridngulo. Bruna concorda com Ana, destacando que o
triangulo atual "deu certo".

Ana resume a conversa, enfatizando que, para um tridngulo ser considerado “perfeito”,
as bases devem ser iguais a altura. Ela também menciona [99] que um dos tridngulos era
“desformado”, mas ainda assim deu certo, indicando que a perfei¢gdo ndo ¢ uma necessidade
na geometria dos tridngulos. Essa conversa reflete a compreensdo das duas sobre as
caracteristicas que definem um triangulo “perfeito”. Elas estdo discutindo a relacdo entre as
bases e a altura como um critério importante para essa perfeicdo, mas também reconhecem a
possibilidade de existir tridngulos com diferentes propor¢des, mesmo que nao sejam
“perfeitos”.

Ap0s essa primeira analise dos alunos aos palitos que t€ém uma nova composi¢do, a
professora perguntou o que foi possivel observar com a constru¢do de tridngulos utilizando

esses palitos.
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[100] Ana: Entdo, ndo importa qual o tamanho da base, o que importa é o tamanho da
altura |[...]. Entdo, a base ndao importa o tamanho. Cadé aquele pequenininho? Aqui, por
exemplo, esse aqui é a base, tipo, se esses 2 fossem iguais, dariam o triangulo perfeito.

[101] Carlos: Serd?

[102] Ana: Coloca os 2 aqui, os “mais pequenos”, ai viu? Ndo importa o tamanho da
base. Por exemplo, se a altura for igual, ndo importa o tamanho, vai dar um tridngulo
perfeito, e se a base for o grande, vai dar o tridngulo perfeito, o que importa é altura.
Chegamos a conclusao.

Neste trecho, apos a primeira andlise dos alunos sobre as construgdes de triangulos
utilizando os palitos com diferentes composi¢des, a professora os incentiva a compartilhar
suas observagdes ¢ conclusoes.

Em [100] e [102], Ana continua explorando suas ideias utilizando os termos base e
altura. Conclui que “ndo importa o tamanho da base [...] o que importa é a altura”. Nesse
momento, € possivel perceber que Ana pode estar usando o termo altura de forma inadequada.
A aluna parece estar definindo um lado como sendo a base e os dois outros lados como sendo
a altura, o que fica evidente quando, em [100], diz que “o0 que importa é altura” e “esse aqui é
a base, tipo, se esses 2 fossem iguais, dariam o triangulo perfeito” e, em [102], diz que “se a
altura for igual, ndo importa o tamanho, vai dar um triangulo perfeito”.

Esse uso inadequado dos termos base e altura fica mais evidente nos trechos seguintes.
A professora caminha para o encerramento da aula, uma vez que o tempo estava acabando.
Ela tenta estimular os alunos a pensarem e falarem sobre a possibilidade de formar um
triangulo com trés segmentos de reta de qualquer medida, abordando a condicdo de existéncia
de um triangulo.

[103] Professora: Sera que com esses 3 segmentos de reta que vocés receberam, de um
tamanho qualquer, sempre serd possivel construir um triangulo?

[104] Alunos: Ndo.

[105] Professora: Por qué?

[106] Representante de outro grupo: Os segmentos podem ndo favorecer a construgdo.

[107] Professora: Todos concordam ou tem alguém que discorda?

A professora [103] inicia o questionamento, indagando se ¢ vidvel construir um
triangulo com trés segmentos de reta de tamanhos arbitrarios. Os alunos [104] respondem
negativamente, indicando que nem sempre ¢ possivel construir um tridngulo com quaisquer
medidas de segmentos de reta. A professora [105] continua a investigagdo, questionando por

que eles chegaram a essa conclusdo. Um representante de outro grupo [106] contribui com a
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discussdo, explicando que os segmentos podem ndo ser adequados para a constru¢do de um
triangulo. Isso sugere que os alunos da sala estdo comecando a considerar a condicao de
existéncia de um triangulo, o que poderia indicar que os alunos estao progredindo do nivel 0
de visualiza¢do, em que apenas reconhecem figuras geométricas, para o nivel 1 de andlise, em
que comecam a entender as propriedades e as relagdes entre essas figuras.

No entanto, no grupo que esta sendo analisado, algumas confusdes permanecem.

[108] Professora: Entdo, com 3 segmentos de reta de qualquer tamanho, sempre é
possivel construir um triangulo?

[109] Todos: Ndo, ndo.

[110] Professora: Ndo! Diante da constru¢do que deu certo e as outras que ndo
deram, seria possivel existir alguma regra? Uma condi¢do ou uma regrinha para que
possamos construir um triangulo? Agora conversem entre si e vamos analisar se é possivel e
qual seria essa regra!

[111] Ana: A gente ja achou essa regra ai?

[112] Carlos: Nao.

[113] Ana: Ah ta. A gente ja conversou.

[114] Professora (para toda a turma): Quando é possivel formar um triangulo?
Conversem com os colegas.

O grupo volta a debater e Ana deixa mais clara sua compreensdo para a nogdo de
altura:

[115] Ana: Acho que é isso, porque a base, ndo importava o tamanho dela se as
alturas fossem iguais. Se a base for pequena e os outros foram iguais, vai dar certo, a menos
que a base seja muito pequena. [...] Como se diz, aqui os 3 segmentos, 2 segmentos tém que
ser iguais. Concorda?

[116] Aluno do grupo: sim.

Percebendo que algum integrante do grupo ndo entendeu, Ana continua:

[117] Ana: Vou te explicar. O nome desse aqui é segmento, né? E os 3 segmentos sdo
iguais, por isso deu um triangulo perfeito, né? Entdo, a regra é clara, para dar um triangulo
perfeito 2 segmentos tém que ser iguais, a base ndo importa o tamanho dela, sendo os 2
segmentos iguais tera um triangulo perfeito, entendeu agora?

Em [115], Ana afirma que ndo importa o comprimento da base, desde que suas
“alturas” sejam iguais. Na mesma fala, Ana ainda diz que se “os outros [segmentos] forem
iguais, vai dar certo”. Isso fica reforcado com o trecho “aqui os 3 segmentos, 2 segmentos

tém que ser iguais” € com a explicacdao dada em [117].
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Ana vinha falando que a altura precisava ser igual (em [102], [115]), mas nas falas
[115] e [117] fica evidente que, ao falar de altura (ou alturas, no plural), Ana esta se referindo
a dois outros segmentos que nao sao a base. A aluna estd definindo um lado como sendo a
base do tridngulo (ideia incorreta, pois, como ja foi afirmado, qualquer um dos trés lados de
um tridngulo pode ser tomado como base e sua altura relativa a base) e os outros dois lados
(segmentos) como sendo a altura.

E possivel compreender o pensamento geométrico de Ana, pois, assumindo um lado
como base, a altura relativa a essa base pode variar de acordo com o comprimento dos dois
outros lados. No entanto, como mostra a Figura 4, isso ndo necessariamente ocorre.

Apesar de, em [91] e [93], Ana indicar que entendeu a possibilidade de ter outros
triangulos, diferente daqueles que estava considerando inicialmente, em [117] a aluna volta a
insistir na ideia de que “para dar um triangulo perfeito, 2 segmentos tém que ser iguais”.
Cabe destacar que ter dois segmentos iguais ndao ¢ condicdo necessaria para se construir um
tridngulo.

No grupo analisado, a professora faz novamente a pergunta sobre a possibilidade de
construir um tridngulo com trés segmentos de reta de qualquer tamanho. O grupo responde
unissono que nao ¢ possivel.

A professora, entdo, estimula o grupo a pensar sobre a existéncia de uma regra ou
condicdo que permita a constru¢do do tridngulo com os trés segmentos de reta. Ela os
encoraja a discutirem entre si e sugere que ja tiveram alguma conversa anterior sobre esse
assunto.

A conclusdo desta etapa foi a seguinte:

[118] Professora: O que vocés estio me dizendo é que existe, entdo, uma regrinha
para construir esse triangulo. Ficou bem claro para o grupo qual seria essa regrinha? Vocés
disseram que so ter trés segmentos ndo é condigdo suficiente para formar um triangulo!

[119] Ana: Depende, esse aqui tem trés e deu certo. [...] variam os tamanhos e limites.

O horério de término da aula estava chegando e ainda havia outras partes da Tarefa 1
(Quadro 1) a serem exploradas. A professora tenta acelerar as discussdes. Ela pergunta aos
alunos se chegaram a uma conclusdo sobre a “regrinha” para fazer essa construgdo. A resposta
dos alunos ¢ variada, mas eles destacam que apenas ter trés segmentos nao ¢ uma condi¢ao
suficiente para formar um tridngulo. Ana e seu grupo apresentam exemplos de casos em que a
construcdo foi possivel com trés segmentos, sugerindo que a regra pode variar de acordo com

os tamanhos dos segmentos (em [119]).
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No entanto, apesar de Ana perceber que ter trés segmentos nao ¢ condig¢do suficiente
para formar um tridngulo, os didlogos no grupo (por exemplo, em [117]) ainda nao
evidenciam a compreensao adequada sobre a condi¢do de existéncia do triangulo. O grupo
apresentou uma regra, mas inadequada. Pode-se dizer que os alunos estdo raciocinando sobre
conceitos geométricos, por meio de uma andlise informal de suas partes e atributos mediante
observagdo e experimentagdo, conforme indica o nivel 1 de andlise do pensamento
geométrico.

Ao fim da aula, com pressa, a professora pediu para que os alunos desenhassem o que,
para eles, seria um triangulo retangulo.

[120] Professora: Ficou bem claro para vocés a formagdo desses triangulos, né? O
que ndo deu certo e o que deu certo e o porqué? Entre o grupo, ficou bem claro? [...] vamos
la, entdo, na quarta pergunta, como vocé explicaria para o seu colega o que é um triangulo
retangulo?

O grupo comegou a debater e Ana, novamente, liderou a discussao.

[121] Ana: Um retangulo tem que ter duas laterais menores iguais e duas maiores
iguais. O tridngulo de trés tem que ter, é... acho que um menor e dois maiores iguais.

Em [120], percebe-se que a professora passou para a quarta pergunta acreditando que
os alunos tinham compreendido a condi¢do de existéncia dos triangulos, fato que ndo ocorreu.
Mas os alunos tinham condigdes de explorar melhor essa questdo por meio da quarta
pergunta, ao discutirem o que ¢ um triangulo retangulo.

Em [121], Ana parece tratar triangulo retangulo de maneira separada: triangulo e
retangulo. Para as duas figuras geométricas, Ana utiliza a mesma ideia de medida dos lados:
no caso do retangulo, “/aterais menores iguais e duas maiores iguais”, no caso dos triangulos,
“um menor e dois maiores iguais”.

A professora retoma para a turma toda.

[122] Professora: Bora ld, entdo, galerinha. Diante do que vocés escreveram e
conversaram com os colegas sobre o que é o triangulo retangulo, fizeram a representa¢do
geométrica de um triangulo retangulo? Preciso que vocés analisem o que desenharam.

[123] Carlos: Um quadrado.

[124] Ana: Ndao.

[125] Professora: Analisem, detalhadamente.

[126] Carlos: Um dngulo de 90°.
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Em [126], Carlos apresentou a caracteristica do tridngulo retdngulo: possui um angulo
de 90°. No entanto, a aula terminou e a professora pediu que os alunos guardassem os palitos
no saquinho, pois iriam utilizar na proxima aula.

Ao longo do primeiro dia de aula, a professora introduziu a Tarefa 1 (fase 1 do Ensino
Exploratério), os alunos realizaram a tarefa (fase 2 do Ensino Exploratério) nos pequenos
grupos. A discussdo (fase 3 do Ensino Exploratério) e a sistematizacdo das aprendizagens
(fase 4 do Ensino Exploratorio), no que se refere a Tarefa 1, ficaram para a proéxima aula.

Alguns aspectos podem ser destacados nesse primeiro dia de aula analisado. O
trabalho em grupo e as discussdes coletivas oportunizaram a manifestagdo do pensamento
geométrico dos estudantes. Isso pode ser percebido a partir das interagdes entre os alunos ou
das interagdes entre alunos e professora.

No entanto, um desafio que se percebe diz respeito a lideranga de Ana ao longo das
discussoes. Fica evidente, principalmente pelo fato de suas opinides prevalecerem no grupo,
que suas ideias matemadticas, nem sempre adequadas e pouco rebatidas pelos outros membros,
conduziram o grupo a conclusdes limitadas sobre a condi¢ao de existéncia de um triangulo. A
discussdo ficou centrada nas ideias de tridngulos “desformados” ou “perfeitos”, mostrando
que os alunos continuam restritos a visualizagdo (nivel 0) e, em poucos momentos, dando
indicios de andlise (nivel 1).

Esse desafio se coloca a professora, que precisa lidar com todos os grupos enquanto
circula pela sala, fomentando uma discussao produtiva entre os alunos e, também, controlando
o tempo da aula. A proposta do Ensino Exploratorio exige do professor habilidade para
manter o controle do tempo. Como afirma Canavarro (2011, p. 17), é necessario “Gerir sem
desperdicios todos os minutos para que na mesma aula se complete o trabalho em torno de
uma tarefa, evitando ao maximo adiar para a aula seguinte a discussdao e/ou a sintese dos
conhecimentos produzidos pelos alunos em resposta a tarefa”. Como pode ser observado, nao
foi possivel concluir a Tarefa 1, ficando a discussdo sobre o tridngulo retdngulo para o

proximo dia de aula.

4.2 SEGUNDO DIA — TAREFAS 1 E 2: O TEOREMA DE PITAGORAS

No dia 6 de dezembro, a turma teve aulas geminadas e as formagdes dos grupos

foram as mesmas do dia anterior, com a participacdo no grupo analisado dos alunos: Ana,

Caio, Carlos e Bruna.
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No inicio da aula, a professora aprofundou o entendimento dos alunos sobre
triangulos, especialmente na identificacdo de sua existéncia. O objetivo era explorar os
diferentes niveis de pensamento geométrico manifestados pelos estudantes ao abordar a
condicdo de existéncia de um tridngulo, destacando, em particular, o tridngulo retdngulo. O
enunciado da Tarefa 2 foi apresentado no quadro, proporcionando aos alunos a oportunidade
de descobrir por si proprios que, em um tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da
hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas de cada cateto.

Antes, porém, a professora retomou a Tarefa 1, em que os alunos deveriam construir
triangulos usando palitos e um molde.

[127] Professora: Com aquelas outras formagoes que vocés tinham, conseguiram
montar aqueles outros triangulos?

[128] Todos: Nao, nao.

[129] Professora: Ah, td, por qué? O que aconteceu que vocés ndo conseguiram?

[130] Integrante de outro grupo: Porque os tamanhos sdo muito diferentes.

[131] Professora: Com os tamanhos, ndo conseguiram formar triangulo?

[132] Todos: Ndo, nao.

[133] Professora: Entdo, hoje, eu vou dar essa combinagdo para vocés e vocés vao
fazer o mesmo processo. Lembrando que o que estd ai é um molde, ta? Entdo, os palitos nem
sempre vdo ser do tamanho que esta ai, podem ser maiores, podem ser menores, ta? Agora
vocés vdao montar ai em cima desse molde e conversar ai entre vocés.

O molde a que a professora se refere ¢ a figura que consta na Tarefa 1 (Quadro 1). A
dificuldade enfrentada na constru¢ao de triangulos com tamanhos diferentes direciona a aula e
a professora questiona sobre possiveis regras ou condigdes para a formagao de triangulo. A
resposta dos alunos, destacando a diferenga de tamanhos como um obstaculo, fazia parte do
planejamento. A intengdo era que os alunos percebessem que ndo basta ter trés segmentos
para formar um tridngulo, ¢ preciso mais alguma caracteristica.

A professora, em [133], introduz uma nova etapa da tarefa. Anuncia que fornecera
uma nova combinagdo de palitos para os alunos. A instrucao ¢ clara que o que esta presente ¢
um molde, mas os palitos podem variar em tamanho, podendo ser maiores ou menores do que
o molde. A professora, entdo, orienta os alunos a realizarem o mesmo processo que fizeram
anteriormente, reforcando a importancia da comunicacao entre eles durante a montagem. Essa
etapa da tarefa visa & experimentacao pratica e a observagdo atenta por parte dos alunos para
compreenderem as relagdes geométricas envolvidas.

[134] Ana: Deu certinho.
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[135] Carlos: Meu também.

[136] Ana: Aham, todos deram certo.

[137] Caio: O meu passou um pouco, é o meu.

[138] Carlos: Passou um pouquinho aqui, o.

[139] Professora: Ndo, mas passou do molde.

[140] Carlos: E.

[141] Professora: Nao, do molde ndo tem problema. Por que vocés acham que tem
esse molde? Que quer demonstrar ai, com esse molde?

[142] Ana: E um tridngulo com dngulo de 90°,

[143] Carlos: E o qué?

[144] Ana: Um tridngulo com dngulo de 90°. E, ndo é bom. Um tridngulo com
angulo de 90°.

[145] Professora: Um triangulo com um dangulo de 90°, e que tridngulo é esse?

[146] Ana: Retangulo?

[147] Carlos: Triangulo Retangulo.

A introdugdo de um novo molde e a instrugdo para os alunos repetirem o processo
estimulam a experimentagdo e a reflexdo. Ao serem estimulados pela professora, os alunos
identificam que o molde induz a constru¢do de um tridngulo com angulo de 90° (em [142]), o
que significa que se trata de um tridngulo retangulo (em [146] e [147]).

[148] Professora: Entdo, galerinha, presta atengdo aqui um pouquinho. Vocés ja
conversaram ai entre os grupos, agora vamos analisar a formagdo que vocés fizeram. O que
vocés perceberam de diferente da construgdo desse triangulo em relagdo aos anteriores que
fizeram ontem? O que tem de diferente desse triangulo em rela¢do aqueles que vocés fizeram
ontem?

[149] Ana: O que a gente fez ontem era de pé.

[150] Caio: E esse ai esta deitado.

[151] Carlos: E esse dai esta com sono. (Risos)

[...]

[152] Professora: Sera que é possivel construir um triangulo retangulo com os mesmos
segmentos de reta que ja foram construidos os outros tridngulos ontem? Vocés conseguiram
construir? Ontem, vocés pegaram as folhinhas com aquela formagdo de palitinho. Vocés
conseguiram montar um triangulo retangulo com aquela formagdo?

[153] Todos: Ndo.



64

Neste trecho, inicialmente, os alunos expressam observagdes praticas e externas sobre
a orientacdo dos triangulos, sugerindo um pensamento predominantemente no nivel 0 de
visualizacdo ou reconhecimento. As respostas de Ana [149], Caio [150] e Carlos [151]
sugerem que o foco estd na posicdo do tridngulo (“de pé”, feito na aula do dia anterior, e
“deitado”, feito naquele dia), algo que ndo contribui para abstrair informacdes, ideias sobre os
triangulos. A professora, entdo, ao questionar a possibilidade de construir um triangulo
retangulo com os mesmos segmentos de reta da formacdo anterior, recebe como resposta
“Nao” [153].

Na continuag¢do, a professora volta a questionar os alunos.

[154] Professora: Entdo, vamos organizar essas ideias que vocés falaram! Com essa
tarefa da formagdo dos triangulos de ontem de um triangulo qualquer, pois ontem vocés
puderam montar triangulos quaisquer, né? E hoje vocés fizeram ai?

[155] Ana: Um triangulo com angulo de 90°.

[156] Professora: E como se chama esse triangulo?

[157] Todos: Tridngulo retangulo.

[158] Professora: Triangulo retangulo. Entdo vocés puderam concluir se existe sim,
uma condi¢do, uma regrinha para que esse triangulo exista?

[159] Todos: Sim.

[160] Professora: E vocés sabem me dizer qual é essa regrinha para montar triangulo
qualquer?

A professora busca “organizar as ideias” dos alunos. Em [153], os alunos
reconheceram que ndo ¢ qualquer combinagdo de trés segmentos que permite construir um
triangulo; ja em [159], os alunos manifestam reconhecer que, nas palavras da professora em
[158], existe “uma condi¢do, uma regrinha para que esse tridngulo exista”. Nesse momento,
a professora conversa com toda a turma, ndo apenas com o grupo analisado. Em [160], ela
tenta compreender se os alunos chegaram a condi¢ao de existéncia.

Alunos de outro grupo, diferente do que esta sendo analisado aqui, apresentaram a
condigdo de existéncia. Nesse momento, a professora, entdo, avanga para a fase de
sistematizagdo das aprendizagens matematicas (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013), visando
concluir a Tarefa 1.

[161] Professora: Vamos pegar esse daqui. Um lado que mede 12, um lado que mede
19 e um lado que mede 23. Vamos falar aqui unidades, porque tridngulo pode ser medido em

centimetros, em metros. Entdo tem aqui um tridngulo que tem essas medidas, certo? Qual
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seria a condig¢do para eu conseguir construir esse triangulo? Porque ontem vocés pegaram o
que tinha palitinhos que faltavam, ndo dava para chegar la [fechar os lados do triangulo].
Qual ¢ a condi¢do aqui para que eu consiga construir esse triangulo? Manuseando todos
aqueles palitinhos ontem, vocés conseguiram? Encontraram uma condi¢do para que eu
consiga construir esse triangulo?

[162] Ana: As medidas?

[163] Professora: As medidas? E o que tem as medidas?

[164] Ana: Diferentes.

[165] Professora: E, sdo diferentes! Mas por que existem? Ndo existem triangulos
diferentes?

Em [161], a professora busca conduzir a formalizagdao da condig¢ao de existéncia, uma
vez que outro grupo ja a apresentou. No entanto, o grupo aqui analisado, principalmente a
aluna Ana, mantém-se no estagio inicial (nivel 0 — visualizagdo), pois apresentam raciocinios,
basicamente, por meio de consideragdes visuais (Kaleff et al., 1994). O foco dos alunos foi na
medida dos segmentos que sao diferentes (em [162] e [164]), ndo na abstracao da condigao de
existéncia do tridngulo. A professora prossegue.

[166] Professora: Entdo, o que a gente pode deixar aqui como condigdo de existéncia?
Se nos pegarmos aqui esse lado, mais esse lado, sao 12 + 19. Da quanto?

[167] Todos: 31.

[168] Professora: Somando esses dois lados, ele é maior ou menor que esse terceiro
lado?

[169] Todos: Maior.

[170] Professora: Maior, maior que 23. Vamos pegar outros dois lados. Quanto que
da 19 mais 237

[171] Todos: 42.

[172] Professora: 42 ¢ maior, menor que 127

[173] Todos: Maior.

[174] Professora: Maior que 12! Uma outra formag¢do que nos ndo fizemos, 23 mais
12. Da quanto?

Apos apresentar diferentes exemplos, com tridngulos de diferentes medidas de lados, a
professora questiona os alunos.

[175] Professora: O que nds podemos concluir?

[176] Um aluno: Que qualquer soma que tiver, vai ser maior do que o lado que

sobrou.
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[177] Professora: Como é que é, entdo?

[178] Um aluno: 4 soma de dois sempre vai ser maior do que o que sobrou.

[179] Professora: Entdo essa é uma condigdo de existéncia para um triangulo. A soma
das medidas de dois lados. Eu pego dois lados qualquer do meu triangulo, de um triangulo
qualquer. As medidas dos dois lados, somando, tem que ser?

[180] Todos: Maior, maior do que o que sobrou.

[181] Aluno: 4 soma de dois lados sempre vai ser maior do que o que sobrou.

Em [166], [168], [170], [172] e [174], a professora faz uma série de questionamentos
muito direcionados, por meio de casos especificos, buscando que toda a turma perceba e
reconheca a condi¢do de existéncia do tridngulo, enunciada por ela posteriormente (em [179]).
Em [178], um aluno apresenta, de maneira informal, a condi¢do procurada. Esse aluno
manifesta estar no nivel 2 — deducdo informal do pensamento geométrico, pois produz uma
definicao abstrata, estabelecendo uma propriedade dos tridngulos. No entanto, tal aluno ndo ¢
integrante do grupo analisado nesta pesquisa. Por meio dos dados obtidos pela gravagdo, a
conclusdo ¢ que, até esse momento em que a professora conduz a discussdo € enuncia a
condig¢do de existéncia, o grupo aqui analisado ndo havia chegado a tal deducao informal.

Assim, as discussdes coletivas em sala de aula, proporcionadas pela abordagem do
Ensino Exploratdrio, oportunizaram aos alunos do grupo analisado um ambiente favoravel
para sairem do nivel 0 - visualiza¢do e do nivel 1 — Andlise e avangassem para o nivel 2 —
dedugado informal. Essa oportunidade se deu na medida em que alunos de outros grupos
enunciaram, ainda que de maneira informal, a condigdo de existéncia do triangulo e, em
seguida, a professora sistematizou a aprendizagem dos estudantes.

No entanto, ainda era necessario promover a sistematiza¢ao considerando o caso do
triangulo retangulo. Entdo, a professora retoma a discussdo sobre o triangulo retangulo
possuir um angulo de noventa graus e conduz os alunos a reconhecerem o fato de que o lado
de maior comprimento ¢ oposto ao angulo de noventa graus.

[182] Professora: E triangulo retangulo? Nos sabemos que o triangulo retangulo tem
o qué? [...] para terminar de formar esse tridngulo retangulo, o que temos ali de diferente?

[183] Outra Aluna: A descidinha dele?

[184] Ana: Face?

[185] Outra Aluna: Ele é sempre o lado maior, ndo é?

[186] Professora: E esse lado maior, ele sempre esta o qué? Oposto a?

[187] Outra Aluna: Ao dngulo reto?
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[188] Professora: Entdo, galerinha, [...] o lado maior sempre fica oposto a esse angulo
reto, a esse angulo de 90°. Certo? Entenderam? Conseguir visualizar isso?

[189] Todos: Sim.

Em [182], a professora questiona os alunos e logo obtém a resposta esperada,
apresentada em [185] por uma aluna de outro grupo. As respostas [185] e [187] permitem a
professora sistematizar uma caracteristica importante dos tridngulos retangulos: o lado oposto
ao angulo reto ¢ o lado de maior comprimento do triangulo. Apesar de ainda ndo mencionar o
nome nesse momento da aula, a professora esta se referindo a hipotenusa.

Em [184], ¢ possivel notar que Ana ainda utiliza o termo face. Ao longo dos didlogos,
foi possivel perceber que ela utiliza o termo face para se referir ao lado do triangulo retangulo
que ndo €, segundo ela, nem base e nem altura.

Em seguida, a professora finaliza a Tarefa 1 e propde a Tarefa 2. O propdsito, nessa
nova etapa, ¢ que os alunos manipulem tridngulos retangulos com diferentes medidas para os
lados, de modo que percebam, por si, o0 Teorema de Pitagoras.

[190] Professora: “Bora”, entdo, para nossa proxima tarefa. Guardem os palitinhos,
por favor. Agora vocés vdo pegar o molde de trés tridngulos. Com base no tridngulo
retangulo que vocés montaram com os palitinhos, agora vocés vdo completar esse triangulo
ai nessa folha de sulfite, so que preciso que vocés megam os lados e anotem as medidas.

A partir do comentério da professora, os alunos comecaram a medir os lados dos
tridngulos. Ana e Carlos comentam sobre suas medidas.

[191] Ana: Isso, aqui deu 6, aqui deu 5, aqui deu 8, aqui deu 12, aqui deu 13 e aqui
deu 10, cara.

[192] Carlos: Entdo, 5, 12, 13.

[193] Professora: Desse triangulo aqui, eu gostaria que vocés desenhassem
quadrados, a partir de cada lado do tridngulo [...] Vocés vao montar, vao desenhar um
quadrado, a partir de cada lado desse triangulo.

Em [191], Ana apresenta seis medidas. Ja Carlos, em [192], apresenta trés medidas
que representam um triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 13 unidades de comprimento.

Em seguida, a professora apresentou algumas instru¢des aos estudantes, enfocando a
montagem dos quadrados a partir dos lados do tridngulo. Apds desenhado os quadrados em
cada lado do triangulo, os alunos deveriam preencher as areas desses quadrados, recortando e
colando os quadradinhos das malhas quadriculadas coloridas, um quadrado para cada lado do

triangulo, conforme consta no planejamento. Essa etapa preparatoria visou estabelecer uma
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base solida para a subsequente tarefa de recorte da malha quadriculada, otimizando a
compreensao e a execucdo da tarefa proposta.

[194] Professora: De acordo com os lados que vocés tém ai, desse quadrado, vocés
vdo recortar quadradinhos na malha quadriculada e montar/encaixar a area desse quadrado.
Vou deixar uma folha de cada cor, porque vocés vao fazer cada quadrado de uma cor.

[195] Carlos: Dona é para cortar dos tamanhos desses quadradinhos aqui?

[196] Professora: Do tamanho das dreas dos quadrados ai.

[197] Ana: Vai cortar do tamanho dos desenhos?

[198] Carlos: Vocé vai cortar os quadrados separados.

No trecho acima, os alunos apresentam suas dividas sobre como proceder e a
professora esclarece, destacando a necessidade de cortar conforme o tamanho das areas dos
quadrados. Ap6s os alunos terem compreendido o que era para ser feito, o didlogo no grupo
continua.

[199] Ana: Cada quadradinho tem I cm, se o lado tem 4 cm, 4 quadradinhos. Ndo,
ndo vai dar certo.

[200] Carlos: Faltou.

[201] Ana: Faltou um pouquinho.

[202] Carlos: Faltou um chorinho so.

[203] Professora: Fizeram ai?

[204] Ana: Ndo deu certo, ndo.

[205] Professora: A darea de um quadrado de cada cor. Vocés viram o porqué da
professora dizer que iriamos trabalhar com unidade e ndo centimetros, porque a malha esta
em unidade e nao centimetros, sendo, nao da certo.

Esse trecho destaca a tentativa dos alunos em calcular as areas dos quadrados, mas
enfrentam dificuldades. A professora intervém para corrigir possiveis erros e reforcar a
necessidade de entender os quadradinhos menores como unidades de medida. Ana, em [199],
tenta associar cada lado do quadradinho a 1 cm, sugerindo que seriam necessarios quatro
quadradinhos para cobrir cada lado de 4 cm. No entanto, Ana percebe que “nao vai dar certo”.
Carlos e Ana concordam que “vai faltar um chorinho”. Esse momento faz parte da
compreensdo dos alunos sobre a Tarefa 2.

A professora intervém em [205], questionando se conseguiram concluir a tarefa e
tenta tornd-la mais clara aos alunos, orientando a fazer “drea de um quadrado de cada cor” e
complementa dizendo que era para usar os lados dos quadrados da malha quadriculada como

unidade e ndo para usar centimetros.
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Os alunos continuam interagindo durante a pratica de constru¢ao de quadrados.

[206] Ana: Tem que ter 5 quadradinhos.

[207] Carlos: Entdo, esse aqui esta certo.

[208] Bruna: So cortar a beiradinha que sobrou.

[209] Bruna: Um, dois, trés, quatro, cinco.

[210] Ana: Cinco! Um, dois, trés, quatro, cinco. Corta essa parte do verde al.

[211] Ana: Vocé esta com desenho, né, amiga?

[212] Bruna: 7o, dois roxos.

[213] Ana: E porque, tipo, tem 5 cada um, entdo ndo importa os centimetros, tem
que ter 5 quadrados, é unidade, ndo centimetros.

No trecho de didlogo acima, percebe-se que os alunos do grupo estdo manipulando
os quadradinhos para formar as areas dos quadrados gerados a partir de cada lado do triangulo
retangulo. Nesse momento, os alunos estdo na fase de entender o que deve ser feito na Tarefa
2, isto €, compreender como colar os quadradinhos para depois fazer as analises matematicas
requeridas. No entanto, o segundo dia de aula terminou e o restante da Tarefa 2 teve que ser
deixado para o terceiro dia.

Nesse segundo dia de aula, a professora conseguiu finalizar a Tarefa 1, realizando a
discussdo com toda a turma (fase 3 do Ensino Exploratério) e sistematizando a aprendizagem
dos alunos (fase 4 do Ensino Exploratdrio) no que diz respeito a condi¢dao de existéncia do
triangulo. Ja com relagdo a Tarefa 2, introduziu a tarefa (fase 1 do Ensino Exploratorio) e os
alunos iniciaram sua realizacdo nos pequenos grupos (fase 2 do Ensino Exploratério). Nessa
fase 2, os alunos mediram os lados dos triangulos, recortaram os quadradinhos e colaram,
formando quadrados em cada lado do tridngulo. Foi um momento de manipulagdo e
compreensdo da Tarefa 2, ndo sendo evidenciados niveis do pensamento geométrico até o
momento, pois ainda ndo discutiram com profundidade as ideias que envolvem o Teorema de

Pitagoras. Essa analise ficou mais evidente no terceiro e ultimo dia.

4.3 TERCEIRO DIA — TAREFAS 2 E 3: FORMALIZACAO E SISTEMATIZACAO DAS
APRENDIZAGENS

No dia 7 de dezembro, a turma teve aulas geminadas e as formagdes dos grupos
foram as mesmas do dia anterior, participando do grupo analisado os alunos: Ana, Caio,

Carlos e Bruna.
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Nesse ultimo dia de aula, os esfor¢os estavam voltados para a sistematizagdo das
aprendizagens dos estudantes, especialmente sobre as Tarefas 2 e 3. Na Tarefa 2, a professora
buscou estabelecer uma relagdo entre as areas dos quadrados menores e a area do quadrado
maior, com o intuito de introduzir e aprofundar a compreensao sobre o Teorema de Pitagoras.

Na Tarefa 3, a professora retomou o contetido do Teorema de Pitagoras, de maneira
que os alunos pudessem compreender a formagao dos quadrados a partir desses lados. Foi
destacada a correlagdo entre os lados a, b e ¢ e as areas dos quadrados correspondentes: a%, b?
e ¢?, ressaltando que “o quadrado da medida da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos”, representado pela formula a? = b? + ¢

A Professora iniciando a tarefa do tltimo dia:

[214] Professora: Bom dia, galerinha, nosso ultimo dia! Vamos dar continuidade a
nossa tarefa de ontem. [...] vocés receberam uma impressdao que tinha alguns triangulos que
vocés deveriam completar e fazer o que mais? Medir os lados!

[215] Ana: Para descobrir a drea.

[216] Professora: O que vocés fizeram até agora ai?

[217] Ana: Somamos a drea.

[218] Professora: Entdo, vocés ja fizeram em quantos? Em quantos modelinhos ai?
Em quantos triangulos?

[219] Ana: 3.

[220] Carlos: 3.

[221] Professora: Vocés ja calcularam a area?

[222] Carlos: Aham.

Nesse momento da Tarefa 2, os alunos fizeram vérias tentativas montando triangulos
retangulos e calculando a area dos quadrados cujos lados tém a mesma medida dos lados do
triangulo. No didlogo acima, o grupo manipulou trés modelos com diferentes tridngulos, todos
eles eram triangulos retangulos. Em um momento posterior da aula, os alunos também
fizeram as comparagdes entre essas areas dos quadrados, considerando um tridngulo que nao ¢
retangulo.

No didlogo acima, Ana e Carlos respondem a professora, mostrando que
compreenderam o que era para ser feito e que, inclusive, ja tinham calculado as areas dos
quadrados e somado para o caso de trés tridngulos diferentes, como € possivel ver nas falas
[217], [219], [220] e [222].

A professora, entdo, prossegue.

[223] Professora: Vocés fizeram entdo a representagdo geométrica através do qué?
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[224] Aluno de outro grupo: Da malha quadriculada.

[225] Professora: Da malha quadriculada, muito bem. [...] vocés observaram alguma
diferenca ou alguma semelhanca entre esses triangulos? Agora eu gostaria que vocés
explicassem no grupo, um para o outro: Qual é essa semelhanga ou qual é essa diferenca que
vocés viram?

Apo6s confirmar com os alunos o que eles ja haviam feito (em [223] e [224]), a
professora comeca a questiond-los [225] em busca do reconhecimento de alguma
caracteristica comum que os alunos pudessem abstrair dos triangulos ja conhecidos por eles.
A professora fala em “semelhanca”, mas esse termo ndo ¢ adequado para o0 momento, uma
vez que ndo se esta discutindo semelhangas de triangulos.

No trecho abaixo, os alunos estdo debatendo quando a professora se aproxima e faz
questionamentos.

[226] Ana: Vocé viu diferenca/semelhanca?

[227] Carlos: Tamanho.

[228] Ana: E, tamanho. Vocé viu diferenca, Caio?

[229] Caio: Acho que nao. No tamanho.

[230] Professora: E aqui [no grupo], o que vocés viram de semelhan¢ca? Ou tem
alguma diferenga?

[231] Carlos: 4 diferenga é no tamanho, no tamanho, nas medidas.

[232] Ana: E que esses 2 tridngulos retingulos deram, como diz? Exatos.

[233] Carlos: E, deu exato.

[234] Ana: Tipo, a gente soma aqui, 16 mais 9 deu 25. E aqui 64 mais 36 deu 100.
[...] Ndo sei como é que fala, mas acho que deu exato. E esse aqui faltou um pouco para dar
169.

[235] Professora: Por que faltou um pouco?

[236] Carlos: Porque deu a menos, porque deu...

[237] Ana: 134 mais 25...

[238] Professora: Quanto tem esse lado?

[239] Ana: 12

[240] Professora: 12, e o que vocé fez para dar esse numero?

[241] Ana: Eu multipliquei 12, lado vezes lado e obteve 134.

[242] Professora: Calcule essa drea novamente.

Em [227], [228], [229] e [231], enquanto discutiam sobre as caracteristicas comuns

ou diferentes extraidas dos triangulos, os alunos se mantinham no nivel 0 — visualiza¢do ou
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reconhecimento, uma vez que estdo raciocinando basicamente por meio de consideragdes
visuais (Kaleff et al., 1994). No entanto, em [232], [233] e [234], os alunos parecem avangar
para o nivel 1 — andlise, pois, por meio da observagdo e experimentacao, percebem que dois
dos trés tridngulos possuem uma caracteristica em comum. Em [234], Ana menciona que, no
caso do tridngulo de lados com medidas trés, quatro e cinco unidades, a soma das areas dos
quadrados de lado quatro unidades e trés unidades ¢ igual a 4rea do quadrado de lado cinco
unidades. O mesmo aconteceu com o tridngulo de lado seis, oito e dez. Em [232] e [233], os
alunos Ana e Carlos utilizam o termo “exato” para dizer que a soma das areas de dois
quadrados era igual a 4rea do terceiro quadrado.

O grupo apenas ndo percebeu essa mesma caracteristica para o terceiro tridngulo
porque os alunos erraram nas contas. Como pode ser observado em [236], [237] e [241], os
alunos calcularam 12x12 e chegaram em 134 ao invés de 144. Por esse motivo, a soma
134+25 “faltou um pouco para dar 169”. Em [242], a professora pede para o grupo pensar € o
erro foi logo percebido e corrigido.

No trecho abaixo, a professora solicita que verifiquem se a mesma caracteristica
pode ser observada para novos tridngulos. Primeiro, um tridngulo equilatero cujos lados
medem 7 unidades de comprimento. Depois, um triangulo escaleno cujos lados medem 5, 7 ¢
8.

[243] Professora: Agora, as mesmas coisas que vocés fizeram com esses [trés]
triangulos, vocés fardo com esse que vou entregar.

[244] Caio: Vamos medir. Esse lado aqui é 7.

[245] Ana: 7. Aqui também vai dar 7.

[246] Caio: Vai tudo ser igual. Entdo, é tudo igual.

[247] Carlos: O de [triangulo] baixo tem um lado maior e um lado menor. E esse
aqui?

[248] Ana: Esse aqui é um tridangulo perfeito. Esse aqui [referindo-se ao outro
tridngulo] ¢ o... Como é que eu falei aquele dia?

[249] Carlos: Triangulo desformado!

[250] Caio: 7, 5 e? E 8 em baixo.

[251] Carlos: Esse aqui, vai dar tudo 49.

[252] Ana: Porque é o tridngulo perfeito.

[...]

[253] Ana: Quantos que deu 8?

[254] Caio/Carlos: 64
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[255] Carlos: Agora sdo 25 mais 49

[256] Carlos: 74

[257] Ana: Passou.

[258] Carlos: Passou.

Os alunos do grupo percebem que os dois novos tridngulos ndo possuem a mesma
caracteristica dos trés tridngulos discutidos anteriormente. Em [251], Carlos comenta que “vai
dar tudo 49”, referindo-se ao fato de que todos os lados do tridngulo medem 7 unidades e 7x7
¢ 49. Em [248] e [252], Ana retoma o termo “triangulo perfeito” para se referir ao tridngulo
equilatero. Em [248] e [249], Ana e Carlos voltam a falar em “tridngulo desformado” para se
referir ao triangulo escaleno de medidas 5, 7 € 8.

O uso de termos informais, criados pelos préoprios alunos, pode ajuda-los,
inicialmente, na constru¢ao de ideias matematicas. No entanto, considerando que a professora,
durante a aula anterior, havia discutido com os alunos a classificacao dos tridngulos a partir da
medida dos lados (equilatero, isosceles e escaleno), os alunos poderiam estar utilizando os
termos adequados neste momento da aula. Tal evidéncia indica que os alunos ainda nao estao
discernindo caracteristicas das figuras geométricas para além daquelas basicas percebidas
visualmente. Novamente, os alunos indicam caracteristicas do nivel 0 — visualiza¢do ou
reconhecimento do pensamento geométrico.

A professora inicia, entdo, a discussdo da Tarefa 2 com toda a turma e caminha para
a sistematiza¢do da aprendizagem dos estudantes.

[259] Professora: Encerrando essa tarefa, organizando as falas de vocés, sobre o
que cada grupo falou um pouquinho. Como podemos expressar verbalmente a relagdo entre
as medidas das areas desses quadrados? Como podemos falar sobre a comparagdo?
Somaram as duas dreas desses quadrados e fizeram uma compara¢do com a drea desse
quadrado maior. O que nos descobrimos?

[260] Ana: Que a soma das dreas dos quadrados menores é igual a area do
quadrado maior.

[261] Professora: Que a soma?

[262] Todos: Das dreas dos quadrados menores é igual a area do quadrado maior.

[263] Professora: Entdo nessa explicagdo verbal do que vocés fizeram, onde
calcularam a drea de cada quadrado que se forma a partir de cada lado desse triangulo ai,
fizeram o calculo da darea do quadrado menor, do médio e do maior, porque sdo 3 quadrados,
certo? Entdo vocés somaram a drea dos quadrados menores e verificaram que as dareas

desses dois cabem certinho dentro do?
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[264] Ana: Quadrado maior.

[265] Professora: Do quadrado maior! Entdo serd que existe um padrdo ou uma
regrinha para a drea do quadrado, partindo dos lados de um triangulo, sera que consigo
estabelecer uma regrinha?

[266] Ana: Eu acho que todo tridngulo... tem que ter angulo de 90°.

[267] Carlos: Triangulo retangulo, no caso dai.

[268] Ana: Para as duas dareas menores caberem dentro da area maior.

[269] Professora: E isso so é possivel?

[270] Carlos: No tridngulo retangulo.

[271] Ana: Com angulo de 90°.

[272] Professora: Ou seja, no tridngulo?

[273]: Todos: Retangulo.

A partir dos questionamentos da professora em [259], [261], [263], [265] e [269],
Ana e seu grupo, ndo s6 mostram discernir caracteristicas de figuras geométricas (Kaleff et
al., 1994), caracteristica do nivel 1 — andlise, mas, vado um pouco além, pois comegam a
estabelecer inter-relagdes das propriedades dos triangulos, caracteristica do nivel 2 — dedug¢do
informal. Em [260], Ana enuncia, de maneira informal, a ideia de que a soma das areas dos
quadrados menores ¢ igual a drea do quadrado maior. Em [266], [267], [270], [271] e [273], 0
grupo estabeleceu a inter-relagcdo entre o fato de o tridngulo ser um triangulo retangulo e o
fato de que a soma das areas dos quadrados menores € igual a area do quadrado maior.

Para reforcar essa percepcao, no trecho a seguir, a professora pergunta sobre os
outros dois triangulos (ndo retangulos).

[274] Professora: Exatamente, nesse ponto que eu queria chegar, que somente no
triangulo retangulo, a soma das medidas das areas dos quadrados menores e igual a medida
da area do quadrado maior. Vocés conseguiram fazer isso nos outros dois triangulos?

[275] Todos: Ndo.

[276] Professora: O que aconteceu la?

[277] Ana: Deu maior.

Em [277], quando Ana afirma que “deu maior”, refere-se ao fato de que, no caso dos
dois outros tridngulos trabalhados pelos alunos, a soma das areas dos quadrados formados
pelas medidas de lados do triangulo era maior do que a drea do quadrado formado pelo
terceiro lado do tridngulo. Portanto, para esses dois tridngulos, a relacdo percebida em [260]

ndo era valida.
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Considerando o conjunto de afirmagdes feitas pelo grupo, reconhecendo, a partir da
experimentacdo com diferentes tridngulos, que a soma das medidas das areas dos quadrados
menores ¢ igual a medida do quadrado maior sempre que o tridngulo for retangulo e 0 mesmo
ndo ocorre para tridngulos ndo retdngulos, pode-se inferir que os alunos manifestam
caracteristicas do nivel 3 — dedug¢do formal. Como afirmam Kaleff et al. (1994), nesse nivel,
os alunos desenvolvem sequéncias de afirmagdes deduzindo uma afirmagdo a partir de uma
outra ou de outras, sendo que tais dedugdes sdo entendidas como um caminho para o
estabelecimento de uma teoria geométrica.

Para finalizar a terceira aula e, com isso, finalizar o conjunto de aulas planejadas para
introduzir e formalizar o Teorema de Pitdgoras, a professora apresenta aos alunos a Tarefa 3.
Por conta do pouco tempo para desenvolvé-la, a professora apressa a discussdo e foca na
formalizagdo e na sistematizagdo das aprendizagens dos estudantes no que diz respeito ao
Teorema de Pitadgoras.

[278] Professora: Entdo “bora” ld. Nessa outra tarefa, eu preciso que vocés
marquem um x onde visualizam um [possivel] triangulo retangulo. E o que precisa ter um
triangulo retangulo?

[279] Outro Grupo: Um dngulo de 90°.

[280] Professora: Entdo, eu preciso que vocés tentem marcar esse angulo ai também.
O tridangulo retdngulo precisa estar s6 na posi¢do “em pé” para ter dngulo reto?

[281] Ana: Precisa de um angulo reto.

[282] Professora: Isso. Independente da posigdo, ele so precisa de qué?

[283] Ana: De um dangulo reto!

Conforme Quadro 3, a Tarefa 3 apresenta diversos tridngulos, sendo que alguns deles
parecem ser tridngulos retdngulos. E importante dizer que parecem ser, pois sem a
identificacdo de um angulo reto, ndo ha como afirmar com certeza. No trecho acima, em [281]
e [283], nota-se que os alunos do grupo compreenderam essa caracteristica. Além disso, ¢é
possivel perceber que os alunos, em particular, Ana, manifestaram abstrair a ideia de que o
triangulo retdngulo ndo precisa estar “em pé€”, nas palavras da professora [280]. Tal
constatagdo ¢ relevante, pois pode levar os alunos a se desprenderem de algumas ideias
equivocadas apresentadas no primeiro dia de aula, quando estabeleciam uma base e uma
altura para o tridngulo. Reconhecer um triangulo em posi¢des diversas pode leva-los a
pensarem que qualquer um dos trés lados de um triangulo pode ser tomado como base e sua

altura relativa a base.
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Em seguida, a professora avanga para a formaliza¢do do Teorema de Pitagoras.

[284] Professora: O lado oposto ao dngulo reto é o lado maior. Entdo, essas sdo as
caracteristicas do triangulo retdngulo. Com toda essa verificagdo, essas caracteristicas, nos
podemos demonstrar o Teorema de Pitdagoras. Sabiam? Com toda essa demonstrac¢do que
vocés fizeram ai dos quadrados, das dareas dos quadrados menores. A soma das medidas das
dreas dos quadrados menores é igual a medida da drea do quadrado maior. [...] vocés
pegaram um triangulo retangulo, mediram os lados. Recortaram as malhas quadriculadas.
Nao foi isso que vocés fizeram?

[285] Ana: Sim.

[286] Professora: Recortaram as malhas quadriculadas. Entdo, dado esse triangulo
retangulo, nos vamos marcar o qué? Vamos marcar, o “a”, o “b” e o “c”. Certo? O “a”
sempre vai ser o que mesmo?

[287] Outro aluno: O lado maior.

[288] Ana: A hipotenusa.

[289] Professora: O lado maior é chamado de?

[290] Ana: Hipotenusa.

[291] Professora: Que sempre vai ser o lado maior. E fica sempre do lado oposto... A
hipotenusa sempre vai ficar do lado oposto?

[292] Ana: Do dngulo de 90°.

[293] Professora: Do dngulo reto, que é o angulo de 90°. Os outros 2 lados como se
chamam?

[294] Outro Aluno: Cateto.

[295] Professora: Entdo, o Teorema de Pitagoras é demonstrado da seguinte
maneira: O quadrado da medida da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas
dos catetos.

Nesse momento da formalizagdo e sistematizacdo da aprendizagem, a professora
retoma algumas ideias centrais, mas que os alunos ja estavam utilizando durante as aulas: o
triangulo retangulo possui um angulo de 90°, o lado de maior medida ¢ chamado de
hipotenusa e os outros dois sdao chamados de cateto. A propria enunciacdo do Teorema de
Pitagoras, feita em [295] pela professora, ja havia sido construida pelos alunos em momentos
anteriores.

Por isso, considera-se que a professora conseguiu introduzir o Teorema de Pitagoras
de maneira que os proximos alunos chegassem a equac¢ao matematica, sem a necessidade de

apenas introduzir a férmula para ser decorada.
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Nesse terceiro dia de aula, a professora conseguiu finalizar a Tarefa 2, realizando a
discussao com toda a turma (fase 3 do Ensino Exploratorio) e sistematizando a aprendizagem
dos alunos (fase 4 do Ensino Exploratério) no que diz respeito ao Teorema de Pitagoras. Ja
com relagdo a Tarefa 3, introduziu a tarefa (fase 1 do Ensino Exploratério) e, de maneira
apressada por conta do tempo, avangou para a discussdo com toda a turma (fase 3 do Ensino
Exploratério) e para a sistematizacdo da aprendizagem dos alunos (fase 4 do Ensino
Exploratorio).

Principalmente nas fases 3 ¢ 4 do Ensino Exploratério, realizadas durante o
desenvolvimento da Tarefa 2, foi possivel perceber que os alunos manifestaram avangar do

nivel 0, passando pelos niveis 1 e 2, progredindo até o nivel 3 do pensamento geométrico.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo teve como objetivo identificar e caracterizar manifestagdes do
pensamento geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao trabalharem com
tarefas matematicas que visavam introduzir o Teorema de Pitdgoras. Para caracterizar o
pensamento geométrico dos estudantes de uma turma de 9° ano de uma escola estadual no
Estado do Parana, foram utilizados os niveis segundo a teoria de van Hiele. Para trabalhar
com as tarefas matematicas, foram desenvolvidas seis aulas ministradas seguindo a
abordagem do Ensino Exploratoério.

Sobre os niveis de pensamento geométrico identificados e caracterizados, percebeu-
se que, durante a Tarefa 1 (dois primeiros dias de aula), os alunos, por diversas vezes,
manifestaram o nivel 0 de visualizagdo ou reconhecimento enquanto manipulavam os palitos.
A progressdao para o nivel 1 de andlise ocorreu, principalmente, quando a professora
estimulava a discuss@o. Os alunos do grupo analisado ndo enunciaram, de maneira auténoma,
a condicao de existéncia de um tridngulo, ficando a cargo da professora promover essa
formalizagdo, apds manifestagdao de alunos de outros grupos.

Na Tarefa 2, os alunos também manifestaram o nivel 0 de visualizacdo ou
reconhecimento e progrediram para o nivel 1 — andlise, mas de maneira mais autdbnoma do
que na Tarefa 1. Isso pode ter contribuido para o fato que também manifestaram algumas
caracteristicas do nivel 2 de dedugdo informal ou ordenagdo e do nivel 3 de dedugdo formal
na Tarefa 2.

Esta pesquisa refor¢a o fato destacado por Leivas (2017) de que o desenvolvimento
pensamento geométrico € progressivo e os alunos precisam ser expostos a experiéncias
praticas, desafios e tarefas que os levem a refletir e construir seu pensamento geométrico de
maneira gradual. De acordo com Leivas (2017), os estudantes avancam de um nivel a outro
somente quando adquirem habilidades ou compreensdes proprias do precedente. No entanto, é
preciso que o professor crie condi¢des para isso.

Podemos dizer que a professora criou condi¢des para os estudantes avancarem
gradualmente para niveis posteriores, como ficou evidente na passagem do nivel 0 para o
nivel 1. E preciso ressaltar, entretanto, que, para os alunos do grupo analisado manifestarem
caracteristicas dos niveis 2 e 3, a professora interveio de forma consideravel (ndo apenas na
Tarefa 2, mas, também, na Tarefa 1).

Por um lado, essa intervencgao contribuiu para que os alunos do grupo manifestassem

indicios de tais niveis; por outro, ¢ possivel dizer que, por vezes, as intervencdes da
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professora restringiram a discussdo ao direcionar demasiadamente as acdes dos alunos.
Exemplos dessas intervengdes da professora podem ser vistos nas falas [166], [168], [179],
[263] e [265]. Por esse motivo, consideramos que, no especifico contexto investigado, os
niveis 2 e 3 ainda ndo estdo consolidados pelos estudantes e s6 foram manifestos por eles por
conta da condu¢do e do ambiente propiciado pelas discussdes matematicas coletivas
oferecidas pelo Ensino Exploratorio. Para compreender melhor se os alunos do grupo
analisado possuem o nivel 2 bem consolidado, a ponto de poderem progredir, de forma
auténoma, para o nivel 3, seriam necessarios mais dados e, talvez, novas conversas com esses
alunos.

Também ¢ necessario tecer reflexdes a respeito do Ensino Exploratorio e seus
desafios. Segundo Canavarro (2011), um dos desafios do Ensino Exploratério € controlar as
questdes e comentarios que se oferecem aos alunos durante o trabalho autonomo, de modo a
ndo lhes indicar a estratégia a seguir, reduzindo o desafio intelectual das tarefas, diminuindo o
potencial da discuss@o matematica. Esse aspecto ficou evidente ao longo dos didlogos entre
professora e alunos, como mencionamos nos paragrafos acima.

Outro desafio do Ensino Exploratério que merece destaque diz respeito a gestdo do
tempo. As seis aulas ocorreram ao longo de trés dias, sendo duas aulas por dia. O
planejamento inicial era abordar uma tarefa matematica em cada dia, promovendo as quatro
fases do Ensino Exploratorio em um tnico dia (duas aulas). No entanto, a realidade da sala de
aula foi outra e o tempo planejado nao funcionou. A Tarefa 1 comegou no primeiro dia e
finalizou no segundo dia de aula. A Tarefa 2 comegou no segundo dia e finalizou no terceiro
dia de aula. A Tarefa 3 precisou ser reduzida para ser possivel iniciar e finalizar no terceiro
dia de aula, juntamente com a Tarefa 2.

Apesar de a Tarefa 3 ser parte importante no planejamento, ela tinha a funcao de
aprofundar a compreensdo dos alunos sobre a relagdo entre os lados de um tridngulo
retangulo, em particular, o Teorema de Pitagoras. Por isso, como a Tarefa 3 visava retomar
algumas ideias trabalhadas nas Tarefas 1 e 2, optou-se por priorizar essas duas tarefas em
detrimento da Tarefa 3, que foi desenvolvida apressadamente.

De acordo com Canavarro (2011), para cada tarefa, deve-se evitando adiar para a
aula seguinte a discussao ou a sintese dos conhecimentos produzidos pelos alunos. Tal fato,
segundo a autora, pode gerar a perda de envolvimento dos alunos e o seu distanciamento das
produgdes matematicas realizadas.

Por se tratar da primeira experiéncia da professora com a abordagem do Ensino

Exploratodrio, as reflexdes sobre os desafios de se incorporar tal abordagem em sua propria
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pratica tem potencial para trazer aprendizagens profissionais que possivelmente terdo
impactos no futuro. Nesse sentido, a pesquisadora retoma a primeira pessoa do singular para
tecer algumas dessas reflexdes e impactos que a pesquisa na e sobre a propria pratica trouxe.

Motivada por desafios observados na aprendizagem dos alunos, tive em vista
compreender tedrica e metodologicamente minha pratica docente na perspectiva da teoria de
van Hiele, com seus niveis de pensamento geométrico, € o Ensino Exploratério, centrado no
aluno. A integragdo da Teoria de van Hiele e do Ensino Exploratério nao beneficia apenas os
alunos, mas também proporciona uma compreensdo profunda e reflexiva por parte dos
professores sobre a dindmica dos processos de ensino e de aprendizagem. Essa abordagem vai
além da mera transmissdo de conteudo, buscando promover uma compreensdo ampla e
significativa da Geometria. Isso prepara os alunos ndo apenas para os desafios da sala de aula,
mas, também, para aplicar esses conhecimentos em contextos reais, tornando a aprendizagem
mais contextualizada e efetiva.

Através da aplicacdo pratica dessas teorias, observei a compreensdo por parte dos
alunos em relagdo a conceitos geométricos complexos, como o Teorema de Pitagoras. A
analise das interagdes em sala de aula evidenciou que a teoria de van Hiele proporcionou a
manifestagdo de diferentes niveis de pensamento geométrico dos alunos, subsidiando a
criagdo de tarefas alinhadas ao estagio de desenvolvimento cognitivo de cada estudante.

A abordagem do Ensino Exploratério, por sua vez, revelou-se fundamental na
criacdo de um ambiente interativo e participativo € permitiu que os alunos se engajassem na
realizagdo das tarefas, discutissem coletivamente e deduzissem resultados matematicos
relevantes sobre o Teorema de Pitdgoras, o que contribuiu para o desenvolvimento do
pensamento geométrico.

A combinacdo da teoria de van Hiele e do Ensino Exploratério contribuiu para a
construgdo, por parte dos proprios alunos, do Teorema de Pitdgoras e enriqueceu a
compreensdo do pensamento geométrico de modo abrangente. Além disso, a discussdo ativa
entre os alunos foi um indicativo positivo do potencial do Ensino Exploratorio em estimular o
pensamento geométrico.

Como resultado desta pesquisa, foi elaborado o Produto Educacional Tarefas
matematicas para o desenvolvimento do pensamento geométrico: explorando o Teorema de
Pitagoras, que visa contribuir para o ensino do Teorema de Pitdgoras em turmas dos anos
finais do Ensino Fundamental. Apesar de ser elaborado com dados produzidos em um

contexto especifico, o material tem potencial para ser replicado em diferentes salas de aula,
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por diferentes professores, gerando outras interagdes e, possivelmente, outras manifestagoes
de niveis de pensamento geométrico.

Sua importancia reside na oferta de uma ferramenta pratica e estruturada para a
implementa¢do da abordagem do Ensino Exploratério, aliada a teoria de van Hiele. Esse
material proporciona uma orientagdo sistematica para professores e alunos, promovendo uma
aprendizagem ativa e a constru¢do autonoma do conhecimento geométrico.

O caderno de tarefas atua como um guia didatico, fornecendo sequéncias de tarefas
que podem estimular a exploragdo e a compreensdo dos conceitos, dependendo da condugado
realizada pelo professor. Além disso, ele se destaca por sua adaptabilidade, podendo ser
ajustado conforme as caracteristicas especificas de cada contexto educacional. Dessa forma,
visa contribuir para a aplicagdo eficaz da metodologia proposta e para a promocao da
autonomia do estudante na constru¢do do pensamento geométrico.

Além de seu valor pedagdgico, o caderno de tarefas também pode servir como um
recurso de desenvolvimento profissional para os professores. Ele oferece um modelo de como
integrar teoria e pratica de maneira eficaz, fornecendo exemplos concretos de como aplicar os
principios do Ensino Exploratorio e da teoria de van Hiele na sala de aula. Isso, por sua vez,
contribui para o enriquecimento das praticas docentes e para a formagdo continua dos
educadores.

Finalmente, o caderno de tarefas, ao propor uma abordagem via Ensino Exploratorio,
busca fortalecer a relagdo entre professores e alunos, criando um ambiente colaborativo e de
apoio mutuo. O Produto Educacional, portanto, ndo apenas facilita a compreensdao do
Teorema de Pitdgoras, mas também enriquece a experiéncia educacional de forma ampla,

preparando os estudantes para enfrentar desafios futuros com confianca e competéncia.
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Resumo

O Produto Educacional "Tarefas Matematicas para o Desenvolvimento do Pensamento
Geométrico: Explorando o Teorema de Pitdgoras" foi desenvolvido no Programa de
Pos-Graduagdo em Ensino de Matematica da Universidade Tecnologica Federal do
Parana (UTFPR), com o objetivo de oferecer aos professores ferramentas para estimular
o pensamento geométrico dos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental. O material
proposto inclui duas tarefas matematicas focadas no Teorema de Pitagoras e utiliza a
abordagem do Ensino Exploratério, visando a promover discussdoes produtivas e o
desenvolvimento dos niveis do pensamento geométrico, com base na teoria de van
Hiele. As tarefas incentivam os alunos a resgatarem conhecimentos prévios sobre
triangulos, explorar suas propriedades e descobrir, de forma autonoma, a relagdo entre a
hipotenusa e os catetos em um tridngulo retangulo. O material também apresenta
dialogos reais entre a professora e os alunos, destacando as diferentes manifestacdes dos
niveis do pensamento geométrico durante as tarefas. Apesar dos desafios do Ensino
Exploratério, como a gestdo do tempo e a necessidade de intervengdes apropriadas por
parte do professor, o estudo conclui que essa abordagem ¢ eficaz para promover a
abstragdo e a dedugdo, afastando-se do ensino mecanico de formulas e exercicios. O
Produto Educacional oferece uma alternativa para o ensino do Teorema de Pitagoras
que foca no desenvolvimento do pensamento geométrico dos estudantes, mostrando-se
uma ferramenta valiosa para os professores que buscam uma metodologia mais
interativa e construtiva durante as aulas de matematica.

Palavras-chave: Pensamento Geométrico, Tarefas Matematicas, Ensino Fundamental,
Ensino Exploratério.
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APRESENTACAO

0Ol4, amigo(a) professor(a)!

Neste Produto Educacional, apresentamos um material destinado a professores
que queiram desenvolver o pensamento geométrico de seus estudantes dos anos finais
do Ensino Fundamental. O objetivo ¢ oferecer a vocé, professor(a), a possibilidade
compreender uma maneira, talvez diferente daquela que ja conhece, de abordar o
Teorema de Pitdgoras em sala de aula e de conduzir discussdes matematicas produtivas.

Esse material ¢ o resultado da pesquisa de mestrado profissional de titulo
“Ensino Exploratorio e o Teorema de Pitagoras: uma andlise das manifesta¢oes do
pensamento geométrico”, realizada pela professora/pesquisadora Elisangela Udeliza
Toginho sob a orientagdo do professor Henrique Rizek Elias. Também contou com a
colaboragdo de professores e pesquisadores do grupo de pesquisa Matemdtica Escolar:
Praticas, Pesquisas e Estudos (MEPPE), aproveitando as diferentes experiéncias de
cada integrante do grupo para aperfeigoar e refinar a proposta.

O curso mestrado profissional foi realizado no ambito do Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Matematica (PPGMAT) da Universidade Tecnologica Federal
do Parand (UTFPR) multicampi Cornélio Procopio e Londrina.

Neste material, o leitor encontrara o planejamento de duas tarefas matematicas e
trechos de didlogos entre estudantes e a professora durante o desenvolvimento dessas
tarefas em uma turma de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica no
Estado do Parand. O foco estd nas manifestagdes do pensamento geométrico

desencadeadas por meio do Teorema de Pitagoras.




As tarefas aqui sugeridas nao devem ser compreendidas como algo inalteravel,
como se fosse uma receita pronta e acabada. Pelo contrario! Espera-se que o Produto
Educacional sirva para estimular a criatividade de professores, a fim de que realizem
possiveis alteracdes de acordo com sua pratica pedagogica, adequando-o de acordo com
o contexto escolar em que esta inserido.

Estamos empolgados com a ideia de que este Caderno de Tarefas se torne uma
ferramenta util para favorecer o desenvolvimento do pensamento geométrico dos
estudantes, por meio do trabalho com o Teorema de Pitadgoras, promovido pela

abordagem do Ensino Exploratorio.

Os autores




ENSINO EXPLORATORIO

O Ensino Exploratério é uma abordagem que visa promover a dinamizagao ¢ a
gestdo das discussdes matemadticas coletivas nas aulas de Matematica. Uma
caracteristica do Ensino Exploratério ¢ a natureza interativa do ensino, envolvendo
professor e alunos (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013).

De acordo com Oliveira; Menezes; Canavarro (2013), o Ensino Exploratério
distingue-se do chamado ensino direto pelos papéis desempenhados pelo professor e
pelos estudantes, pelas tarefas matematicas propostas e a forma como sdo geridas, e pela
maneira como a comunicacao ¢ originada na aula. No ensino direto, associado a uma
aula tradicional de Matematica, o processo estd centrado no professor, uma vez que
cabe a ele transmitir o contetido aos estudantes. No Ensino Exploratério, por outro lado,
a énfase desloca-se da atividade “ensino”, centrada exclusivamente na agdao do
professor, para a atividade mais complexa “ensino-aprendizagem”, pautada na interagdo
e na partilha entre estudantes e o professor, decorrendo a aprendizagem dos alunos da
possibilidade de trabalharem com tarefas matematicas ricas (Oliveira; Menezes;
Canavarro, 2013).

Mas, como realizar aulas pautadas no Ensino Exploratorio? Na perspectiva de
Oliveira; Menezes; Canavarro (2013), uma aula pautada no Ensino Exploratorio é
estruturada em quatro fases: (i) introdugdo de uma tarefa matematica, (ii) realizacdo da
tarefa pelos estudantes, (iii) discussdo da tarefa e (iv) sistematizacdo das aprendizagens
matematicas.

(i) Introducio da Tarefa Matematica: nesta fase, o professor apresenta aos
alunos uma tarefa matematica desafiadora, como um problema, situacao-problema,

desafio ou investigagdo matematica. O objetivo é despertar a curiosidade e motivacao




dos estudantes, proporcionando um contexto que estimule a exploracdo ¢ busca por
solugoes.

(ii) Realizacido da Tarefa pelos Estudantes: nesta fase, os alunos sdo
convidados a explorar a tarefa de forma autonoma, seja individualmente ou em grupos.
Eles sdo encorajados a experimentar diferentes estratégias, testar hipdteses, utilizar
materiais manipulativos e tecnologias, e realizar investigacdes para resolver o problema
proposto. O professor atua como facilitador, fornecendo orientagdes e apoio conforme
necessario, permitindo que os alunos assumam a lideranca de sua propria aprendizagem.

(iii) Discussdo da Tarefa: nesta fase, apos a fase anterior de exploragdo, ¢ o
momento de promover a discussdo coletiva da tarefa. Os alunos tém a oportunidade de
compartilhar descobertas, apresentar estratégias, explicar raciocinios e discutir
diferentes abordagens para resolver a tarefa. O professor age como mediador,
conduzindo as discussdes e estimulando a participagdo ativa de todos os estudantes.
Essa troca de ideias e argumentagdes contribui para o aprofundamento do entendimento
dos conceitos e a construgao coletiva do conhecimento.

(iv) Sistematizacio das Aprendizagens Matematicas: nesta ultima fase,
ocorre a sistematizacdo das aprendizagens matematicas alcangadas. O professor
recapitula os principais conceitos, estratégias e conclusdes discutidos durante a aula,
destacando as ideias essenciais e as relagdes matematicas envolvidas na tarefa. Os
alunos tém a oportunidade de refletir sobre o que aprenderam, consolidar conhecimento
e fazer conexdes com outros conceitos e situacdes. Essa sintese ajuda a reforcar a
compreensao dos estudantes e a fixar os aprendizados da aula.

No que se refere a promogao das aprendizagens dos estudantes e a gestdo em
sala de aula, a Figura 1 apresenta as agdes intencionais do professor em cada uma das

quatro fases do Ensino Exploratorio.




Figura 1 - A¢des intencionais do professor no Ensino Exploratorio

Promocio da aprendizagem matemdtica

Gestio da aula

INTRODUCAO

DA TAREFA

Garantir a apropriacio da tarefa pelos alunos:

— Familiarizar com o contexto da tarefa

— Esclarecer a interpretagio da tarefa

— Estabelecer objetivos

Promover a adesio dos alunos & tarefa:

— Estabelecer conexdes com experiéncia
anterior

— Desafiar para o trabalho

Organizar o trabalbo dos alunos:

— Estipular tempos para o trabalho a desen-
volver em cada uma das fases da aula

— Definir formas de organizacio do trabalho
(individual, pares, pequenos grupos, ...)

— Organizar materiais da aula

REALIZACAO DA TAREFA

Garantir o desenvolvimento da tarefa pelos alunos:

— Colocar questdes e dar pistas

— Sugerir representagoes

— Focar ideias produtivas

— Pedir clarificagdes e justificacdes

Manter o desafio cognitivo e autonomia dos alunos:

— Cuidar de promover o raciocinio dos alunos

— Cuidar de nio validar a correc¢io matemati-
ca das respostas dos alunos

Promover o trabalho de paresigrupos:

— Regular as interagdes entre alunos

— Providenciar materiais para o grupo

Garantir a ima’u{do de materiais para a apre-

sentagdo pelos alunos:

— Pedir registos escritos

— Fornecer materiais a usar

— Dar tempo para preparar a apresentacio

Organizar a discussio a fazer:

— Identificar e selecionar resolugdes variadas
{com erro a explorar, menos ou mais com-
pletas, com representacoes relevantes)

— Sequenciar as resolucdes selecionadas

DISCUSSAO DA TAREFA

r a qualidade mar,

coes dos alunos:

— Pedir explicagoes claras das resolucoes

— Pedir justificagdes sobre os resultados e as
formas de representacio utilizadas

— Discutir a diferenca e eficicia matemdtica
das resolugoes apresentadas

Regular as interagies entre os alunos na discussdo:

— Incentivar o questionamento para clarifica-
cdo de ideias apresentadas ou esclarecimento
de duividas

— Incentivar andlise, confronto e comparacio
entre resolugoes

— Identificar e colocar 4 discussio erros mate-
miticos das resolucoes

itica das apresenta-

Criar ambiente propicio & apresentagio e

discussio:

— Dar por terminado o tempo de resolucio
da tarefa pelos alunos

— Providenciar a reorganizacio dos lugares/
espaco para a discussio

— Promover atitude de respeito e interes-
se genuino pelos diferentes trabalhos
apresentados

Gerir relagies entre os alunos:

— Definir a ordem das apresentagoes

— Cuidar de justificar as razdes da nio apre-
sentacio de algumas resolucdes

— Promover e gerir as participagoes dos alu-
nos na discussio

SISTEMATIZACAO DAS APRENDIZAGENS

MATEMATICAS

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos
a tipicos matemdticos suscitados pela exploracao
da tarefa:

— Identificar conceito(s) matematico(s), clarifi-
car a sua definicio e explorar representagdes
miiltiplas

— Identificar procedimento(s) matemdtico(s),
clarificar as condicoes da sua aplicagio e re-
ver a sua utilizacio

— Reconhecer o valor de uma regra com letras

Institucionalizar ideias ou procedimentos relativos

a capacidades transversais suscitadas pela explora-

¢do da tarefa:

— Identificar e relacionar dimensoes da(s)
capacidade(s) transversal(ais) presentes

— Reforcar aspetos-chave para o seu
desenvolvimento

Estabelecer conexdes com aprendizagens anteriores:

— Evidenciar ligagdes com conceitos matemdti-
cos, procedimentos ou capacidades transver-
sais anteriormente trabalhados

Criar ambiente adequadp & sistematizagdo:

— Focar os alunos no momento de sistemati-
zacio coletiva

— Promover o reconhecimento da importin-
cia de apurar conhecimento matemitico a
partir da tarefa realizada

Garantir o registo escrito das ideias resultantes

da sistematizacdo:

— Fazer registo em suporte fisico ou infor-
mitico (quadro, QI, acetato, cartaz ...)
por aluno ou professor

— Pedir registo escrito nos cadernos dos
alunos

Fonte: Oliveira, Menezes e Canavarro (2013, p. 5)
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Nessa abordagem, os estudantes sao encorajados a resolver problemas,
formular hipoteses, experimentar diferentes estratégias e comunicar descobertas. O
professor atua como facilitador, orientando os alunos durante a exploragdo, fazendo
perguntas e estimulando a reflexdo sobre os resultados obtidos. Para favorecer esse
trabalho do professor, Stein et al. (2008) apresentam cinco praticas para orquestrar
discussdes matematicas produtivas em torno de tarefas matematicas ricas. Essas praticas
sdo: antecipar, monitorar, selecionar, sequenciar e estabelecer conexdes.

Antecipar: realiza-se antes da aula, durante seu planejamento, prevendo como
os alunos abordardo a tarefa proposta. Busca-se prever formas de interpretacdo e
envolvimento dos alunos na tarefa, elencar uma diversidade de estratégias (corretas e
incorretas), relaciona-las com conceitos desejados, e considerar diferentes graus de
sofisticacao.

Monitorar: realiza-se em sala de aula, apoiada pelo trabalho de antecipagao.
Envolve observar e ouvir os alunos durante o desenvolvimento da tarefa, avaliando a
validade matematica das ideias e respostas manifestadas. E importante, nesse momento,
registrar diferentes formas de pensar dos estudantes durante a realizacdo da tarefa.

Selecionar: realiza-se em sala de aula, nos minutos finais do trabalho
autonomo dos alunos, facilitada pelo trabalho anterior de monitor. Envolve identificar e
escolher alunos/grupos cujas respostas sdo relevantes para compartilhar com toda a
turma na fase de discussao da tarefa.

Sequenciar: realiza-se quase simultancamente com a fase anterior de
selecionar. E orientada pelo percurso de exploracdo das ideias matematicas considerado
mais adequado para os alunos atingirem o propodsito matematico da aula. Ao selecionar
ideias e respostas relevantes a serem compartilhadas, o professor deve estabelecer uma
ordem de apresentacdo das resolucdes dos alunos, de acordo com os objetivos visados

pelo professor.
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Estabelecer Conexdes: realiza-se imediatamente apds ou durante a discussdo
das diferentes resolugdes dos alunos. Envolve comparar e confrontar diferengas e
semelhancas nas resolugdes, estabelecendo conexdes matematicas entre elas.

Essa abordagem valoriza a participacdo ativa dos alunos na constru¢do do
conhecimento, incentivando-os a explorar, questionar e refletir sobre conceitos e
procedimentos matematicos. A partir de tarefas matematicas desafiadoras, os alunos sao
incentivados a utilizar suas habilidades de pensamento critico e criativo, formulando

hipoteses e testando suas ideias.




12

TEORIA DE VAN HIELE

Entender os processos envolvidos no desenvolvimento do pensamento
geométrico ¢ crucial para proporcionar um ensino de Geometria de qualidade. Diversas
pesquisas (Leivas, 2012; Leivas 2017; Cargnin; Guerra; Leivas, 2016) tém contribuido
para ampliar as compreensdes sobre o pensamento geométrico na aprendizagem de

diversos conceitos da Geometria.

Uma teoria amplamente difundida sobre o pensamento geométrico € a teoria de
van Hiele, proposta pelos professores holandeses Pierre van Hiele e sua esposa Dina
van Hiele-Geldof, cujas pesquisas comecaram a ser publicadas em 1959 (Kaleff et al.,
1994). A origem dessa teoria remonta as teses de doutorado de Dina van Hiele-Geldof e
de Pierre van Hiele, defendidas na Universidade de Utrecht, Holanda, em 1957. Apos a
conclusdo da tese de Dina, Pierre continuou o desenvolvimento e a divulgacdo da teoria

em publicagdes subsequentes.

A tese de Pierre buscava explicar as dificuldades dos alunos em aprender
Geometria de maneira explanatdria e descritiva, enquanto a tese de Dina considerava a
experimentacdo educacional de maneira mais prescritiva em relagdo a classificacao dos

conteudos de Geometria e atividades aplicadas aos alunos (Villiers, 2010).

No Brasil, a professora Lilian Nasser do Projeto 'Fundao' da Universidade
Federal do Rio de Janeiro foi uma das principais divulgadoras da teoria de van Hiele

(Cargnin, Guerra, Leivas, 2016).

O Modelo de van Hiele do pensamento geométrico se apresenta como um guia
para a aprendizagem e avaliagdo das habilidades dos alunos em Geometria, descrevendo

as caracteristicas do pensamento geométrico em cinco niveis de compreensdo:
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visualizagao (ou reconhecimento), analise, dedu¢do informal (ou ordenacao), deducdo

formal e rigor (Kaleff ez al., 1994).

Nivel 0 - Visualizacdo ou Reconhecimento: neste estigio inicial, os alunos
raciocinam principalmente por meio de consideragdes visuais. Conceitos geométricos
sdo tratados como um todo, sem exploragdo explicita das propriedades de seus

componentes.

Nivel 1 - Analise: neste nivel, os alunos raciocinam sobre conceitos
geométricos através de uma analise informal de suas partes e atributos por meio de
observacao e experimentagdo. Eles comecam a discernir caracteristicas das figuras
geométricas, estabelecendo propriedades que sdo usadas para conceituar classes e

formas.

Nivel 2 - Deducido Informal ou Ordenacio: neste nivel, os alunos formam
defini¢des abstratas, conseguindo estabelecer inter-relagcdes de propriedades em figuras
e entre figuras. Por exemplo, reconhecem que um quadrilatero com lados opostos

paralelos necessariamente possui angulos opostos iguais.

Nivel 3 - Deducao Formal: neste nivel, os alunos desenvolvem sequéncias de
afirmacdes deduzindo uma afirmacdo a partir de outra. O raciocinio ¢ formalizado no
contexto de um sistema matematico completo, com termos indefinidos, axiomas, um

sistema logico subjacente, defini¢cdes e teoremas.

Nivel 4 - Rigor: neste nivel, os alunos avaliam vérios sistemas dedutivos com
um alto grau de rigor. Eles comparam sistemas baseados em diferentes axiomas e

estudam varias geometrias na auséncia de modelos concretos.

A teoria de van Hiele destaca a importancia do desenvolvimento progressivo

7

do pensamento geométrico, passando por esses diferentes niveis de compreensdo. E
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essencial que os alunos sejam expostos a experiéncias praticas, desafios e tarefas que os

levem a refletir e construir seu pensamento geométrico de maneira gradual.

Segundo Leivas (2017, p. 520), “o modelo ¢ progressivo desde o nivel inicial
até o final, acreditando-se ndo ser possivel que um estudante avance de um nivel a outro
sem ter adquirido as habilidades ou compreensdes proprias do precedente”. O papel do
professor, de acordo com van Hiele, ¢ criar a situagdo ideal para o aluno alcangar um

nivel mais elevado de pensamento, selecionando tarefas apropriadas.

Esse modelo progressivo sugere que o desenvolvimento do pensamento
geométrico requer uma base solida e uma compreensdo prévia dos conceitos
geométricos mais basicos. Alcangar um nivel mais elevado aumenta o potencial do

aluno, tornando dificil retroceder para um nivel inferior de pensamento geométrico.

Essa abordagem destaca a importancia de uma progressao gradual no ensino da
Geometria, em que os estudantes sdo guiados a construir seu conhecimento de maneira
solida e consistente. O professor desempenha um papel crucial na criagdo de um
ambiente propicio para o desenvolvimento do pensamento geométrico, oferecendo
tarefas matematicas adequadas e um ambiente propicio para reflexdo e construgdo de

conhecimento em sala de aula.
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O CONTEXTO

Como mencionado na Apresentagdo deste Produto Educacional, as tarefas
apresentadas aqui foram produzidas no contexto de uma pesquisa de mestrado
profissional, que teve como objetivo identificar e caracterizar as manifestagoes do
pensamento geométrico de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental ao abordarem
tarefas matematicas relacionadas ao Teorema de Pitagoras. Para tanto, foram
planejadas trés tarefas matematicas em colaboracdo com o grupo MEPPE, refinadas
apos discussdes e contribuicdes dos professores e pesquisadores do grupo. No entanto,

neste Produto Educacional, apresentamos e discutimos somente duas dessas tarefas.

O planejamento dessas duas tarefas foi realizado considerando quatro aulas de
50 minutos cada. Elas foram desenvolvidas em uma turma, composta por 22 alunos, de
9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica do estado do Parana. A primeira
autora deste Produto Educacional, docente efetiva do Estado do Parana, era a propria
professora regente da turma. Isso significa que a pesquisa foi realizada na propria
pratica profissional da professora e este Produto Educacional foi elaborado e

aprimorado com dados do contexto real da sala de aula da professora/pesquisadora.

A pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisas envolvendo seres
humanos da UTFPR, sob o nimero do CAAE: 59064522.0.0000.5547. Os nomes
utilizados sdo todos ficticios, visando garantir o anonimato dos estudantes participantes.
As aulas foram gravadas e os dudios foram transcritos para serem utilizados nas analises
e na apresentagdo, neste material, das discussdes (didlogos) entre estudantes e

professora ocorridas em sala de aula. A apresentacdo desses trechos de diadlogos é
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acompanhada de discussdes acerca da manifestagdo do pensamento geométrico,
segundo a teoria de van Hiele.

A proposta das aulas foi introduzir o Teorema de Pitdgoras por meio das quatro
fases do Ensino Exploratorio. Para tanto, esperava-se que as tarefas permitissem que os
alunos: (1) resgatassem conhecimentos prévios que pudessem contribuir,
posteriormente, para a compreensdao do Teorema de Pitdgoras; (ii) explorassem
caracteristicas e propriedades de um triangulo e, em particular, de tridngulo retangulo; e
(ii1) percebessem, por eles proprios, o fato de que, no tridngulo retangulo, a medida da
hipotenusa ao quadrado ¢ igual a soma das medidas de cada cateto ao quadrado.

E importante dizer que, neste material, utilizamos o termo “Teorema de
Pitagoras”, mas reconhecemos, conforme aponta Roque (2012, p. 78), que a “escassez
das fontes, somada a convergéncia interessada dos Unicos textos disponiveis, nos
permite duvidar até mesmo da existéncia de um matematico de nome Pitdgoras”. De
acordo com a autora, ndo se sabe ao certo se a Matematica atribuida a Pitdgoras ¢ uma
criagdo de um matematico chamado Pitagoras, de integrantes de uma escola antiga
chamada pitagérica (mas ndo de Pitdgoras), ou dos neoplatdnicos e neopitagoricos da
Antiguidade (Roque, 2012). Para mais informagdes sobre esse debate, sugerimos a
leitura do livro ““ Histéria da matematica Uma visdo critica, desfazendo mitos e lendas”,
da autora Tatiana Roque.

A proxima se¢do esta dividida em duas subsegdes, cada uma dedicada a uma das
tarefas. Em cada subsecdo, compartilhamos: o enunciado da Tarefa, uma proposta de
planejamento de aulas para uso da Tarefa e, por Gltimo, didlogos entre professora e
estudantes da turma de 9° ano do Ensino Fundamental. Os recortes de didlogos
apresentados envolvem a professora e um grupo de estudantes analisado na pesquisa. O
proposito de apresentar esses didlogos ¢ indicar ao leitor como os niveis do pensamento
geométrico foram manifestados pelos estudantes durante a execucdo das tarefas em um

contexto real de sala de aula.
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AS TAREFAS

Tarefra il

A Tarefa 1 tem como objetivo resgatar o conhecimento que os alunos tém a
respeito do que é um tridngulo, da condicdo de existéncia de um tridngulo' e, em
particular, do que ¢ um tridngulo retangulo. Os estudantes devem reconhecer quando
tré€s segmentos de reta podem ou ndo representar um tridngulo e perceber que, mesmo
que trés segmentos de reta formem um tridngulo, nem todos os tridngulos sdo
retangulos. Para tanto, jogos com trés palitos de madeira com diferentes comprimentos,
conforme Figura 2, podem ser disponibilizados aos alunos. O Quadro 1 apresenta a

Tarefa 1.

Figura 2 - Jogos de trés palitos de madeira com diferentes comprimentos

Fonte: os autores (2024)

! Condi¢do de existéncia de um tridngulo: em qualquer tridngulo, a medida de qualquer lado é sempre
menor que a soma das medidas dos outros dois lados.
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Quadro 1 - Tarefa 1

(Primeiro momento)

1- Como vocé explicaria ao seu colega ao lado o que ¢ um tridngulo? Descreva
com suas palavras em seu caderno.

2- Faca a representacdo geométrica de um triangulo. Utilizando a régua, meca e
anote a medida de cada lado.

3- Com trés segmentos de reta ¢ sempre possivel formar um triangulo?

4- Como vocé explicaria para seu colega o que ¢ um triangulo retdngulo? Faca a

representagdo geométrica de um tridngulo retangulo no seu caderno.

(Segundo momento)

Com os palitos que receberam, montem um Tridngulo Retingulo utilizando o
molde abaixo.

20°

B

1- O que voceés perceberam de diferente na construgdo desse triangulo em relacao
aos anteriores?

2- Serda que ¢é possivel construir um triangulo retangulo, com o0s mesmos
segmentos de reta que ja foram construidos os outros triangulos anteriores?

3- Com o angulo de 90° fixado, sera que ¢ possivel construir esse tridngulo
retangulo com qualquer outra medida de segmento de reta?

4- Ha necessidade de uma medida especifica para completar o lado que esta
faltando?

5- E agora, apos encontrarem o segmento de reta que completa o tridngulo

retangulo, o que perceberam de diferente na construgao?

Escreva o que vocé concluiu com a realizacio dessa tarefa.

Fonte: os autores (2024)
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A Tarefa 1 permite que os alunos manifestem, principalmente, os niveis 0, 1 e

2 da Taxonomia de van Hiele em relacdo ao conceito de triangulo e triangulo retangulo.

Nivel 0 (Visualizagdo): os alunos sdo desafiados a fazer uma representagdo
geométrica de um triangulo e a medir seus lados usando uma régua. Isso envolve a

visualiza¢do de formas geométricas e o reconhecimento basico de suas caracteristicas.

Nivel 1 (Analise): os alunos sdo incentivados a pensar sobre e experimentar,
por meio do trabalho com palitos, a condi¢ao de existéncia de um tridngulo, ou seja, se €
possivel formar um tridngulo com trés segmentos de reta dados. Eles também sdo
solicitados a explicar o que ¢ um triangulo retdngulo, fazendo uma representacio
geométrica dele. Isso requer andlise das propriedades dos tridngulos e do tridngulo

retangulo em particular.

Nivel 2 (Deduc¢ao Informal): os alunos formam defini¢des abstratas, como,
por exemplo, a ideia de condi¢do de existéncia de um triangulo, mesmo que de maneira
informal. Além disso, podem estabelecer inter-relacdes das propriedades nas figuras,
por exemplo, perceber que em um tridngulo retangulo, o lado de maior medida € oposto

ao angulo de 90°.

Embora a Tarefa 1 nao vise diretamente os niveis mais avangados da teoria de
van Hiele, como dedug¢dao formal e rigor, ela fornecera uma base sélida para a
compreensdo inicial dos conceitos geométricos relacionados a tridngulos e triangulos
retangulos. Os alunos sdo desafiados a pensar criticamente sobre as condigdes que
permitem formar um tridngulo e a reconhecer as caracteristicas especificas de um
tridangulo retangulo, o que serd fundamental para seu desenvolvimento posterior em

Geometria.
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O planejamento de uma aula (100 minutos) para desenvolvimento da Tarefa 1

esta descrito no Quadro 2.

Quadro 2 - Planejamento de aula para o desenvolvimento da Tarefa 1

Materiais utilizados: nessa aula, podera ser utilizado quadro de giz para apresentacdo das questdes
a serem discutidas entre os grupos; régua para a construgdo do triangulo; palitos cortados com
diferentes medidas (tr€s jogos com diferentes medidas, sendo que dois jogos ndo formam um
triangulo e um jogo forma um tridngulo (diferente de um triangulo retdngulo)); imagem impressa
com dois segmentos de reta perpendiculares; jogos com tré€s palitos com medidas que formam um
triangulo retangulo.

Inicio da aula: divisdo dos alunos em grupos de 5 integrantes;
(Tempo estimado para essa etapa: 10 minutos)

Lancamento (Introducéo) da Tarefa Matematica: as questoes referentes a 12 Tarefa serdo escritas
no quadro de giz. Em seguida, a professora lera o enunciado buscando garantir que os alunos
compreendam o que € para ser feito.

(Tempo estimado para essa etapa: 15 minutos)

Exploracao (Realizacio) da Tarefa pelos Estudantes: os alunos irdo copiar e discutir enquanto
realizam cada questdo, registrando suas respostas. Durante a discussao, a professora iré circular pela
sala, passando pelos grupos, monitorando, indagando-os quanto ao desenvolvimento da tarefa,
estimulando o pensamento geométrico e promovendo diferentes formas de pensar, através de
questionamentos para que haja uma interagao entre os integrantes do grupo. A professora nao deve
validar respostas dos alunos ou dar respostas que diminuam o nivel cognitivo da tarefa.

Enquanto circula, a professora deve observar as diferentes formas de resolver dos alunos e
selecionar (mentalmente) quais formas deverdo ser levadas para plenaria. Essas resolucdes
selecionadas podem conter formas corretas ou incorretas de resolver a tarefa. Além disso, apos
selecionar as resolugdes, a professora devera estabelecer uma ordem (sequenciar) em que elas serdo
apresentadas. O critério para a ordem de apresentacdo poderd ser definido pela professora, por
exemplo: primeiro convidar um grupo que fez uma resolucdo incorreta, em seguida aquele que fez
uma resolugdo usando figuras, depois convidar um grupo que fez uma resolugdo numérica, depois
convidar um grupo que fez uma resolucao que chegou a uma generalizagao.

(Tempo estimado para essa etapa: 25 - 30 minutos)

Discussdo da tarefa: apos os grupos finalizarem a realizagdo da tarefa, a professora convidara os
grupos para apresentarem maneira de resolver. Nao ha necessidade de chamar todos os grupos. Nao
precisa colocar estratégias de resolugdo repetidas na lousa, pois a intengdo é apresentar estratégias
(corretas ou incorretas) distintas e estabelecer conexoes matematicas entre elas: como que uma
resolugdo correta pode ajudar a compreender uma resolugdo incorreta? Como que o grupo que
resolveu por meio de figuras pode passar a compreender a forma como o grupo resolveu de maneira
puramente numérica? Como que a maneira do grupo que generalizou pode auxiliar os alunos a
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perceberem a generalizacdo? A discussdo entre os alunos sobre a formacdo de triangulos com trés
segmentos de reta de tamanhos quaisquer revela uma progressdo no pensamento matematico.
Inicialmente, os alunos estao abordando o problema de maneira puramente numérica, considerando
as medidas especificas dos segmentos de reta em questdo. Eles questionam a possibilidade de
formar um tridangulo em cenarios em que os segmentos de reta podem ser de diferentes tamanhos.

No entanto, a medida que a discussdo avancga, os alunos comecam a perceber a importancia
da condig@o de existéncia do triangulo. Isso indica um movimento em dire¢do a generalizagdo, em
que podem comegar a extrair um principio geral que se aplica a uma variedade de situagdes. Eles
podem progredir de uma abordagem puramente numérica, que se concentra em casos especificos,
para uma compreensao mais abstrata e generalizada da condi¢do de existéncia de um triangulo.

A generalizacdo completa desse conceito envolveria a compreensdo da condicdo de
existéncia como uma regra geral que se aplica a todos os tridangulos, independentemente das
medidas especificas dos lados. Portanto, essa discussao reflete o desenvolvimento do pensamento
geométrico dos alunos, passando do nivel de consideragdo numérica para um nivel mais abstrato,
onde eles comecam a identificar principios geométricos fundamentais que se aplicam a uma ampla
gama de situacdes. E uma demonstragio de como a compreensdo matematica evolui a medida que
os alunos exploram e discutem conceitos em sala de aula. Toda essa etapa de discussdo, por meio da
plenaria é extremamente importante para o Ensino Exploratorio.

A professora precisa envolver os estudantes na discussao (ndo ¢ um momento para a
professora dizer o que € certo ou errado e fazer corregodes), incentivar a analise € a comparagdo entre
resolucdes, além de identificar e discutir os erros matematicos. Se a professora perceber que os
alunos chegaram a uma generalizacdo, estimuld-los a pensar sobre a necessidade de uma
regra/condi¢do para que existam medidas adequadas para que os segmentos de reta se completem e
formem um tridngulo.

(Tempo estimado para essa etapa: 25 minutos)

Sistematizacao das aprendizagens matematicas: nessa tarefa, o objetivo é que os alunos
conhegam e/ou reconhecam a construg¢ao de um tridngulo; que eles percebam que, para se completar
um triangulo, um dos lados deve ser menor que a soma dos outros dois € que somente com essa
regra € possivel a constru¢do de qualquer tridngulo. A partir dai, avancar para a construcdo do
triangulo retangulo, que se diferencia dos demais pelo fato de possuir um angulo reto de 90°. Assim
se completa o triangulo de um tridngulo retdngulo.

A sistematiza¢do do contetdo deixando bem clara que toda exploragdo do trabalho com
materiais manipulaveis (palitos/malha quadriculada) foi para que percebessem que existe uma
condicdo de existéncia para um triangulo qualquer e que a soma dos seus dois lados menores ¢
sempre maior que a medida do seu terceiro lado.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 minutos)

Fonte: os autores (2024)
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DIALOGANDO COM ESTUDANTES

A professora/pesquisadora introduz a tarefa (Oliveira; Menezes; Canavarro,
2013) dizendo:

[1] Professora: O objetivo aqui da minha primeira tarefa é que vocés conhegam
e reconhegcam os triangulos! Como vocé explicaria para seu colega ao lado, o
que é triangulo?

Logo em seguida, os alunos iniciam a etapa de realizagdo da tarefa (Oliveira;
Menezes; Canavarro, 2013) e comecaram a dialogar entre os grupos.

[2] Professora: Entdo, agora vocés vao explicar para o colega o que é um
triangulo.

[3] Ana: Triangulo ¢ uma forma geométrica que tem trés lados.

[4] Bruna: Ndo é isso, triangulo é forma geométrica que tem...

[5] Caio: 3 lados.

Os estudantes comecam a externalizar o conceito de tridngulos, apresentando
inicialmente que eles possuem 3 lados e que se trata de uma forma geométrica. Neste
momento de didlogo inicial, os alunos estdo no nivel 0 de visualizagdo ou
reconhecimento (Kaleff et al., 1994), no qual estdo considerando os aspectos do
tridngulo como um todo, no espago da Geometria. A professora volta a atengdo ao grupo
e acontece o seguinte didlogo:

[6] Professora: O que é um triangulo?

[7] Ana: Uma forma geométrica? Com trés pontos.

[8] Professora: Hum?

[9] Ana: Com uma base?

[10] Carlos: Entdo, uma base reta. Como uma forma de piramide?

[11] Professora: Por que vocé pensou assim? Por onde comega um triangulo?
[12] Ana: Da base reta?

[13] Carlos: Eu que falei sobre a base.

[14] Professora: Da base e o que mais? O que mais precisamos ter para
construir um triangulo?
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Em [7], Ana traz um novo elemento na descricdo do tridngulo, ao dizer que
possui trés pontos, possivelmente referindo-se aos vértices. Agora, além de considerar
que tridngulos sdo formas geométricas (em [3 e 7]) com trés lados (em [3 e 5]), os
alunos passam a incluir o fato de que possui trés pontos (em [7]).

Os alunos também comecam a fazer relagdes com classes e formas geomeétricas,
mas ainda “sem consideracdes explicitas das propriedades dos seus componentes”
(Kaleff et al. 1994, p. 4-5). Em [10], Carlos estd relacionando um tridngulo a uma
piramide, sem comentar caracteristica de cada figura geométrica, o que pode gerar erros
conceituais. Os tridngulos sdo figuras geométricas planas, enquanto as pirdmides sdo
figuras geométricas espaciais. Por mais que algumas relagdes possam ser estabelecidas
(por exemplo, as faces laterais das pirAmides sdo sempre triangulares), é preciso ter
cautela com essa comparagdo entre as figuras.

Em [10 e 13], Carlos fala da base como se fosse uma caracteristica que define
um tridngulo quando, na verdade, a base ¢ um elemento que define as piramides.
Qualquer um dos trés lados de um triangulo pode ser tomado como base e sua altura
relativa a base. Assim, entendemos que os “alunos raciocinam sobre conceitos
geométricos, por meio de uma andlise informal de suas partes e atributos através de
observacao e experimentagdo. [...] Porém eles ainda ndo explicitam inter-relagdes entre
figuras ou propriedades” (Kaleff ez al. 1994, p. 4-5), caracteristica do nivel 1 de andlise.

Como forma de garantir o desenvolvimento da tarefa pelos alunos, a professora
retorna ao grupo para pedir clarificagdes e justificagdes sobre o motivo daquele conceito
de tridngulo apresentado pelo grupo.

[15] Professora: Serd que é so isso que eu preciso? Para construir um
triangulo? Ter o triangulo?

Ap0s alguns sussurros, o grupo apresenta o seguinte didlogo:

[16] Carlos: Na parte de baixo, a face.
[17] Ana: E.




24

[18] Carlos: Os lados sdo as laterais.
[19] Ana: Dd para se por assim.

[20] Carlos: E, a sei ld.

[21] Ana: Lateral, bases, laterais, face.
[22] Carlos: Laterais.

[23] Bruna: E, laterais acima.

[24] Ana: E, isso é um tridngulo.

5 o

E possivel notar que os estudantes chegaram a ideia de que as laterais do
triangulo sdo lados, como pode ser visto em [18], mesmo que ainda possuam inferéncias
a ideia de face. Em [21], hé indicios de que Ana estabeleceu uma diferenca entre uma
lateral, chamada de base, e as outras laterais, chamada de face. Em decorréncia, os
alunos apresentam similaridade em relagdo a nogao relativa as piramides, a de face.

Em seguida, a professora pediu para que os grupos conversassem entre 0s
integrantes e registrassem uma conclusao sobre o que ¢ um triangulo.

[25] Professora: Apos essa discussdo entre o grupo, vocés irdo
descrever/escrever o que falaram sobre o que é um tridngulo.

[26] Ana: Para vocés escreverem, tipo, o que é um triangulo.

[27] Carlos: O tridngulo é uma forma geométrica.

[28] Ana: Entdo, quantas bases?

[29] Carlos: Uma base, 3 lados.

[30] Ana: Entdo, escreva isso, eu vou escrever isso.

[31] Bruna: Eu vou escrever também.

[32] Professora: Vdo conversando e escrevendo. Se surgir outra ideia sobre o
que ¢é um triangulo, diferente dessa que vocés ja comentaram, registrem.

[33] Ana: E, ndo tem muito o que falar sobre ele.

[34] Professora: Todos aqui ja viram o que é triangulo?

[35] Bruna: Comeg¢a com uma base, ai tem as laterais.

[36] Ana: Parecida com uma piramide.

[37] Carlos: Tem uma base e trés lados.

[38] Ana: Coloquei lados.

[39] Bruna: O triangulo é uma forma geométrica?

[40] Ana: Sim, uma base e 3 lados.

[41] Carlos: Faces é mais bonito. Um triangulo composto por uma base e 3
faces.
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Alguns aspectos sobre a compreensdo que os alunos tém acerca dos tridngulos
ficam mais evidentes no trecho acima. Em [28, 29, 35 e 37], os alunos consideram a
ideia de base como algo que define um tridngulo, como se existisse, previamente
definido, um lado a ser chamado de base. Em [41], Carlos manifesta considerar a
nomenclatura face mais bonita do que lado, sem se preocupar com o uso nao
convencional do termo face no caso de tridngulos. Além disso, em [36], Ana menciona
que um tridngulo ¢é parecido com uma piramide, o que nos leva a perceber que, na visao
dela, piramide e tridngulo ndo sdo exatamente as mesmas coisas.

Vale destacar que, neste momento, nenhum aluno do grupo mencionou a ideia
de angulo, apenas as nogdes de lado e de vértice foram utilizadas pelos alunos para
descreverem um triangulo.

Apobs essa primeira etapa, a professora partiu para a segunda etapa com a
seguinte apresentacao:

[42] Professora: Na questdo 2, vocés irdo representar geometricamente um
triangulo.

Nesse novo item (que a professora chamou de questdo 2), a professora
argumentou o que seria necessario para resolver o que foi perguntado:

[43] Professora: So que durante a representa¢do geométrica de um triangulo,
preciso que vocés utilizem a régua, me¢cam e anotem as medidas de cada lado!

O grupo iniciou a discussio:

[44] Carlos: De fazer com um...

[45] Bruna: Com uma base.

[46] Ana: Dd pra fazer com 3.

[47] Carlos: Pra ficar bom, a base faz com 3 e os lados com 2,5.
[48] Ana: Eu vou fazer com 2 pra ver se fica bom.

[49] Carlos: Faz 2,5.

[50] Ana: Um, acho que tem que ser 3 de altura.

[51] Carlos: Da fazer com 3.

[52] Professora: Representar geometricamente, utilizando a régua.
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[53] Ana: Faz 2,5 de altura, ... ndo, faz 2,5 na base e 3 de altura.
[54] Ana: E 2 ... 2,5 de base e 3 altura, fica bom.

[55] Carlos: Fica bom?

[56] Ana: Aham.

[57] Carlos: E 2,5 por 3, agora tem que fazer 2,5 por 3 de altura.
[58] Ana: E.

No excerto acima, € possivel perceber que a ideia de base do tridngulo continua
sendo central para os alunos. Para construir um tridngulo, os alunos consideraram
importante atribuir um valor a medida da base (por exemplo, em [45 e 47]). Carlos, em
[47 e 49], e Ana, em [48], sugerem medidas para os lados, mas, logo essa ideia ¢
substituida pela medida da altura, em [50] e [53]. Nesse momento, os alunos parecem

relacionar a estratégia para responder a tarefa a ideia da area de um triangulo, que é

(comprimento da base X comprimento da altura)
- o

dada por Area =

A relacdo com a area do tridngulo fica mais evidente quando, em [57], Carlos
diz que “agora tem que fazer 2,5 por 3 de altura”, possivelmente referindo-se a uma
multiplicagdo de 2,5 por 3.

Além disso, ¢ importante destacar que os alunos estdo sugerindo medidas nao
inteiras, como o 2,5. Neste momento, os alunos ainda ndo tinham recebido os palitos e,
portanto, estavam propondo valores quaisquer. No trecho abaixo podemos compreender
o motivo da escolha por 2,5.

[59] Professora: Ana, essas medidas que vocé anotou ai. Constroi, exatamente,
um triangulo?

[60] Ana: Sim, acho que sim.

[61] Professora: Todos pensam igual? Da para construir um tridngulo? Entdo,
falem o que se precisa para construir um triangulo diante do que vocés
anotaram ai!

[62] Ana: Uma base em metros... tanto faz, eu acho. E a altura, que também
acho que tanto faz [referindo-se a unidade de medida em metros], que depende
da base para ter a altura, se ndo fica um triangulo “desformado”.

[63] Professora: Fica um tridngulo o qué?
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[64] Carlos: Desformado.

[65] Professora: Desformado?

[66] Ana: E tipo, por exemplo, se colocar uma base... a gente colocou aqui uma
base de 2,5, se colocar uma altura de 1,5 vai ficar torto.

[67] Carlos: Ou é 2,5 ou é 3.

[68] Ana: Porque, aqui, colocar a base de 3, para o tamanho ficar legal, 2,5 [de
altura). Eu acho que a altura tem que ser sempre um pouco menos que a base.
Serd que a base igual a altura fica certo?

[69] Carlos: Fica, bate certinho.

[70] Ana: Vou tentar fazer.

[.]

[71] Ana: Eu cheguei na... a base sempre tem que ser maior e a altura igual ou
menor do que a base. Porque se a altura for tipo do mesmo tamanho que a base
vai ficar desformado.

[72] Professora: Por que vocé chama esse triangulo de “desformado”?

[73] Ana: Porque um tridngulo tem que ser, como diz, ah tridngulo é assim, né?
[apontando para um tridngulo] e aqui fica torto, porque... fica torto.

Em [62] e [64], os alunos falam que o tridngulo ficaria “desformado”
dependendo da escolha das medidas da altura e da base do triangulo. Isso significa que,
para Carlos e Ana, a escolha dos valores das medidas da base e da altura do triangulo ¢é
feita considerando o formato que o triangulo terd, talvez por terem construido em suas
mentes uma imagem de um determinado tridngulo em uma determinada posi¢ao. Em
[62] Ana diz que “depende da base para ter a altura, se ndo fica um triangulo
desformado”, indicando que a escolha da medida da altura do tridngulo vai depender da
medida da base para que o tridngulo ndo fique “desformado”, sugerindo que existe uma
forma correta para um triangulo.

Em [68], Ana comenta que, para ficar legal, se a base medir 3, a altura tem que
ter 2,5. Na sequéncia, apresenta uma justificativa “Eu acho que a altura tem que ser
sempre um pouco menos que a base”. Em seguida, levanta uma conjectura “Serad que a
base igual a altura, fica certo?” e tenta avalia-la, concluindo, em [71], que “a base

sempre tem que ser maior e a altura igual ou menor do que a base”, caso contrario o
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triangulo fica “desformado”. Neste momento, entendemos que Ana e Carlos estdo no
nivel 1 de andlise, uma vez que “os alunos raciocinam sobre conceitos geométricos, por
meio de uma andlise informal de suas partes e atributos através de observagdo e
experimentacao” (Kaleff et al., 1994, p. 4-5).

Os alunos estdo buscando estabelecer caracteristicas dos triangulos, mas fazem
isso de uma maneira conceitualmente problematica. Ao construir um triangulo partindo
das ideias de base e de altura em relacdo a essa base, os alunos ndo percebem que

diferentes tridngulos podem ser formados, conforme Figura 3.

Figura 3 - Diferentes tridngulos com a mesma base e a mesma altura

E F G H

=

-

Fonte: os autores (2024)

Na Figura 3, vemos que diferentes tridngulos podem ser construidos a partir de

uma mesma base AB e uma altura h. Todos esses tridngulos tém a mesma area, mas

podem ser distintos, isto é, podem ter as medidas dos lados e dos angulos internos
diferentes. Se os alunos utilizassem as medidas dos lados (ao invés da base ¢ da altura)
para construir seus tridngulos, duas ideias matematicas poderiam emergir: a de rigidez
dos triangulos e a de triangulos congruentes. A rigidez dos tridngulos significa que
(diferentemente dos quadrilateros, por exemplo) ndo é possivel alterar seus angulos

internos mantendo as medidas dos seus lados fixas. A congruéncia de triangulos
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significa que dois tridngulos sdo congruentes quando as medidas dos lados e dos
angulos de um deles sdo, respectivamente, iguais as medidas dos lados e dos angulos do
outro.

Durante o didlogo com os alunos, é possivel notar que a professora faz
questionamentos (por exemplo, em [59], [61], [63] e [72]) aos alunos, mas procura nao
os corrigir ou diminuir a demanda cognitiva da tarefa. Por esse motivo, no préximo
item da tarefa, os alunos do grupo analisado seguem na mesma linha de raciocinio, isto
¢, pensando os triangulos a partir de uma base e sua altura relativa. A professora escreve
o terceiro item da tarefa na lousa e comenta com os alunos.

[74] Professora: Com trés segmentos de reta, é sempre possivel formar um
triangulo? E ai? Diante da discussdo que vocés fizeram com os colegas sobre o
que é um tridngulo, utilizando a ideia que vocés tiveram para a constru¢do
desse triangulo. Agora a professora vai distribuir um material para vocés, com
segmentos de retas onde vocés vao formar um triangulo. Certo? Eu vou entregar
para cada grupo, vocés vao abrir, e formar o triangulo.

As primeiras impressoes dos alunos do grupo nessa nova tarefa foram
observadas no seguinte didlogo:

[75] Ana: Tamanhos diferentes. A gente vai ter que fazer um triangulo com isso
aqui [palitinhos] com tamanhos diferentes. [...] Ai, acho que ja entendi. Os
“mais pequenos” sdo a base, né?

[76] Carlos: Nao sei.

[77] Ana: Nao do pequeno, desse tamanho aqui, olha? E esse mais ou menos
desse tamanho aqui... a altura. Sera?

Ao observar o didlogo dos alunos do grupo durante o novo item, percebemos a
interacao entre eles enquanto tentam compreender a tarefa. Ana, em [75] e em [77],
segue na linha de definir uma base e a altura. Nesse caso, ela sugere palitinhos “mais
pequenos” para serem a base. No entanto, Carlos expressa incerteza em relagdo ao
procedimento.

Ap6s alguns segundos de sussurros entre os alunos, Ana diz:
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[78] Ana: Eu ndo entendi.
[79] Aluno nao identificado: Eu também ndo.

Os alunos continuam conversando € comentam sobre como outras pessoas (de
outros grupos) estdo fazendo. Foi assim que Ana comentou:

[80] Ana: Ah, acho que entendi. Se a gente consegue fazer um tridngulo com o
tamanho das pegas que a gente pegou. E, acho que é isso mesmo.

A partir deste momento, os alunos do grupo, sempre liderados por Ana, passam
a tentar construir um triangulo considerando seus lados.

[81] Ana: So se cortar um pedago aqui, ai da um triangulo sim.
[82] Carlos: Cortar essa pontinha.
[83] Alunos do grupo: Verdade.

Utilizando um jogo de palitinhos, dado intencionalmente pela professora, que
nao forma um tridngulo, os alunos percebem que seria necessario cortar um pedaco de
um dos palitos para conseguir formar o tridngulo (em [81] e em [82]). Na sequéncia, a
professora retorna ao grupo e, apds ouvir os alunos, sugere o uso de outro conjunto de
palitinhos.

[84] Ana: Aqui deu um triangulo. Aqui ndo deu um triangulo [...] Nao da, tipo...
esse daqui a é pequeno. Se esses dois fossem do mesmo tamanho...

[85] Carlos: Nao daria.

[86] Ana: E verdade [risos]. Porque a base é muito grande.

[87] Carlos: So se fosse esse [indicando um palitinho] e maior ou igual a esse
[indicando outro palitinho], mesmo tamanho ou um pouquinho maior. Esse
daqui oh [indicando um palitinho].

[88] Ana: Isso aqui ndo é um triangulo.

[89] Caio: E sim.

[90] Carlos: E, mas ndo é o que a dona quer.

[91] Ana: E um tridngulo?

[92] Carlos: Sim. Tem varios triangulos. Tem o normal, que é o que estamos
fazendo aqui agora, e tem esse.

[93] Ana: Entendi. Gostei. Entdo isso daqui também é um triangulo, olha.
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No trecho acima, percebemos que os alunos do grupo comegam a compreender a
proposta da tarefa, utilizando os palitinhos para verificar a possibilidade ou ndo de se
formar um triangulo. Em [84], Ana levanta uma conjectura “Se esses dois fossem do
mesmo tamanho”, daria para formar um tridngulo. Argumento que logo foi refutado por
Carlos em [85] e confirmada por Ana em [86]. Nesse momento, os alunos passam a
perceber que héd uma relagdo entre os lados e a possibilidade de existéncia de um
triangulo.

E importante notar, também, que na discussao coletiva entre os alunos, por conta
da fala de Carlos (em [92]), Ana passou a aceitar a existéncia de outros triangulos, como
pode ser visto em [93]. Esse aspecto ¢ central, pois a discussdo proporcionada pela
dindmica de sala de aula (tarefa matematica conduzida por meio do Ensino
Exploratério) permitiu que Ana, até entdo preocupada em nao “desformar” o tridngulo,
passa a aceitar e reconhecer outros formatos de tridngulos. Reconhecer tridngulos
diferentes daqueles, nas palavras de Carlos em [92], “normais” ou daqueles que, em
[90], “a dona quer”, indica que os alunos caminham para abstrair a ideia de um
triangulo por meio de suas caracteristicas.

A continuagdo da aula ¢ dada com a entrega de mais um saquinho com palitos
com outras medidas para uma nova composi¢do. Neste momento, a professora introduz
com o seguinte didlogo:

[94] Professora: Agora, tentem pensar no que foi feito naquela outra
formagdo/composi¢cdo que distribui para vocés e com essa agora, fez diferenca
por que com aquela vocés ndo conseguiram e com essa conseguiram?
Conversem entre grupo.

Neste momento, o grupo se depara com o desafio, e comecam a dialogar entre os
pares.

[95] Ana: Mas sdo bases iguais, essas sdo bases iguais.
[96] Bruna: Sdo mais iguais.
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[97] Ana: So que aqui deu um triangulo perfeito, e aquela ld era muito menor e
a outra muito maior.

[98] Bruna: E esse deu certinho.

[99] Ana: Isso, esse lado é menor que o outro. Um tridngulo “desformado”, mas
deu certo. Para ter um tridngulo perfeito, as bases tém que ser iguais a altura, e
aquele ou a base era muito maior ou muito menor, é isso.

Nesta conversa entre Ana e Bruna, elas estdo discutindo diferentes triangulos e
as caracteristicas que definem um tridngulo como "perfeito" em comparacdo com os
outros. Ana menciona inicialmente, em [95], que as bases sdo iguais, indicando que isso
¢ uma caracteristica importante de um tridngulo. Bruna responde, em [96], concordando
e sugerindo que sdo "mais iguais", possivelmente se referindo a “perfei¢ao” do tridngulo
em questdo.

Ana observa [97] que um dos tridngulos ¢ considerado "perfeito", enquanto
outro era "muito menor" e o terceiro era "muito maior". Ela enfatiza a importancia da
relacdo entre as bases e a altura para a perfei¢do de um tridngulo. Bruna concorda com
Ana, destacando que o tridngulo atual "deu certo".

Ana resume a conversa, enfatizando que, para um tridngulo ser considerado
"perfeito", as bases devem ser iguais a altura. Ela também menciona [99] que um dos
tridngulos era "desformado", mas ainda assim deu certo, indicando que a perfei¢ao nao
¢ uma necessidade na geometria dos tridngulos. Essa conversa reflete a compreensao
das duas sobre as caracteristicas que definem um triangulo “perfeito”. Elas estdo
discutindo a relacdo entre as bases e a altura como um critério importante para essa
perfeicdo, mas também reconhecem a possibilidade de existir tridngulos com diferentes
propor¢des, mesmo que nao sejam "perfeitos".

ApoOs essa primeira analise dos alunos aos palitos que tem uma nova
composicdo, a professora perguntou o que foi possivel observar com a construgdo de

triangulos utilizando esses palitos.
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[100] Ana: Entdo ndo importa qual o tamanho da base o que importa é o
tamanho da altura [...]. Entdo, a base ndo importa o tamanho. Cadé aquele
pequenininho? Aqui, por exemplo, esse aqui é a base, tipo, se esses 2 fossem
iguais, dariam o triangulo perfeito.

[101] Carlos: Serd?

[102] Ana: Coloca os 2 aqui, os mais pequenos, ai viu? Ndo importa o tamanho
da base. Por exemplo, se a altura for igual, ndo importa o tamanho, vai dar um
triangulo perfeito, e se a base for o grande vai dar o triangulo perfeito, o que
importa é altura, chegamos a conclusdo.

Neste trecho, apdés a primeira andlise dos alunos sobre as constru¢des de
triangulos utilizando os palitos com diferentes composicdes, a professora os incentiva a
compartilhar suas observacdes e conclusdes.

Em [100] e [102], Ana continua explorando suas ideias utilizando os termos base
e altura. Conclui que “ndo importa o tamanho da base [...] o que importa é a altura”.
Nesse momento, ¢ possivel perceber que Ana pode estar usando o termo altura de forma
inadequada. A aluna parece estar definindo um lado como sendo a base e os dois outros
lados como sendo a altura, o que fica evidente quando, em [100], diz que “o que
importa é altura” e “esse aqui ¢ a base, tipo, se esses 2 fossem iguais, dariam o
triangulo perfeito” e, em [102], diz que “se a altura for igual, ndo importa o tamanho,
vai dar um triangulo perfeito”.

Esse uso inadequado dos termos base e altura fica mais evidente nos trechos
seguintes. A professora caminha para o encerramento da aula, uma vez que o tempo
estava acabando. Ela tenta estimular os alunos a pensarem e falarem sobre a
possibilidade de formar um tridngulo com trés segmentos de reta de qualquer medida,
abordando a condicdo de existéncia de um triangulo.

[103] Professora: Sera que com esses 3 segmentos de reta que vocés receberam,
de um tamanho qualquer, sempre sera possivel construir um triangulo?

[104] Alunos: Ndo.

[105] Professora: Por qué?
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[106] Representante de outro grupo: Os segmentos podem ndo favorecer a
construcgdo.
[107] Professora: Todos concordam ou tem alguém que discorda?

A professora [103] inicia o questionamento, indagando se € vidvel construir um

triangulo com trés segmentos de reta de tamanhos arbitrarios. Os alunos [104]

respondem negativamente, indicando que nem sempre € possivel construir um tridngulo

com quaisquer medidas de segmentos de reta. A professora [105] continua a

investigacdo, questionando por que eles chegaram a essa conclusdo. Um representante

de outro grupo [106] contribui com a discussdo, explicando que os segmentos podem

ndo ser adequados para a constru¢cdo de um triangulo. Isso sugere que os alunos da sala

estdo comegando a considerar a condi¢do de existéncia de um triangulo, o que poderia

indicar que os alunos estdo progredindo do nivel 0 de visualiza¢do, em que apenas

reconhecem figuras geométricas, para o nivel 1 de andlise, em que come¢am a entender

as propriedades e as relagdes entre essas figuras.

altura:

No entanto, no grupo que esta sendo analisado, algumas confusdes permanecem.

[108] Professora: Entdo, com 3 segmentos de reta de qualquer tamanho, sempre
é possivel construir um triangulo?

[109] Todos: Ndo, ndo.

[110] Professora: Ndo! Diante da constru¢do que deu certo e as outras que ndao
deram, seria possivel existir alguma regra? Uma condi¢do ou uma regrinha
para que possamos construir um triangulo? Agora conversem entre si e vamos
analisar se é possivel e qual seria essa regra!

[111] Ana: A gente ja achou essa regra ai?

[112] Carlos: Nao.

[113] Ana: Ah ta. A gente ja conversou.

[114] Professora (para toda a turma): Quando ¢ possivel formar um triangulo?
Conversa com os colegas.

O grupo volta a debater e Ana deixa mais clara sua compreensao para a no¢ao de
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[115] Ana: Acho que é isso, porque a base, ndo importava o tamanho dela se as
alturas fossem iguais. Se a base for pequena e os outros foram iguais, vai dar
certo, a menos que a base seja muito pequena. [...] Como se diz, aqui os 3
segmentos, 2 segmentos tém que ser iguais. Concorda?

[116] Aluno do grupo: sim.

Percebendo que algum integrante do grupo ndo entendeu, Ana continua:

[117] Ana: Vou te explicar. O nome desse aqui é segmento, né? E os 3
segmentos sdo iguais, por isso deu um triangulo perfeito, né? Entdo, a regra é
clara, para dar um triangulo perfeito 2 segmentos tém que ser iguais, a base
ndo importa o tamanho dela, sendo os 2 segmentos iguais tera um tridngulo
perfeito, entendeu agora?

Em [115], Ana afirma que ndo importa o comprimento da base, desde que suas
“alturas” sejam iguais. Na mesma fala, Ana ainda diz que se “os outros [segmentos]
forem iguais, vai dar certo”. Isso fica refor¢ado com o trecho “aqui os 3 segmentos, 2
segmentos tém que ser iguais” € com a explicacdo dada em [117].

Ana vinha falando que a altura precisava ser igual (em [102], [115]), mas nas
falas [115] e [117] fica evidente que, ao falar de altura (ou alturas, no plural), Ana esta
se referindo aos dois outros segmentos que ndo sdo a base. A aluna estd definindo um
lado como sendo a base do triangulo (ideia incorreta, pois, como ja foi afirmado,
qualquer um dos trés lados de um tridngulo pode ser tomado como base ¢ sua altura
relativa a base) e os outros dois lados (segmentos) como sendo a altura.

E possivel compreender o pensamento geométrico de Ana, pois, assumindo um
lado como base, a altura relativa a essa base pode variar de acordo com comprimento
dos dois outros lados. No entanto, como mostra a Figura 3, isso ndo necessariamente
ocorre.

Apesar de, em [91] e [93], Ana indicar que entendeu a possibilidade de ter
outros tridngulos, diferente daqueles que estava considerando inicialmente, em [117] a

aluna volta a insistir na ideia de que “para dar um triangulo perfeito 2 segmentos tém
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que ser iguais”. Cabe destacar que ter dois segmentos iguais ndo ¢ condi¢do necessaria
para se construir um tridngulo.

No grupo analisado, a professora faz novamente a pergunta sobre a
possibilidade de construir um tridngulo com trés segmentos de reta de qualquer
tamanho. O grupo responde unissono que nao € possivel.

A professora, entdo, estimula o grupo a pensar sobre a existéncia de uma regra
ou condi¢do que permita a construgdo do triangulo com os trés segmentos de reta. Ela
os encoraja a discutirem entre si e sugere que ja tiveram alguma conversa anterior sobre
esse assunto.

[118] Professora: Ficou bem claro para vocés a formagdo desses triangulos, né?
O que ndo deu certo e o que deu certo e o por qué? Entre o grupo, ficou bem
claro? [...] Vamos la, entdo, na quarta pergunta, como vocé explicaria para o
seu colega o que é um triangulo retangulo?

O grupo comecou a debater e Ana, novamente, liderou a discussao.

[119] Ana: Um retangulo tem que ter duas laterais menores iguais e duas
maiores iguais. O triangulo de 3 tem que ter, é... acho que um menor e dois
maiores iguais.

Em [118], percebe-se que a professora passou para a quarta pergunta acreditando
que os alunos tinham compreendido a condigdo de existéncia dos triangulos, fato que
ndo ocorreu. Mas, os alunos tinham condi¢des de explorar melhor essa questdo por meio
da quarta pergunta, ao discutirem o que ¢ um triangulo retdngulo.

Em [119], Ana parece tratar tridngulo retingulo de maneira separada: tridngulo e
retangulo. Para as duas figuras geométricas, Ana utiliza a mesma ideia de medida dos
lados: no caso do retangulo, “laterais menores iguais e duas maiores iguais”, N0 caso
dos triangulos, “um menor e dois maiores iguais”.

A professora retoma para a turma toda.
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[120] Professora: Bora la entdo galerinha. Diante do que vocés escreveram e
conversaram com os colegas sobre o que é o triangulo retangulo, fizeram a
representagdo geométrica de um triangulo retangulo? Preciso que vocés
analisem o que desenharam.

[121] Carlos: Um quadrado.

[122] Ana: Nao.

[123] Professora: Analisem, detalhadamente.

[124] Carlos: Um dngulo de 90°.

Em [124], Carlos apresentou a caracteristica do tridngulo retangulo: possui um
angulo de 90°.

Em um momento posterior, a professora orienta novamente os alunos.

[125] Professora.: Entdo, galerinha, presta atengdo aqui um pouquinho. Vocés ja
conversaram ai entre os grupos, agora vamos analisar a formag¢do que vocés
fizeram. O que vocés perceberam de diferente da construgdo desse triangulo em
relagdo aos anteriores que fizeram [antes]|? O que tem de diferente desse
triangulo em relag¢do aqueles que vocés fizeram [antes]?
[126] Ana: O que a gente fez ontem era de pé.
[127] Caio: E esse ai esta deitado.
[128] Carlos: E esse dai esta com sono. (Risos)

[...]
[129] Professora: Serd que é possivel construir um triangulo retangulo com os
mesmos segmentos de reta que jad foram construidos os outros tridngulos ontem?
Vocés conseguiram construir? Ontem, vocés pegaram as folhinhas com aquela
formagdo de palitinho. Vocés conseguiram montar um retangulo com aquela
formagdo?
[130] Todos: Ndo.

Neste trecho, inicialmente, os alunos expressam observagdes praticas e externas
sobre a orienta¢do dos tridngulos, sugerindo um pensamento predominantemente no
nivel 0 de visualizagdo ou reconhecimento. As respostas de Ana [126], Caio [127] e
Carlos [128] sugerem que o foco esta na posicao do triangulo ("de pé", feito na aula do

dia anterior, e "deitado", feito naquele dia), algo que ndo contribui para abstrair
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informagdes, ideias sobre os triangulos. A professora, entdo, ao questionar a
possibilidade de construir um triangulo retangulo com os mesmos segmentos de reta da
formacao anterior, recebe como resposta "Nao" [130].

Na continuag¢do, a professora volta a questionar os alunos.

[131] Professora: Entdo, vamos organizar essas ideias que vocés falaram! Com
essa tarefa da formagdo dos triangulos de ontem de um triangulo qualquer, pois
ontem vocés puderam montar triangulos quaisquer, né? E hoje vocés fizeram
ai?

[132] Ana: Um tridngulo com dngulo de 90°.

[133] Professora: E como se chama esse triangulo?

[134] Todos: Triangulo retangulo.

[135] Professora: Tridangulo retangulo. Entdo vocés puderam concluir se existe

sim, uma condigdo, uma regrinha para que esse triangulo exista?
[136] Todos: Sim.

[137] Professora: E vocés sabem me dizer qual é essa regrinha para montar
triangulo qualquer?

A professora busca “organizar as ideias” dos alunos. Em [130], os alunos
reconheceram que nao ¢ qualquer combinacdo de trés segmentos que permite construir
um tridngulo; ja em [136], os alunos manifestam reconhecer que, nas palavras da
professora em [135], existe “uma condi¢do, uma regrinha para que esse triangulo
exista”. Nesse momento, a professora conversa com toda a turma, ndo apenas com o
grupo analisado. Em [137], ela tenta compreender se os alunos chegaram a condigdo de
existéncia.

Alunos de outro grupo, diferente do que esta sendo discutido aqui, apresentaram
a condicdo de existéncia. Neste momento, a professora, entdo, avanca para a fase de
sistematizacdo das aprendizagens matematicas (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013),
visando concluir a Tarefa 1.

[138] Professora: Vamos pegar esse daqui. Um lado que mede 12, um lado que
mede 19 e um lado que mede 23. Vamos falar aqui unidades, porque triangulo
pode ser medido em centimetros, em metros. Entdo tem aqui um triangulo que
tem essas medidas, certo? Qual seria a condi¢do para eu conseguir construir
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esse tridngulo? Porque ontem vocés pegaram o que tinha palitinhos que
faltavam, ndo dava para chegar la [fechar os lados do triangulo]. Qual é a
condi¢do aqui para que eu consiga construir esse triangulo? Manuseando todos
aqueles palitinhos ontem, vocés conseguiram? Encontraram uma condi¢do para
que eu consiga construir esse triangulo?

[139] Ana: As medidas?

[140] Professora: As medidas? E o que tem as medidas?

[141] Ana: Diferentes.

[142] Professora: E, sdo diferentes! Mas e porque existem, ndo existem
triangulos diferentes?

Em [138], a professora busca conduzir a formalizagdo da condi¢ao de existéncia,
uma vez que outro grupo ja a apresentou. No entanto, o grupo aqui analisado,
principalmente a aluna Ana, mantém-se no estagio inicial (nivel 0 — visualizagdo), pois
apresentam raciocinios, basicamente, por meio de consideragdes visuais (Kaleff et al.,
1994). O foco dos alunos foi na medida dos segmentos que sao diferentes (em [139] e

[141]), ndo na abstragdo da condi¢do de existéncia do tridngulo. A professora prossegue.

[143] Professora: Entdo, o que a gente pode deixar aqui como condi¢do de
existéncia? Se nos pegarmos aqui esse lado mais esse lado sao 12 + 19 da
quanto?

[144] Todos: 31.

[145] Professora: Somando esses dois lados, ele é maior ou menor que esse
terceiro lado?

[146] Todos: Maior.

[147] Professora: Maior, maior que 23. Vamos pegar outros dois lados. Quanto
que da 19 mais 23?

[148] Todos: 42.

[149] Professora: 42 ¢ maior, menor que 12?

[150] Todos: Maior.

[151] Professora: Maior que 12! Uma outra formagdo que nos ndo fizemos, 23
mais 12. Da quanto?
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Apo6s apresentar diferentes exemplos, com tridngulos com diferentes medidas
para seus lados, a professora questiona os alunos.

[152] Professora: O que nds podemos concluir?

[153] Um aluno: Que qualquer soma que tiver, vai ser maior do que o lado que
sobrou.

[154] Professora: Como é que é, entdo?

[155] Um aluno: 4 soma de dois sempre vai ser maior do que o que sobrou.
[156] Professora: Entdo essa é uma condi¢do de existéncia para um triangulo. A
soma das medidas de dois lados, eu pego dois lados qualquer do meu triangulo,
de um triangulo qualquer, as medidas dos dois lados, somando tem que ser?
[157] Todos: Maior, maior do que o que sobrou.

[158] Aluno: A soma de dois lados sempre vai ser maior do que o que sobrou.

Em [143], [145], [147], [149] e [151], a professora faz uma série de
questionamentos muito direcionados, por meio de casos especificos, buscando com que
toda a turma perceba e reconhec¢a a condi¢dao de existéncia do triangulo, enunciada por
ela posteriormente (em [156]). Em [155], um aluno apresenta, de maneira informal, a
condi¢do procurada. Esse aluno manifesta estar no nivel 2 — dedugdo informal do
pensamento geométrico, pois produz uma defini¢do abstrata, estabelecendo uma
propriedade dos tridngulos. No entanto, tal aluno ndo ¢ integrante do grupo analisado
nesta pesquisa. Por meio dos dados obtidos pela gravagdo, a conclusdo ¢ que, até esse
momento em que a professora conduz a discussdo e enuncia a condi¢ao de existéncia, o
grupo aqui analisado ndo havia chegado a tal deducao informal.

Assim, as discussdes coletivas em sala de aula, proporcionadas pela abordagem
do Ensino Exploratorio, oportunizaram aos alunos do grupo analisado um ambiente
favoravel para sairem no nivel 0 - visualizagdo e do nivel 1 — Andlise e avangassem para
o nivel 2 — dedugdo informal. Essa oportunidade se deu na medida em que alunos de
outros grupos enunciaram, ainda que de maneira informal, a condi¢do de existéncia do
tridngulo e, em seguida, a professora sistematizou a aprendizagem dos estudantes

(Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013).




41

No entanto, ainda era necessario promover a sistematizagao considerando o caso
do tridngulo retangulo. A professora retoma a discussdo sobre o tridngulo retangulo
possuir um angulo de noventa graus e conduz os alunos a reconhecerem o fato de que o
lado de maior comprimento € oposto ao angulo de noventa graus.

[159] Professora: E tridngulo retdngulo? NoOs sabemos que o tridngulo
retangulo tem o qué? |...] Para terminar de formar esse triangulo retangulo, o
que nos temos ali de diferente?

[160] Outra Aluna: A4 descidinha dele?

[161] Ana: Face?

[162] Outra Aluna: Ele é sempre o lado maior, ndo é?

[163] Professora: E esse lado maior, ele sempre esta o qué? Oposto a?

[164] Outra Aluna: Ao dngulo reto?

[165] Professora: Entdo, galerinha, [...] o lado maior sempre vai ficar oposto a
esse angulo reto, a esse angulo de 90°. Certo? Entenderam? Conseguir
visualizar isso?

[166] Todos: Sim.

Em [159], a professora questiona os alunos e logo obtém a resposta esperada,
apresentada em [162] por uma aluna de outro grupo. As respostas [162] e [164]
permitem a professora sistematizar uma caracteristica importante dos tridngulos
retangulos: o lado oposto ao angulo reto ¢ o lado de maior comprimento do triangulo.
Apesar de ainda ndo mencionar o nome nesse momento da aula, a professora estd se
referindo a hipotenusa.

Em [161], é possivel notar que Ana ainda utiliza o termo face. Ao longo dos
didlogos, foi possivel perceber que ela utiliza o termo face para se referir ao lado do

triangulo retangulo que nao ¢, segundo ela, nem base e nem altura.
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Tarera 2

A Tarefa 2 tem como objetivo possibilitar que os alunos percebam, por si
proprios, o fato de que, no triangulo retangulo, a medida da hipotenusa ao quadrado sera
igual a soma das medidas de cada cateto ao quadrado. Para auxiliar nesse trabalho,
malhas quadradas coloridas, conforme Figura 4, podem ser disponibilizados aos alunos.
O Quadro 3 apresenta a Tarefa 2.

Figura 4 - Malha quadriculada colorida

Quadro 3: Enunciado da Tarefa 2

1- Com base no triangulo retangulo que vocé€ montou com os palitos, complete o
triangulo impresso na folha de sulfite e mega seus lados. Desenhe um quadrado em cada lado do
tridangulo que vocé completou.
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2- Depois de desenhado os quadrados a partir dos lados do tridngulo, recorte e cole
quadradinhos da malha quadriculada colorida preenchendo as areas dos quadrados.

a) Calcule a area dos dois quadrados menores.

b) Some a area desses dois quadrados.

c) Calcule a area do quadrado maior.

d) O que conseguiu observar a partir das areas dos quadrados que vocé calculou.

Fonte: os autores (2024)

A Tarefa 2 permitird que os alunos manifestem, especialmente, os niveis 0
(Visualizagdo), 1 (Analise), 2 (dedugdo informal ou ordenagdo) e 3 (dedugado formal) da
teoria de van Hiele em relagdo ao conceito de tridngulo retangulo e a relagdo entre os

lados desse triangulo.

Nivel 0 (Visualizagdo): os alunos sdo desafiados a fazer uma representagdo
geométrica dos quadrados formados pelos lados dos tridngulos e a calcular a medida de
suas areas por meio de pequenos quadradinhos coloridos. Isso envolve a visualizag¢do de

formas geométricas e o reconhecimento basico de suas caracteristicas.
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Nivel 1 (Analise): os alunos serdo convidados a completar um tridngulo
retangulo com base no modelo montado com palitos e, em seguida, desenhar quadrados
em cada lado desse tridngulo. Isso exigird que os alunos analisem informagdes
geométricas e visualizem a relacdo entre os lados do tridngulo retdngulo e os quadrados
adicionados. Eles também serdo solicitados a calcular as areas dos quadrados e soma-

las, envolvendo a manipulacao de informagdes e o uso de féormulas geométricas.

Nivel 2 (deduc¢ido informal ou ordenaciio): apds manipular com diferentes
triangulos e calcular a area dos quadrados formados a partir dos lados dos triangulos, os
alunos poderdo deduzir, ainda de maneira informal, que, no caso dos quadrados
construidos a partir dos lados do tridngulo retangulo, a medida da area do quadrado
maior serd igual a soma das medidas das areas dos dois quadrados menores; e que isso

ndo ¢ valido para outros tridngulos.

Nivel 3 (dedugao formal): ao perceber que, no caso dos quadrados construidos
a partir dos lados do triangulo retangulo, a medida da area do quadrado maior sera igual

a soma das medidas das éareas dos dois quadrados menores, os alunos organizar e

o

formalizar as afirmagdes: o tridngulo retangulo ¢ aquele que possui um angulo reto;

O~

lado de maior medida de um triangulo retangulo é o lado oposto ao angulo reto e

O~

chamado de hipotenusa; no tridangulo retdngulo, a medida da hipotenusa ao quadrado

igual & soma das medidas de cada cateto ao quadrado.

Assim, a Tarefa 2 incentivara os alunos a explorarem as propriedades dos
triangulos retangulos por meio da construgdo e analise de modelos, bem como pelo
calculo das areas dos quadrados associados. Isso os levara a descobrir, por si mesmos, a
relacdo fundamental entre as medidas dos lados de um triangulo retdngulo, que ¢ o

Teorema de Pitdgoras.
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O planejamento de uma aula (100 minutos) para desenvolvimento da Tarefa 2

esta descrito no Quadro 4.

Quadro 4 - Planejamento de aula para o desenvolvimento da Tarefa 2

Materiais utilizados: para essa aula, podera ser utilizado o quadro para apresentacao das questdes
a serem discutidas. Imagens impressas de trés triangulos retangulos incompletos (Figura abaixo),
0s quais os alunos terdo que completd-los e anotar as medidas dos lados e escolher um dentre os
trés triangulos. Com a régua terdo que formar quadrados com cada lado desse triangulo. Serdo
entregues malhas quadriculadas para completar esses quadrados. Em seguida serd entregue
imagens de tridangulos nao retangulos.

Inicio da aula: formagdo dos mesmos grupos de alunos da aula anterior. Retomada da Tarefa 1,
discutir com os alunos a importancia da condi¢ao de existéncia para a construcao de um triangulo.
(Tempo estimado para essa etapa: 15 minutos)

Lancamento (Introduciio) da Tarefa Matematica: as questoes referentes a Tarefa 2 podem ser
escritas no quadro de giz. Em seguida, a professora lera o enunciado buscando garantir que os
alunos compreendam o que é para ser feito.

(Tempo estimado para essa etapa: 15 minutos)

Exploraciao (Realizacio) da Tarefa pelos Estudantes: na Tarefa 2, os alunos deverdo completar
o tridngulo impresso que sera entregue para eles, medir os lados e, em seguida, desenhar um
quadrado para cada lado desse triangulo. Depois de desenhado, deverdo preencher as areas desses
quadrados, recortando e colando os quadradinhos das malhas quadriculadas coloridas, um
quadrado para cada lado do tridngulo. Durante a realizacdo dessa tarefa, os alunos devem fazer
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varias tentativas montando tridngulos retangulos, calculando a area dos quadrados, fazendo a
comparacao entre o tridngulo retangulo e outros tridngulos que ndo sao retdngulos.

Apo6s o preenchimento desses quadrados, os alunos devem responder a questdes a serem
escritas no quadro de giz. Em cada questdo discutida, eles devem registrar suas respostas. A
professora deve circular pela sala, passando pelos grupos, monitorando, indagando-os quanto ao
desenvolvimento da tarefa, estimulando o pensamento geométrico e promovendo diferentes formas
de pensar, através de questionamentos para que haja uma interacdo entre os integrantes do grupo.
Além disso, a professora dele selecionar (mentalmente), sequenciar e estabelecer conexdes entre
as ideias matematicas apresentadas pelos estudantes para que, na proxima fase do Ensino
Exploratorio, possa estimular a discussao da tarefa.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 - 25 minutos)

Discussido da tarefa: os alunos devem ser envolvidos na discussdo, incentivados a analisar € a
comparar as resolucdes, além de identificar e discutir os erros matematicos e explorar os lados do
triangulo e calcular as areas dos quadrados.

E interessante conectar os conceitos explorados nessa tarefa com outros topicos
matematicos, estimulando uma compreensdo mais ampla e integrada. Pode-se, por exemplo,
discutir como esses principios se relacionam com o Teorema de Pitagoras, proporgdes ou até
mesmo investigar a interse¢dio entre Geometria e Algebra. Na generalizagdo, os alunos devem ser
estimulados a pensar sobre a necessidade de perceber que a caracteristica comum aos tridngulos
retangulos ¢ o fato de a soma das medidas areas dos quadrados menores ser igual a medida da area
do quadrado maior, e que isso s6 ocorre nos tridngulos retangulos. Dessa forma, podemos chegar
ao Teorema de Pitagoras, por meio da demonstragdo geométrica dessa relacao.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 minutos)

Sistematizacdo das aprendizagens matematicas: na Tarefa 2, o objetivo é que os alunos
percebam um padrdo em relagdo as areas dos quadrados menores com a area do quadrado maior,
que facam combinagdes e percebam que nem sempre isso € possivel, somente com os tridngulos
retangulos. A caracteristica comum aos triangulos retangulos ¢ a de que a soma das areas dos
quadrados cujas medidas dos lados sdo iguais aos catetos do triangulo retangulo € igual a area do
quadrado cujo lado ¢ igual a medida da hipotenusa do triangulo retangulo.

(Tempo estimado para essa etapa: 20 minutos)

Fonte: os autores (2024)
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DIALOGANDO COM ESTUDANTES

A professora/pesquisadora introduz a tarefa (Oliveira; Menezes; Canavarro,
2013) dizendo:

[1] Professora: “Bord” entdo para nossa proxima tarefa. Guardem os
palitinhos, por favor. Agora vocés vao pegar o molde de trés triangulos. Com
base no tridngulo retdangulo que vocés montaram com os palitinhos, agora
vocés vao completar esse triangulo ai nessa folha de sulfite, so que eu preciso
que vocés megam os lados e anotem as medidas.

Logo em seguida, os alunos iniciam a etapa de realiza¢do da tarefa (Oliveira;
Menezes; Canavarro, 2013) e comegaram a dialogar entre os grupos, medindo os lados

dos triangulos. Ana e Carlos comentam sobre suas medidas.

[2] Ana: Isso, aqui deu 6, aqui deu 5, aqui deu 8, aqui deu 12, aqui deu 13 e
aqui deu 10, cara.

[3] Carlos: Entdo, 5, 12, 13.

[4] Professora: Desse triangulo aqui, eu gostaria que vocés desenhassem
quadrados, a partir de cada lado do triangulo [...] Vocés vdo montar, vio
desenhar um quadrado, a partir de cada lado desse triangulo.

Em [2], Ana apresenta seis medidas. Ja Carlos, em [3], apresenta trés medidas
que representam um triangulo retdngulo cuja hipotenusa mede 13 unidades de
comprimento.

Em seguida, a professora apresentou algumas instru¢des aos estudantes,
enfocando a montagem dos quadrados a partir dos lados do tridngulo. Depois de
desenhado os quadrados em cada lado do tridngulo, os alunos deveriam preencher as
areas desses quadrados, recortando e colando os quadradinhos das malhas quadriculadas
coloridas, um quadrado para cada lado do tridngulo, conforme consta no planejamento.

Essa etapa preparatoria visou estabelecer uma base solida para a subsequente tarefa de




48

recorte da malha quadriculada, otimizando a compreensdo e¢ a execucdo da tarefa
proposta.

[5] Professora: De acordo com os lados que vocés tém ai, desse, quadrado.
Vocés vao recortar quadradinhos na malha quadriculada e montar/encaixar a
area desse quadrado. Vou deixar uma folha de cada cor, porque vocés vao
fazer cada quadrado de uma cor.

[6] Carlos: é pra cortar dos tamanhos desses quadradinhos aqui?

[7] Professora: Do tamanho das dreas dos quadrados ai.

[8] Ana: Vai cortar do tamanho dos desenhos?

[9] Carlos: Vocé vai cortar os quadrados separados.

No trecho acima, os alunos apresentam suas duvidas sobre como proceder e a
professora esclarece, destacando a necessidade de cortar de acordo com o tamanho das
areas dos quadrados. Apos os alunos terem compreendido o que era para ser feito, o
dialogo no grupo continua.

[10] Ana: Cada quadradinho tem 1 cm, se o lado tem 4 cm, 4 quadradinhos.
Ndo, ndo vai dar certo.

[11] Carlos: Faltou.

[12] Ana: Faltou um pouquinho.

[13] Carlos: Faltou um chorinho so.

[14] Professora: Fizeram ai?

[15] Ana: Ndo deu certo, ndo.

[16] Professora: A darea de um quadrado de cada cor. Vocés viram o porqué a
professora disse que iriamos trabalhar com unidade e ndo centimetros, porque
a malha esta em unidade e ndo centimetros, sendo, ndo da certo.

Esse trecho destaca a tentativa dos alunos em calcular as areas dos quadrados,
mas enfrentam dificuldades. A professora intervém para corrigir possiveis erros e
reforgar a necessidade de entender os quadradinhos menores como unidades de medida.
Ana, em [10], tenta associar cada lado do quadradinho a 1 cm, sugerindo que seriam
necessarios quatro quadradinhos para cobrir cada lado de 4 cm. No entanto, Ana,
percebe que "ndo vai dar certo". Carlos e Ana concordam que “vai faltar um chorinho”.

Esse momento faz parte da compreensao dos alunos sobre a Tarefa 2.
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A professora intervém, em [16], questionando se conseguiram concluir a tarefa
e tenta tornar a tarefa mais clara aos alunos, informando que era para fazer "darea de um
quadrado de cada cor" e complementa dizendo que era para usar os lados dos
quadrados da malha quadriculada como unidade, ndo era para usar centimetros.

Os alunos continuam interagindo durante a pratica de constru¢ao de quadrados.

[17] Ana: Tem que ter 5 quadradinhos.

[18] Carlos: Entdo, esse aqui estd certo.

[19] Bruna: S6 cortar a beiradinha que sobrou.

[20] Bruna: Um, dois, trés, quatro, cinco.

[21] Ana: Cinco! Um, dois, trés, quatro, cinco. Corta essa parte do verde ai.
[22] Ana: Vocé esta com desenho, né, amiga?

[23] Bruna: 76, dois roxos.

[24] Ana: E porque, tipo, tem 5 cada um, entdo ndo importa os centimetros,
tem que ter 5 quadrados, é unidade, ndo centimetros.

No trecho de didlogo acima, percebe-se que os alunos do grupo estdo
manipulando os quadradinhos para formar as areas dos quadrados gerados a partir de
cada lado do triangulo retangulo. Nesse momento, os alunos estdo na fase de entender o
que deve ser feito na Tarefa 2, isto ¢, compreender como colar os quadradinhos para
depois fazer as analises matematicas requeridas, comparando e somando as areas dos
quadrados formados a partir dos lados dos triangulos. Os alunos fizeram isso para os
trés primeiros modelos dos triangulos dados pela professora, todos eles eram triangulos
retangulos.

A professora, entdo, prossegue.

[25] Professora: Vocés fizeram entdo a representagdo geométrica através do
qué?

[26] Aluno de outro grupo: Da malha quadriculada.

[27] Professora: Da malha quadriculada, muito bem. [...] Vocés observaram
alguma diferen¢a ou alguma semelhanga entre esses tridngulos ai? Agora eu
gostaria que vocés explicassem dentro do grupo, ai um para o outro: Qual é
essa semelhanga ou qual é essa diferenc¢a que vocés viram ai?
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Apo6s confirmar com os alunos o que eles ja haviam feito (em [25] e [26]), a
professora comega a questiond-los [27] em busca do reconhecimento de alguma
caracteristica comum que os alunos pudessem abstrair dos tridngulos ja conhecidos por
eles. A professora fala em “semelhanca”, mas esse termo ndo ¢ adequado para o
momento, uma vez que nao se esta discutindo semelhangas de tridngulos.

No trecho abaixo, os alunos estao debatendo quando a professora se aproxima
e faz questionamentos.

[28] Ana: Vocé viu diferenca/semelhanca?

[29] Carlos: Tamanho.

[30] Ana: E, tamanho. Vocé viu diferenca Caio?

[31] Caio: Acho que ndo. No tamanho.

[32] Professora: E aqui [no grupo], o que vocés viram de semelhangca ou tem
alguma diferenca.

[33] Carlos: A4 diferenga ¢ no tamanho, no tamanho, nas medidas.

[34] Ana: E que esses 2 tridngulos retangulos deram, como diz? Exatos?

[35] Carlos: E, deu exato.

[36] Ana: Tipo, a gente soma aqui, 16 mais 9 deu 25. E aqui 64 mais 36 deu
100. [...] Ndo sei como é que fala, mas acho que deu exato. E esse aqui faltou
um pouco para dar 169.

[37] Professora: Por que faltou um pouco?

[38] Carlos: Porque deu a menos, porque deu...

[39] Ana: 134 mais 25...

[40] Professora: Quanto tem esse lado?

[41] Ana: 12

[42] Professora: 12, e o que vocé fez para dar esse numero?

[43] Ana: Eu multipliquei 12, lado vezes lado e obteve 134.

[44] Professora: Calcula essa darea novamente.

Em [29], [30], [31] e [33], enquanto discutiam sobre as caracteristicas comuns
ou diferentes extraidas dos tridngulos, os alunos se mantém no nivel 0 — visualiza¢do ou
reconhecimento, uma vez que estdo raciocinando basicamente por meio de
consideragdes visuais (Kaleff ef al., 1994). No entanto, em [34], [35] e [36], os alunos

parecem avangar para o nivel 1 — andlise, pois, por meio da observacio e
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experimentacao, percebem que dois dos trés tridngulos possuem uma caracteristica em
comum. Em [36], Ana menciona que, no caso do triangulo de lados com medidas trés,
quatro e cinco unidades, a soma das areas dos quadrados de lado quatro unidades e trés
unidades ¢ igual a area do quadrado de lado cinco unidades. O mesmo aconteceu com o
tridangulo de lado seis, oito e dez. Em [34] e [35], os alunos Ana e Carlos utilizam o
termo ‘“‘exato” para dizer que a soma das areas de dois quadrados era igual a area do
terceiro quadrado.

O grupo apenas ndo percebeu essa mesma caracteristica para o terceiro
tridngulo porque os alunos erraram nas contas. Como pode ser observado em [38], [39]
e [43], os alunos calcularam 12x12 e chegaram em 134 ao invés de 144. Por esse
motivo, a soma 134+25 “faltou um pouco para dar 169”. Em [44], a professora pede
para que o grupo pense melhor e o erro foi logo percebido e corrigido.

No trecho abaixo, a professora solicita que verifiquem se a mesma
caracteristica pode ser observada para novos tridngulos. Primeiro, um tridngulo
equilatero cujos lados medem 7 unidades de comprimento. Depois, um tridngulo
escaleno cujos lados medem 5, 7 e 8.

[45] Professora: Agora, as mesmas coisas que vocés fizeram com esses [trés]
triangulos, vocés fardo com esse que vou entregar.

[46] Caio: Vamos medir. Esse lado aqui é 7.

[47] Ana: 7. Aqui também vai dar 7.

[48] Caio: Vai tudo ser igual. Entdo, é tudo igual.

[49] Carlos: O de [tridngulo] baixo tem um lado maior e um lado menor. E esse
aqui?

[50] Ana: Esse aqui é um tridngulo perfeito. Esse aqui [referindo-se ao outro
tridngulo] é o, como é que eu falei aquele dia?

[51] Carlos: Tridngulo desformado!

[52] Caio: 7, 5 e? E 8 em baixo.

[53] Carlos: Esse aqui, vai dar tudo 49.

[54] Ana: Porque é o triangulo perfeito.

[...]

[55] Ana: Quantos que deu 8?

[56] Caio/Carlos: 64
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[57] Carlos: Agora sdo 25 mais 49
[58] Carlos: 74

[59] Ana: Passou.

[60] Carlos: Passou.

Os alunos do grupo percebem que os dois novos tridngulos ndo possuem a
mesma caracteristica dos trés triangulos discutidos anteriormente. Em [53], Carlos
comenta que “vai dar tudo 49”, referindo-se ao fato de que todos os lados do tridngulo
medem 7 unidades e 7x7 ¢ 49. Em [50] e [54], Ana retoma o termo “tridngulo perfeito”
para se referir ao tridngulo equilatero. Em [50] e [S1], Ana e Carlos voltam a falar em
“triangulo desformado” para se referir ao tridngulo escaleno de medidas 5, 7 e 8.

O uso de termos informais, criados pelos proprios alunos, pode ajuda-los,
inicialmente, na constru¢do de ideias matematicas. No entanto, considerando que a
professora, durante a aula anterior, havia discutido com os alunos a classificagdo dos
triangulos a partir da medida dos lados (equilatero, isosceles e escaleno), os alunos
poderiam estar utilizando os termos adequados neste momento da aula. Tal evidéncia
indica que os alunos ainda ndo estdo discernindo caracteristicas das figuras geométricas
para além daquelas bdsicas percebidas visualmente. Novamente, os alunos indicam
caracteristicas do nivel 0 — visualizagdo ou reconhecimento do pensamento geométrico.

A professora inicia, entdo, a discussdo da Tarefa 2 com toda a turma e caminha
para a sistematizacao da aprendizagem dos estudantes.

[61] Professora: Encerrando essa tarefa, organizando as falas de vocés, sobre
o que cada grupo falou um pouquinho. Como nos podemos expressar
verbalmente a relacdo entre as medidas das areas desses quadrados? Como
podemos falar sobre a comparac¢do? Somaram as duas dreas desses
quadrados e fizeram uma comparag¢do com a drea desse quadrado maior. O
que nos descobrimos?

[62] Ana: Que a soma das areas dos quadrados menores é igual a area do
quadrado maior.

[63] Professora: Que a soma?
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[64] Todos: Das dareas dos quadrados menores é igual a area do quadrado
maior.

[65] Professora: Entdo nessa explicagdo verbal do que vocés fizeram, onde
calcularam a area de cada quadrado que se forma a partir de cada lado desse
triangulo ai, fizeram o cdlculo da drea do quadrado menor, do médio e do
maior, porque sdo 3 quadrados, certo? Entdo vocés somaram a area dos
quadrados menores e verificaram que a dreas desses dois cabem certinho
dentro do?

[66] Ana: Quadrado maior.

[67] Professora: Do quadrado maior! Entdo sera que existe um padrdo ou uma
regrinha para a drea do quadrado, partindo dos lados de um triangulo, sera
que eu consigo estabelecer uma regrinha?

[68] Ana: Eu acho que todo triangulo ... tem que ter angulo de 90°.

[69] Carlos: Triangulo retangulo, no caso dai.

[70] Ana: [Para] as duas areas menores caberem dentro da darea maior.

[71] Professora: E isso so é possivel?

[72] Carlos. No triangulo retangulo.

[73] Ana: Com dangulo de 90°.

[74] Professora: Ou seja, no triangulo?

[75]: Todos: Retangulo.

A partir dos questionamentos da professora em [61], [63], [65], [67] e [71],

Ana e seu grupo, ndo s6 mostram discernir caracteristicas de figuras geométricas

(Kaleff et al., 1994), caracteristica do nivel 1 — andlise, mas, vio um pouco além, pois

comecam a estabelecer interrelagdes das propriedades dos tridngulos, caracteristica do

nivel 2 — dedugdo informal. Em [62], Ana enuncia, de maneira informal, a ideia de que

a soma das areas dos quadrados menores ¢ igual a area do quadrado maior. Em [68],

[69], [72], [73] e [75], o grupo estabeleceu a interrelagdo entre o fato de o tridngulo ser

um triangulo retangulo e o fato de que a soma das areas dos quadrados menores ¢ igual

a area do quadrado maior.

Para reforgar essa percepcao, no trecho a seguir, a professora pergunta sobre os

outros dois triangulos (nao retangulos).

[76] Professora: Exatamente, nesse ponto que eu queria chegar, que somente
no triangulo retdngulo, a soma das medidas das areas dos quadrados menores




54

e igual a medida da area do quadrado maior. Vocés conseguiram fazer isso
nos outros dois triangulos?

[77] Todos: Nao.

[78] Professora: O que aconteceu la?

[79] Ana: Deu maior.

Em [79], quando Ana afirma que “deu maior”, refere-se ao fato de que, no caso
dos dois outros tridngulos trabalhados pelos alunos, a soma das areas dos quadrados
formados pelas medidas de lados do triangulo era maior do que a 4rea do quadrado
formado pelo terceiro lado do tridngulo. Portanto, para esses dois tridngulos, a relacao
percebida em [62] ndo era valida.

Considerando o conjunto de afirmagdes feitas pelo grupo, reconhecendo, a
partir da experimentagdo com diferentes triangulos, que a soma das medidas das areas
dos quadrados menores ¢ igual a medida do quadrado maior sempre que o triangulo for
retangulo e que o mesmo ndo ocorre para triangulos nao retdngulos, pode-se inferir que
os alunos manifestam caracteristicas do nivel 3 — dedugdo formal. Como afirmam
Kaleff et al. (1994), nesse nivel, os alunos desenvolvem sequéncias de afirmacdes
deduzindo uma afirmacao a partir de uma outra ou de outras, sendo que tais deducdes
sdo entendidas como um caminho para o estabelecimento de uma teoria geométrica.

A professora avanga para a formalizagdo do Teorema de Pitdgoras e a
sistematizacdo das aprendizagens dos estudantes (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013).

[80] Professora: O lado oposto ao dngulo reto é o lado maior. Entdo, essas sdo
as caracteristicas do triangulo retangulo. Com toda essa verificagdo, essas
caracteristicas, nos podemos demonstrar o Teorema de Pitagoras. Sabiam?
Com toda essa demonstracdo que vocés fizeram ai dos quadrados, das areas
dos quadrados menores. A soma das medidas das dreas dos quadrados
menores ¢ igual a medida da area do quadrado maior. [...] Vocés pegaram um
triangulo retangulo, mediram os lados. Recortaram as malhas quadriculadas.
Ndo foi isso que vocés fizeram?

[81] Ana: Sim.
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[82] Professora: Recortaram as malhas quadriculadas. Entdo, dado esse
triangulo retdngulo, nos vamos marcar o qué? Vamos marcar, o “a”, o “b” e
o “c”. Certo? O “a” sempre vai ser o que mesmo?

[83] Outro Aluno: O lado maior.

[84] Ana: A hipotenusa.

[85] Professora: O lado maior que é chamado de?

[86] Ana: Hipotenusa.

[87] Professora Que sempre vai ser o lado maior. E fica sempre do lado
oposto... A hipotenusa sempre vai ficar do lado oposto?

[88] Ana: Do angulo de 90°.

[89] Professora: Do dngulo reto, que é o dngulo de 90°. Os outros 2 lados
como se chamam?

[90] Outro Aluno: Cateto.

[91] Professora: Entdo, 6 o Teorema de Pitagoras, é demonstrado da seguinte
maneira: O quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
das medidas dos catetos.

Nesse momento da formalizagdo e sistematizagdo da aprendizagem, a
professora retoma algumas ideias centrais, mas que os alunos ja estavam utilizando
durante as aulas: o tridngulo retdngulo possui um angulo de 90°, o lado de maior medida
¢ chamado de hipotenusa e os outros dois sdo chamados de cateto. A propria enunciacao
do Teorema de Pitagoras, feita em [91] pela professora, ja havia sido construida pelos
alunos em momentos anteriores.

Por isso, considera-se que a professora conseguiu introduzir o Teorema de
Pitagoras de maneira que os proéximos alunos chegassem a equacdo matematica, sem a

necessidade de apenas introduzir a formula para ser decorada.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste Produto Educacional, apresentamos um caderno de tarefas cujo objetivo
¢ auxiliar o professor a introduzir o Teorema de Pitagoras utilizando duas tarefas
matematicas voltadas para o desenvolvimento do pensamento geométrico. A abordagem
de ensino sugerida ¢ a do Ensino Exploratorio, mas o leitor interessado pode optar por
outra abordagem de ensino.

Apesar de ser elaborado com dados produzidos em um contexto especifico,
conforme detalhado na pesquisa de mestrado “Ensino Exploratorio e o Teorema de
Pitagoras: uma andlise das manifestagoes do pensamento geométrico”, o material tem
potencial para ser replicado em diferentes salas de aula, por diferentes professores,
gerando outras interagdes e, possivelmente, outras manifestacdes de niveis de
pensamento geométrico.

Sobre os niveis de pensamentos geométrico identificados e caracterizados,
percebeu-se que, durante a Tarefa 1, os alunos, por diversas vezes, manifestaram o nivel
0 de visualiza¢do ou reconhecimento enquanto manipulavam os palitos. A progressao
para o nivel 1 — andlise ocorreu, principalmente, quando a professora estimulava a
discussdo. Os alunos do grupo analisado ndo enunciaram, de maneira autonoma, a
condi¢do de existéncia de um tridngulo, ficando a cargo da professora promover essa
formalizagdo, ap6s manifestacao de alunos de outros grupos.

Na Tarefa 2, os alunos também manifestaram o nivel 0 de visualizacdo ou
reconhecimento ¢ progrediram para o nivel 1 — andlise, mas de maneira mais autdbnoma
do que na Tarefa 1. Isso pode ter contribuido para o fato de que também manifestaram o
nivel 2 — dedugdo informal e nivel 3 — dedugdo informal na Tarefa 2.

E preciso ressaltar, no entanto, que, para esses dois niveis (nivel 2 e nivel 3)

serem manifestados pelos alunos do grupo analisado, a professora interveio de forma
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consideravel (ndo apenas na Tarefa 2, mas, também, na Tarefa 1). Por um lado, isso
contribuiu para que os alunos do grupo manifestassem tais niveis; por outro, € possivel
dizer que, por vezes, as intervengdes da professora restringiram a discussdo ao
direcionar demasiadamente as agoes alunos.

Foi a primeira experiéncia da professora com a abordagem do Ensino
Exploratorio. Como menciona Canavarro (2011, p. 11), “O ensino exploratério da
Matematica ¢, pois, uma actividade complexa e considerada dificil por muitos
professores”. Por isso, caso o professor se interesse em trabalhar pela primeira vez com
suas turmas na perspectiva do Ensino Exploratério, sugere-se algum estudo prévio,
preparacdo e planejamento. A experiéncia vivenciada pela professora que realizou a
pesquisa de mestrado que resultou neste Produto Educacional indica alguns desafios de
se trabalhar na perspectiva do Ensino Exploratorio, tal qual sugere a literatura cientifica
(por exemplo, ver Canavarro (2011)).

Um dos desafios do Ensino Exploratério, conforme indica Canavarro (2011), ¢
controlar as questdes e comentarios que se oferecem aos alunos durante o trabalho
autonomo dos alunos, de modo a nao lhes indicar a estratégia a seguir, evitando reduzir
o desafio intelectual das tarefas e diminuir o potencial da discussdo matematica.

Outro desafio do Ensino Exploratério que merece destaque diz respeito a
gestao do tempo. O planejamento inicial era abordar uma tarefa matematica em cada dia
(aulas de 50 minutos cada, totalizando 100 minutos), promovendo as quatro fases do
Ensino Exploratério em um Unico dia (duas aulas). No entanto, a realidade da sala de
aula foi outra e o tempo planejado ndo funcionou. A Tarefa 1 comegou no primeiro dia
e finalizou no segundo dia de aula. A Tarefa 2 comecou no segundo dia e finalizou no
terceiro dia de aula.

De acordo com Canavarro (2011), para cada tarefa, deve-se evitando adiar para

a aula seguinte a discussdo ou a sintese dos conhecimentos produzidos pelos alunos. Tal
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fato, segundo a autora, pode gerar a perda de envolvimento dos alunos e o seu
distanciamento das produgdes matematicas realizadas.

Mencionamos esses desafios, mas ha outros. No entanto, apesar desses
desafios, a experiéncia aqui abordada evidencia que as fases do Ensino Exploratorio,
conduzidas a partir de tarefas matematicas ricas, t€m potencial para auxiliar o professor
na promocdo do desenvolvimento do pensamento geométrico de seus estudantes. O
ambiente criado pela abordagem do Ensino Exploratoério pode criar a situagdo ideal para
o aluno alcangar um nivel mais elevado de pensamento (Leivas, 2017).

Para concluir, desejamos que este material sirva de apoio a diversos
professores que ensinam Matematica na Educacdo Bésica. A proposta de se trabalhar o
Teorema de Pitagoras a partir de niveis do pensamento geométrico ¢ fundamental, na
medida em que retira o foco do conteudo e o coloca no desenvolvimento do pensamento
dos estudantes. Dessa forma, evitamos um ensino pautado na férmula do Teorema de
Pitagoras e na resolucdo de exercicios, dando atencdo aos niveis de pensamento que

conduzem a dedugdo ¢ abstracao.
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Ficha de Avaliacido de Produto/Processo Educacional
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Aplicac¢iao, aplicabilidade e
replicabilidade: refere-se ao fato de o
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