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RESUMO

Nos ultimos anos, a modelagem matematica tem sido uma ferramenta importante para
estudar e entender sistemas ambientais. Neste contexto, equacdes diferenciais
ordinarias (EDO) tém sido amplamente utilizadas para modelar a dindmica de
diferentes processos ambientais. Este estudo apresenta uma revisao sistematica da
literatura utilizando o software State of the Art through Systematic Review (StArt) sobre
a aplicacdo de EDO em sistemas ambientais. A revisdo analisou as principais areas
de aplicagdes das EDO, destacando os estudos relacionados a agua, ao solo e
atmosfera. O modelo Predador-Presa, desenvolvido por Lotka-Volterra, mostrou-se
um método promissor para modelar sistemas ambientais, demonstrando aplicagdes
em diversas areas. Além disso, 0 modelo de Street-Phelps foi identificado como uma
ferramenta util para estudar a qualidade da agua. A revisdo também investigou os
métodos mais utilizados para resolver as EDO, destacando dos métodos numéricos o
Método de Runge-Kutta de 4° ordem e o Método de Euler e dos métodos analiticos a
variavel separavel e o fator integrante como os mais populares. Quanto as
publicagdes, a maioria das pesquisas selecionadas foram publicadas em revistas
cientificas. Em suma, esta revisao sistematica destaca a importancia das EDO como
ferramenta para a modelagem e analise de sistemas ambientais.

Palavras-chave: EDO; sistemas ambientais; modelagem.



ABSTRACT

In recent years, mathematical modeling has been an important tool for studying and
understanding environmental systems. In this context, ordinary differential equations
(ODEs) have been widely used to model the dynamics of different environmental
processes. This study presents a systematic literature review using the State of the Art
through Systematic Review (StArt) software on the application of ODEs in
environmental systems. The review analyzed the main areas of ODE applications,
focusing on studies related to water, soil, and atmosphere. The Predator-Prey model,
developed by Lotka-Volterra, emerged as a promising method for modeling
environmental systems, with applications in various fields. Additionally, the Street-
Phelps model was identified as a useful tool for studying water quality. The review also
investigated the most commonly used methods for solving ODEs, highlighting the
fourth-order Runge-Kutta method and the Euler method as popular numerical
methods, beside the separable variable and integrating factor methods as popular
analytical methods. Regarding publications, the majority of the selected research was
published in scientific journals. In summary, this systematic review highlights the
importance of ODEs as a tool for modeling and analyzing environmental systems.

Keywords: EDO, environmental systems, modeling.
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1. INTRODUGAO

A modelagem ambiental surge para auxiliar na tomada de decis&o para o
direcionamento do desenvolvimento sustentavel, que & caracterizado por um processo
que visa atender as necessidades do presente sem comprometer a capacidade das
geragOes futuras de atender as suas proprias necessidades (WWF BRASIL, [s.d.]),
assegurando que o crescimento econdmico, bem-estar social e preservagéo
ambiental sejam equilibrados e compativeis. Em resposta a modernizagao, se fez
necessario que o Homem em espécie mudasse sua inter-relacdo com o meio
ambiente, ja que os recursos naturais ndo tém mais a capacidade de suprir as
necessidades humanas mantendo o equilibrio dos ecossistemas, entretanto, mesmo
com o aumento das informacgdes a respeito da conscientizagdo da preservacao do
meio ambiente, diversos problemas ambientais persistem diante da irresponsabilidade
humana, gerando poluigdo na agua, ar, solo e outros (ROSA et al. 2012).

Em 31 de agosto de 1981, foi publicada no Brasil a Lei n° 6.938, que versa
sobre a Politica Nacional do Meio Ambiente, que em seu artigo segundo apresenta o
objetivo da lei, sendo a preservagao, melhoria e recuperagao da qualidade ambiental
propicia a vida (BRASIL, 1981), o que demonstra que as politicas publicas expressam
seu interesse na preservacao e recuperagao ambiental.

Entretanto, para o estudo das interacbes ambientais, € necessario que se
tenha um conhecimento dos fendbmenos afim de compreender e prever os sistemas,
0 que nao ¢ tarefa facil, como afirma Rosa et al. (2012), a necessidade de estudar
sistemas de forma integrada tem se intensificado atualmente, em consonancia com o
avancgo tecnoldgico que tem permitido o tratamento de dados, calculos e simulagdes
de forma mais eficiente.

Uma vez projetado, alguns modelos podem ser aplicados para predizer
diversas situagdes fisicas (BRONSON e COSTA, 2008). Ao utilizar as Equacgdes
Diferenciais Ordinarias (EDO) na modelagem ambiental, é possivel representar
matematicamente as interagdes entre elementos do sistema ambiental simulando o
comportamento do sistema diante de diferentes cenarios. Portanto, a utilizagao das
EDO no estudo de sistemas ambientais se faz necessario, tendo essa pesquisa o
intuito de mostrar a aplicacao das EDO na area ambiental por meio de uma revisao

sistematica na literatura.
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2.0BJETIVOS

21 Objetivos gerais

Explorar o uso de equacdes diferenciais ordinarias para analisar e modelar os
sistemas ambientais, fornecendo uma visdao abrangente sobre sua dindmica e

comportamento.

2.2 Objetivos especificos

e Realizar uma revisao sistematica da literatura, buscando identificar as
equacgdes diferenciais ordinarias mais utilizadas na modelagem de
sistemas ambientais.

¢ Analisar os modelos matematicos mais relevantes para a area ambiental,
incluindo suas aplicagdes e métodos de resolugao.

¢ |dentificar lacunas na literatura existente e propor novas pesquisas para
aprimorar a modelagem de sistemas ambientais com equacgdes diferenciais

ordinarias.
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3.REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, serdo abordados tdpicos essenciais para a conducido da
presente pesquisa, tais como a modelagem por meio das EDO e sua aplicagdo na
area ambiental, os métodos analiticos e numéricos para a resolugao das EDO e a

revisao sistematica na literatura.

3.1 Ciéncia Ambiental

A exploragao dos recursos naturais pelo homem esta contida na sua trajetéria
de evolugdo ganhando impulso expressivo no periodo da Revolugédo Industrial. A
consolidagédo da tecnologia na sociedade mundial forgou o homem a compreender
seu espaco na natureza e entrar em sinergia com a mesma.

Na Politica Nacional do Meio Ambiente, Lei n° 6.938, artigo terceiro, meio
ambiente é definido como “o conjunto de condig¢des, leis, influéncias e interacdes de
ordem fisica, quimica e bioldgica, que permite, abriga e rege a vida em todas as suas
formas” (BRASIL, 1981).

A definigdo ndo diz respeito apenas a fauna e a flora, mas sim engloba
aspectos sociais, econdmicos, culturais e ambientais. Barsano et al. (2016) afirma que
o termo “meio ambiente” tem sua origem em 1935 por Sint-Hilaire e apresenta cinco

classificacdes a respeito do meio ambiente:

¢ Meio ambiente natural — ambiente sem nenhuma alteragao antropica

e Meio ambiente artificial — ambiente formado por a¢des antropicas, como as
cidades.

e Meio ambiente de trabalho — ambiente também antrépico, porém
especificado para o ambiente das atividades profissionais.

e Meio ambiente cultural — ambiente que constitui o patrimoénio cultural
brasileiro, tanto patriménio artistico, paisagismo, arqueoldgico, historico,
turistico e outros envolvidos na forma de criagao.

e Patrimbnio genético — se relaciona com a engenharia genética, trata da
producao de transgénicos, fertilizagcao in vitro e células-tronco.

Ao definir a palavra “desenvolvimento”, encontra-se uma ideia que remete a

acgao ou efeito de desenvolvimento, de crescer, progredir. Ao buscar definir a palavra

“sustentabilidade” deve-se encontrar o conceito de agdes de producdo que nao
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prejudiquem as futuras geragdes (DICIO, 2013). Na presenca das duas palavras
conjuntas intuitivamente se deduz uma visdo do desenvolvimento econdmico e social
baseado na conscientizagdo da exploragao.

O termo "desenvolvimento sustentavel" foi desenvolvido pela Comissao
Mundial sobre Meio Ambiente e Desenvolvimento, também conhecida como
Comissao Brundtland, em 1987. Dois anos mais tarde na Conferéncia do Rio o
conceito foi consagrado e direcionado a pauta mundial para a sustentabilidade. Foi
notado que os paises mais desenvolvidos t€m a maior responsabilidade pelos danos
causados ao meio ambiente, e também se percebeu que o0s paises em
desenvolvimento precisam de investimentos para progredir de maneira sustentavel
(LAGO, 2023).

Com a percepgao do desenvolvimento sustentavel, surgiu no mercado uma
necessidade de profissionais com conhecimento de tecnologia voltado a
sustentabilidade e que tenham capacidade de minimizar efeitos de impactos negativos
causados no passado, dos atuais impactos que sao inevitaveis e que tenham uma
projecao para o futuro. Essa necessidade resultou no surgimento de disciplinas em
cursos superiores até o ponto da criagcdo de novos cursos, como a Engenharia
Ambiental, criada a partir de propostas na conferéncia Mundial sobre Meio Ambiente
em 1972, em Estocolmo, tida como simbolo do desenvolvimento sustentavel, tendo
sua primeira turma brasileira em 1992 (APEAM). Isso evidencia a necessidade desses

profissionais no mercado. Como descrevem Cruvinel, Marcal e Lima (2014):

Para a area de atuagdo em Meio Ambiente, deve ter capacidade de
abstragdo, pensamento sistémico, experimentagao e trabalho em grupo, bem

como habilidades para antever, solucionar e gerenciar 0s problemas

relacionados ao desenvolvimento sustentavel de todo o pais.

Ao se aprofundar na compreensao da natureza e suas interagdes, o
pesquisador tendera o interesse em prever fendbmenos ambientais, entretanto, ira
perceber a complexidade de agrupar as variaveis que influenciam o sistema, logo,
para que seja possivel o estudo da modelagem ambiental, busca simplificar os
processos, individualizando partes do todo, afim de manusear e compreender

elementos que podem ser agrupados em sistemas cada vez mais complexos.
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Rosa et al. (2012) traz um esquema partindo do problema a ser estudado para
a criacdo do modelo, descrevendo a importancia da revisao para validagao do modelo,

conforme figura 1.

Figura 1 - fluxo da criagdo de modelos matematicos

Problema a ser estudado

Avaliacédo da relacdo de
tempo e espago no
sistema a ser estudado

Revisao
Aquisi¢do de dados g do
modelo
——— Validacao
Verificagdo do modelo » Anélise dos resultados

Fonte: Rosa et al. 2012.
Street e Phelps em 1900 deram inicio a modelagem ambiental por meio do

estudo do perfil de oxigénio dissolvido em corpos hidricos (ROSA et al. 2012).
Atualmente a modelagem atinge diversas areas ambientais, tanto direta como
indiretamente. Para estudo da dindmica de sistemas ambientais, o estudo das

equacgdes diferenciais possui grande valia no assunto.
3.2 Modelagem por meio de equagoes diferenciais ordinarias

Modelos matematicos para interpretar e predizer fendbmenos naturais e sociais
surge no principio da matematica. Quando se tem uma quantificagdo de um problema,
€ necessaria uma formulacdo matematica detalhada. Nesse sentido, o agrupamento
de simbolos e deducdes matematicas que busca expressar situacdes estudadas
denomina-se “modelo matematico”. A estrutura matematica possibilita a criacao de
modelos que geram melhor compreensdo, simulacdo e previsdo do fendmeno
estudado (BIEMBENGUT e HEIN, 2021). A matematica busca representar a realidade

por meio dos modelos matematicos, e para essa interacdo entre matematica e



18

realidade existem etapas na criagdo do modelo, sendo trés grandes grupos
destacados por Biembengut e Hein (2021): Interagcédo, que busca o reconhecimento
da situagao-problema, a Matematizagéo que tem a formulagéo do problema, ou seja,
a hipétese, resolu¢do do problema em termos de modelo e o Modelo Matematico, que
faz a interpretacéo da solugéo e a validagdo. Um modelo matematico de um sistema
fisico geralmente inclui uma variavel de tempo de modo que a solugéo da equacgao
representa o estado do sistema, ou seja, descreve o passado, presente e futuro.
Dentre diversas modelagens matematicas possiveis, uma area de grande
contribuicdo em conjunto com as matrizes para a solugdes de problemas complexos
da engenharia, ciéncias naturais, economia e, até mesmo, negocios estdo as
equacgdes diferenciais, definida por Zill e Cullen (2001) como “Uma equagdo que
contém derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em relacao
a uma ou mais variaveis independentes, é chamado de equacéo diferencial (ED)”.
As derivadas de uma fungao sao valores que descrevem a taxa de variagao
de uma fungdo em um ponto. Em outras palavras, elas medem a inclinacao da reta
tangente a curva da fungdo em um ponto dado. Derivadas podem ser calculadas para
funcdes de uma variavel e para fungdes de varias variaveis. Por exemplo, considere
um ponto Q (x, f(x)) e um ponto distinto P(x,, f(x,)), a inclinacdo da reta secante a

esses pontos é

fx) = f(xo) (3.2.1)
m =
X — xo
Quando x tende a x,, denota-se x = x,, 0 ponto Q se desloca na curva e se
aproxima de P. Quando essa aproximagao atinge seu limite dizemos que a inclinagéo

desse ponto tangencial descreve a derivada em P.
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Figura 2 — Limite entre dois pontos.

&,
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A . "-fl? G, % y = f(x)
X
X, X

Fonte: Anton et al. 2014.
Anton et al. (2014) apresenta a definicdo da derivada da seguinte forma:

Suponha que x, seja um ponto do dominio da fungéo f. A reta tangente a
curvay = f(x) no ponto P(x,, f (x,)) é a reta de equacao

y — f(Xo) = my (x — x0) (3.2.2)
Onde
lim f(x) — f(xo) (3.2.3)

m, = 11
g X—X0 X —Xp

sempre que existir o limite. Para simplificar, também dizemos que essa reta

éaretatangenteay = f(x) em x,.

Ao se inteirar ao assunto das derivadas de uma funcio, € possivel de

encontrar trés maneiras de expressao, como traz Piva (2016):

e Notacao Z_Z: representa a derivada da fungdo y = y(x) em relagéo a x.

e Notacado y’: também representa a derivada da fungédo y = y(x) em relagéo

ax.
~ 0 . . ~ ~
¢ Notagao %: representa a derivada parcial da funcdo y em relagdo a x, em

que y possui mais de uma variavel independente.

No estudo das ED podemos classifica-las pelo seu tipo, ordem e linearidade.
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Dizemos equacbes diferenciais ordinarias (EDO) quando a equagao
diferencial tem a funcao incognita dependente apenas de uma variavel independente.
Ja se a fungéo incognita depender de duas ou mais variaveis independentes, tem-se
uma equagao diferencial parcial (EDP) (BRONSON e COSTA, 2008).

A equacéo Z—i’ — 5y =1¢éuma EDO, ja a equagao xg—;‘ + yg—; =u é uma EDP.
A ordem de uma ED é representada pelo numero do maior grau de derivada
da equacgao, por exemplo 4x3—; + y = x € de primeira ordem, ja % = a € de segunda

ordem.
Para uma equacao ser considerada linear, ela precisa estar de acordo com
duas propriedades:
a) A variavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau:
isto &, a poténcia de cada termo envolvendoy é 1.
b) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x. A equagéao
dy

= xy%5 & n&o linear, pois o expoente do termo em y é diferente de 1.

3.3 Equacgoes diferenciais de primeira ordem

A forma padréo de uma EDO de primeira ordem na fungéo incognita y(x) é
representada por
y' =fxy) (3.3.1)
O termo y’ representa a derivada e aparece do lado esquerdo da equagao. O
lado direito da equacéo pode ser representado também sendo o quociente de duas

outras fungbes M(x,y) e —N(x,y)

dy M(xy) (3.3.2)
a a _N(x' y)
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.3.3)

Dessa forma é chamada de forma diferencial

3.3.1 Variaveis separaveis

O nome da equagao diferencial ja sugere a possibilidade de separar as

variaveis, conforme a equacao
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dy _g(x) (3.3.1.1)
dx  h(y)
Que pode ser escrita como
h(y)dy = g(x)dx (3.3.1.2)
O método de resolucéao parte da integragcéo dos dois lados da equacao.
f h(y)dy = fg(x)dx b (3.3.1.3)

3.3.2 Equagdo homogénea

Para entender a equagdo homogénea, prestamos atengdo a funcao
homogénea definida por satisfazer a expressao

fltx, ty) =t"f(x,y) (3.3.2.1)
Para algum numero real n, entdo dizemos que f € uma fungdo homogénea de
grau n, vejamos como exemplo a fungéo f(x,y) = x? — 3xy + 5y?

Segundo a Equacgao (3.3.2.1).

f(tx, ty) = (tx)? — 3txty + 5(ty)? (3.3.2.2)
f(tx, ty) = t?x? — 3t%xy + 5t*y* (3.3.2.3)

Evidenciando t?
t?f (x,y) = t*(x? — 3xy + 5y?) (3.3.2.4)

Logo, podemos dizer que a equacao é uma funcao de grau 2 homogénea.
Muitas vezes uma fungcdo homogénea pode ser reconhecida examinando o
grau de cada termo, portanto, uma equagao diferencial na forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.3.2.5)
€ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sado funcdes
homogéneas do mesmo grau, por exemplo

flx,y) =x%>—y (3.3.2.6)
Percebemos que o termo x tem grau dois e y grau um, nesse caso a fungéo
nao € homogénea, ja a fungao
flx,y) = 6xy* — x3 (3.3.2.7)
€ homogénea, ja que os termos x'y? e x* sdo de grau trés.

Em outros termos

M(tx,ty) = t"M(x,y) e N(tx,ty) = t"N(x,y) (3.3.2.8)
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O método de solugéo consiste em uma substituicdo algébrica, tanto por y =
ux como x =vy, em que ue v sao variaveis independentes. Essa substituicdo
transformara a equagcado em uma equacao diferencial de primeira ordem separavel.

A equacado homogénea

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.3.2.9)

Ao fazer a substituicdo y = ux e sua diferencial Z—i = udx + xdu

M (x,ux)dx + N (x,ux)(udx + xdu) = 0 (3.3.2.10)
Agora, seguindo a propriedade da homogeneidade
x"M(1,u)dx + x"N(1,u)(udx + xdu) =0 (3.3.2.11)
Ao dividir toda a equacéao por x™, simplificamos para
M(1,u)dx + N(1,u)(udx + xdu) = 0 (3.3.2.12)
Fazendo a multiplicagdo da segunda parte da equagao
M(1,w)dx + N(udx + xdu + u?dx + uxdu) = 0 (3.3.2.13)
Agrupando os termos semelhantes entre dx e du
M(1,w)dx + N[(u + u®)dx + (x + ux)du] = 0 (3.3.2.14)
Evidenciando
M(1,u)dx + N[u(1 + u)dx + x(1 + u)du] =0 (3.3.2.15)
M1, u)dx +uN(1 +u)dx +xN(1+u)du =0 (3.3.2.16)
Agrupando novamente os termos semelhantes
M(L,u)+uNA +u)]dx +xN(1+uw)du=0 (3.3.2.17)
Dividindo toda a expressao por x e por M(1,u) + uN(1 + u), temos
dx N(1+uw)du (3.3.2.18)

—+
x  M(1,u)++uN( +u)
Perceba que com essa deducao foi possivel separar as variaveis.

O mesmo processo pode ser realizado fazendo a substituicdo x = vy.
3.3.3 Equacdes exatas

Uma expressao diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.3.3.1)
E uma equacao diferencial exata no momento que satisfazer o critério
oM _ON (3.3.3.2)

9y  ox
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Ou seja, a derivada parcial de M(x,y) em relagdo a y igual a derivada parcial
de N(x,y) em relagdo a x.

O método de solugao parte da igualdade

M(x,y)dx + N(x,y)dy = %dx N %dy (3.3.3.3)

Onde
M@w=% (3.3.3.4)
N(x,y) = % (3.3.3.5)

Ao integrar (3.3.3.4). em relacéo a x, considerando y como constante

of 3.3.3.6
[ = [Meeyax+g0) (35:30)
X
3.3.3.7
fl,y) = fM(x,y)dx +9) ( )
Derivando a fungao em relagao ay
aof o0 , (3.3.3.8)
5= 5 | MEdx+ )
Segundo a Equacéo (3.3.3.5).
_of_ 20 : (3.3.3.9)
NGey) = 5= 5= [ M y)dx+g'0)
Isolando g’ (y)
(3.3.3.10)

0
wa—@meww=y@>

Integrando ambos os lados em relagdo a y

N(x,y) — i M@, y)dx| = | g/ (3.3.3.11)
dy

jN(x,y) _J[aa—ny(x,y)dx] = g(y) (3.3.3.12)

Substituindo g(y) na Eq. (3.3.3.7)
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flx,y) = J.M(x,y)dx+fN(x,y) — f [;—ny(x,y)dx] =c (3.3.3.13)
foy)=c (3.3.3.14)
Poderiamos também supor
N(xy) = % (3.3.3.15)
Utilizando a mesma logica chegamos
(3.3.3.16)

0
RGO = MGy) = o [ NGy

O que equivale a Equacgéo (3.3.3.10)
3.3.4 Equacdes lineares

Uma equacéo diferencial na forma

d 3.3.4.1
DO 4wy = 90 3340

E chamada de linear
Ao dividir a expressao por a,(x) e fazendo a substituigcao ZO—ES:P(x)
1

obtemos a forma mais util da equacgao linear

d
ay + PGy = F(2) (3.3.4.2)

dx
Ao encontrarmos um Fator de Integracdo (Fi), a equagéo linear pode ser
modificada para se tornar uma equagao exata, no qual ja sabemos o método de
solugao.
Para encontrar o Fi multiplicamos Equagéao (3.3.4.2) por dx
dy + P(x)ydx = f(x)dx (3.3.4.3

dy + P(x)ydx — f(x)dx =0 (3.3.4.4)

Evidenciando dx
dy + [P(x)y — f(x)]dx =0 (3.3.4.5)
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Utilizando a propriedade das equagdes lineares, onde ao multiplicar uma

equacao linear por uma funcéo u(x), ela se transforma numa equacéo exata
p()dy + p()[P(x)y — f(x)]dx = 0 (3.3.4.6)

Se ela é uma equacgao exata, logo

0 0 (3.3.4.7)
7 ) = @u(x) [PCy — f(x)]
Derivando
dp (3.3.4.8)
Separando as variaveis
d
au _ P(x)dx (3.3.4.9)
U
Integrando
d
j_u _ fP(x)dx (3.3.4.10)
u
In( @) = fP(x)dx (3.3.4.11)
Fazendo a exponencial de toda expressao
p = el P(dx (3.3.4.12)
Ao encontrar o Fi, substituimos na Equacgéao (3.3.4.6)
el POAx gy 4 o PAX[P(x)y — f(x)]dx =0 (3.3.4.13)
efp(x)dxdy + efp(x)dx X P(x)ydx = efp(x)dxf(x)dx (33413)
Para melhor entender o proximo passo, arrumamos a equagao
el Pax gy 4 p(x)el POIdxy gy = of PAx £ () (3.3.4.14)
Utilizando a propriedade da derivada do produto
d[efP(x)dx X y] = e PMAx £ (x)dx (3.3.4.15)
Fazendo a integral
Jd[efP(x)dx x y] = fefp(x)dxf(x)dx (3.3.4.16)
efP(x)dx Xy = J efP(x)dxf(x)dx +c (33417)
Isolando oy
_ fefP(x)dxf(x)dx +c (3.3.4.18)

el P(x)dx
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y = e~/ P(x)dx f efP(x)dxf(x)dx + ce—JP(ax (3.3.4.19)

Portanto, a solugdo da equacdo linear devera ser da forma acima
representada.

O método de solugao consiste em V passos, conforme expressado por Zill e
Cullen (2001):

|) Coloque a expressao na forma util

||) Identifique P(x) e encontre o fator de integragéo

[|]) Multiplique a equagéo pelo fator integracéo

V) O lado esquerdo da equacao é a derivada do produto do fator de
integracao e a variavel dependente y

V) integre ambos os lados da equagao encontrada

3.3.5 Equacéo de Bernoulli

Equacdes de Bernoulli podem ser modificadas para se tornarem uma equagao
linear na qual ja sabemos o método de solugao.

Considere a expressao

(3.3.5.1)

dy B n
F P(x)y = f(x)y

Paran = 0 e n = 1 aequagao é linear em y, entretanto para valores diferentes
a equacao precisa passar por um procedimento de substituicdo para se modificar e se

apresentar de forma linear.
Primeiramente, devemos eliminar a fungdo que multiplica f(x) do lado direito

da expressdo. Para isso, multiplicamos por y™"

dy 3.3.5.2
yr L PGy = () ( )
Fazendo a substituicdo w = y' ™" e Z—: =1 -n)yt™™lsendon#0,n=+1
dw dy (3.3.5.3)
= _ 1-n—-1_"7"
dx (1=n)y dx
dw dy (3.3.5.4)
- = — -n_-
= -y
dw _, 4y (3.3.5.5)

Substituindo em (3.3.5.3).
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dw B (3.3.5.6)
Multiplicando tudo por (1 — n)
dw (3.3.5.7)

P +(1-n)Px)w=>10-n)f(x)

A partir da Equacéo (3.3.5.7), resolve-se a expressido e substitui w = y1™,

obtendo assim a solugao da Equacgao de Bernoulli.
3.4 Métodos numéricos

Embora o método analitico seja util para resolver muitos problemas, sua
aplicacao é limitada a uma classe especifica. Como resultado, os métodos numéricos
surgiram como uma alternativa viavel, oferecendo ferramentas para a solugdo de
problemas complexos utilizando operacgdes aritméticas. Embora haja uma grande
variedade de métodos numéricos, todos eles envolvem um numero grande de calculos
aritméticos. Desde o fim da década de 1940, o surgimento do computador levou uma
verdadeira explosdo no uso e desenvolvimento de métodos numéricos. (CHAPRA e
CANALE, 2016).

Os métodos numéricos sao aproximacdes que vao reduzindo o erro até a
obtencdo de uma solucido dentro da especificacdo da tolerdncia do operador. Para
ilustrar um modelo, aplicamos a segunda Lei de Newton para encontrar a velocidade
terminal de um objeto em queda livre, conforme demonstra CHAPRA e CANALE
(2016). Pela segunda Lei, temos que a soma das forgas que agem em um corpo &

igual a massa pela aceleragao
Z F = ma (3.4.1)

Em um corpo em queda, as forgas que agem so a forga da gravidade F, e

uma forga contraria dada pela resisténcia do ar Fj,
Fr =F,+ Fp (3.4.2)
Considerando a forga para baixo positiva, a forga gravitacional F, = mg e a

forca de resisténcia do ar sendo linear e proporcional a velocidade F, = —kv
Z F=ma=mg—kv (3.4.3)

Lembrando que a aceleragao € igual a variagao da velocidade
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m(cii_: — mg — kv (3.4.4)
dv. mg —kv
dt m
dv kv (3.4.5)
=9 m

Sendo a equacao diferencial um modelo que relaciona a aceleragéo do objeto
em queda. Como mencionado, os métodos numéricos reformulam os modelos para a

obtencdo das solugdes por meio algébrico. Aplicando o calculo na variagdo da
velocidade, fazemos a aproximacao

dv _ Av _ v(ti) = v(t) (3.4.6)
dt ~— At tig—t

Aplicando o limite infinito ao intervalo t
dv _Av _ v(tus) = v(t) (3.47)
dt — At ti—t

Sendo

Av e At — diferengas na velocidade e no tempo

v(t;) — velocidade no instante inicial ¢;

v(t;4+1) — velocidade num instante superior ao inicial

A aproximacao € possivel pois é finita, dado pelo calculo
dv . Av (3.4.8)
dt  At-0 At

Conforme mostra a figura 3.
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Figura 3 — uso da diferenc¢a finita para a primeira derivada de v

b e rm—————————— ot
Inclinacao z

verdadeira
duwidi

f "inc!inaqéu abmximada
wly) v _vlt; 1) - it

I I|i1_'r|

.
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Fonte: CHAPRA E CANALE, 2016.
Ao fazer a equivaléncia entre a equacgao conhecida como diferencas finitas
(3.4.8) e a Equacéo (3.4.6), temos
vtiv) —v(t) _ kv (3.4.9)
tiv1 — ¢ m

Multiplicando toda a expressao por (t;;; — t;)

k
v(ti+1) - U(tl’) = (ti+1 - tl) [g — _U] (3410)
Isolando o termo v(t;4,)
k - -
V(tipr) = v(t) + (tips — ) [g _v (3.4.11)

Ao relembrar a Equacéo (3.4.6), o termo em colchetes da expressao acima
representa a equacao diferencial, ou seja, ela apresenta uma forma de calcular a taxa
de variagao ou a inclinagao de v. Logo, como vemos na Equacgao (3.4.11), a equagéao
diferencial foi transformada em uma equacao que pode ser resolvida algebricamente
para determinar a velocidade em t;,; usando a inclinagao e os valores anteriores de
v e t. Logo, para qualquer instante

Valor novo = Valor velho + inclinagdo X tamanho do passo
Essa abordagem é conhecida como Método de Euler, que em sua forma geral

se apresenta
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Yn+1 = Yn +Af (X, ¥) (3.4.12)

Conforme o intervalo fica menor, a precisao do método numérico aumenta.

Na figura 4 temos a comparagdo do método numérico e analitico do problema da
queda de um objeto.

Figura 4 — comparagao entre métodos numéricos e analiticos
Velocidade terminal

Solugao numeérica, aproximada

40 -

v, m's

20

Fonte: CHAPRA E CANALE, 2016.

Conforme o intervalo de tempo for menor, mais préximo da solugao analitica
a solugado numeérica ira chegar.

Outro modelo numérico popular e considerado mais preciso para resolver
problemas de valor inicial € o Modelo de Rung-Kutta de quarta ordem (ZILL e DENNIS,
2016). O modelo de Rung-Kutta abrange diversas ordens, sendo que a primeira ordem
€ equivalente ao Modelo de Euler, enquanto as ordens superiores apresentam
generalizagcdo desse método.

No método de Runge-Kutta de primeira ordem, em similar ao de Euler, a
inclinagao da funcéo f € substituida pela média das inclinagbes no intervalo x,, < x <
Xn+1-

Yns1 = Vn + h(Wiky + Wk, + -+ wp k) (3.4.13)

Sendo

w — constantes

k — resultado da fungéo f num dado ponto (x, y)
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A parte (wiky +wyk, + -+ w,k,,) expressa a média ponderada das
inclinagdées. O numero m é chamado de ordem do método, logo, quandom =1, w; =
1, e k; = (x,y), obtemos a féormula de Euler (3.4.13).

Ja para o método de Runge-Kutta de ordens maiores, a solugéo baseia-se no

polinébmio de Taylor.
3.5 Aplicacoes de equagoes de primeira ordem
3.5.1 Despoluicao de lagos

Em determinados casos, a poluicao de lagos e rios pode ser remediada
naturalmente apenas diminuindo a inser¢ao de poluentes, tendo a auto recuperacao
baseada na troca gradual das aguas. Como considera Bassanezi e Ferreira (1988),

temos as seguintes hipoteses simplificadoras:

e Entrada e saida das aguas iguais.

e Quando a agua entra na lagoa, se mistura de forma instanténea e
homogénea.

¢ Volume constante, ou seja, a agua que chove € equivalente a agua que
evapora.

¢ A poluicdo vem das margens que alimenta a lagoa.

Supondo que a poluigdo das margens cesse, ou seja, a poluicdo deixe de
. ~ . dapP
entrar na lagoa, a variagdo da quantidade de poluente na lagoa —; em um dado

momento € proporcional a quantidade total do poluente no dado instante.
a  rp (3.5.1.1)

dt VvV
Sendo
apP . ~
— — variagao de poluente na lagoa
r —vazao
P — quantidade de poluente
V' — volume
No tempo inicial t = 0, temos P(0) = P,. Logo, como ja visto em (3.3.1) a

solucao é da forma
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P
PO) = PyoF (3.5.1.2)

Agora, se a poluicdo das margens continuar adentrando ao lago, o modelo é
modificado adicionando um tempo que representa a entrada do poluente P;(t)
dP rP (3.5.1.3)
- hO-5

Sendo essa relagao a diferenga dos poluentes que entra e sai da lagoa como
uma equagao linear de primeira ordem que utilizando o fator integrante, logo temos a

solucdo na forma

rP TP

rP
P(t) = Poe ™V + e_7f eV P.(t)dt (3.5.1.4)

Essa equacao é discutida no trabalho de Moreira (5.5)
3.5.2 Crescimento e decrescimento

Problemas de crescimento e decrescimento ocorrem frequentemente onde se
tem um aumento ou diminui¢cdo de algo partindo do valor inicial. Por exemplo, a taxa
de crescimento de bactérias, reprodugao de roedores, decaimento radioativo e a taxa
de variacado da temperatura.

Os problemas dessa espécie, possui tal forma

dx _
i
Onde k é uma constante de proporcionalidade variando para cada

() = x, (3.5.2.1)

modelagem, podendo ser positivo ou negativo dependendo do fendmeno estudado.
Para encontrar o valor da constante, utiliza um valor de tempo maior que o
inicial para diminuir as incégnitas.
Esse estilo de equagdo como ja citados tem diversas aplicagdes, sendo

alguns exemplos:

3.5.2.1 Modelo de Malthus

Criado pelo matematico e economista Thomas Robert Malthus, o denominado
modelo malthusiano, tem representacao central no estudo da dindmica populacional.
A argumentacao afirma que o crescimento da populagao depende da quantidade da
populagao inicial (ZILL e CULLEN, 2001). O modelo descreve de forma simples o

crescimento de uma populagao, expressada numa EDO linear. Denotamos
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dpP
e _ ., (3.5.2.1.1)
dt

Sendo

dapP . ~ ~

— — variagao da populacao

k — constante

P- populagao inicial

Ao resgatar o subitem 3.3.1, percebemos que a equagao do modelo possui

variaveis separaveis

dp
aP _ p (3.5.2.1.2)
dt
dp
aP _ at (3.5.2.1.3)
P
Se temos a diferencial de P e queremos achar P, fazemos a integral
dp
j_ _ jkdt (3.5.2.1.4)
P
InP=kt+c (3.5.2.1.5)
Para eliminar o logaritmo, fazemos a exponencial
P = ekttc (3.5.2.1.6)
P = ektec (3.5.2.1.7)

Como e€ é um termo constante
P = cekt (3.5.2.1.8)

Ao considerar t =0, ou seja, no tempo inicial, a constante ¢ tera valor

de P inicial (Py)
P = Pyekt (3.5.2.1.9)
Logo o modelo descreve o crescimento populacional de forma exponencial.
A mesma solugdo é encontrada em utilizar o fator integragdo, para isso,

reescrevemos a Equacéo (3.5.2.1.1) da forma
dp
@ p=o (3.5.2.1.10)
dt

Resgatando o subitem das equacdes lineares 3.3.4, sabemos que o fator

integracdo sera e~/ ¥4t ou seja, e *t. Ao multiplicar toda a expressao pelo Fl
d (3.5.2.1.11)
_ —ktp —
T [e 1=0
Integrando ambos os lados, temos

e ktp=c¢ (3.5.2.1.12)
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Isolando P
_ ¢ 352113
= ( )
Ou
P = cekt (3.5.2.1.14)

Obtendo a mesma solucéo exponencial encontrada separando as variaveis.

Meira et al. (2014) aplica o0 modelo de Malthus para prever a populagado do
municipio de Manoel Viana, Rio Grande do Sul. Simonato e Gallo, utilizam o método
para prever populacéo brasileira. Ja Tavoni e Oliveira (2013) aplicam o modelo de

Malthus no crescimento de bactérias, e com isso percebe a utilidade do modelo.

3.5.2.2 Teor de Sdlidos Volateis da compostagem

A compostagem é uma forma ambientalmente aceita para o reaproveitamento
dos residuos solidos organicos. Para tal processo, os soélidos volateis declinam de
acordo com o processo da compostagem (Spicker et al. 2017). A EDO que descreve

a variacao do Teor de Sélidos Volateis é da forma
s
dt

s (3.5.2.2.1)

Sendo
as . ~ T £y
-, — Variagao do teor de sélido volatil

k — constante de proporcionalidade

S — quantidade de teor de sélido volatil

A Equacédo (3.5.2.2.1) é uma equagao de primeira ordem separavel que
possui solugao

S(t) = Spe~kt (3.5.2.2.2)

Os autores Kock e Di Domenico (2017) no trabalho com titulo “Processo de
compostagem de residuos sélidos do campus de Francisco Beltrao: quantificagao de
soélidos volateis por meio de equacdes diferenciais ordinarias” utilizaram a Equacao
(3.5.2.2.1) em sua metodologia para determinar o teor de sdélidos volateis da
compostagem dos residuos gerados em um restaurante universitario. A mesma
equacgao também foi utilizada por Spicker et al. (2017) no trabalho “Utilizagédo de uma
equacao diferencial para estimar o teor de sdlidos volateis de uma composteira

caseira”.
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3.5.2.3 Crescimento de Peixes

Para o controle da pesca de peixes, sdo recomendados épocas e tamanhos
de peixes que podem ser pescados. Modelos matematicos s&o uteis para a medir o
efeito desses controles (BASSANEZI e FERREIRA JR, 1988). A equagao de von

Bertallanfy (obtida experimentalmente) mostra o peso p(t) de cada espécie
dp 2 3.5.2.3.1
¢ - ap3—Pp ( )

Sendo

% — variacao do peso

a — constante de anabolismo, representando a taxa de sintese de massa por
unidade de superficie do animal

B — constante de catabolismo, representando a taxa de diminuicdo da massa
por unidade de massa

A equagao estabelece uma relagédo de proporcionalidade direta entre o
aumento do peso do peixe e a area de sua superficie. Ademais, a Equagéao (3.5.2.3.1)

€ uma equacéo de Bernoulli com método de solugdo mostrado em (3.3.5).
3.5.3 Aplicacbes de equacgdes diferenciais de primeira ordem néo lineares

3.5.3.1 Equacao logistica

Vimos no modelo de Malthus (3.5.2.1), a respeito do crescimento de uma
populacao, entretanto, essa equagcao nao descreve bem o fendmeno de grandes
populagdes por representar uma exponencial sem limites, ou seja, ndo existe um
parametro que limite o crescimento de uma populagdo. Com isso, o pesquisador P. F.
Verhulst, se preocupou em compreender o desenvolvimento de uma sociedade,
inserindo um fator limitador no momento de superpopulagéo, como exemplo a falta de
alimento, espaco e afins. Com a adi¢cao desse limitador, a expressao anterior ganha
nova forma, conhecida como equagéo logistica

apP _ (3.5.3.1.1)
E = P(a — bp)

Sendo

apr

- taxa da variagdo da populagao

P — populacao



a — para a > 0, expressa a taxa média de nascimento

bP — taxa média de obito

Para resolver a Equacgéo. (3.5.3.1.1), separamos as variaveis

dpP _
P(a—bP)

Usando as fragdes parciais, reescrevemos

dt

[1 + b dP = dt
aP  a(a— bP) B

Integrando a equacéo
1 1
—In|P| —=In|la—bP| =t+c
a a

Multiplicando toda a equagao por a
In|P| —Inla—bP| =a(t+c)

Usando a propriedade da diferenca entre dois logaritmos

() s
na—bP =a ac

Fazendo a exponencial dos termos

Simplificando

( P ) — eateac
a — bP

Como e% é constante, representamos por ¢

(25
a — bP

Por ser uma equacao de variavel separavel, isolamos P
P = (a— bP)ce*
P = ace® — bPce®
P 4+ bPce® = ace™

P(1+ bce™) = ace™

ace®

- 1+ bce™t
ac

- bc + e~at

P
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(3.5.3.1.2)

(3.5.3.1.3)

(3.5.3.1.4)

(3.5.3.1.5)

(3.5.3.1.6)

(3.5.3.1.7)

(3.5.3.1.8)

(3.5.3.1.9)

(3.5.3.1.10)
(3.5.3.1.11)
(3.5.3.1.12)
(3.5.3.1.13)
(3.5.3.1.14)

(3.5.3.1.15)

Para uma condicdo inicial no tempo zero P(0) = P,,onde P, # a/b, pela

Equacao (3.5.3.1.9), temos
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( Py ) — o0 (3.5.3.1.16)
a—bP,
( Po )_ c (3.5.3.1.17)
a— bPO N
Substituindo na Equacéo (3.5.3.1.15)
a( Po ) (3.5.3.1.18)
a— bP,
P = P
0 —at
b (a — bPO) te™
( aPy ) (3.5.3.1.19)
P=pp- 2
0 —
(a - bPO) + € “
Fazendo a soma das fragdes do denominador de forma isolada
bP, et — bP, N e %t (3.5.3.1.20)
a—bP, (a—bPy) 1
_ bPy,e™%(a—DbPy)
Substituindo na Equacéo (3.5.3.1.19).
( aPy ) (3.5.3.1.21)
P _ a— bPO
- bpo_l_e_at(a - bpo)

Usando a propriedade das divisdes de fragdes, podemos rescrever a equagao
como uma multiplicagao.

_ ( aP, ) y (a — bP,) (3.5.3.1.22)
~ \a—bP,) " bPy,e % (a— bP,)

Simplificando

aP, (3.5.3.1.23)

P = PPyt (a—bPy)

3.5.3.2 Reacodes quimicas

Durante as reagdes quimicas, € comum que uma substancia se decomponha
em moléculas menores. A velocidade dessa decomposi¢cdo € proporcional a
quantidade da substancia inicial, ou seja, quanto maior a quantidade da substéancia,
maior sera a taxa de sua decomposicao.
dX
YT

X (3.5.3.2.1)
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Sendo

ax

i Taxa de variacdo de uma substancia

k — constante negativa (substancia esta se desintegrando)

X — quantidade de substéancia inicial

Para expandir o pensamento, vamos analisar a Lei de Agdo das Massas.
Considere duas substancias A e B. Na combinacgao dessas duas substancias ira surgir
uma terceira substancia X que sera composta por uma parte de A e uma parte de B.
Vamos chamar essa propor¢cao de M para a parte de A e N para a parte de B.
Representamos a quantidade de A como a e a quantidade de B como b. Se A de forma
isolada possui a quantidade a, ao comegar a sofrer a combinagdo com B, o
remanescente em qualquer instante de A sera dado por
M (3.5.3.2.2)

Sendo

A — substancia A isolada

a — quantidade total de A

M — parte de A na combinacgao entre Ae B

N — parte de B na combinacao entre Ae B

X- substancia formada pela combinacgao entre A e B.
O mesmo vale para o remanescente de B

(3.5.3.2.3)

B=b-— X

Sendo

B — substéancia B isolada

b — quantidade total de B

A variagcdo da formacdo da substancia X € proporcional a quantidade
remanescente de A e B. Para ajustar o modelo é adicionado uma constante K para
dar sentido a proporcionalidade, obtendo a expresséao

dx P_ M X] (3.5.3.2.4)

dr M+N4P_N+M

Sendo
Z—f — taxa de formacgao da substancia formada entre A e B

k- constante de proporcionalidade
N

M
Isolando os termos — e ,
M+N N+M

podemos reescrever
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ax M a(M+N) ¥ ] [ N b(N+M) ¥ (3.5.3.2.5)
at = FlmrnT m Nveu T w )
Fazendo a substituicédo a = AMHN) ¢ B = bIVEM) o fatorando, resultamos na Lei

de Acgao das Massas

dX 3.5.3.2.6
= = k@- 06 - 0 ( )
O interessante desse modelo € a interpretagdo que pode ser usada, como o

modelo Predador-Presa
3.5.3.2.1 Modelo Predador-Presa

Vito Volterra e A. J. Lotka, de forma independente desenvolveram uma
equacao matematica capaz de prever a interagdo entre duas espécies, conhecido
como modelo Lotka-Volterra, que abrange o modelo de Malthus e a Lei de acéo das
massas, interpretando como interacao entre espécies (ZILL e CULLEN, 2001).

O encontro e interacado entre duas espécies podem inferir de forma positiva
ou negativa na disseminacdo da espécie. Como expde Miller e Spoolman (2021),

existem 5 tipos de interagao entre espécie.

e Competicao interespecifica: Que dispde sobre a competicdo entre duas
especies pelo mesmo recurso

e Predacao: Diz respeito ao fato de que uma espécie é o predador de outra,
ou seja, se alimenta de outra espécie

e Parasitismo: Quando uma espécie vive sobre ou dentro de outra, se
beneficiando do hospedeiro

¢ Mutualismo: Quando duas espécies se beneficiam, fornecendo alimento ou
abrigo. Nesse caso as duas espécies tém vantagens e nado afetam
fortemente a outra.

e Comensalismo: Quando uma espécie se beneficia de outra sem surgir

influéncia na outra.
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O modelo considera a interagdo predatéria entre as espécies. Pata e Cara
(2017) sintetizam as hipdteses para o desenvolvimento do modelo, sendo x(t) e y(t)

as densidades das espécies estudadas, considera:

e Na auséncia de predadores, a populagado de presas aumenta a uma taxa

proporcional a populagéo atual. Ou seja, a variagao da densidade da presa
~ . . d
nao tem limitador, expressa por um modelo malthusiano d—f =kyx, ky >0,

para quando ndo existem predadores y(t) =0
e Na auséncia de presas, a populacado de predadores ira a extingao, pois,

estas sao sua unica fonte de alimento. Assim, na auséncia de presas x(t) =
~ . . ~ _d
0, a populacao de predadores decresce até sua extingéo d_jt/ = —kyy, k, >

0.

e O numero de encontros entre predadores e presas é proporcional ao
produto das duas populag¢des, ou seja, ao produto xy. Esses encontros
tendem a ser benéficos a populagéo de predadores e inibem o crescimento
da populacio de presas. A forma dessa taxa de encontro € derivada da lei
de acdo das massas, que afirma que a taxa de colisdes moleculares de
duas espécies quimicas em um gas diluido ou solugao € proporcional ao
produto das duas concentragdes.

e A taxa de crescimento da populacédo de predadores € aumentada por um
termo da forma fxy, e a taxa de crescimento da populagéo de presas é
diminuida por um termo da forma —axy, em que a e B sdo constantes

positivas.

Ao considerar a auséncia de predadores, a espécie da presa ao ter alimento
abundante seguira o modelo malthusiano crescendo de forma exponencial

dx (3.5.3.2.1.1)
E — k1X

Sendo
% - taxa de variagao da populagao da presa
k, - constante positiva

x - populacéo da presa
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Na interagdo entre as espécies, a populagcdo de presa diminui a uma taxa
proporcional ao tamanho da populacdo de ambas as espécies axy. Obtendo assim, a
variagao da presa considerando a interagao entre Predador-Presa

d

a - taxa de decréscimo da populagdo de presas como consequéncia do
encontro com predadores

Ao considerar o cenario de auséncia da presa, a espécie de predadores ira
decair a uma taxa proporcional a sua populagdo, também seguindo o modelo
malthusiano

dy B (3.5.3.2.1.3)
a kyy

Sendo

% - taxa de variagao da populagao da espécie predadora

k, — constante positiva

y - populagao do predador

Na interagcdo entre as espécies, a populacao de predadores cresce a uma taxa
proporcional ao tamanho das duas espécies fxy. Com isso, podemos obter a taxa de

variagao da populagao predadora considerando a interacao entre as espécies

dy (3.5.3.2.1.4)

Fri —ky,y + Bxy = y(—k, + Bx)

B - taxa de crescimento da populagéo de predadores devido aos encontros
entre as espécies

O sistema resultante do modelo descreve duas equagdes diferencias
ordinarias nao lineares

d
d_»tc  hyx—axy = %k —a9) (3.5.3.2.1.5)

dy 3.5.3.2.16
Y = —kay + iy = y(~ky + ) ( )

Para esclarecimento das equacbes e de suas interpretacdes, tomamos o
exemplo didatico de Stewart (2022) na interagcao entre duas populagdes, sendo lobos
os predadores e coelhos as presas.

Na auséncia de lobos, os coelhos irdo crescer a uma taxa exponencial,

conforme modelo malthusiano
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c
dt

» (3.5.3.2.1.7)

Sendo

dac . ~ ~
pri taxa de variacdo de coelhos em fungao do tempo

k, - constante

C- quantidade de coelhos

Ja na auséncia de coelhos, os lobos decrescem a uma taxa proporcional a
sua populagao

dL (3.5.3.2.1.8)
E —_ _kzL

Sendo

%— taxa de variagcao de lobos em fungao do tempo
k,- constante

L — quantidade de lobos

Aplicando a légica do modelo de interac&o entre as espécies Predador-Presa,

obtemos as duas equacgodes

dc
4C _ o —acl (3.5.3.2.1.9)
dt

. (35321
Lo e (3.5.3.2.1.10)

As duas expressdes estdo acopladas, o que significa que ndo é possivel
resolvé-las de forma separada. Portanto, €& necessario resolver ambas
simultaneamente.

Para o exemplo de Stewart (2020) é considerado k, = 0,08, k, = 0,02, a =

0,001 e B = 0,00002 para as constantes. Logo, as equagdes ficam

dc
€ _ 0.08¢ — 0,001CL (3.5.3.2.1.11)
dt
dL -----
— = —0,02L +0,00002CL (3.5.3.2.1.12)
Isolando € na Equagéo (3.5.3.2.11) e L na Equagéo (3.5.3.2.1.12)
dcC
dt
dL
—7 = L(=0,02 + 0,00002¢) (3.5.3.2.1.14)

Se as derivadas forem zero, significa que C e L serdo constantes. Vejamos

Equacéo (3.5.3.2.1.13), para a variagao ser zero, temos duas solugdes, ou € = 0 ou
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0,08 — 0,001L = 0. No primeiro caso considera-se que nao existe a populagdo de

presa, no segundo caso temos

—0,001L = —0,08 (3.5.3.2.1.15)
_ 0,08 _ (3.5.3.2.1.16)
© 0,001 80

Na mesma logica aplicada na Equagao (3.5.3.2.1.14), se L = 0 significa que

nao existe a populagao de predador, no caso —0,02 + 0,00002C = 0 temos

0,00002C = 0,02 (3.5.3.2.1.17)
_ 002 (3.5.3.2.1.18)
€ = 50000z = 10000

Isso caracteriza como o equilibrio entre as espécies, ou seja, ndo tem muitos
lobos no qual iria reduzir o numero de coelhos e nem pouco coelhos que iriam diminuir
o numero de lobos. Nesse caso, 80 lobos d&do conta de 1000 coelhos de uma forma a
manter as duas espécies constantes.

Na figura 4, sdo representadas as curvas solugées do modelo acima descrito.
Perceba que o ponto (1000, 80) esta no centro, sendo esse o ponto de equilibrio.

Figura 5 — curvas solugdes da interagao entre lobos e coelhos.

[

11+

i 1000 2,000 1,000 €

Fonte: Stewart, 2020)
Ao tracarmos uma curva solucéo, poderemos observar como a dindmica entre
as populagbes de coelhos e lobos evolui ao longo do tempo. A medida que a
populacao de coelhos aumenta, isso pode afetar o tamanho da populacéo de lobos,
que tende a crescer em resposta, levando eventualmente a uma reducdo na

populacdo de coelhos. Com a diminui¢cao da populagao de coelhos, a populagao de
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lobos também tende a diminuir, criando um ciclo de retroalimentagdo negativa entre

as duas espécies.
3.6 Revisao sistematica na literatura

A reviséo na literatura abrange a busca e analise de toda a literatura publicada
de temas especificos. Ja a revisédo sistematica da literatura possui alguns processos
bem delimitados que buscam organizar e dar um sentido ao universo documental.

No todo, a sistematizacdo da revisdo de literatura contribui com o
engrandecimento de evidéncias a qual serve de base para a tomada de decisdo nos
contextos publicos e privados (GALVAO e RICARTE, 2019). Para a garantia de
execugao da revisao sistematica, € necessario explicitar todas as estratégias de
busca, demonstrar o processo de selegao, inclusdo e exclusédo dos artigos cientificos,
além da analise dos mesmos.

A revisao da literatura gera um grande trabalho repetitivo, logo, ferramentas
surgem para dar apoio ao pesquisador, como o software State of the Art through
Systematic Review (StArt) (versao 2.3.4), desenvolvido pelo Laboratério de Pesquisa
em Engenharia de Software (LaPES) da Universidade Federal de S&o Carlos
(UFSCAR) com o intuito de auxiliar o pesquisador, dando suporte a aplicagdo das

técnicas da revisao sistematica.
3.6.1 StArt

O software utiliza o idioma inglés e esta disponivel para download gratuito na
pagina da LaPES. Possui trés etapas principais, planejamento, execucdo e
sumarizagao:

Na etapa do planejamento € preenchido o protocolo, espago onde ira
direcionar toda a revisao. Aqui o pesquisador descreve o seu objetivo e questao
principal, posteriormente atribui todas as palavras-chaves que ira utilizar na sua string
de busca. A insergcao das palavras-chaves e sinbnimos € extremamente importante,
pois a partir dessas palavras é que sera baseada a busca nas plataformas.

A ferramenta atribui um score para cada artigo baseado na presenga das
palavras-chaves definidas no protocolo dos artigos, podendo atribuir valores

diferentes para presenca no titulo, nas palavras-chaves e nas aparicdes nos abstracts.
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Adiante é definido os critérios de selecdo dos textos, a linguagem e quais
serdo as plataformas de busca. No tépico Study selection criteria (inclusion and
exclusion) sao definidos os critérios de selegado ou exclusédo do artigo, como exemplo
o critério de inclusao “texto em idioma definido pelo pesquisador’ e exclusao “texto
completo ndo disponivel’. Neste momento, o pesquisador pode definir se todos os
critérios de inclusdo devem ser atendidos ou se apenas com um critério atendido o
texto ja pode ser incluido, € 0 mesmo com os critérios de excluso. E possivel também
adicionar a classificagdo do estudo, separando por teses, congressos, workshops
entre outros.

Para a extracdo de dados, é admissivel criar trés formatos de perguntas para
serem respondidas apds leitura do texto para extrair informacgdes, sendo eles: Text,
Pick One List e Pick Many List.

No formato Text a resposta € livre, como exemplo a pergunta: Qual o objetivo
principal do texto? Logo a resposta sera em texto livre.

O formato Pick One List, a pergunta sugere uma lista de resposta e € possivel
marcar apenas uma opgao, ou seja, € de carater exclusivo, como exemplo:

Qual o idioma do texto? E como resposta teremos a opgao Inglés e portugués,
Ou seja, ou é um ou € outro.

O terceiro formato a pergunta sugere uma lista de resposta e pode-se marcar
varias opcgodes de resposta, como exemplo: Quais equacgdes o autor utiliza no texto? E
como resposta pode-se marcar mais de uma opcao.

Na etapa da execucdo, comegcamos pela identificacdo do estudo, aqui o
pesquisador utiliza as strings de busca nas plataformas definidas no protocolo, como
a Scopus e Google Académico. A ferramenta Start suporta o formato BIBTEX,
MEDLINE, RIS E COCHRANE, além da possibilidade da inclusdo de texto de forma
manual. Portanto, ao realizar a busca nas plataformas o autor deve exportar os
arquivos selecionados no formado que a ferramenta aceita e posteriormente carregar
na mesma, ou caso seja necessario, inclui-los manualmente.

Com os arquivos carregados no Start, € atribuido automaticamente um score
para cada texto baseado na presenca das palavras-chaves que foram escritas no
protocolo, no titulo, nas palavras-chaves e no abstract do texto.

Ja na etapa da selecdo, o pesquisador realiza a selecdo dos arquivos

carregados na ferramenta. O score de cada artigo ajuda na tomada de deciséo para
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criar uma ordem de leitura de texto. Em teoria, os textos com score maior tém mais
chance de estar dentro do objetivo do autor.

Nessa etapa o autor faz a leitura do titulo, palavras-chaves e resumo dos
artigos e o classifica como aceito, duplicado ou rejeitado, marcando os critérios
definidos no protocolo para tal decisao.

Por fim, na extragdo de dados é aprofundada a leitura do texto, aqui sao
respondidas as perguntas levantadas no protocolo no topico da extragdo, em alguns
casos é necessario a compreensao detalhada do artigo para responde-las

Na etapa da sumarizacdo sao apresentados os resultados, divulgando

informacgdes em graficos e figuras.
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4. METODOLOGIA

A pesquisa foi direcionada através da ferramenta StArt. Para tal, buscou-se
manter o enfoque na utilizagao de equacgdes diferenciais ordinarias na area ambiental.

A primeira etapa consistiu em preencher o Protocolo na ferramenta StArt.
4.1 Protocolo StArt

O objetivo da pesquisa foi descrito como “Determinar a utilizagdo das
Equacdes Diferenciais Ordinarias na area ambiental” e tendo como questao principal
a ser respondida “Quais EDO s&o usadas em problemas ambientais?” Para esta
pesquisa foram determinadas 14 palavras-chaves que buscavam relacionar as EDO
com a area ambiental:

o Agua

e Ambiental

e Contaminacéao

e Drenagem

« EDO

e Enchente

o Equacéo diferencial

o Equacao diferencial ordinaria

e Meio ambiente

o Natural

e Poluicéo

e Residuo

« Solo

« Sustentabilidade

Para a pontuagao de cada texto na StArt, a presenca dessas palavras nos

titulos, palavras-chaves e resumos eram contabilizados.

Tabela 1 - Pontuagao dos trabalhos

PRESENCA DAS PALAVRAS PONTOS POR APARICAO
Titulo 5
Palavras-chaves 3

Resumo 2
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Fonte: autor 2023

Para critério de selecado foram aderidos 4 de inclusao e 4 de exclusao, sendo

um o oposto do outro, conforme descrito na tabela 2:

Tabela 2 - Critérios de inclusao e exclusao

CRITERIOS DE INCLUSAO

Texto em portugués

Texto completo disponivel

Cita EDO no titulo, palavras-chaves ou
resumo.
Tema possui relacdo com a area

ambiental

CRITERIOS DE EXCLUSAO

Idioma diferente do portugués

Texto completo indisponivel

Nao cita EDO no titulo, palavras-chaves
Ou resumo.

Tema nao tem relacdo com a area

ambiental

Fonte: autor 2023

Para o artigo ser incluso, todos os critérios definidos devem ser atendidos, ja

para se o texto ndo atender a ao menos um dos critérios, € indeferido.

Apds os artigos serem selecionados, se inicia a extragdo com base nas

perguntas mostradas na tabela 3:

Tabela 3 - Questdes para a extragdao de dados

PERGUNTA

Qual a classificagéo do artigo?

Estuda qual area do meio ambiente?

Ano de publicagao

Utiliza algum método numérico?
Caso couber, qual € o método numérico
utilizado?

Método analitico de solugao da EDO

FORMATO DE RESPOSTA

Caixa de selecdo - TCC / Tese mestrado
Workshop /
Congresso / Artigo de revista / Capitulo
de

Encontros

/ Tese doutorado /

livro / Seminario / Simpdsio /

Caixa de selecdo — Agua / Solo /
Atmosfera / Residuos sélidos / Outro
Caixa de selegao - De 2019 a atual /
Entre 2014 a 2018 / Entre 2009 a 2013 /
Entre 2004 A 2008 / Entre 1999 & 2003 /
Entre 1994 a 1998 / Anterior a 1994
Caixa de selecdo — SIM / NAO

Texto livre

Texto livre

Fonte: autor 2023
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Na etapa da execugao, foram relacionadas as palavras-chaves de acordo com

a tabela 4 para fazer as buscas nas plataformas da Peridédico Capes' e Google

Académico?.

Tabela 4 - critérios de inclusao e exclusao

BUSCA PRINCIPAL BUSCA SECUNDARIA
Equacéo diferencial ordinaria

Equacéo diferencial ordinaria Agua

Equacao diferencial ordinaria Ambiental

Equacao diferencial ordinaria

Contaminacao

Equacao diferencial ordinaria

Drenagem

Equacéo diferencial ordinaria

Enchente

Equacao diferencial ordinaria

Meio ambiente

Equacao diferencial ordinaria Natural
Equacéo diferencial ordinaria Poluigéo
Equacao diferencial ordinaria Residuo
Equacao diferencial ordinaria Solo

Equacéo diferencial ordinaria

Sustentabilidade

Fonte: autor 2023

Nas pesquisas com numeros muito elevados de resultados, foram analisados

para a selecado apenas os 25 primeiros.

O texto para ser importado para a ferramenta StArt devia relacionar as

equacdes diferenciais ordinarias com a area ambiental. Os artigos de até trés paginas

nao foram importados, assim como os trabalhos de material didatico, planos de ensino

e pesquisa de transmisséo de doengas que nao estao relacionados diretamente com

a area ambiental. Artigos protegidos que nao possibilitavam copiar informagdes

também nao foram inseridos. Na figura 6, encontra-se o resumo das etapas.

' https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php?

2 https://scholar.google.com.br/?hl=pt
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o

Figura 6 - Descrigcdo das etapas da ferramenta StArt

PROTOCOLO

» Local onde ¢ inserido as informagdes que irdo guiar a pesquisa

PESQUISAS NAS PLATAFORMAS DE BUSCA

» Usando as palavras chaves definidas no Protocolo, relacionando os termos
Equacao Diferencial Ordinaria com outra palavra chave

TRIAGEM

* Os 25 primeiros resultados de cada busca sao superficialmente avaliados,
caso seja claro que o texto nao se enquadra com o objetivo da pesquisa ele é
rejeitado, os outros sao incluidos no StArt

SELECAO DAS PESQUISAS

» Seguindo os critérios definidos no protocolo sobre a inclusdo e exclusao dos
trabalhos, aqui se avalia precisamente se o trabalho atende os requisitos

EXTRACAO DOS DADOS

» Etapa de responder as perguntas formuladas no Protocolo na parte da
extragao. Necessario compreensao aprofundada do trabalho para exatidao
das respostas

SUMARIZACAO DOS DADOS

» Apresentado as informagdes por meio de graficos e tabelas

Fonte: autor 2023
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Na plataforma dos Periddicos Capes, foram relacionadas as palavras de

busca conforme tabela 5. No momento da leitura dos trabalhos nas plataformas ja

eram observados os critérios de inclusdo e duplicatas, portanto uma breve filtragem

ja ocorre no momento da insergéo dos trabalhos na ferramenta. Com isso, 17 artigos

foram coletados da plataforma e inseridos manualmente para a ferramenta Start. A

escolha de inserir de forma manual se da pelo fato de que no momento de importar

em formato Bibtex (ou outro) para dentro na ferramenta, as palavras com acentos

eram desconfiguradas, tornando dificil a leitura e obtencéo das informacgdes, além de

interferir no score de cada texto.

Tabela 5 - Artigos selecionados na base de dados da Capes.

. . . Total de
. s Pesquisa Artigos selecionados .
Pesquisa primaria . . . artigos
secundaria entre os 25 primeiros .
selecionados

quagé}o diferencial 6°-8°-10°-17°-19°-21° |6
ordinaria

quaga}o diferencial Agua 1°.2°_4°_5°6°-8° 6
ordinaria

Equagao diferencial | 11 iontal 1° 1
ordinaria

Eq‘.‘a??o diferencial Contaminagao Sem resultados 0
ordinaria

qua?ao diprEnEEl Drenagem Sem resultados 0
ordinaria

Eq‘.’a??o diferencial Enchente Sem resultados 0
ordinaria

quagé}o diferencial Meio ambiente Sem resultados 0
ordinaria

quagé}o diferencial Natural 1° 1
ordinaria

qua?ao AR Poluigao Sem resultados 0
ordinaria

Equacéo diferencial Residuo 1°.3° 2
ordinaria

quaggo diferencial Solo 10 1
ordinaria

quag:a}o diferencial Sustentabilidade Sem resultados 0
ordinaria

Fonte: Autor (2023).
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O mesmo também ocorreu na plataforma de busca “Google Académico”, onde

foram importados 52 trabalhos.

Tabela 6 - Artigos selecionados na base de dados do Google Académico.

. . . Total de
. s Pesquisa Artigos selecionados .
Pesquisa primaria . C artigos
secundaria entre os 25 primeiros .
selecionados

Equagao diferencial o

e 3 1
ordinaria
quaga}o diferencial Agua 8°-12°-13°-14°-21° 5
ordinaria
SEUELED  CNEENEEY | A e 6°-7°-14°-15°-17°-21° |6
ordinaria
Equacgao diferencial L 1°-2°-3°-4°-5°-8°-9°-
ordinaria Contaminagdo | 4ge.17°-18°-20° 1
Equagao diferencial 3°-5°-11°-13°-14°-15°-
ordinaria Drenagem 19°-21°-22°-25° 10
quagéo diferencial Enchente 2 -03 -5°-17°-19°-21°- 7
ordinaria 24
quagéo diisiene] Meio ambiente 25° 1
ordinaria
quagéo diferencial Natural 0 0
ordinaria
quaga}o diferencial Poluicao 5°.9° 5
ordinaria
quag,;a_o diferencial Residuo 4°-7°-16° 3
ordinaria
quagé_o diferencial Solo 20050 5
ordinaria
Equagao - diferencial| g \tontabilidade | 5°-11°-18°-21° 4
ordinaria

Fonte: Autor, 2023
Os 69 artigos importados passaram por um filtro disponivel na ferramenta

StArt para verificar trabalhos duplicados, resultando em 18 artigos eliminados por
duplicatas.

Os 51 artigos restantes foram novamente avaliados na etapa “sele¢céo” para
fazer a certificacdo da utilizacdo de equacbes diferenciais ordinarias na area
ambiental, classificados em “aceitos” e “rejeitados” seguindo os critérios de inclusao e
exclusao da Tabela 2. Com isso, 29 trabalhos foram rejeitados, restando 22 para a

extracao de dados.
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Dos 22 trabalhos aceitos, mais de 40% s&o oriundos de publicacbes em
revistas, seguido de tese de mestrado com 18% e Simpdsios com 14%, conforme
grafico 1.

Grafico 1 - Publicagoes

TIPO DA PESQUISA

= Artigo de revista

= Trabalho de conclusao
de curso

= Tese de Doutorado
Tese de Mestrado

= Simpdsio

® Encontro

m Congresso

Fonte: Autor (2023)
O local de publicacéo dos artigos selecionados variou conforme figura 7:

Figura 7 — Local das publicagées

I3 VETOR - Revista de Ciéncias Exatas e Engenharias
I3 Revista Ingenieria del Agua.
I"3)REA - Revista de estudos ambientais
I3 |Revista ConexBes: Ciéncia e Tecnologia
\7% Trabalho de conclusdo de curso
IS/ Revista Ciéncias Exatas e Naturais
I % |Revista Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza
I Tese de doutorado

. : 1% | Tese de mestrado

Pesqusa I7121° simpdsio brasileiro de recursos hidricos

131X Congresso Brasileiro de Engenharia Quimica Iniciagdo Cientifica
1% XVII Simpdsio Brasileiro de Recursos Hidricos
5 SIMPOSIO BRASILEIRO DE RECURSOS HIDRICOS
I"3|REA — Revista de estudos ambientais (Online)
[%,8° ENPOS ENCONTRO DE POS-GRADUAGAQ
"% Revista Técnico-cientifica do CREA PR
I3 Revista Ciéncia e Tecnologia de Alimentos
% Revista UNOESTE - Colloquium Exactarum

Fonte: Autor (2023)
Para visualizar quais palavras-chaves sdo comuns entre as pesquisas aceitas,
utilizou-se o Software Mentimeter para criar uma nuvem de palavras, onde cada vez

que uma palavra se repete ela é representada de forma maior na nuvem. Como
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observado na figura 8, as palavras-chaves mais comuns dos trabalhos aceitos sao:
equacgdes, diferenciais, modelagem e matematica. Se focar em palavras da area

ambiental temos como destaque: agua, solo, bacia e carbono.
Figura 8 — Palavras-chaves dos trabalhos aceitos

aEsicucs
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- E- !_'leﬁnr.Jr.‘_w.l !.'-ll 250 jotka-volterro hidrografica
o2 i-_‘.\'::-.,.-11|:"r|_'| trinsferéncic sanitdre  NAO-parametrico
B 5 2 lnedres  dispersao concentragao  diferencial
= . Dxigénio Talsld :
g @ primeia ”‘3. nideo {3 Ordindrias orofurididode digxide e
% 3 gitt hidrograma 3 oo i s otemo i
& 1 L
£ 2 ©g{ hdotogae fErtidode ) SOIO s io § cheie g
g 0 =& C O d 'l: B
BYR8E 8§ el ITerencClalS & = g 58
g £ 2 o5 Sndc:riu total o ,_I:.-a_:a_-ﬂ
EGB & ¢ P =8
= = aE 8 — 2 5. & = §o
n 1 g o Siequacles P RES
fosfora @ ! = RO -
;<38 850 modelagem § % 3 pocon
& o 8 RE o =k P E g & meip
E o2 2 23 E = .
2 3 5 E E O25F & estruturas
¢ 2 55 3 E 3 Y0 modelo 2 sinbs
¥ £ o :
:ce2 2E 50 GEY Icurbcmc} | S i
E = g Q D (@] “Gnqonos numerica cinética
E b folossintesa Q D PO bﬂ!ﬂn;}t} DEEG E Empmtﬂgam
£ 5 fotossinte E SNE € richards
= 0 _ s g 2 orghnico b
'E o NIRRT reaciont! o E  spint-venant
=] DIOCESS0S contominagéo g 2 =
o ambiente - avakagdo

Fonte: Autor (2023)
Como percebe-se no grafico 2, o numero de publicagdes de trabalhos que se

enquadram nas especificacdes dessa pesquisa teve um salto a partir de 2009:

Grafico 2 - Ano de publicagao

ANO DE PUBLICACAO

PERIODO DE PUBLICAGAO DAS PESQUISAS

QUANTIDADE DE PESQUISAS
o [l N w B~ (O3] (e)] ~ [ole]

W 1999-2003 m2004-2008 m2009-2013 2014-2018 m2019-2023

Fonte: Autor (2023)
Com base na analise dos artigos avaliados no contexto dessa pesquisa, foi

levantado que 59% deles utilizam métodos numéricos para encontrar as solugdes das
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EDO, enquanto 41% nao utilizam. Logo, percebe-se que o estudo das EDO deve vir
acompanhadas do estudo de métodos numéricos. Essa informacgao pode indicar a
tendéncia ao uso dos métodos numéricos devido a disponibilidade de recursos
computacionais (BRONSON e COSTA, 2008).

Grafico 3 - Utilizagcao de métodos numéricos para resolver as EDO

UTILIZA METODO NUMERICO?

uSIM
m NAO

Fonte: Autor (2023)
Dentre os principais métodos numéricos utilizados pelos autores dentro dos
artigos selecionados, estdo o método de Runge-Kutta de 4° ordem (26.67%) e o
meétodo de Euler (20.00%), o restante manteve-se equilibrado (6.67%), conforme
mostrado no grafico 4:

Grafico 4 - Métodos numéricos usados.

METODOS NUMERICOS

Meétado “ODE4S"
do MATLAB Metodo de
6,7% integragan lsoda
6,7%

miiltiplos para
sistemas rigidos
6,7%

Meétado
de pe-
Kutta de
5" ordem z Meétado
de
Meétodo de Euler
20,0%

Fonte: Autor (2023)
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Majoritariamente, as equagdes diferenciais ordinarias sao utilizadas na area
ambiental no que diz respeito a agua, sendo quase 60% das publicagbes encontradas,

seguido pela aplicagao das EDO no solo e na atmosfera com 14%.

Grafico 4 — Area de estudo dos artigos selecionados

AREA DE ESTUDO

= Agua

m Solo

= Residuos Sdlidos
Atmosfera

m Outro

Fonte: Autor (2023)

5.1 Area de estudo: Residuos sélidos

Na area de estudo dos Residuos Sdlidos, dois trabalhos utilizam as EDO em
sua metodologia.

O texto com titulo “A Utilizacdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias na
Determinagdo do Teor de Sélidos e Teor de Umidade de uma Composteira”
desenvolvidos pelos autores Di Domenico, da Silva, Cerqueira e de Oliveira (2017)
utilizou duas EDO lineares buscando predizer a variagdo do teor de sdlidos e a

umidade da composteira, expressa respectivamente por

ds
a5 g (5.1.1)
dt
Sendo
% - taxa de variagao do teor de sélidos na composteira
k- constante
S- teor de solidos
dA (5.1.2)

dt
Sendo
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dA . ~ . .
e taxa de variagdo da umidade da composteira

k - constante

A - umidade

As duas equacdes sado resolvidas analiticamente por variaveis separaveis,
conforme método exemplificado em (3.3.1), a solugdo das expressdes € da forma
A(t) = ce*t para o teor de agua e S(t) = ce*t para o teor de sdlidos.

A utilizacdo das EDO na determinagao do Teor de Sélidos e da umidade partiu
do cenario no qual os autores mediram semanalmente em laboratorio o Teor de
Solidos e o Teor de Agua, entretanto, no momento inicial do processo da

compostagem nao foi realizado tais medigdes, 0 mesmo com as semanas 3 e 7.

Tabela 7 — Dados experimentais

SEMANA Teor de Sélidos experimental |Teor de Agua experimental
0 - -

1 0.30 15,43
2 0.13 15,5
3 - -

4 0.06 32,03
5 0.05 30,1
6 0.03 33,8
7 - -

8 0.03 44,73
9 0.05 55,63
10 0.04 58,9
11 0.02 62,7

Fonte: Adaptado de Di Domenico et al. (2017)
Para preencher as lacunas da tabela 7, utilizou-se as equagdes expostas

acima utilizando os dados experimentais e analise da regressao.

Ja o trabalho de Ceci et al. (2018), utiliza o modelo de Malthus para predizer
a geragao de residuos solidos no Sul do Brasil nos anos 2017 e 2018.

Como ja dito em (3.5.2.1) a equagao malthusiana pode ser resolvida
facilmente de duas maneiras, tanto por variavel separavel tanto pelo fator integrante,
sendo esse ultimo adotado pelos autores.

dQ_
dt

k0 (5.1.3)

Sendo

daQ

T taxa de variacdo dos residuos
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K — constante
Q — quantidade de residuo
Como ja vimos, a solugdo tera forma de
Q(t) = ceXt (5.1.4)
Em posse da geracéo de residuos dos anos entre 2012 a 2016, os autores

modelaram uma expressao para prever a geracao dos anos de 2017 e 2018.

Tabela 8 — Geragao de residuos (toneladas)
Ano 2012 2013 2014 2015 2016

Toneladas/dia| 19752 | 20.622| 21.047| 22.586| 22.127

Fonte: ABRAPEL (2012-2016) aput CECI et al. (2018)
Para achar o valor de k para aplicar no modelo da previsao, foi calculado por

meio de cada ano o valor de k e feito uma média, sendo encontrado pelos autores os

valores dispostos na tabela 9.

Tabela 9 — Valores de k para cada ano

Tempo (ano) Valor de k
2012 (t =0) 0

2013 (t=1) 0,043103715
2014 (t = 2) 0,020399566
2015 (t = 3) 0,070572213
2016 (t = 4) -0,020531663
K médio 0,028385816

Fonte: CECI et al. (2018)
Os valores encontrados na tabela 9 foram produzidos utilizando a Equacgao

(5.1.4) e aplicando o tempo inicial t = 0 como a populacédo de 2012, t = 1 para o ano

de 2013 e assim sucessivamente.

Parat =0
Q(0) = ce**0 (5.1.5)
Q0) =cef®=ce’=cx1=c (5.1.6)
Q(0) =c (5.1.7)
Como a geracéao de residuos no tempo zero é 19752
Q(0) = ¢ = 19752 (5.1.8)
Logo, parat =1
Q(1) = 19752e**1 = 19752¢* (5.1.9)

Lembrando que Q(1) é a geracgao de residuos do ano de 2013
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20622 = 19752k (5.1.10)

1,04404617 = e* (5.1.11)
Fazendo o logaritmo de ambos os lados

0,043103715 =k (5.1.12)

Realizando a mesma légica se obtém os valores da tabela 9.
Em posse do k médio é utilizada a expressao
Q(t) = 19752¢0028385816xt (5.1.13)

para a previsao dos residuos do ano de 2017 (t = 5) e 2018 (t = 6).
5.2 Area de estudo: Solos

Na area de estudo dos solos, trés pesquisas utilizaram EDO em suas
metodologias.

A primeira a ser comentada tem titulo “Utilizacido de equacdes diferenciais
ordinarias na simulacgéo do teor de carbono organico em Argissolo sob diferentes tipos
de manejo”. Partindo da hipétese de a concentragdo de carbono diminuir conforme
aumenta a profundidade do solo, os autores Vinciguerra, Di Domenico e Anderloni
(2020) buscaram modelar a taxa de variagdo do carbono para diferentes tipos de
manejos do solo afim de estimar a quantidade de carbono na profundidade de 60
centimetros, baseados nos dados experimentais de Hickmann e Costa (2012).

Para exemplificar o modelo, pegamos como exemplo a estimativa de carbono

para manejo do solo com arado a disco (AD).

Tabela 10 — Quantidade de carbono orgénico total (AD)

Profundidade em centimetros | Teor de Carbono organico total dag/Kg

5 0,288

20 0,123

Fonte — adaptado de Hickmann e Costa (2012) aput Vinciguerra, Di Domenico e Anderloni
(2020)
Utilizando a EDO linear de variaveis separaveis
dc 5.2.1
— = ke (5:2.1)
Sendo

ac . ~ ~ .
— — variagao do teor de carbono em relagao a profundidade

P - profundidade
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k — constante

C — carbono orgéanico total

Sabendo que a solugéo tera forma de C(P) = ce*?, utiliza-se dados da tabela
10 para encontrar os valores de k e c.

Para P = 5 temos C(5) = 0,288

C(5) = ce*> = 0,288 (5.2.2)
Isolando ¢
0,288 (5.2.3)
€= g5k
Para P = 20 temos C(20) = 0,123
C(20) = ce*?° = 0,123 (5.2.4)
Substituindo o valor de ¢ da Equacéao (5.2.3) em (5.2.4)
0,288 x k20 (5.2.5)
—— =023
Simplificando
el5% = 0,427083 (5.2.6)
Fazendo o logaritmo de ambos os lados e isolando k
k = —0,0567184 (5.2.7)
Em posse de k, substituimos em (5.2.3)
0,288 (5.2.8)
€ = S5x(0,0567184)
¢ = 0,382397 (5.2.9)

Devido ao arredondamento, o valor de c pode apresentar pequenas variagcoes
em relagao aos valores indicados pelos autores.
Com todas as informacgdes, os autores puderam prever o teor de carbono
organico para a profundidade de 60 centimetros
C(60) = 0,382397¢60%(~0,0567184) (5.2.10)
€(60) = 0,0127223 dag/kg (5.2.11)
Utilizando a mesma légica matematica previamente mencionada, foram
determinados os valores de ¢ e k para cada método de manejo do solo, a partir dos
quais foi possivel realizar a estimativa do teor de carbono organico total para a
profundidade de 60 centimetros.
O segundo texto a respeito do uso das EDO no estudo dos solos, esta o

trabalho de SANTOS (2018) intitulado “Conteudo volumétrico da agua no solo via
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modelos de competicdo interespecifica”. O autor emprega a abordagem de
competicdo de espacos para interpretar o movimento da agua no solo. Essa analise
se concentra na umidade do solo, razdo pela qual o solo é considerado a area de
interesse, em detrimento da agua.

O autor busca demostrar uma metodologia para determinar a umidade do solo
heterogéneo por meio de modelos de dinamica populacional. Foi discutido o modelo
classico da hidrologia dos solos dado pela equacéo de Darcy-Buckingham, entretanto,
os autores propdéem o meétodo baseado no modelo classico de competicdo entre
espécies conhecido como modelo Lokta-Voltera, conforme subitem (3.5.3.2.1).

Como o autor relata, com o processo de distribuicdo de agua no solo, ocorre
uma “competicdo” entre os niveis de agua presentes em diferentes camadas do solo.
O modelo proposto para descrever esse processo € do tipo compartimental, o que
significa que sédo consideradas as diferentes camadas de solo como partes separadas
pelo motivo de que as diferentes camadas do solo sofrem influéncias de formas
diferentes.

Quando ha contato entre as camadas de solo, ocorre uma transferéncia de
agua da camada com maior demanda para a camada com menor demanda, seguindo
o sentido do maior potencial para o menor potencial hidrico. Isso resulta em flutuagdes
nos valores de umidade do solo ao longo do tempo, onde as camadas do solo
competem pela agua disponivel e essa competicdo afeta a disponibilidade da agua
nas diferentes camadas do solo. Os autores propdem que a taxa da variagdo da
umidade na n-ésima camada contabilize a perda de agua da camada de menor

demanda atraveés de parcelas do tipo

(UL (1 B Ui+1(t)> (5.2.12)
Uss1

Sendo

k — condutividade hidraulica do solo

U; —umidade na camada i

U;(t) — taxa de variagdo da umidade

Us; — umidade de saturagcao na camada i

U;+1(t) — umidade da camada inferior adjacente

Us,1 — umidade de saturagao

A Equacao (5.2.12) descreve o movimento da agua entre as camadas de um

solo bem drenado, partindo das camadas superficiais mais umidas para as camadas
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internas mais secas, desprezando a agao da capilaridade, onde a agua sobe, ficando
apenas na interagao da gravidade.

No primeiro compartimento que diz respeito a area superficial que tem contato

) e a

volume

com a atmosfera, o ganho de umidade parte das precipitagbes (f, ireaxtempo

volume

perda por evapotranspiragao (€ ) e pelo processo de redistribuicdo. Ja na

' areaxtempo
segunda camada, ocorre o ganho de umidade oriunda da perca por redistribuigdo da
camada superficial e perde por redistribuigcdo para a terceira camada, e esse processo
ocorre nas demais camadas.

Na pesquisa, foi considerado um solo de apenas trés camadas,Onde para a
camada superficial, podemos encontrar a variagao relacionando os ganhos e perdas

de umidade

av,  f € k(UDU, (1 U2> (5.2.13)
dt Uy +h, Ug+hy Ug+h U,

Sendo

au . ~ .
d—tl- variagao da umidade na camada um

h,- altura da camada um

f

- precipitacao

. evapotranspiragao

k(U1)Uy .
a5~ Passagem de um volume de agua por um volume total de poros por
s1 1
unidade de tempo, da camada um para a camada dois.
Ja para a camada dois, temos a entrada da umidade vinda da camada um e
a perda para a camada trés

dU, k(U)U, (1 B &) B k(U,)U, (1 B %) (5.2.14)
dt Uy +hy U,) Ug, +h, U,

O mesmo ocorre com a camada trés, onde recebe umidade da camada dois,

entretanto, ndo tem perda para a camada 4 pois foi considerado inicialmente um solo
de apenas trés camadas, ficando com a equacéao

dUs  k(U)U, ( Us\ k(Us)Us Us (5.2.15)
S ) - s

As trés equagbes descritas formam um sistema de equagbes diferenciais
sujeito a uma condigao inicial que na pesquisa é resolvida pelo método numérico de

Runge-Kutta de 4°, tomando para teste a hipotese das fontes f e € nulas.
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O terceiro artigo parte da tese de doutorado de Albuquerque (2018) que
apresenta uma variedade de informagdes sobre o transporte de contaminantes, em
especifico do transporte de contaminantes em aterros sanitarios, incluindo a aplicacao
da técnica de Transformada Integral Generalizada (GITT) para resolver equagdes
diferenciais parciais transformando-as em sistemas infinitos e acoplados de equacgdes
diferenciais ordinarias.

O problema envolvendo as EDO ¢ do tipo

d*Cp(Y) ech(Y) o (5.2.16)
dy? dy

Sendo
Cg- filtro para o campo de concentracdo adimensionalizada
Y - coordenada vertical na dire¢cao do fluxo
Pe- Numero de Péclet
Com as condi¢des de contorno
Cr(0) =1 (5.2.17)

dCg(1) . B (5.2.18)
7 + BiCz(1) =0

Bi - Numero de Biot
A equacao caracteristica associada de (5.2.16)
A2—PA=0 (5.2.19)
Logo, como a equacgao (5.2.19) possui duas raizes reais distintas, a solugao
de (5.2.16) é da forma

Cr(V)=cieM" + ce’2 (5.2.20)
Cr(Y)=c; + cyefe¥ (5.2.21)
Utilizando as condi¢des de contorno (5.2.17 € 5.2.18)
B —P,efe — BiePe (5.2.22)
‘1= Bi— P,ePe — BiePe
Bi (5.2.23)

2= Bi — P,ePe — BiePe
Portanto, a solugéo analitica de (5.2.16) é

efe(P, + Bi) — Biefe¥ (5.2.24)
ePe(P, + Bi) — Bi

Ce(Y) =
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5.3 Area de estudo: Atmosfera

No que diz respeito a area de estudo da atmosfera, trés pesquisas utilizaram
EDO.

O trabalho de Brito (2019) utiliza o modelo Predador-Presa para a competigao
entre arvores e gas carbbnico, com titulo da pesquisa “Aplicacdo do modelo
matematico predador-presa de Lotka-Volterra no consumo do gas carbdnico
atmosférico por arvores na cidade de Ipatinga/MG”.

Assumido a hipotese de que as arvores atuam como predadores naturais do
didéxido de carbono CO2, com este gas sendo a presa C e as arvores sendo o predador
L, tem-se

Para presa

L — kC - aCL (5.3.1)
dt

Para predador

dL 3.
L it per 532)

Sendo
E

ol taxa de variacao de dioxido de carbono

k — constante

C — quantidade de diéxido de carbono atmosférico

a — taxa de decrescimento de CO2atm devido ao encontro com as arvores
L — quantidade de arvores

Baseado na metodologia descrita no proprio texto, o autor conclui as
seguintes informagdes para aplicar ao modelo

Tabela 11 - valores das constantes encontrados pelo autor

Descricao Sigla Valor/quantidade
Populag¢éo inicial de diéxido de carbono (ppm) C 8.786.62
Populacdo inicial de vegetais (und) L 8.375.00
Taxa de crescimento do didxido de carbono k 0.0044858128
Taxa de predacéo a 0.0000008418
Taxa de mortalidade dos vegetais r 0.0025646647
Taxa de crescimento dos vegetais b 0.0000011779

Fonte: BRITO (2019).
Portanto, o modelo preenchido com as constantes

dc
- = 0,0044858128C — 0,0000008418CL (5.3.3)
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dL
i —0,0025646647L + 0,0000011779CL (5.34)

Conforme mostrado no referencial tedrico, para encontrar o ponto de
equilibrio, temos que fazerC =0e L = 0.
Para a Equagao. (5.3.3), fazendo C = 0
0,0044858128 — 0,0000008418L = 0 (5.3.5)
0,0000008418L = 0,0044858128 (5.3.6)

__0,0044858128

= = 5328,834402 = 5329 (5.3.7)
0,0000008418

Para a Equacgéo (5.3.4), fazendo L = 0O

—0,0025646647 + 0,0000011779C = 0 (5.3.8)
0,0000011779C = 0,0025646647 (5.3.9)
_0,0025646647 (5.3.10)

C = 0,0000011779 = 2177,319552 = 2177

Isso significa que para suportar uma emissao anual constante de 2177 ppm
de CO2, seriam necessarias 5329 arvores, sendo esse o ponto de equilibrio.
O autor utiliza o método de Euler para encontrar as solugdes das interacdes

e apresenta o grafico da curva solugao da interagao.

Figura 9 - curva solug¢ao da interagao
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Fonte: BRITO (2019).
Ja na pesquisa de doutorado, Adrieli Giaretta Biase (2015) emprega EDO para
modelar a produgdo de metano por meio da fermentagdo na digestdo de alimentos
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por ruminantes em sua pesquisa intitulada “Parametrizagao de sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias no crescimento de bovinos de corte e produgédo de gases”. A
analise é fundamentada em dados sintéticos e em experimentos in vitro buscando
identificar a abordagem de modelagem com maior qualidade. Para isso, s&o
exploradas trés equacgdes néo lineares distintas, tanto no enfoque frequentista quanto
no procedimento bayesiano. A figura 11 ilustra os procedimentos metodolégicos

utilizados.

Figura 10 - passos dos procedimentos metodoloégicos
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Fonte: BIASE, 2015.
As trés equacgdes ordinarias usadas na pesquisa sdo a equagao exponencial
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(56.3.11), logistica (5.3.12) e logistica bicompartimental (5.3.13), respectivamente

dy 5.3.11
E=92(91_J’), t=>0; ( )
dy  46,0,e%02(0:-0D+2 (5.3.12)
52(6492(93_1:)*_2-'_1)2, t203
ay 4‘64658495(93—t)+2 491926492(93—t)+2 (53_13)

E - (3495(93_t)+2 + 1)2 + (6492(93—t)+2 + 1)2’ t= 63

Ja no texto com titulo “Estudo da dispersdo de poluentes considerando a
reagdo quimica de primeira ordem”, Schuch et al. (2011) buscaram apresentar a
solucdo analitica da equagao Adveccao-Difusdao-Reacao transiente bidimensional,
aplicando a transformada de Laplace na variavel temporal, modificando um problema
transiente para um problema estacionario, resultando num sistema de EDO para
entdo, utilizar a técnica GILTT (generalized Integral Laplace Transform Technique)

para resolver de forma analitica a equacao.
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5.4 Area de estudo: Agua

Ja na area de pesquisas que utilizam EDO aplicadas a agua, temos 13
trabalhos selecionados.

O autor Battisti (2002) no trabalho com titulo de “Equagdes diferenciais
aplicadas a escoamento de fluidos” buscou modelar o fenbmeno da inundacgéo de
uma bacia hidrografica considerando a taxa de entrada e saida da agua na mesma.

Para que o leitor se atente aos parametros do modelo, revemos sobre a
drenagem através de um orificio.

Como explica ZILL e CULLEN (2001), no estudo da hidrodinamica, no
teorema de Torricelli, a velocidade do fluxo de agua através de um orificio localizado
no fundo de um recipiente de altura h equivale a velocidade de queda livre de uma
particula, como uma gota de agua, que desce da altura h. Ao igualar as energias
cinética e potencial, € possivel obter a expressao da velocidade do escoamento,
desde que a velocidade seja explicitada.

1o mgh (5.4.1)

2
v = \/257 (5.4.2)
Sendo
m — massa
v — velocidade (m/s)
h - altura
A altura h da agua em qualquer instante de um tanque que € drenado por meio

de um orificio na base, tem relagao entre a area do orificio 4, e a velocidade da agua

saindo do tanque v = \/ﬂ Com o produto de A, e v se obtém o volume de agua
que sai do orificio:
V(t) = —Ag/2gh (5.4.3)
Como o volume da agua no tanque esta diminuindo com o tempo, inclui-se o
sinal negativo.
Agora, no instante t o volume da agua pode ser escrito como o produto da
altura h no instante t e da area da superficie da agua 4, (Que nao tem relagdo com a
altura, em m?), logo V(t) = Ay h. Como a Equacgao (5.4.3) também expressa V(t),
igualando as equagdes, obtemos a equacéao diferencial para a altura da agua em
qualquer instante t.



68

Ayh = —Ag2gh (5.4.4)
—A
h = A_o o (5.4.5)

Battisti (2002) utiliza esse conhecimento aplicado no contexto de uma bacia
hidrografica. Ele teorizou que a taxa de precipitagao, ou seja, o volume de agua da
chuva que entra na bacia € equivalente ao volume de agua que atinge o gargalo da
bacia, analogo ao orificio da Equacéo (5.4.3)

A taxa de precipitagdo (vazado Q) é determinada multiplicando a area de

escoamento e a velocidade que o liquido passa no exutério da bacia.

Q= Ao(t)\/ZJTh (5.4.6)

Também é possivel encontrar a taxa de precipitacdo multiplicando a altura h

da agua e a area da superficie inundada (As), sendo que a altura h varia no tempo.

Expressando a As em fungéo da altura h da agua devido ao formato irregular da bacia,
ja que a area de superficie varia com a altura da agua, se obtém a equacao:

dh
V(©) = As(h).— (5.4.7)

Logo, fica claro que as equacgdes sao equivalentes ja que as duas expressam

0 volume:

dh
Ao(t)y2gh = As(h).— (5.4.8)

Devido as diferentes bacias hidrograficas e suas diversas caracteristicas,
adicionamos uma constante de escoamento k que deve ser determinada pela

proporgao do volume acumulado e o volume precipitado.

volume acumulado (5.4.9)

" volume precipitado

Logo, reescrevendo a Equacao (5.4.8)

dh
As(h).a =kAy(t)y2gh

Battisti (2002) utiliza os dados recolhidos da bacia hidrografica do rio Canoas

(5.4.10)

no ano de 1983 para analisar seu modelo, obtendo os valores das vazdes e altura no

periodo da enchente estudada.
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Figura 11 — Hidrograma da bacia estudada no periodo da enchente
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Fonte: BATTISTI (2002)
Dispondo do volume de precipitagao de 4793 Hm?® e o volume do escoamento

de 3328 Hm?, temos o volume acumulado de 1465 Hm?3. O autor demonstra o volume
acumulado como 1475 Hm?3, sendo possivel a diferenca aqui exarada por questao de
arredondamento, por isso, iremos seguir assumindo o volume acumulado conforme

mostra Battisti. Logo, o valor de k

1475 _ (5.4.11)
=793 =03
Isolando A, (t) na Equacéo (5.4.6) e atribuindo o valor de k
Q(®) 5.4.12
A() =——— ( )
0,3\/2gh

Junto com o Histograma mostrado na figura 11, é disposto de todas as
informagdes para resolver a Equagao (5.4.12), encontrando a area de escoamento
A,y (t) em funcéo do tempo. Apds obter os dados discretos da area de escoamento, o
autor utiliza o software origem40 para encontrar a expressao polinomial que descreve
0 comportamento de A,(t).

Ay(t) = —1,2413t* + 87,6846t3 — 2231,0720t% + 23926,2057t (5.4.13)
— 75925,5307
Lembrando que o objetivo principal do texto € encontrar uma expressao para

a area inundada As(h).
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Considerando um fluxo constante, ao integrar em fungéo da altura e tempo a

Equacéo (5.4.10) temos

As(h).% = kAy(t)/2gh (5.4.14)
As(h 5.4.15
f/(ﬁ)dh = kAo (t)\/2g dt ( )
Fazendo a integral
As(h) (5.4.16)
f T dh = f kAo (t)\[2g dt
24s(M)Vh = kAy(£)\/2g + C (5.4.17)
No momento inicial t = 0, temos h = h,
245(M)\hy = kA (0)\/2g + C (5.4.18)
24s(h)\/hg =C (5.4.19)
Substituindo o valor da constante em (5.4.17).
24s(M)Vh = kAg(£)\/2g + 24s(h)\/he (5.4.20)
24s(M)Vh — 24s(h)\[he = kAo ()29 (5.4.21)
Evidenciando As(h)
As(R)(2Vh — 2\[hy) = kAy(t)y/2g (5.4.22)
_ kAy(t)y2g (5.4.23)
As(h) = (Zﬁ—ZJh_())
kAO(t)\/@ (5.4.24)
As(h) = ———
" =

Obtendo nesse caso a solucgao particular.

Battisti (2002) evidencia duas hipoteses, a primeira com fluxo constante e a
segunda com fluxo variavel.

Para a primeira hipotese, se considerar que nao existe infiltragdo, ou seja,
acumulo de agua na bacia e as condicdes iniciais em que o fluxo permanece
constante, podemos afirmar que a quantidade de liquido que entra na bacia ¢é igual a
quantidade que sai, matematicamente expressa por

As(h) = Ay(t) (5.4.25)

Logo, a expressao fica

dh
AS(h)'E = kAo(t)\/m (5.4.26)
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dh
As(h).E = kAs(h)/2gh (5.4.27)
Simplificando As(h)
dh
= k\/m (5.4.28)
Separando os termos
dh (5.4.29)
—=k\/2gdt
i g
Fazendo a integral
jh‘°’5dh =k@jdt (5:4.30)
2Vh =kt /29 + C (5.4.31)
Fazendo t = 0 e h(0) = h, temos C = 2,/h,. Logo, na Equagao (5.4.31) temos
2vh = kt\[2g + 2\/h, (5.4.32)
Organizando
2(Vh = ko) = kt\[2g (5.4.33)
Essa igualdade pode ser explorada na expressao da solugao particular.
k2 (5.4.34)
As(h) = —F— 4,(0)
2(Vh = /ho)

Como a Equacdo (5.4.33) diz que 2(Vh—./hy)=kt\/2g, na solucdo
particular, a razado entre eles é igual a 1, basta multiplicar toda a equacgéo por t e
evidenciar As(h)

As(h) = Ay(t)/t (5.4.35)

Nesse momento Battisti apresenta a equacao primitiva de A,(t), sendo essa

a equacao polinomial

a(t) = —0,248t> + 21,921t* 743,691t + 11.963,103t2 (5.4.36)
— 75.925,531t
Pela Equagéo (5.4.36), temos
As(h) = 0,248t* + 21,9213 743,691t + 11.963,103t (5.4.37)
—75.925,531

Para entendimento, fazemos a area inundada do sexto e do vigésimo quarto
dia.
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Tabela 12 - Area inundada em fluxo constante

Dias Area inundada (m?)
Sextodiat =1 46.195,51
Vigésimo quartodiat =7 79.418,53

Fonte — adaptado de Battisti, (2002)
Para o escoamento variavel, a férmula encontrada para a area inundada se

da pela integral definida da Equacéo (5.4.10)

As(h). 5 = kao()2gh (5.4.38)
As(h 5.4.39
f/% ) dh = kA, (t)y/2g dt ( )

hy t1
as(h) | h0Sdh = kyZg f 44(0) (5.4.40)

ho to
ZAS(h)[\/ﬁ]Z; = k\/@[,qo(t)]iz (5.4.41)

Aplicando o intervalo e isolando As(h)

24s(W)[yhy — \hol = ky/2g[4o(ts) — A (t)] (5.4.42)

No momento inicial, a altura é zero hy, = 0
245(W)[hy] = kyJ2g[Ao(t1) — Ag(t0)] (5.4.43)
As(hy = F/20140(0) — Ao(to)] (5.4.44)

N

Essa expressao demonstra a area inundada no fluxo nao constante. Battisti

obtém A, (t,) =159.829,42 @ = 0,664 e com isso calcula a area inundada descrita

na tabela 12 para o periodo de cheia dado no Histograma da figura 11.

Tabela 13 - Area inundada em fluxo variavel

Dias Area inundada (km?)
9°diat=1 7.256x10?

12° diat =2 51.781x10?
15°diat =3 48,276x10%

18° diat =4 45.944x10?
21°diat =5 37.438x10?
24°diat =6 32.124x10?

Fonte: adaptado de BATTISTI (2002)
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Com base nos dados disponiveis sobre a area alagada, podemos realizar uma
previsao acerca das regides da bacia hidrografica serdo afetadas. Como mostrado
pela tabela 12, a area alagada atinge seu apice por volta do 12° dia e, em seguida,
comega a diminuir, retornando ao seu patamar normal apds o periodo critico de
enchentes.

A segunda pesquisa a ser aqui apresentada foi desenvolvida por Kavisky, Da
Cunha e Garcia no ano de 2007, publicado no XVII Simpdsio Brasileiro de Recursos
Hidricos, intitulado como “Propagacao De Cheias Em Reservatorios: o caso do Lago
Municipal de Cascavel — PR”. E importante ressaltar que, apesar de haver uma
possivel inconsisténcia no titulo, o texto em questéo trata sobre o escoamento nao
permanente em um reservatorio localizado na cidade de Cascavel — PR.

De acordo com o estudo, o reservatorio em questdo possui superficie
horizontal, o que resulta na variacao suave do efluente de entrada.

O trabalho compreende a Lei de conservacdo das massas, e descreve a
variagdo do volume como a diferenga entre o volume de entrada de afluentes e do
volume de saida, sendo a saida dependente do tempo e do volume da bacia.

av
= Vo = Va(t, V) (5.4.45)

A volume pode ser encontrado multiplicando a altura do perfil da dgua h com

a area de superficie S(y)

S(y)dh (5.4.46)
=V
dt
Logo, substituindo na Equacgéo (5.5.45)
S(y)dh (5.4.47)

T ety — Vs(t, V)

O autor usa o método iterativo de integracdo, regra do trapézio, o método
interativo de Newton-Rapshon e aproximag¢des numéricas para a solugido da sua
proposta de equagao que o auxilia a criar a variagédo do volume baseado no volume
de entrada e saida do reservatério. Um dos resultados do trabalho expresso em
grafico consiste em considerar o tempo de retorno de 10 anos e coeficiente de

escoamento C = 0,80
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Figura 12 — Propagacao de cheia em reservatério
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Fonte: KAVISKY, DA CUNHA e GARCIA (2007).

De acordo com a comparacgao entre a vazao do afluente e a vazao efluente
no reservatério, nota-se que a vazao do afluente se apresenta maior nos instantes
iniciais, o que implica no aumento do volume do reservatorio. Dado que o reservatorio
€ caracterizado por sua disposigao horizontal, a variacdo do volume ocorre de maneira
gradual, mesmo na presenga de um pico de entrada de volume.

Ja na dissertacdo de Mestrado de Moreira (2020) com titulo “Modelos
Matematicos e Educagao Ambiental: Um olhar sobre a Lagoa de Marica”, foi modelado
a despoluicdo do Lago de Marica por meio de dois métodos. No primeiro método,
Moreira (2020) propbée um modelo de despoluicdo de lagos que considera a
autodepuragao do ecossistema, em que a agua poluida é gradualmente substituida
por agua limpa através do fluxo natural do corpo da agua. Nesse modelo, a
sedimentacao e a degradacgao bioldgica dos residuos ndo sao consideradas, tratando
a despoluicédo de lagos como problema de diluigao.

As consideracdes da autora para o modelo sao

e As vazbes de entrada e saida sdo iguais, logo o volume da lagoa €
constante.
e A agua limpa que entra rapidamente se mistura com a agua com poluentes

de uma forma homogénea .



75

e A unica forma pela qual os poluentes deixam a lagoa € através do fluxo de
saida.

¢ A poluicdo provém de esgotos nao tratados envolta da lagoa.

Com essas consideragdes, percebemos que a quantidade de poluentes na
lagoa é igual a quantidade de poluentes que entra P, menos a quantidade de poluentes
que sai Py

P(t) = P,(t) — P(¢t) (5.4.48)

E um conhecimento amplamente difundido na area da quimica que a
concentracdo de uma substancia € obtida pela relagcdo entre a quantidade dessa
substancia e o volume em que ela esta dissolvida. Em outras palavras, a concentragao
de poluentes no lago € a medida da quantidade de poluentes presente pelo volume
do lago.

o) = ? (5.4.49)

Sendo importante ressaltar que a vazao de entrada e saida se mantém iguais,
portanto, o volume do lago se mantém constante, enquanto a concentragdo dos
poluentes varia ao longo do tempo

A quantidade de poluentes que sai da bacia € determinada pelo produto da
vazao e da concentracao de saida desse composto.

P(t) = Cs(t) X Q (5.4.50)

Como a concentragao de poluente que sai do lago em um instante t é igual a
concentracdo do poluente da bacia nesse mesmo instante, como consequéncia da
consideragao que a agua de entrada se mistura de forma homogénea e instantanea
no lago com o poluente, podemos substituir a Equacao (5.4.49) em (5.4.50) e
posteriormente expressando em (5.4.48)

P@) = RO - 52 x 45D

Considerando a poluic¢ao inicial P(0) = P,,, obtemos uma equacao diferencial
linear com problema de valor inicial PVI que descreve o modelo de despoluicdo de um
lado com volume constante.

Moreira (2020) desenvolve sua dissertagdo a partir da Equacgéo (5.4.51),
considerando dois cenarios distintos: o primeiro pressupde uma entrada constante de
poluentes, enquanto o segundo propde uma reducao na entrada desses compostos,

possivelmente decorrente de agdes de controle ambiental
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Para a entrada do poluente constante, em qualquer tempo a polui¢cao de
entrada sera igual poluicdo de entrada inicial P(t) = P,, logo a variagado da poluicéo
sera

dpP P(t)
qr feo Ty X Q
Para que nao tenha variagao da concentragao de poluente no lago, a variagao

(5.4.52)

dapP .
do mesmo deve ser zero == 0, ou seja

0=P,— @ 0 (5.4.53)
P 5.4.54

Peo = g xQ ( )
P(t) = PerV (5.4.55)

Esse seria o ponto de equilibrio da concentragao de poluentes do lago.

Com a Equacgao (5.4.55) podemos deduzir tais informagdes

P(t ~ . ~ ap . ~
Se P,y > % X @, entao a variagao pi 0, ou seja, cresce em relagédo ao

tempo.

P(t)

~ . ~ dp . ~
Se P,y < - X Q, entao a variagao o < 0, ou seja, decresce em relagao ao

tempo.

Figura 13 — Poluentes por meio da constante disposicao de detritos

P(t)

Quantidade de poluentes (mg/l)

I(dias)
Fonte: MOREIRA (2020)



77

Agora, para a concentragao de entrada de poluente de forma decrescente, a
Equacéo (5.4.52) pode ser escrita
dP P(t) (5.4.56)

— 4 — % —

Como visto na revisao sistematica, usamos o fator integragcéo para resolver a

. - Q Qt
equacéo, sendo o fator integragdo como Wt = v

Fazendo o processo descrito na utilizagdo do fator integragcdo, obtemos a
solucao geral

Qt
P(t) = %Peo +ce VvV (5.4.57)

Para a quantidade de poluente inicial P(0) = P,

Q%0
PO) = Pyt ce™V =, (5.4.58)

p, = QPQO +e (5.4.59)
V
Q 5.4.60
Cc = PO - ?Peo ( )
Substituindo o valor da constante em (5.4.57)
Q Q _Qt 5.4.61
P(O) = 5 Peo + (Py = 3 Peo)e ™V 45D

Se consideramos que cesse totalmente a entrada de poluente no lago P,, =
0, a Equacao (5.4.61) fica

PO = Pre s (5.4.62)

Com isso, Moreira (2020) demonstra o comportamento do poluente no lago

quando € interrompido a entrada de poluente para algumas condi¢des iniciais.
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Figura 14 — quantidade de poluentes quando encerrado a entrada

P(t)

Quantidade de poluentes {mg/l)

t{dias)
Fonte: MOREIRA (2020).

O interessante da Equacgao (5.4.62), € que se variarmos a vazao na mesma
condicado inicial, a concentracdo de poluentes varia mais rapido ou mais lento para
zero. Verifica-se que, quanto maior a vazao mais rapida a quantidade de poluentes
tende a zero, o oposto também é valido, quanto menor a vazao, mais lento os
poluentes deixam o lago.

Agora, se a quantidade de poluentes que entram no lago for diminuindo com
o tempo, ele ndo encerra abruptamente, mas sim vai reduzindo a entrada com o
passar do tempo, Moreira segue a explicagdo mostrando que a quantidade de
poluentes que entram no lago como P(t) = Pye~?¢, logo a Equagéo (5.4.57) fica

dpP N P(t)Q (5.4.63)
dt 7
Com a equagao expressa acima, Moreira (2010) expressa a concentragao de

Poe—bt

poluente no lago considerando que a entrada do mesmo esta decrescendo.
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Figura 15 — quantidade de poluentes quando entrada de poluentes é decrescente

P) |

Quantidade de Poluentes (mg/l)
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Fonte: MOREIRA (2020).

A Equacéo (5.4.63) € uma EDO linear que pode ser resolvida por meio do
fator integragdo. Apds aplicagdo do método de solugdo, tem-se a equagéo para a
concentracao de poluente

Seb=0Q/V,setem

P(t) = Py — P,(t)e %t (5.4.64)
Para b + Q/V, se tem

P(t) = Peg (#)e_bt + [Po — Peo (ﬁ)]e

O segundo método para a despolui¢cao do lago utilizado por Moreira (2020) foi

bt (5.4.65)

o modelo de Streeter-Phelps que €& composto por duas equacgdes diferenciais
ordinarias que descrevem a evolugdo temporal de oxigénio dissolvido (OD) e da
demanda bioquimica de oxigénio (DBO).

A DBO ¢ a quantidade de oxigénio consumido pelos microrganismos, sendo
essa decomposicdo da matéria organica simplificada sem levar em consideragao a
variagao da temperatura, Ph e ademais fatores que possam intervir na decomposig¢ao
da matéria, sendo representada como uma equacao de primeira ordem. Percebe-se
que ao diminuir a quantidade de matéria organica também se diminui a taxa de
consumo (TREVISAN, 2011).
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A taxa de consumo (desoxigenagao) € modelada pela equagao linear de
primeira ordem

dL (5.4.66)
E - le

Sendo
dL
e taxa DBO remanescente

k- constante de desoxigenagao

L — DBO remanescente

Tendo L(0) = Ly, A Equacao (5.4.66) representa uma equacgao de variavel
separavel com um problema de valor inicial, que resolvendo pelos métodos ja
expostos, tem-se a quantidade de oxigénio consumida pelas bactérias.

L(t) = Lye ™1t (5.4.67)

Obviamente, conforme o tempo aumenta o oxigénio dissolvido tende a zero.

O fendbmeno de Reoxigénacao que trata da transi¢cao do ar da atmosfera para
a agua, também ocorre e € expressa pelo mesmo principio

dL(t)

5.4.68
—— = —lD(®) ( )

dL(t)

taxa de variagdo da quantidade de oxigénio dissolvido

k — constante de reoxigénagéao

D(t)- déficit de oxigénio dissolvido.

Para determinar o déficit de oxigénio dissolvido, fazemos a diferenca entre a
concentracdo de saturagdo do oxigénio dissolvido e a concentracdo de oxigénio
dissolvido no instante t.

D(t) =Cs—C(t) (5.4.69)

C,- concentragao de saturagcido de oxigénio

C(t)- concentracao de oxigénio no instante t.

Percebemos que quanto menos a concentragdo de oxigénio num dado
momento, maior sera o valor do déficit de oxigénio.

Como demonstra ANDRADE (2010), a variagdo do déficit de oxigénio é
causada pela interacao entre a entrada e saida de oxigénio, ou seja, pela interagao
dos fendmenos da desoxigenagao e reoxigenagdo. Como se trata do déficit de

oxigénio, a saida do mesmo ¢é positiva e a entrada negativa.
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dD 5.4.70
d_t = le - kzD ( )
Resgatando a equacéo (5.4.67), organizando a expressao
dD
kD = ky Lokt (5.4.71)

Resultando numa equacgao linear ndo homogénea de primeira ordem.

Como visto no método de solugédo na segao (3.3.4) podemos usar o fator

integrante para resolve-la, sendo o FI = el k2dt = gkat,

dD
dD
dt
Integrando ambos os lados
Sendo k; # k, e fazendo a substituicdo w = k, — k;
okatp — k1LofeWt (5.4.76)
wt
kot — kiLoe iy (5.4.77)
w
Retornando a substituicido de w
k,Loeka—kot (5.4.78)
thD — 1+~0
e —kz — k1 +c
No tempo inicial t = 0 temos a condigao inicial D(0) = D,
ke, Loe*2—k10 (5.4.79)
e o —kz K, +c
kiL 4.
0=7 1 (;c +e (5.4.80)
2
Isolando a constante ¢
kiL
D, — ibo _ . (5.4.81)
ky = ky
Substituindo a expresséo de c na Equacéo (5.4.78)
kyLoe(e—kot kiL (5.4.82)
katp 170 D. — 170
e DO == T

Agora, basta isolar D e obter a expresséo de déficit de oxigénio
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kyLoeka—kot kilo \ .. (5.4.83)
D(t) = <—k2 s + D, _—k2 s e

Agora, se k; = k, na Equacéo (5.4.76), temos

ek2tD = kL, f et = leOf 1 (5:4.84)
ek2tD = kLot + ¢ (5.4.85)
Aplicando a condigao inicial t = 0, D(0) = D,
ek20D) =k L,.0+ ¢ (5.4.86)
Logo
Dy=c (5.4.87)
Portando, para encontrar o déficit de oxigénio dissolvido no caso de k; = k,
D(t) = (kyLot + Dy)e ¥zt (5.4.88)

Se resgatarmos a Equagéo (5.4.69), percebemos que é demonstrado a
concentracédo de oxigénio dissolvido em qualquer tempo

Considerando k; =k,

C(t) = Cs — (kyLot + Dy)e k2t (5.4.89)
E para k; # k,
kyLoekzkt kLo . (5.4.90)
= —_— ——— J— - zt
C(t) = Cs < Pa— + Dy P L

O texto “Avaliacdo da influéncia do coeficiente de desoxigenacdo na
autodepuragao de um corpo hidrico” feito pelos autores Ricciardone, Torres e Pereira
(2014) também utiliza o modelo Streter-Phelps, conforme demonstrado no trabalho de
Moreira (2020), aplicando a equacgao (5.4.90).

O objetivo do texto € avaliar a capacidade de autodepuragcdo do Rio das
Mortes situados no Municipio de Vassouras no Rio de Janeiro, isso por meio do
coeficiente de desoxigenagao obtido experimentalmente para melhor utilizar o modelo
de Street-Phelps para avaliar as concentracdes de oxigénio dissolvido ao longo do
tempo.

Os autores selecionaram trés pontos para avaliar o comportamento do
processo de autodepuracao. O primeiro ponto representa a area de maior despejo de
matéria organica sendo localizado no inicio do corrego estudado. O segundo ponto
representa o meio do percurso, ja o terceiro ponto expressa o local de desague do Rio

estudado. Sendo a distancia do ponto 1 ou ponto 3 igual a sete quildmetros.
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O objetivo da pesquisa de Simdes, Porto e Schulz (2015), com titulo de
“Cdédigo para o dimensionamento de bacias de detengdo com o método numérico de
Runge e Kutta de 42 ordem” é apresentar um cddigo para a resolugédo numeérica de
uma Equacdo Diferencial Ordinaria que modela o transito da onda de cheia em
reservatorios. O texto discute a utilizagcdo do método numérico de Rung-Kutta de 4°
ordem para obter a solugao da referida EDO e a inclusao de interpolagdes como parte
do esquema numeérico para resolver problemas com curvas irregulares para a relagéo
cota-volume e para o hidrograma afluente. O texto também apresenta um exemplo
aplicado a cidade de Sao Carlos — SP.

A equacao utilizada no texto é a equacao de conservacdo de massa em
volume de controle deformavel, que € escrita como

av_ (5.4.91)
E - Qe Qs

Sendo
av . ~ . -
—; — variagao do volume de agua no reservatorio

Q. — vazao de entrada de agua

Qs — vazéao de saida de agua

A equacéao apesar de ser uma EDO de primeira ordem, ndo possui solugao
analitica definida, portanto, segue por integral numérica. Percebemos pelo trabalho
de Simé&o, Porto e Schulz, que em alguns casos na modelagem ambiental
relacionando as EDO nao terdo solugdes analiticas, sendo necessario complemento
de métodos numéricos para se obter as solugdes.

Os mesmos autores Simdes, Schulz e Porto em conjunto com o quarto autor
Neto (2011) desenvolveram o trabalho intitulado “Simulacdo numérica de ondas
hiperbdlicas continuas e descontinuas em hidraulica”, que buscava discutir o
desenvolvimento de cédigos gratuitos para resolver as equagdes de Saint-Venant e a
equacao de conservacao de massa para o fluxo em reservatérios usando métodos
numeéricos. As equacdes de Saint-Venant sdo utilizadas para modelar o fluxo em
canais abertos. O texto utiliza equacgdes diferenciais parciais (EDP) hiperbdlicas para
resolver os problemas hidraulicos apresentados. Entretanto, o texto menciona a
resolucao de uma equacao diferencial ordinaria, a qual nos interessa, sendo resolvida
usando o método explicito de Runge-Kutta de quinta ordem de Butcher.

A EDO utilizada é a equacido de conservacdao de massa para fluxo em

reservatorios, sendo apresentada como uma variagao da Equacéao (5.4.91)
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dh (5.4.92)
E - (Qe Qs)A

dh . ~ , .
—; — variagao da altura do reservatorio

Q. — vazao de entrada de agua

Qs — vazéo de saida de agua

A- area da secéo transversal do reservatorio

Essa equacao é resolvida usando o método explicito de Runge-Kutta de

quinta ordem de Butcher, ou seja, por um método numérico.

O objetivo do texto de OMOTO et al. (2009) com titulo de “Modelagem
matematica e analise da hidratag&o de graos de ervilha” € apresentar um estudo sobre
a hidratacao de graos de ervilha, com o desenvolvimento de um modelo matematico
para estimar a concentracdo de agua na ervilha em diferentes condi¢gdes de
temperatura e tempo de hidratagdo. O modelo utilizado é o modelo generalizado, que
utiliza correlagao do coeficiente de transferéncia de massa por convecgao em funcao
da temperatura e um valor médio para a densidade dos gréaos de ervilha. A EDO é
usada para representar a variagdo da massa de agua no grao com o tempo durante o
processo de hidratagdo. O texto ndo apresenta uma modelagem da secagem, mas
sim da hidratacéo dos graos de ervilha.

Os autores partem de um balango de massa em regime transiente e da
consideragao que a concentracao de agua na ervilha é uniforme, desenvolvem a EDO
de primeira ordem da forma

dM, (5.4.93)
- Fn,A

a

M . ~ , .
— — variagao da massa de agua na ervilha

E,, — fluxo massico de agua

A — Area externa do gréo

A massa de agua na ervilha pode ser relacionada pelo produto entre a
densidade (p) e o volume (V), Ma = pV

Podendo a Equacgao (5.4.93) ser expressa por

dpV (5.4.94)
P F, A

O fluxo massico F,, € tratado pelos autores como o produto do coeficiente de

transferéncia de massa por convecgao (K;) pela diferenga entre a concentracéo de
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equilibrio de agua no gréo (p.) e a concentragdo de agua no grao em um instante t
(p¢), logo podemos expressar o fluxo massico como F,, = ks(p. — p:)-
Fazendo a substituicdo do F,, na Equacgao (5.4.94) e considerando o volume

constante e a geometria esférica da ervilha, temos

d(p) 4 5.4.95
?57"3 = ks(pe — pe)4mr? ( )
Simplificando
d(p)  3ks (5.4.96)
- (Pe — Pt)

Essa expressao é a desenvolvida pelos autores para analisar a hidratacéo da
ervilha com base na variagdo da densidade de agua no grdo. A equacgéo é resolvida
numericamente utilizando a rotina “ode45” do MATLAB.

Os autores Portela e Hipdlito (1999) no trabalho “Modelo do escoamento
superficial em malhas triangulares irregulares. Resolugdo numérica pelo método
explicito de Euler e por um método implicito” buscaram introduzir um modelo
matematico que simula o escoamento superficial em bacias hidrograficas irregulares,
buscando abordar os métodos numeéricos para solucionar o sistema de equacgbes
diferenciais ordinarias presentes no modelo e apresentar os resultados da aplicacao
do modelo em duas bacias hidrograficas em Portugal. Além disso, sdo discutidas a
estabilidade e convergéncia dos métodos numéricos as leis de resisténcia de Manning
Strickler e Chézy, e a condicdo de Courant para a modelagem numérica do
escoamento superficial.

No trabalho de Garcia et al. (2009) “Definigdo do coeficiente de difusdo para
propagacédo de poluentes em aguas rasas empregando um modelo baseado em
solucdes exatas para a equacao de Korteweg-de Vries” o objetivo era obter uma
solugao analitica para a equagao de Korteweq-de-Vries (KdV) a fim de avaliar o
coeficiente de difusdo baseado na agao de ondas de gravidade em corpos hidricos. A
contribuicdo deste estudo é fornecer uma solucdo analitica para a equacido KdV,
permitindo uma estimativa mais precisa da amplitude, frequéncia e numero de onda
das vagas produzidas pela acdo do vento e da gravidade na superficie de corpos
hidricos de baixa profundidade em relagao distancia entre margens. Isso pode ser util
na redugcédo do tempo de processamento necessario para simular a propagacao de

poluentes em problemas tridimensionais, através de métodos numéricos.
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A equacao KdV é uma equacao diferencial parcial que descreve a propagagao
de ondas em corpos hidricos rasos. Para obter uma solugao analitica para a equagao
Kdv, o texto propde uma transformada que permite converter a EDP em uma EDO de
terceira ordem. Essa transformacgao € realizada por meio da substituicdo de uma
funcdo de onda complexa na equagao KdV, que resulta em uma EDO de terceira
ordem que representa a amplitude da onda. A solugao € obtida por meio de integracéo,
0 que permite obter uma solugao analitica para a equacao KdV em termos de fungdes
racionais.

A equacéao Kdv é dada por

fe +6ffit frxx =0 (5.4.97)

Ao substituir as variaveis por u = at + bx + ¢ = 0 e redefinir as derivadas pela

regra da cadeia, obtém-se a EDO

+ b3 a? f + 6bf (5498)
Integrando
af =, d3f (5.4.99)
a| Lav [+ j FL
d*f 6bf? (5.4.100)
3_ L =
af +b Tu? + > +c=0
Simplificando
d? 5.4.101
af+b3d];+3bf2 c=0 ( )

Dividindo toda a expresséo por b3 e reagrupando as constantes em termos de

d? 5 (5.4.102)
W-l-clf +sz+63=0
Para encontrar uma solugéo exata, a Equacéao (5.4.102) precisa sofrer uma

redugéo de ordem. Para tal, € multiplicado todas as parcelas da equagao por %, e

integrando novamente em relagdo a u, essa equacao sofre nova redugédo de ordem
e fica da forma
df\*> 2 (5.4.103)

(E) +§le3+62f2+263f+64=0

A solucao dessa equacao admite expressar em termos racionais. Os autores
chegam na expressado em termos de fungdes racionais para a solugdo da equagao
KdV
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a N 2b? (5.4.104)
6b (¢ + bx + ac)?

Conforme os mesmos autores desse trabalho (exceto POFFAL) explicam no

f(x’t) = -

livro Fendmenos de Transporte (2016, p. 104)

Essa solucdo constitui um caso tipico de soliton, ou onda solitaria, fungao
que representa um padrao local que se desloca com velocidade constante,
frequentemente associado a particulas em movimento. Diversas equagdes
diferenciais nao lineares costumam admitir solugdes do tipo soliton. Nesse
caso particular, essa solugao, que tem o formato aproximado de um pico
gaussiano, serd utilizada para estimar a quantidade de 4gua deslocada pela
formacgao das vagas entre um elemento de volume e suas vizinhangas.
Desse modo, podem-se obter valores médios ou locais para o respectivo

coeficiente de difuséo.

Na pesquisa com titulo “Modelo cinético versatil de oxidagdo baseado em
dados de DWO e COT: aplicagao a degradacao de fenol pelo processo de Fenton” de
Vieira e Wenzel (2018), sdo utilizadas as equacgdes diferenciais ordinarias para
modelar as velocidades liquidas de reacdo das espécies envolvidas na oxidagao de
compostos organicos em efluentes utilizando o processo de Fenton. A solugao do
problema consiste na solugao de um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias, que
por fim, foi solucionada por método numérico.

Os autores buscaram determinar a quantidade inicial de matéria organica, e
para tal, buscam uma relagdo entre a Demanda Quimica de Oxigénio (DQO), que
representa a quantidade de oxigénio necessaria para oxidagdo da matéria organica
oxidavel pelo método analitico, e o Carbono Orgénico Total (COT), que representa a
quantidade de oxigénio necessaria para a oxidacao de todo o carbono orgéanico. O
texto apresenta equacdes que permitem relacionar a DQO e o COT com as variaveis
de reacao e de oxidacao envolvidas no processo de Fenton.

Para um reator de mistura perfeita operando em batelada, um balanco
material fornece a relagao para uma espécie j qualquer. A variacdo da concentragao
em fungao do tempo é igual a velocidade liquida de reacéo.

% . (5.4.105)
de
Sendo

C; — concentragdo do composto j no sistema
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r; — velocidade liquida de reagdo do composto j

Na tabela 13 estdo as velocidades de reagao das substancias descrita pelos

autores
Tabela 13 — velocidade liquida de reagao

i Espécie Velocidade liquida de reacdo
Fe2+ Ferro Il Tpe2t = Tpga+y + Tpg2t s +Trpz+ g T2ty
H:Os Perdxido "Ha0, = TH20.1 T TH2023 1 THp005
Fe3+ Ferro Il Tpea+ =Tpga+y T Tpaty T T a4 g + g a4,
OH Radical hidroxila Yog = Tow1 + Tow2 +Youws +Touws + Tow.7 + Tou s
HO: Radical hidroperoxila THo,” = TH,02 T TH,004 T TH,05
MO Matéria organica Tmo = ™Mo,6
co Carbono orgénico Toc = Tcos T Toc7
REC Carbono recalcitrante Trec = Trec.7 t TreEcs

Fonte — Vieira e Wenzel 2018
Os autores em posse das velocidades de reacdo conforme tabela 13,

combinaram a Equagao (5.4.105) com os dados da tabela. Essa combinagao resulta

em um

sistema de equacgdes diferenciais ordinarias que foi solucionado com um

algoritmo de passos multiplos para sistemas rigidos (stiff) baseado na diferenciagao

numeérica.

Os autores consideram que quando as velocidades de consumo de COT e

DQO sao iguais, tem-se um ponto onde ha o consumo da mesma parcela de carbono

organico, sendo esse o ponto onde as diferengas da concentracéo pelo tempo sao

iguais (considerando um reator em batelada)

matéria

dCpoo _ dCcor (5.4.106)
dat  dt
Sendo
dc{;% — concentragéo de DQO
dCcort

e concentracdo de COT

Esse ponto esta em equilibrio Cpop=c,:

Foi utilizado a Equacao (5.4.106) para encontrar a concentragao inicial de
organica

Cimoo = Ccore + (Cpgoo — Cpgoe) (5.4.107)
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Em posse da concentragao inicial em conjunto com a equacéao (5.4.105) e os
dados das velocidades liquidas da tabela 13, é organizado um sistema de equacodes
que é resolvida por método numérico embasado em um algoritmo de passos multiplos
para sistemas rigidos (stiff) baseado em diferenciagdo numérica., sendo o sistema de
EDO classificado como rigido devido ao fato de que algumas variaveis apresentam
mudancgas rapidas, enquanto outras tém variacbes mais lentas, além de possuirem
ordens de grandeza distintas.

Ja Ariany Dias (2022) em sua pesquisa de conclusdo de curso intitulada
“‘Modelagem e simulacdo computacional da poluicdo do lado agua preta”, buscou
apresentar um modelo matematico para o comportamento dos poluentes em lagos
com foco na poluicdo causada pelo fosforo no lago Agua Preta em Belém do Para. O
texto utiliza uma equacéo diferencial ordinaria linear de primeira ordem para modelar
a poluicdo e apresentar uma estratégia de solugdo analitico-numérica da EDO
modelo, com o auxilio do software Wxmaxima.

Para o desenvolvimento do modelo, Dias faz algumas consideragdes

equivalentes as de Bassanezi e Ferreira (1988) descrito em (3.5.1).

e Desconsiderado a sedimentag&o ou degradagao biolégica dos matérias;

¢ Volume do lago constante, ou seja, a vazao de entrada e saida sao iguais,
aléem de que a agua que evapora equivale a agua de precipitagao;

e Quando a agua entra no reservatério ela se mistura de forma instantéanea
e homogénea;

¢ Os poluentes sao retirados da bacia apenas pelo fluxo de saida;

e A fonte de poluicdo esta localizada as margens do canal que alimenta o

reservatorio.

Com essas consideragdes, o modelo toma forma. Supondo que nao tenha
entrada de poluente, a variagdo da quantidade de poluigdo diminui ao longo do tempo
devido a diluigdo causada pela vazdo de entrada e saida de agua. A variagao do

poluente no lago (Z—i) tem relagdo com a quantidade de poluente inicial no lago (P,) e

a vazao (Q, entrada e saida iguais), fazendo a divisdo pelo volume (V, constante) para
encontrar a concentragao do poluente.

dP QP (5.4.108)
dt ~ VvV
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Agora, se considerar que o poluente continua a entrar no reservatorio,
adicionamos o termo que representa a entrada desse poluente no lago em fungao do
tempo (P;(t)) na equacéao (5.4.108)

P QP (5.4.100)
- b=

Sendo uma equacéo diferencial de primeira ordem resolvida pela autora de
maneira analitica e numérica de forma conjunta utilizando o software Wxmaxima.

Nepomuceno (2018) em sua tese de doutorado “Modelo para simulagao de
nitrogénio e fésforo em sistemas de recursos hidricos, aplicacbes em regido do alto
curso do rio Piranhas-PB”, discute a modelagem matematica de sistemas aquaticos
como reservatérios e rios, para entender e gerenciar a qualidade da agua, com
enfoque na simulacao de nitrogénio e fosforo em recursos hidricos. O autor parte da
modelagem de nitrogénio e fosforo nas areas agricolas, considerando os principais fluxos
de entrada e saida desses macronutrientes no solo para entdo definir os sistemas de
equacdes diferenciais ordinarias que possam representar a dindmica comportamental de
nitrogénio e fésforo nos corpos hidricos, ou seja, rios e reservatorios.

O balanco de massa dos nutrientes foi realizado a nivel mensal, sendo que o

autor se baseou na equacéao de Tucci (2008)

deVrt ot (5.4.110)
Z CerXre + z Cere XV XKer, +z
- (2 Cc.tXQ’r.t + Z Cc.r.tXVr.tXK,c.r.t>
c=1 c=1

Sendo

C.,- concentracédo do constituinte ¢ no reservatorio r e no més t;

V, .- volume do reservatdorio r no més t;

Q,.- vazéo que proporciona entrada de um constituinte ¢ ao reservatorio r no
més t;

C. .- concentragao do constituinte ¢ na vazao afluente ao reservatério r
durante o més t;

K., .- coeficiente que representa a entrada de um constituinte ¢ na massa
liquida do reservatorio r por meio de uma reacéo de conversio no més t;

S.r¢- coeficiente relacionado a entrada de um constituinte ¢ na massa liquida
do reservatorio r por meio da liberagdo do sedimento de fundo no més t;

- profundidade do reservatorio r no més t;
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Q',. - vazao defluente do reservatoério r no més t;

K'.,: - coeficiente que representa a saida de um constituinte ¢ da massa
liquida do reservatério r em um més t por meio de conversio, sedimentacao ou outras
formas;

A determinacdo da concentracdo de um determinado constituinte em funcao
do tempo t envolve resolver a equacao diferencial ordinaria (5.4.110). No caso dos
nutrientes nitrogénio e fosforo, tem-se a quantificagdo por meio da solugdo de um
sistema de EDO onde cada equacéao vai representar uma das formas do nutriente em
questao. Devido a dificuldade de encontrar a solugao, o sistema de EDO né&o linear é
resolvido pelo método numérico de Runge-Kutta de 4° ordem utilizando o Matlab.

Os autores Gongalves, Sardinha e Boesso (2011) no artigo “Modelo numérico
para a simulagdo da qualidade da agua no trecho urbano do Rio Jau, municipio de
Jau (SP)” buscaram avaliar e simular a qualidade da agua durante as estagdes
chuvosa e seca baseado na concentragdao de condutividade, oxigénio dissolvido,
cloreto, aménia, nitrato e demanda bioquimica de oxigénio nas aguas do trecho
urbano do rio Jau. O texto aplica o principio da conservacao de massa para as
variaveis a serem estudadas. Para a aplicacdo da conservacido de massa para

oxigénio dissolvido, temos a expressao modelado pela equagao

ac
VAC,p = [UAC,p — (UACOD +UA aZD Ax) (5.4.111)
+ K, (Cs — Cop)V — K1V Cppo

— Ry, Knn, Cyu, VAL
Os autores na primeira parte da equagéo expressaram da forma VAA,, sendo
um possivel erro de digitacdo, pois a intengcdo € representar a concentracdo de
oxigénio dissolvido pelo volume VAC,p.

Organizando a equagéao (5.4.111)

C 5.4.112
VAC,p = UACyp — UAC,p — UA azD Ax ( )
+ K,V (Cs — Cop) — K1V Cppo

- RNH3 KNH3 CNH3V
Sendo UAC,, — UAC,p, = 0 e considerando AxA =V, ao dividir a equacgao

(5.4.112) por V e por At, temos
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VAC,p ACopV K,V KiVCppo (5.4.113)
=—U +—=—(C. - Cpp) — ——==2
VAt oxV % (s = Cop) v
_ RNH3 KNH3 CNH3V
%

Simplificando

AC ac 54114
A(t)D =-v aiD + K,(Cs — Cop)—KiCpzo ( :

— Ry, Knw, Oy

Quando o tempo tende a zero t — 0, temos a equagao em diferencial

dC, aC, 5.4.115
= ~U— =+ K;(C; — Cop)=KiCpso — Rusy K, Cu ( )
. dCop - - .
Para o regime permanente, o termo —>** ¢ igual a zero, com isso temos
9Cop (5.4.116)
U = K;(Cs — Cop)—K1Cppo — Ryu, Knu, Cna,
0x
Sendo

Cop — concentracédo de oxigénio dissolvido

Ax — comprimento do volume de controle

At — intervalo de tempo

U — velocidade média do escoamento

V — volume

K1, K, e Kyy, — coeficientes cinéticos que quantificam a velocidade de reagéo
Ryu, — coeficiente estequiométrico de converséo de nitrogénio em oxigénio
C, — concentragao de saturagao de oxigénio dissolvido no corpo d’agua

Cppo — concentragdo de DBO

Cyu, — concentragao de amonia

A Equacédo (5.4.116) é resolvida numericamente pelo método de Euler,

obtendo assim a equacgao geral

Cpy1 = Cp + (taxa de reagdo X Ax (5.4.117)
Sendo
C,+1 — concentragdo em uma posi¢ao qualquer
C,, — concentragcado na posi¢ao anterior
taxa de reacio — declividade da reta usada para encontrar o proximo ponto

Que por fim expressa a Equacéao (5.4.117) como
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K,(Cs — Cop)—K,C — Ryy.Kyy.C 5.4.118
CODn+1 _ CODn+( 2(Cs on)—Kq 1()}90 NH3 8NH; NH3)AX ( )

Os autores também encontram equagbes para a condutividade, cloreto,

nitrato, amoénia e demanda bioquimica de oxigénio baseado no balango de massa.

5.5Area de estudo: Outro

Na area de estudo descrito como “Outro”, esta o trabalho de Martins et al.
(2021) com titulo de “Analise matematica do modelo de interagéo entre a broca da
cana-de-agucar (Diatraea Saccharalis) e o seu parasitoide Trichohramma Galloi’. O
trabalho demonstra o estudo sobre 0 combate da praga da cana de agucar por meio
do controle biolégico sem o uso de defensivos agricolas, inserindo seus inimigos
naturais para conter as pragas, o que reduz o consumo de defensivos agricolas

Sintetizando as informacdes, a fémea do parasitoide Trichohramma Galloi
localiza os ovos da broca da cana de agucar e insere seus ovos. Com isso, a broca
cessa seu desenvolvimento, fazendo assim, o controle da mesma.

A modelagem matematica € baseada no modelo Predador-Presa para
predizer a interagao entre as espécies. O artigo considera a broca da cana de agucar

no estagio de ovo e larval em competicdo com seu parasitoide.
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6.CONCLUSOES

Com base na analise do uso das EDO em sistemas ambientais, podemos
constatar que essa ferramenta matematica é amplamente utilizada na modelagem
ambiental e sua utilizagdo € mais comum em estudos relacionados a agua, conforme
a investigagao feita neste trabalho apontou. Mais da metade das EDO encontradas
nesta pesquisa foram resolvidas numericamente, o que destaca a importancia de
estudar tanto as solugdes analiticas quanto as numéricas para a compreensao desses
modelos, sendo o Método de Runge-Kutta de 4° ordem o modelo numérico mais
usado junto com o Método de Euler.

Dentre os modelos analisados, o modelo Presa-Predador desenvolvido por
Lotka-Volterra apareceu em estudos de areas diferentes, mostrando ser promissor na
aplicacdo em sistemas ambientais O modelo de Street-Phelps também mostrou
grande utilidade para o estudo da qualidade da agua. Ademais, nas solugdes
analiticas o método de separar as variaveis e a utilizagdo do fator integrante
contribuiram fortemente para a obtencao das solugoes.

Como trabalhos futuros, sugere-se além da utilizacdo do modelo de
crescimento e decrescimento baseado no modelo de Malthus, que seja utilizado com
mais frequéncia o modelo da Equacdo Logistica, ja que a mesma fornece uma
precisdo maior para situagdes de grandes populagdes. Além disso, o modelo
Predador-Presa, originalmente desenvolvido para predizer a interagdo entre duas
espécies teve sua aplicagao em dois enfoques interessantes, sendo a interacao entre
arvores e o gas carbono, e na competicdo entre os niveis da agua em diferentes
camadas para determinar a umidade do solo, portanto, entende-se um potencial de

aplicacao do modelo em diferentes contextos de sua criagao.
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