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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma formulagdo baseada no Método dos
Elementos Finitos e um cédigo computacional em linguagem Python para a analise
elastica-linear de vigas de Euler-Bernoulli de altura variavel, sob diferentes condi¢des
de carregamentos e vinculagdes. A discretizacdo estrutural é feita utilizando
elementos finitos com dois nés, cada um com dois graus de liberdade: deslocamento
vertical e giro nodal. Para a aproximagao dos deslocamentos ao longo do elemento
utiliza-se uma funcédo polinomial de terceiro grau. A fim de validar o cdédigo
computacional desenvolvido, ao final do trabalho sdo apresentados exemplos
numeéricos de alguns elementos estruturais, sendo os resultados comparados com 0s
fornecidos por outros autores e por outros softwares. Os resultados indicam que a
formulacdo apresentada e o software desenvolvido fornecem solugdes precisas e
confiaveis para o problema em questao.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos; analise elastica; vigas; Python.



ABSTRACT

This work aims to present a finite element formulation and a computational code in
Python language for elastic-linear analysis of Euler-Bernoulli beams of variable height
under different loading and supports conditions. Structural discretization is done using
finite elements with two nodes, each one with two degrees of freedom: vertical
displacement and nodal rotation. To aproximate the displacements along the element,
a polynomial function of third degree is used. To validate the computational code
developed, at the end of the work, numerical examples of some structural elements
are presented, and the results are compared with those provided by other authors and
other softwares. The results shows that the presented formulation and the developed
software provide accurate and reliable solutions for the problem in question.

Keywords: Finite Element Method; elastic analysis; beams; Python.
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1 INTRODUGAO

A engenharia civil € a ciéncia que transforma e adapta a natureza, a fim de
otimizar a qualidade de vida das pessoas, se utilizando de ferramentas como a fisica,
quimica e matematica, além de economia e gestdo de pessoas. Um dos ramos da
engenharia civil € a engenharia estrutural, que por meio de analises estaticas e
dindmicas se dedica primariamente a analise e dimensionamento de estruturas,
equilibrando economia com eficiéncia e segurancga.

Dentre os elementos que compdem os sistemas estruturais, pode-se citar as
vigas, elementos estruturais sujeitos a carregamentos transversais, comumente
utilizados para receber esforgos resultantes de lajes, podendo ser composta de
concreto, aco ou madeira.

Uma das medidas a serem estudadas nas vigas s&o os momentos de inércia,
que medem a distribuicdo da massa de um corpo em torno de seu eixo de rotagao,
sendo inteiramente relacionadas a area da sec¢ao e sua geometria, e a variagao da
secdo, que causa uma variagdo no momento de inércia tem sido utilizado
extensivamente em pontes ha mais de 50 anos, e também nos ultimos tempos,
aumentado o uso deste tipo de solugao estrutural em edificios industriais e comerciais.

Através do tempo, diversos métodos foram desenvolvidos visando descrever
os esfor¢cos que atuam nos elementos estruturais. De acordo com Logan (2007) o
desenvolvimento moderno do Método dos Elementos Finitos comegou em 1940 no
campo da engenharia estrutural pelo trabalho de Hrennikoff em 1941 e McHenry em
1943, com a necessidade de resolver problemas complexos de elasticidade e analise
estrutural para a engenharia civil e aeroespacial, porém havia dificuldades na
utilizacdo do método devido aos extensos calculos a serem realizados.

Com o advento dos computadores e o crescente poder computacional na
década de 70, o MEF se tornou um método mais atraente, devido a sua facil traducao
para linguagem computacional. Agora, amplamente estudado, o MEF realiza analises
complexas onde existe a limitagdo nos métodos classicos.

Este trabalho visa empregar o poder de processamento matematico do
computador como solugdo para calculos extensos, avaliando o comportamento
estrutural de vigas onde ocorre variagao linear na altura da se¢ao transversal ao longo
do véo, se utilizando do modelo de Euler-Bernoulli, o Principio dos trabalhos virtuais

e o0 MEF para elaboracao e implementagao do cédigo computacional.



13

2 OBJETIVOS

2.10bjetivo geral

Este trabalho visa avaliar o comportamento elastico linear de vigas
retangulares com variagao linear de altura no seu comprimento, submetidas a
variados esfor¢os e condigdes de contorno utilizando como ferramenta um codigo

computacional implementado a partir do Método dos Elementos Finitos

2.20bjetivos especificos

e Compreender a formulacao tedrica de um modelo de analise elastica linear
de vigas, com base na teoria de Euler-Bernoulli e no Métodos dos
Elementos Finitos;

e Elaborar e validar uma rotina computacional em linguagem Python que
realize a analise estrutural proposta;

e Analisar o comportamento elastico linear de vigas retangulares com

variagao linear de altura no seu comprimento.
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3 JUSTIFICATIVA

As vigas s&o elementos estruturais presentes no sistema laje-viga-pilar, tem
como fungédo principal o transporte das cargas, recebendo-as da laje e transmitindo
aos pilares. Sao elementos lineares sujeitos principalmente a esforgos de momento
fletor e forga cortante, podendo ser solicitadas também a forga normal e momento
torcor. A analise do seu comportamento mecanico possibilita ao correto
dimensionamento estrutural, de forma que haja economia de materiais e possibilitando
de maneira conjunta, garantia da seguranca e conforto dos usuarios da estrutura.

As vigas de altura variavel se apresentam como uma solugdo econdémica e
estética, a fim de otimizar o projeto de estrutura de grandes vaos e acrescentar
elementos estéticos com senso de profundidade, sendo usualmente aplicadas como
uma solugcao em elementos pré-moldados. Comumente utilizadas como elementos de
pontes e consolos, otimiza o uso de materiais, e possibilita também uma estética
agradavel e uma flexibilidade na gestdo do ambiente, no ponto de vista da arquitetura.

Duas teorias sao amplamente empregadas para se descrever o
comportamento desses elementos, a teoria de Euler-Bernoulli, e a teoria de
Timoshenko. Dentro do presente projeto, utiliza-se as formulagbes propostas por
Euler-Bernoulli, mesmo ocorrendo uma variagao da altura, a deformacao devida a
cortante é pequena o suficiente para que a formulacdo Euler-Bernoulli apresente
resultados satisfatérios. E o caso dos tipos mais usuais de vigas, nas quais a relacdo
altura da sec¢ao transversal e o vao € pequena.

De forma a alcangar um dos objetivos deste trabalho, o de implementar uma
rotina computacional para a analise estrutural proposta, optou-se por utilizar o MEF,
uma ferramenta matematica poderosa desenvolvida no inicio da década de 1940 e
popularizada apenas nos anos de 1970, com o advento dos computadores e o poder
de processamento matematico apresentado por eles. A sua maneira de transformar a
solucdo das equacgdes diferenciais que descrevem os problemas fisicos na solugao
de um sistema de equacdes lineares facilmente calculado pelo computador, torna o
método flexivel e facilmente programavel, além de fornecer solugbes precisas de

forma eficiente.
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4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

4.1 Vigas

Geralmente as vigas séo os elementos estruturais responsaveis por transmitir
as cargas verticais das lajes e as distribuidas aplicadas na prépria viga, para os pilares
(CORREA, 2013). S&o estruturas lineares, podendo ser dispostas horizontalmente ou
inclinadas, com um ou mais apoios (movel ou fixo), engastes etc. de tal forma a
garantir que tais barras sejam no minimo isostaticas. Podem ser confeccionadas em
madeira, aco, ferro fundido, concreto (armado ou protendido) e aluminio, com
aplicagdes nos mais diversos tipos de construgbes (SOUZA; RODRIGUES; MASCIA,
2008).

Segundo Beer, Johnston e Mazurek (2012), como elemento estrutural linear
entende-se aquele que possui uma dimensao (comprimento) muito superior as demais
dimensdes (dimensdes transversais). No caso das vigas o carregamento atuante é
perpendicular ao seu eixo longitudinal.

Sao consideradas vigas de altura variavel aquelas em que a altura varia num
mesmo vao, formando trapézios ou curvas. Tal configuragao permite otimizar o projeto
de estruturas com grandes vaos, podendo ser uma solugdo econdmica, além de
garantir o bom funcionamento da estrutura. S&o frequentemente adotadas como
solucdo em obras de arte, como viadutos e pontes, e comumente encontradas em
obras com elementos pré-moldados (CORREA, 2013). A figura 1 demonstra uma

situacdo de uso da viga de altura variavel.

_Figura 1 — Viga de altura variavel aplicada em estruturas de pontes

=1

'Fonte: Moura (20_21, sem paginagao)
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Varias vantagens podem ser alcangadas com a variagao de sec¢ao transversal,
tanto a nivel arquitetdnico, construtivo e econémico. A nivel arquitetdnico & possivel
criar formas e espagos amplos, além de dispensar a moldagem in loco, tornando
necessario apenas o transporte e montagem de elementos pré-moldados. A nivel
econdmico permite que zonas de elevado esfor¢co solicitante possuam secgdes
maiores, enquanto zonas com menor esfor¢o se despende de menos material para a
secao resistente, permitindo uma reducado significativa na quantidade de material
despendido, otimizando a relagao custo/beneficio, sem comprometer a estabilidade e
a segurancga da estrutura.

As deformacdes excessivas apresentadas pelos elementos estruturais podem
causar desconforto aos usuarios, como também podem alterar a aparéncia e a
eficiéncia de uma estrutura. No entanto, as mais severas consequéncias sao devidas
aos danos locais, que se apresentam como fissuragao de elementos estruturais e nao-
estruturais ou rotacao excessiva (LIMA; FONTES; LIMA, 2003). A figura 2 exemplifica
a configuragdo deformada que ocorre em uma viga bi-engastada solicitada por um

carregamento uniformemente distribuido

Figura 2 — Viga bi engastada e sua configuragao deformada

N N
A

\

Fonte: Autoria prépria (2021)

e

A ABNT NBR 8681:2004 define os padrbées normativos para acdes e
segurancas nas estruturas e determina como requisitos gerais que a estrutura atenda
a dois requisitos de estados limites, que dependem dos tipos de materiais de
construgédo empregados. O primeiro destes sdo os estados limites ultimos, que séo
um estado onde, por sua ocorréncia, determinam a paralisacao ao todo ou em partes,

do uso da construgéo, e sao caracterizados por:

1. Perda de equilibrio, global ou parcial, admitida a estrutura como um corpo
rigido;

2. Ruptura ou deformacao plastica excessiva dos materiais;

3. Transformacéao da estrutura, no todo ou em parte, em sistema hipostatico;

4. Instabilidade por deformacéo;
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5. Instabilidade dinamica.

O segundo sao os estados limites de servi¢o, estados que causam efeitos
estruturais que nao respeitam as condi¢coes especificadas para o uso normal da
construgcdo, demonstrando indicios de comprometimento da durabilidade das

estruturas, caracterizados por:

1. Danos ligeiros ou localizados, que comprometam o aspecto estético da
construgao ou a durabilidade da estrutura;

2. Deformagdes excessivas que afetem a utilizacdo normal da construgao ou
seu aspecto estético;

3. Vibracao excessiva ou desconfortavel.

Os valores limites dos estados limites dependem do material a ser empregado
no elemento estrutural, sendo as mais usuais a ABNT NBR 8800:2008 para elementos
de aco, a ABNT NBR 6118:2014 para elementos de concreto, e a ABNT NBR

7190:1997 para elementos de madeira.

4.2Modelo de Euler-Bernoulli

A anadlise das deflexdes de vigas é bastante comum em problemas de
engenharia, tornando-se fundamental o seu estudo. Para esta finalidade existem
algumas teorias, podendo-se destacar os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko. A principal diferenca entre os dois modelos esta relacionada ao fato da
nao consideracao da deformacéao de cisalhamento presentes nas se¢des transversais
no modelo de vigas de Euler-Bernoulli (BITTENCOURT; FEIJOO, 1999).

Segundo Han, Benoroya e Wei (1999), as seguintes hipéteses fisicas séo

adotadas para o modelo de Euler-Bernoulli:

1. Uma dimenséao é consideravelmente maior que as outras duas;

2. O material é linearmente elastico;

3. O coeficiente de Poisson é negligenciavel;

4. A area da secgao transversal € simétrica para que a linha neutra e o

centroide coincidam;
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5. O plano perpendicular a linha neutra permanece perpendicular apds a

deformacéo;
6. O angulo de rotagao da secgao transversal é pequeno;

7. As deformagdes por cisalhamento sdo desprezadas.

A hipotese admitida pela teoria de Euler-Bernoulli de que havendo uma
pequena deformacéo, as secdes transversais permanecem planas e perpendiculares

a linha neutra, é adotada para o presente trabalho. Caso néo fosse, a teoria de

Timoshenko seria a mais adequada.
Desta maneira, a figura 3 ilustra os deslocamentos e giros de secéao

transversal considerados no modelo.

Figura 3 — Modelo de deslocamentos e giros de secao transversal

6

Fonte: Autoria prépria (2021)

Desta maneira, a partir da viga reta deslocada, € possivel se desenvolver a

equacao diferencial da linha elastica, considerando uma viga engastada e carregada,

conforme apresenta a figura 4.
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Figura 4 — Cargas positivas e resultantes das forgas internas.

\ P

»

W
P
A A 1 [y

M, %

ey (S

Linha elastica

Fonte: Ugural (2009, p. 414)

Considerando a origem das coordenadas na extremidade engastada, admite-
se que o plano xy é o plano de flexdo. O deslocamento v de um ponto A qualquer da
viga a uma distancia x da origem é o deslocamento do ponto na dire¢ao y, medido do
eixo x até a linha elastica. (UGURAL, 2009).

De maneira analitica, a definicdo da curvatura k a uma distancia x do eixo y é

expressa da seguinte maneira:

(1)

Considerando a primeira hipétese fundamental da teoria de Euler-Bernoulli
para vigas esbeltas. Os deslocamentos do eixo da viga sdo pequenos quando
comparados com o vao da viga. Os angulos de rotagdo da curva de deslocamentos
também sdo muito pequenos e aproximadamente iguais a inclinagdo, 6 = dv/dx
(UGURAL, 2009 p. 239)

Assim, o quadrado da inclinacdo pode ser considerado desprezivel e a

equacao (1) pode ser reescrita como segue:

(2)

Assim, k representa a taxa com a qual a inclinagédo varia ao longo da viga.

Para uma viga elastica linear cuja secéao transversal € simétrica em relagéo ao plano
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de carregamento, a curvatura esta relacionada ao momento, através da seguinte

expressao, conforme Ugural (2009):

dv = M
dx?  El(x)
(3)

Considerando as relagdes diferenciais entre carregamento e forga cortante e
entre for¢a cortante e momento fletor (BEER; JOHNSTON; MAZUREK, 2012) pode-

se ainda escrever as relagcdes descritas em (4).
2

El d U—M
(X)W— (x)
L Pl
dx i )

d? d?v
TxZ lEI(x) El = —-w(x)

4.3 Método dos Elementos Finitos

Estruturas, em geral, sado constituidas de um conjunto de diversos
componentes, admitindo geometrias complexas, carregamentos e diferentes
propriedades dos materiais. Os métodos classicos admitem certos niveis de
simplificacdo, o que em alguns casos nao é o adequado. Quando se trata de analise
de estruturas complexas, deve-se recorrer a procedimentos mais gerais. Dentre os
métodos de analise a mais amplamente utilizada € o método dos elementos finitos. A
analise por elementos finitos € um procedimento numérico bem adequado para
implementagdo em computadores digitais (UGURAL, 2009).

O método consiste na formulagdo de um conjunto simultdneo de equacgdes
algébricas que buscam relacionar as forgas aos correspondentes deslocamentos em
pontos selecionados ou “nés”.

Segundo Ugural (2009), o método oferece muitas vantagens:

1. Facilidade na descricao da geometria da estrutura;

2. Habilidade em considerar os materiais compdsitos e anisotrépicos;



21

3. Habilidade no tratamento das descontinuidades;

4. Facilidade no tratamento das condi¢gbes de carga combinadas;

5. Habilidade no tratamento dos carregamentos térmicos e dinémicos;
6. Habilidade no tratamento de problemas estruturais nao-lineares;

7. Capacidade para uma completa automatizagao dos calculos.

Para analise de vigas, o tipo de elemento adotado sao os elementos de barras.
A rede de elementos e nés de uma regido é denominada malha, sendo ela mais densa
conforme mais elementos sao utilizados. Para resultados mais precisos, aumentar a
densidade da malha pode ser necessaria.

A figura 5 demonstra uma representagdo esquematica de uma estrutura
discretizada por elementos finitos, onde a estrutura € composta de elementos de

secao variavel, tema abordado neste trabalho.

Figura 5 — Representacao esquematica de um prédio com vigas, colunas e paredes

gt E— l

Fonte: Ugural (2009, p. 571)

4.4 Método dos Elementos Finitos aplicado a vigas retangulares de altura

variavel

Para analisar o equilibrio de um elemento finito de viga, existem alguns
métodos que podem ser utilizados, mas o Principio dos Trabalhos Virtuais, ou PTV se
destaca entre eles. O PTV, estabelece que um sistema mecénico estara em equilibrio
caso o trabalho virtual de todas as forgas atuantes no elemento for nulo. Assim, para
qualquer deslocamento virtual imposto ao elemento, pode-se definir que o trabalho
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virtual externo produzido pelas forgas externas quando ocorrem deslocamentos
virtuais € igual ao trabalho virtual interno produzido pelos esforgos reais internos

quando ocorrem as deformacdes virtuais como esta descrito na equacéo (5).

U, =U, (5)

l

Para a parcela do trabalho virtual externo, escreve-se como:

U= F.A"+MO" + [ q(x).AX)" dx (6)

Segundo Han et al. (1999), admitindo a teoria de Euler-Bernoulli, a parcela da

energia das tensdes de cisalhamento € desprezada, assim, escreve-se:

Ui = [, 0.8e"dV (7)

As deformagdes em um elemento fletido podem ser determinadas a partir a
relagéo diferencial entre deformacao-deslocamento (BEER; JOHNSTON; MAZUREK,
2012):

d?v

S ®)

Considerando-se o comportamento elastico-linear do material e a lei de

Hooke, tem-se:
oc=E.¢ (9)

Substituindo (8) em (9), obtém-se:

o =E(y.LY) (10)

Entao, substituindo (8) e (10) em (7), temos:

v = f, E(r2). (L) av (11)
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A integral de volume apresentada na equacgao (11) pode ser transformada em

uma integral dupla na area e no comprimento do elemento, como segue:

U = Efy (£2).(£2).(J, y2dA)dx (12)

A integral da area contida na equacgao (12) define o momento de inércia da
secdo transversal em relacéo ao seu eixo neutro (BITTENCOURT E FEIJOO, 1999).
Neste trabalho, considera-se que a viga possui se¢ao transversal retangular
com altura variando linearmente ao longo do comprimento do elemento estrutural,
conforme ilustrado na figura 6. Desta forma, a altura da sec¢éo transversal em fungao

do comprimento do elemento pode ser descrita por meio da equacéao (13).

h) = (1= by + (5 by (13)

Figura 6 — Modelo da variagao de altura do elemento finito.

AY

L

Fonte: Autoria prépria (2021)

O momento de inércia de uma segdo retangular em relagdo ao seu eixo

centroidal pode ser calculado através da equacao que segue:

[=br (14)

12

Substituindo (13) em (14), tem-se:

1 =g [(1=3)m + ()] (19
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Substituindo (15) em (12), obtém-se:

i = Iy () (2) Bl -Dm+ ()] Y (16)

A figura 7 demonstra as variaveis nodais que serao utilizadas para o
desenvolvimento da matriz de rigidez para o elemento finito de viga. No elemento séo
considerados for¢cas nodais F, contido no plano do elemento e perpendicular ao seu
eixo longitudinal, e momentos nodais M, no plano da secéo transversal do elemento;

demonstra-se também os deslocamentos nodais v e os giros nodais de segao

dv
transversal 8 = —.
dx

Figura 7 — Variaveis nodais

Fonte: Ugural (2009, p. 572)

Segundo Ugural (2009), em um elemento finito de viga de rigidez constante
onde se admite que ndo ha carregamento entre os nos, ou seja, apenas forgas e
momentos nodais, o deslocamento vertical dos pontos pertencentes ao seu eixo
médio pode ser assumido como uma fungao polinomial cubica na coordenada x.

A variagdo de rigidez do elemento introduzida neste trabalho estabelece
solugdes analiticas para deslocamento mais complexas por envolver integrais de
divisdo de polinbmios. Nesse sentido, neste trabalho sera utilizada a mesma fungao
polinomial cubica ja referida para interpolar os deslocamentos ao longo do dominio do
elemento. A precisdo necessaria para os resultados devera ser verificada a partir de

analises de refinamento de malha. Assim, tem-se:

v(x) =ax3+bx*+cx+d (17)
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Entéo a inclinagao 9:

9=%=3ax2+2bx+c (18)

Assumindo-se entao os deslocamentos e giros nodais condi¢des de contorno,

define-se as constantes presentes na equacgao (17), como segue:

6 6 6 6
u(x)=x3(L—;+L—j+%+%)+x2(—%—f—%—%)+x91 +u; (19)

Reordenando a equagao (19) em funcdo dos deslocamentos e giros nodais,

tem-se:
3 2 2 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3
v@ = (1-F+ 2 )+ (x - +5) 0+ (-5 ) v + (-2 +5)6,(20)
E simplificando:
v(x) = P1v; + 01 + P3v; + Py, (21)
sendo:
3x2  2x3
=\t
3 2x%  x3
¢2 =\|x L L2
3x%2  2x3
e\ T
X3

Substituindo (21) em (18), e adotando-se a mesma fungao de aproximagéao

para representar o deslocamento virtual ao longo do elemento, tem-se:

=5 L (dd ) (‘; 2 (1= ) b+ (B o) i +
+f L (dd ) (dd L) (1= D)+ ()l vecoti s
+ jo ' (iﬁ“) <%> (1% [(1=2) b+ (3) o] ) 02503

(22)
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Ou, para rearranjar de maneira matricial:

WL EDEDEO-Ine Ol e

P11 P12 P13 P14][V1 5UI'T
U =E ®21 P22 P23 P2a||01|]|667
! P31 P32 P33 P34

Pa1 Pa2 Pa3 Pag

5v3 (24)

56;]

Considerando que os deslocamentos virtuais sdo unitarios e inserindo a
parcela do trabalho externo, obtém-se o sistema de equacgdes algébricas para um

elemento finito, como segue:

ky  ky, ks kyl|ly K

E- b3 ky ky ky Ll M, (25)
60-L kyy Ky 2 Fy
Sim ky || 6, M,

sendo:

ki, = 21hy® +9h,%h, + 9h,h,” + 2101

kip = L(15hy° + 6Rhy*hy + 3hihy® + 6h,°)
ki3 = —21h;> — 9h,%h, — 9 b, — 21h,°
ky4 = L(6hy° + 3hy%hy + 6hihy” + 15h,°)
kyy = L2(11hy° + 5hy%hy + 2hyhy” + 2h,°)
ko3 = L(—15hy® — 6hy*h, — 3h h,” — 6h,°)
koq = L2(4hy® 4+ hy’hy + hihy® + 4h,°)

kss = 21h;> + 9h,%h, + 9hyhy? 4 210,°
k34 = L(—6h,*> — 3hy*hy — 6h hy” — 15h,°)

k44 = L2(2h13 + 2h12h2 + 5h1h22 + 11h23)
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Ou, de maneira simplificada:

[kel{6e} = {Fe} (26)

Na equacao (26) o vetor de forgas {F,} a ser considerado sera uma associagao
das forgas externas concentradas e dos carregamentos distribuidos sob o elemento
concentrados na forma de for¢as nodais equivalentes. A figura 8 ilustra o sistema de

forgas nodais equivalentes para carregamentos distribuidos linearmente no elemento.

Figura 8 - Esfor¢os equivalentes ao carregamento distribuido

N6 1 N6 2

fly f2y

/~ % 4 %
miz| . | "2

NG .

: |

Fonte: Autoria prépria (2021)

Assim, para determinar a equacéo de q(x), assumindo-se um carregamento

linear, tem-se:

q(x) =a.x+b (27)

Definindo, entédo, as condigdes de contorno q(x =0) =q; € q(x = L) = q,,

tem-se:

q(x) =8 x4 g (28)
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Na equacao (6), trabalhando apenas com a parcela de energia referente ao
carregamento distribuido e considerando que os deslocamentos verticais sao
descritos pela equagao (16) e o carregamento linear € descrito pela equagéo (25),

tem-se:

L " L (qz2—q,
fo q(x).A(x)" dx = fo (%.x + Cll) . (‘P1U1y + P21, + P32y + (P4¢2z) dx (29)

Assim, resolvendo a equacédo (28) e considerando-se os deslocamentos
virtuais unitarios, obtém-se a parcela dos esforgos equivalentes para cada né do

elemento em analise:

7L 3L

o1 T 5542
fly L2 4 + L2 q
m . 1 . 2
B=p2l=| & o (30)
Zy _-ql +_CI2
m 20 20
2z LZ LZ
| — (5-‘11 +5-CI2)_

4.5 Linguagem Python

A linguagem Python € uma linguagem de programacao de alto nivel langada
por Guido van Rossum em 1991, e possui um modelo de desenvolvimento aberto
gerenciado pela organizagao Python Software Foundation.

Segundo Yuill e Halpin (2006), Python é apenas uma linguagem de
programacgao de muitas, assim como a linguagem da humanidade, existem muitas
linguagens de programacgao, como JAVA, LISP, PHP e Pearl, e cada linguagem é boa
em pelo menos uma coisa, como Java para softwares para aparelhos méveis, ou PHP
para bancos de dados. Mas no geral, todas essas linguagens possuem 0 mesmo
modelo — A maioria tem dados em variaveis e funcbes para que sejam trabalhados.
Python é uma linguagem de programacao que é facil de ler e se entender, é gratuita
e possui uma grande e amigavel comunidade.

Uma das diversas fungdes do Python é a possibilidade de importar bibliotecas,
uma colecdo de médulos de script com a finalidade de simplificar os processos de

programacgao e remover a necessidade de reescrever comandos mais usados.
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Dentre as bibliotecas, as que mais chama atengao ao trabalho desenvolvido
€ a biblioteca numpy, biblioteca que oferece fungdes matematicas de algebra linear,
com a capacidade de resolver matrizes quadradas com simples chamadas de funcgao.

Também entre as bibliotecas ha a biblioteca matplotlib.pyplot, que possui

fungdes que quando chamadas automatizam a geracgao de graficos pelo Python.
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5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Para a implementagcdo do codigo computacional optou-se pelo uso da
linguagem Python, utilizando-se as bibliotecas numpy e matplotlib.pyplot, como
ferramentas para resolugdo de sistemas de equagbes e geragdo automatica de
graficos.

O caddigo foi desenvolvido com diversas fungdes agrupadas em trés grupos,
sendo eles: organizagéo de dados, processamento e saida de dados.

No grupo de organizagao de dados esta prevista a leitura do arquivo de dados
(“entrada.txt”), onde o usuario insere os parametros do problema, seguindo a

sequéncia pré-determinada, de acordo com a estrutura elaborada demonstrada no

quadro 1:
Quadro 1 — Modelo do arquivo de entrada
, , Coeficiente
Numero | Numero de de
de nés | elementos
detalhamento
. - - forca momento z
numero |coordenada |restricdo y no| restricdo z altura do
. . X . concentrada | concentrado R
dond 1 dond 1 no 1 no no 1 \ , no 1
y noné 1 no no 1
. . .. forca momento z
numero |coordenada |restricdo y no | restrigdo z altura do
. . . . concentrada | concentrado R
dond 2 dond 2 no 2 no nod 2 R , no 2
ynonod?2 no no 2
. . .. forca momento z
numero |coordenada |restricdo y no | restrigdo z altura do
X . X . concentrada | concentrado .
dondén dondn nén nondn R , nén
ynonén no né n
numero carga carga modulo de base do
do no inicial do| no final do distribuida distribuida | elasticidade
o X elemento
elemento| elemento elemento inicial do final do do elemento 1
1 elemento 1 | elemento 1 1
numero carga carga modulo de base do
do no inicial do| no final do distribuida distribuida | elasticidade
o X elemento
elemento| elemento elemento inicial do final do do elemento >
2 elemento 2 | elemento 2 2
nuamero carga carga modulo de base do
do no inicial do| no final do distribuida distribuida | elasticidade
o X elemento
elemento| elemento elemento inicial do final do do elemento n
n elementon | elemento n n

Fonte: Autoria prépria (2021)

Apresenta-se na sequéncia o detalhamento das informagdes sintetizadas no

quadro 1:

e Numero de nds: quantidade de nés que apresentam restricdo de

deslocamento e/ou giro ou acado de forca e/ou momento concentrado.
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Deve-se incluir também neste total os nés da extremidade da viga,
independente da presencga de vinculos ou carregamentos;

Numero de elementos: quantidade total de elementos, sendo estes as
barras entre os nos descritos;

Coeficiente de detalhamento: valor inserido para que o cédigo aumente
automaticamente o numero de nds e elementos finitos a fim de se realizar
simulagcées numéricas com malhas mais refinadas. Por exemplo, caso se
insira o valor 0,1 o software ira inserir nés a cada 0,1 unidades dimensionais
e elementos entre eles;

Coordenada do né “n”: valor inserido da coordenada do n6 descrito, sendo,
necessariamente, a coordenada do primeiro n6 igual a 0 e a coordenada
do enésimo né igual ao comprimento total da viga em analise;

Restricdo y no nd “n”: caso haja uma restricdo de deslocamento em y no
no (apoio ou engaste), insere-se o valor 1; caso contrario, insere-se o valor
0;

Restricdo z no nd “n”: caso haja uma restricdo de rotagao e torno do eixo z
no né (engaste), insere-se o valor 1; caso contrario, insere-se o valor 0;
Forga concentrada y no né “n”: valor inserido representando a presencga de
uma forca concentrada no né com orientacao definida pelo sistema de eixos
cartesianos;

Momento z concentrado no né “n”: valor inserido representando a presenca
de um momento fletor concentrado no nd, sendo sentido horario negativo,
e anti-horario positivo;

Altura no n6 “n”: valor da altura da secéao transversal no né em questao;
No inicial do elemento “n”: numero do nd onde se inicia 0 elemento em
questao;

N6 final do elemento “n”: numero do né onde se encerra o elemento em
questao;

Carga distribuida inicial do elemento “n”: valor do carregamento distribuido
no no inicial do elemento em questao, conforme explicitado na figura 8;
Carga distribuida final do elemento “n”: valor do carregamento distribuido

no no final do elemento em questao, conforme explicitado na figura 8;
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e Moddulo de elasticidade do elemento “n”: valor do médulo de elasticidade E
do elemento em questao;

e Base do elemento “n”: largura da segao transversal do elemento em

questao.

De forma a melhor visualizar como deve ser realizada a entrada de dados, no
apéndice B é apresentado o arquivo de entrada de dados referente ao exemplo 3
analisado no item 6 deste trabalho.

Além da leitura de dados, também estdo presentes no grupo organizagao de
dados as fungdes abertura e detalhador, cujas finalidades sao descritas nos subitens
que seguem.

No grupo de processamento estédo as fungdes que realizam todos os calculos
necessarios, a partir dos dados previamente organizados pelo grupo anterior, para
que se obtenha os deslocamentos e esforgos nodais desejados na analise estrutural
em questdo. Dentro deste grupo estdo presentes fungdes para elaboragao do vetor
de forgas nodais equivalentes, elaboragédo do vetor de cargas, montagem da matriz
de rigidez do elemento, montagem da matriz de rigidez da estrutura, a resolugédo do
sistema de equacgdes, calculo do momento fletor e da forga cortante em cada no e,
por fim, o calculo das reagdes nos apoios.

No grupo de saida de dados esta presente a funcdo que recebe os
deslocamentos, o momento fletor e a forga cortante em cada né e exporta, em formato

(“jpeg”), a estrutura deformada e os diagramas de momento fletor e for¢a cortante.

5.1 Estrutura do cédigo

O fluxograma da figura 9 demonstra de maneira grafica a organizacdo da
estrutura do cdédigo computacional, contendo os grupos de fungdes utilizadas e

exibindo o fluxo de informagdes ao longo cddigo.
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Figura 9 — Fluxograma do cédigo desenvolvido

Organizacao
de dados

Processamento

Saida de
dados

Fonte: Autoria prépria (2021)

5.2 Grupos de fungoées

5.2.1 Organizagao de dados

5.2.1.1 Funcao Abertura

Funcdo onde é efetuada a leitura dos dados do arquivo “entrada.txt’,
previamente fornecido pelo usuario, abrindo-o e alocando os valores em matrizes.

Ap0s isso ocorre o fechamento do arquivo.
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5.2.1.2 Funcéo detalhador

Funcao que divide a estrutura alocando um n¢6 a cada “n” unidades de medida,
conforme parametro fornecido pelo usuario no arquivo de entrada de dados. Sao
também inseridos elementos entre os ndés alocados.

Esta fungao tem como objetivo gerar automaticamente a malha de elementos
finitos possibilitando, assim, analises numéricas utilizando malhas mais refinadas,
bem como fornecer diagramas de esforgos solicitantes mais detalhados. Assim, caso
seja utilizado, cabe ao usuario somente especificar os ndés onde ha vinculos, forgas
e/ou momentos concentrados, inicio e fim de forgas distribuidas, mudancga de altura
e/ou largura de secao transversal e mudanga de modulo de elasticidade, caso a viga
seja composta por mais de um material.

Nesta fungao, sao também calculadas as alturas inicial e final dos elementos

finitos que foram gerados automaticamente.

5.2.2 Processamento

5.2.2.1 Funcao processarmatlocal

Cria a partir da equacao (25) a matriz de rigidez local dos elementos e as

fornece a fungdo matglobal para a montagem da matriz global da estrutura.

5.2.2.2 Funcao matglobal

Aloca as matrizes de rigidez local dos elementos na matriz de rigidez global
da estrutura, sendo esta uma matriz quadrada de dimensdes dadas pelo produto do
numero de graus de liberdade de cada né (dois) pelo numero total de nés da estrutura.

A incidéncia de cada matriz local na matriz global é definida em fungdo do
grau de liberdade e do n6 a que se refere. Assim, para nés comuns a dois elementos,
ha uma sobreposicao das matrizes locais na matriz global.
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5.2.2.3 Funcéo vetforcas

Cria o vetor de forgas global adicionando as forcas e aos momentos
concentrados fornecidos pelo usuario as forgas nodais equivalentes calculadas, por
meio da equacgao (30), nos elementos que possuem carregamento distribuidos em sua

extensao.

5.2.2.4 Funcao contorno

Recebe a matriz de rigidez e o vetor de forgas global e, a partir das
informacgdes dos nds vinculados descritas no arquivo de entrada de dados, impde, no
sistema de equacgdes lineares, a condigdo de deslocamento nodal e/ou giro nodal nulo.

O procedimento € definido a partir da atribuicdo do valor unitario na diagonal
principal da linha da matriz de rigidez global correspondente ao grau de liberdade
restrito e atribuindo zero a todos os outros valores da linha e da coluna. Além disso,
impbe-se zero no vetor de cargas global na posigcéo referente ao grau de liberdade
restrito. Esse procedimento, de maneira genérica, € melhor visualizado na equagao
(31).

'Ky, 0 Kz Ko 0 Ky Kin1 (U1 (Fi)
0 1 0 0 0 O 0 01 0
K31 0 K33 Kzn 0 Kz K3y U1 Fyy
Kyy 0 Kiz Kiy O Ku6 Kyn 6, _ ) My,
0O 0 0 0 1 0 o ["Yus(=) 0 ( (31)
Kei 0 Kez Koo 0 Keg Ken 03 M,,
Kni 0 Kpz Kpy 0 Kpe Knn \O,,/ \M,,,/

5.2.2.5 Funcdo solucéo

Utiliza-se a biblioteca numpy para resolver o sistema linear de equacdes

K-u=F g obtém-se os deslocamentos e giros de cada no.
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5.2.2.6 Funcéao retorno

A partir dos valores dos deslocamentos e giros obtidos para cada nd, realiza
o produto entre a matriz de rigidez, sem condi¢cbes de contorno, e o vetor de

deslocamentos, obtendo-se, assim, os vetores de forcas € momentos nodais.

5.2.2.7 Funcéao distribuida

Subtrai-se do vetor obtido na fungao retorno os valores das forgas distribuidas

e das forcas e momentos concentrados, restando somente as reacdes de apoio

5.2.2.8 Funcao esforcosinternos

Utiliza-se a funcédo processarmatlocal para realizar o produto demonstrado
pela equacao (25) para cada elemento, obtendo-se o valor da forga cortante e
momento fletor no no inicial e no no final do elemento. A fungéo ainda os organiza e

fornece os dados para a fungéo plotagem.

5.2.3 Saida de dados

5.2.3.1 Funcao plotagem

Utiliza a biblioteca matplotlib.pyplot para plotar a configuragcdo deformada da
estrutura e os diagramas de forga cortante e momento fletor do elemento estrutural,
demonstrando seus pontos de maximo e minimo, sendo salvos no formato (“jpeg”) no

pasta local do software.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Visando validar a formulagdo desenvolvida e o software implementado neste
trabalho, alguns exemplos de vigas sdo apresentados neste item. Os exemplos
estudados foram apresentados por outros pesquisadores ou entdo idealizados pelo
préprio autor. Neste ultimo caso, os resultados fornecidos pelo software implementado
foram comparados com analises realizadas no software comercial SCIA Engineer 20.0

(vers&o educacional).

6.1 Exemplo 1

Neste exemplo serado realizadas comparagdes entre os resultados referentes
aos deslocamentos e giros de secao transversal e as forgas internas obtidas por
Rodrigues (2016).

O problema abordado consiste em uma viga continua vinculada ao meio
externo através de engaste e apoios conforme ilustra a figura 10. Na figura, também
€ apresentado o carregamento atuante no elemento, sendo este composto por duas
forgas concentradas e um carregamento uniformemente distribuido em seu primeiro
tramo.

A viga possui secao transversal constante com largura de 15 cm e altura de
30 cm e é constituida por um material elastico com médulo de elasticidade E =
3,0x 107 kN/m?. Em sua analise, Rodrigues (2016) utilizou uma malha composta por

6 elementos finitos e 7 nés, como indica a figura 10.

Figura 10 — Viga submetida a carregamentos variados.

_ l l l jkNm 8kN 6kIN
yrravors : e e e B
@ @ @ @ ® ® @

1[ 2,25m l 2,25m 1|_',5'Dr11l 2,00m [ 4,00m L 1,50m |

Fonte: Adaptado de Rodrigues (2016, p. 52)
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Rodrigues (2016) obteve como resultados os diagramas de forga cortante e

de momento fletor ilustrados nas figuras 11 e 12, respectivamente.

Figura 11 — Diagrama de forga cortante para o exemplo 1, em kN

6,26323 6,26323 6,0000 6,0000

4,05557

-1,7357 -1,7367

2,5532 -2,5532

-4,9447

Fonte: Adaptado de Rodrigues (2016, p. 52)

Figura 12 — Diagrama de momento fletor para o exemplo 1, em kN.m
9,0000

-4,70841

-2,70829

0,0000
1,35414 1,21291

4,68643
Fonte: Adaptado de Rodrigues (2016, p. 53)

Utilizando-se da mesma malha fornecida pela autora, a analise foi realizada
utilizando-se o codigo implementado neste estudo. Os diagramas de forga cortante e
momento fletor gerados pelo proprio software sao ilustrados nas figuras 13 e 14,
respectivamente. Vale mencionar que o proprio software indica, em destaque, a

posicao e os valores de esforgcos maximo e minimo ao longo do elemento.
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Figura 13 — Diagrama de forga cortante obtido pelo software.

/7|x=4.5lll m, Cortante max=6.263 kN |
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Figura 14 — Esbogo de diagrama de momento fletor obtido pelo software.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Comparando-se os diagramas de forga cortante (figuras 11 e 13) verifica-se
que os resultados nodais obtidos pelo software implementado sdo os mesmos
fornecidos por Rodrigues (2016). Além disso, como o codigo implementado prevé, na
constru¢ao dos diagramas, a ligagao dos valores nodais a partir de segmentos de reta,
o diagrama de forca cortante apresenta-se com o tragcado correto.

Analisando-se comparativamente os diagramas de momento fletor (figuras 12
e 14) pode-se chegar a mesma conclusdo em termos de valores nodais. No entanto,

a forma como foi programada computacionalmente, o tragado dos diagramas néao
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fornece, neste caso, o tragado correto para o Momento Fletor, principalmente no que
diz respeito ao tramo da viga em que ha a presencga do carregamento uniformemente
distribuido. Assim, para que se tenha um tragado mais adequado do diagrama neste
trabalho € necessario que se realize a analise utilizando uma malha mais refinada,
inserindo-se um “coeficiente de detalhamento” menor no arquivo de entrada de dados.

Por fim, na figura 15 é ilustrada um esbogo da configuragcdo deformada do
elemento estrutural fornecida pelo software implementado a partir da analise utilizando

a malha de elementos finitos anteriormente descrita.

Figura 15 — Esbogo da configuragcao deformada do elemento estrutural.

hh:D.OD m, Deslocamento max positivo=0.00000000 mm |
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|
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%x=13.50 m, Deslocamento max negativo=-2.32465022 mm|

Fonte: Autoria prépria (2021)

Em se tratando da configuragdo deformada do elemento estrutural (figura 15),
pode-se chegar a mesma conclusio: neste trabalho, o tragado mais adequado da
curva so é possivel utilizando-se malhas mais refinadas, visto que nao é realizado pos
processamento pelo cédigo.

Visando, entdo, a construgdo do diagrama de momento fletor e da
configuracdo deformada mais adequados, uma nova analise foi realizada utilizando-
se um “coeficiente de detalhamento” igual a 0,1 m. Os resultados obtidos sao
apresentados nas figuras 16 e 17.
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Figura 16 — Diagrama de momento fletor com malha refinada.
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Fonte: Autoria propria (2021)

Figura 17 — Configuragado deformada do elemento estrutural com malha refinada.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

As figuras 16 e 17 ilustram os tragados mais adequados do diagrama de
momento fletor e da configuracdo deformada da estrutura. Percebe-se claramente
que, na analise inicial, alguns detalhes das curvas haviam sido perdidos,
principalmente no trecho da viga que apresenta deslocamentos positivos.

Por fim, apresentando valores nodais exatamente iguais aos obtidos por
Rodrigues (2016) e curvas com tragados adequados, pode-se garantir a eficiéncia da
formulacdo desenvolvida para casos em que ha a altura constante e em estruturas

hiperestaticas.
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6.2 Exemplo 2

Neste exemplo, proposto por Ugural (2009), é simulada uma viga em balango
de comprimento L = 5 m sujeita a agdo de uma forga concentrada P = —10 kN em sua
extremidade livre. A viga possui segao transversal com largura b = 15 cm e altura
variando linearmente ao longo de seu comprimento, tendo valor inicial h, =50 cm e
valor final igual a 2h,. Ainda, assume-se que o0 material que a compde possui modulo
de elasticidade longitudinal E = 30 GPa. A figura 18 ilustra o elemento estrutural em

questéo.

Figura 18 — Viga de altura variavel em balango submetida a carga concentrada.

{ 2

b P I
B! 2hs
A

Fonte: Autoria prépria (2021)

Para o problema em questao, pode-se assumir a lei de variagdo de altura ao

longo do comprimento conforme apresentado na equagao (32).

h(x)=h0(1+—j=%(L+x) (32)

Substituindo-se a equacgao (33) na expressao de momento de inércia de uma

secao transversal retangular em relagéo ao seu eixo centroidal, obtém-se:

=4 (L+) (33)

3
onde 7, =%.
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Considerando-se, ainda, o carregamento atuante, define-se o0 momento fletor

atuante no elemento, em fungéo da coordenada x, como segue:

M (x)=—Px (34)

Substituindo-se as equagdes (33) e (34) na equacgao diferencial da linha
elastica para elementos fletidos (BEER; JOHNSTON; MAZUREK, 2012), aplicando-
se o método de integragédo direta e substituindo-se as condi¢des de contorno do
problema, é possivel obter-se a solugao analitica para o problema em questao, dada

pela equacgao (35).

v(x)

rr L 3x 1
= — 4] L)-In(2L)+= 35
I, |2(x+L) 8L+n(x+ )=In )+8 (59)

Sendo o deslocamento maximo da viga dado por:

3
0, =v(x=0)=—0,068152% (36)

A

Por fim, substituindo-se os dados iniciais do problema na equacéao (36), é

possivel obter-se o valor de deflexdo maxima para a viga em questéo:

v, =—1,81733x107° m (37)

Inicialmente foi realizada a simulacdo numérica do problema no software
implementado utilizando-se uma malha composta por apenas um elemento finito. O
tracado da configuracao deformada do elemento estrutural fornecido pelo software
pode ser visualizado na figura 19.
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Figura 19 — Esbo¢o da configuragdo deformada do elemento de altura variavel.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Analisando-se os resultados de deslocamento maximo, verifica-se que o
codigo implementado apresentou um resultado igual a 1,78253x1073m,
diferenciando-se da solugao analitica na primeira casa decimal e apresentando um
erro da ordem de 1,9%.

Outras cinco analises foram realizadas variando-se o numero de elementos
finitos presentes na malha. Os resultados obtidos estdo agrupados na Tabela 1. Ainda,
considerando-se a malha mais refinada, apresenta-se na figura 20 a configuragao

deformada do elemento estrutural.

Tabela 1 — Convergéncia em relacdo ao numero de elementos finitos

Numero de elementos finitos Deslocamento maximo (m) Erro (%)
1 -0,00178253 1,9
5 -0,00181703 0,02
10 -0,00181724 0,005
50 -0,00181726 0,004
100 -0,00181726 0,004
500 -0,00181726 0,004

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Figura 20 — Configuragcao deformada do elemento de altura varidvel com malha refinada em 500
elementos.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

A analise dos resultados apresentados permite concluir que a formulagao
proposta para analise numérica de vigas retangulares de altura variavel via MEF
produz resultados confidveis quando comparados a solugéo analitica do problema.

Em se tratando da analise das malhas utilizadas nas simulacdes, percebe-se
que a malha composta por apenas um elemento finito produziu solugdo com apenas
1,9% de erro mesmo utilizando um polinémio interpolador de ordem cubica nao
coincidente com a solugdo analitica do problema. A medida que se utiliza malhas mais
refinadas, a solugao tende a se estabilizar com erro praticamente nulo.

A exemplo do ocorrido na analise do exemplo descrito neste trabalho, apesar
dos resultados nodais satisfatérios, neste trabalho, o tragcado mais adequado da curva
representativa da configuracdo deformada do elemento estrutural s6 é possivel

utilizando-se malhas mais refinadas.

6.3 Exemplo 3

A viga abordada neste exemplo possui 10 metros de comprimento, sendo bi-
apoiada e com duas extremidades em balanco. O objetivo é simular uma viga
transversina de uma ponte com configuragdo estrutural conforme apresentado na

figura 1 deste trabalho.
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Para as simulagdes realizadas considerou-se a viga composta por um material
hipotético com moédulo de elasticidade E= 3x107 kN/m2. S&o realizadas simulages
numeéricas com diversas cargas e variagdes de altura, comparando os resultados
obtidos com os fornecidos pelo software comercial SCIA Engineer versao 20.0 para
todos os casos. Nos casos em que se assumiu a viga com altura constante, os
resultados foram também comparados com os fornecidos pelo software Ftool.

Inicialmente foi realizada uma analise considerando a transversina com altura
constante e sujeita a agao de forgas concentradas simulando as vigas longarinas que
descarregam nela. Além disso, foi considerado também um carregamento
uniformemente distribuido simulando o peso proprio do elemento. O carregamento
atuante, bem como a vinculagdo e as dimensdes do problema estao ilustrados na

figura 21.

Figura 21 — Viga com carregamentos concentrados e uniformemente distribuido.

. Ocjﬁumﬂ”\“ I

1000cm

Fonte: Autoria prépria (2021)

As figuras 22, 23 e 24 apresentam a configuracdo deformada da viga nas
analises realizadas nos softwares Ftool e SCIA Engineer e no software desenvolvido,
respectivamente. Observa-se que o software SCIA Engineer possui uma variacao de
1,35% em comparagao aos resultados de deslocamento maximo obtidos pelo software

desenvolvido e pelo software Ftool.



Figura 22 — Configuracao deformada obtida pelo Ftool para viga com carregamentos
concentrados e uniformemente distribuido.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Figura 23 — Configuragao deformada obtida pelo SCIA Engineer para a viga com
carregamentos concentrados e uniformemente distribuido.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Figura 24 — Configurag¢ao deformada obtida pelo software desenvolvido para a viga com
carregamentos concentrados e uniformemente distribuido, com malha de 1000 elementos.
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Em uma segunda analise assumiu-se a viga com variagao de altura simétrica
em relagdo ao seu eixo longitudinal. Novamente foram considerados os
carregamentos concentrados e distribuidos no elemento. Neste ultimo caso, em
funcdo da variacdo de altura nas extremidades em balango, considerou-se um
carregamento trapezoidal simulando o peso préprio do elemento. A figura 25

demonstra a configuragao estrutural adotada nesta analise.

Figura 25 — Viga com variagao de altura simétrica em relagao ao seu eixo longitudinal.

N e

Fonte: Autoria prépria (2021)

As figuras 26 e 27 apresentam a configuragao deformada da viga nas analises
realizadas no software SCIA Engineer e no software desenvolvido, respectivamente.
Em funcdo da variagcado de altura, ndo foi possivel simular o problema no software
Ftool.

Observa-se que, nesta configuracdo estrutural, os resultados de
deslocamentos maximos obtidos por ambos os softwares apresentam diferencas na

ordem de 2,68%.

Figura 26 — Configuracao deformada obtida pelo SCIA Engineer para a viga com variagao de
altura simétrica em relagao ao seu eixo longitudinal.

~J
£

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Figura 27 — Configuragao deformada obtida pelo software desenvolvido para para a viga com

variagao de altura simétrica em relagcédo ao seu eixo longitudinal.
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Para finalizar, uma terceira analise foi realizada considerando agora a

variacao de altura alinhada em relagao ao topo da viga. Os carregamentos da segunda

simulacao foram mantidos bem como as dimensdes do problema. A figura 28 ilustra a

configuragéo estrutural adotada nesta analise.

Figura 28 — Viga com variagao na altura em relagio ao topo.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

A figura 29 ilustra a configuracdo deformada do elemento fornecida pelo

software SCIA Engineer. Uma vez que o software desenvolvido neste trabalho

considera apenas a variagao de altura simétrica em relagéo ao eixo longitudinal do

elemento, ndo foi possivel realizar esta simulagdo numérica neste ultimo. O objetivo

desta simulagao é, entdo, averiguar a possibilidade do uso da formulagao proposta e

do software desenvolvido na analise de elementos estruturais com a configuracao

estrutural aqui apresentada.
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Figura 29 — Configuragédo deformada obtida pelo SCIA Engineer para a viga com variagao de
altura alinhada ao topo.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Ao se analisar as figuras 26 e 29 verifica-se que a mudanga na variagao de
altura do elemento estrutural ndo ocasionou mudangas significativas de
deslocamento. Sendo assim, com base neste exemplo, pode-se concluir que o
software desenvolvido pode também ser utilizado para a analise de vigas com
variagao de altura com alinhamento pelo topo.

Por fim, a tabela 2 apresenta uma sintese dos resultados obtidos nas analises
propostas neste exemplo enquanto a tabela 3 apresenta uma sintese das diferencas
percentuais obtidas a partir da comparacéao entre os resultados obtidos pelo software
desenvolvido e pelos demais softwares mencionados.

Vale ainda estabelecer uma analise comparativa entre as vigas de altura
variavel e a de altura constante. Os resultados obtidos neste exemplo mostraram que
as vigas de altura variavel se apresentam menos deformaveis quando comparadas as
vigas de altura constante. Apesar de haver uma diminuicdo da rigidez destes
elementos, a diferenca do carregamento distribuido em fungdo da reducéo do peso
proprio do elemento acabou por reduzir a magnitude dos deslocamentos estruturais

de tais elementos.



Tabela 2 — Dados agrupados do exemplo 3

Caso

Resultado obtido
pelo Ftool (mm)

Resultado obtido pelo
SCIA Engineer (mm)

51

Resultado obtido pelo
software desenvolvido (mm)

Forgcas concentradas e

ca_rregamento 1,606 1,6279 1,6059
uniformemente
distribuido
Vgariagéo de altura _ 1,1751 1,1436
alinhada ao centro
Variagao de altura _ 1,1751 1,1436

alinhada ao topo

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 3 — Erro calculado do exemplo 3 agrupado

Caso

Erro em relagado ao
software Ftool

Erro em relagado ao
software SCIA Engineer

Forgas concentradas e
carregamento

. 0,01% 1,35%
uniformemente
distribuido
Vgnagao de altura 2.68%
alinhada ao centro
Variagao de altura 2.68%

alinhada ao topo

Fonte: Autoria prépria (2021)
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo geral deste trabalho foi elaborar um cédigo computacional a partir
do Método dos Elementos Finitos para avaliar o comportamento elastico linear de
vigas retangulares com variagao linear de altura no seu comprimento, submetidas a
variados esforcos e condigdes de contorno.

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, a Lei de Hooke e outros
conceitos da Mecanica dos Sdlidos, realizou-se a elaboragcdo da matriz de rigidez e
do vetor de cargas equivalentes ao elemento de viga. Para tal, foi necessario a
deducao da equacao da inércia em relagao a altura.

Tendo a matriz de rigidez do elemento, implementou-se um codigo
computacional que, a partir de suas funcgdes de calculo, é capaz de fornecer a solugéo
do problema e apresentar os diagramas de forga cortante e momento fletor, além da
configuracdo deformada da viga em analise em forma de graficos automatizados,
destacando valores de maximo e minimo e salvando-os em formato de imagem na
pasta fonte do software.

Destaca-se que, implantado na linguagem Python, se apresenta de forma que
pode ser facilmente compreendido e utilizado, com cédigo fonte disponivel neste
trabalho e aberto a alteracées em futuros estudos relacionados a este tema.

Para a validagédo do codigo desenvolvido, apresentou-se neste trabalho trés
exemplos de casos que sujeitaram o cédigo a diferentes tipos de vigas, testando,
assim, cada uma de suas fungdes. Com os resultados obtidos nos exemplos, realizou-
se a comparagao com os resultados obtidos em pesquisas de outros autores, solugdes
analiticas e softwares estruturais existentes.

Pbde-se notar que a implementagdo do codigo foi validada uma vez que
forneceu resultados precisos para os diagramas de esforgos internos e deslocamento
estrutural. Destaca-se que a comparagao dos resultados obtidos com os fornecidos
por softwares e solu¢des analiticas, pequenas diferengas percentuais foram obtidas,
que, em geral, podem ser desprezadas.

Assim, com a experiéncia obtida ao longo do desenvolvimento deste trabalho,
pode-se propor a trabalhos futuros a aplicagcdo desta solugdo a porticos em duas

dimensoes.
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APENDICE A — CODIGO FONTE DO PROGRAMA
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Copyright (C) 2021 Thiago Seiji Enokida

the Free Software Foundation, either version 3 of the License,
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful,
but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.

S o S S SR o S e e o S o e HE () e

#funcdo para abrir o arquivo de texto para entrada e organizacdo das
variaveis#
def abertura():

#abre-se o arquivo e busca os dados para alocalos para a maneira a se

trabalhar
arg= open ("entrada.txt","r")
#inicia com o vetor inicial, gque possui tamanho fixo
vi=[0,0,0]
inicial=arqg.readline()
valores=inicial.split()
vi[O]=int(valores[0])
vi[l]l=int(valores[1])
vi[2]=float(valores[2])
#cria-se a matriz para alocar os valores dos nds

mat noz = []
for i in range(0, (vi[0])):
linha = []

for j in range(7):
linha.append(0)
mat noz.append(linha)
#cria-se a matriz para alocar os valores dos elementos
mat element = []
for i in range(0, (vi[1])):
linha = []
for 7 in range(10):
linha.append(0)
mat element.append(linha)
#insere a numeracdo na primeira coluna de cada matriz
for i in range(0,vi[0]):
mat noz[i] [0]=i+1
for i in range(0,vi[1l]):
mat element[i] [0]=1i+1
cont=1

Cédigo elaborado para o trabalho de conclusédo de curso de Engenharia

This program is free software: you can redistribute it and/or modify
it under the terms of the GNU General Public License as published by

You should have received a copy of the GNU General Public License
along with this program. If not, see <https://www.gnu.org/licenses/>.
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#insere os valores da linha do arquivo em um vetor, que representa uma

das linhas da matriz de noés
for linha in arg:

valores = linha.split()

if cont<=vi[0]:
vli=float(valores[1])
v2=int (valores[2])
v3=int(valores[3])
vd=int (valores[4])
vb=int (valores[5])
ve=float(valores[6])
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mat noz[cont-1][1]=vl
mat noz[cont-1][2]=v2
mat noz[cont-1][3]=v3
mat noz[cont-1][4]=v4
mat noz[cont-1][5]=v5
mat noz[cont-1][6]=v6
cont+=1
#insere os valores dos elementos em um vetor que representa a linha
da matriz de elementos
elif ((cont-vi[0])>=1 and (cont-vi[0])<=vi[l]):

vli=int(valores[1])
v2=int (valores[2])
v3=mat noz[vl-1]1[6]
v4=mat noz[v1][6]
vb=float(valores[3])
ve=float(valores[4])
v7=int (valores[5])
v8=float(valores[6])
v9=mat noz[vl][l]-mat noz[v1-1][1]
mat element[cont-vi[0]-1]1[1]=v1
mat element[cont-vi[0]-1][2]=v2
mat element[cont-vi[0]-1][3]=Vv3
mat element[cont-vi[0]-1]1[4]=v4
mat element[cont-vi[0]-1]1[5]=Vv5
mat element[cont-vi[0]-1]1[6]=V6
mat element[cont-vi[0]-1]1[7]=v7
mat element[cont-vi[0]-1][8]=v8
mat element[cont-vi[0]-1]1[9]=Vv9
cont+=1

arg.close()

#retorna a matriz de nds, de elementos, e o coeficiente de detalhamento

inserido
return mat noz,mat element,vi[2]

#divide a matriz em N elementos, de acordo com o que é inserido no
coeficiente de detalhamento
def detalhador(mat noz,mat element,det):
newmat noz=[]
newmat element=[]
matposicao=[]
C=mat noz[len(mat noz)-1][1]
#insere a primeira linha da nova matriz de elementos, e apds isso, a
apaga
newmat noz.append(mat noz[0])
matposicdo.append([mat noz[0][0],mat noz[0][1]11)
hl=mat noz[0][6]
h2=mat noz[1][6]
L=mat noz[l][l]-mat noz[O0][1]
memoria=mat noz[0][1]
mat noz.pop(0)
contador=0
som=1
#percorre por um contador detalhando e calculando novos nés, levando em
conta de n&o sobrepor os ndés da matriz original, e ndo pulando elementos
while contador<(C/det):
verl=False
ver2=False
vetl=[0,0,0,0,0,0,0]
if round(contador*det,2)>=mat noz[0][1]:
vetl=mat noz[0]
hl=mat noz[0][6]
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h2=mat noz[1][6]
L=mat noz[l][l]-mat noz[0][1]
memoria=mat noz[0][1]
mat noz.pop (0)
vetl[0]=contador+som
newmat noz.append(vetl)
matposicdo.append([contador+som,vetl1[1]])
vetl=[0,0,0,0,0,0,0]
verl=True
if round(contador*det,2) !=memoria:
ver2=True
xrel=(contador*det) -memoria
if verl==True and ver2==True:
som+=1
vetl[0]=(contador+som)
vetl[1l]=(round(contador*det,2))
vetl[2]=(0)
vetl[3]1=(0)
vetl[4]1=(0)
vetl[5]1=(0)
vetl[6]=(round(((((h2-h1l)/L))*xrel)+hl,15))
newmat noz.append(vetl)
contador+=1
mat noz[0] [0]=contador+som
newmat noz.append(mat noz[0])
matposicdo.append([mat noz[0][0],mat noz[0][1]1])
posicionador=0
#frecria a matriz de elementos a partir dos novos ndés inseridos no lacgo
de repeticdo anterior
for i in range(len(newmat noz)-1):
if i+l==matposicéo[posicionador][0]:
gl=mat element[posicionador][5]
g2=mat_element[posicionador] [6]
E=mat element[posicionador][7]
b=mat element[posicionador][8]
L=mat element[posicionador] [9]
posicionador+=1
somador=0
vetl=[]
vetl.append (i+1)
vetl.append (i+1)
vetl.append (i+2)
vetl.append(newmat noz[i][6])
vetl.append(newmat noz[i+1][6])
vetl.append ((((g2-gl) /L) *somador)+ql)
somador+=round (newmat noz[i+l][1]-newmat noz[i][1],14)
vetl.append ((((g2-gl) /L) *somador)+gl)
vetl.append(E)
vetl.append(b)
vetl.append (round(newmat noz[i+1][l]-newmat noz[i][1],14))
newmat element.append(vetl)
#retorna as novas matrizes que serdo utilizadas, caso haja detalhamento
return newmat noz,newmat element

#recebe as variaveis para criar a matriz de equacdes para o elemento finito
def processarmatlocal (v):

#v=[E,b,L,hl,h2]

#criacdo da matriz 4x4

mat=[]

for i in range(4):
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linha = []
for j in range(4):
linha.append(0)
mat.append(linha)
#insercdo dos valores da matriz (previamente descrito no referencial
tedrico)

mat [0 [01=( (((21%V[3]**3)+ (9% (V[31**2) *v[4])+ (O*v[3]*(V[4]**2) )+ (21*v[4]**3
))*(vI01*v[1]))/ ((v[2]**3)*60))

mat [0 [11=((((1o*v[3]**3)+(6* (v[3]**2)*v[4])+(3*v[3]*(v[4]**2))+ (6*v[4]**3)
)* (vI01*v[1]))/ ((v[2]**2)*60))

mat [0] [2]=((((=21*v[3]*¥*3)+ (-O* (v[3]**2) *v[4])+(-O*v[3]* (v[4]**2))+(-
21%v[41%%3) ) * (v[01*v[1]))/ ((v[2]**3)*60))

mat [0] [31=((((6*v[3]*¥*3)+(3* (v[3]**¥2)*v[4])+(6*v[3]*(v[4]**2))+ (15*v[4]**3)
)*(vI01*v[1]))/ ((v[2]**2)*60))
mat[1][0]=mat[0][1]

mat [1][11=((((L1*v[3]**3)+ (5* (v[3]*¥*2) *v[4])+(2*v[3]* (V[4]**2) )+ (2*v[4]**3)
)*(v[01*v[1]))/ ((v[2])*60))

mat [1][2]1=((((=15*v[3]*¥*3)+(-0* (v[3]**2) *v[4])+(=-3*v[3]*(v[4]**2))+ (-
6*v[4]1%*3)) * (v[01*v[1]))/ ((v[2]1**2)*60))

mat[1][31=((((4*v[3]*¥*3)+ (1* (v[3]*¥*2) *v[4])+ (1*v[3]* (v[4]**2))+ (4*v[4]**3))
*(v[01*v[1]))/ ((v[2])*60))

mat[2] [0]=mat[0] [2]

mat[2] [1]=mat[1][2]

mat [2] [21=((((21%V[3]**3)+ (9% (V[31**2) *v[4])+ (O*v[3]* (V[4]**2) )+ (21*v[4]**3
))*(vIOI*v[1]))/ ((v[2]**3)*60))

mat [2] [31=((((=6*v[3]*¥*3)+ (=3* (v[3]*¥*2) *v[4]) +(-6*v[3]*(v[4]**2))+ (-
15%v[4]*%3) ) * (v[01*v[1]))/ ((v[2]**2)*60))

mat [3] [0]=mat [0] [3]

mat [3] [1]=mat [1][3]

mat[3] [2]=mat[2][3]

mat [3][31=((((2*v[3]**3)+ (2% (V[3]**2) *v[4])+(S*v[3]*(v[4]**2) )+ (11*v[4]**3)
Y*(v[01*v[1]))/ ((v[2])*60))
for i in range (len(mat)):
print (mat[i])
#for i in range (len(newmat element)):
#print (newmat element[i])
return mat

def matglobal (mat noz,mat element):
#criar vetor de entrada para funcdo matglobal ()
ent=[0,0,0,0,0]
#cria matriz gquadrada com i e j igual a 2 vezes o numero de nds
matglobal=[]
for i in range((mat noz[len(mat noz)-1]1[0])*2):
linha = []
for j in range((mat noz[len(mat noz)-1]1[0]1)*2):
linha.append(0)
matglobal.append(linha)
#cria a matriz local para processamento
matlocal=[]
for i in range(4):
linha = []
for j in range(4):
linha.append(0)
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matlocal.append(linha)
posicionador=0
#processamento da matriz global
for i in range(len(mat element)):
#aloca os dados necessarios no vetor de entrada

ent=[mat element[i][7] ,mat element[i] [8],mat element[i] [9] ,mat element[i][3
1,mat_element[i][4]]

#processa os dados do vetor de entrada na funcdo matlocal

matlocal=processarmatlocal (ent)

#adiciona o valor da matlocal a sua reespectiva coordenada na
matglobal

#posicionador é um ponto de partida que avanca de 2 em 2 a cada fim
de laco para fixar um novo ponto de partida da matglobal

for j in range(4):

for k in range(4):
if posicionador<(len(matglobal)):

matglobal [posicionador+j] [posicionador+k]+=matlocal[7j] [k]
posicionador+=2
return matglobal

#calcula o vetor de forcas, para levar em conta as forcas distribuidas
def vetorforcas(mat noz,mat element):
vetforcas=[]
vetesf=[0,0,0,0]
for i in range(mat noz[len(mat noz)-1][0]):
vetforcas.append ("E")
vetforcas.append ("M")
for i in range(len(mat noz)):
vetforcas[i*2]=mat noz[i] [4]
vetforcas[(i*2)+1]=mat noz[i] [5]
for i in range(len(mat element)):

vetesf[0]=(((7*mat_element[i][9])/20)*(mat_element[i][5]))+(((3*mat_element
[11[9]1)/20)* (mat element[i][6]))

vetesf[l]=(((mat element[i][9]**2)/20)* (mat element[i] [5]))+((((mat element
[11[9])**2)/30)* (mat _element[1i][6]))

vetesf[2]=(((3*mat _element[i][9])/20)* (mat element[i][5]))+(((7*mat element
[11[9]1)/20)* (mat element[i][6]))

vetesf[3]=((((mat element[i][9]**2)/30)* (mat element[i] [5]))+((((mat elemen
t[11[9])**2)/20)* (mat_element[i][6])))*-1
vetforcas[(mat element[i][1]-1)*2]+=vetesf[0]
vetforcas[((mat element[i][1]-1)*2)+1]+=vetesf[1]
vetforcas[(mat element[i][2]-1)*2]+=vetesf[2]
vetforcas[((mat element[i][2]-1)*2)+1]+=vetesf[3]
return vetforcas

#busca as condicgdes de contorno e atribui zero a linha e as colunas onde
ocorrem as condicdes
def contorno(matglobal,mat noz,vet trat):
for i in range(len(mat noz)):
if mat noz[i]l[2]==1:
vet trat[i*2]=0.00
for coluna in range(len(matglobal)):
for linha in range(len(matgloball[0])):
if coluna==2%*i:
matglobal[colunal] [1inha]l=0
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if linha==2%*i:
matglobal[coluna] [linha]l=0
if (2*i)==linha and (2*i)==coluna:
matglobal[colunal] [linhal=1
if mat noz[i]l[3]==1:
vet trat[i*2+1]=0.00
for coluna in range(len(matglobal)):
for linha in range(len(matglobal[0])):
if coluna==(2*i)+1:
matglobal[colunal] [1inhal=0
if linha==(2*%i)+1:
matglobal[coluna] [linha]l=0
if (2*i)+1l==linha and (2*i)+l==coluna:
matglobal[colunal] [linhal=1

return matglobal,vet trat

#utiliza-se a funcgdo numpy para resolver o sistema de equacdes com as

devidas

condicdes de contorno j& aplicadas

def solucédo(vettrat,matglobtrat):

A = np.array(matglobtrat)
b = np.array(vettrat)

x = np.linalg.solve (A, b)
return x

#futiliza-se do vetor de deslocamento e a matriz global para o calculo dos

valores

dos apoios

def retorno(matglobal,vetsol):
vetapoio=[]

for

for

i in range(len(vetsol)):

vetapoio.append(0)

i in range(len(matglobal)):

for 7 in range(len(matglobal[0])):
vetapoio[i]l+=matglobal[i][j]*vetsol[]]

return (vetapoio)

#subtrai a parcela da forca distribuida do vetor que representa as forcas
atuantes, assim tendo o vetor de apoio
def distribuida(vetini,vetfin):

for

i in range(len(vetini)):
vetfin[i]-=vetini[i]

return vetfin

#calcula os esforcos internos e os plota com a funcédo numpy.plot
def esforcosinternos(vetdes,mat element,mat noz):
vetlocal=[[0,0,0,0]1,[0,0,0,0]1]
vetres=[]
vetlinha=[]
#cria uma matriz 4x4 da matriz de rigidez e aplica os valores das
solucgdes, assim extraindo os valores da forca cortante e momento fletor em

cada nbd

do elemento

for element in range(len(mat element)):

vetres.append([])

ent=[mat element[element] [7],mat element[element] [8] ,mat element[element] [9
] ,mat_element[element] [3],mat element[element] [4]]

matlocal=processarmatlocal (ent)

vetlocal[0] [0]=vetdes[((mat element[element][1]-1)%*2)]
vetlocal[0] [1]=vetdes[((mat element[element] [1]-1)*2)+1]
vetlocal[0] [2]=vetdes[((mat element[element] [2]-1)*2)]
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vetlocal[0] [3]=vetdes[((mat element[element] [2]-1)*2)+1]

vetlocal[l]l[0]=(((7*mat element[element] [9])/20)* (mat element[element] [5]))
+(((3*mat element[element] [9])/20)* (mat element[element] [6]))

vetlocal[l]l[1]=(((mat element[element] [9]**2)/20)* (mat element[element] [5])
Y+ ((((mat_element[element] [9])**2)/30)* (mat element[element] [6]))

vetlocal[l]l[2]=(((3*mat element[element] [9])/20)* (mat element[element] [5]))
+(((7*mat _element[element] [9])/20)* (mat element[element] [6]))

vetlocal[l]l[3]1=((((mat element[element] [9]**2)/30)* (mat element[element] [5]
))+((((mat_element[element] [9])**2)/20)* (mat_element[element] [6])))*-1
vetres[element] .append(element)
for i in range(4):
a=0
at+=matlocal[i] [0]*vetlocal[0][O0]
at+=matlocal[i][1]*vetlocal[0][1]
at+=matlocal[i] [2]*vetlocal[0][2]
at+=matlocal[i] [3]*vetlocal[0][3]
a-=vetlocall[l][i]
vetres[element] .append(a)
vetres[element] .append(mat noz[element][1])
vetres[element] .append(mat noz[element+1][1]-0.0000001)
for i in range(len(vetres)):
vetres[i] [4]=vetres[i] [4]*-1
vetres[i] [3]=vetres[i][3]*-1
vetplotx=[]
vetplotyM=[]
vetplotyC=[]
for i in range(len(vetres)):
vetlinha.append (0)
vetlinha.append(0)
vetplotx.append(vetres[i][5])
vetplotx.append(vetres[i][6])
vetplotyM.append(vetres[i][2])
vetplotyM.append(vetres[i][4])
vetplotyC.append(vetres[i][1])
vetplotyC.append(vetres[1i][3])
vet coord=[]
vetlinha2=[]
for i in range(len(mat noz)):
vet coord.append(mat noz[i][1])
vetlinha2.append(0)
vet des=[]
for i in range(len(vetdes)):
if i%2==0:
vet des.append(vetdes[i])
vetplotx.insert (1,0.0000001)
vetplotx.insert (len(vetplotx) ,mat noz[len(mat noz)-11[1])
vetplotyM.insert (0,0)
vetplotyM.insert (len(vetplotyM) ,0)
vetplotyC.insert (0,0)
vetplotyC.insert (len(vetplotyC),0)
vetlinha.insert (0,0)
vetlinha.insert (0,0)
return
vet coord,vet des,vetlinhaZ2,vetplotx,vetplotyM,vetlinha,vetplotyC
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plotagem(vet coord,vet des,vetlinha2,vetplotx,vetplotyM,vetlinha,vetplotyC)

def

for i in range(len(vet des)):
vet des[i]=vet des[1]*1000
plt.plot(vet coord,vet des)
plt.plot(vet coord,vetlinha2)
annot maxD(vet coord,vet des)
annot minD(vet coord,vet des)
plt.ylabel ('Deslocamento')
plt.xlabel ('Comprimento")
plt.savefig('deslocamento.jpeg', format='jpeg')
plt.show()
plt.plot(vetplotx,vetplotyM)
plt.plot(vetplotx,vetlinha)
annot maxM(vetplotx,vetplotyM)
annot minM(vetplotx,vetplotyM)
plt.ylabel ('Momento')
plt.xlabel('Comprimento')
plt.savefig('momento fletor.jpeg', format='jpeg')
plt.show()
annot maxC(vetplotx,vetplotyC)
annot minC(vetplotx,vetplotyC)
plt.plot(vetplotx,vetplotyC)
plt.plot(vetplotx,vetlinha)
plt.ylabel ('Cortante’)
plt.xlabel ('Comprimento')
plt.savefig('forca cortante.jpeg', format='jpeg')
plt.show()

annot maxM(x,y, ax=None):

xmax = x[np.argmax(y)]
ymax = max(y)
text= "x={:.2f} m, Momento max={:.3f} kN.m".format (xmax, ymax)

if not ax:

ax=plt.gcal()
bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)
arrowprops=dict (arrowstyle="-

>",connectionstyle="angle,angleA=0,angleB=60")

def

kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",

arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="right", va="top")

ax.annotate (text, xy=(xmax, ymax), xytext=(1.1,1.1), **kw)

annot minM(x,y, ax=None):

xmin = x[np.argmin(y)]
ymin = min(y)
text= "x={:.2f} m, Momento min={:.3f} kN.m".format(xmin, ymin)

if not ax:

ax=plt.gca/()
bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)
arrowprops=dict (arrowstyle="-

>'" ,connectionstyle="angle, angleA=0,angleB=60")

def

kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",
arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="left", va="top")
ax.annotate (text, xy=(xmin, ymin), xytext=(-0.1,-0.1), **kw)

annot maxC(x,y, ax=None):

Xmax x[np.argmax (y) ]

ymax = max(y)

text= "x={:.2f} m, Cortante max={:.3f} kN".format (xmax, ymax)
if not ax:
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ax=plt.gca/()
bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)
arrowprops=dict (arrowstyle="-
>" ,connectionstyle="angle, angleA=0,angleB=60")
kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",
arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="right", va="top")
ax.annotate (text, xy=(xmax, ymax), xytext=(1.1,1.1), **kw)

def annot minC(x,y, ax=None):

xmin = x[np.argmin (y)]

ymin = min(y)

text= "x={:.2f} m, Cortante min={:.3f} kN".format(xmin, ymin)

if not ax:

ax=plt.gcal()

bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)

arrowprops=dict (arrowstyle="-
>",connectionstyle="angle,angleA=0,angleB=60")

kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",

arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="left", va="top")
ax.annotate (text, xy=(xmin, ymin), xytext=(-0.1,-0.1), **kw)

def annot maxD(x,y, ax=None):

xmax = x[np.argmax(y)]

ymax = max(y)

text= "x={:.2f} m, Deslocamento max positivo={:.8f} mm".format (xmax,
ymax)

if not ax:

ax=plt.gca/()

bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)

arrowprops=dict (arrowstyle="-
>",connectionstyle="angle,angleA=0,angleB=60")

kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",

arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="right", va="top")
ax.annotate (text, xy=(xmax, ymax), xytext=(1.1,1.1), **kw)

def annot minD(x,y, ax=None):

xmin = x[np.argmin(y)]

ymin = min(y)

text= "x={:.2f} m, Deslocamento max negativo={:.8f} mm".format (xmin,
ymin)

if not ax:
ax=plt.gca()
bbox props = dict(boxstyle="square,pad=0.3", fc="w", ec="k", 1lw=0.72)
arrowprops=dict (arrowstyle="-
>" connectionstyle="angle,angleA=0,angleB=60")
kw = dict(xycoords='data',textcoords="axes fraction",
arrowprops=arrowprops, bbox=bbox props, ha="left", va="top")
ax.annotate (text, xy=(xmin, ymin), xytext=(-0.1,-0.1), **kw)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
M1,M2,det=abertural()

if det!=0:

M1,M2=detalhador (M1,M2,det)
M3=matglobal (M1,M2)
Vl=vetorforcas (M1,M2)

V2 ,M4=contorno (M3,M1,V1)
V3=solucédo (M4,V2)
M3=matglobal (M1 ,M2)
Vi=retorno (M3,V3)



Vli=vetorforcas (M1l ,M2)

Vd4=distribuida (V1l,V4)
v5,V6,V7,V8,V9,V10,Vll=esforcosinternos (V3,M2,M1)
plotagem(V5,V6,V7,V8,V9,V10,V11)
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APENDICE B - ENTRADA DO SOFTWARE PARA O EXEMPLO 3
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540.01

1000-50000.3
22.510-100000.5
3500-100000.5
47510-100000.5
51000-50000.3
112-375-750 30000000 0.3
2 2 3-750-750 30000000 0.3
334 -750-750 30000000 0.3
445 -750-375 30000000 0.3
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